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“It seems to be one of the fundamental features of nature that fundamental physical laws
are described in terms of a mathematical theory of great beauty and power, needing quite
a high standard of mathematics for one to understand it. You may wonder: Why is nature
constructed along these lines? One can only answer that our present knowledge seems
to show that nature is so constructed. We simply have to accept it. One could perhaps
describe the situation by saying that God is a mathematician of a very high order, and

He used very advanced mathematics in constructing the universe.”

Paul Adrien Maurice Dirac

!The Evolution of the Physicist’s Picture of Nature, Scientific American (1963)
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Teoria de Chern-Simons D=3 y su Relaciéon con Teoria de Campos

Conformes.

por Diego Fernando RENGIFO

En este trabajo se calculé el dlgebra de Poisson de los generadores de transformaciones
gauge usando una definicién de generador que no esta reportada en la literatura y fue
motivada desde la definicién del generador de transformaciones gauge dada en [1] para
teoria de YM. Aqui adaptamos dicho resultado a la teoria de Chern-Simons en tres di-
mensiones y obtenemos resultados bien conocidos, calculados usando otros generadores,
que en realidad son la las ecuaciones de ligadura tipo ley de Gauss en nuestro formal-
ismo. Para transformaciones gauge usuales, dicha dlgebra llega ha ser un algebra de
Kac-Moody sin necesidad de fijar el gauge como se hace en la literatura y para transfor-
maciones gauge mas generales de la forma 6% = §* A%, se obtiene un dlgebra de Virasoro
después de fijar el gauge. Finalmente para esquematizar la relevancia de las algebras
calculadas, se obtendra la entropia de agujeros negros BTZ via formula de Cardy, que es
un resultado bien conocido pero que aun es genera polémica, en la comunidad cientifica

debido a la no-existencia de una teoria de gravedad cudantica.
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Capitulo 1

Generalidades sobre Teoria de

Chern-Simons

1.1. Introduccidon a las Clases Caracteristicas

FEn esta secciéon se desarrollan las herramientas matematicas basicas para comprender el
origen geométrico de las teorfas de Chern-Simons. Los conceptos desarrollados aqui no
solo se aplican a CS, también a una amplia gama de fenémenos de naturaleza topolédgica
que se encuentran en la fisica tedrica y experimental [2-4]. Entre los mas relevantes son
el efecto Aharonov-Bonm, cuantizacién de la carga de monopdlos, instantones, orden

topoldgico, entre otros.

En teoria de haces fibrados principales, la forma local de curvatura F, como su nombre lo
indica, tiene informacién local sobre cémo el haz fibrado se dobla (“se curva”) cuando se
pasa de una carta a otra del espacio base. Localmente un haz es trivial pero globalmente
no necesariamente lo es, y esto depende sensiblemente del tipo de conexiones que se
pueden definir sobre el has principal y que son compatibles con la estructura del mismo.
Una pregunta que surge de manera natural es porque introducir haces principales, que en
cierto sentido son més complicados que la variedad base original? Una respuesta parcial
a esta pregunta la ofrece la teoria de clases caracteristicas, que nos permitira construir
ciertos invariantes topolégicos de variedades, analizando polinomios invariantes (bajo la

accién adjunta) definidos sobre haces fibrados principales.

Denotaremos un has fibrado principal como (F, M, G), donde E es el espacio total, M

la variedad base y G el grupo de estructura (que es un grupo de Lie).



Capitulo 1. Teoria de Chern-Simons 2

., Porque usar polinomios invariantes?. Existen principalmente dos razones para usarlos:

1 F no esta definido globalmente. La ley de transformacién de una carta a otra (de
interseccién no vacia) se hace mediante la accién adjunta del grupo de estructura
G. Por tanto no es una buena estrategia usar F como medidor de la no trivialidad

de un haz.

2 Dado un haz fibrado, la conexiéon compatible con la accién derecha de G y la
forma de curvatura respectiva no son unicas. Por lo cual existe redundancia en

esta eleccidn.

Estos problemas al mismo tiempo plantean la solucién. Esta consiste en construir una
funcién invariante bajo la acciéon adjunta de G que permita pasar de una carta a otra
sin problemas y la informacién transportada por dicha funcién debe ser independiente

de la conexion.

1.1.1. Polinomios Invariantes

Como se sabe, F es una dos-forma con valores en el algebra de Lie g, por lo tanto antes
de tratar el caso general, primero nos enfocaremos en el caso cuando G es un grupo de

Lie de matrices.

Definicién 1.1. Una funciéon multilineal simétrica G-invariante es una aplicacién mul-
tilineal:
P:®9HF donde F es R o C.
T

que satisface:
= P es simétrico para todo 1, j:
P(Aq, ..., A Ay, A) = P(Ay, LAy LA LAY (1.1)
= Para todo g € G, P es invariante, es decir:
P(Adg(Ay), ..., Adg(Ai), .., Adg(A;)) = P(Aq, ..., Ai, ., Ay) (1.2)
Ahora, se denotara como I"(G) al conjunto de todos las funciones simétricas G-invariantes

(Que bajo las operaciones usuales llega a ser un espacio vectorial sobre F). El ejemplo

por excelencia es: Sea G = GL(m,C) y consideremos la representacién fundamental de



Capitulo 1. Teoria de Chern-Simons 3

sus elementos, es decir, A; € GL(m,C):

1

StT(Al, ...,AT) = ﬁ Z tr (Ao'(l)7 '--7Ao(r)) (13)
’ UEST

donde la suma se realiza sobre el grupo simétrico S,.. Usando las propiedades de la traza

es evidente que str € I"(GL(m,C)).

Adicional a la suma y la multiplicacién por escalares de IF, podemos definir un producto
sobre la suma directa de los espacios I"(G): I*(G) = @ I"(G). Este espacio vectorial

T
se convierte en un algebra graduada bajo la multiplicacion definida cémo:

Definicién 1.2. Sea P € IP(G) y Q € IY(G), A; € g

(P’Q>(A17---,Ap+q) = (p"‘Q)' Z P(Aa(l)a"'7A0(p))Q(A(T(P+1)7""AU(P-H])) (]‘4)

" 0€Sp+q

Llamaremos a P un polinomio invariante homogéneo de grado r, si es una aplicacién

P : g — F para la cual se satisface:

P(A) = P(A,..,A) donde PcI"(G) (1.5)

Un polinomio invariante es una suma finita de polinomios invariantes de diferente grado.
Un ejemplo de suma importancia para este trabajo es: Sea g un algebra de Lie con una
representacion matricial de dimension k, un polinomio invariante es:

1A

P(A) = det <Ik o

) =14 tP(A) + - +t"Py(A) (1.6)
donde det es el determinante sobre las matrices & x k. En la ultima linea se realizé la
expansién en potencias de t. Es facil ver que:

Py(A) = %tr(A), Pu(A) = det(%A) (1.7)

Por otro lado, dado un polinomio invariante homogéneo P de grado r, se puede construir

un polinomio P € I"(G) (llamado polarizacién de P) dado por’

~ 1
P(Al, ...,Ar) = FP(tIAl + -+ trAr)

trtr (1.8)

donde |, .+, se refiere al coeficiente de la variable ¢; - - - t,.

T

'El polinomio invariante homogéneo de grado r, P(A) = tr(A"), tiene polarizacién str(A, .., A.).
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Hasta este punto las variables de los polinomios toman valores en cierta algebra de Lie g.
Fécilmente se puede generalizar dichos resultados, al caso en que la variables son formas

diferenciales g-valuadas.

Sea P € I"(G), A; € gy 1; € QP (M), entonces se define:

P(Aym, .., App) = A - AnpP(Aq, ..., Ay) (1.9)

La g-invariancia de ]5(A1, ..., A;) implica la g-invariancia de P(Alm, ey Apmy). Enel caso

de polinomios homogéneos invariantes P de grado r, se tiene:
P(nA) = (/\ n) P(4) (1.10)

Por r-linealidad, se puede extender a formas mas generales que son combinaciones lin-

eales de varias formas diferenciales (por ejemplo combinaciones lineales de una base de

oM ). Ahora, se enunciardn dos teoremas importantes como se verd en breve?:
Teorema 1.3. Para X,A; € gy P € I"(G) se tiene:
r ~

> P(Ay, . [X A A =0 (1.11)

i=1
Mas generalmente, si A € QP(M,g) y cada n; € QPi(M,g), se tiene:

r ~
> (=nptert Tt ) Py [A ], ) =0 (1.12)

i=1

Ahora, debido a que se ha extendido el dominio de los polinomios invariantes a p;-formas
con valores en g, QPi (M, g), podemos usar el cdlculo exterior, por lo cual se puede calcu-
lar la derivada exterior de P, el proceso por el cual se lleva acabo dicha labor, estd dado

en el siguiente teorema:

Teorema 1.4. Sea P € I"(G) y n; € Qi (M, g) entonces la derivada exterior estd dada

porT:
.

AP(n1,ome) = Y (1) HPI Py dn, ) (1.13)

=1

2La demostracién de ambos es bien conocida y esta detallada en [3], asi que no vale la pena repetirla
aqui.
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Como es bien conocido, la forma de curvatura local de un haz G-principal transforma

sobre U NV mediante la acciéon adjunta:
Fv =Ady(Fy) donde geG (1.14)

Por lo cual, se tiene que cualquier polinomio invariante (bajo la accién adjunta) con
variables F esta definido sobre todo el espacio base M. En este hecho yace la impor-
tancia de considerar polinomios invariantes, ademaés si se toma el grado del polinomio
adecuadamente, éste se puede integrar sobre M para obtener invariantes topoldgicos

como sera descrito en breve.
Con los dos teoremas enunciados arriba se demostraré el teorema de Chern-Weyl:

Teorema 1.5 (Chern-Weyl). P(F) tiene las siguientes propiedades:

1 P(F) es una forma cerrada, esto es, dP(F) = 0.

2 Si el has G-principal tiene dos conexiones Ay y Az, cuyas formas de curvatura

son F1 y Fa, respectivamente, entonces P(Fa) — P(F1) es una forma exacta.

Demostracion. Todo polinomio invariante es la suma de un numero finito de polinomios
homogeneos y la derivada exterior es lineal, entonces solo hay que probar el caso en que
P es homogeneo (grado 7). Sea P la polarizacién de P, por tanto: dP(F) = dP(F, ..., F),

entonces usando el teorema 1.4 y recordando que F € Q?(M, g), se obtiene:

dP(F) =Y P(F,.,dF,.,F) (1.15)
i=1
pero el teorema 1.3 implica:
> P(F,. JAF, .. F)=0 (1.16)
i=1

sumando ambas ecuaciones y usando la r-linealidad de P, se obtiene:

dP =) P(F,.,DF,.,F) (1.17)
i=1
pero en virtud de la identidad de Bianchi DF = dF+[A, F] = 0, se obtiene la conclusién

requerida.

Para demostrar la segunda parte se considera una familia de conexiones parametrizadas
por t:
Ai=A+t0 dondef=A-Ay0<t<1 (1.18)
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Observar que A; es una interpolacién (homotopia) entre A y A’. La familia de curvaturas

generadas por Ay, esta dada por:
F=F+tDO+t*0 N0 donde DO = df + [A, 0] (1.19)

Ahora, expresando la diferencia P(F3) — P(Fi) como:

L dp
P(F) — P(F1) = / dtﬁ(}}) (1.20)
0
Pero usando 1.4, la simetria de P y la conmutatividad de los productos F A F (son

2-formas), se llega a :

P(=, Fiy o ) (1.21)

Por lo cual, usando (1.19) se llega a:

1
P(F) — P(F) = 7“/ dtP(DO + 260 A, Fy, .., Fi) = (1.22)
0
1
_ 7“/ dt(P(De,ft,..,ft)+2tP(9A9,ft,..,ft)) (1.23)
0

Ahora la prueba se dirige a demostrar que el integrando de ésta ecuacién es una difer-
encial exacta. Tomando el teorema 1.4 y extrayendo el término ¢ = 1 de la suma, se

consigue:

r

dP(0, Fi, ... Fy) = P(d0, Fy, .., Fi) = > PO, Fi,...dF, .., Fi) (1.24)
=2

Y usado el teorema 1.3 con n; =0 y n; = F; para i > 2, se llega a:

P([A, 0], Fi, ..., Fi) —iﬁ’(&,ft,..,}}) =0 (1.25)

=2

Sumando estas dos ecuaciones y usando la simetria en las r — 1 entradas con la variable

Fi, se consigue:
dP(0, Fi, ... Fy) = P(DO, Fy, .., Fi) — (r — 1)P(0, DF;, Fi, .., Fy) (1.26)

Observar que el primer término del lado derecho es el primer término del integrando
(1.22), ahora se encontrara la forma que toma el segundo término. Usando la identidad
de Bianchi Dy F; = 0 es trivial demostrar DF; = —t[f, F3|, entonces haciendo uso de este

hecho, el segundo término en cuestion, toma la forma:

P(0,DF, .., F;) = —tP(0, [0, Fi], Fi, .., Fi) (1.27)
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Pero usando el teorema 1.3 con n; =60 = Ay n; = F; para ¢ > 2 y separando el término

1 = 1 de la sumatoria se obtiene:

P([0,6), Fi,... Ft) = > PO, Fi, [0, Fi, ., Fi) =0 (1.28)
=2

pero [0,0] =20 A 0 y de nuevo, usando la simetria en las r — 1 entradas con la variable

Fz, se llega a:

(r—1)P(0,[0,F],..F:) = 2POANO,F, .., F) (1.29)
(r —1)P(8,DFy, .., Fi) —2tP(O NG, Fy, .., Fr) (1.30)

Donde en la tltima linea se uso (1.27). Usando este resultado junto con (1.26), se llega

a la forma final del integrando (1.22):
P(DO, Fy,.., F) +2tP(ONO, Fi, .., Fy) = dP(0, Fy, .., Fy) (1.31)

En resumen se ha demostrado que P(F3) — P(F1) es exacto!:

P(F) — P(F) =d (r /01 dtP(6, F;, ..,]—“t)> (1.32)

O

Observacion: Notar que 0, por ser la diferencia de dos conexiones, transforma bajo la
accién adjunta por lo cual el integrando de esta expresion sigue siendo una forma definida

globalmente sobre M.

Definicién 1.6. Sean Ay A’ dos conexiones que estan definidas sobre el mismo has G-
principal, y sea F; la familia de formas de curvatura generada por la familia de conexiones
A = A+ t(A — A), 0<t <1, entonces se llama forma de transgresién a la forma

dada por:
1
TP.(A, A, F) = r/ QPN — A Fi, . Fo) (1.33)
0

donde P es un polinomio invariante homogéneo de grado r.

El teorema de Chern-Weyl, implica de inmediato el siguiente resultado, que es un primer

ejemplo de un invariante topoldgico:

Teorema 1.7. Supongamos que el espacio base de un has fibrado es una variedad difer-
enciable M real, compacta, orientdble y sin frontera. Sea P, un polinomio invariante

de grado m entonces

/ P (F) (1.34)
M
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es independiente de la eleccion de la conexion del has fibrado.

El teorema de Chern-Weyl también motiva la definicién de clases caracteristicas. Esto se
puede apreciar desde el hecho de que la diferencia F> — F; es exacta, por lo tanto generan
la misma clase de Cohomologia de Rham, en otras palabras, sea xg(P) = [P(F)] €
H*(M) entonces el teorema de Chern-Weyl asegura que ésta clase de equivalencia es
independiente de la eleccién de la conexion. A la clase de equivalencia x g (P) se le llama

clase caracteristica del haz principal P(M, G).

1.1.2. Clases de Chern

En esta seccion se estudia un ejemplo concreto pero importante de los conceptos intro-
ducidos en la seccién anterior.

Las clases de Chern se definen para haces vectoriales complejos 7 : E — M cuya fibra es
CF. Por tanto el grupo de estructura serd GL(k, C), pero de la seccién anterior se conoce
que el determinante genera polinomios invariantes sobre GI(k, C), de la siguiente forma:

7
s

k
det <I + t;) = nzz:lt”Pn(}“) (1.35)
donde F es la 2-forma de curvatura escrita en forma matricial de tamano k& x k, donde
cada entrada de la matriz es una 2-forma. En la practica calcular dicho determinante es
tedioso [3], la forma sencilla de hacerlo es asumiendo que G = SU (k) y los generadores
del algebra de Lie su(k) se toman como anti-Hermiticos, por lo cual la matriz ;— es

T
Hermitica y por tanto diagonalizable. Sea D = diag(A1, .., Ax) la forma diagonal que se

1?

obtiene mediante una transformacién de semejanza g~ 5.9 Entonces:
™

k
det(I + D) = [J(1+ i) = So(A) + S1(A) + Sa(A) + -+ + Se(A) (1.36)
i=1
donde en la ultima linea se ha expandido el producto de los k factores (1 + ;) y se ha

escrito como la suma de funciones simétricas elementales dadas por:

k

k k
So(N) =1, 1) =N, SN =D AN, S3(N) = Y Ak

=1 1<j 1<j<k



Capitulo 1. Teoria de Chern-Simons 9

Colocando estas relaciones en términos de F se obtiene:

. . 2
co(F)=1, cal(F)= iTT(}"), co = % (2;) (Tr(F)ANTr(F)=Tr(FAF)), ...,

.\ k
e (F) = (") det(F)
2
donde se ha definido ¢;(E) = P;(F) € H* (M), que usualmente se llama la j — esima
clase de Chern y la clase de Chern total se define como ¢(E) = ¢o(E) + c1(E) + -+ +
cx(E) € H*(M).

1.2. Formas de Chern-Simons

Esta seccion estd entre las més importantes del trabajo, ya que definira el objeto con el
cual se trabajara en el resto del proyecto, es decir, las formas de Chern-Simons. Estas
aparecieron inicialmente en el contexto matematico en el afio 1974 con el trabajo seminal
de Shiing-Shen Chern y James Harris Simons [5]. En el contexto de la fisica tedrica, las
formas de CS fueron introducidas por primera vez en la discusién de anomalias quirales,
que senalaban la violacion de la conservacién de las corrientes quirales clasicas, el término
que precisamente daba cuenta de la no-conservacion resulto ser proporcional a la clase
de Chern Py(F) [1].

Como una densidad de Lagrange, la forma de Chern-Simons aparecié en trabajos de
supergravedad en 11-dim, esta apariciéon empez6 a dar indicios que una teoria definida

con una accién exclusivamente del tipo CS es ttil como teoria de campos[6, 7].

Las formas de CS no sélo son de utilidad en fisica de altas energias, también en fisica
de la materia condensada han hecho su debut, como acciones que describen efecto Hall

cudntico [8] y en superconductividad [9] e incluso en estadistica fraccional[10].

La accién de CS también describe gravedad en (2+1)-dimensiones. El primer trabajo
en esta area fue por Achucarro y Townsend en el contexto de supergravedad[l11], pero
el trabajo que cambio el panorama completamente fue el articulo de Witten[12], donde

describe gravedad en (241)-dimensiones como una teoria topolégica de campos.

Finalmente, Las acciones de Chern-Simons han aparecido en dreas como teoria de campos
conformes, en especial, con teorias de Wess-Zumino-Witten[13] y en mateméticas, como

invariantes topoldgicos de teoria de nudos[14].

Habiendo dado una breve introduccion historia, pasamos a definir matematicamente las
formas de CS:
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Sea Pj(F) una clase caracteristica arbitraria de grado 2j. Como se demostro en el teore-
ma 1.4, la forma P;j(F) es cerrada, por tanto en virtud del lemma de Poincaré, se tiene

que P;(F) es localmente exacta, es decir:
dPj(F) =0, localmente Pj(F)=dCaj_1(A,F), Coj_1€g®Q¥ (M) (1.37)

La forma Cyj_1 es llamada forma de Chern-Simons de P;(F). Para hallar la expresién
de Cyj_1, se usard el teorema de Chern-Weyl. Ya que P(F3) — P(F)1 = dT'P; es una
igualdad global, también serd valida localmente, pero cualquier has fibrado (o vectorial)
es trivial localmente, entonces sea U una carta de M, por tanto es posible elegir ;1 =0
sobre U, dicha eleccién se puede hacer tomando A = 0 sobre U. Con estas elecciones, la

conclusién de Chern-Weyl para P;(F) toma la forma:
1 ~
Pj(F)=dT'P; donde TP;= j/ dtP;(A, Fi, .., Ft) (1.38)
0

ya que P(0) = 0 y se ha cambiado la notacién de subindices. Ademds las familia de
homotopia de la conexién toma la forma A; = t.A y la familia de la 2-formas de curvatura
Fi =tdA+t2AN A.

Ahora se asumira que el grupo de estructura es algin grupo matricial o tiene una rep-
resentaciéon matricial, esto permitird elegir Pr = Tr(F?) cuya polarizacién, como ya se

vio, es P(---) = str(---), por tanto sobre U, se tiene la siguiente igualdad:
1
Co 1 (A F) = j / dtstr(A, F,... Fy) (1.39)
0
Consideremos algunos caso particulares:
= Para j = 1 se obtiene:

Ci(A,F) = /0 dtsir(A) = Tr(A) (1.40)

» Para j = 2 se tiene:

C3(A, F) = 2/01 dtstr(A, Fi) (1.41)

pero la traza simétrizada es:

str(A, F) = %TT(A NF - FAA) = tr(AAF) = Tr(tA A dA+ 2AN AN A)

Después de hacer la integral respecto a t, se obtiene:
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Cs(A) = Tr <A/\dA+ §AAA/\A> (1.42)

= Caso j = 3. En este caso la traza simetrizada es tediosa, pero usando las propiedades
de conmutatividad de los productos exteriores de 2-formas, y la propiedad ciclica

de la traza, se llega a:
StT(A, Fi, .7:15) = TT(.A AN Fi A .Ft)
Pero usando la forma explicita de F; se llega a

str(A, Fy, ) = Tr (PANAANAA+ 28dANANANA+EANANANANA)

Por tanto, la forma de Chern-Simons es:

Cs(A) = Tr (AAdAAdA+gdAAAAAAA+§A5> (1.43)

Entonces, en general se observa que la traza simetrizada siempre se va a simplificar
debido a la conmutatividad de las 2-formas F;, de los productos AA F; y a la propiedad

ciclica del operador T'r:
1
StT(.A,.Ft, ..,.Ft) = ﬁ(j‘)TT (A/\ ft VANREIWAN ]:;g) =Tr (A A ft VANREIWAN ]:t) (144)
Entonces finalmente la forma de Chern-Simons adopta la forma:
1 .
Coj1(A) = j/ dtTr (A/\fg‘ ) (1.45)
0

Para definir una densidad de Lagrange adecuada y poder definir una teoria de campos,
esta forma debe integrarse sobre una variedad de dimension D = 25 — 1, por tanto en

funcién de la dimension D, la forma de CS es:

1
Cp(A) = D2+1/0 dtTr (A/\ ft(D*”/Q) (1.46)

Y la accién sobre una variedad diferenciable es:

SCS = gcs/ CD(A) (147)
MD
donde g.s es una constante de acople, que en tres dimensiones se normaliza como g.s =
%, para que las integrales de las clases de Chern tomen valores enteros.

Observaciones
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= Las accién de CS requiere un variedad diferenciable de dimension impar.

» Requiere un grupo de estructura G (comunmente matricial), en cuya dlgebra de

de Lie g se pueda tomar la traza.

= Debido a que el origen de esta acciéon es la teoria de haces fibrados y clases carac-

teristicas, la acciéon de CS es una teoria gauge.

La ultima afirmacién no se puede tomar a la ligera. El hecho de que se halla obtenido
la forma de CS localmente (sobre U), implica que es invariante bajo el cambio en la
conexién bajo transformaciones gauge locales, pero no necesariamente sea cierto para
transformaciones que estan definidas globalmente. Por ejemplo bajo una transformacién

gauge, la accién de CS en D = 3, transforma como?

k

Scs {A/] — Scs [./4] - E

k
/ Tr (g_ldg A g~ tdg A g_ldg) + / Tr (dgg_1 A .A)
M 4m Jom

(1.48)
Que muestra que Scs no es invariante gauge globalmente. Pero cuando M es cerrada
el término sobre M, es el invariante topoldgico: “winding number” y es un multiplo
de 27n donde n € N [3], por tanto en una teoria cudntica donde lo relevante son las
amplitudes ¢*5es [14], este término no afecta en absoluto. El término de frontera 9 M, no
afecta las ecuaciones de movimiento y puede ser ignorado para transformaciones gauge

que se anulen sobre OM|[15].

Otro aspecto relevante del iltimo término es que bajo una fijacién conveniente del gauge,
se puede obtener un modelo de Wess-Zumino-Witten que esta relacionado con teoria
Lioville [17].

1.2.1. Aplicacién a la Mecanica Clasica
La accién de un sistema clasico en la forma de Hamilton-Jacobi es
Slg,p) = /pidqi — Hdt dondei=1,....,N (1.49)
donde N es el nimero de grados de libertad. Realizando las siguientes definiciones:
Ai=pi, Ay=-H, Anti=0
es posible escribir la accién en la forma:

Slz, 2] = / A,dz" donde p=0,...,2N (1.50)
r

3En cualquier dimensién impar, se sigue observando este hecho, ya que la accién (1.47) depende de

A.
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Esta formulacion de mecénica clasica es conocida como formulacién de Chern-Simons
en 0+1 dimensiones, ya que el integrando es precisamente Ci(A). El dominio de inte-
gracion I es cierta subvariedad de dimensién 1 del espacio de fase extendido M cuyas

coordenadas locales estan dadas por z* = (t,¢%, p%).

Parametrizando con cierto parametro 7, la accién anterior se puede escribir cémo:

S[z,z]:/ L:/ Ay zidr (1.51)

Realizando una variacién en M, z#* — z# + §z*, la variacién de la acciéon toma la forma:
T2 . d

55 = / <Fw,z”5z“ + d(Auaz#)> (1.52)
T1 T

donde F),, = 0,A, — 0, A, son las componentes de la forma de curvatura F' = dA*.
Usando condiciones de frontera apropiadas el término de frontera se anula®. Entonces

las ecuaciones de movimiento son:
Fzv=0 (1.53)
Observar la analogia con el acople en electrodinamica de un campo electromagnético

F,, y la 4-velocidad del particula.

Una simetria continua de un sistema clasico es una transformacién de coordenadas z* —
z* + §2# que deja invariante el Lagrangiano del sistema. Asumiendo que este es el caso,

la variacién del Lagrangiano es

oL oL .
L=0=—§8zh1+ ——.n 1.54
J 0 azuéz + Ey (1.54)
usando L = A,Jz'” resulta
0A, . d .
u —(ap) =
B - +A“d7(2 )=20 (1.55)

Usando 1.53 se tiene :9,(A,)2" = 0,(A,)z" entonces la variacién del Lagrangiano se

puede obtener como:

(52 = L (Q(z2) (1.56)

5L:%( dr

“En tensor antisimétrico también se puede interpretar como la forma simplectica sobre T M.
SExisten varias elecciones: Condiciones de frontera periédica, anti-periédica, etc.
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por tanto, si L = 0 entonces Q(z, 2) = A 02" se conserval

Observaciones

= La carga que se conserva es igual al término de frontera que aparece en la deduccién

de las ecuaciones de movimiento

= La Carga que se conserva es la forma de Chern-Simons evaluada a lo largo de la

trayectoria real del sistema.
Algunos ejemplos de leyes de conservacion:

= Si el sistema posee la simetria:
D=4+ o tottd (1.57)
entonces la carga esta dada por:
Q= A’ =—He (1.58)
pero como € es constante y arbitraria, se conserva H, la energfa del sistema.

= Para simetrias de la forma z* — 2" +¢* < ¢ — ¢"+¢€', se conserva A;, es decir

el momento generalizado p;.

= Si el sistema tiene simetria rotacional 2* — w; 27, la ley de conservacion asociada

es QQ = %wi,j (pigj — p;j¢i) que implica la conservaciéon del momentum angular.

El tensor F},, es invariante bajo la transformacion A, — A, + 0,4, esta transformacién,

explicitamente es:

A=A +00 & p=pi+00 (1.60)

Estas transformaciones inducen un cambio en las coordenadas z# dado por:
2 = (ta QZap{L) = (t7QZ7pZ) + (07 07 a'LQ) (161)

Por lo tanto dz* = (0,0, 9;(2), aplicando este resultado al teorema de Noether, se observa

que dicha simetria lleva a una carga conservada nula debido a que A;ny = 0.
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La razon por la cual esta simetria no lleva a una ley de conservacién adicional es que el

lagragiano transforma como:
L' = Al i = A0 + ALzl = (Ag + 80Q)20 + (4; + 9,Q)z (1.62)

Pero tal cambio se puede expresar de la forma:

. . . . d

L= A2 = Azt + 9p(2)2° + 0:(Q)2' = L + E(Q) (1.63)
donde en el tiltimo paso se uso el hecho de que 2 sélo depende de (¢, ¢*). Entonces observar
que esta es la invariancia que todo sistema clasico posee bajo la adicion derivadas totales.
El hecho importante aqui es que esa simetria clasica de deriva de la invariancia de las

ecuaciones de movimiento bajo A, — A, + 9,2, que en virtud de la teoria de Chern-

Simons, dicha simetria es la simetria gauge de la accién.



Capitulo 2

Teoria de Chern-Simons en

(2 4+ 1)-dimensiones

En este capitulo se usardn las herramientas estandar de teoria clasica de campos para
estudiar la estructura algebraica detras de la teoria de Chern-Simons definida sobre un
has principal cuya espacio base es una variedad suave de tres dimensiones y el grupo de
estructura es semi-simple. Se analizara la invariancia bajo transformaciones gauge, se
hallarén las cargas de Noether de dicha simetria y se hallaran los respectivos generadores.
Posteriormente se encontrara la estructura simplectica sobre el espacio de campos gauge
y se usara tal estructura para construir el dlgebra de los generadores de transformaciones
gauge locales que llegard a ser una extension central del algebra de Lie del grupo de

simetria. Se puede encontrar esta misma linea de razonamiento para teorias de YM en

[1].

2.1. Analisis Clasico de la Accion de Chern-Simons

La densidad de Lagrange para CS en coordenadas locales es:

2
Los = %TT <AM81,AQ + 3A#A,,Aa> " donde p,v,a=1,2,3. (2.1)
T

Tomando la traza y usando las convenciones descritas en el apéndice A, se obtiene

kR a 1 a Ab gc va
Lov= 7 (AMaVAw +3 fabcAuAVAa> et (2.2)

16
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donde los indices latinos toman valores en a,b,c = 1, .., dim(G).
Realizando una variacién sobre el espacio de conexiones y después de algunos pasos

elementales, se obtiene:

kR
0Les = 7

™

[F86 Aayy + 0, (A%6 Age)] €0 (2.3)

de donde se pueden obtener las ecuaciones de movimiento (Curvatura Nula):
Fﬁy = 8MA§ - 81/AZ + fabCAbuAcy =0 (24.)

Por otro lado desde (2.3) es posible obtener la corriente de la simetria gauge:

kR
Jayﬁa = EAZ(SAGOCEMVQ
Para una transformacion gauge global A}, = —f¢ bCAZeC, se puede extraer la corriente
de Noether, que toma la forma:
kR
JY = Efa bCAgAZe“”a (2.5)

Esta corriente satisface la ecuacién de continuidad, ya que al hacer uso de las ecuaciones

de movimiento se obtiene la expresion:

kR

T o

Jav 0, (Ao (2.6)

de donde es evidente que 0,J = 0 debido a la antisimetria del simbolo de Levi-Civita.

La carga estd definida como la integral espacial de la componente cero de la corriente,

pero en virtud del teorema de Stokes, se llega a la siguiente expresién:

Q= / g™ = kR/ d*z0,, (ALe"0) =
> 2m Jx

s

kR

do; A%€Y 2.7
7 o 1014 (2.7)

Ahora pasamos a definir un bracket de Poisson que introduce una estructura simplectica
en nuestra teoria. La uno-forma simplectica se define como la componente temporal del

término de frontera en la variacién general (2.3):

w = _R/ d*rALS A€ E/dZIIme(SAai (2.8)
4 b)) %

Por tanto el momentum canodnico asociado a Ag;, es:

. kR ..
et = S A (2.9)
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Un hecho crucial es que no existe un momentum canénico asociado a Agg. Recordar que
un resultado similar se obtiene en electrodindmica y que ese hecho esta estrechamente
relacionado a que el fotén (hablando en términos cudnticos) sélo posee dos estados de
polarizacién o en otros términos, que el electromagnetismo es una teoria con ligaduras.
Por tanto esperamos que en CS existan ligaduras. Para conocer la forma funcional de
estas, se sigue el simil con la teoria de Yang-Mills, la ligadura estara dada por la com-
ponente temporal (ya que Ao no tiene dindmica) de las ecuaciones de movimiento (“ley
de Gauss”):!

Fi=0 (2.10)

O en forma integral:

Gg(o) = ZR/dQ:cF“ 0" /deFa € (2.11)
T

2.2. Estructura Simplectica y el Algebra de los Gener-

adores.

Es posible definir un paréntesis de Poisson sobre el espacio de conexiones (de indice
espacial): Sean F[A4;] y G[A;] funcionales de los campos {A;}i—1 2 que se asumen difer-

enciables?:

5F ., 0G
2 ab
ey = kR A A

(2.12)

de donde es evidente que se satisfacen las condiciones de antisimetria, la regla de Leibniz
y la identidad de Jacobi. El coeficiente en frente de la integral ha sido puesto de tal forma

que se satisfaga las reglas de conmutacion candnica:

{A¢(z, 1), % (y, 1)} = 616%6®) (z —y) (2.13)
4
{A?(l’, t)a A?(yv t)} = ﬁeijéabam) (l’ - y) (2.14)

donde la tltima expresién se obtuvo usando (2.9).

Una vez se tenga una estructura de Poisson se puede analizar la estructura algebraica

de los generadores de las transformaciones gauge.

Siguiendo de nuevo la analogia con YM [1], se define la siguiente funcional:

!Electromagnetismo es un caso particular de una teorfa de Yang-Mills para el grupo abeliano com-
pacto U(1),[1].
2En el sentido funcional.
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G(6) = — ];R P (Dif® + 0,6%) Agye” (2.15)
Y

donde D; es la derivada covariante. Esta funcional es una propuesta de este trabajo y
no esta reportada en la literatura consultada.

El hecho importante acerca de esta funcional, es que ella genera las transformaciones
gauge locales. Para demostrarlo, primero veamos que G (0) es funcionalmente diferencia-
ble:

> _ kR 2 na abc 4 . _ 2 a

Go) = —&T/Ed © (940" + F0Ai0.) Agye” /d 1(07) Agse'l

5 _ kR 2 na abc ) '7 2 a a
6G(0) = —%- de(ale + fabe A0 >5Aaje T;w | P (Do + 0;0%) 6 Agset!
5G(0) = " / @2 (Di0%) 6 Agje'l (2.16)

47T »
6G () kR g
_ kB payis 2.1
~ SA, 1 D7) (247

En (2.16) se observa que G(f) es diferenciable y su derivada es (2.17). Este resulta-
do contrasta con la literatura [16, 17], ya que en la literatura consultada utilizan otra
definicién para los generadores y al momento de hacer la variacién obtienen términos de
frontera que deben ser eliminados. Una forma de eliminarlos es redefiniendo los gener-
adores sumando cierto término de tal forma que la derivada funcional sea bien definida
pero dicho término depende de la fijacion del gauge, por tanto, por ahora nuestro célculo

es totalmente general.

El paréntesis de Poisson entre los campos A{ ya se conoce, s6lo resta calcular el paréntesis
entre A? y D;(0%):

(AL D1 (07)) = (AL, 05600} + 1" al A2, 1), A5y, )6 = 1 ™ eij0(2) Pz — )

(2.18)
donde se ha asumido explicitamente que los pardmetros 6 son independientes de los
campos A;. Este es el caso de las teorias gauge usuales, méas adelante se generalizard esta
condicién, para poder incluir los difeomorfismos (cuando la teoria de Chern-Simons

describe gravedad en (2+1)-dimensiones).

Ahora es posible mostrar porqué G (0) genera transformaciones gauge locales:

(480,00 = 2 [ P ({42, Dy6 + 0,6") Aui + (D36 + 0,0) (47, ALY )

87T b))
(2.19)
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usando (2.14), (2.18) y €;;¢" = 6F se obtiene:
{A§(2,1),G(0)} = —Di(6) = 647 (2.20)

porque A% = —D;(#%)%. Por lo tanto se ha probado que G(f) es el generador de trans-

formaciones gauge.

Una identidad de suma importancia en este trabajo, es la relacion existente entre la
carga, la ley de Gauss y los generadores. Esta identidad ha sido motivada desde la teoria
de Yang-Mills descrita en [1] y precisamente es esta identidad la que motiva la definicién
de (2.15):

Fe70, =20 (0,A%) €7 — (D0 + 9;0%) Agje? (2.21)

la demostracién de esta identidad es facil, sélo se usa la definicién de F% y se realiza

una integracion por partes.

k
Multiplicando ambos lados de (2.21) por 4—R se llega a:
7r

k - -
Go) = R/ dazﬂae”fl;1 +2G(0) (2.22)
27'(' ox
o reescribiéndola como:
. kR 3
2G(0) = GO) — — dO‘iQaGUA? (2.23)
27T oy
2G(0) = G(0) +29(9) (2.24)
Donde se ha definido:
= —@ doi0,e9 A% = —@ 0, A" (2.25)
47'{' on J 47(' on

La tultima expresién es la versién libre de coordenadas. Observar que (2.14) y (2.25)

estan relacionados, si 8% = cte sobre 0% entonces Q = %Q‘ZH“.

Si se toma el subespacio del espacio de fases donde se satisfacen las ligaduras [18], la ley

de Gauss (2.11) se anula y la identidad (2.24) implica que?

Go) =~ Q) (2.26)

3La ley de transformacién de los campos gauge es Al = gALg "t —(8,9)g~ " o para transformaciones
cercanas a la identidad A% = A, — D;(e) + O(€®) por tanto JAY = —D;(6).
“Se est4 usando la notacién de Dirac para el signo de igualdad: igualdad débil [19].
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2.2.1. Algebra de los Generadores de las Transformaciones Gauge

Ahora pasamos a calcular el dlgebra que satisfacen los generadores (2.15) bajo el parénte-
sis de Poisson, se vera que esta algebra en realidad es cerrada y constituye una extension

central del dlgebra de Lie de grupo de estructura del has principal [20].

Usando la derivada funcional (2.17) y la definicién del paréntesis de Poisson, se obtiene

después de algunos célculos elementales:

(G060} = [ aDiln) DN (2.27)

Por simplicidad nos ocuparemos del integrando por ahora (sin tener en cuenta el factor

constante), escribiendo este como:

(0 () D) + fane Al DO ) - = (2.28)

(86 0 DY) = 0 (DUN) ma + Fare AR Di(A) ) 1 = (2:29)
(O (1" Di(X)) = Di(Dy(A)1a) " = (2.30)

(2.31)

(kD) = D1 DI )

donde [,] es el conmutador usual. Regresando a la integral se obtiene:

5 kR

G600 =57 il

/ 228, (n*Dy(\?))er — / d?z[Dy, DiJ(AY)1qe (2.32)
T Js

El conmutador de las derivadas covariantes esta relacionado con la curvatura, més ex-

plicitamente se tiene:

[Di, DIJ(A") = f* 0 FyX° (2.33)

La demostracion de esa igualdad es inmediata. Introduciendo este conmutador en la

expresion del paréntesis de generadores, se tiene:

5 kR

(G0, 600} =2 -

87‘(‘ d .Tf be Fk.l)\ 77@6 (234)

dQ:rx?k( “Dy(A7))e —

Definiendo ¢% = f®m\. v haciendo cambios de indices mudos se obtiene:

5 kR

{G(n), GV} = o dzxﬁk( “Dy(AY)) il / A, et (2.35)

pero en el dltimo término se puede usar (2.21) para llegar a:
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(G600} = 7 [ o (016" DN + )

k
_ kR d?x (D¢ 4 9C*) Al
>

(2.36)
Simplificando el término de frontera y observando que el tltimo término es G (¢), final-

mente se llega a:

- - ~ kR
(G0n)-60)} =6(0 + [ dadr @) (237
o en una forma libre de coordenadas:
~ ~ ~ kR a
(G600} =60+ [ (239

donde ¢® = f®em\.. Observar que el dltimo término es independiente de A¢ por tanto
se dice que dicho término es una extensién central del algebra de Lie del grupo de
estructura:

(7%, T% = fober, (2.39)

La ecuacién (2.38) es en realidad la versién continua de un algebra de Kac-Moody [21],
que es un indicio de la teoria conforme subyacente en la teoria de Chern-Simons en

3-dimensiones.

2.2.2. Fijacién del Gauge

El procedimiento de fijar el gauge es bastante delicado y requiere ciertas hipdtesis sobre
la topologia de M. Primero que todo se asume que M es una variedad diferenciable
que puede escribirse como M =~ R x Y, donde ¥ es una variedad suave de dimension 2
simplemente conexa. Esta ultima condicién implican que 9% ~ S!, [3, 22]. La particién
de M como R x X se le llama una foliaciéon y es la hipdtesis principal del formalismo

(24+1) de relatividad general.

Regresando a la variaciéon general de la densidad Lagragiana e integrando, se obtiene la

variacion de la accidon que en una forma libre de coordenadas adopta la forma:

0S¢5 = Ecuaciones de Movimiento + Z—R Tr(ANJSA) (2.40)
T Jos

Se asume la existencia de un sistema de coordenadas locales z* = (¢, 7, ¢) de tal forma

que la frontera 0% es descrita por r = cte y ¢ € [0, 27). Entonces usando esto se obtiene
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que dr|pyx = 0y por tanto el término de frontera en la variacién (2.40) toma la forma:

Tr (A AGSA) s = % (Aw0dAS — Agpd AD) (2.41)

Este término debe anularse para obtener un problema variacional bien definido, por
tanto las condiciones de frontera deben elegirse de tal forma que se anule dicho término.

Las posibilidades son:

» Ailspx = 0 En este gauge, la simetria de la teorfa (Subgrupo del grupo gauge que
deja las condiciones de frontera invariantes) consiste de las transformaciones gauge

que son independientes del tiempo en la frontera, ya que
0AY = =D = — (00 + [Ar,0]) = =00 =0 (2.42)

por tanto 0 y g = Exp{i#®T,} son independientes del tiempo en 0X.

= Ay = Ay 0 Ay = —Ay sobre 9X. La primera de estas implica que 64; = 644 o

explicitamente

0"+ fUCA0. = D0 + F Apgh. (2.43)
(0 —04)0° = 0= 0"=F(t—¢,r)=F(x ,r)donde F € C* (2.44)

De manera andloga se obtiene en el segundo caso, excepto que 0% = F(t + ¢, r) =
F(xt,r).

Usaremos el segundo caso ya que para nuestros propositos es mas adecuado. Las ecua-
ciones de movimiento, en el lenguaje de la geometria significan que localmente la cur-

vatura es nula y por tanto, si la variedad es simplemente conexa se obtiene:

A;=—-0i(9)g~" = g0i(g™") (2.45)

Las condiciones de frontera han dejado de lado A,, la condiciéon de gauge sobre este

campo estd dada por d5A, = 0, uniendo esta condicién con (2.45) se obtiene’:

gilarg = (8¢g)71({‘)rg (2'46)

Estas ecuaciones son satisfechas si:

gt £ o,r) =a(t £ o)b(r) = a(xi)b(r) (2.47)

®Esta condicién esta inspirada en modelos WZW [21].
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usando este Anzats, se obtiene:

A = b Hr)o.b(r) (2.48)
Ay = bl(r)a(xi)j;(fvi)b(r) = b 1(r)A(zH)b(r) (2.49)
Ay = FAs= Ay =Fb () A2T)b(r) (2.50)

Observar que una vez fijado el gauge atin no se determinan con unicidad los campos 4,,,
ain queda una funcién arbitraria A(z%) por determinar, esto es consecuencia de que
las ecuaciones de ligadura son ecuaciones diferenciales y no algebraicas. Esta funcién

restante representa una simetria gauge residual®.

Notar que este procedimiento para fijar el gauge también se aplica para transformaciones
mas generales de la forma 6% = HkAi, que seran de utilidad en breve. Debido a que la
frontera se asume topolégicamente equivalente a S y parametrizada por r : cte, se puede

tomar A% = o : cte sobre S, lo que implica una eleccién de b(r) de la forma:

b(r) = e (2.51)

2.2.3. Algebra de Kac-Moody

Si nos restringimos al subespacio (del espacio de fase) donde se satisfacen las ligaduras,

se puede usar (2.26) y el dlgebra de generadores se convierte en el dlgebra de cargas:

Q). Q)" ~ QO + 5 [’ (252
T Jox

donde {, }* denota el paréntesis de Dirac definido sobre la subvariedad donde se satisfacen
las ligaduras [18, 19]. Para obtener una forma mads familiar de esta élgebra, se hace uso
de la fijacién del gauge expresada en la seccién anterior. Debido a que dr|gs, = 0, la carga

toma la forma:

kR kR

0) = —-— [ 0,A%d¢p=—-—b"" 0, A" (2)dpb 2.53
o) =~ [ oudzds = =50 [ ouataidn)  25)
Debido a que se esta sobre S! es posible hacer desarrollos de Fourier de los campos y

los parametros gauge. Bajo la normalizaciones convenientes, los desarrollos de Fourier

5Es decir que es remanente una vez se haya fijado el gauge.
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toman la siguiente forma:”

A%(z%) = ~5 > Azem? (2.54)
ne’l
9 )
0" = —-=> fae? (2.55)
kR neL

Remplazando estas expresiones en la carga, y después de algunas manipulaciones se
obtiene:
Q) =b\(r) (Z e_nAz> br) (256)
nez

De manera andloga se obtiene que la extension central toma la forma:

/S1 NadA® = —2Tigap Z i, A O smo (2.57)

nme”Z

Ahora el término (% = f®°m\. debe expresarse en funcién de los modos de n y \. Esto
se calcula facilmente y después de algunos cambios de indices, se obtienen los modos de
¢

=" Y _mhN, (2.58)

nez
Sustituyendo todos estos resultados en la expresién (2.52), separando términos que con-
tiene la expresién n?,\* . v eliminado la dependencia de b(r) se llega, finalmente a la

forma discreta de (2.52):

. . nkRi

{Aam Abm} = fabcAn+m + Tnabén—&-m,() (2'59)
. . nki

{Aam Abm} - fabcAn+m + TQabdn—i-m,O (2-60)

donde se ha usado g5 = R74p. La tltima expresion es la conocida definicion de un dlgebra
de Kac-Moody que se usa como punto de partida para construir teorias conformes con
grupo de simetria no-abeliano, esto se realiza mediante la construccion de Sugawara, ver

20, 21].

En resumen en este capitulo se ha construido una definicién coherente de los generadores
y usando la estructura simplectica, se ha logrado calcular el dlgebra de los generadores
cuya expresion sobre el espacio fisico llega a ser el dlgebra de cargas. Una vez fijado el
gauge de una manera conveniente, se obtuvo la expresion discreta para dicha algebra

resulto ser la conocida dlgebra de Kac-Moody [16, 23].

"La dependencia temporal se incluye en los coeficientes.



Capitulo 3
Gravedad en (241)-Dimensiones

En este capitulo se estudiara las generalidades de la gravitacién en (241)-dimensiones
y la relacién intima con la teoria de Chern-Simons en (2+1) estudiada en el capitulo
anterior. Una vez hecho este enlace, se conocera que los difeomorfismos en el marco
de la teoria de CS, exigen que los parametros de las transformaciones gauge tenga la
estructura particular dada por #% = ka% [24], es decir que los pardmetros dependan de
la conexion. En este sentido debemos generalizar los resultados obtenidos en el capitulo
anterior para incluir dicha posibilidad [23]. Una vez hecho esto el dlgebra de las cargas

serd un algebra de Virasoro y por tanto sale a flote la relacién directa con CFT.

3.1. Gravedad como una Teoria de Chern-Simons

La gravitacion esta descrita como una teoria clasica de campos cuya dindmica esta regida

por la accién de Einstein-Hilbert [25]:
Spi = m/ dPTVX\/=gR (3.1)
M

donde M es una variedad Lorentziana de dimension D+1y R es el escalar de curvatura'.

El interés principal en este trabajo es D = 22

Semlg) = K}/M d3x\/—det(g) (R — 2A) (3.2)

Las ecuaciones de movimiento de esta accién son las famosas ecuaciones de Einstein:

1
R, — iRgm, +Aguw =0 (3.3)
La gravedad usual se obtiene si D =3y k = wfﬁg

2Se ha incluido la constante cosmoldgica A.

26
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Ahora nuestro objetivo es expresar esta accién en otro lenguaje para hacer el puente
con teoria de CS. El lenguaje que utilizaremos fue propuesto por E. Cartan y en cierto
sentido es mas general que el lenguaje empleado por Einstein en la formulacién de su
teoria. Para Einstein el objeto principal es el tensor métrico del espacio-tiempo y en
él estd contenido toda la informacion sobre la gravedad y la curvatura del espacio. Por
otro lado para Cartan el objeto principal son los Vielbeins, es decir los campos que
me permiten pasar de un marco localmente plano a uno curvo. La ventaja del dltimo
formalismo es que la gravedad se puede interpretar de manera andloga a las teorias gauge,
es decir como la “calibracién” de cierta simetria global (transformaciones de Lorentz)
para convertirla en una simetria local (difeomorfismos). Como es conocido desde YM
esto se hace a expensas de la introduccién de unos campos que transforman de manera
adecuada y la dindmica de esos campos es descrita por la accién de Einstein-Hilbert?.

Para més detalles ver [24, 26].

Como se describe en [27], la accién de Einstein-Hilbert en D = 3 se puede escribir en la
forma:
1 1 A
Scartanle,w] = ——— e A dwg + =€apew? A w® ) — =€apee® A€ A €€ (3.4)
Donde e” son llamados los campos driebein (coframe) y w® son llamadas las componentes

de la conexién de espin. Las ecuaciones de movimiento que se obtienen al variar los

driebein e y la conexién de espin w son, respectivamente:

1 A
dw, + ieabcwb Aw = ieabceb A ef (3.5)
T = dey + eqpew’ A e =0 (3.6)

De la ultima ecuacién se obtiene de manera natural la condicién de torsién nula. Ahora
restringiendonos al caso de constante cosmologica negativa A = —l% y definiendo las

siguientes variables?:
1 1
Ate =% 4 je“, AT =w® — je“ (3.7)

La accién toma la siguiente forma después de algunos cédlculos:

l 1
_ AT A dAT = Ate A-I—b ATe
S 392G /M ( NaA, + 3€abc A A\ )

[
327G M
l

+a -
B%G/Md(A A A7)

3El principio de equivalencia juega un papel fuerte esta formulacién
4Se toma el caso de constante cosmoldgica negativa porque es el tinico donde existe soluciones tipo
agujero negro [28].

(A“ ANdA] + éeabcfra ANATEA AC>




Capitulo 3. Gravedad en (2+1) 28

pero al comparar con (2.2), se observa que:

l
k = —— .
R 5 (3.8)
fabc = €abe (39)

Por lo tanto se necesita encontrar un grupo para el cual el dlgebra de Lie este dada por®
[T, T") = €T, (3.10)

Para resumir, se ha demostrado que la accion de gravedad de Einstein-Hilbert en el
formalismo de Cartan con constante cosmoldgica negativa, se puede ver como una suma

de dos copias de la teoria de Chern-Simons:
Spr = Ses|AT] — Ses[A7]+ B.T (3.11)

donde el término de frontera se anula usando condiciones de frontera convenientes®,[12].

Debido al desacople entre las accione de CS para AT y A~, se tienen las ecuaciones de
movimiento (2.4):

Fr=dAT + AT nNAT =0 (3.12)
Se puede demostrar que estas ecuaciones son equivalentes a (3.5), [29].

Ahora analicemos la forma que toman los difeomorfismos en el lenguaje de la teoria de
CS. Usando las propiedades de la derivada de Lie, se puede demostrar que la derivada
de Lie en la direccién del campo vectorial £# (inducido por las funciones suaves sobre
M) esta dada por:

LeA=i¢- F+ Dy(icA) (3.13)

donde D4 es la derivada covariante y i¢A es el producto interior. Sobre la subvariedad

donde se satisfacen la ligaduras esta ecuacion es:

EgA =S DA(igA) (3.14)

Por lo tanto sobre dicha subvariedad, los difeomorfismos representados en el lado derecho

corresponden a transformaciones gauge dadas por:

£ =¢rAY (3.15)

5Un grupo que posee esta 4lgebra es SL(2,R), que precisamente es el grupo de isometrias de AdSs.
5M4s adelante se especificaran dichas condiciones.
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En este sentido es que se tienen que generalizar los resultados del capitulo anterior, ya
que han que incluir posibilidad de que los pardmetros dependan de los campos A. Dicha
generalizacion no es trivial. Como veremos en breve el generador de transformaciones

gauge con este nuevo tipo de parametros no es diferenciable.

Debido a que Ap no tiene dindmica, ya que es un multiplicador de Lagrange, no puede
incluirse en los parametros de la transformacién gauge £* y debera ser determinado por

nuestro analisis. Por tanto, los parametros se escribiran:

£ =gk Ag (3.16)

Antes de continuar debemos hacer una aclaracién sobre la notacién. Los indices i,j,k,1...
denotan indices espaciales que toman valores de 1, 2 y como se venia trabajando a, b, c,d =
L dim(G).

3.2. Diferenciabilidad de los Generadores G.

En esta seccién se demostrara que la funcional G no es diferenciable funcionalmente para
transformaciones gauge (generalizadas) donde los pardmetros £ tengan la estructura

€ =¢kAg [17].
La funcional estd dada por (2.15) y usando £% = £* A% se obtiene:

G(6) = —on [ Pa(Dig" + 0" Auge” (3.17)

_ / o (01(€" A7) + fure ALATEY) Agel (3.18)

Realizando la variacién respecto a los campos A¢, haciendo una integracién por partes

y cambios de variables mudas, se llega a:

5 kR A
360 = g [ (026543 A0567) - 295430, Au)e" +
+ fabcSATAGERALET — fop ATSATET Afe) —
kR

- % / d*z (28 (EFAY) 4 fupcALASE )M;é]’ (3.19)
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Agrupando términos de forma conveniente se obtiene la expresién:

- kR . ,
5GE) = —5- / @ (0,(26 A} Auge”) — 5T (0 AL) — O(AD) + Furc ALAR)EF +
+  fabe kg’fAi?eiﬂ’aAg—
kR k qa b a _ij
- (2@ (EFA9) + fapeAbACE ) 5 A%e (3.20)

Usando la definicién de la dos-forma de curvatura (2.4) y haciendo uso de la definicién

de derivada covariante se llega a la expresion:

5G(&) = ];f d*z0; <2§k5AaAa] ) Sf /E eI S5 A,y —
— ZR d*xD; (€8 AT Ay e (3.21)
™

Contrastando este resultado con el obtenido en (2.16) se observa que se tiene un término
adicional dependiente de la curvatura y un término de frontera, este ultimo es el respon-
sable de que la funcional G(6) en este caso no sea diferenciable! La eleccién €[5 = 0 es

inconsistente como se describe en [30].

Como hemos visto G(#) no es diferenciable en virtud del término de frontera, pero ain
asi podemos renormalizarlo” de tal forma que su variacién sea bien definida. Este método
estdndar en estos casos es descrito en varias publicaciones [23, 31] y en este trabajo se

adoptard para suplir nuestras necesidades.

Definimos un nueva funcional de la forma:

Gv=G+D (3.22)

donde el término D es de tal forma que su variacién cancela el término de frontera
indeseado:
kR i kR
0D = @0, (§°6 A1) € = KSATA, 2
il / oy (¢oaian) el = 0 | ¢ (3.23)
donde la iltima expresién es la forma libre de Coordenadas7. Evidentemente la funcional
renormalizada es diferenciable y su derivada funcional es:
oGy kR

— - Di(e Ap)e

R o
= S Fa kel 24
6Aaj 4n + ik€ f (3 )

8

"Este paso tiene un problema no-trivial oculto, se ha asumido la existencia de una funcional cuya
variacién sea bien definida y por tanto se cancele el término de frontera no deseado, pero dicha existencia
depende de la topologia 0 més precisamente, de la cohomologia del espacio de campos A, [32].
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La nueva funcional genera transformaciones gauge “on shell” ya que :

oy gy Ar 2514?(), be OGN

{47,068} = —Di(EkA%) ~ —(ﬁsA“)i (3.25)
donde se ha usado (3.14). Por lo tanto, se dice que Gy genera difeomorfismos sobre la

subvariedad donde se satisfacen las ligaduras.

Usando los paréntesis de Poisson (2.12) y la anterior derivada funcional se puede calcular

el algebra de los nuevos generadores.

3.3. Algebra de Poisson de los Generadores QN.

La funcional Gy es la generadora “on shell” de los difeomorfismos, y ademads es funcional-
mente diferenciable. Teniendo en cuenta estas dos propiedades es natural preguntarse que
algebra de Poisson satisface dicha funcional para diferentes parametros gauge \* = )\k’Ag
y 0" =n"Af.

Usando (2.12) y (3.24), se obtiene después de algunas simplificaciones:

5 5 kR

(G, Gn N} = L | daDin) D)7 +
kR , .
G f A Faad! (DN = D] +
k o
+ SR/dszakﬁle#memneijnl)\] (3.26)
T Js

El primer término ya se calculé en el capitulo dos (2.38), su resultado es®

kR
An

[ aDi)D, ()¢ = g*(g)+% HadA® (3.27)

Para calcular el segundo término, se hace lo siguiente:

Dy N = (Oin" AD) + oAl AT ) N
= O AD + N0 (AR + oo ALATN (3.28)

8atinque en el capitulo dos se calcul para pardmetros independientes de la conexién, ese proced-
imiento también aplica en este caso, como se puede ver relativamente facil.
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intercambiando 1 y A, se obtiene para el término dos:

Di(n")X' = D;(\Y)n' = [\ n]FAL + (@-A; — ;A + f bcA$A;) Nl — £y Al AGAF
= [\ nFAL+ FoNy —(° (3.29)

donde se ha usado la definicién de la curvatura, (% = f%®m\, y el paréntesis de Lie de

campos vectoriales definido por:
o)t = 0N = 0:(\)n' (3.30)

Para suavizar la notacién se toma F* = Fie, teniendo en cuenta esta definicién se

llega a:
. . . kR .
GO Gy} = G+ 58 [ aant+
kR k qa ayi,jJ a
+ = dxF(DﬂﬂAh+ﬂﬂn —¢*) +
kR 9 " j
ST R i\ (3.31)
Definiendo ¢* = [, 5]* y observando que los términos siguientes toman una forma maés
familiar cuando se usa (2.24):
kR 1 -
MR #ar =100 = 00 - 60 (3.32)

= Teniendo en cuenta que £* = £¥ A%, es facil ver que:

kR

2 a __ 1
o | drgt = 6(¢) (3.33)

Regresando al dlgebra de Poisson y sustituyendo estos resultados, se obtiene después de

cancelar G(¢) y reagrupar términos:

1 kR kR | o
(G- Gv N} = 300+ 0O + o [ max+ T2 [ 7, (F“Gijn’kj + 5 mw)

4
(3.34)
Analicemos el término Q(():
— kR a _ kR a Ab gc Ik 7.,
Q(¢) = i CaA I (fabcAi AjAk) W\ dx (3.35)

Ahora veamos que el término fabcAfA? i es nulo. Para probar este hecho primero hay
que probar que T'r ([A;, A;] A;) = 0.
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Si ¢ = j evidentemente T ([A;, A;] Ai) = 0 entonces el caso que se debe probar es i # j

pero como i, j, k = 1,2 siempre se tienen las dos posibilidades k =i o0 k = j.
Caso k = 1:
Tr([As, Aj]Ag) = Tr([Ai, A]A:) =Tr (AAjA;) —Tr (44 4;) =
= Tr(AjA;A) —Tr(AjA4)=0 (3.36)
donde en el dltimo paso se ha aplicado la propiedad ciclica del operador de traza.

De manera andloga para k = j. Por otro lado, esta traza se puede expresar en funciones

de los generadores del dlgebra de Lie:

0 = Tr([4),AJAy) = Tr (AFANT,, TT,AT) =
= AYALAL fun Tr (TTy) = fape AGALAS, (3.37)

Donde se ha usado [T, Tb] = fo°T.. en resumen se a demostrado que:
FancAJAYAL =0 (3.38)

Por tanto, regresando a la expresién de la carga Q((), es evidente que esta es anula.

Ahora realizando la expansién de los indices en la tltima expresién en (3.34) es facil ver

que este término es nulo. Esto conlleva a que (3.34) adopte una forma mas sencilla:

(G- GV} = 5000+ 1 | + O(F)

Esta es el dlgebra de Poisson que satisfacen los nuevos generadores, por tanto restrin-
giéndose al espacio donde se satisfacen las ligaduras se llega al dlgebra de Poisson de las

nuevas cargas:

{Qn(n), An(N)} = Zf/@z NadA® (3.39)

Esta expresion contrasta con el dlgebra de las cargas obtenida en (2.52), ya que es-
ta nueva algebra no tiene la forma de una extensién central como en (2.52), pero esta
interpretacion es equivocada en este caso general ya que ahora los parametros son depen-
dientes de la conexion, por lo tanto para darle una interpretacién a este nuevo resultado
debemos separar los términos que dependen de los campos A y los que no dependen,

sélo de esta manera podemos obtener una extension central.

Pero lastimosamente este proceso no se puede realizar sin fijar el gauge, por tanto deben

usarse los resultados obtenidos en la seccién 2.2.2.
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3.4. Algebra de Virasoro

Haciendo la restriccién de la ecuacién (3.22) al espacio de la ligaduras, se obtiene la

expresion de la carga:

GN~On~Q+D (3.40)

Ahora es necesario hacer una integracién por partes en (3.23) para conseguir una forma

mas facil de integrar:

_kR
- 47 on

kR

k pa v k fga
5D 5(5 AkAa> = /@ _ghapoa, (3.41)

Expandiendo en coordenadas el término §kAz5Aa y usando los hechos A% = a® : cte y

Ao = AYds, se consigue:

1
ckAssA, = (graa(SAg + §¢Aa¢5Ag) dp =10 [({Taa $+ 2§¢AG¢A;> d¢]

Con esta expresion, ya se puede integral 6D porque:

kR 1
= — — ¢ a
0D p /32 0 <2§ Aa¢A¢d¢)

por lo cual, se llega finalmente a:
kR
D=—— ¢ Aup A%ded + D,
ST /825 apep ¢+ Do
donde Dy es independiente de los A;. Sustituyendo este resultado en (3.40) y simplifi-

cando, se logra obtener (salvo una constante) la expresién para Q:

kR 1
ov©) ~ 1 [ (eranty + 5603 ) do+ Dy (3.42)

Ahora nos dirigimos a dividir los términos independientes y dependientes de los campos

A? en el lado derecho de (3.39). Desarrollando el integrando en componentes, se llega a:
/ Nad\® = aaa“/ n"0g(A")dp +
ox ox
+ / (1 Dy (N A%) + 1 A505(\ )ata + 1 Aagp(XAG) | d (3.43)
1)

El primer término ya es independiente de los campos A{, por tanto este serd la extension
central buscada. Seguidamente, se transformard el segundo término para escribirlo en

funcion de la carga Qp. Realizando las derivadas indicadas, haciendo integracién por



Capitulo 3. Gravedad en (2+1) 35

partes y reorganizando términos se llega a que el segundo término adopta la forma:
= (" @A) + (W) = A°Dy(")) aaA¢, + 7205(\%) Aup A% + 77¢’A¢8¢(A¢Aa¢)
= 00 ) + (1050 = X007 ) @0l + 3 (1°0,000) — X0(n%)) Aus AL

1
= Op-) + I A @G + 5[N] A Af

En la segunda linea se hizo una integraciéon por partes del ultimo término y se asocia-
ron términos. En la ultima linea se usé la definiciéon del paréntesis de Lie de campos

vectoriales.

Debido a que las funciones sobre S! se asumen univaluadas, el término d4(- - - ) se anula,

por lo tanto la expresién final para el término de la derecha de (3.39) es:

1
/ NedA\® = aaaa/ n"0p(A")de +/ ([77, N AG + [0, AJ? a¢Aa> dp (3.44)
ox ox. ox 2

Esto implica que el dlgebra de las cargas nuevas adopta la siguiente expresion:

kR kR 1
(oxt. v = asar [ o, 001ds+ 2 [ (o ranas + Jn A Ay ) do
4m o% ox 2
(3.45)
O en funcién de (3.42):
* kR a r r
(O, QvNY ~ =Qw([n ) + roua® [ o, )ao+ Dy (3.46)

Este resultado es sorprendente, ya que en cierto sentido es un algebra de Kac-Moody
aunque ahora no hay constantes de estructura, en vez de eso, aparece el paréntesis de Lie
de campos vectoriales. Esto era de esperarse ya que estamos trabajando con difeomorfis-
mos. Asi se puede decir que el dlgebra de Poisson de las cargas nuevas constituyen una
extensién central (continua) del dlgebra de Lie de campos vectoriales. Este resultado es

el mismo que se reporta [17, 31].

Banados y Carlip reportan que existe una sub-algebra de Lie de los campos vectoriales
dada por (£") = (—B0,¢,€) donde € € C°(R). Sobre esta sub-algebra, el dlgebra de las

cargas llega ha ser un algebra de Virasoro continua, cuya expresion es:

{Onm), NN} = —On ([0, Allsup) —

kR,
"2 puats? /8 MO+ Dy (347)

donde [n, A]|sup es la restriccién del paréntesis a la sub-dlgebra mencionada. Es facil
demostrar que [, \]” es un término de frontera sobre este sub-espacio y por el caracter
univaluado de las funciones se anula. Por tanto [, A]|sus = [17, A]® y sobre este sub-espacio

[, A]? es el paréntesis de Lie sobre las funciones de clase C™(R).
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El dlgebra (3.47) es la versién continua de un &lgebra de Virasoro con carga central
¢ = —12ka?3?%. Esto llegara a ser evidente en breve cuando se encuentre la versién

discreta.

La carga (3.42) toma la siguiente forma sobre la sub-dlgebra mencionada:

kR
Qv(€) = —— 6 (204805 A% + AagAY) dp + Do (3.48)

Tomando la definicién de la constante Dy propuesta por Banados en [23]:

k
Dy = KR £ap3? (3.49)
8 ox
donde o = a,a®, finalmente se obtiene:
kR a2 a a
On(€) = ——— | €(a"B* +20BOsAY + AupAS) dob (3.50)
8w oy

En este momento ya se puede realizar la expansiéon en series de Fourier debido a que
las integrales estan definidas sobre una variedad compacta, esto nos llevara a la version
discreta de (3.47), que serd la forma bien conocida del dlgebra de Virasoro de la teoria

de campos conformes.

Para obtener la version discreta de (3.47), tomamos las siguientes expansiones en modos

de Fourier:

Y Lpe ™ = —g (0B + 200 fOpAY + AugAG)
neZ

0 = > O™ (3.51)

nel

Con base en estas expansiones y usando la ortogonalidad de la base {e_i”¢}nez, es facil

demostrar que la carga (3.50) tiene la expansion:

On(0) = g > Luby, (3.52)

ne”

La expresion del paréntesis de Lie sobre el espacio de funciones es un poco més compli-

cada debido a que deben realizarse varios cambios de indices, su expresion final es:

Al = [0, AN? =n05(\) = Ads(n) =D [, Ane™™? (3.53)
nez

A, = > i2m—n)imAnm (3.54)
meZ
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Con esta expresion facilmente se puede hallar:
QN(["% )‘]) - i(2m + n)Lnnm)\—n—m

QN([U? )‘]) - 5 'L(n - m>Ln+m77—m/\—n (3-55)

donde se han efectuado algunos cambios de indices mudos. Ahora vamos ha hallar las
expansiones de Fourier del término central, esto se calcula facilmente usando la ortogo-

nalidad, entonces se obtiene:

/ nO3(N)dp =21 > in*nmAnmino (3.56)
0%

m,neL
El término Dy adopta la siguiente expansion:
kR
Dy = _Ta262 Z NMmA—m (357)
meZ
Y finalmente el paréntesis de las cargas se puede expandir como:

2
{QN(U)’ QN(A)} = RZ Z nfmAfn{Lma Ln} (3'58)

n,me”Z

Colocando todos estos resultados en (3.47) y asociando términos semejantes 17—, A_,se
obtiene:
R? iR ikR

— Ly Ln} = - (m = n) Lnm — ——a B2 (m? — 1) Mbptm,o0 (3.59)

O usando la normalizacién (R = 2) de la representacién descrita en el apéndice A,

finalmente se llega a la versién discreta del dlgebra de Virasoro [20, 21, 21]:

{Lma Ln} = Z(m - n)Ln+m - ika252m (m2 - 1) 5n+m,0 (3'60)

De donde se obtiene, comparando con la expresién estandar, la carga central:

c = —12ka*B? (3.61)

Como se vio en (3.11), la gravedad en (2+1)-dimensiones se puede ver como una suma
desacoplada de dos acciones de Chern-Simons. Por lo cual, existe un algebra de Virasoro
para cada accion de CS:

{LE, LEY =i(m —n)LE,,, — ika?B%m (m? — 1) Spimyo (3.62)

n-+m
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por lo cual, la carga central para cada sector es:

= —12ka’32. (3.63)

Para acentuar mas la relacién con CFT, observemos que si se realiza la expansién de los

campos A% como:
1 .
At = > The? (3.64)
nez

y usando la definicién de los modos de Fourier de (3.51):

k °n 2 a a in
Ln=-1- i (0 4 20005 (AY) + AugAG) €?dgp (3.65)

se obtiene, después de sustituir el integrando por la expansiéon pertinente:

1 . k
L, = o ];ZT,?Ta(n_k) —inagfTy — 504252571,0 (3.66)

donde a esta expansion se le conoce como “ twisted Sugawara construction” que permite

construir un &dlgebra de Virasoro desde un algebra de Kac-Moody [21, 33, 34].



Capitulo 4

Aplicacion: Entropia de Agujeros
Negros BTZ

En este capitulo se harda una aplicacién del formalismo desarrollado en los capitulos
anteriores. Se estudia cémo la carga central (3.61), via la formula de Cardy, puede dar
cuenta de la entropia de agujeros negros tipo BTZ en (2+1)-dimensiones y este resultado

esta en perfecto acuerdo con el resultados de Hawking-Bekestein en D = 3 [35, 36].

Este capitulo reforzara la interpretacién de gravedad en (2+1)-dimensiones como una
teoria de campos topologica del tipo Chern-Simons, ya que en virtud de dicha corre-

spondencia, se podra calcular la entropfa de agujeros negros BTZ!, [6, 37].

La diferencia mas fundamental entre gravedad en (3+1)-dimensiones y (2+1)-dimensiones
radica en el hecho de que en (241)-dimensiones, el tensor de Riemman depende lineal-
mente del tensor de Ricci, ya que en tres dimensiones se anula el tensor conforme de

Weyl implicando la siguiente relacién, [3, 37]

1
Ruupa = gupRuo + guaRup - gl/pRua - guoRVp - 9 (gupgl/a - guagup) R (41)

Por lo cual, cualquier solucién de las ecuaciones de Einstein en el vacié R, = 0 llevan
a Ryu,p0 = 0 implicando un espacio plano localmente, pero no necesariamente plano
globalmente, ya que este ultimo depende de como se hace el ”gluing”de las cartas para
construir todo el espacio, y si el espacio tiene topologia no trivial, dicha variedad no
es globalmente plana. Este razonamiento, evidentemente se puede generalizar al caso

en que exista una constante cosmoldgica, llevando ahora a un espacio de curvatura

!Para estudios posteriores se espera relacionar los resultados del capftulo 3 con sistemas fisicos en
materia condensada.

39
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localmente constante, pero de nuevo, esta condicién no siempre implica que globalmente

tenga curvatura constante, [3, 38].

Aunque esta teoria de gravedad de baja dimensionalidad se ve trivial a primera vista,
no lo es, ya que existen varios espacios de curvatura constante localmente pero no glob-
almente [22, 39, 40]. Otra forma de afirmar que la teorfa no es trivial, es citar el des-
cubrimiento por parte de Banados, Teilteboim y Zanelli quienes demostraron en 1992
que existen soluciones, de las ecuaciones de Einstein en (2+1)-dimensiones con constante
cosmoldgica negativa, que son estacionarias, axialmente simétricas y que tiene una sin-
gularidad tipo agujero negro. Dichas soluciones se denominan como BTZ, siguiendo las

iniciales de sus autores, [41].

4.1. Agujeros Negros tipo BTZ

La forma més general de una métrica axialmente simétrica y estacionaria esta dada por

el ansatz:
ds? = —2*dt? + r? (dp + e“dt)* + 25 dr? (4.2)

donde se han usando coordenadas tipo Schwarzchild (¢, ¢, ). Ahora usaremos el formal-
ismo de Cartan para encontrar las incégnitas «(r), 8(r) y o(r). Una base ortonormal

(vielbein) {ef, e®, "} esta definida por:
el = edt, b =1 (do + e’ dt), e" =ePdr (4.3)

Las derivadas exteriores de estos campos de vielbein son:

det = d'ePe nel
R 1 R N , R -
de® = ZePe" nNed +rae? 2P A€l (4.4)
r
de* = 0 (4.5)

Usando el hecho de que la uno-forma de torsién se anula (segunda ecuacién en (3.5))y

expresando las formas de espin como combinaciones lineales de la base vielbein, se ob-

tiene?
P 0 eapi €
W= e e+ e (4.6)
r
WP = a'eBel - %e”fa*ﬁe‘z’ (4.7)
Wwho= % o—a—f 7 (4.8)

2El simbolo de Levi-Civita se normaliza como ¢'*" = 1.
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Ahora las derivadas exteriores de esas formas son (después de algunos célculos):

. / . 7/3 / / / N / 72[8 A
dwt e [(raega)e_ﬁ + mea—a—% + 0-,60_04_25] 67: A et _ Beief A €¢
2 2 T
R , , , ! o—a—B)\2 . N
dw® = [(a e ) + ()22 - W2)] RN

e "+ e Ne

- [(Talegaﬁ)/ s Ulega2ﬁ] ; (;3
2 2

do” = 0
Usando las ecuaciones de Einstein (el primer conjunto en (3.5)), reorganizando términos

y usando al independencia lineal de {ef/\ e‘z’, et A e, e® A "} se llega al siguiente conjunto

de ecuaciones diferenciales:

Be28 B (ro/e"_o‘_ )2 — A (4.9)

T 2
! o—a— '

(7“”2> eBroerB — (4.10)

" / / / ! 2
(a —af + (o )2> e — g (ra 6‘770‘75) = —A (4.11)

2

o'e= 2P ro e? o

= —A 4.12
r + 2 ( )

A primera vista este sistema se ve complicado debido a que es un conjunto de ecuaciones
diferenciales acopladas. Pero en realidad es bastante sencillo, sumando (4.9) y (4.12) se

obtiene:

a+p =0
a+pB = C
a = —f
En el ultimo paso se tomé C' = 0 usando una escala de tiempo conveniente. Como
a = —pf, la ecuacién (4.10) se reduce a:
/ ! 3 /
g (O’ ea) +350 e =0 (4.13)

De aqui, se obtiene facilmente:
e =—— 40y (4.14)
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Usando este resultado en (4.9) e integrando, se consigue:

w_CF s 2
- _ _ (63
e =T A-2C3=ce (4.15)

Colocando estos resultados, en el ansatz (4.2), la métrica toma la forma:

9 2 2
ds? — <012 _ 20 203) dt? + 17 (d¢ -Gy ngt> T (4.16)
4r 2r iz — 12N —2C;

472

Esta métrica tiene una singularidad tipo agujero negro en r = 0 sélo si A = ;—21 < 0,

ademads cuando r — 0o, esperamos que se desacople t y ¢ lo que implica que Cy = 0:

o2 g2 o\ dr?
d52:—<4r12+;2—203>dt2+r2 <d¢—27}2dt> +ﬂc+ (4.17)
ztr—20s

Usando diferentes formalismos descritos en [25, 37, 42], se puede demostrar que C; =
8GJ y 2C3 = 8GM donde J y M, son el momentum angular y la masa del agujero

negro®. En funcién de estas constantes, obtenemos la forma final de la métrica:

1 2 2 4 2 2
ds? = — (9T T ganr) a4 02 (dp - 2 w) 4 O
2 7"2 272_’_

2
r2 / 167%] _8GM
(4.18)
Esta es la famosa métrica que describe un agujero negro BTZ con superficie de Cauchy

r_ y horizonte en r,*:

1/2

1 (AZE)Q] (4.19)

Esta métrica, asintoticamente tiene una geometria AdSs, pero como es bien conocido

ri =4GM/( |1+

[40], que las isometrias de este espacio esta descritas por el grupo SL(2,R)x SL(2,R)/Zs,

entonces esto justifica la eleccién (3.10)5.
En funcién de estas superficies podemos escribir los paramentos M y J como:

2 2
ri4+rs

8G (2
ror—
= ;G ; (4.20)

3La interpretacién de estas constantes se puede obtener usando formalismo ADM como se describe
en [37]. ademds dicha interpretacién era de esperar debido a las simetrias que se impusieron en (4.2).

“Estas singularidades no son fisicas, son singularidades coordenadas, semejante a la singularidad
r = 2M en la solucién de Schwarzchild, [40].

°En realidad la métrica BTZ es el cociente de AdSs/ ~, donde ~ es la relacién de equivalencia
¢~ ¢+ 2m.

M
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Por lo cual, la métrica BTZ puede escribirse como:

(2 = r2)(r? — 1)
0292

£2T2
(=7 =12

rT4T—

2
ds” =~ 0r2

dr?  (4.21)

dt? + 72 (dqﬁ - dt>2 +
Realizando el cambio de la coordenada radial mediante (S6lo describe la regién r > r):

r? = r2 Cosh?(p) — r2 Senh?*(p) (4.22)
la métrica BTZ toma una forma mas fécil de manejar (7 = %):

dsbry = —Senh?(p) (rodr — r_dg)* + Cosh®(p) (r_dr — rode)? + (*dp? (4.23)

Ahora, los campos Vielbein en estas coordenadas son:

¥ = Senh(p) (rydr —r_do) (4.24)
el = Cosh(p) (r—dr — ryde) (4.25)
2 = tdp (4.26)

Después de un célculo andlogo a (4.4) y (4.6), se obtienen las formas de espin:

~ T ~
W = ngh(p)el (4.27)
wh = Co’ff(p)e@ (4.28)
W = 0 (4.29)

Ahora, con estos resultados es posible obtener los coeficientes de la conexién usando
(3.7):

ry Er_

A = &+ 7 (A7 F do) Senh(p) (4.30)
4l = ”j“ (dr T d6) Cosh(p) (4.31)
tA?2 = +dp (4.32)

+A42 =F o por tanto desde los

Desde el proceso de fijacién de Gauge, asumimos que
coeficientes anteriores vemos que:

tal = £4% (4.33)

Por lo cual, se obtiene:

o = napaa =y =1 (4.34)
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Usando estos resultados (R = 2), la carga central del dlgebra de Virasoro es (para el
sector +y —):
14 3¢
+ 2
= —12ka* = 12— = — 4.35
‘ R TS RTE (4.35)
Resultado que ha sido obtenido por diferentes métodos: Usando la correspondecia Ad-
s/CFT [43], calculando la anomalia de Weyl [44], y calculando el tensor de estrés efectivo

en la frontera [45]. Un resumen de estos y otros métodos es dado en [46].

4.2. Funcion de Particion y Formula de Cardy

En el capitulo (3), se demostré que el dlgebra de las transformaciones gauge que rep-
resentan a los difeomorfismos, llega hacer un par de algebras de Virasoro desacopladas,

que en forma de conmutadores es:

+
C
Lini] = (= m)LEp, + Sm(m® = Douing

_ _ _ C
[Lm7 Ln] = (m - n)Ln+m + 5

Ly, Lyl = 0

Observemos que existe una subdlgebra de Lie generada por {L_1, Lo, L1}. La impor-
tancia de esta yace en el hecho de que estos operadores generan las transformaciones
conformes globalmente definidas, en particular, L_; genera traslaciones, Ly dilataciones
complejas y Ly genera transformaciones conformes especiales. Las transformacién més

general generada por ellas estd dada por [20]:

. az+b
cz+d

con a,b,c,deC (4.36)

Asumiendo, que la teoria conforme esta definida sobre el 2-toro parametrizado por 7 =

71 + 7, la funcién de particién esta dada por®

Z(r,7)=Tr (ezmTLOe_%ﬁf’o) (4.37)

6Si la teorfa conforme no esta definida sobre el toro, es posible mapear al toro induciendo un corrim-
iento en Lo, [21, 33].
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Donde la traza es tomada sobre cualquier base del espacio de Hilbert H de la teoria.

Para tomar la traza, consideremos los siguientes problemas espectrales:

Loln)y = Aln) (4.38)
Loln) = Aln) (4.39)

Donde se asumird que el espectro de Ly es acotado inferiormente por Ay y ademas que

{|n) ® |m) n,m € I} constituye un conjunto completo de H:
Y In)lm){m|{n] =1 (4.40)

Podemos tomar la traza, para obtener:

Z(r,7) = Y (n]e*™E0n) (m]e= 20| m) (4.41)
nmel

2(7_77—_) _ Z p(A, A)eQﬂ'iTAe—Qm'?A (442)
AA

Donde en la ultima linea la suma es sobre el espectro de Lo y Lo, por lo tanto aparece
la funcién p(A, A) que da cuenta del degeneramiento para cada par de valores propios
(A, A)7. Definiendo g = €?™" y b = e 277 se tiene:

2(g,q) = Y_ p(A, D) > (4.43)
AA

Esta expresion la podemos interpretar como una expansién en serie de potencias en

torno al origen en las variables complejas (¢, b), por tanto se puede extraer la funcién p

usando una integral de contorno, hecho que es bien conocido en el andlisis complejo:

_ 1 dg dq _

donde v es una curva cerrada en torno a ¢ = 0 y ¢ = 0. A primera vista parece sin
utilidad expresar la funcién p de esta manera ya que tampoco se conoce a Z(q,q7). En
este punto yace el resultado sorprendente de Cardy [47, 48]. Es posible analizar asin-
toticamente dicha integral, ya que el comportamiento a alta energia esta relacionado al
comportamiento de baja energia, dicha relacién esta dictada por una simetria conocida
como invariancia modular. Se puede hacer un analisis exacto de dicha funcién de par-
ticion usando herramientas de la teoria de niimeros analitica, pero dicho anélisis esta

fuera del alcance de este trabajo [49-52].

"Esto es cierto para teorias conformes unitarias, como se asume en este trabajo.
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Los estudios de Cardy concluyen que la expresién:
Zo=Tr (eQﬂT(LO*i)6727”‘?@0*2%0 =eS2Z(r,7) (4.45)

es un invariante modular. En particular, invariante bajo la transformacién 7 — —%, que

genera el intercambio de las circunferencias del 2-toro®.

El calculo mostrado a continuacién es completamente general y sélo involucra hechos

generales de teoria de campos conformes, se seguird a Carlip [55].

Usando la invariancia modular de Zy, es facil demostrar que:

Tic —27ic = Tic —2mic 1 1
Z(r,7) = e Te T Te i e H T 2 (==, —2) (4.46)

T T

Por simplicidad de notaciéon suprimiremos la dependencia sobre 7, méas adelante se re-

cuperara. Cambiando la variable a 7, la densidad de estados toma la forma:

. Tic TiC ]_
p(A) — /dT62mTA6224 T6224 TZ(_i) (4‘47)

T

El hecho relevante para usar la aproximacién de punto de silla, es separar el integran-
do en un factor de fase que oscila rapidamente y una amplitud que varia lentamente.
Observemos que para A > Ay, la fase oscila rapidamente, por lo tanto es permisible
aplicar el método si y sélo si, el factor Z varfa lentamente. Se asumira este hecho ? La

integral tiene la forma general:

I@MZ/MwWﬂﬂ (4.48)

2mib
donde la fase tiene la forma ¢(7) = 2wait + ke o) punto estacionario de esta funcién
T
es:
b
o=/ (4.49)

a

Haciendo la expansién de Taylor de la fase hasta orden dos, se obtiene:

8(r) = 9{m) + 56 (m)(r = m)? + O(r — )’ (450

8Este hecho esta relacionado a la simetria T, [53, 54].
9En breve veremos las condiciones para las cuales esto se satisface.
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donde ¢(19) = 4miv/ab. Por lo cual, al aplicar el método de punto estacionario, se
obtiene!®
. oo 2mib(r_y2
Ha,b) ~ emivabf(ry / dred (4.51)
™ 4 ivab b\ 4miv/ab
I ~ _Y ATV a = _— TV a 4 2
@h) ~ e = (<) @) a5

C C

Para nuestro problema particular, a = i —Ayb= 51 lo que conlleva a 79 ~ @ AN = 1€
y el método de punto de silla produce'':
./ Ac 1
p(A) = Ce”™V o Z(—=) (4.53)
70

Para evaluar la fidelidad del método, se tiene que analizar el factor Z(—%). Como

A > Ay, la variable ¢ — 0, por tanto:

1 _2nA _2mAq _2nA
Z(-1) = 3 ) = p(ag)e T 4 Y pla)e (4.54)
0 A ASA

Para analizar el comportamiento asintético, se calcula el siguiente limite:

; Ag), si, Ag=0
tim 2(1y = {740 0
0 e 0, si, Ag >0

Observar que no se puede obtener un comportamiento asintético para el caso Ay > 0.

Para extraer un comportamiento asintético en este caso, se define:

Z(7) = p(Do) + D p(A)e 2THATRIT — ¢ =2midT Z (1) (4.55)
A>Ag

Con esta definicién, la ecuacién (4.47) se puede escribir:

p(A) = / dre-2mitot A e ier 5 1) (4.56)

T

Para aplicar el método de punto de silla se observa que esta integral tiene, de nuevo, la

misma forma dada en (4.48) con a = i —Ayb= i — Ag. En este caso es evidente

que (4.52) implica:

e Ay \" e
A= (4(22—;;)3> VA Gy (4.57)

107, integral Gaussiana existe como integral impropia si Re(7) > 0.
"'Se han despreciado términos O(A™1).
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Para 57 > Ag y A > 1, se obtiene:

plA) ~ (9623)1/4 &V p(A0) (4.58)

O recuperando la contribucién de 7:

96 A3A3

_ 1 1/2 C 1/4 o/ €A Lon, A —
p(A,A)w( > (oxs) € SR ng, Ao) (4.59)

Esta es la famosa formula de Cardy. Esta permitira hallar la entropia de agujeros negros

BTZ, en la limite asintético planteado.

4.3. Entropia de Agujeros Negros BTZ

Lo tnico que resta para hallar el comportamiento asintético de la densidad de estados,
es hallar los valores propios asociados a los operadores LaE. Para esto se recurre a la

definicién de los coeficientes de Fourier (ver (3.51)):

k 27

Lf=-——
47T 0

n

(0 4 2005 (A%) + AugAS) €?do (4.60)

Por tanto, el coeficiente cero estd dado por:

k'CMQ k 21
Lf=—-—"--= AgpAl 4.61
0 9 ir J, ap ¢d¢) ( 6 )

Pero el integrando del iltimo término se puede escribir como:

TN S T A
Aa¢Ag——<wéi€efb) +<w¢:l:£e¢> +<w;:|:£e;> (4.62)

Usando (4.3) y (4.6), se pueden obtener los coeficientes que aparecen en la expresién

anterior, para obtener:

AaqﬁAg) = 203 F % =8GM F SC;TJ (463)

Este resultado lleva a que los modos cero son:

M 2
_ME_ T ke (4.64)

Li
07 4 T4 2
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Realizando las combinaciones lineales indicadas, se obtienen (Salvo una constante adi-

tiva):

Li+Ly = (4.65)

STV
[

Ly — L = (4.66)

Resultado que refuerza la interpretacién de M (J, resp.), como la masa (momentum
angular, resp.), ya que en teoria de campos conformes, esta combinacién lineal es el

generador de traslaciones (rotaciones, resp.).

Los valores propios de L(f estan dados por:

M T (rp—ro)?
A= AT mar (4.67)
< Ml J (rp+ro)?
A= T e (4.68)

donde se ha usado (4.19).

En este momento ya se tienen todos los datos para calcular la entropia de agujeros negros
tipo BTZ.

El argumento de la funcién exponencial en (4.59) toma el valor:

2m/cA +omy = cA 2”” (4.69)

donde se usé la carga central dada en (4.35) y los valores propios dados en (4.67).

Finalmente la densidad de estados adopta la forma:

- 16G¢? 2wy
p(AA) = TS e (4.70)
(rf —r2)
La entropia en el ensamble microcandnico estd dada por:
S = Log(p) (4.71)

Por lo cual, la entropia de agujeros negros BTZ es:

9 2 2
Spra = —F — §Log <T+ T_> + Cte (4.72)
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2 _ .2
O en términos de la gravedad superficial del horizonte r, dada por kK = %
Tt
27r 3 27r 3
Sprz = 8G+ - §Log < G+> - iLog (kl) 4+ Cte (4.73)

El primer término es, salvo un factor 1/2, la conocida formula de la entropia de Hawking-
Bekestein dada por [35, 36]:
A

S~ 15 (4.74)

donde A es el drea del horizonte, que en nuestro caso de tres dimensiones, estd dada por
A = 27r4. El segundo término es una correccién logaritmica reportada en [55]. Correc-
ciones de orden superior se suprimen de manera exponencial como se reporta en [56]. El
origen microscopico de esta entropia atin es un problema abierto, ya que aiin no se cuenta
con una teoria cuantica de gravedad que describa la naturaleza de los estados cuanticos
que generan dicha entropia. Existen varias posibles explicaciones, bastante diferentes en

naturaleza, pero ninguna es concluyente, aunque producen resultados similares.

El valor obtenido en este trabajo para la entropia, se obtuvo por métodos clésicos, ya
que en ningin momento se ha hecho un procedimiento de cuantizacién, aunque se habria
podido realizar por el método de cuantizacion candnica, ya que se disponia de un algebra
de Poisson, que podria “corresponderse” con un dlgebra de conmutadores sobre una C*-
algebra, pero esto podria llevar a una correccién en la carga central debido a problemas

de ordenamiento, ver [55].

El factor 1/2 adicional requiere algiin comentario. Este factor se origina por la eleccién
(no estandar) de la Carga dada en (2.25), esta difiere en un factor de 2 reportada en la
literatura, por ejemplo en [31], este valor lleva a un factor de 4 en la carga central lo que
implica que el exponente de la formula de Cardy (4.69) lleve un factor de dos, lo que

conlleva al resultado cominmente conocido.



Capitulo 5

Discusion y Conclusiones

5.1. Discusion

En el capitulo 2 se ha analizado la estructura de Poisson detras de la teoria de Chern-
Simons en 3 dimensiones. Este andlisis tuvo como punto de partida la definicién del
generador de transformaciones gauge dado en la ecuacién (2.15). Este generador es una
propuesta de este trabajo y no se encuentra reportado en la literatura consultada. Esta
expresion del generador fue motivada por el andlisis de la teoria de Yang-Mills que se
encuentra descrita en el capitulo de 10 del libro de Nair [1]. Esta expresién del generador
se obtiene de manera natural cuando uno trata de modificar el andlisis hecho en dicha

referencia al caso de teoria gauge del tipo Chern-Simons.

Una vez se tiene el generador, se procedié a calcular su derivada funcional (2.17), que
resulto ser bien definida, lo que contrasta con los generadores reportados en la literatu-
ra [16, 17, 23] que no tienen derivadas funcionales bien definidas, ya que depende de

términos de frontera que dependen de la fijacién del gauge.

Luego se procedié a calcular el algebra de Poisson de los generadores obteniendo el
algebra (2.38). Esta algebra es una extension central del algebra de Lie g del grupo G
que esta reportada en la literatura (Algebra de Kac-Moody continua). Aunque nuestra
conclusién es mas general ya que (2.38) no depende de la fijacién del gauge, debido
a que el generador (2.15) es derivable exactamente. Esto sustenta nuestra eleccién del

generador.

Posteriormente se estudio la formulacién de gravedad en el contexto de la teoria de CS
en el capitulo 3. Esto se hizo pensando en que nuestro generador seguiria funcionando sin
fijar el gauge, pero esto no fue posible, ya que la introduccién de difeomorfimos hace que

el generador ya no sea diferenciable (ver (3.21)). Esta situacién es la misma encontrada
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en la literatura. Por tanto pasamos a corregir el problema de la difenciabilidad, usando
la definicién dada en (3.22). El hecho de incluir difeomorfismo en una teorfa fisica lleva
a este tipo de problemas de diferenciabilidad, en este punto radica porque construir una

teoria cuantica de gravedad es tan compleja.

En el capitulo 4, se hizo una aplicaciéon del formalismo trabajado en los capitulos an-
teriores para recalcar que los resultados obtenidos tienen relevancia en problemas de la

fisica actual. En este caso, en el problema de entropia de agujeros negros.

A lo largo del trabajo se hizo explicito la relacién de entre la teoria de CS en 3 di-
mensiones y la teoria de campos conformes en dimensién dos. Cuando esta relacion se
piensa en el contexto de la gravedad en (2+1)-dimensiones, constituye un ejemplo con-
creto de la correspondencia AdS/CFT, que es de utilidad en teoria de cuerdas. Ademas
precisamente fue la relacion con CFT la que permitié evaluar la entropia de agujeros
negros via la formula de Cardy sin hacer uso de los detalles microscépicos del sistema

(microestados, etc).

5.2. Conclusiones

A lo largo de este trabajo se han adquirido herramientas matematicas de cierta relevancia
en fisica, entre estas podemos citar la teoria de haces fibrados principales, clases carac-
teristicas, formulacién geometria de teorias gauge, estructuras algebraicas (Kac-Moody,

Virasoro), entre otras.

Desde el punto de vista de la fisica se ha adquirido cierta familiaridad con gravitacién
es (2+41)-dimensiones y su formulacién (cuasi-)gauge via teorfa de Chern-Simons. Se
ha estudiado teoria de Yang-Mills (aspectos elementales), teoria de campos conformes,
agujeros negros tipo BTZ, aspectos elementales de sistemas dinamicos con ligaduras,

entre otros.
Entre las conclusiones especificas de este trabajo estan:
= Se ha analizado con relativa profundidad la estructura algebraica de la teoria de

Chern-Simons y su relacién con la teoria de campos conformes via algebras de

Kac-Moody y Virasoro.

= Se ha dado una definicién del generador de transformaciones gauge, que reproduce

todos los resultados publicados hasta el momento.

= Se demostré que el dlgebra de Kac-Moody continua (2.38) es independiente de la

fijacién del gauge.
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» Se han adaptados los métodos descritos en [1] (para teorfas de YM) a teorfas de

Chern-Simons obteniendo resultados bien conocidos reportados en la literatura.

= Se obtuvo la formula para la entropia de agujeros negros BTZ consistente con el

resultado de Hawking-Bekestein.



Apéndice A
Convenciones

Este apéndice describe las convenciones usadas en este trabajo. Se usard la métrica
de Minkowski dada por 71, = diag(—1,+1,4+1). Desde el capitulo 2 se ha usando la
convencion de que la métrica de Killing toma la forma g, = Rn4, esto siempre es cierto
si el grupo de Lie G es simple. Ademas si el grupo es semi-simple, es posible elegir las

constantes de estructura completamente antisimétricas.

Los generadores del grupo SL(2,R) (que es semi-simple) son:

10 1 1(1 0 1/0 1
TV == ., Tt== ., T?P== (A1)
2\-10 2\0 -1 2\1 0

donde estos satisfacen el dlgebra de Lie:

[T T% = e T (A.2)
La convencién de signos del simbolo € es: €gia = €12 = 1. La representacién matricial
de la Killing es:
1
g% = Tr(T°T") = 517“17 (A.3)

Resultado que coincide con el obtenido de la exigencia de que se obtenga un algebra de

Virasoro en (3.60).
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