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“It seems to be one of the fundamental features of nature that fundamental physical laws

are described in terms of a mathematical theory of great beauty and power, needing quite

a high standard of mathematics for one to understand it. You may wonder: Why is nature

constructed along these lines? One can only answer that our present knowledge seems

to show that nature is so constructed. We simply have to accept it. One could perhaps

describe the situation by saying that God is a mathematician of a very high order, and

He used very advanced mathematics in constructing the universe.”1

Paul Adrien Maurice Dirac

1The Evolution of the Physicist’s Picture of Nature, Scientific American (1963)
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por Diego Fernando Rengifo

En este trabajo se calculó el álgebra de Poisson de los generadores de transformaciones

gauge usando una definición de generador que no esta reportada en la literatura y fue

motivada desde la definición del generador de transformaciones gauge dada en [1] para

teoŕıa de YM. Aqúı adaptamos dicho resultado a la teoŕıa de Chern-Simons en tres di-

mensiones y obtenemos resultados bien conocidos, calculados usando otros generadores,

que en realidad son la las ecuaciones de ligadura tipo ley de Gauss en nuestro formal-

ismo. Para transformaciones gauge usuales, dicha álgebra llega ha ser un álgebra de

Kac-Moody sin necesidad de fijar el gauge como se hace en la literatura y para transfor-

maciones gauge mas generales de la forma θa = θkAak, se obtiene un álgebra de Virasoro

después de fijar el gauge. Finalmente para esquematizar la relevancia de las álgebras

calculadas, se obtendrá la entroṕıa de agujeros negros BTZ v́ıa formula de Cardy, que es

un resultado bien conocido pero que aun es genera polémica, en la comunidad cient́ıfica

debido a la no-existencia de una teoŕıa de gravedad cuántica.
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Caṕıtulo 1

Generalidades sobre Teoŕıa de

Chern-Simons

1.1. Introducción a las Clases Caracteŕısticas

En esta sección se desarrollan las herramientas matemáticas básicas para comprender el

origen geométrico de las teoŕıas de Chern-Simons. Los conceptos desarrollados aqúı no

solo se aplican a CS, también a una amplia gama de fenómenos de naturaleza topológica

que se encuentran en la f́ısica teórica y experimental [2–4]. Entre los mas relevantes son

el efecto Aharonov-Bonm, cuantización de la carga de monopólos, instantones, orden

topológico, entre otros.

En teoŕıa de haces fibrados principales, la forma local de curvatura F , como su nombre lo

indica, tiene información local sobre cómo el haz fibrado se dobla (“se curva”) cuando se

pasa de una carta a otra del espacio base. Localmente un haz es trivial pero globalmente

no necesariamente lo es, y esto depende sensiblemente del tipo de conexiones que se

pueden definir sobre el has principal y que son compatibles con la estructura del mismo.

Una pregunta que surge de manera natural es porque introducir haces principales, que en

cierto sentido son más complicados que la variedad base original? Una respuesta parcial

a esta pregunta la ofrece la teoŕıa de clases caracteŕısticas, que nos permitirá construir

ciertos invariantes topológicos de variedades, analizando polinomios invariantes (bajo la

acción adjunta) definidos sobre haces fibrados principales.

Denotaremos un has fibrado principal como (E,M,G), donde E es el espacio total, M

la variedad base y G el grupo de estructura (que es un grupo de Lie).

1
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¿ Porque usar polinomios invariantes?. Existen principalmente dos razones para usarlos:

1 F no esta definido globalmente. La ley de transformación de una carta a otra (de

intersección no vaćıa) se hace mediante la acción adjunta del grupo de estructura

G. Por tanto no es una buena estrategia usar F como medidor de la no trivialidad

de un haz.

2 Dado un haz fibrado, la conexión compatible con la acción derecha de G y la

forma de curvatura respectiva no son únicas. Por lo cual existe redundancia en

esta elección.

Estos problemas al mismo tiempo plantean la solución. Ésta consiste en construir una

función invariante bajo la acción adjunta de G que permita pasar de una carta a otra

sin problemas y la información transportada por dicha función debe ser independiente

de la conexión.

1.1.1. Polinomios Invariantes

Como se sabe, F es una dos-forma con valores en el álgebra de Lie g, por lo tanto antes

de tratar el caso general, primero nos enfocaremos en el caso cuando G es un grupo de

Lie de matrices.

Definición 1.1. Una función multilineal simétrica G-invariante es una aplicación mul-

tilineal:

P :
⊗
r

g→ F donde F es R o C.

que satisface:

P es simétrico para todo i, j:

P (A1, ..., Ai, ..Aj , .., Ar) = P (A1, ..., Aj , ..Ai, .., Ar) (1.1)

Para todo g ∈ G, P es invariante, es decir:

P (Adg(A1), ..., Adg(Ai), .., Adg(Ar)) = P (A1, ..., Ai, .., Ar) (1.2)

Ahora, se denotará como Ir(G) al conjunto de todos las funciones simétricasG-invariantes

(Que bajo las operaciones usuales llega a ser un espacio vectorial sobre F). El ejemplo

por excelencia es: Sea G = GL(m,C) y consideremos la representación fundamental de
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sus elementos, es decir, Ai ∈ GL(m,C):

str(A1, ..., Ar) ≡
1

r!

∑
σ∈Sr

tr
(
Aσ(1), ..., Aσ(r)

)
(1.3)

donde la suma se realiza sobre el grupo simétrico Sr. Usando las propiedades de la traza

es evidente que str ∈ Ir(GL(m,C)).

Adicional a la suma y la multiplicación por escalares de F, podemos definir un producto

sobre la suma directa de los espacios Ir(G): I∗(G) =
⊕
r

Ir(G). Este espacio vectorial

se convierte en un álgebra graduada bajo la multiplicación definida cómo:

Definición 1.2. Sea P ∈ Ip(G) y Q ∈ Iq(G), Ai ∈ g

(P ·Q)(A1, ..., Ap+q) =
1

(p+ q)!

∑
σ∈Sp+q

P (Aσ(1), ..., Aσ(p))Q(Aσ(p+1), ..., Aσ(p+q)) (1.4)

Llamaremos a P un polinomio invariante homogéneo de grado r, si es una aplicación

P : g→ F para la cual se satisface:

P (A) = P̃ (A, ..., A) donde P̃ ∈ Ir(G) (1.5)

Un polinomio invariante es una suma finita de polinomios invariantes de diferente grado.

Un ejemplo de suma importancia para este trabajo es: Sea g un álgebra de Lie con una

representación matricial de dimension k, un polinomio invariante es:

P (A) = det

(
Ik + t

iA

2π

)
= 1 + tP1(A) + · · ·+ tkPk(A) (1.6)

donde det es el determinante sobre las matrices k × k. En la última linea se realizó la

expansión en potencias de t. Es fácil ver que:

P1(A) =
i

2π
tr(A), Pk(A) = det(

i

2π
A) (1.7)

Por otro lado, dado un polinomio invariante homogéneo P de grado r, se puede construir

un polinomio P̃ ∈ Ir(G) (llamado polarización de P ) dado por1

P̃ (A1, ..., Ar) =
1

r!
P (t1A1 + · · ·+ trAr)|t1,..,tr (1.8)

donde |t1,..,tr se refiere al coeficiente de la variable t1 · · · tr.
1El polinomio invariante homogéneo de grado r, P (A) = tr(Ar), tiene polarización str(A1, .., Ar).
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Hasta este punto las variables de los polinomios toman valores en cierta álgebra de Lie g.

Fácilmente se puede generalizar dichos resultados, al caso en que la variables son formas

diferenciales g-valuadas.

Sea P̃ ∈ Ir(G), Ai ∈ g y ηi ∈ Ωpi(M), entonces se define:

P̃ (A1η1, ..., Arηr) ≡ η1 ∧ · · · ∧ ηrP̃ (A1, ..., Ar) (1.9)

La g-invariancia de P̃ (A1, ..., Ar) implica la g-invariancia de P̃ (A1η1, ..., Arηr). En el caso

de polinomios homogéneos invariantes P de grado r, se tiene:

P (ηA) =

(∧
r

η

)
P (A) (1.10)

Por r-linealidad, se puede extender a formas más generales que son combinaciones lin-

eales de varias formas diferenciales (por ejemplo combinaciones lineales de una base de

T ∗pM). Ahora, se enunciarán dos teoremas importantes como se verá en breve2:

Teorema 1.3. Para X,Ai ∈ g y P̃ ∈ Ir(G) se tiene:

r∑
i=1

P̃ (A1, .., [X,Ai], .., Ar) = 0 (1.11)

Más generalmente, si A ∈ Ωp(M, g) y cada ηi ∈ Ωpi(M, g), se tiene:

r∑
i=1

(−1)p(p1+···+pi−1)P̃ (η1, .., [A, ηi], .., ηr) = 0 (1.12)

Ahora, debido a que se ha extendido el dominio de los polinomios invariantes a pi-formas

con valores en g, Ωpi(M, g), podemos usar el cálculo exterior, por lo cual se puede calcu-

lar la derivada exterior de P̃ , el proceso por el cual se lleva acabo dicha labor, está dado

en el siguiente teorema:

Teorema 1.4. Sea P̃ ∈ Ir(G) y ηi ∈ Ωpi(M, g) entonces la derivada exterior está dada

por:

dP̃ (η1, ..., ηr) =
r∑
i=1

(−1)(p1+···+pi−1)P̃ (η1, .., dηi, .., ηr) (1.13)

2La demostración de ambos es bien conocida y esta detallada en [3], aśı que no vale la pena repetirla
aqúı.
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Como es bien conocido, la forma de curvatura local de un haz G-principal transforma

sobre U ∩ V mediante la acción adjunta:

FV = Adg(FU ) donde g ∈ G (1.14)

Por lo cual, se tiene que cualquier polinomio invariante (bajo la acción adjunta) con

variables F esta definido sobre todo el espacio base M . En este hecho yace la impor-

tancia de considerar polinomios invariantes, además si se toma el grado del polinomio

adecuadamente, éste se puede integrar sobre M para obtener invariantes topológicos

como será descrito en breve.

Con los dos teoremas enunciados arriba se demostrará el teorema de Chern-Weyl:

Teorema 1.5 (Chern-Weyl). P (F) tiene las siguientes propiedades:

1 P (F) es una forma cerrada, esto es, dP (F) = 0.

2 Si el has G-principal tiene dos conexiones A1 y A2, cuyas formas de curvatura

son F1 y F2, respectivamente, entonces P (F2)− P (F1) es una forma exacta.

Demostración. Todo polinomio invariante es la suma de un numero finito de polinomios

homogeneos y la derivada exterior es lineal, entonces sólo hay que probar el caso en que

P es homogeneo (grado r). Sea P la polarización de P , por tanto: dP (F) = dP̃ (F , ...,F),

entonces usando el teorema 1.4 y recordando que F ∈ Ω2(M, g), se obtiene:

dP (F) =

r∑
i=1

P̃ (F , .., dF , ..,F) (1.15)

pero el teorema 1.3 implica:

r∑
i=1

P̃ (F , .., [A,F ], ..,F) = 0 (1.16)

sumando ambas ecuaciones y usando la r-linealidad de P̃ , se obtiene:

dP =

r∑
i=1

P̃ (F , .., DF , ..,F) (1.17)

pero en virtud de la identidad de Bianchi DF ≡ dF+[A,F ] = 0, se obtiene la conclusión

requerida.

Para demostrar la segunda parte se considera una familia de conexiones parametrizadas

por t:

At = A+ tθ donde θ = A′ −A y 0 ≤ t ≤ 1 (1.18)
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Observar que At es una interpolación (homotoṕıa) entre A y A′. La familia de curvaturas

generadas por At, esta dada por:

Ft = F + tDθ + t2θ ∧ θ donde Dθ = dθ + [A, θ] (1.19)

Ahora, expresando la diferencia P (F2)− P (F1) como:

P (F2)− P (F1) =

∫ 1

0
dt
dP

dt
(Ft) (1.20)

Pero usando 1.4, la simetria de P̃ y la conmutatividad de los productos F ∧ F (son

2-formas), se llega a :
dP

dt
(Ft) = rP̃ (

dFt
dt

,Ft, ..,Ft) (1.21)

Por lo cual, usando (1.19) se llega a:

P (F2)− P (F1) = r

∫ 1

0
dtP̃ (Dθ + 2tθ ∧ θ,Ft, ..,Ft) = (1.22)

= r

∫ 1

0
dt
(
P̃ (Dθ,Ft, ..,Ft) + 2tP̃ (θ ∧ θ,Ft, ..,Ft)

)
(1.23)

Ahora la prueba se dirige a demostrar que el integrando de ésta ecuación es una difer-

encial exacta. Tomando el teorema 1.4 y extrayendo el término i = 1 de la suma, se

consigue:

dP̃ (θ,Ft, ..,Ft) = P̃ (dθ,Ft, ..,Ft)−
r∑
i=2

P̃ (θ,Ft, .., dFt, ..,Ft) (1.24)

Y usado el teorema 1.3 con η1 = θ y ηi = Ft para i ≥ 2, se llega a:

P̃ ([A, θ],Ft, ..,Ft)−
r∑
i=2

P̃ (θ,Ft, ..,Ft) = 0 (1.25)

Sumando estas dos ecuaciones y usando la simetŕıa en las r− 1 entradas con la variable

Ft, se consigue:

dP̃ (θ,Ft, ..,Ft) = P̃ (Dθ,Ft, ..,Ft)− (r − 1)P̃ (θ,DFt,Ft, ..,Ft) (1.26)

Observar que el primer término del lado derecho es el primer término del integrando

(1.22), ahora se encontrara la forma que toma el segundo término. Usando la identidad

de Bianchi DtFt = 0 es trivial demostrar DFt = −t[θ,Ft], entonces haciendo uso de este

hecho, el segundo término en cuestión, toma la forma:

P̃ (θ,DFt, ..,Ft) = −tP̃ (θ, [θ,Ft],Ft, ..,Ft) (1.27)
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Pero usando el teorema 1.3 con η1 = θ = A y ηi = Ft para i ≥ 2 y separando el término

i = 1 de la sumatoria se obtiene:

P̃ ([θ, θ],Ft, ..,Ft)−
r∑
i=2

P̃ (θ,Ft, .., [θ,Ft], ..,Ft) = 0 (1.28)

pero [θ, θ] = 2θ ∧ θ y de nuevo, usando la simetŕıa en las r − 1 entradas con la variable

Ft, se llega a:

(r − 1)P̃ (θ, [θ,Ft], ..,Ft) = 2P̃ (θ ∧ θ,Ft, ..,Ft) (1.29)

(r − 1)P̃ (θ,DFt, ..,Ft) = −2tP̃ (θ ∧ θ,Ft, ..,Ft) (1.30)

Donde en la última linea se uso (1.27). Usando este resultado junto con (1.26), se llega

a la forma final del integrando (1.22):

P̃ (Dθ,Ft, ..,Ft) + 2tP̃ (θ ∧ θ,Ft, ..,Ft) = dP̃ (θ,Ft, ..,Ft) (1.31)

En resumen se ha demostrado que P (F2)− P (F1) es exacto!:

P (F2)− P (F1) = d

(
r

∫ 1

0
dtP̃ (θ,Ft, ..,Ft)

)
(1.32)

Observación: Notar que θ, por ser la diferencia de dos conexiones, transforma bajo la

acción adjunta por lo cual el integrando de esta expresión sigue siendo una forma definida

globalmente sobre M .

Definición 1.6. Sean A y A′ dos conexiones que están definidas sobre el mismo has G-

principal, y sea Ft la familia de formas de curvatura generada por la familia de conexiones

At = A + t(A′ − A), 0 ≤ t ≤ 1, entonces se llama forma de transgresión a la forma

dada por:

TPr(A,A′,F) = r

∫ 1

0
dtP̃ (A′ −A,Ft, ..,Ft) (1.33)

donde P̃ es un polinomio invariante homogéneo de grado r.

El teorema de Chern-Weyl, implica de inmediato el siguiente resultado, que es un primer

ejemplo de un invariante topológico:

Teorema 1.7. Supongamos que el espacio base de un has fibrado es una variedad difer-

enciable M real, compacta, orientáble y sin frontera. Sea Pm un polinomio invariante

de grado m entonces ∫
M
Pm(F) (1.34)
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es independiente de la elección de la conexión del has fibrado.

El teorema de Chern-Weyl también motiva la definición de clases caracteŕısticas. Esto se

puede apreciar desde el hecho de que la diferencia F2−F1 es exacta, por lo tanto generan

la misma clase de Cohomoloǵıa de Rham, en otras palabras, sea χE(P ) ≡ [P (F)] ∈
H∗(M) entonces el teorema de Chern-Weyl asegura que ésta clase de equivalencia es

independiente de la elección de la conexión. A la clase de equivalencia χE(P ) se le llama

clase caracteŕıstica del haz principal P (M,G).

1.1.2. Clases de Chern

En esta sección se estudia un ejemplo concreto pero importante de los conceptos intro-

ducidos en la sección anterior.

Las clases de Chern se definen para haces vectoriales complejos π : E 7→M cuya fibra es

Ck. Por tanto el grupo de estructura será GL(k,C), pero de la sección anterior se conoce

que el determinante genera polinomios invariantes sobre Gl(k,C), de la siguiente forma:

det

(
I + t

iF
2π

)
=

k∑
n=1

tnPn(F) (1.35)

donde F es la 2-forma de curvatura escrita en forma matricial de tamaño k × k, donde

cada entrada de la matriz es una 2-forma. En la práctica calcular dicho determinante es

tedioso [3], la forma sencilla de hacerlo es asumiendo que G = SU(k) y los generadores

del álgebra de Lie su(k) se toman como anti-Hermiticos, por lo cual la matriz
iF
2π

es

Hermitica y por tanto diagonalizable. Sea D = diag(λ1, .., λk) la forma diagonal que se

obtiene mediante una transformación de semejanza g−1 iF
2π
g. Entonces:

det(I +D) =
k∏
i=1

(1 + λi) = S0(λ) + S1(λ) + S2(λ) + · · ·+ Sk(λ) (1.36)

donde en la ultima linea se ha expandido el producto de los k factores (1 + λi) y se ha

escrito como la suma de funciones simétricas elementales dadas por:

S0(λ) = 1, S1(λ) =

k∑
i=1

λi, S2(λ) =
k∑
i<j

λiλj , S3(λ) =
k∑

i<j<k

λiλjλk, ...,

Sk(λ) =

k∏
i=1

λi
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Colocando estas relaciones en términos de F se obtiene:

c0(F) = 1, c1(F) =
i

2π
Tr(F), c2 =

1

2

(
i

2π

)2

(Tr(F) ∧ Tr(F)− Tr(F ∧ F)) , ...,

ck(F) =

(
i

2π

)k
det(F)

donde se ha definido cj(E) = Pj(F) ∈ H2j(M), que usualmente se llama la j − esima
clase de Chern y la clase de Chern total se define como c(E) = c0(E) + c1(E) + · · · +
ck(E) ∈ H∗(M).

1.2. Formas de Chern-Simons

Esta sección está entre las más importantes del trabajo, ya que definirá el objeto con el

cual se trabajará en el resto del proyecto, es decir, las formas de Chern-Simons. Estas

aparecieron inicialmente en el contexto matemático en el año 1974 con el trabajo seminal

de Shiing-Shen Chern y James Harris Simons [5]. En el contexto de la f́ısica teórica, las

formas de CS fueron introducidas por primera vez en la discusión de anomaĺıas quirales,

que señalaban la violación de la conservación de las corrientes quirales clásicas, el término

que precisamente daba cuenta de la no-conservación resulto ser proporcional a la clase

de Chern P4(F) [1].

Como una densidad de Lagrange, la forma de Chern-Simons apareció en trabajos de

supergravedad en 11-dim, esta aparición empezó a dar indicios que una teoŕıa definida

con una acción exclusivamente del tipo CS es útil como teoŕıa de campos[6, 7].

Las formas de CS no sólo son de utilidad en f́ısica de altas enerǵıas, también en f́ısica

de la materia condensada han hecho su debut, como acciones que describen efecto Hall

cuántico [8] y en superconductividad [9] e incluso en estad́ıstica fraccional[10].

La acción de CS también describe gravedad en (2+1)-dimensiones. El primer trabajo

en esta área fue por Achucarro y Townsend en el contexto de supergravedad[11], pero

el trabajo que cambio el panorama completamente fue el articulo de Witten[12], donde

describe gravedad en (2+1)-dimensiones como una teoŕıa topológica de campos.

Finalmente, Las acciones de Chern-Simons han aparecido en áreas como teoŕıa de campos

conformes, en especial, con teoŕıas de Wess-Zumino-Witten[13] y en matemáticas, como

invariantes topológicos de teoŕıa de nudos[14].

Habiendo dado una breve introducción historia, pasamos a definir matemáticamente las

formas de CS:
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Sea Pj(F) una clase caracteŕıstica arbitraria de grado 2j. Como se demostró en el teore-

ma 1.4, la forma Pj(F) es cerrada, por tanto en virtud del lemma de Poincaré, se tiene

que Pj(F) es localmente exacta, es decir:

dPj(F) = 0, localmente Pj(F) = dC2j−1(A,F), C2j−1 ∈ g⊗ Ω2j−1(M) (1.37)

La forma C2j−1 es llamada forma de Chern-Simons de Pj(F). Para hallar la expresión

de C2j−1, se usará el teorema de Chern-Weyl. Ya que P (F2)− P (F)1 = dTPj es una

igualdad global, también será valida localmente, pero cualquier has fibrado (o vectorial)

es trivial localmente, entonces sea U una carta de M , por tanto es posible elegir F1 = 0

sobre U , dicha elección se puede hacer tomando A = 0 sobre U . Con estas elecciones, la

conclusión de Chern-Weyl para Pj(F) toma la forma:

Pj(F) = dTPj donde TPj = j

∫ 1

0
dtP̃j(A,Ft, ..,Ft) (1.38)

ya que P (0) = 0 y se ha cambiado la notación de subindices. Además las familia de

homotoṕıa de la conexión toma la forma At = tA y la familia de la 2-formas de curvatura

Ft = tdA+ t2A ∧A.

Ahora se asumirá que el grupo de estructura es algún grupo matricial o tiene una rep-

resentación matricial, esto permitirá elegir PF = Tr(F j) cuya polarización, como ya se

vio, es P̃ (· · · ) = str(· · · ), por tanto sobre U , se tiene la siguiente igualdad:

C2j−1(A,F) = j

∫ 1

0
dtstr(A,Ft, ..,Ft) (1.39)

Consideremos algunos caso particulares:

Para j = 1 se obtiene:

C1(A,F) =

∫ 1

0
dtstr(A) = Tr(A) (1.40)

Para j = 2 se tiene:

C3(A,F) = 2

∫ 1

0
dtstr(A,Ft) (1.41)

pero la traza simétrizada es:

str(A,Ft) =
1

2
Tr(A ∧ Ft + Ft ∧ A) = tr(A ∧ Ft) = Tr(tA ∧ dA+ t2A ∧A ∧A)

Después de hacer la integral respecto a t, se obtiene:
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C3(A) = Tr

(
A ∧ dA+

2

3
A ∧A ∧A

)
(1.42)

Caso j = 3. En este caso la traza simetrizada es tediosa, pero usando las propiedades

de conmutatividad de los productos exteriores de 2-formas, y la propiedad ćıclica

de la traza, se llega a:

str(A,Ft,Ft) = Tr(A ∧ Ft ∧ Ft)

Pero usando la forma explicita de Ft se llega a

str(A,Ft,Ft) = Tr
(
t2A ∧ dA ∧ dA+ 2t3dA ∧A ∧A ∧A+ t4A ∧A ∧A ∧A ∧A

)
Por tanto, la forma de Chern-Simons es:

C5(A) = Tr

(
A ∧ dA ∧ dA+

3

2
dA ∧A ∧A ∧A+

3

5
A5

)
(1.43)

Entonces, en general se observa que la traza simetrizada siempre se va a simplificar

debido a la conmutatividad de las 2-formas Ft, de los productos A∧Ft y a la propiedad

ćıclica del operador Tr:

str(A,Ft, ..,Ft) =
1

j!
(j!)Tr (A ∧ Ft ∧ · · · ∧ Ft) = Tr (A ∧ Ft ∧ · · · ∧ Ft) (1.44)

Entonces finalmente la forma de Chern-Simons adopta la forma:

C2j−1(A) = j

∫ 1

0
dtTr

(
A ∧ F j−1

t

)
(1.45)

Para definir una densidad de Lagrange adecuada y poder definir una teoŕıa de campos,

esta forma debe integrarse sobre una variedad de dimension D = 2j − 1, por tanto en

función de la dimension D, la forma de CS es:

CD(A) =
D + 1

2

∫ 1

0
dtTr

(
A ∧ F (D−1)/2

t

)
(1.46)

Y la acción sobre una variedad diferenciable es:

SCS = gcs

∫
MD

CD(A) (1.47)

donde gcs es una constante de acople, que en tres dimensiones se normaliza como gcs =
k

4π , para que las integrales de las clases de Chern tomen valores enteros.

Observaciones



Caṕıtulo 1. Teoŕıa de Chern-Simons 12

Las acción de CS requiere un variedad diferenciable de dimension impar.

Requiere un grupo de estructura G (comúnmente matricial), en cuya álgebra de

de Lie g se pueda tomar la traza.

Debido a que el origen de esta acción es la teoŕıa de haces fibrados y clases carac-

teŕısticas, la acción de CS es una teoŕıa gauge.

La última afirmación no se puede tomar a la ligera. El hecho de que se halla obtenido

la forma de CS localmente (sobre U), implica que es invariante bajo el cambio en la

conexión bajo transformaciones gauge locales, pero no necesariamente sea cierto para

transformaciones que están definidas globalmente. Por ejemplo bajo una transformación

gauge, la acción de CS en D = 3, transforma como3

Scs[A′] = Scs[A]− k

12π

∫
M
Tr
(
g−1dg ∧ g−1dg ∧ g−1dg

)
+

k

4π

∫
∂M

Tr
(
dgg−1 ∧ A

)
(1.48)

Que muestra que Scs no es invariante gauge globalmente. Pero cuando M es cerrada

el término sobre M, es el invariante topológico: “winding number” y es un múltiplo

de 2πn donde n ∈ N [3], por tanto en una teoŕıa cuántica donde lo relevante son las

amplitudes eiScs [14], este término no afecta en absoluto. El término de frontera ∂M, no

afecta las ecuaciones de movimiento y puede ser ignorado para transformaciones gauge

que se anulen sobre ∂M[15].

Otro aspecto relevante del último término es que bajo una fijación conveniente del gauge,

se puede obtener un modelo de Wess-Zumino-Witten que esta relacionado con teoŕıa

Lioville [17].

1.2.1. Aplicación a la Mecánica Clásica

La acción de un sistema clásico en la forma de Hamilton-Jacobi es

S[q, p] =

∫
pidq

i −Hdt donde i = 1, ..., N (1.49)

donde N es el número de grados de libertad. Realizando las siguientes definiciones:

Ai = pi, A0 = −H, AN+i = 0

es posible escribir la acción en la forma:

S[z, ż] =

∫
Γ
Aµdz

µ donde µ = 0, ..., 2N (1.50)

3En cualquier dimensión impar, se sigue observando este hecho, ya que la acción (1.47) depende de
A.
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Esta formulación de mecánica clásica es conocida como formulación de Chern-Simons

en 0+1 dimensiones, ya que el integrando es precisamente C1(A). El dominio de inte-

gración Γ es cierta subvariedad de dimensión 1 del espacio de fase extendido M cuyas

coordenadas locales están dadas por zµ = (t, qi, pi).

Parametrizando con cierto parámetro τ , la acción anterior se puede escribir cómo:

S[z, ż] =

∫ τ2

τ1

L =

∫ τ2

τ1

Aµżµdτ (1.51)

Realizando una variación enM, zµ → zµ+ δzµ, la variación de la acción toma la forma:

δS =

∫ τ2

τ1

(
Fµν żνδz

µ +
d

dτ
(Aµδz

µ)

)
(1.52)

donde Fµν = ∂µAν − ∂νAµ son las componentes de la forma de curvatura F = dA4.

Usando condiciones de frontera apropiadas el término de frontera se anula5. Entonces

las ecuaciones de movimiento son:

Fµν żν = 0 (1.53)

Observar la analoǵıa con el acople en electrodinámica de un campo electromagnético

Fµν y la 4-velocidad del part́ıcula.

Una simetŕıa continua de un sistema clásico es una transformación de coordenadas zµ →
zµ + δzµ que deja invariante el Lagrangiano del sistema. Asumiendo que este es el caso,

la variación del Lagrangiano es

δL = 0 =
∂L

∂zµ
δzµ +

∂L

∂żµ
żµ (1.54)

usando L = Aµżµ resulta
∂Aν
∂zµ

żµ +Aµ
d

dτ
(żµ) = 0 (1.55)

Usando 1.53 se tiene :∂µ(Aν)żν = ∂ν(Aµ)żν entonces la variación del Lagrangiano se

puede obtener como:

δL =
d

dτ
(Aµδz

µ) =
d

dτ
(Q(z, ż)) (1.56)

4En tensor antisimétrico también se puede interpretar como la forma simplectica sobre T ∗M .
5Existen varias elecciones: Condiciones de frontera periódica, anti-periódica, etc.
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por tanto, si δL = 0 entonces Q(z, ż) = Aµδz
µ se conserva!

Observaciones

La carga que se conserva es igual al término de frontera que aparece en la deducción

de las ecuaciones de movimiento

La Carga que se conserva es la forma de Chern-Simons evaluada a lo largo de la

trayectoria real del sistema.

Algunos ejemplos de leyes de conservación:

Si el sistema posee la simetŕıa:

z0 → z0 + ε0 ⇔ t→ t+ ε0 (1.57)

entonces la carga esta dada por:

Q = A0ε
0 = −Hε0 (1.58)

pero como ε0 es constante y arbitraria, se conserva H, la enerǵıa del sistema.

Para simetŕıas de la forma zi → zi+ εi ⇔ qi → qi+ εi, se conserva Ai, es decir

el momento generalizado pi.

Si el sistema tiene simetŕıa rotacional zi → ωi,jz
j , la ley de conservación asociada

es Q = 1
2ωi,j(piqj − pjqi) que implica la conservación del momentum angular.

El tensor Fµν es invariante bajo la transformación Aµ → Aµ+∂µΩ, esta transformación,

explicitamente es:

A′0 = A0 + ∂0Ω ⇔ H ′ = H − ∂0Ω (1.59)

A′i = Ai + ∂iΩ ⇔ p′i = pi + ∂iΩ (1.60)

Estas transformaciones inducen un cambio en las coordenadas zµ dado por:

z′µ = (t, qi, p
′
i) = (t, qi, pi) + (0, 0, ∂iΩ) (1.61)

Por lo tanto δzµ = (0, 0, ∂iΩ), aplicando este resultado al teorema de Noether, se observa

que dicha simetŕıa lleva a una carga conservada nula debido a que Ai+N = 0.
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La razón por la cual esta simetŕıa no lleva a una ley de conservación adicional es que el

lagragiano transforma como:

L′ = A′µ
˙z′µ = A′0

˙z′0 +A′iż
′i = (A0 + ∂0Ω)ż0 + (Ai + ∂iΩ)żi (1.62)

Pero tal cambio se puede expresar de la forma:

L′ = A′µ
˙z′µ = Aµżµ + ∂0(Ω)ż0 + ∂i(Ω)żi = L+

d

dτ
(Ω) (1.63)

donde en el último paso se uso el hecho de que Ω sólo depende de (t, qi). Entonces observar

que esta es la invariancia que todo sistema clásico posee bajo la adición derivadas totales.

El hecho importante aqúı es que esa simetŕıa clásica de deriva de la invariancia de las

ecuaciones de movimiento bajo Aµ → Aµ + ∂µΩ, que en virtud de la teoŕıa de Chern-

Simons, dicha simetŕıa es la simetŕıa gauge de la acción.



Caṕıtulo 2

Teoŕıa de Chern-Simons en

(2 + 1)-dimensiones

En este capitulo se usarán las herramientas estándar de teoŕıa clásica de campos para

estudiar la estructura algebraica detrás de la teoŕıa de Chern-Simons definida sobre un

has principal cuya espacio base es una variedad suave de tres dimensiones y el grupo de

estructura es semi-simple. Se analizará la invariancia bajo transformaciones gauge, se

hallarán las cargas de Noether de dicha simetŕıa y se hallarán los respectivos generadores.

Posteriormente se encontrará la estructura simplectica sobre el espacio de campos gauge

y se usará tal estructura para construir el álgebra de los generadores de transformaciones

gauge locales que llegará a ser una extensión central del álgebra de Lie del grupo de

simetŕıa. Se puede encontrar esta misma linea de razonamiento para teoŕıas de YM en

[1].

2.1. Análisis Clásico de la Acción de Chern-Simons

La densidad de Lagrange para CS en coordenadas locales es:

Lcs =
k

4π
Tr

(
Aµ∂νAα +

2

3
AµAνAα

)
εµνα donde µ, ν, α = 1, 2, 3. (2.1)

Tomando la traza y usando las convenciones descritas en el apéndice A, se obtiene

Lcs =
kR

4π

(
Aaµ∂νAaα +

1

3
fabcA

a
µA

b
νA

c
α

)
εµνα (2.2)

16
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donde los indices latinos toman valores en a, b, c = 1, .., dim(G).

Realizando una variación sobre el espacio de conexiones y después de algunos pasos

elementales, se obtiene:

δLcs =
kR

4π

[
F aναδAaµ + ∂ν(AaµδAaα)

]
εµνα (2.3)

de donde se pueden obtener las ecuaciones de movimiento (Curvatura Nula):

F aµν ≡ ∂µAaν − ∂νAaµ + fabcAbµAcν = 0 (2.4)

Por otro lado desde (2.3) es posible obtener la corriente de la simetŕıa gauge:

Jaνεa =
kR

4π
AaµδAaαε

µνα

Para una transformación gauge global δAaµ = −fa bcAbµεc, se puede extraer la corriente

de Noether, que toma la forma:

Jaν =
kR

4π
fa bcA

b
αA

c
µε
µνα (2.5)

Esta corriente satisface la ecuación de continuidad, ya que al hacer uso de las ecuaciones

de movimiento se obtiene la expresión:

Jaν =
kR

2π
∂µ (Aaαε

µνα) (2.6)

de donde es evidente que ∂νJ
aν = 0 debido a la antisimetŕıa del śımbolo de Levi-Civita.

La carga está definida como la integral espacial de la componente cero de la corriente,

pero en virtud del teorema de Stokes, se llega a la siguiente expresión:

Qa =

∫
Σ
d2xJa0 =

kR

2π

∫
Σ
d2x∂µ

(
Aaαε

µ0α
)

= −kR
2π

∫
∂Σ
dσiA

a
j ε
ij (2.7)

Ahora pasamos a definir un bracket de Poisson que introduce una estructura simplectica

en nuestra teoŕıa. La uno-forma simplectica se define como la componente temporal del

término de frontera en la variación general (2.3):

w = −kR
4π

∫
Σ
d2xAai δAajε

ij ≡
∫

Σ
d2xΠaiδAai (2.8)

Por tanto el momentum canónico asociado a Aai, es:

Πai =
kR

4π
εijAaj (2.9)
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Un hecho crucial es que no existe un momentum canónico asociado a Aa0. Recordar que

un resultado similar se obtiene en electrodinámica y que ese hecho esta estrechamente

relacionado a que el fotón (hablando en términos cuánticos) sólo posee dos estados de

polarización o en otros términos, que el electromagnetismo es una teoŕıa con ligaduras.

Por tanto esperamos que en CS existan ligaduras. Para conocer la forma funcional de

estas, se sigue el śımil con la teoŕıa de Yang-Mills, la ligadura estará dada por la com-

ponente temporal (ya que Aa0 no tiene dinámica) de las ecuaciones de movimiento (“ley

de Gauss”):1

F aij = 0 (2.10)

O en forma integral:

G(θ) =
kR

4π

∫
Σ
d2xF aµνθaε

oµν =
kR

4π

∫
Σ
d2xF aijθaε

ij (2.11)

2.2. Estructura Simplectica y el Algebra de los Gener-

adores.

Es posible definir un paréntesis de Poisson sobre el espacio de conexiones (de indice

espacial): Sean F [Ai] y G[Ai] funcionales de los campos {Ai}i=1,2 que se asumen difer-

enciables2:

{F,G} =
4π

kR

∫
Σ
d2x

δF

δAai
εijη

ab δG

δAbj
(2.12)

de donde es evidente que se satisfacen las condiciones de antisimetŕıa, la regla de Leibniz

y la identidad de Jacobi. El coeficiente en frente de la integral ha sido puesto de tal forma

que se satisfaga las reglas de conmutación canónica:

{Aai (x, t),Πbj(y, t)} = δji δ
abδ(2)(x− y) (2.13)

{Aai (x, t), Abj(y, t)} =
4π

kR
εijδ

abδ(2)(x− y) (2.14)

donde la última expresión se obtuvo usando (2.9).

Una vez se tenga una estructura de Poisson se puede analizar la estructura algebraica

de los generadores de las transformaciones gauge.

Siguiendo de nuevo la analoǵıa con YM [1], se define la siguiente funcional:

1Electromagnetismo es un caso particular de una teoŕıa de Yang-Mills para el grupo abeliano com-
pacto U(1),[1].

2En el sentido funcional.
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G̃(θ) = −kR
8π

∫
Σ
d2x (Diθ

a + ∂iθ
a)Aajε

ij (2.15)

donde Di es la derivada covariante. Esta funcional es una propuesta de este trabajo y

no esta reportada en la literatura consultada.

El hecho importante acerca de esta funcional, es que ella genera las transformaciones

gauge locales. Para demostrarlo, primero veamos que G̃(θ) es funcionalmente diferencia-

ble:

G̃(θ) = −kR
8π

∫
Σ
d2x

(
∂iθ

a + fabcAbiθc

)
Aajε

ij − kR

8π

∫
Σ
d2x∂i(θ

a)Aajε
ij

δG̃(θ) = −kR
8π

∫
Σ
d2x

(
∂iθ

a + fabcAbiθc

)
δAajε

ij − kR

8π

∫
Σ
d2x (Diθ

a + ∂iθ
a) δAajε

ij

δG̃(θ) = −kR
4π

∫
Σ
d2x (Diθ

a) δAajε
ij (2.16)

⇒ δG̃(θ)

δAaj
= −kR

4π
Di(θ

a)εij (2.17)

En (2.16) se observa que G̃(θ) es diferenciable y su derivada es (2.17). Este resulta-

do contrasta con la literatura [16, 17], ya que en la literatura consultada utilizan otra

definición para los generadores y al momento de hacer la variación obtienen términos de

frontera que deben ser eliminados. Una forma de eliminarlos es redefiniendo los gener-

adores sumando cierto término de tal forma que la derivada funcional sea bien definida

pero dicho término depende de la fijación del gauge, por tanto, por ahora nuestro cálculo

es totalmente general.

El paréntesis de Poisson entre los campos Aai ya se conoce, sólo resta calcular el paréntesis

entre Aai y Di(θ
a):

{Aai , Dj(θ
b)} = {Aai , ∂j(θb)}+ f b cd{Aai (x, t), Acj(y, t)}θd =

−4π

kR
fabcεijθc(x)δ(2)(x− y)

(2.18)

donde se ha asumido explicitamente que los parámetros θ son independientes de los

campos Ai. Este es el caso de las teoŕıas gauge usuales, más adelante se generalizará esta

condición, para poder incluir los difeomorfismos (cuando la teoŕıa de Chern-Simons

describe gravedad en (2+1)-dimensiones).

Ahora es posible mostrar porqué G̃(θ) genera transformaciones gauge locales:

{Aai (x, t), G̃(θ)} =
−kR
8π

∫
Σ
d2x

(
{Aai , Djθ

b + ∂jθ
b}Abk + (Djθb + ∂jθb) {Aai , Abk}

)
εjk

(2.19)



Capitulo 2. Teoŕıa de CS en 3-dim 20

usando (2.14), (2.18) y εijε
kj = δki se obtiene:

{Aai (x, t), G̃(θ)} = −Di(θ
a) = δAai (2.20)

porque δAai = −Di(θ
a)3. Por lo tanto se ha probado que G̃(θ) es el generador de trans-

formaciones gauge.

Una identidad de suma importancia en este trabajo, es la relación existente entre la

carga, la ley de Gauss y los generadores. Esta identidad ha sido motivada desde la teoŕıa

de Yang-Mills descrita en [1] y precisamente es esta identidad la que motiva la definición

de (2.15):

F aijε
ijθa = 2∂

(
θaA

a
j

)
εij − (Diθ

a + ∂iθ
a)Aajε

ij (2.21)

la demostración de esta identidad es fácil, sólo se usa la definición de F aij y se realiza

una integración por partes.

Multiplicando ambos lados de (2.21) por
kR

4π
se llega a:

G(θ) =
kR

2π

∫
∂Σ
dσiθaε

ijAaj + 2G̃(θ) (2.22)

o reescribiéndola como:

2G̃(θ) = G(θ)− kR

2π

∫
∂Σ
dσiθaε

ijAaj (2.23)

2G̃(θ) = G(θ) + 2Q(θ) (2.24)

Donde se ha definido:

Q ≡ −kR
4π

∫
∂Σ
dσiθaε

ijAaj = −kR
4π

∫
∂Σ
θaA

a (2.25)

La última expresión es la versión libre de coordenadas. Observar que (2.14) y (2.25)

están relacionados, si θa = cte sobre ∂Σ entonces Q = 1
2Q

aθa.

Si se toma el subespacio del espacio de fases donde se satisfacen las ligaduras [18], la ley

de Gauss (2.11) se anula y la identidad (2.24) implica que4

G̃(θ) ≈ Q(θ) (2.26)

3La ley de transformación de los campos gauge es Agµ = gAµg
−1− (∂µg)g−1 o para transformaciones

cercanas a la identidad Agµ = Aµ −Di(ε) +O(ε2) por tanto δAai = −Di(θa).
4Se está usando la notación de Dirac para el signo de igualdad: igualdad débil [19].



Capitulo 2. Teoŕıa de CS en 3-dim 21

2.2.1. Álgebra de los Generadores de las Transformaciones Gauge

Ahora pasamos a calcular el álgebra que satisfacen los generadores (2.15) bajo el parénte-

sis de Poisson, se verá que esta álgebra en realidad es cerrada y constituye una extensión

central del álgebra de Lie de grupo de estructura del has principal [20].

Usando la derivada funcional (2.17) y la definición del paréntesis de Poisson, se obtiene

después de algunos cálculos elementales:

{G̃(η), G̃(λ)} =
kR

4π

∫
Σ
d2xDk(ηa)Dl(λ

a)εkl (2.27)

Por simplicidad nos ocuparemos del integrando por ahora (sin tener en cuenta el factor

constante), escribiendo este como:(
∂k(ηa)Dl(λ

a) + fabcA
b
kη
cDl(λ

a)
)
εkl = (2.28)(

∂k (ηaDl(λ
a))− ∂k (Dl(λ

a)) ηa + fabcA
b
kη
cDl(λ

a)
)
εkl = (2.29)

(∂k(η
aDl(λ

a))−Dk(Dl(λ
a)ηa) ε

kl = (2.30)(
∂k(η

aDl(λ
a))− 1

2
[Dk, Dl](λ

a)ηa

)
εkl (2.31)

donde [, ] es el conmutador usual. Regresando a la integral se obtiene:

{G̃(η), G̃(λ)} =
kR

4π

∫
Σ
d2x∂k(η

aDl(λ
a))εkl − kR

8π

∫
Σ
d2x[Dk, Dl](λ

a)ηaε
kl (2.32)

El conmutador de las derivadas covariantes esta relacionado con la curvatura, más ex-

plicitamente se tiene:

[Dk, Dl](λ
a) = fa bcF

b
klλ

c (2.33)

La demostración de esa igualdad es inmediata. Introduciendo este conmutador en la

expresión del paréntesis de generadores, se tiene:

{G̃(η), G̃(λ)} =
kR

4π

∫
Σ
d2x∂k(η

aDl(λ
a))εkl − kR

8π

∫
Σ
d2xfa bcF

b
klλ

cηaε
kl (2.34)

Definiendo ζa = fabcηbλc y haciendo cambios de indices mudos se obtiene:

{G̃(η), G̃(λ)} =
kR

4π

∫
Σ
d2x ∂k(η

aDl(λ
a))εkl − kR

8π

∫
Σ
d2xζaF

a
klε

kl (2.35)

pero en el último término se puede usar (2.21) para llegar a:
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{G̃(η), G̃(λ)} =
kR

4π

∫
Σ
d2x (∂k(η

aDl(λ
a)) + ζaA

a
l ) ε

kl − kR

8π

∫
Σ
d2x (Dkζ

a + ∂kζ
a)Aal ε

kl

(2.36)

Simplificando el término de frontera y observando que el último término es G̃(ζ), final-

mente se llega a:

{G̃(η), G̃(λ)} = G̃(ζ) +
kR

4π

∫
Σ
d2x∂k (∂l(λ

a)ηa) ε
kl (2.37)

o en una forma libre de coordenadas:

{G̃(η), G̃(λ)} = G̃(ζ) +
kR

4π

∫
∂Σ
ηadλ

a (2.38)

donde ζa = fabcηbλc. Observar que el último término es independiente de Aai por tanto

se dice que dicho término es una extensión central del álgebra de Lie del grupo de

estructura:

[T a, T b] = fabcTc (2.39)

La ecuación (2.38) es en realidad la versión continua de un álgebra de Kac-Moody [21],

que es un indicio de la teoŕıa conforme subyacente en la teoŕıa de Chern-Simons en

3-dimensiones.

2.2.2. Fijación del Gauge

El procedimiento de fijar el gauge es bastante delicado y requiere ciertas hipótesis sobre

la topoloǵıa de M . Primero que todo se asume que M es una variedad diferenciable

que puede escribirse como M ≈ R × Σ, donde Σ es una variedad suave de dimension 2

simplemente conexa. Esta ultima condición implican que ∂Σ ≈ S1, [3, 22]. La partición

de M como R × Σ se le llama una foliación y es la hipótesis principal del formalismo

(2+1) de relatividad general.

Regresando a la variación general de la densidad Lagragiana e integrando, se obtiene la

variación de la acción que en una forma libre de coordenadas adopta la forma:

δScs = Ecuaciones de Movimiento +
kR

4π

∫
∂Σ
Tr (A ∧ δA) (2.40)

Se asume la existencia de un sistema de coordenadas locales xµ = (t, r, φ) de tal forma

que la frontera ∂Σ es descrita por r = cte y φ ∈ [0, 2π). Entonces usando esto se obtiene
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que dr|∂Σ = 0 y por tanto el término de frontera en la variación (2.40) toma la forma:

Tr (A ∧ δA) |∂Σ =
1

2
(Aa0δA

a
2 −Aa2δA

a
0) (2.41)

Este término debe anularse para obtener un problema variacional bien definido, por

tanto las condiciones de frontera deben elegirse de tal forma que se anule dicho término.

Las posibilidades son:

At|∂Σ = 0 En este gauge, la simetŕıa de la teoŕıa (Subgrupo del grupo gauge que

deja las condiciones de frontera invariantes) consiste de las transformaciones gauge

que son independientes del tiempo en la frontera, ya que

δAat = −Dtθ
a = − (∂tθ

a + [At, θ]) = −∂tθa = 0 (2.42)

por tanto θ y g = Exp{iθaTa} son independientes del tiempo en ∂Σ.

At = Aφ o At = −Aφ sobre ∂Σ. La primera de estas implica que δAt = δAφ o

explicitamente

∂tθ
a + fabcAbtθc = ∂φθ

a + fabcAbφθc (2.43)

(∂t − ∂φ) θa = 0⇒ θa = F (t− φ, r) = F (x−, r) donde F ∈ C1 (2.44)

De manera análoga se obtiene en el segundo caso, excepto que θa = F (t+ φ, r) =

F (x+, r).

Usaremos el segundo caso ya que para nuestros propósitos es más adecuado. Las ecua-

ciones de movimiento, en el lenguaje de la geometŕıa significan que localmente la cur-

vatura es nula y por tanto, si la variedad es simplemente conexa se obtiene:

Ai = −∂i(g)g−1 = g∂i(g
−1) (2.45)

Las condiciones de frontera han dejado de lado Ar, la condición de gauge sobre este

campo está dada por ∂φAr = 0, uniendo esta condición con (2.45) se obtiene5:

g−1∂rg = (∂φg)−1∂rg (2.46)

Estas ecuaciones son satisfechas si:

g(t± φ, r) = a(t± φ)b(r) = a(x±)b(r) (2.47)

5Esta condición esta inspirada en modelos WZW [21].
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usando este Anzats, se obtiene:

Ar = b−1(r)∂rb(r) (2.48)

Aφ = b−1(r)a−(x±)
da

dφ
(x±)b(r) ≡ b−1(r)A(x±)b(r) (2.49)

At = ±Aφ ⇒ At = ∓b−1(r)A(x±)b(r) (2.50)

Observar que una vez fijado el gauge aún no se determinan con unicidad los campos Aµ,

aún queda una función arbitraria A(x±) por determinar, esto es consecuencia de que

las ecuaciones de ligadura son ecuaciones diferenciales y no algebraicas. Esta función

restante representa una simetŕıa gauge residual6.

Notar que este procedimiento para fijar el gauge también se aplica para transformaciones

más generales de la forma θa = θkAak, que serán de utilidad en breve. Debido a que la

frontera se asume topológicamente equivalente a S1 y parametrizada por r : cte, se puede

tomar Aar = αa : cte sobre S1, lo que implica una elección de b(r) de la forma:

b(r) = eαr (2.51)

2.2.3. Algebra de Kac-Moody

Si nos restringimos al subespacio (del espacio de fase) donde se satisfacen las ligaduras,

se puede usar (2.26) y el álgebra de generadores se convierte en el álgebra de cargas:

{Q(η),Q(λ)}∗ ≈ Q(ζ) +
kR

4π

∫
∂Σ
ηadλ

a (2.52)

donde {, }∗ denota el paréntesis de Dirac definido sobre la subvariedad donde se satisfacen

las ligaduras [18, 19]. Para obtener una forma más familiar de esta álgebra, se hace uso

de la fijación del gauge expresada en la sección anterior. Debido a que dr|∂Σ = 0, la carga

toma la forma:

Q(θ) = −kR
4π

∫
S1

θaA
a
φdφ = −kR

4π
b−1(r)

∫
S1

θaA
a(x±)dφb(r) (2.53)

Debido a que se esta sobre S1 es posible hacer desarrollos de Fourier de los campos y

los parámetros gauge. Bajo la normalizaciones convenientes, los desarrollos de Fourier

6Es decir que es remanente una vez se haya fijado el gauge.
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toman la siguiente forma:7

Aa(x±) = − 2

kR

∑
n∈Z

Aane
inφ (2.54)

θa = − 2

kR

∑
n∈Z

θane
inφ (2.55)

Remplazando estas expresiones en la carga, y después de algunas manipulaciones se

obtiene:

Q(θ) = b−1(r)

(∑
n∈Z

θ−nA
a
n

)
b(r) (2.56)

De manera análoga se obtiene que la extensión central toma la forma:∫
S1

ηadλ
a = −2πigab

∑
n,m∈Z

mηa−nλ
b
−mδn+m,0 (2.57)

Ahora el término ζa = fabcηbλc debe expresarse en función de los modos de η y λ. Esto

se calcula fácilmente y después de algunos cambios de indices, se obtienen los modos de

ζa:

ζak = fa bc
∑
n∈Z

ηbnλ
c
k−n (2.58)

Sustituyendo todos estos resultados en la expresión (2.52), separando términos que con-

tiene la expresión ηa−nλ
b
−m y eliminado la dependencia de b(r) se llega, finalmente a la

forma discreta de (2.52):

{Aan, Abm}∗ = fabcA
c
n+m +

nkRi

2
ηabδn+m,0 (2.59)

{Aan, Abm}∗ = fabcA
c
n+m +

nki

2
gabδn+m,0 (2.60)

donde se ha usado gab = Rηab. La última expresión es la conocida definición de un álgebra

de Kac-Moody que se usa como punto de partida para construir teoŕıas conformes con

grupo de simetŕıa no-abeliano, esto se realiza mediante la construcción de Sugawara, ver

[20, 21].

En resumen en este capitulo se ha construido una definición coherente de los generadores

y usando la estructura simplectica, se ha logrado calcular el álgebra de los generadores

cuya expresión sobre el espacio f́ısico llega a ser el álgebra de cargas. Una vez fijado el

gauge de una manera conveniente, se obtuvo la expresión discreta para dicha álgebra

resulto ser la conocida álgebra de Kac-Moody [16, 23].

7La dependencia temporal se incluye en los coeficientes.



Caṕıtulo 3

Gravedad en (2+1)-Dimensiones

En este caṕıtulo se estudiará las generalidades de la gravitación en (2+1)-dimensiones

y la relación intima con la teoŕıa de Chern-Simons en (2+1) estudiada en el caṕıtulo

anterior. Una vez hecho este enlace, se conocerá que los difeomorfismos en el marco

de la teoŕıa de CS, exigen que los parámetros de las transformaciones gauge tenga la

estructura particular dada por θa = ξkAak [24], es decir que los parámetros dependan de

la conexión. En este sentido debemos generalizar los resultados obtenidos en el caṕıtulo

anterior para incluir dicha posibilidad [23]. Una vez hecho esto el álgebra de las cargas

será un álgebra de Virasoro y por tanto sale a flote la relación directa con CFT.

3.1. Gravedad como una Teoŕıa de Chern-Simons

La gravitación está descrita como una teoŕıa clásica de campos cuya dinámica está regida

por la acción de Einstein-Hilbert [25]:

SEH = κ

∫
M
d(D+1)X

√
−gR (3.1)

donde M es una variedad Lorentziana de dimension D+1 y R es el escalar de curvatura1.

El interés principal en este trabajo es D = 22

SEH [g] = κ

∫
M
d3x
√
−det(g) (R− 2Λ) (3.2)

Las ecuaciones de movimiento de esta acción son las famosas ecuaciones de Einstein:

Rµν −
1

2
Rgµν + Λgµν = 0 (3.3)

1La gravedad usual se obtiene si D = 3 y κ = c4

16πG
2Se ha incluido la constante cosmológica Λ.

26
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Ahora nuestro objetivo es expresar esta acción en otro lenguaje para hacer el puente

con teoŕıa de CS. El lenguaje que utilizaremos fue propuesto por E. Cartan y en cierto

sentido es más general que el lenguaje empleado por Einstein en la formulación de su

teoŕıa. Para Einstein el objeto principal es el tensor métrico del espacio-tiempo y en

él está contenido toda la información sobre la gravedad y la curvatura del espacio. Por

otro lado para Cartan el objeto principal son los Vielbeins, es decir los campos que

me permiten pasar de un marco localmente plano a uno curvo. La ventaja del último

formalismo es que la gravedad se puede interpretar de manera análoga a las teoŕıas gauge,

es decir como la “calibración” de cierta simetŕıa global (transformaciones de Lorentz)

para convertirla en una simetŕıa local (difeomorfismos). Como es conocido desde YM

esto se hace a expensas de la introducción de unos campos que transforman de manera

adecuada y la dinámica de esos campos es descrita por la acción de Einstein-Hilbert3.

Para más detalles ver [24, 26].

Como se describe en [27], la acción de Einstein-Hilbert en D = 3 se puede escribir en la

forma:

SCartan[e, ω] = − 1

8πG

∫
M

{
ea ∧

(
dωa +

1

2
εabcω

b ∧ ωc
)
− Λ

3!
εabce

a ∧ eb ∧ ec
}

(3.4)

Donde ea son llamados los campos driebein (coframe) y ωa son llamadas las componentes

de la conexión de esṕın. Las ecuaciones de movimiento que se obtienen al variar los

driebein e y la conexión de esṕın ω son, respectivamente:

dωa +
1

2
εabcω

b ∧ ωc =
Λ

2
εabce

b ∧ ec (3.5)

T a ≡ dea + εabcω
b ∧ ec = 0 (3.6)

De la última ecuación se obtiene de manera natural la condición de torsión nula. Ahora

restringiendonos al caso de constante cosmologica negativa Λ = − 1
l2

y definiendo las

siguientes variables4:

A+a = ωa +
1

l
ea, A−a = ωa − 1

l
ea (3.7)

La acción toma la siguiente forma después de algunos cálculos:

S = − l

32πG

∫
M

(
A+a ∧ dA+

a +
1

3
εabcA

+a ∧A+b ∧A+c

)
+

l

32πG

∫
M

(
A−a ∧ dA−a +

1

3
εabcA

−a ∧A−b ∧A−c
)

− l

32πG

∫
M
d
(
A+a ∧A−a

)
3El principio de equivalencia juega un papel fuerte esta formulación
4Se toma el caso de constante cosmológica negativa porque es el único donde existe soluciones tipo

agujero negro [28].
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pero al comparar con (2.2), se observa que:

kR = − l

8G
(3.8)

fabc = εabc (3.9)

Por lo tanto se necesita encontrar un grupo para el cual el álgebra de Lie este dada por5

[T a, T b] = εabcTc (3.10)

Para resumir, se ha demostrado que la acción de gravedad de Einstein-Hilbert en el

formalismo de Cartan con constante cosmológica negativa, se puede ver como una suma

de dos copias de la teoŕıa de Chern-Simons:

SEH = Scs[A
+]− Scs[A−] +B.T (3.11)

donde el término de frontera se anula usando condiciones de frontera convenientes6,[12].

Debido al desacople entre las accione de CS para A+ y A−, se tienen las ecuaciones de

movimiento (2.4):

F± ≡ dA± +A± ∧A± = 0 (3.12)

Se puede demostrar que estas ecuaciones son equivalentes a (3.5), [29].

Ahora analicemos la forma que toman los difeomorfismos en el lenguaje de la teoŕıa de

CS. Usando las propiedades de la derivada de Lie, se puede demostrar que la derivada

de Lie en la dirección del campo vectorial ξµ (inducido por las funciones suaves sobre

M) está dada por:

LξA = iξ · F +DA(iξA) (3.13)

donde DA es la derivada covariante y iξA es el producto interior. Sobre la subvariedad

donde se satisfacen la ligaduras esta ecuación es:

LξA ≈ DA(iξA) (3.14)

Por lo tanto sobre dicha subvariedad, los difeomorfismos representados en el lado derecho

corresponden a transformaciones gauge dadas por:

ξa = ξµAaµ (3.15)

5Un grupo que posee esta álgebra es SL(2,R), que precisamente es el grupo de isometŕıas de AdS3.
6Más adelante se especificaran dichas condiciones.
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En este sentido es que se tienen que generalizar los resultados del caṕıtulo anterior, ya

que han que incluir posibilidad de que los parámetros dependan de los campos A. Dicha

generalización no es trivial. Como veremos en breve el generador de transformaciones

gauge con este nuevo tipo de parámetros no es diferenciable.

Debido a que A0 no tiene dinámica, ya que es un multiplicador de Lagrange, no puede

incluirse en los parámetros de la transformación gauge ξa y deberá ser determinado por

nuestro análisis. Por tanto, los parámetros se escribirán:

ξa = ξkAak (3.16)

Antes de continuar debemos hacer una aclaración sobre la notación. Los indices i,j,k,l...

denotan indices espaciales que toman valores de 1, 2 y como se venia trabajando a, b, c, d =

1, ..., dim(G).

3.2. Diferenciabilidad de los Generadores G̃.

En esta sección se demostrará que la funcional G̃ no es diferenciable funcionalmente para

transformaciones gauge (generalizadas) donde los parámetros ξa tengan la estructura

ξa = ξkAak, [17].

La funcional está dada por (2.15) y usando ξa = ξkAak se obtiene:

G̃(ξ) = −kR
8π

∫
Σ
d2x (Diξ

a + ∂iξ
a)Aajε

ij (3.17)

= −kR
8π

∫
Σ
d2x

(
2∂i(ξ

kAak) + fabcA
b
iA

c
kξ
k
)
Aaj ε

ij (3.18)

Realizando la variación respecto a los campos Aai , haciendo una integración por partes

y cambios de variables mudas, se llega a:

δG̃(ξ) = −kR
8π

∫
Σ
d2x(∂i(2ξ

kδAakAajε
ij)− 2ξjδAaj∂i(Aak)ε

ik +

+ fabcδA
a
jA

c
kξ
kAbiε

ij − fabcAai δAaj ξjAckεik)−

− kR

8π

∫
Σ
d2x

(
2∂i(ξ

kAak) + fabcA
b
iA

c
kξ
k
)
δAaj ε

ij (3.19)



Capitulo 3. Gravedad en (2+1) 30

Agrupando términos de forma conveniente se obtiene la expresión:

δG̃(ξ) = −kR
8π

∫
Σ
d2x(∂i(2ξ

kδAakAajε
ij)− ξjδAaj (∂i(Aak)− ∂k(Aai ) + fabcA

b
iA

c
k)ε

ik +

+ fabcA
c
kξ
kAbiε

ijδAaj −

− kR

8π

∫
Σ
d2x

(
2∂i(ξ

kAak) + fabcA
b
iA

c
kξ
k
)
δAaj ε

ij (3.20)

Usando la definición de la dos-forma de curvatura (2.4) y haciendo uso de la definición

de derivada covariante se llega a la expresión:

δG̃(ξ) = −kR
8π

∫
Σ
d2x∂i

(
2ξkδAakAajε

ij
)

+
kR

8π

∫
Σ
d2xξjF aikε

ikδAaj −

− kR

4π

∫
Σ
d2xDi(ξ

kAak)δAajε
ij (3.21)

Contrastando este resultado con el obtenido en (2.16) se observa que se tiene un término

adicional dependiente de la curvatura y un término de frontera, este último es el respon-

sable de que la funcional G̃(θ) en este caso no sea diferenciable! La elección ξk|∂Σ = 0 es

inconsistente como se describe en [30].

Como hemos visto G̃(θ) no es diferenciable en virtud del término de frontera, pero aún

aśı podemos renormalizarlo”de tal forma que su variación sea bien definida. Este método

estándar en estos casos es descrito en varias publicaciones [23, 31] y en este trabajo se

adoptará para suplir nuestras necesidades.

Definimos un nueva funcional de la forma:

G̃N ≡ G̃ +D (3.22)

donde el término D es de tal forma que su variación cancela el término de frontera

indeseado:

δD =
kR

4π

∫
Σ
d2x∂i

(
ξkδAakAaj

)
εij =

kR

4π

∫
∂Σ
ξkδAakAa (3.23)

donde la última expresión es la forma libre de coordenadas7. Evidentemente la funcional

renormalizada es diferenciable y su derivada funcional es:

δG̃N
δAaj

= −kR
4π

Di(ξ
kAak)ε

ij +
kR

8π
F aikε

ikξj (3.24)

7Este paso tiene un problema no-trivial oculto, se ha asumido la existencia de una funcional cuya
variación sea bien definida y por tanto se cancele el término de frontera no deseado, pero dicha existencia
depende de la topoloǵıa o más precisamente, de la cohomoloǵıa del espacio de campos A, [32].
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La nueva funcional genera transformaciones gauge “on shell” ya que :

{Aai (x), G̃N} =
4π

kR

∫
Σ
d2z

δAai (x)

δAbj(z)
εjkη

bc δG̃N
δAck(z)

{Aai , G̃N} ≈ −Di(ξ
kAak) ≈ −(LξAa)i (3.25)

donde se ha usado (3.14). Por lo tanto, se dice que G̃N genera difeomorfismos sobre la

subvariedad donde se satisfacen las ligaduras.

Usando los paréntesis de Poisson (2.12) y la anterior derivada funcional se puede calcular

el álgebra de los nuevos generadores.

3.3. Álgebra de Poisson de los Generadores G̃N .

La funcional G̃N es la generadora “on shell”de los difeomorfismos, y además es funcional-

mente diferenciable. Teniendo en cuenta estas dos propiedades es natural preguntarse que

álgebra de Poisson satisface dicha funcional para diferentes parámetros gauge λa = λkAak

y ηa = ηkAak.

Usando (2.12) y (3.24), se obtiene después de algunas simplificaciones:

{G̃N (η), G̃N (λ)} =
kR

4π

∫
Σ
d2xDi(η

a)Dj(λa)ε
ij +

+
kR

8π

∫
Σ
d2xFaklε

kl
[
Di(η

a)λi −Di(λ
a)ηi

]
+

+
kR

8π

∫
Σ
d2xFaklε

klF amnε
mnεijη

iλj (3.26)

El primer término ya se calculó en el caṕıtulo dos (2.38), su resultado es8

kR

4π

∫
Σ
d2xDi(η

a)Dj(λa)ε
ij = G̃(ζ) +

kR

4π

∫
∂Σ
ηadλ

a (3.27)

Para calcular el segundo término, se hace lo siguiente:

Di(η
a)λi =

(
∂i(η

kAak) + fa bcA
b
iη
kAck

)
λi

= ∂i(λ
k)Aakη

i + λk∂i(A
a
k)η

i + fa bcA
b
iA

c
kλ

kηi (3.28)

8aúnque en el capitulo dos se calculó para parámetros independientes de la conexión, ese proced-
imiento también aplica en este caso, como se puede ver relativamente fácil.
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intercambiando η y λ, se obtiene para el término dos:

Di(η
a)λi −Di(λ

a)ηi = [λ, η]kAak +
(
∂iA

a
j − ∂jAai + fa bcA

b
iA

c
j

)
λiηj − fa bcAbiηiAckλk

= [λ, η]kAak + F aijλ
iηj − ζa (3.29)

donde se ha usado la definición de la curvatura, ζa = fabcηbλc y el paréntesis de Lie de

campos vectoriales definido por:

[λ, η]k ≡ ∂i(ηk)λi − ∂i(λk)ηi (3.30)

Para suavizar la notación se toma F a = F aijε
ij , teniendo en cuenta esta definición se

llega a:

{G̃N (η), G̃N (λ)} = G̃(ζ) +
kR

4π

∫
∂Σ
ηadλ

a +

+
kR

8π

∫
Σ
d2xFa

(
[λ, η]kAak + F aijλ

iηj − ζa
)

+

+
kR

16π

∫
Σ
d2xFaF

aεijη
iλj (3.31)

Definiendo ξk ≡ [λ, η]k y observando que los términos siguientes toman una forma más

familiar cuando se usa (2.24):

−kR
8π

∫
Σ
d2xFaζ

a = −1

2
G(ζ) = Q(ζ)− G̃(ζ) (3.32)

Teniendo en cuenta que ξa = ξkAak, es fácil ver que:

kR

8π

∫
Σ
d2xFaξ

a =
1

2
G(ξ) (3.33)

Regresando al álgebra de Poisson y sustituyendo estos resultados, se obtiene después de

cancelar G̃(ζ) y reagrupar términos:

{G̃N (η), G̃N (λ)} =
1

2
G(ξ) +Q(ζ) +

kR

4π

∫
∂Σ
ηadλ

a +
kR

8π

∫
Σ
Fa

(
F aεijη

iλj +
1

2
F a ijλ

iηj
)

(3.34)

Analicemos el término Q(ζ):

Q(ζ) = −kR
4π

∫
∂Σ
ζaA

a = −kR
4π

∫
∂Σ

(
fabcA

a
iA

b
jA

c
k

)
ηjλkdxi (3.35)

Ahora veamos que el término fabcA
a
iA

b
jA

c
k es nulo. Para probar este hecho primero hay

que probar que Tr ([Ai, Aj ]Ak) = 0.
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Si i = j evidentemente Tr ([Ai, Aj ]Ak) = 0 entonces el caso que se debe probar es i 6= j

pero como i, j, k = 1, 2 siempre se tienen las dos posibilidades k = i o k = j.

Caso k = i:

Tr ([Ai, Aj ]Ak) = Tr ([Ai, Aj ]Ai) = Tr (AiAjAi)− Tr (AjAiAi) =

= Tr (AjAiAi)− Tr (AjAiAi) = 0 (3.36)

donde en el último paso se ha aplicado la propiedad ćıclica del operador de traza.

De manera análoga para k = j. Por otro lado, esta traza se puede expresar en funciones

de los generadores del álgebra de Lie:

0 = Tr ([Aj , Ai]Ak) = Tr
(
AajA

b
i [Ta, Tb]TdA

d
i

)
=

= AajA
b
iA

d
kfabcTr (T cTd) = fabcA

a
jA

b
iA

c
k (3.37)

Donde se ha usado [T a, T b] = fabcTc, en resumen se a demostrado que:

fabcA
a
jA

b
iA

c
k = 0 (3.38)

Por tanto, regresando a la expresión de la carga Q(ζ), es evidente que esta es anula.

Ahora realizando la expansión de los indices en la última expresión en (3.34) es fácil ver

que este término es nulo. Esto conlleva a que (3.34) adopte una forma más sencilla:

{G̃N (η), G̃N (λ)} =
1

2
G(ξ) +

kR

4π

∫
∂Σ
ηadλ

a +O(F 2)

Esta es el álgebra de Poisson que satisfacen los nuevos generadores, por tanto restrin-

giéndose al espacio donde se satisfacen las ligaduras se llega al álgebra de Poisson de las

nuevas cargas:

{QN (η),QN (λ)} ≈ kR

4π

∫
∂Σ
ηadλ

a (3.39)

Esta expresión contrasta con el álgebra de las cargas obtenida en (2.52), ya que es-

ta nueva álgebra no tiene la forma de una extensión central como en (2.52), pero esta

interpretación es equivocada en este caso general ya que ahora los parámetros son depen-

dientes de la conexión, por lo tanto para darle una interpretación a este nuevo resultado

debemos separar los términos que dependen de los campos A y los que no dependen,

sólo de esta manera podemos obtener una extensión central.

Pero lastimosamente este proceso no se puede realizar sin fijar el gauge, por tanto deben

usarse los resultados obtenidos en la sección 2.2.2.
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3.4. Álgebra de Virasoro

Haciendo la restricción de la ecuación (3.22) al espacio de la ligaduras, se obtiene la

expresión de la carga:

G̃N ≈ QN ≈ Q+D (3.40)

Ahora es necesario hacer una integración por partes en (3.23) para conseguir una forma

más fácil de integrar:

δD =
kR

4π

∫
∂Σ
δ
(
ξkAakAa

)
− kR

4π

∫
∂Σ
ξkAakδAa (3.41)

Expandiendo en coordenadas el término ξkAakδAa y usando los hechos Aar = αa : cte y

Aa|∂Σ = Aaφdφ, se consigue:

ξkAakδAa =
(
ξrαaδA

a
φ + ξφAaφδA

a
φ

)
dφ = δ

[(
ξrαaA

a
φ +

1

2
ξφAaφA

a
φ

)
dφ

]
Con esta expresión, ya se puede integral δD porque:

δD =
kR

4π

∫
∂Σ
δ

(
1

2
ξφAaφA

a
φdφ

)
por lo cual, se llega finalmente a:

D =
kR

8π

∫
∂Σ
ξφAaφA

a
φdφ+D0

donde D0 es independiente de los Ai. Sustituyendo este resultado en (3.40) y simplifi-

cando, se logra obtener (salvo una constante) la expresión para QN :

QN (ξ) ≈ −kR
4π

∫
∂Σ

(
ξrαaA

a
φ +

1

2
ξφAaφA

a
φ

)
dφ+D0 (3.42)

Ahora nos dirigimos a dividir los términos independientes y dependientes de los campos

Aai en el lado derecho de (3.39). Desarrollando el integrando en componentes, se llega a:∫
∂Σ
ηadλ

a = αaα
a

∫
∂Σ
ηr∂φ(λr)dφ+

+

∫
∂Σ

[
ηrαa∂φ(λφAaφ) + ηφAaφ∂φ(λr)αa + ηφAaφ∂φ(λφAaφ)

]
dφ (3.43)

El primer término ya es independiente de los campos Aai , por tanto este será la extensión

central buscada. Seguidamente, se transformará el segundo término para escribirlo en

función de la carga QN . Realizando las derivadas indicadas, haciendo integración por
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partes y reorganizando términos se llega a que el segundo término adopta la forma:

= ∂φ(ηrαaλ
φAaφ) +

(
ηφ∂φ(λr)− λφ∂φ(ηr)

)
αaA

a
φ + ηφ∂φ(λφ)AaφA

a
φ +

1

2
ηφλφ∂φ(AaφAaφ)

= ∂φ(· · · ) +
(
ηφ∂φ(λr)− λφ∂φ(ηr)

)
αaA

a
φ +

1

2

(
ηφ∂φ(λφ)− λφ∂φ(ηφ)

)
AaφA

a
φ

= ∂φ(· · · ) + [η, λ]rαaA
a
φ +

1

2
[η, λ]φAaφA

a
φ

En la segunda linea se hizo una integración por partes del último término y se asocia-

ron términos. En la última linea se usó la definición del paréntesis de Lie de campos

vectoriales.

Debido a que las funciones sobre S1 se asumen univaluadas, el término ∂φ(· · · ) se anula,

por lo tanto la expresión final para el término de la derecha de (3.39) es:∫
∂Σ
ηadλ

a = αaα
a

∫
∂Σ
ηr∂φ(λr)dφ+

∫
∂Σ

(
[η, λ]rαaA

a
φ +

1

2
[η, λ]φAaφA

a
φ

)
dφ (3.44)

Esto implica que el álgebra de las cargas nuevas adopta la siguiente expresión:

{QN (η),QN (λ)}∗ ≈ kR

4π
αaα

a

∫
∂Σ
ηr∂φ(λr)dφ+

kR

4π

∫
∂Σ

(
[η, λ]rαaA

a
φ +

1

2
[η, λ]φAaφA

a
φ

)
dφ

(3.45)

O en función de (3.42):

{QN (η),QN (λ)}∗ ≈ −QN ([η, λ]) +
kR

4π
αaα

a

∫
∂Σ
ηr∂φ(λr)dφ+D0 (3.46)

Este resultado es sorprendente, ya que en cierto sentido es un álgebra de Kac-Moody

aunque ahora no hay constantes de estructura, en vez de eso, aparece el paréntesis de Lie

de campos vectoriales. Esto era de esperarse ya que estamos trabajando con difeomorfis-

mos. Aśı se puede decir que el álgebra de Poisson de las cargas nuevas constituyen una

extensión central (continua) del álgebra de Lie de campos vectoriales. Este resultado es

el mismo que se reporta [17, 31].

Bañados y Carlip reportan que existe una sub-álgebra de Lie de los campos vectoriales

dada por (ξi) = (−β∂φξ, ξ) donde ξ ∈ C∞(R). Sobre esta sub-álgebra, el álgebra de las

cargas llega ha ser un álgebra de Virasoro continua, cuya expresión es:

{QN (η),QN (λ)}∗ ≈ −QN ([η, λ]|sub)−
kR

4π
αaα

aβ2

∫
∂Σ
ξ∂3
φ(ξ)dφ+D0 (3.47)

donde [η, λ]|sub es la restricción del paréntesis a la sub-álgebra mencionada. Es fácil

demostrar que [η, λ]r es un término de frontera sobre este sub-espacio y por el carácter

univaluado de las funciones se anula. Por tanto [η, λ]|sub = [η, λ]φ y sobre este sub-espacio

[η, λ]φ es el paréntesis de Lie sobre las funciones de clase C∞(R).
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El álgebra (3.47) es la versión continua de un álgebra de Virasoro con carga central

c = −12kα2β2. Esto llegara a ser evidente en breve cuando se encuentre la versión

discreta.

La carga (3.42) toma la siguiente forma sobre la sub-álgebra mencionada:

QN (ξ) = −kR
8π

∫
∂Σ
ξ
(
2αaβ∂φA

a
φ +AaφA

a
φ

)
dφ+D0 (3.48)

Tomando la definición de la constante D0 propuesta por Bañados en [23]:

D0 = −kR
8π

∫
∂Σ
ξαaβ2 (3.49)

donde α2 = αaα
a, finalmente se obtiene:

QN (ξ) = −kR
8π

∫
∂Σ
ξ
(
αaβ2 + 2αaβ∂φA

a
φ +AaφA

a
φ

)
dφ (3.50)

En este momento ya se puede realizar la expansión en series de Fourier debido a que

las integrales están definidas sobre una variedad compacta, esto nos llevará a la versión

discreta de (3.47), que será la forma bien conocida del álgebra de Virasoro de la teoŕıa

de campos conformes.

Para obtener la versión discreta de (3.47), tomamos las siguientes expansiones en modos

de Fourier:

∑
n∈Z

Lne
−inφ = −k

2

(
α2β2 + 2αaβ∂φA

a
φ +AaφA

a
φ

)
θ =

∑
n∈Z

θne
−inφ (3.51)

Con base en estas expansiones y usando la ortogonalidad de la base {e−inφ}n∈Z, es fácil

demostrar que la carga (3.50) tiene la expansión:

QN (θ) =
R

2

∑
n∈Z

Lnθ−n (3.52)

La expresión del paréntesis de Lie sobre el espacio de funciones es un poco más compli-

cada debido a que deben realizarse varios cambios de indices, su expresión final es:

[η, λ] = [η, λ]φ = η∂φ(λ)− λ∂φ(η) =
∑
n∈Z

[η, λ]ne
−inφ (3.53)

[η, λ]n =
∑
m∈Z

i(2m− n)ηmλn−m (3.54)
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Con esta expresión fácilmente se puede hallar:

QN ([η, λ]) =
R

2

∑
n,m∈Z

i(2m+ n)Lnηmλ−n−m

QN ([η, λ]) =
R

2

∑
n,m∈Z

i(n−m)Ln+mη−mλ−n (3.55)

donde se han efectuado algunos cambios de indices mudos. Ahora vamos ha hallar las

expansiones de Fourier del término central, esto se calcula fácilmente usando la ortogo-

nalidad, entonces se obtiene:∫
∂Σ
η∂3

φ(λ)dφ = 2π
∑
m,n∈Z

in3ηmλnδm+n,0 (3.56)

El término D0 adopta la siguiente expansión:

D0 = − ikR
2
α2β2

∑
m∈Z

ηmλ−m (3.57)

Y finalmente el paréntesis de las cargas se puede expandir como:

{QN (η),QN (λ)} =
R2

4

∑
n,m∈Z

η−mλ−n{Lm, Ln} (3.58)

Colocando todos estos resultados en (3.47) y asociando términos semejantes η−mλ−nse

obtiene:

R2

4
{Lm, Ln} =

iR

2
(m− n)Ln+m −

ikR

2
α2β2

(
m2 − 1

)
mδn+m,0 (3.59)

O usando la normalización (R = 2) de la representación descrita en el apéndice A,

finalmente se llega a la versión discreta del álgebra de Virasoro [20, 21, 21]:

{Lm, Ln} = i(m− n)Ln+m − ikα2β2m
(
m2 − 1

)
δn+m,0 (3.60)

De donde se obtiene, comparando con la expresión estándar, la carga central:

c = −12kα2β2 (3.61)

Como se vio en (3.11), la gravedad en (2+1)-dimensiones se puede ver como una suma

desacoplada de dos acciones de Chern-Simons. Por lo cual, existe un álgebra de Virasoro

para cada acción de CS:

{L±m, L±n } = i(m− n)L±n+m − ikα2β2m
(
m2 − 1

)
δn+m,0 (3.62)
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por lo cual, la carga central para cada sector es:

c± = −12kα2β2. (3.63)

Para acentuar más la relación con CFT, observemos que si se realiza la expansión de los

campos Aa como:

Aa = −1

k

∑
n∈Z

T ane
−inφ (3.64)

y usando la definición de los modos de Fourier de (3.51):

Ln = − k

4π

∫ 2π

0

(
α2 + 2αa∂φ(Aaφ) +AaφA

a
φ

)
einφdφ (3.65)

se obtiene, después de sustituir el integrando por la expansión pertinente:

Ln = − 1

2k

∑
k∈Z

T ak Ta(n−k) − inαaβT an −
k

2
α2β2δn,0 (3.66)

donde a esta expansión se le conoce como “ twisted Sugawara construction” que permite

construir un álgebra de Virasoro desde un álgebra de Kac-Moody [21, 33, 34].



Caṕıtulo 4

Aplicación: Entroṕıa de Agujeros

Negros BTZ

En este caṕıtulo se hará una aplicación del formalismo desarrollado en los caṕıtulos

anteriores. Se estudia cómo la carga central (3.61), v́ıa la formula de Cardy, puede dar

cuenta de la entroṕıa de agujeros negros tipo BTZ en (2+1)-dimensiones y este resultado

esta en perfecto acuerdo con el resultados de Hawking-Bekestein en D = 3 [35, 36].

Este caṕıtulo reforzara la interpretación de gravedad en (2+1)-dimensiones como una

teoŕıa de campos topológica del tipo Chern-Simons, ya que en virtud de dicha corre-

spondencia, se podrá calcular la entroṕıa de agujeros negros BTZ1, [6, 37].

La diferencia más fundamental entre gravedad en (3+1)-dimensiones y (2+1)-dimensiones

radica en el hecho de que en (2+1)-dimensiones, el tensor de Riemman depende lineal-

mente del tensor de Ricci, ya que en tres dimensiones se anula el tensor conforme de

Weyl implicando la siguiente relación, [3, 37]

Rµνρσ = gµρRνσ + gνσRµρ − gνρRµσ − gµσRνρ −
1

2
(gµρgνσ − gµσgνρ)R (4.1)

Por lo cual, cualquier solución de las ecuaciones de Einstein en el vació Rµν = 0 llevan

a Rµνρσ = 0 implicando un espacio plano localmente, pero no necesariamente plano

globalmente, ya que este último depende de como se hace el ”gluing”de las cartas para

construir todo el espacio, y si el espacio tiene topoloǵıa no trivial, dicha variedad no

es globalmente plana. Este razonamiento, evidentemente se puede generalizar al caso

en que exista una constante cosmológica, llevando ahora a un espacio de curvatura

1Para estudios posteriores se espera relacionar los resultados del caṕıtulo 3 con sistemas f́ısicos en
materia condensada.
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localmente constante, pero de nuevo, esta condición no siempre implica que globalmente

tenga curvatura constante, [3, 38].

Aunque esta teoŕıa de gravedad de baja dimensionalidad se ve trivial a primera vista,

no lo es, ya que existen varios espacios de curvatura constante localmente pero no glob-

almente [22, 39, 40]. Otra forma de afirmar que la teoŕıa no es trivial, es citar el des-

cubrimiento por parte de Bañados, Teilteboim y Zanelli quienes demostraron en 1992

que existen soluciones, de las ecuaciones de Einstein en (2+1)-dimensiones con constante

cosmológica negativa, que son estacionarias, axialmente simétricas y que tiene una sin-

gularidad tipo agujero negro. Dichas soluciones se denominan como BTZ, siguiendo las

iniciales de sus autores, [41].

4.1. Agujeros Negros tipo BTZ

La forma más general de una métrica axialmente simétrica y estacionaria esta dada por

el ansatz:

ds2 = −e2αdt2 + r2 (dφ+ eσdt)2 + e2βdr2 (4.2)

donde se han usando coordenadas tipo Schwarzchild (t, φ, r). Ahora usaremos el formal-

ismo de Cartan para encontrar las incógnitas α(r), β(r) y σ(r). Una base ortonormal

(vielbein) {et̂, eφ̂, er̂} esta definida por:

et̂ = eαdt, eφ̂ = r (dφ+ eσdt) , er̂ = eβdr (4.3)

Las derivadas exteriores de estos campos de vielbein son:

det̂ = α
′
e−βer̂ ∧ et̂

deφ̂ =
1

r
e−βer̂ ∧ eφ̂ + rσ

′
eσ−α−βer̂ ∧ et̂ (4.4)

der̂ = 0 (4.5)

Usando el hecho de que la uno-forma de torsión se anula (segunda ecuación en (3.5))y

expresando las formas de esṕın como combinaciones lineales de la base vielbein, se ob-

tiene2

ωt̂ =
rσ
′

2
eσ−α−βet̂ +

e−β

r
eφ̂ (4.6)

ωφ̂ = α
′
e−βet̂ − rσ

′

2
eσ−α−βeφ̂ (4.7)

ωr̂ =
rσ
′

2
eσ−α−βer̂ (4.8)

2El śımbolo de Levi-Civita se normaliza como εtφr = 1.
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Ahora las derivadas exteriores de esas formas son (después de algunos cálculos):

dωt̂ =

[
(rσ

′
eσ−α−β)

′

2
e−β +

rσ
′
α
′

2
eσ−α−2β + σ

′
eσ−α−2β

]
er̂ ∧ et̂ − β

′
e−2β

r
er̂ ∧ eφ̂

dωφ̂ =

[
(α
′
e−β)

′
+ (α

′
)2e−2β − (rσ

′
eσ−α−β)2

2

]
er̂ ∧ et̂ −

−

[
(rσ

′
eσ−α−β)

′

2
e−β +

σ
′
eσ−α−2β

2

]
er̂ ∧ eφ̂

dωr̂ = 0

Usando las ecuaciones de Einstein (el primer conjunto en (3.5)), reorganizando términos

y usando al independencia lineal de {et̂∧eφ̂, et̂∧er̂, eφ̂∧er̂} se llega al siguiente conjunto

de ecuaciones diferenciales:

β
′
e−2β

r
−

(
rσ
′
eσ−α−β

2

)2

= Λ (4.9)

(
rσ
′
eσ−α−β

2

)′
e−β + σ

′
eσ−α−2β = 0 (4.10)(

α
′′ − α′β′ + (α

′
)2
)
e−2β − 3

4

(
rσ
′
eσ−α−β

)2
= −Λ (4.11)

α
′
e−2β

r
+

(
rσ
′
eσ−α−β

2

)2

= −Λ (4.12)

A primera vista este sistema se ve complicado debido a que es un conjunto de ecuaciones

diferenciales acopladas. Pero en realidad es bastante sencillo, sumando (4.9) y (4.12) se

obtiene:

α
′
+ β

′
= 0

α+ β = C

α = −β

En el último paso se tomó C = 0 usando una escala de tiempo conveniente. Como

α = −β, la ecuación (4.10) se reduce a:

r

2

(
σ
′
eσ
)′

+
3

2
σ
′
eσ = 0 (4.13)

De aqúı, se obtiene fácilmente:

eσ = −C1

r2
+ C2 (4.14)
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Usando este resultado en (4.9) e integrando, se consigue:

e−2β =
C2

1

4r2
− r2Λ− 2C3 = e2α (4.15)

Colocando estos resultados, en el ansatz (4.2), la métrica toma la forma:

ds2 = −
(
C2

1

4r2
− r2Λ− 2C3

)
dt2 + r2

(
dφ− C1

2r2
dt+ C2dt

)2

+
dr2

C2
1

4r2 − r2Λ− 2C3

(4.16)

Esta métrica tiene una singularidad tipo agujero negro en r = 0 sólo si Λ ≡ −1
`2

< 0,

además cuando r →∞, esperamos que se desacople t y φ lo que implica que C2 = 0:

ds2 = −
(
C2

1

4r2
+
r2

`2
− 2C3

)
dt2 + r2

(
dφ− C1

2r2
dt

)2

+
dr2

r2

`2
+

C2
1

4r2 − 2C3

(4.17)

Usando diferentes formalismos descritos en [25, 37, 42], se puede demostrar que C1 =

8GJ y 2C3 = 8GM donde J y M , son el momentum angular y la masa del agujero

negro3. En función de estas constantes, obtenemos la forma final de la métrica:

ds2 = −
(

16GJ2

r2
+
r2

`2
− 8GM

)
dt2 + r2

(
dφ− 4GJ

r2
dt

)2

+
dr2

r2

`2
+ 16GJ2

r2 − 8GM

(4.18)

Esta es la famosa métrica que describe un agujero negro BTZ con superficie de Cauchy

r− y horizonte en r+
4:

r2
± = 4GM`

1±

[
1−

(
J

M`

)2
]1/2

 (4.19)

Esta métrica, asintoticamente tiene una geometŕıa AdS3, pero como es bien conocido

[40], que las isometŕıas de este espacio esta descritas por el grupo SL(2,R)×SL(2,R)/Z2,

entonces esto justifica la elección (3.10)5.

En función de estas superficies podemos escribir los paramentos M y J como:

M =
r2

+ + r2
−

8G`2

J =
r+r−
4G`

(4.20)

3La interpretación de estas constantes se puede obtener usando formalismo ADM como se describe
en [37]. además dicha interpretación era de esperar debido a las simetŕıas que se impusieron en (4.2).

4Estas singularidades no son f́ısicas, son singularidades coordenadas, semejante a la singularidad
r = 2M en la solución de Schwarzchild, [40].

5En realidad la métrica BTZ es el cociente de AdS3/ ∼, donde ∼ es la relación de equivalencia
φ ∼ φ+ 2π.
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Por lo cual, la métrica BTZ puede escribirse como:

ds2 = −
(r2 − r2

+)(r2 − r2
−)

`2r2
dt2 + r2

(
dφ− r+r−

`r2
dt
)2

+
`2r2

(r2 − r2
+)(r2 − r2

−)
dr2 (4.21)

Realizando el cambio de la coordenada radial mediante (Sólo describe la región r > r+):

r2 = r2
+Cosh

2(ρ)− r2
−Senh

2(ρ) (4.22)

la métrica BTZ toma una forma más fácil de manejar (τ = t
`):

ds2
BTZ = −Senh2(ρ) (r+dτ − r−dφ)2 + Cosh2(ρ) (r−dτ − r+dφ)2 + `2dρ2 (4.23)

Ahora, los campos Vielbein en estas coordenadas son:

e0̂ = Senh(ρ) (r+dτ − r−dφ) (4.24)

e1̂ = Cosh(ρ) (r−dτ − r+dφ) (4.25)

e2̂ = `dρ (4.26)

Después de un cálculo análogo a (4.4) y (4.6), se obtienen las formas de esṕın:

ω0̂ =
Tanh(ρ)

`
e1̂ (4.27)

ω1̂ =
Coth(ρ)

`
e0̂ (4.28)

ω0̂ = 0 (4.29)

Ahora, con estos resultados es posible obtener los coeficientes de la conexión usando

(3.7):

±A0 = ±r+ ± r−
`

(dτ ∓ dφ)Senh(ρ) (4.30)

±A1 =
r+ ± r−

`
(dτ ∓ dφ)Cosh(ρ) (4.31)

±A2 = ±dρ (4.32)

Desde el proceso de fijación de Gauge, asumimos que ±A2 =± αa, por tanto desde los

coeficientes anteriores vemos que:
±αa = ±δa2 (4.33)

Por lo cual, se obtiene:

α2 = ηabα
aαb = η22 = 1 (4.34)
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Usando estos resultados (R = 2), la carga central del álgebra de Virasoro es (para el

sector + y −):

c± = −12kα2 = 12
`

RG8
=

3`

4G
(4.35)

Resultado que ha sido obtenido por diferentes métodos: Usando la correspondecia Ad-

s/CFT [43], calculando la anomaĺıa de Weyl [44], y calculando el tensor de estrés efectivo

en la frontera [45]. Un resumen de estos y otros métodos es dado en [46].

4.2. Función de Partición y Formula de Cardy

En el caṕıtulo (3), se demostró que el álgebra de las transformaciones gauge que rep-

resentan a los difeomorfismos, llega hacer un par de álgebras de Virasoro desacopladas,

que en forma de conmutadores es:

[L+
m, L

+
n ] = (m− n)L+

n+m +
c+

12
m(m2 − 1)δm+n,0

[L−m, L
−
n ] = (m− n)L−n+m +

c−

12
m(m2 − 1)δm+n,0

[L+
m, L

−
n ] = 0

Observemos que existe una subálgebra de Lie generada por {L−1, L0, L1}. La impor-

tancia de esta yace en el hecho de que estos operadores generan las transformaciones

conformes globalmente definidas, en particular, L−1 genera traslaciones, L0 dilataciones

complejas y L1 genera transformaciones conformes especiales. Las transformación más

general generada por ellas está dada por [20]:

z 7→ az + b

cz + d
con a, b, c, d ∈ C (4.36)

Asumiendo, que la teoŕıa conforme esta definida sobre el 2-toro parametrizado por τ =

τ1 + τ2, la función de partición esta dada por6

Z(τ, τ̄) = Tr
(
e2πiτL0e−2πiτ̄ L̄0

)
(4.37)

6Si la teoŕıa conforme no esta definida sobre el toro, es posible mapear al toro induciendo un corrim-
iento en L0, [21, 33].
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Donde la traza es tomada sobre cualquier base del espacio de Hilbert H de la teoŕıa.

Para tomar la traza, consideremos los siguientes problemas espectrales:

L0|n〉 = ∆|n〉 (4.38)

L̄0|n̄〉 = ∆̄|n̄〉 (4.39)

Donde se asumirá que el espectro de L0 es acotado inferiormente por ∆0 y además que

{|n〉 ⊗ |m̄〉 n,m ∈ I} constituye un conjunto completo de H:

∑
n,m∈I

|n〉|m̄〉〈m̄|〈n| = 1 (4.40)

Podemos tomar la traza, para obtener:

Z(τ, τ̄) =
∑
n,m∈I

〈n|e2πiτL0 |n〉〈m̄|e−2πiτ̄ L̄0 |m̄〉 (4.41)

Z(τ, τ̄) =
∑
∆,∆̄

ρ(∆, ∆̄)e2πiτ∆e−2πiτ̄∆̄ (4.42)

Donde en la ultima linea la suma es sobre el espectro de L0 y L̄0, por lo tanto aparece

la función ρ(∆, ∆̄) que da cuenta del degeneramiento para cada par de valores propios

(∆, ∆̄)7. Definiendo q = e2πiτ y b̄ = e−2πiτ̄ , se tiene:

Z(q, q̄) =
∑
∆,∆̄

ρ(∆, ∆̄)q∆q̄∆̄ (4.43)

Esta expresión la podemos interpretar como una expansión en serie de potencias en

torno al origen en las variables complejas (q, b̄), por tanto se puede extraer la función ρ

usando una integral de contorno, hecho que es bien conocido en el análisis complejo:

ρ(∆, ∆̄) =
1

(2πi)2

∫
γ

dq

q∆+1

dq̄

q̄∆̄+1
Z(q, q̄) (4.44)

donde γ es una curva cerrada en torno a q = 0 y q̄ = 0. A primera vista parece sin

utilidad expresar la función ρ de esta manera ya que tampoco se conoce a Z(q, q̄). En

este punto yace el resultado sorprendente de Cardy [47, 48]. Es posible analizar asin-

toticamente dicha integral, ya que el comportamiento a alta enerǵıa esta relacionado al

comportamiento de baja enerǵıa, dicha relación esta dictada por una simetŕıa conocida

como invariancia modular. Se puede hacer un análisis exacto de dicha función de par-

tición usando herramientas de la teoŕıa de números anaĺıtica, pero dicho análisis esta

fuera del alcance de este trabajo [49–52].

7Esto es cierto para teoŕıas conformes unitarias, como se asume en este trabajo.
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Los estudios de Cardy concluyen que la expresión:

Z0 ≡ Tr
(
e2πiτ(L0− c

24
)e−2πiτ̄(L̄0− c̄

24
)
)

= e
cπ
6
τ2Z(τ, τ̄) (4.45)

es un invariante modular. En particular, invariante bajo la transformación τ 7→ − 1
τ , que

genera el intercambio de las circunferencias del 2-toro8.

El cálculo mostrado a continuación es completamente general y sólo involucra hechos

generales de teoŕıa de campos conformes, se seguirá a Carlip [55].

Usando la invariancia modular de Z0, es fácil demostrar que:

Z(τ, τ̄) = e
2πic
24

τe
−2πic

24
τ̄e

2πic
24

1
τ e
−2πic

24
1
τ̄ Z(−1

τ
,−1

τ̄
) (4.46)

Por simplicidad de notación suprimiremos la dependencia sobre τ̄ , más adelante se re-

cuperara. Cambiando la variable a τ , la densidad de estados toma la forma:

ρ(∆) =

∫
dτe−2πiτ∆e

2πic
24

τe
2πic
24

τZ(−1

τ
) (4.47)

El hecho relevante para usar la aproximación de punto de silla, es separar el integran-

do en un factor de fase que oscila rápidamente y una amplitud que varia lentamente.

Observemos que para ∆ � ∆0, la fase oscila rápidamente, por lo tanto es permisible

aplicar el método si y sólo si, el factor Z vaŕıa lentamente. Se asumirá este hecho 9 La

integral tiene la forma general:

I(a, b) =

∫
dτeφ(τ)f(τ) (4.48)

donde la fase tiene la forma φ(τ) = 2πaiτ +
2πib

τ
. El punto estacionario de esta función

es:

τ0 = ±
√
b

a
(4.49)

Haciendo la expansión de Taylor de la fase hasta orden dos, se obtiene:

φ(τ) = φ(τ0) +
1

2
φ
′′
(τ0)(τ − τ0)2 +O(τ − τ0)3 (4.50)

8Este hecho esta relacionado a la simetŕıa T, [53, 54].
9En breve veremos las condiciones para las cuales esto se satisface.
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donde φ(τ0) = 4πi
√
ab. Por lo cual, al aplicar el método de punto estacionario, se

obtiene10

I(a, b) ≈ e4πi
√
abf(τ0)

∫ ∞
−∞

dτe
2πib

τ3
0

(τ−τ0)2

(4.51)

I(a, b) ≈
√
τ3

0

2ib
e4πi

√
abf(τ0) =

(
− b

4a3

)1/4

e4πi
√
abf(τ0) (4.52)

Para nuestro problema particular, a =
c

24
−∆ y b =

c

24
, lo que conlleva a τ0 ≈ i

√
c

24∆
= iε

y el método de punto de silla produce11:

ρ(∆) = Ce
2π

√
∆c
6 Z(− 1

τ0
) (4.53)

Para evaluar la fidelidad del método, se tiene que analizar el factor Z(− 1
τ0

). Como

∆� ∆0, la variable ε→ 0, por tanto:

Z(− 1

τ0
) =

∑
∆

ρ(∆)e−
2π∆
ε = ρ(∆0)e−

2π∆0
ε +

∑
∆>∆0

ρ(∆)e−
2π∆
ε (4.54)

Para analizar el comportamiento asintótico, se calcula el siguiente limite:

ĺım
ε→0
Z(

i

ε
) =

ρ(∆0), si, ∆0 = 0

0, si, ∆0 > 0

Observar que no se puede obtener un comportamiento asintótico para el caso ∆0 > 0.

Para extraer un comportamiento asintótico en este caso, se define:

Z̃(τ) = ρ(∆0) +
∑

∆>∆0

ρ(∆)e−2πi(∆−∆0)τ = e−2πi∆0τZ(τ) (4.55)

Con esta definición, la ecuación (4.47) se puede escribir:

ρ(∆) =

∫
dτe−2πi∆0

1
τ e−2πiτ∆e

2πic
24

τe
2πic
24

τ Z̃(−1

τ
) (4.56)

Para aplicar el método de punto de silla se observa que esta integral tiene, de nuevo, la

misma forma dada en (4.48) con a =
c

24
−∆ y b =

c

24
−∆0. En este caso es evidente

que (4.52) implica:

ρ(∆) ≈

(
c

24 −∆0

4
(
∆− c

24

)3
)1/4

e
4πi

√
( c

24
−∆)( c

24
−∆0)ρ(∆0) (4.57)

10La integral Gaussiana existe como integral impropia si Re(τ) > 0.
11Se han despreciado términos O(∆−1).
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Para c
24 � ∆0 y ∆� 1, se obtiene:

ρ(∆) ≈
( c

96∆3

)1/4
e

2π
√
c∆
6 ρ(∆0) (4.58)

O recuperando la contribución de τ̄ :

ρ(∆, ∆̄) ≈
(

1

96

)1/2 ( cc̄

∆3∆̄3

)1/4

e
2π

√
c∆
6

+2π
√
c∆̄
6 ρ(∆0, ∆̄0) (4.59)

Esta es la famosa formula de Cardy. Esta permitirá hallar la entroṕıa de agujeros negros

BTZ, en la ĺımite asintótico planteado.

4.3. Entroṕıa de Agujeros Negros BTZ

Lo único que resta para hallar el comportamiento asintótico de la densidad de estados,

es hallar los valores propios asociados a los operadores L±0 . Para esto se recurre a la

definición de los coeficientes de Fourier (ver (3.51)):

L±n = − k

4π

∫ 2π

0

(
α2 + 2αa∂φ(Aaφ) +AaφA

a
φ

)
einφdφ (4.60)

Por tanto, el coeficiente cero está dado por:

L±0 = −kα
2

2
− k

4π

∫ 2π

0
AaφA

a
φdφ (4.61)

Pero el integrando del último término se puede escribir como:

AaφA
a
φ = −

(
ωt̂φ ±

1

`
et̂φ

)2

+

(
ωφ̂φ ±

1

`
eφ̂φ

)2

+

(
ωr̂φ ±

1

`
er̂φ

)2

(4.62)

Usando (4.3) y (4.6), se pueden obtener los coeficientes que aparecen en la expresión

anterior, para obtener:

AaφA
a
φ = 2C3 ∓

C1

`
= 8GM ∓ 8GJ

`
(4.63)

Este resultado lleva a que los modos cero son:

L±0 =
M`

4
∓ J

4
− kα2

2
(4.64)
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Realizando las combinaciones lineales indicadas, se obtienen (Salvo una constante adi-

tiva):

L+
0 + L−0 =

M`

2
(4.65)

L−0 − L
+
0 =

J

2
(4.66)

Resultado que refuerza la interpretación de M (J , resp.), como la masa (momentum

angular, resp.), ya que en teoŕıa de campos conformes, esta combinación lineal es el

generador de traslaciones (rotaciones, resp.).

Los valores propios de L±0 están dados por:

∆ =
M`

4
− J

4
=

(r+ − r−)2

32G`
(4.67)

∆̄ =
M`

4
+
J

4
=

(r+ + r−)2

32G`
(4.68)

donde se ha usado (4.19).

En este momento ya se tienen todos los datos para calcular la entroṕıa de agujeros negros

tipo BTZ.

El argumento de la función exponencial en (4.59) toma el valor:

2π

√
c∆

6
+ 2π

√
c∆̄

6
=

2πr+

8G
(4.69)

donde se usó la carga central dada en (4.35) y los valores propios dados en (4.67).

Finalmente la densidad de estados adopta la forma:

ρ(∆, ∆̄) ≈ 16G`2(
r2

+ − r2
−
)3/2 exp2πr+

8G
(4.70)

La entroṕıa en el ensamble microcanónico está dada por:

S = Log(ρ) (4.71)

Por lo cual, la entroṕıa de agujeros negros BTZ es:

SBTZ =
2πr+

8G
− 3

2
Log

(
r2

+ − r2
−

G

)
+ Cte (4.72)
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O en términos de la gravedad superficial del horizonte r+, dada por κ =
r2

+ − r2
−

`2r+
:

SBTZ =
2πr+

8G
− 3

2
Log

(
2πr+

G

)
− 3

2
Log (κ`) + Cte (4.73)

El primer término es, salvo un factor 1/2, la conocida formula de la entroṕıa de Hawking-

Bekestein dada por [35, 36]:

SHB ∼
A

4G
(4.74)

donde A es el área del horizonte, que en nuestro caso de tres dimensiones, está dada por

A = 2πr+. El segundo término es una corrección logaŕıtmica reportada en [55]. Correc-

ciones de orden superior se suprimen de manera exponencial como se reporta en [56]. El

origen microscópico de esta entroṕıa aún es un problema abierto, ya que aún no se cuenta

con una teoŕıa cuántica de gravedad que describa la naturaleza de los estados cuánticos

que generan dicha entroṕıa. Existen varias posibles explicaciones, bastante diferentes en

naturaleza, pero ninguna es concluyente, aunque producen resultados similares.

El valor obtenido en este trabajo para la entroṕıa, se obtuvo por métodos clásicos, ya

que en ningún momento se ha hecho un procedimiento de cuantización, aunque se habŕıa

podido realizar por el método de cuantización canónica, ya que se dispońıa de un álgebra

de Poisson, que podŕıa “corresponderse” con un álgebra de conmutadores sobre una C∗-

álgebra, pero esto podŕıa llevar a una corrección en la carga central debido a problemas

de ordenamiento, ver [55].

El factor 1/2 adicional requiere algún comentario. Este factor se origina por la elección

(no estándar) de la Carga dada en (2.25), esta difiere en un factor de 2 reportada en la

literatura, por ejemplo en [31], este valor lleva a un factor de 4 en la carga central lo que

implica que el exponente de la formula de Cardy (4.69) lleve un factor de dos, lo que

conlleva al resultado comúnmente conocido.



Caṕıtulo 5

Discusión y Conclusiones

5.1. Discusión

En el caṕıtulo 2 se ha analizado la estructura de Poisson detrás de la teoŕıa de Chern-

Simons en 3 dimensiones. Este análisis tuvo como punto de partida la definición del

generador de transformaciones gauge dado en la ecuación (2.15). Este generador es una

propuesta de este trabajo y no se encuentra reportado en la literatura consultada. Ésta

expresión del generador fue motivada por el análisis de la teoŕıa de Yang-Mills que se

encuentra descrita en el capitulo de 10 del libro de Nair [1]. Esta expresión del generador

se obtiene de manera natural cuando uno trata de modificar el análisis hecho en dicha

referencia al caso de teoŕıa gauge del tipo Chern-Simons.

Una vez se tiene el generador, se procedió a calcular su derivada funcional (2.17), que

resulto ser bien definida, lo que contrasta con los generadores reportados en la literatu-

ra [16, 17, 23] que no tienen derivadas funcionales bien definidas, ya que depende de

términos de frontera que dependen de la fijación del gauge.

Luego se procedió a calcular el álgebra de Poisson de los generadores obteniendo el

álgebra (2.38). Ésta álgebra es una extension central del álgebra de Lie g del grupo G

que esta reportada en la literatura (Álgebra de Kac-Moody continua). Aunque nuestra

conclusión es mas general ya que (2.38) no depende de la fijación del gauge, debido

a que el generador (2.15) es derivable exactamente. Esto sustenta nuestra elección del

generador.

Posteriormente se estudio la formulación de gravedad en el contexto de la teoŕıa de CS

en el caṕıtulo 3. Esto se hizo pensando en que nuestro generador seguiŕıa funcionando sin

fijar el gauge, pero esto no fue posible, ya que la introducción de difeomorfimos hace que

el generador ya no sea diferenciable (ver (3.21)). Esta situación es la misma encontrada
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Caṕıtulo 5. Conclusiones 52

en la literatura. Por tanto pasamos a corregir el problema de la difenciabilidad, usando

la definición dada en (3.22). El hecho de incluir difeomorfismo en una teoŕıa f́ısica lleva

a este tipo de problemas de diferenciabilidad, en este punto radica porque construir una

teoŕıa cuántica de gravedad es tan compleja.

En el caṕıtulo 4, se hizo una aplicación del formalismo trabajado en los caṕıtulos an-

teriores para recalcar que los resultados obtenidos tienen relevancia en problemas de la

f́ısica actual. En este caso, en el problema de entropia de agujeros negros.

A lo largo del trabajo se hizo explicito la relación de entre la teoŕıa de CS en 3 di-

mensiones y la teoŕıa de campos conformes en dimensión dos. Cuando esta relación se

piensa en el contexto de la gravedad en (2+1)-dimensiones, constituye un ejemplo con-

creto de la correspondencia AdS/CFT, que es de utilidad en teoŕıa de cuerdas. Ademas

precisamente fue la relación con CFT la que permitió evaluar la entroṕıa de agujeros

negros v́ıa la formula de Cardy sin hacer uso de los detalles microscópicos del sistema

(microestados, etc).

5.2. Conclusiones

A lo largo de este trabajo se han adquirido herramientas matemáticas de cierta relevancia

en f́ısica, entre estas podemos citar la teoŕıa de haces fibrados principales, clases carac-

teŕısticas, formulación geometŕıa de teoŕıas gauge, estructuras algebraicas (Kac-Moody,

Virasoro), entre otras.

Desde el punto de vista de la f́ısica se ha adquirido cierta familiaridad con gravitación

es (2+1)-dimensiones y su formulación (cuasi-)gauge v́ıa teoŕıa de Chern-Simons. Se

ha estudiado teoŕıa de Yang-Mills (aspectos elementales), teoŕıa de campos conformes,

agujeros negros tipo BTZ, aspectos elementales de sistemas dinámicos con ligaduras,

entre otros.

Entre las conclusiones especificas de este trabajo están:

Se ha analizado con relativa profundidad la estructura algebraica de la teoŕıa de

Chern-Simons y su relación con la teoŕıa de campos conformes v́ıa álgebras de

Kac-Moody y Virasoro.

Se ha dado una definición del generador de transformaciones gauge, que reproduce

todos los resultados publicados hasta el momento.

Se demostró que el álgebra de Kac-Moody continua (2.38) es independiente de la

fijación del gauge.
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Se han adaptados los métodos descritos en [1] (para teoŕıas de YM) a teoŕıas de

Chern-Simons obteniendo resultados bien conocidos reportados en la literatura.

Se obtuvo la formula para la entroṕıa de agujeros negros BTZ consistente con el

resultado de Hawking-Bekestein.



Apéndice A

Convenciones

Este apéndice describe las convenciones usadas en este trabajo. Se usará la métrica

de Minkowski dada por ηab = diag(−1,+1,+1). Desde el caṕıtulo 2 se ha usando la

convención de que la métrica de Killing toma la forma gab = Rηab, esto siempre es cierto

si el grupo de Lie G es simple. Además si el grupo es semi-simple, es posible elegir las

constantes de estructura completamente antisimétricas.

Los generadores del grupo SL(2,R) (que es semi-simple) son:

T 0 =
1

2

(
0 1

−1 0

)
, T 1 =

1

2

(
1 0

0 −1

)
, T 2 =

1

2

(
0 1

1 0

)
(A.1)

donde estos satisfacen el álgebra de Lie:

[T a, T b] = εab cT
c (A.2)

La convención de signos del śımbolo ε es: ε012 = ε012 = 1. La representación matricial

de la Killing es:

gab = Tr(T aT b) =
1

2
ηab (A.3)

Resultado que coincide con el obtenido de la exigencia de que se obtenga un álgebra de

Virasoro en (3.60).
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