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INTRODUCCION

El estudio de los operadores pseudo—diferenciales tiene sus inicios en los anos 60, punto
en el cual se empieza a independizar de la investigaciéon de los operadores integrales sin-
gulares. Hacia 1957 Alberto Calderén empezo a eregirse como uno de los méas influyentes
investigadores en esta linea con su prueba del teorema de unicidad local de la solucién del
problema de Cauchy en ecuaciones diferenciales parciales (PDE). Solomon Grigorievich
Mikhlin serfa quien en 1936 introduce un concepto que a la larga serd el de simbolo de
un operador. Alberto Calderén y Antoni Szczepan Zygmund desarrollan la teoria de los
operadores de Calderén — Zygmund, tomando también parte este ultimo de las prime-
ras escenas de la teoria. En 1963, Michael Atiyah e Isadore Singer presentaron su célebre
teorema del indice, pieza clave en la K—teoria, en cuya prueba usan operadores que hoy
en dia son reconocidos como operadores pseudo—diferenciales. En 1963, Peter Lax propu-
so algunas representaciones integrales usando las series de Jean Baptiste Joseph Fourier.
Poco despues Joseph Kohn y Louis Nirenberg presentaron una definicién de operadores
pseudo—diferenciales mostrando que estos formaban un algebra y sus resultados fueron
aplicados por Peter Lax y Kurt Otto Friedrichs en problemas con frontera en PDE. Estu-
dios relacionados fueron llevados a cabo por Agranovich, Bokobza, Kumano-go, Schwartz,

Seeley, y Unterberger.

Lars Hormander dié un fundamento definitivo a la teoria moderna en 1965, conllevando a
un vasto rango de resultados y métodos. Los esfuerzos de Kohn, Nirenberg, y Hérmander
dieron nacimiento al calculo simbdlico, el cual es el corazén de la teoria. Desde los afios 60
los operadores pseudo—diferenciales han sido ampliamente aplicados en la investigacién
de las ecuaciones diferenciales parciales proporcionando una mejor aproximaciéon a con-
ceptos como lo espacios de Sobolev, soluciones fundamentales, y la teoria del indice de los

operadores elipticos.

Existe una teorfa general de operadores pseudo—diferenciales sobre variedades diferencia-
les, el caso particular de los grupos de Lie resulta ser de interés debido a la representacion
global de los simbolos gracias a la existencia de la transformada de Fourier. La teoria de
los operadores pseudo—diferenciales sobre grupos de Lie se ha desarrollado en las iltimas
tres décadas. El estudio de estos operadores sobre grupos de Lie compactos comenzoé de

manera sistemética en la ultima década. Recientemente Ruzhansky y Turunen en [7] y [§]
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desarrollaron un método de periodizacién de problemas inicialmente propuestos en R,
por medio del cual la teoria de los operadores pseudo—diferenciales en el toro puede ser

aplicada.

En 2009 aparece un articulo sobre los operadores pseudo-diferenciales en Z. En este articulo
(ver [3]), su autora Shahla Molahajloo muestra algunos estimativos LP para el caso de estos
operadores. En 2011 el profesor M.W. Wong publica su libro Fourier Discrete Analysis [12]
en el cual hace referencia a las teorias de senales y wavelets como motivaciones practicas
para desarrollar el estudio de los operadores pseudo—diferenciales en Z. Ese mismo ano el
autor presenta su articulo titulado LP—Estimates for Pseudo—Differential Operators

on Z" (ver [5]), sobre el cual esta inspirada la segunda parte de esta tesis.

Un operador pseudo-diferencial en R™ es un operador definido por

(Tyo)(x) = / Pl €)Fn d(E) T d

donde p es una funcién compleja medible en R" x R". Siempre que T, esté bien definido
para todo f € S(R"™) diremos que p es el simbolo del operador pseudo-diferencial T},. El
estudio de los simbolos permite obtener informacion valiosa acerca de sus correspondientes
operadores pseudo-diferenciales y los estimativos LP son un ejemplo de la eficacia que tiene
este método de andlisis de operadores. Un estimativo LP es una condicién suficiente sobre
un simbolo p que asegura la continuidad del operador T}, de LP(R™) en LP(R™). Uno de
los estimativos LP mas elegantes en la teoria de estos operadores en R" es el siguiente
estimativo L?.

Teoremal1.0.8] Sea 0 < ¢ < p < 1. Si p satisface que
|DEDEp(x,€)| < Co (&) P10,

para todo («, 5) € N*, donde (§) = (1+ ||£||2)% es la notacion japonesa introducida en [2].
Entonces T}, : L*(R") — L?(R") es continuo.

En esta tesis nos proponemos estudiar los operadores pseudo-diferenciales en Z™, hallar
estimativos LP(Z") diferentes a los expuestos en [3] y desarrollar un calculo simbdlico para
operadores pseudo—diferenciales sobre Z". Para cada funcién medible ¢ : Z" x T" — C y
f € LY(Z™) definimos el operador T, como

(T, /() = / o (,0)(Tzn ) ()€™ dp6),

n
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donde A es la medida de Lebesgue, 1 = @)\ y (Fznf)(0) = Z f(y)e ™0 6 e T es la
YyeEL™
transformada de Fourier de la funcién f. La funcién o es llamada el simbolo del operador

pseudo—diferencial en Z™ T,.

En el primer capitulo de la tesis exponemos los teoremas principales del analisis de Fourier
en R" concernientes con el desarrollo de la teoria de operadores pseudo—diferenciales sobre
R™. Enunciamos los resultados més importantes de esta teoria y demostramos algunos de
ellos con el objetivo de mostrar al lector el espiritu de la misma. En el segundo capitulo
damos un vistazo al anélisis de Fourier en grupos abelianos localmente compactos, luego
usamos teoremas de interpolacién compleja y algunos resultados de la teoria de la medida
para obtener estimativos LP(Z™). La compacidad y la continuidad débil de estos opera-
dores también es tratada. Hacia la parte final definimos clases adecuadas de simbolos que

permiten tener calculo simbélico.

En [5] obtenemos, entre otros, los siguientes resultados consignados en esta tesis:
1.Condiciones suficientes sobre el simbolo o de tal forma que T, es continuo de LP(Z") en
Lp(zZ™).

2.Condiciones suficientes sobre el simbolo o de tal forma que 7T}, es continuo de LP(Z") en
LY(Z™) donde % + % =1

3. Demostramos que todo operador lineal de tipo (p,q)—débil, donde p < ¢, es continuo
de LP(Z™) en LP(Z").

4. Demostramos que todo operador lineal de tipo (p,r)—débil es continuo de LP(Z™) en
L*(Z") donde s > r + 1.

Dos de los resultados méas distintivos de la tesis son los teoremas 2.3.1 y 2.3.2 con los
cuales se evidencia el contraste entre la teoria de operadores lineales en R™ y en Z". El
aspecto fundamental que produce estas diferencias es el caracter discreto del grupo Z".
Esto tiene importantes implicaciones en términos de los cédlculos efectuados en las pruebas
de los teoremas y en el hecho de que su grupo dual es compacto. En el punto ctilmen de
la tesis definimos una versién discreta del espacio de Schwartz, y un conjunto de clases de
simbolos X (Z") los cuales nos permite establecer el teorema de expansién asintética 2.5.3

para el caso de los operadores pseudo-diferenciales en Z", corazén del calculo simbélico.



RESUMEN

En esta tesis desarrollamos los fundamentos necesarios para tener un calculo simbélico dis-
creto y hallamos estimativos LP(Z"). Se usan teoremas de interpolacién compleja y algunos
resultados de la teoria de la medida para obtener dichos estimativos LP(Z"). La compaci-
dad de estos operadores también es tratada. El estudio de la continuidad tipo—(p, ¢) de los

operadores lineales en Z™ enmarca uno de los resultados mas relevantes de la investigacién.

En la tesis se demuestra una gran variedad de resultados de entre los cuales los teoremas
principales son los teoremas 2.3.2 y 2.5.3 pues dan una muestra de que la teoria de los
operadores pseudo—diferenciales en Z" tiene su propia identidad y que estd lejos de ser

tan sélo una adaptacién de la teoria del caso real.



Capitulo 1

Operadores pseudo—diferenciales

en R"

En este capitulo presentaremos los resultados basicos en la direccién de los estimati-
vos LP para los operadores pseudo—diferenciales en R™ con el objetivo de dar al lec-
tor una breve introduccién al tema. Un estudio detallado de la teoria de los operadores
pseudo—diferenciales en R™ puede iniciarse con la lectura de [8], [9], y [11]. El espacio R"
no es el unico donde puede hacerse teoria de operadores pseudo—diferenciales, mas atn,
es posible extender esta teoria a variedades diferenciales compactas reales, o méas gene-
ralmente a grupos compactos de Lie. El texto de los profesores Ruzhansky y Turunen [8]
puede consultarse para conocer la teoria sobre este tipo de operadores.

El andlisis de Fourier serd nuestro punto de partida puesto que el concepto de operador
pseudo—diferencial esta inspirado en la representacion en forma integral de funciones en

el espacio de Schwartz por medio de la transformada de Fourier.

Definicién 1.0.1. Sea f € L'(R") una funcién integrable. La transformada de Fourier

de f se define como
Farf (€)= | fa)e " .

El operador transformada de Fourier tiene las siguientes propiedades generales:

» Tgn(af + Bg) = aFgn f + BIrng donde f,g € L}(R?) y a, B € C.
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n ([T flloo < (1Sl
= lim|¢|—oc TR f(§) = 0 (Rieman — Lebesgue.)

» Si f,g€ LY(R"), y f*g(z) = Jzn F(y)g(x — y)dy es el producto convolucién de las
funciones f y g, entonces Fgn (f * g)(&§) = Frn (&) Trng(&).

Para un estudio detallado del andlisis de Fourier real ver [10].

Definiciéon 1.0.2. Sea n € N, n # 0. Llamamos mutiindice n—dimensional a cada uno
de los elementos del conjunto N"™. Sean o = (a1, a2, ..., ), B = (b1, ..., Bn) multiindices,

f una funcion escalar sobre R, y x = (x1, 2, ..., x,) € R™. Entonces

o] = a1 + ... + ay,.

Qn

Y =t

0° f(x) = 051 052...00" f ()

Decimos que o < 3 si y sélo si a; < B; parai=1,2,..n.

Definicién 1.0.3. El espacio de Schwartz S(R™) es el conjunto de todas la funciones

f € C®(R"™) tales que para todo (a, ) € N™ x N se tiene que
supgern|T0° f(2)| = pas < 0.

El espacio de Schwartz posee interesantes propiedades topoldgicas que establecemos con

los siguientes dos teoremas:

Teorema 1.0.1. Sean f € C*°(R"™) una funcion, y (o, 5) € N* x N™. Entonces

supzern|t20° f(2)| = pa,p(f)

es una seminorma. Mds aun, la topologia inducida por el conjunto de seminormas

{Pap : (a,8) € N* x N}

es metrizable y completa, y por tanto S(R™) es un espacio de Fréchet.
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Demostracion. Para una prueba completa ver [4]. A continuacién damos un esbozo de la

demostracién. Sean f € C°°(R") una funcién, y («, 8) € N x N". Es claro que

SUPzeR" |xaaﬁf(x)| = pa,,@(f)

es una seminorma. Ahora, puesto que el conjunto de seminormas

{pap: (a, ) € N* x N}

es numerable se concluye que S(R"™) es un espacio multinormado por una cantidad nume-

rable de seminormas y por lo tanto es un espacio de Fréchet. O

Teorema 1.0.2. Sea 1 < p < oco. Entonces S(R™) es un espacio de Fréchet denso en
LP(R™).

Demostracion. Es suficiente con probar que el espacio de las funciones infinitamente di-
ferenciables con soporte compacto C2°(R™) es denso en LP(R™). Para esto denotemos por
||l.|| la norma Euclidiana en R™, y consideremos para cada € > 0 la funcién definida por:
k(x) = ezp(—ﬁ) si|l|z|| < ey k(z) =0si ||z|| > e. Tomemos la funcién infinitamente

diferenciable y con soporte compacto

_ k(=)
Yel@) = Jn E(z)dx

Ahora, para f € C.(R™) una funcién continua con soporte compacto y 0 < € < 1, sea
fe(@) = f *te.
Esta funcién es infinitamente diferenciable y supp(f.) C B¢ donde
B = {z:Vy € supp(f)|z -yl > 2}.

Después de un cambio de variable adecuado se tiene que fe(z) = [po f(z — 2)tbe(2)dz y

por consiguiente

f@)~ fulo) = [ U@ = a2

Puesto que f es uniformemente continua se tiene que para cada r > 0 existe 6 > 0 tal que

[f (@) = fe(z)| = I/ < (f(z) = f(z = 2))¢e(2)dz <7 - Ye(2)dz =7
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siempre y cuando € < J. Esto dice que h’r% fe(z) = f(x) uniformemente. Para ¢ < 0 se
€E—>

tiene que
[ 15@) = f@lde = [ (@) - gl < M0

para algin M > 0. Esto ultimo dice que fo — f en LP(R"™), y por tanto C.(R"™) es
denso en LP(R™). Por tltimo, C2°(R™) es denso en C.(R") y esto implica que es denso en
LP(R™). O

El espacio de Schwartz es un espacio estable bajo la accién de la transformada de Fourier.

El siguiente teorema expresa formalmente esta afirmacion.

Teorema 1.0.3. La transformada de Fourier aplica el espacio de Schwartz en él mismo
y su inversa estd dada por Fpr (x) = fR" f(&)e* Ly,

Para una demostracién ver [4] y [10].

A continuacién motivamos la definicién de operador pseudo—diferencial.

Un operador diferencial lineal tiene la forma

P(z,D) = Z aq(z)D?,
la|<m
donde los coeficientes a, son funciones definidas sobre R™ y « es un multi-indice. Sea ¢

una funcién en el espacio de Schwartz, entonces tenemos que

(P(x,D))(w) = ) aa(z)(D*¢)(x)

laj<m

= Y aa(2)Fgn Frn (D¢)(x)

la|<m

= Y @) TR (T ()

|a|<m

> aalo) [ e

n

|laj<m

_ / (37 an (@) ) Fano()d

laj<m

_ / XL P (g, €)Fgn(€)dE

n
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donde P(z,§) = > jaj<m @a(®)” es lo que se denomina el simbolo del operador dife-
rencial. Inspirados en esta interesante observacién, llegamos a la definicién de operador

pseudo—diferencial.

Definicion 1.0.4. Sea p una funcion medible en R™ x R™ tal que el operador

(Ty6) () = / T (1 €) T §(€)de

n

estd bien definido sobre S(R™). T}, es el operador pseudo-diferencial definido por el simbolo

p-

Se quiere determinar que condiciones deben imponerse sobre la funcién p para tener una
“buena” teoria de los operadores correspondientes. En particular se desea que las clases
a definirse contengan los simbolos necesarios para el estudio de la invertibilidad de cier-
tos operadores diferenciales. Los estimativos LP para los operadores pseudo—diferenciales
juegan un papel preponderante en el estudio de la regularidad de las soluciones de una

ecuacion diferencial.

Definicién 1.0.5 (Clases de Hormander). Sean 0 < 6 < p < 1, y m € R. Entonces la
clase de Hormander S;”(; es el conjunto de todas la funciones p(z,&) : R™ x R™ — C de

clase C*° que satisfacen
IDIDEp(,€)] < Copn (&)™,

para todo (o, ) € N", donde (§) = (1+ H§H2)% es la notacion japonesa introducida en [2].

En adelante, al escribir P(x, D) € OpS/% nos referiremos al operador pseudo-diferencial
definido por un simbolo p(z,&) € ;’}5, y diremos que el simbolo y el operador corres-
pondiente son de orden m. Enunciaremos los teoremas bésicos de la teoria de operadores
pseudo—diferenciales cuyas pruebas pueden encontrarse en [8]. La primera virtud de la
que gozan las clases de simblos SZ,% es que sus correspondientes operadores tienen a S(R™)

como espacio invariante, lo cual se establece en el siguiente teorema.Para una prueba ver
[8].
Teorema 1.0.4. Sean 0 <6 < p <1, (6 <1)ymeR. Sipe S;% entonces T), aplica
S(R™) en S(R™).

13



El teorema 1.0.4 nos permite hablar de composiciéon de operadores pseudo—diferenciales

con simbolo en Sg%. La composicion de estos operadores resulta ser de nuevo un operador
k)

pseudo—diferencial. El enunciado formal de esta aseveracion es uno de los teoremas maés

importantes, el teorema de la expansién asintética.

Teorema 1.0.5 (Expansién Asintética). Sean 0 <6 < p <1, p1 € )% yps € ST dados.

Entonces existe un simbolo C € S;nngmQ tal que Ty, o Ty, = T.. Mds ain,

iled

C(2,6) = Y —Depi(w,§) Dipa(a,§) € 55 0=
jaj<N

para todo N € N. Esto ultimo se escribe como

il

Cla,€) ~ Y - DEp1(,€) Dipa(x. €),

«

es decir, C es asintoticamente igual a la expansion del lado derecho.

El problema del operador adjunto de un operador P(z, D) € Opsg}5 también es abordado

y se tiene el siguiente teorema:

Teorema 1.0.6 (Operador Adjunto). Sea p € S;”é con 0 <9 < p < 1. Entonces existe un
simbolo p* € S5 tal que (P(z, D))" = P*(z, D). Mds ain se tiene la siguiente expansion
asintotica

'Oé|

\
p*(xag) ~ Z %D?p(xvé)

es decir,
il

* 1 le% m— —5N
@)~ Y Dep(8) e Sy
la|l<N

para todo N € N.

La busqueda de los estimativos LP, es decir, de condiciones suficientes a imponerse sobre el
simbolo de tal forma que su correspondiente operador sea continuo de LP(R™) en LP(R")
tiene como uno de sus frutos el siguiente resultado que impone condiciones sobre el orden

del simbolo.
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Teorema 1.0.7. Sean Q(z,D) € OpS)s, p > 0,1 < p < o0 ym < —n+pn—1).

Entonces
Q(z,D) : LP(R") — LP(R")

es continuo.
Uno de los teoremas mas elegantes es el estimativo L?. Presentaremos la prueba de

Hormander con el objetivo de mostar al lector un rasgo de la belleza y el espiritu del

calculo pseudo—diferencial.

Teorema 1.0.8. Sean 0 <J < p <1y P(x,D) € OpSgé. Entonces
P(z,D) : L*(R") — L*(R")
es continuo.

Demostracion. Sean P(x, D) € Op5’275 y0 <0 < p<1. Entonces (P(z,D))* € OpSg’a por
el teorema 1.0.6, y (P(z,D))*P(z,D) € OpSg(; con sfmbolo principal |p(z,€)|? en virtud
del teorema 1.0.5. Por lo tanto existe una constante C' tal que |p(x,&)[? < C. La funcién
q(z,8) = /C —p(x,€) estd bien definida y es de orden cero. Sea Q(z, D) su operador

correspondiente. Entonces
Q'Q=C—-P'P+R

donde R € OpSp_’g(p_é) por 1.0.5. Ahora,
1Q(z, D) fII72 = (Q*Q(, D) f, f)

= C||f|72 — |P(z, D)f|32 + (R(z,D)f, f) < C||fl}2 + (R(z, D) f, f),

asi que al probar la continuidad L? del operador R(x, D) habremos terminado la prueba.
. * « —2(p—9

Se tiene que ||R(z, D)f|3, < M||R*R(x, D)f||3.|/f||7. donde R*R(x,D) € OpSp’é(p ),

De manera inductiva puede concluirse que para algin operador J de orden menor que

—n + p(n — 1) se tiene que
IR(z, D)f||72 < M||J(x, D) [l
El teorema 1.0.7 nos permite entonces terminar la prueba. ]
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Capitulo 2

Operadores pseudo—diferenciales

en Z"

El concepto de operador pseudo — diferencial en Z fué introducido en 2009 por Shah-
la Molahajloo como parte de su tesis doctoral bajo la direccién del profesor Man Wah
Wong en un articulo donde muestra algunos estimativos LP, ver [3]. En 2011 el profesor
M.W. Wong publica su libro Fourier Discrete Analysis [12] en el cual sugiere las teorias
de senales y wavelets como motivos practicos para desarrollar el estudio de los operado-
res pseudo—diferenciales en Z". Pues bien, en este capitulo desarrollaremos los aspectos
bésicos de la naciente teoria de operadores pseudo—diferenciales en Z". La primera par-
te, cuyos teoremas principales son los teoremas 2.3.1 y 2.3.2, estd basada en el articulo
LP — Estimates for Pseudo — Dif ferential Operators on Z" publicado por el autor
en 2011. Primero introduciremos el andlisis de Fourier en grupos abelianos localmente
compactos, luego usaremos teoremas de interpolacion compleja y algunos resultados de la
teorfa de la medida para obtener estimativos LP(Z™). Estudiaremos la relacién existente
entre los operadores de tipo (p, q)—débil y los operadores continuos. Hacia la parte final
definiremos clases adecuadas de simbolos que permiten hacer el cdlculo simbdlico funda-
mentado en el teorema 2.5.3. El problema de hallar el operador adjunto de uno de nuestros

operadores es resuelto al final del capitulo.
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2.1. Analisis de Fourier en Grupos ALC y La Definicién de

Operador Pseudo-Diferencial en Z"

Iniciamos por precisar el concepto de transformada de Fourier para el caso de los grupos
abelianos localmente compactos y enunciamos los teoremas de esta teoria que nos seran
de utilidad. Enunciaremos algunos de los pilares fundamentales del anélisis de Fourier en

grupos. Para un estudio detallado se puede consultar [6].

Definicién 2.1.1. Sea G un grupo abeliano localmente compacto (ALC), es decir, dotado
de una topologia localmente compacta que hace que las operacidnes suma (r,y) — = +y

1

e inversion x — x~ - sean continuas. Una funcion compleja v es llamada un caracter si

satisface las condiciones:

1. |y(z)| =1 para todo x € G.

2. v(x +vy) =v(x)v(y) para todo z,y € G.

El grupo dual de G es el conjunto I' de los caracteres continuos dotado de la operacion
(71 +7)(z) = v(x)r(x), z € G; 71,72 € I', y con la topologia inducida por la base de
abiertos de la forma

N(K,r)={y:v(z) € UVx € K}

donder >0,U, ={z€C:|l—-2z| <r}yK CG compacto. Esta topologia resulta ser la

topologid compacto-abierta de la convergencia uniforme sobre compactos.

Teorema 2.1.1. El grupo dual de la suma directa de una familia finita de grupos ALC' es

la suma directa de los correspondientes grupos duales.

Teorema 2.1.2. El grupo dual de R es R.

Demostracion. Supongase que vy € I' es un elemento del grupo dual de R. Entonces existe
una funcién continua f tal que (z,7) = /() y para todo z,y € Rse tiene que f(z +7y) =
f@)+ f(y)+27k(z,y) donde k(z,y) es una funcién continua cuya rango esta contenido en
el conjunto de los nimeros enteros. Es claro que k es constante y que f(0) = nf(0)+k(0,0)
para todo n € N. Por lo tanto f(0) =0y K = 0. Ahora, f(\z) = Af(x) para todo A € N.

Esto puede extenderse para A € Q y en virtud de la continuidad de f podemos concluir que
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es una funcién lineal definida en todo R y que por tanto existe m € R tal que f(x) = ma.

Se evidencia que el grupo dual de R puede ser identificado con R. ]

Teorema 2.1.3. Sea o > 0. Entonces el grupo dual de oZ = {az : z € Z} es 2T = [=Z, Z].

e

Identificamos —m /o ~ /.

Demostracion. Sea ~y un caracter en el dual de aZ. Entonces, para cada az € aZ se tiene
que y(az) = [y(a)]? = [¢*P]?. Es decir que el caracter estd determinado por su valor en

a. Puesto que el conjunto de los diferentes valores complejos de () es el conjunto

I}

i -
(e e,

Q\ﬁ

Se concluye que el dual de aZ puede ser identificado con T [=F, Z]. Identificamos
—7r/a T/ O

Corolario 2.1.1. FEl grupo dual de R™ es R™, y el grupo dual de Z™ es T™.

Teorema 2.1.4. Sobre todo grupo abeliano localmente compacto (ALC) existe una unica
medida reqular no negativa invariante bajo traslaciones y no nula. Esta medida es llamada

medida de Haar.

Procedemos a establecer la definicién de transformada de Fourier en grupos.

Definicién 2.1.2. Sea i la medida de Haar en el grupo ALC G. Denotamos por L' (G) al
conjunto de funciones f : G — C tales que [, | fldp < co. Acordamos escribir (x,7) = ()
para x € G yy € T. Para cada f € L'(G) la transformada de Fourier de f es la funcién
definida por

Faf(v) = Jo f(@)(—z,7)dx v €T.

De acuerdo a esta definicién y al teorema 2.1.3, la transformada de Fourier de una funcion

f € LY(Z") se calcula como

?Zn Z f _lye, 9 6 T?’L
yeZ"
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En [6] se prueba que el teorema de inversién de Fourier y el teorema de Plancherel también
son validos para el caso de los grupos Z" y T™. De ahora en adelante denotaremos la medida
1

de Haar sobre el toro T" = [—7, 7™ por pu = W/\’ donde A es la medida de Lebesgue.

Definicién 2.1.3. El espacio de Schwartz A(Z™) es el conjunto de funciones f : 72" — C
tales que para todo M > 0 se tiene que (x)M f € LY(Z") donde (x) = (1 + Hx\|2)% para
cada x € Z", y ||.|| representa la usual norma Euclidiana. Es decir que
AZ™ = () &) ML (zZ).
0<M
Definicién 2.1.4. Sea 0 : Z" x T" — C una funcién medible y consideremos f € A(Z").
Se define el operador T, como
(Tuf)@) = [ ow6)(F2 1) (O dutt)

La funcion o es llamada el simbolo del operador pseudo— diferencial.

La definicién del espacio de funciones A(Z") serd de gran utilidad cuando abordemos
el problema del cédlculo simbdlico para los operadores pseudo—diferenciales en Z™. Se
mostrard en secciones posteriores que este espacio jugard un papel andlogo al espacio
de Schwartz en R™. Entre otras cosas, el espacio A(Z") es denso en L!'(Z") puesto que
contiene todas las funciones de soporte compacto, o finito este caso. Puede verse que si

g € S(R™) entonces la funcién definida en Z™ por f = g|z» pertenece a A(Z").

2.2. Continuidad L?

En esta seccién estudiaremos condiciones suficientes para la continuidad LP(Z"™) de estos
operadores, es decir, estudiaremos los correspondientes estimativos LP. Iniciamos con un
lema que muestra los operadores pseudo-diferenciales en Z™ como operadores integrales,

lo cual sera utilizado de forma permanente en este capitulo.

Lema 2.2.1. Sean f € A(Z") y o : Z" x T" — C tal que o(x,.) € L*(T") para cada
x € Z" fijo. Entonces

7,5 = 3 ([ ot o) auo)) ).

yeL™
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Demostracion. Sea o una funcién definida como en el lema. Si f € A(Z") entonces
> [ low o)1 )dn(0) < .
yeL™
Los teoremas de Tonelli y Fubini nos permiten aseverar que
0= [ (X oo ) aue) = 3 ([ ot au) 1w
" yeL™ yeL™ "

O]

El siguiente resultado establece condiciones suficientes sobre el nicleo de un operador
lineal definido sobre un subespacio denso de L'(Z") de tal forma que el operador pueda

verse como un operador pseudo—diferencial.

Teorema 2.2.1. Sea T un operador lineal definido sobre un subespacio denso de L'(Z")
y con valores en el espacio B = {f : Z" — C}. Si existe una funcion K : Z" x Z" — C tal

que para cada x € Z™ se tiene que
(K (2,9))yezn € LNZ") y Tf(z) = Y K(x,y)f
yezr

entonces T es un operador pseudo— diferencial.

Demostracion. Sea T un operador lineal que satisface las hipotesis del teorema. Definamos

Z K(z,2) ¢*=2)9 En virtud del lema 2.2.1 se tiene que
zEL™

=3 ([ ot o) au0)) 56

yEeL™
-y / S K2 dp0)) 1 ).
yeL™ zZEL™

Si aplicamos el teorema de Tonelli y las hipétesis sobre el niicleo, entonces podemos escribir

= < > K2 / “Z—y)eduw))f(y)

yezn - 2eZn
=Y K(z,y)f(y) = Tf(x).
yeL™
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Observacién 2.2.1. En particular, si un operador lineal tiene micleo K € L*(Z" x 7"),
entonces es un operador pseudo—diferencial. El teorema 2.2.1 muestra que la clase de

operadores pseudo— diferenciales es amplia dentro de la clase de operadores lineales en Z™.

Enunciamos el teorema de interpolacion compleja de Riesz—Torin que nos sera de utilidad

para probar algunos estimativos LP.

Teorema 2.2.2 (Riesz-Thorin). Sean X,Y espacios de medida con medidas o— finitas.
Sean pj, q;, j = 0,1, exponentes en el intervalo [1,00] tales que pg < p1. Sea T' un operador
lineal definido, por lo menos, de un subconjunto de funciones L'(X) en el conjunto de

funciones medibles sobre Y y que satisface

1T fllpe < Ml fllzes-

Si definimos py y q¢ del tal forma que

1 1—1¢ t

— + —

Dt Po b1
Y

1 1—1¢ t

JRE— —+

4t do Q1
Entonces T puede extenderse a un operador continuo de LP* en L% mds aun,

”TfHth < Mt”f”LPt
donde M; < Molfth,

Lema 2.2.2 (Schur). Sean X,Y espacios de medida con medidas o— finitas, y
K : M x N — C una funcion medible tal que

0 < supy [y |K(z,y)|dy < oo y 0 < supy [y |K(x,y)|dr < oo.

Si T es el operador lineal definido por T f(y) = [ K(x,y)f(x)dx entonces T se extiende
a un operador continuo de LP(X) en LP(X) para todo 1 < p < co.
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Demostracion. Sean X,Y espacios de medida, K : M x N — C, y T como en el enunciado.
Probaremos que T es continuo de LY(Y) en L'(Y), y de L>®(Y) en L*°(Y). En primer
lugar, para f € L>(Y) se tiene que

Tf(y)) < /X K. y)ldosup | £(2)] < M| fll=0:

para algin M > 0, esto dice que T es continuo de L*(Y) en L>*(Y). De otro lado, para
f € L'(y) se tiene que

| rswlay < [ ([ K@ wls@dc)ay,
usando el teorema de Tonelli podemos escribir
Jrstay < [ iran( [ i)z < cisis.

para algin C > 0. En virtud del teorema de Riesz—Thorin concluimos que T se extiende

a un operador continuo de LP(X) en LP(X) para todo 1 < p < oo. O

Teorema 2.2.3 ([5] Rodriguez C.A.). Sea 0 € L}*(Z" x T"). Si1 <p<2y % + % =1,
entonces
T, : LP(Z") — LY(Z")

es un operador continuo.

Demostracion. Sea o € L?>(Z™ x T™). Usando la desigualdad de Hélder se tiene que
[ ot.ovane < ([ lote.oaue)’ =
para algun M > 0. Lo que implica que
T, : LYZ") — L>=(Z")
es continuo. En efecto, si f € A(Z") entonces
T, f(2)) < /T o, 0)[132 S O)|dp(0) < MILfl 11z
De otro lado, tenemos que

T t@) < ([ lotwo)Pau@)( [ 172 10)Pan0))
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en virtud de la desigualdad de Holder. La identidad de Plancherel nos permite concluir

que

Z T, f(2)]* < HO'H%Q(Z”X'E")HfH%Q(Z”)'

H<YAl
Esto demuestra que T, : L?(Z") — L?*(Z") es continuo. Ahora, si 1 < p < 2, y ¢ satisface

que %—I—é = 1, entonces T, : LP(Z™) — L(Z™) es continuo como consecuencia del teorema
de Riesz — Thorin. O

Con el objetivo de enunciar el siguiente teorema introducimos un poco de notacién. Sea
(v,y) € Z" x Z™ dado. Denotamos Zg = {z € Z" : [[;x; # 0} y Dy = {i : 7 # yi}-

Definimos el multiindice v, ) = (’y(lw )7 'y& y)) donde la i — componente esta definida

i 0 si ZED(Cy)
Vow) = |
972 siie Dy,

Definimos M = {(yy) : (z,y) € Z" x Z"}.

por

Definicion 2.2.1. Sea o un simbolo, y o un multiindice. Diremos que 0%c existe si

0" 0"

%U(CE, (517 ceey 5j—177ra ceey Bn)) = %0(1” (ﬂl? "'75j—17 -, 7/871))

conr; <oy, |Bn| ST, x eyl < j<n.

Teorema 2.2.4 ([5] Rodriguez C.A.). Sea o un simbolo tal que 3o (x,0) existe para todo
multi indice v € M y todo x € Z™. T, es un operador acotado de LP(Z™) en LP(Z™) para
todo 1 < p < 00, st existen constantes My > 0, My < 1, y Ms > 0 tales que las siguientes

condiciones se satisfacen:

i | Jgn 0(x,0)du(0)] < My, para todo x € Z".

| Jpn OV o (z,0)e=0dpu(9)| < CHieD(yyo) lys| M2 siempre que |y| > Ms.

Demostracion. Sean o un simbolo que satisface las condiciones del teorema, y f € A(Z").
Se probard que T, es acotado de LP(Z™) en para 1 < p < oo. Para = € Z" fijo sea
F,(y,0) = f(y)o(z,0)e®¥? Entonces

/ZF?J )dp(6).

yezZm
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Puesto que o(z,.) es continuo para todo x € Z™ se tiene que
L X P )laute) = | 1ot 0)ldue) ¥ 17wl < oo
yezn yezn
El teorema de Tonelli permite afirmar que
Tof)@) = 3 ([ a0 du6) 1),
yeL™

Por lo tanto el kernel de T, estda dado por

K(z,y) = / o, 0)e du(6).

Usando integracién por partes sucesivamente, para z # y, se tiene que
1

K@y) = g2 f, 0o ) du(b), (21)
JED @y TP T
esto implica que
1 )
K (z,y)| < K (z,2)| + | — | Oewo(x,0)e"" TV du(0)]
yezn oy HjeD(z " (zj —y;)? Jrn
1
<i]}((x x)]%—(7-+ ZE: TT‘(“a‘jgg < 00,
1€Z8,|1|>Ms

si se hace el cambio de variables | = ¢ — y y se toma

1 .
C = Z T Nea-ng(z,0)e Y du(d).
lezg fij<ms Lt T

De la misma forma se concluye que

> K (z,y)| < .

TEL™

El lema de Schur permite concluir la prueba.

O]

Observacién 2.2.2. Molahajloo probs en [3] (teorema 3.2 ) que la existencia de una

funcién w € LY(Z) tal que
[Fsro(z,y)| < Cllw(y)l; =y € Z.

es una condicion suficiente para asegurar la continuidad LP(Z) para todo 1 < p < oo.
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2.3. Operadores tipo débil (p,q) v.s. Continuidad

Dedicaremos esta secciéon a probar que bajo ciertas condiciones un operador de tipo
(p, q)—débil definido en LP(Z™) es continuo de LP(Z™) en LP(Z™). Para ello introducimos

en primera instancia el concepto de operador de tipo (p, q)—débil.

Definicién 2.3.1. Sean (X, pu) y (Y,v) espacios de medida y T un operador definido de
LP(X, ) en el espacio de las funciones medibles de Y en C. Decimos que T es de tipo
débil (p,q) o (p,q)—débil, para q < 0o, si

Wty e 111 > Ay < (Sl

Andlogamente decimos que T es de tipo fuerte (p,q) si T es continuo de LP(X) en LI(Y).

Puede probarse facilmente que todo operador lineal de tipo fuerte (p,q) es de tipo débil
(p,q). Por otro lado la afirmacién reciproca no es cierta en general, lo cual justifica el

término ”débil”, en efecto, la funcién maximal de Hardy—Littlewood definida por

M) = Supr>0‘Bl /B o —y)ldy

donde f € L} (R™) y |B,| denota la medida de Lebesgue de la bola Euclidiana de radio
r centrada en el origen, es un importante ejemplo de un operador sublineal de tipo débil
(1,1) que no es de tipo fuerte (1,1). Para una demostracién de este hecho ver [1], donde

el lector también encontrard una prueba del siguiente lema:

Lema 2.3.1. Sean (X, u) un espacio de medida, f : X — C un a funcion medible, y

¢ :10,00) = [0,00] una funcion diferenciable, creciente y tal que ¢(0) = 0. Definase

a(N) = pfe € X : |f(2)] > A}.

FEntonces

[ ss@hdi= [~ Wagas
X 0

Este lema nos permite obtener el primer resultado de esta seccién.
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Teorema 2.3.1 ([5] Rodriguez C.A.). Sea T un operador lineal definido en LP(Z") y
con valores en el espacio de funciones f : Z'" — C. Si T es un operador (p,q)—débil y
p>q>1, entonces

T:LP(Z") — LP(Z™)

es continuo.

Demostracion. Sean p > q > 1, y T un operador (p, q)—débil. Entonces
19 Zn . T )\ < C”f”LP(Z”) q
{yeZm: |Tfy)> A < (C—F5—

para todo A > 0 y algin C' > 0. Sea f € LP(Z") una funcién tal que ||f|lzrzn) = 1.

Haciendo ¢(A) = AP en el lema 2.3.1 se tiene que
Ty = [ 9l €27 (T > Atay

2C _

20\P—4
Squ/ /\p_q_ld)\:pC‘I&.
0 pP—q

Por lo tanto, si || f||zr(zn) # 0 entonces HT(W)H% < pcq%’ esto implica que

20)P~ 1\
BN fll o

1T oy < (pC7

O]

Observacion 2.3.1. El teorema 2.3.1 no es cierto en general, de hecho en el caso real si

o(x,&) se define por

si 0<|z|<1,0<¢6<1

1
\/mé-a

o(z,€) = ;%4%7 st lz] > 1,]¢] > 1
0, en otro caso

y st consideramos
1 s1 0<x<1
fz) = .
0 si ze€]0,1)°

[1ti@par= [ | [ ot feptear =

26
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/ 1 ‘/1 7€ (] 'f)dgfd / 1 <) 1d§ ‘4
_ ell‘ _e—’b x+ ’/ Zl‘ —’L _ ‘ .
o<fe|<1 [z[ 1 Jo 1<fa 1 J1cigl &

Algunos cdlculos muestran que la primera integral diverge, y que por tanto T, mo aplica
L*(R) en L*(R), sinembargo T, : L*>(R) — L%(R) es continuo porque

171y < Wl [ (1ot 0ae) ar]

y la dltima integral es convergente.

Como consecuencia del teorema 2.3.1 obtenemos el siguiente estimativo:

Corolario 2.3.1. Sea 2 < p < oo dado. Si o cumple que

(/n ol, g)ei(w—y)ﬁd#(g))(x Y)EZN X TN € LUZ" x Z7)

donde % + % =1, entonces Ty : LP(Z"™) — LP(Z") es continuo.

Demostracion. Sea 2 < p < 0o, y q tal que % + % =1.Si f € A(Z"), entonces

T, i@) =1 Y ( / O du()) F(y)]"

YyeLn
cilz—)0
(gzjn\/ au(0)[17w)])’
(gzjn\/ D (0)10) 714

en virtud de la desigualdad de Holder. De aqui que

7o || a(zny < M| fl| Lo zn)

para algun M > 0. Puesto que A(Z") es denso en LP(Z"), T,, puede extenderse continua-

mente a todo LP(Z"). El teorema 2.3.1 nos permite concluir la prueba. t

Teorema 2.3.2 ([5] Rodriguez C.A.). Sea T' un operador lineal definido de LP(Z™) en el
espacio de funciones complejas con dominio en Z™. Si T es un operador (p,q)-débil para
q > 1, entonces

T:LP(Z") — L"(Z"™)

es acotado para todo r > q + 1.
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Demostracion. Sean f € LP(Z™), r > g+ 1, y T un operador lineal (p, ¢)-débil. Entonces

para cada k € N, tenemos que
He e Z™: |(Tf)(x)] > WHL#} < Ck1, para algin C > 0.
Consideremos dos casos: si C' < 1 entonces, para k > 2
o e zn: Mwen < () (@) < My < ope

, I long S
S (T \<ch;q( ey = Wl X iy

TEL™

En el caso en que 1 < C, Wz € Z" : || f|[1p(zn) < [(Tf)(z)] < ZC%HfHLp(Zn)} < C porque
1
Hz € 2" : 2C 4| fl po(zny < (T F)(@)[} = 0.

Por lo tanto, Y |(Tf)( HT<:CWpr<QCT }: )
CEGZ"
La teoria de series nos lleva a la conclusion de la prueba puesto que r > q+ 1. O

Una modificacion en las hipotesis del teorema 2.3.2 nos permite obtener el siguiente resul-

tado:

Teorema 2.3.3. Siq>1, y T es un operador lineal tal que

Mloen < gy < M@y < oo — -1y

para k € Z mayor que 2, entonces T : LP(Z™) — L"(Z™) es continuo para todo r > q.

HeeZ:

Demostracion. La prueba de este teorema es similar a la del teorema 2.3.2. Sean ¢ > 1,y

T un operador lineal tal que

ow e zr M@ gy < Wleeny ooy

k k—1 -
Entonces
o0 » q 1
S Tn@r < 3 et - - 0n (e < agpp, Z o
TEeEL™ k=2

para alguna constante M positiva. La teoria de series nos lleva a la conclusién de la

prueba. O
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2.4. Condiciones necesarias para continuidad y la compaci-
dad

En esta seccién presentamos algunas condiciones necesarias para la continuidad LP de un
operador pseudo—diferencial en Z". De igual forma se probard un teorema respecto de la
compacidad de un operador lineal. Iniciamos con la definiciéon del operador diferencias en
Z" el cual toma el papel de un operador diferencial en R™. Probaremos que este operador

resulta ser pseudo—diferencial.

Definicién 2.4.1. Sea f : Z" — C una funcion, e; = (0,...,1,0,...,0) el vector de R"
cuya coordenada no nula es 1 y estd en la posicion j—ésima. Sea k = (k;)1<i<n € Z". Se

define el operador de diferencias por
Ay f(z) = [z +ej) = f(a).
En general, para un multiindice dado o se define
A% = AZL.LATT
Lema 2.4.1 ([5] Rodriguez C.A.). El simbolo del operador diferencias A% en Z es
o(z,0) = (e —1)°,

donde x € Z,0 € T, y « € N. Mds aun, sib:7Z — C es una funcion sumable tenemos la

formula

/ (6 1) (Fzab) (0)e " du(0) = Ab(a)

Demostracion. Sean b : Z — C una funcién sumable y k € N dado. Si ¢(z) = b(x + k),
entonces (Fznc)(0) = e (Fznb)(0). En efecto, puesto que

ol

A“b(z) = l;(—na—k(a_kwb(x + k)
tenemos que
a a—k al iko
(Fzn A%B)(6) = (k;(—n CETO )S"an(é)
= (e — 1)F2.b(8).
La férmula de inversion de Fourier nos permite concluir. O
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Teorema 2.4.1 ([5] Rodriguez C.A.). Si Ty, : LP(Z™) — L"(Z") es continuo entonces

( / na(:c,@)ei(x_y)gdu(e)) e L"(Z")

TEL™

para todo y € Z".

Demostracion. Sea y € Z". Consideremos la funcién f, € LP(Z") definida por fy(z) =1

siz=y,y fy(x) =0siz #y. Entonces

Tty 0 = | [ ol o) e duo))
La hipétesis de continuidad nos lleva a la conclusién de la prueba. ]

Teorema 2.4.2 ([5] Rodriguez C.A.). Seane > 0, ym € N dados. SiT : LP(Z"™) — L"(Z"™)

es un operador compacto entonces existe una funcion f : Z" — C tal que ||Tf| przn) < €

y tal que || fllLp(zn) = 2m.
Demostracion. Sean € > 0, m € N dados. Para cada k € N denotemos
CF ={ieN:m(k—1) <i<mk},

y definamos la funcién g¥, : Z — C como gF,(n) = 1 siempre y cuando n € C% |y g¥ (n) =0
en cualquier otro caso. Ahora, consideremos la sucesién ( f,’%)kezn donde fﬁl : 2" — C
esté definida por f¥ (I1,...,1,) = gk (I1) si (I1, ..., 1,) € CF x {0} x ... x {0}, y cero en otro
caso. La hipdtesis de compacidad implica la existencia de una subsucesion (kp)neny C N

tal que
|Tfkr — T fh |l 1r(zn) < €, donde r,s > M.

Por tltimo, escojamos f = frm — ff{”“, entonces || f|lrzny = 2m y | To fllzrzny <e. O

2.5. Expansion asintética

Esta seccién estd dedicada a construir una version discreta del teorema de expansion

asintética para el caso real. Podemos pensar en definir clases de simbolos S;”(;(Z") de
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manera andloga a las clases S;)”&(R”). Tal definicién no resulta ser tan directa debido a

que el grupo dual de Z" es compacto, veamos esto: supongamos que definimos
SIS(E") = {0 ¢ [DPA%(2,0)] < Co o) P11,
Si o € S)'5(Z") entonces

’DﬁAaU(iﬂ, 0)| < Ca’ﬁya<9>m—p\a|+ﬂ|a| < (gerfl,i)fﬂ<9>>m_lCa757‘7<9>l_p‘a|+ﬂla|
para toda pareja de multi-indices («, 3). Esto dice que o € SL’(;(Z”), y que por tanto todas
estas clases son iguales. En el caso real, las clases de Hormander fueron inspiradas por el
simbolo del operador diferencial presente en la ecuacién del calor. En nuestro caso tenemos
que el simbolo del operador diferencias en el caso particular de Z es a(z,0) = e? — 1.
Este operador aplica LP(Z™) en LP(Z"™) de manera continua para todo p > 1, asi que
en este sentido no hay nada mas que investigar sobre estos simbolos. Sinembargo, una
ligera adaptacion de una clase de las llamadas ” funciones test” usadas en la teoria de los

espacios de Sobolev en R”™ nos servird como inspiraciéon. De hecho la funcién definida por

-1
(x)menr@o s 0< 0] <1
0, si 1< <

¢m(x7§) = {

donde m € R, y h(z,0) = cos(mw/(x)) — cos(0m/(x)), tiene las siguientes propiedades:

[i] |pm (z,0)| < M{x)™ sobre Z x T, para alguna constante M > 0.

[id] [ dm (2, 0)edp(0) = = [1 Of dm(x,0)e™ dp(9) para todo r € Z diferente de 0,

yx €.

[ii4] |0f pm(2,0)| < C(k)(x)™~* para alguna constante C > 0 dependiente de k, y todo
r ez

[iv] El operador Ty, , es continuo de LP(Z) en LP(Z) para todo p > 1, si y sélo si m < 0.

La prueba de los items [i], [i7], y [iii] se obtiene de cédlculos directos. Se evidenciard en
la demostracién del teorema 2.5.1 una prueba del item [iv]. Hemos alcanzado uno de los
puntos méas importante de esta tesis. Ahora tenemos todos los componentes y motivaciones
para dar una definicién de clases de simbolos que nos permitiran fundamentar un calculo

simbdlico discreto. La siguiente definicién caracteriza estos simbolos:
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Definicién 2.5.1. Sea m € R dado. Definimos la clase ¥ (Z") como
S™(ZM) = {o 1 |[0°APo(x,0)| < C(z)™lIHAIY,

donde C = C(m, méxai,|a|,0) es constante. La diferenciabilidad de las funciones es

tomada en el sentido de la definicion 2.2.1. Definimos X~°(Z") m Sm(zn).

Puede probarse que Y™ (Z") C ¥™2(Z") siempre que m1 < mg y que a.b € XMz (7n)
siempre que a € X™ (Z") y b € ¥™2(Z"). Para iniciar el estudio de estas clases de simbolos
probaremos que sus correspondientes operadores inducidos dejan invariante el espacio
A(Z™). Antes introduzcamos un poco de notacién. Para (z,y) € Z" x Z" fijoy N € N
dado, denotamos por 9" (z,y) el conjunto de multiindices cuya i—ésima componente es
cero siempre que x; = y;, v las componentes no nulas son todas iguales a N. De ahora en
adelante las desigualdades expuestas en las demostraciones se entenderdn salvo constantes

con el objetivo de descargar la notacién.

Proposicién 2.5.1. Sea m € R. Si o € ¥™(Z") entonces T,, aplica A(Z"™) en A(Z"™).
Demostracion. Sean f € A(Z™), m € R, 0 < M,y o € ¥™(Z"). Entonces
T,f(a) = [ ol 0)au(6)(x) + > / o(,0)c = du(0) 1 (y),
"H‘n

y por tanto

()M, £ ()] < ()™ (x) H/ (2,0)du(®)] + 3 |(z) M/ (2, 0)¢ @V dyu(6) £ (y)|

7Y
< )™M f @)+ Frssren) 0o (a,0)e "0 dp(6) f(y)|
y#£T "
1
m+M M+m—\a(wyy)\ - -
y#l‘
SK m+Mf ‘+Z|f M+m |a(z,y)|

y#z
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La tltima desigualdad se tiene porque |(z —y)®| > 1. Escojamos a(xz,y) € MY (x,y) para

N suficientemente grande, de tal forma que al sumar sobre la variable x se obtiene que
Y T Flismy < 30 1)™ M FE) + I agam Do te)™ 4 < oo

Puesto que hemos escogido M > 0 arbitrariamente, concluimos que T, f € A(Z"). O

Teorema 2.5.1. Si o € XY(Z") entonces Ty, : LP(Z™) — LP(Z") es acotado para todo
1<p<oo.

Demostracion. Sean o € X9(Z"), 1 < p < oo,y f € A(Z"™). Entonces
T, (@) = /(@) / 2w, 0)du0) + Y [ o(e,0)e I au0)s ().
z#x
El operador H; f(x ) Jrn o(x,0)du(0) es claramente continuo de LP(Z™) en LP(Z™).

Consideremos el operador

Hof(e) =3 [ ole.0)« P du(o)f()
zF#T "

y probemos que es continuo de LP(Z") en LP(Z™). Tenemos que

[Haf ()P < (Z o m)‘< >"“(‘”’Z)'|f(2)\)p

< 1 zmy (Z ot q<$>—qla<w,z>\)

z#x

Qs

donde %—I—% = 1 en virtud de la desigualdad de Hdlder. Si consideramos a(z, z) € MY (z, 2)

con N suficientemente grande como para asegurar que Z ()P < oo y también que
TEZL™

1
Z < 00, entonces
| T1; Ll
1€z}

P
q

2Ly < Wllescan ( 32 07) (3 17 |qN) ,

FISYAL leZy

donde hemos hecho [ = z — z. Se ha probado que 7} es la suma de funciones continuas de

LP(Z™) en LP(Z™) y por tanto la prueba a concluido.
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Observacion 2.5.1. El teorema 2.5.1 no es cierto sim > 0, de hecho, la funcion a(z,0) =

(x)™ pertenece a la clase X (Z™). La funcion f(x) = W pertenece a L*(Z), sinembargo

la funcion (x)™f no es sumable. Alentamos al lector a reflexionar ahora sobre la prueba

del item [iv] en el listado de propiedades de la funcion ¢, definida al inicio de la seccion.

En [8] se demuestra una versién discreta de la conocida serie de Taylor para funciones

diferenciables en R™. Para ello los autores introducen la siguiente notacion: para x € Z™ y

(@) = glon) _gon) 0)

« un multiindice dado, se denota x .xy ", donde x so=1y

x§k+1) _ l’gk)(l‘] _ k,) — ﬂl'j(xj — 1)(1‘] - k)

Con esta notacién se tiene que AVz(® = oM z(*=7) en analogfa con el caso euclidiano.

Teorema 2.5.2 (Expansion en serie de Taylor discreta). Sea b: Z™ — C. Entonces

b(l+2,0)= ) i'z<a>Aab(:c,9)+RM(z,z,9),
laj<M

donde el residuo satisface que

w 1 «a atw
|A2RM(LU7Z79)‘ < Z a”( )’ma‘rueQ(l)‘A * b(x+y’9)|
la|=M

Y
Q) ={veZ" |y <[}
Antes de enunciar el teorema central de esta seccién estableceremos una férmula util.

Lema 2.5.1. Sean m € R y a € £¥"(Z"). Entonces

0“a(z,0) = (i) Frna(x,1)
l

para todo multiindice o.

Demostracion. Sea a € ¥™(Z™). La férmula de inversién de Fourier nos permite establecer

a(a:,@)zZ(/

! ™

que
a(z, n)e*i"ldu(n)> e,
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Puesto que a € ¥™(Z"), esta serie es absolutamente convergente y se nos permite derivar
respecto de la variable de Fourier. Por lo tanto

o a(e.0) = 3 (G /

alw,m)eMdu(n) ) e
1 T

> (i) Frna(w,1).

l

Definicion 2.5.2. Sean

k k
Py(z1,.yzp) = E Chy ok L1 oLy
ki+...kn <M

un polinomio complejo de orden M, y o € X™(Z"™). Definimos el operador diferencial

respecto de la variable toroidal Pp(0) por

PM(a)O' = Z Ckh_’knafl...agnd.
ki+..kn<M

La definicién 2.5.2 y el lema 2.5.1 nos llevan de manera inmediata al siguiente corolario,

Corolario 2.5.1. Sean o € Nj un multiindice, m € R, y o € ¥™(Z"). Entonces eziste

un unico polinomio Pyr, de orden M = |a|, tal que
Zi'a‘l(a)%rna(x, l) = Py(d)o
l

Teorema 2.5.3 (Expansién Asintética Discreta). Sean a € L™ (Z™) y b € X™2(Z")
simbolos discretos. Entonces existe un simbolo ¢ € ™2 (Z") tal que T, 0Ty, = T, donde

¢ satisface

(2,6 = 3 LA, 0) Pa(d)alz,0) € S (2"

ilel o

para todo N € N.

Demostracion. Sea f € A(Z"™), entonces

75w = Y [ alane @ fg)autn)

yeL™
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Y
1) = 3 [ b o) 5 G)auto).

ZEL™
De aqui que

Ty o0 be(:c) = Z /Tn a(:]jyn)ei(x*y)ﬁ( Z /Tn b(y’ g)el(y*Z)Gdﬂ(a)f(z))du(n)

yezn zEZn

=X 5 [ atemet by, 00 du(0)autn) 1 (2).

yEL ZELN

=2 > (/Tn a(ﬂ%ﬁ)@"(w*y)"du(nﬂ (/Tn by, 9)6“””)9@(9)))0(/2)- (2.2)

YEL™ z€L™
Estudiemos la convergencia absoluta de esta serie. Tenemos que
2= 2t X+
Y2 yFry=z  yFTYFz  Y=T,2

En el caso Z podemos escribir (2.2) como

yFTYF2
—1)v(=y) . o
2 @é_L»mw>TJ”“”M%nk( Ddp()) x
YT YF2
(—1)x=y) o(eg) T
(<¢@,__20)a<@y> | Vb, b)e au()) f(2),

donde en principio v(z,y) € MY (z,y) y a(z,y) € MV (2,y) para algin N. Lo interesante
es que existe N € N suficientemente grande tal que ~;(z,y) > N para i € D(,,) vy
@i(z,y) > N para i € D, ) implica que

1 1
Gy — 2)° G [(z = y) @)

Z <$>m1—|7(x,y)|<y>m27|a(z,y)| |f(2)] < o0.

yATY£2
Con lo cual podemos asegurar la convergencia absoluta de esta parte de la serie.

En el caso Z , al hacer y = z = [ en (2.2), es equivalente a estudiar la convergencia

YAT,Y=2
absoluta de la serie

> [ e autn) [ bi1.0)au0)s0).

TAlEL™
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Tenemos que

S 1 [ ateme @ dut [ v 0)du@)Ir )

TALEL™

1 m1—|a(x, mo
< 3 T @ 0] <o

siempre que se escoja «a(z,l) € MY (x,1) con N suficientemente grande. También puede

argumentarse usando el hecho de que f € A(Z").

En el 1ltimo caso, Z , tenemos que los términos de (2.2) en médulo estan acotados por

Yy=x,z

r/ (. )y \Z|/ (2,0) = dyu(0)]1 (=)

ZEL"

< )™ ()™ @)+ 3 e ™R < oo
z#x

para a(z, z) € MV (x, z) con N suficientemente grande.

Hemos establecido la convergencia absoluta de 2.2. El teorema de Tonelli nos permite

entonces escribir

TooTif@) = 3 [ | >0 ) [ atwm)e ey e ) (o),

ZEL™

y por tanto el simbolo de la composicién debe ser

Z” )0 / o, el @0 =0 gy
= Zb (y,0)e TN Frna(x,y — x)

= Z el + 2,0)Frna(z, 1), (I =y — z).
l

En virtud del teorema 2.5.2 tenemos que

Z( > - l(‘“)A"‘b (z,0)Fma(z, l)e ”9) 3" ¢ Ry (x,1,0)Frnalz, ).
: l

l |aL<A4

La primera suma es igual a
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11
> =A%z, 0) Z 1 Frna(k, )1l

aj<ng 41!
[0

=) WJA% z,0) Py (d)a(z, 0).
la|<M

Analicemos la funcién cps(z,6) = ZeinM(az,l,H)S’Tna(x,l). Por un lado, para cada [
l
fijo se tiene que Ry (z,1,60) € ¥™2(Z") por ser una suma finita de elementos de ¥"'2(Z"),

y |Frna(z,l)| = e y)llfﬁyna V(@ a(z,1) para y(z,1) € MY (z,y) con N € N. De otro lado
observemos que Fpnd(*: )a(:z, l) e Eml_h(w’m(Z”), por lo tanto, para o y 8 multiindices

se tiene que

0 A epr(x,0)] < Y 0 AP (ﬁnaﬂw Da(z, )Ry (z,1,0)e Z“’)|

o m( 1)

mi+ma—|y(z,)|

<
- x,l
l lv( )
1
mi1+mo—N
= <x> Zl: (@)

Donde a(z,1) € MY (x,y). Ahora, para cada m € R existe N lo suficientemente grande

que nos permite asegurar que cp; € X™(Z") usando el estimativo de arriba. O

En esta tdltima parte estamos interesados en hallar el operador adjunto de un operador

pseudo—diferencial en Z™. El siguiente teorema resuelve este problema

Teorema 2.5.4. Sean m < 0 y o € X" (Z"). Entonces el operador adjunto de T, es un
operador pseudo—diferencial, el simbolo de T es
7.0 = 3 ([ atamelte gt
zezn JT"
Demostracion. Sean o € X™(Z") y f € A(Z"), puesto que m < 0 tiene sentido hablar de

la existencia de un operador adjunto en virtud del teorema 2.5.1. Tenemos que T, f(z) =

Z k(z,y)f(y) donde k(z,y) = [p. o(z,0)e “==)0,4(6) es el kernel del operador. Por lo

yeL™
tanto

i) = 3 / oy, )0 du(6)) 1 (y).

yezn Tn
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Puesto que la familia ([, 7(y, 0)e!@¥%du(0)) € LY(Z") para cada z € Z" se concluye

del teorema 2.2.1 que T} es un operador pseudo—diferencial y su simbolo es

o*(,0) = 3 ( / (2, ) 0.

ZEL™ ™

Proposicién 2.5.2. Sean m € R, ¢ > 0, y 0 € X™(Z"). Si o € ¥™(Z") satisface que
0%(0(,0) — 0c(,0))| < e(x)™

para todo (x,0) € Z™ x T™ y todo multiindice a. Entonces para todo f € A(Z") se tiene
que

| To—oc fllLrzny < €ll{x)™ fllLrzny-

Demostracion. Sean m, €, 0,y 0. como en el lema. Para x,y € Z" diferentes, tenemos que

| . (o(@,0) — oe(,0))e’ ) du(o)|

1

7 Jon 8 (0(@0) = 0@, ) dp(0),

= |
luego

(z)ym—lo(@y)l

o(x,0) —oe(x,0 @0 (0)] < el
| (o@.0) ~ ocla ) WO < ety

Aqui a(z,y) € MY (2,9), y N es un natural arbitrario. Al hacer N — oo se evidencia que
’ (J(.’IJ, 0) - Ue(xa 9))€Z(x_y)0dﬂ(9)’ =0
Tn
siempre que = # y.
Entonces Ty, f(x) = [3n(0(x,0) — oc(z,0))du(8) f(x), y por lo tanto

1 To—oe fllLrzny < €llé@)™ Fllrzny-
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Observacién 2.5.2. La definicién de los espacios de Sobolev WP (Z™) como el conjunto
de funciones f : Z' — C tales que f y todas sus derivadas de orden menor o igual que
k pertenecen a LP(Z"), no es adecuada. Basta con que se analice el caso unidimensional.
En efecto, si g € LP(Z) entonces la funcion h definida por h(x) = g(x+1) es p— sumable.
De aqui que Ag € LP(Z,) y esto dice que WHP(Z™) = LP(Z").
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