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Resumen

En este trabajo nos enfocamos en la implementacion y aplicaciéon de redes neuronales in-
formadas por la fisica (Physics Informed Neural Networks, PINNs|24|) para la resolucion
numeérica de ecuaciones diferenciales parciales (EDPs) de tipo evolutivo. Las PINNs repre-
sentan un enfoque innovador dentro del campo del aprendizaje automatico cientifico [11],
dado que integran principios fisicos en el proceso de entrenamiento. Presentamos un estudio
de la teoria relacionada con redes neuronales y su capacidad como aproximadores universales.
Explicamos en detalle la aplicacién del enfoque PINNs tanto para problemas directos como
inversos, en modelos evolutivos como la ecuacion de Burgers viscosa (VB) y la ecuacion de
Korteweg-de Vries (KdV) en una dimension. En cuanto a las implementaciones numéricas,
estas se realizan en la libreria especializada PyTorch en Python.

Los resultados muestran que las PINNs aproximan adecuadamente soluciones, aunque pre-
sentan limitaciones en puntos de discontinuidad y su exactitud varia con la arquitectura
elegida. Finalmente, se realiza un estudio comparativo con el método de elementos finitos
(FEM), donde este destaca por su rapidez y escalabilidad, mientras que las PINNs ofrecen
flexibilidad, bajo consumo de memoria, son libres de malla y presentan ventajas al ejecutarse
en GPU.
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Ecuaciones diferenciales parciales (EDPs), Analisis numérico.

Santiago de Cali, Colombia

Septiembre 2025 Darwin Ferney Tapie



Contenido

1 Introduccioén

2 Preliminares

2.1
2.2

Conceptos generales . . . . . . . . . ..
Problemas inversos . . . . . . . . ... .

3 Modelos Evolutivos

3.1
3.2
3.3

Modelo general . . . . . . .. ...
Modelo de Burgers . . . . . . . ..
Modelo KAV . . . . . . . o

4 Redes neuronales

4.1

4.2

4.3

Redes neuronales artificiales . . . . . . . .. .. ... .. L.
4.1.1 Funciones de activacion . . . . . . ... ..o
4.1.2 Perceptrones multicapa . . . . . . . . ... ...
Entrenamiento de redes neuronales . . . . . . .. ... ...
4.2.1 Algoritmos de optimizacion . . . . . . ..o
4.2.2 Descenso de Gradiente estocastico . . . . . . . ... ... ... ...
4.2.3 Diferenciacion automéatica . . . . . . . ... ...
4.2.4  Retropropagacion (Backpropagation) . . . . . .. ... ... ... ..
Teoremas de aproximacion de las redes neuronales . . . . . . ... ... ...
4.3.1 Aproximaciéon Universal de Funciones para Redes Neuronales . . . . .

5 Aprendizaje profundo basado en fisica

5.1
5.2
5.3
5.4

)

Principios generales de las PINNs . . . . . . .. .. ... ... ...
PINNSs desde el enfoque de optimizacion multiobjetivo . . . . . . . . . . ..
Software para PINNs . . . . . . . . .. ... ...
Aplicacion de redes neuronales basadas en la fisica . . . . . . ... ... ...
5.4.1 Simulando el oscilador Arménico . . . . . . .. ...
Problema directo asociado a la ecuacion de Burgers . . . . . . .. .. .. ..

4

Ne

14
14
15
16

17
18
19
21
25
27
27
28
29
32
32



Contenido 5

5.5.1 PINNsvs FEM . . .. .. . o7

5.6 Analisis de costo computacional . . . . .. ... ... 61
5.6.1  Analisis de Precision en Funciéon de la Viscosidad para la Ecuaciéon de

Burgers . . . . . .. 63

5.6.2 Generalizacion Paramétrica para la Ecuacion de Burgers . . . . . . . 65

5.7 Problema inverso asociado a la ecuacion de Burgers 1D . . . . . . . ... .. 68

5.8 Problema de identificacion de parametros asociado a la ecuacion KAV . . . . 72

5.8.1 Aproximacion mediante PINNs de la solucién ala KAV . . . . . . .. 72

6 Conclusiones 79

A Apéndice 82

Bibliografia 83



Capitulo 1

Introduccion

Gracias a la creciente disponibilidad de datos y los recursos computacionales actuales, las
redes neuronales artificiales han logrado grandes avances en tareas de aprendizaje automatico,
como la vision por computadora, el reconocimiento de imégenes, el procesamiento del lenguaje
natural, entre otros [2, 3, 10|. Esto ha llevado a la comunidad cientifica a investigar su
idoneidad también para tareas de computacion de alto rendimiento. El resultado de esto
es un nuevo campo de investigacion denominado aprendizaje automdtico cientifico, donde
estrategias como las redes neuronales profundas y el aprendizaje estadistico se aplican a
problemas cléasicos de aplicacién en matematicas aplicadas [11].

Tras décadas de investigacion sobre la soluciéon numérica de ecuaciones diferenciales parciales
(EDPs), actualmente permanecen algunos desafios significativos. Sin embargo, nuevas técni-
cas se presentan como posibles soluciones; en particular, las redes neuronales artificiales han
emergido como una herramienta poderosa para aproximar funciones de alta dimensién no li-
neales [20]. En particular, las llamadas redes neuronales informadas por la fisica [24] (PINNs,
por sus siglas en inglés) ofrecen un enfoque innovador para resolver EDPs al incorporar prin-
cipios fisicos fundamentales, expresados mediante ecuaciones diferenciales, directamente en
la funcién de pérdida durante el entrenamiento de la red.

Nuestro objetivo central en este trabajo es implementar esta técnica en dos modelos evolutivos
de la forma

Owu(x, t) + Nu; N(z,t) =0, (x,t) € [0,T] x Q, (1.1)

donde 2 C R" es un dominio acotado, T > 0 es el tiempo final, A representa parametros
fisicos y el operador N[-; \] modela fenémenos como la conveccion u d,u, la difusion v d,,u o
la dispersion A 9., u. La solucion deseada u: [0, 7] x Q — R esta sujeta a condiciones iniciales
y de frontera de la forma

=

8

=
I

g(x), x €, (1.2)
Blu] =0, tel0,T], x99,
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donde g es una funcion dada y B[] es un operador de frontera que representa condiciones tipo
Dirichlet. En particular, consideramos la ecuacion de Burgers viscosa (BV) [61] y la ecuacion
Korteweg-de Vries (KdV) en una dimension [63].

La estrategia de las PINNs para resolver una EDP de la forma (1.1) consiste en construir
una aproximacion de la solucién dada por una red neuronal ug(x,t) (donde € denota los
parametros entrenables de la red), y ug : © x [0, 7] — R se define como una composicion de
funciones lineales afines W*(-) + b° y funciones no lineales o“(-), conocidas como funciones de
activacion

ug(z) = What(WE e (g (W02 +0°) -+ ) + o571 + bt (1.4)
Aqui W*y b* se conocen como matrices de pesos y vectores de sesgo, respectivamente, y z =
[z,t]T. La configuracion de red neuronal considerada se conoce como red neuronal alimentada
hacia adelante de varias capas, conocida también como perceptron multicapa |57|. Esta red
toma como entradas la posicion z y el tiempo ¢, y devuelve un valor aproximado de la solucion.
Para asegurar que ug respete las ecuaciones y condiciones de contorno, la PINN se entrena
usando una funcién de pérdida de la forma,

L(0) = Lic + Lye + Ly, (1.5)

donde L;. mide el error de la red en los puntos de la condicién inicial, £y, penaliza el desajuste
de las condiciones de frontera, y £, evalta el residuo de la ecuacion (1.1) en un conjunto de
puntos denominados de colocacion del dominio. El residuo se calcula sustituyendo ug en la
EDP y utilizando derivacion automética para computar las derivadas parciales de uy respecto
de x y t. El entrenamiento consiste en minimizar £(#) mediante algoritmos de optimizacion
como Adam o L-BFGS-B, ajustando los parametros de la red hasta que el residuo y los
errores en las condiciones iniciales y de frontera se hagan pequenos o se logre una tolerancia
deseada.

El segundo objetivo de este trabajo es analizar la capacidad de las PINNs en la resolucion
de problemas inversos para los dos modelos evolutivos en cuestion (BV y KdV); el primero
se conoce como asimilacion de datos donde el objetivo es reconstruir la condiciéon inicial a
partir de un conjunto de observaciones posiblemente ruidosas. El segundo es un problema
denominado reconstruccion de parametros, el cual consiste en determinar el parametro des-
conocido A en (1.1), a partir de un conjunto apropiado de datos observados. Estos problemas
son fundamentales en diversas disciplinas, como ingenierfa , fisica y ciencias ambientales. Sin
embargo, su resolucion suele ser compleja debido a la mala colocacion de este tipo de pro-
blemas, lo que los hace sensibles a errores en los datos, o a la no unicidad de las soluciones
[43, 42].

Por dltimo, evaluamos el desempeno relativo de las PINNs frente al método de elementos
finitos (FEM) en el modelo de Burgers viscoso (BV). La comparacion se realizo en dos as-
pectos: (i) precision de la solucion, (ii) el coste computacional y capacidad de generalizacion
paramétrica. En términos de precision, las PINNs alcanzan errores del mismo orden que FEM
para una arquitectura adecuada y una funciéon de pérdida calibrada con términos fisicos. Con
respecto a costo computacional, FEM destaca por su rapidez en simulaciones directas, mien-
tras que las PINNs aprovechan eficientemente las GPUs, lo que reduce de forma notable los



tiempos de entrenamiento y permite explorar arquitecturas mas profundas sin penalizaciones
excesivas.

Este trabajo esta organizado de la siguiente manera: En el capitulo 2, se presentan los con-
ceptos preliminares, se introduce de manera general la teoria relacionada con los problemas
directos y de tipo inverso, la cual nos ayudara a comprender el problema de asimilacion de
datos y de reconstrucciéon de parametros considerados en el presente trabajo. En el capitulo
3, se describen de manera general los modelos evolutivos estudiados, partimos de una forma
simplificada de Navier-Stokes para motivar la ecuacion de Burgers viscosa (BV) y la ecua-
cion de Korteweg—de Vries (KdV), se discuten sus propiedades béasicas y se especifican las
condiciones iniciales y de frontera empleadas.

En el Capitulo 4, se introducen las redes neuronales artificiales y sus componente principales,
se describe la neurona y la red multicapa, las funciones de activacion mas usadas y los
algoritmos de entrenamiento por retropropagacion y optimizacion. Adicionalmente, al final
de este capitulo se establecen los teoremas de aproximacion universal, los cuales garantizan la
aproximacion de una funcién continua por una red neuronal con una arquitectura especifica.
En el capitulo 5 se presentan y desarrollan las redes neuronales informadas por la fisica
(PINNSs): la formulacion de la aproximacion, el uso de derivadas automaticas, la seleccion
de puntos de colocacion y el flujo de entrenamiento. En seguida, se presentan los resultados
numéricos: se comparan soluciones exactas y aproximadas mediante graficos y tablas de
error, se analizan curvas de pérdida y tiempos de computo, y se contrasta el desempeno de
las PINNs frente al método de elementos finitos (FEM) en el modelo (BV), considerando
precision, costo computacional y generalizacion paramétrica, asi como el impacto del uso de
GPU. Por ultimo, en el Capitulo 6, se presentan las conclusiones generales de los resultados
obtenidos en este trabajo y finalmente, en el apéndice se anexan un enlace de GitHub que
contiene todos los programas utilizados para las simulaciones numeéricas.



Capitulo 2

Preliminares

2.1 Conceptos generales

Definicion 2.1. Sea X un espacio vectorial real o complejo. Una funcion || - || : X — R se
llama norma si cumple las siguientes propiedades:

i) ||z|| > 0, para cualquier x € X y ||z|| = 0 si y solo si x = 0.
ii) ||azx|| = |a|||x|, para todos x € X y escalares a.

i) |z +y| < || + lly|, para todos z,y € X.

Si || -] es una norma de X, se dice que (X, | - ||) es un espacio vectorial normado o
simplemente un espacio normado, y se escribe X sin mencionar su norma cuando sea claro
en el contexto cuél es su norma. Los ejemplos mas usuales de espacio vectorial normado
son R? (o CY), para d € N fijo, con cualquiera de las normas || - ||2, ]| - o © ||  ||1, donde

r = (xhxza"‘axd)Ty

d 1/2 d
]z = (;raz\i) o Nl = i o uxulz—;w. (2.1)

Una propiedad ttil de definir una norma sobre un espacio vectorial V' es que induce una
métrica d : V x V' — R, sobre el espacio vectorial [1| como d(u,v) = ||u — v||. Esto nos
permite medir las distancias entre puntos en un espacio X, lo que sera ttil para definir la
convergencia.
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Definiciéon 2.2.

(1) Dada una sucesion (z,,) en un espacio normado (X, ||.||), decimos que converge a un x
si para todo € > 0 existe N(e) € N tal que

|xn — || <€ si n> N(e). (2.2)

(2) Una sucesion (x,,) en un espacio normado (X, ||.||) se llama sucesion de Cauchy si para
todo € > 0 existe un N = N(e) € N tal que

||‘Tm - xn” <, (23)

para todos m,n > N. El espacio normado (X, ||.||) se denomina completo si cualquier
sucesion de Cauchy en X converge a un elemento de X.

El concepto de sucesion de Cauchy da lugar a la definicion de un tipo fundamental de
espacio vectorial.

Definiciéon 2.3. (Espacio de Banach) Un espacio vectorial normado (X, || - ||) se dice que
es un espacio de Banach si X es completo con respecto a la norma || - ||.

Ejemplo 2.1. Sea m la medida de Lebesgue sobre R". Para p € [1,00) y n € N fijos,

definimos la norma,
1/p
151 = ([ 1sram)
Rn

para cualquier funciéon f : R™ — C en el espacio vectorial
LPRY) ={f:R" = C: f medible y | f], < oo}

Aqui la integral [ dm es con respecto a la medida de Lebesgue m. Si consideramos la relacion
de equivalencia f ~ g siy solo si f = g m-c.t.p., para f,g € ZP(R"), entonces tenemos que
el espacio cociente

L/(R") := 27(R)/ ~, (2.4)
resulta ser un espacio de Banach con la norma || - ||,
Definicién 2.4. Un espacio con producto interno es un espacio vectorial sobre R (o C)

con una funion llamada producto interno (-,-) : X x X — R (o C) tal que para cualesquier
z,y,2€ Xya,B€R (0C),

1. (x,x) > 0 con la igualdad si y solo si x = 0.

2. (z,y) = (y,z); donde la barra representa el conjugado.

3. {ax + By, z) = oz, z) + By, 2).
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La formula ||z|| = /(z, z) para todo z € X, define una norma en X, de manera que cualquier
espacio con producto interno es también un espacio vectorial normado.

Definiciéon 2.5. (Espacio de Hilbert) Un espacio de Hilbert es un espacio vectorial con
producto interno (#, (-,-)) el cual es completo con respecto a la norma || - || inducida por el
producto interno.

Ejemplo 2.2. Para el caso p = 2, en el ejemplos 2.1, L2(R™) es un espacio de Hilbert con
el producto interno definido por

(fr9)= [ fgdx,

]Rn

1/2
1= ([ 1rPac)

Definicién 2.6. (Operador lineal) Sean X,Y dos espacios vectoriales sobre un mismo
campo de escalares K (R o C). Un operador lineal T : D(T) C X — Y es una funcién que
satisface que

el cual induce la 2-norma

Tx+y) =T()+T(y), T(A\x) = \T(z),

para todo z,y € X, A € K (R o C). Habitualmente se usan las notaciones T'(z) y Tx para
indicar la accion del operador en un elemento x € D(T) del dominio.

El siguiente resultado nos da diferentes caracterizaciones para el concepto de continuidad
de un operador lineal.

Teorema 2.1. Sean X y Y dos espacios vectoriales normados y sea T : X — Y wuna trans-
formacion lineal. Los siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. T es uniformemente continua;

2. T es continua;

3. T es continua en 0;

4. Eziste K >0 tal que ||Tx|ly < K siempre que x € X y ||lz] < 1.

5. Eziste K > 0 tal que |[Tz||y < K||z|| para todo x € X .

2.2 Problemas inversos

Consideremos un fenémeno fisico sobre el cual aplicamos un modelo matematico, tal que
dados uno o mas datos de entrada en el sistema, se obtiene uno o mas datos de salida,
donde el sistema de parametros (conocida también como la regla) en general es una ecuacion
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diferencial ordinaria o parcial, una ecuacion integral, una transformada lineal, etc. Este tipo
de problemas a menudo tiene la siguiente estructura,

Datos de entrada — | Parametros —— Datos de salida.

En ecuaciones diferenciales, los datos de entrada pueden ser condiciones iniciales, condicio-
nes de frontera, dominios. Los parametros, en este caso son los que afectan directamente a
la ecuacion y los datos de salida, la solucion de la ecuacion diferencial.

El estudio de este modelo induce a tres tipos de problemas:

1. Problema directo: Se cuenta con los datos de entrada, los parametros y se desea
encontrar la salida del modelo.

2. Problema de reconstruccion: Se dispone de los parametros, los datos de salida y se
desea encontrar la entrada del modelo.

3. Problema de identificacion: Se tiene la entrada y salida del modelo, y se desea
recuperar el sistema de parametros.

Los problemas de reconstruccion e identificacién son llamados problemas inversos, debido a
que se conocen a priori las consecuencias, y a partir de esto, se deben conocer las causas.

Formalmente, lo anterior se puede escribir como: Sean X,Y y & los espacios de las entradas,
las salidas y los pardmetros respectivamente. Sea 7, : X — Y un operador, entonces los
tipos de problemas anteriores, se pueden expresar matematicamente de la siguiente manera:

1. Dadop e &y x € X, encontrar y € Y, talque y := T)x.
2. Dadope P yy €Y, encontrar x € X tal que T,z = y.

3. Dadoz € X yy €Y , encontrar p € & tal que Tz = y.

Una caracteristica de los problemas inversos esta vinculada con la nociéon de problema bien
planteado introducida por Hadamard, quien establecié que el modelo matemético de un
problema fisico debe cumplir con las propiedades de existencia, unicidad y estabilidad de la
solucion. Una definicién mas precisa indica:

Definiciéon 2.7. (Problema bien puesto) La ecuacion Tx = y, con el operador T : X —
Y v X, Y espacios de Hilbert, es un problema bien puesto, si cumple las siguientes condiciones

A. El problema tiene solucion (Existencia).
B. La solucién del problema es tnica (Unicidad).

C. El problema depende continuamente de los datos (Estabilidad).
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Si alguno de los items anteriores no se cumple, se dice que es un problema mal puesto. Es
importante mencionar que un problema es bien puesto equivale a decir que el operador T es
biyectivo y que el operador inverso 7! es continuo.

Observacion 2.1. El hecho de que Tx = y sea un problema mal puesto, equivale a no
poder encontrar & con 7'y, debido a que T~! es posible que no exista y si lo hace, el mayor
obstaculo es la no continuidad de 71,

A continuacion veamos un ejemplo de un problema inverso, mal puesto.
Ejemplo 2.3. (Integraciéon-Derivacion) El problema de la derivacion se puede ver, gracias

al teorema fundamental del calculo, como un problema inverso, de la siguiente manera:
Dado g € C'[0,1] con g(0) = 0, encontrar f € C'[0,1] tal que:

Tf(x)] = / " F(b)dt + g(0) = o(x).

Este problema se puede clasificar como un problema de reconstrucciéon. Veamos que este
problema 7T'f = g es mal puesto. Sean las sucesiones {g,(2)}, v {g,(x)},,, definidas por,

1.
gn(z) = g(x) + - sin(n’z)
y
g.(r) = ¢'(x) + ncos(n’x).
De la anterior definicién, y teniendo en cuenta la norma || - ||, se sigue que

1
19 = gnlloc = = =0, cuando n — 0o,
n

lo cual significa que g, es una buena aproximacion de g, mientras que g/,, no lo es, debido a
que
19" = gnlloc =1 — 00, cuando n — o0.

Por lo tanto, 77! no es continuo, lo que significa que T'f = ¢ es un problema mal puesto.



Capitulo 3

Modelos Evolutivos

En este trabajo consideramos la implementacion de redes neuronales informadas por la
fisica (PINNs) en la resolucion de modelos evolutivos. Dichos modelos, descritos por ecuacio-
nes diferenciales parciales, permiten representar fenémenos que cambian con el tiempo, como
la propagacion del calor, el movimiento de fluidos o la formacion de ondas [48]. Estos pro-
cesos son fundamentales para comprender y anticipar el comportamiento de sistemas fisicos,
biolégicos y de ingenieria, pues dependen tanto de las variaciones en el espacio como en el
tiempo. Sin embargo, su complejidad hace que resolverlos de manera precisa y eficiente sea
un reto, lo que motiva la biisqueda de métodos mas flexibles e innovadores.

3.1 Modelo general

Matematicamente, los modelos evolutivos de ecuaciones en derivadas parciales no lineales
y parametrizadas, los cuales consideramos en este trabajo, suelen representarse como

Owu(x,t) + Nu; N(z, t) = 0, (x,t) € Qx[0,T], (3.1a)

u(0,z) = up(x), x €, (3.1b)

donde N-; \] es un operador diferencial no lineal parametrizado por A, que actia sobre wu,
2 C R” representa un dominio acotado, T es el tiempo final, y ug : 2 — R es la condicién

inicial dada. Adicionalmente, consideramos una condicién de frontera Dirichlet homogéneas,
es decir,

Blu] =0, tel0,T], xz¢€ . (3.1¢)

El problema formulado en (3.1a)-(3.1c) se clasifica como un problema directo; Esta confi-
guracion cubre una amplia variedad de problemas en la fisica matematica, como leyes de
conservacion, procesos de difusion, sistemas de adveccion-difusion y ecuaciones cinéticas [50].

14
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Modelos de mecanica de fluidos

Ecuaciones de Navier-Stokes

Las ecuaciones de Navier-Stokes, fundamentales en matematicas aplicadas y fisica, descri-
ben la dindmica de los fluidos y son esenciales para modelar fenémenos como el flujo de aire,
agua u otros liquidos. Su derivacion se sigue de principios fundamentales de la mecanica de
fluidos, como se evidencia en diversas referencias clasicas [48, 50]. Estas ecuaciones suponen
que el fluido es un medio continuo, y su estado se describe mediante las siguientes funciones,

p=p(xt), u=u(wt), p=pt),

donde p = p(x,t) representa la densidad, que puede ser constante o variar con la posicion y el
tiempo. u = u(x,t) es la velocidad del flujo, que depende de una variable espacial x € U C R3
y una variable temporal ¢ € R. Y p = p(x,t) denota la presion en un punto especifico
del espacio y tiempo. Cuando se considera que el fluido es incompresible, estas cantidades
estdn relacionadas mediante las ecuaciones de Navier-Stokes incompresibles, comtunmente
expresadas como

(2_1; —vAu+ (u-V)u+ %Vp = f, (z,t) € Q% [0,T], (3.2a)

V.-u=0, x € (), (3.2b)

donde f = f(x,t) representa una fuerza externa que acttia sobre el medio, y v = % se conoce
como el coeficiente de viscosidad cinemaética y se define como la relacion entre la viscosidad
dindmica p y la densidad p. En este contexto, el operador diferencial N'[u; A] que caracteriza
el modelo general evolutivo se define como:

Nu; N = —vAu+ (u- V)u, A= (v),

donde A contiene tnicamente el parametro de viscosidad cinemaética v.

3.2 Modelo de Burgers

A partir de las ecuaciones incompresibles de Navier-Stokes (3.2), podemos derivar lo
que se conoce como ecuacion de Burgers con viscosidad. En ausencia de presion (Vp =0) y
fuerzas externas (f = 0), este modelo describe un flujo que se organiza de manera natural por
efecto de sus propias dindmicas en el que las propiedades del fluido evolucionan tinicamente
bajo la influencia de la viscosidad y las interacciones no lineales inherentes al flujo [61, 63].
Matematicamente, dicha ecuaciéon se describe como,

%—FU'VU—I/AUZO (3.3)
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donde el segundo término la convierte en una ecuaciéon no lineal; sin embargo, la ecuacion
puede transformarse en una ecuacion lineal mediante una transformacion de Hopf-Cole [47],
esto lo convierte en una simplificaciéon que sigue siendo 1til para analizar propiedades funda-
mentales de los fluidos y analizar el desempeno de esquemas numéricos. En una dimension
un problema directo asociado la dicha ecuaciéon se escribe como,

ou ou 0%u

e + U ~Vag = 0, (x,t) € Q x [0,T], (3.4a)
u(0,z) = up(x), x € Q, (3.4b)
u(t, z) = up(t, ), (x,t) € 002 x (0,71, (3.4¢)
donde o) 5()

Fisicamente, este modelo es 1til para estudiar la propagaciéon de ondas y el comportamiento
de sistemas no lineales en dinamicas simplificadas.

3.3 Modelo KdV

La ecuacion Korteweg-de Vries (KdV) es una ecuaciéon diferencial parcial no lineal que
describe la propagacion de ondas en medios dispersivos. Fue introducida en 1895 por Korteweg
y de Vries para modelar ondas en canales poco profundos de agua, y desde su introduccion
se ha utilizado en una amplia variedad de campos, como 6ptica no lineal, actstica, fisica de
plasmas y dinamica de fluidos [63, 50]. El modelo general asociado a la ecuacion KdV tiene
la forma,

du u Pu

E + )\1’&% + )\2% =0, (l’,t) e x [O,T], (35&)
u(0, ) = up(x), x € Q, (3.5b)
u(t, ) = up(t, x), (x,t) € 02 x (0,71, (3.5¢)

donde u = u(x,t) describe la altura de la onda en un punto del espacio y tiempo. Y A > 0
es un parametro relacionado con la dispersion del medio. El modelo KdV es evolutivo, ya
que describe como las ondas cambian su forma y posicién en el tiempo, y es ampliamente
utilizado en hidraulica, actstica y fisica de plasmas. En este caso, el operador N viene dado
por, \

La ecuacion KdV es un modelo particularmente interesante porque, bajo ciertas condiciones,
tiene soluciones clasicas conocidas como solitones.!. Estas tipo de ondas solitarias, que se
mueven sin deformarse, convierten al modelo en uno ideal para probar como funcionan y qué

tan efectivos son los métodos numéricos aplicados a ecuaciones no lineales.

1Un solitén es una onda solitaria que mantiene su forma y velocidad a lo largo del tiempo debido a un
equilibrio exacto entre los efectos no lineales y la dispersion del medio.



Capitulo 4

Redes neuronales

En esta seccion se presentan los conceptos, términos y definiciones fundamentales que se
relacionan con el enfoque principal de este trabajo.

Introduccion

La inteligencia artificial, conocida popularmente como (IA), se entiende como el conjunto
de métodos y sistemas capaces de procesar informacion, aprender de la experiencia y tomar
decisiones o ejecutar acciones que normalmente asociamos con comportamientos inteligentes
en los seres humanos, tales como el reconocimiento de voz, la resoluciéon de problemas o la
toma de decisiones [4]. Dentro de este campo, se destaca el aprendizaje automatico (AA) el
cual constituye una de las areas més activas, pues se centra en disenar algoritmos que permiten
a los sistemas mejorar su desempeno a partir de la experiencia. En términos practicos, esto
se logra analizando datos y reconociendo patrones, con el fin de predecir resultados o tomar
decisiones de manera autéonoma [5].

Entre las herramientas mas destacadas del aprendizaje automatico se encuentran el apren-
dizaje profundo (deep learning), basado en redes neuronales artificiales. Las cuales estan ins-
piradas en la organizacion del cerebro humano, y han demostrado ser especialmente tutiles
para procesar informaciéon compleja, como imagenes, audio o texto. Dichas redes estan for-
madas por capas de nodos interconectados; cada nodo aplica una operaciéon matemaética a
sus entradas, y durante el entrenamiento los pesos de las conexiones se ajustan para redu-
cir el error en las predicciones. Gracias a este proceso iterativo, el modelo va refinando su
capacidad de aproximacion y se vuelve cada vez mas preciso.

17



Redes neuronales artificiales 18

4.1 Redes neuronales artificiales

Para entender la estructura compleja de una red neuronal de multiples capas, es esencial

conocer primero la estructura de una sola neurona. Las neuronas y las redes neuronales se
han inspirado histéricamente en sus equivalentes biologicos. Asi, una neurona artificial puede
explicarse de la misma manera que una bioldgica. Conceptualmente, una neurona, ya sea
biolégica o artificial, actiia como una unidad que recibe varias entradas y decide si debe acti-
varse. Si se activa, transmite una senal a una o mas neuronas. Juntas, estas neuronas pueden
procesar informacion demasiado compleja para que una sola lo haga. En las neuronas biologi-
cas, las entradas se reciben a través de las dendritas en forma de sustancias transmisoras. El
procesamiento de estas entradas lo realizan los mecanismos biologicos internos de la célula,
y la senal se transmite a través del axén. El axon libera nuevas sustancias transmisoras que
pueden ser enviadas a otras neuronas [15].
Mateméaticamente, una neurona artificial  puede representarse como una funciéon que toma
un vector de entrada n dimensional y un término de sesgo b € R, y produce un valor de salida
y. Aqui n : R*"! — R. Para calcular este valor de salida, se realiza una combinacién lineal
de las entradas x; y los pesos asociados w;, incluyendo el término de sesgo b. Posteriormente,
a esta combinacion lineal se le aplica una funcién de activacion f; para obtener el resultado
final. En consecuencia, la salida y se calcula como:

y=ru Zwﬂ?rf-b (4.1)
i=1

La arquitectura de una sola neurona, conocida como perceptréon simple, puede visualizarse
como en la siguiente figura 4.1. Si bien las redes neuronales artificiales se inspiran en las

W

ws @
- izlxiwi+b|fh4’ Y

Wi

Figura 4.1. Perceptron simple con n entradas, pesos w;, sesgo b, una neurona y una salida y.

neuronas biolégicas y sus redes asociadas, existen diferencias fundamentales entre ambas [15].
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En primera instancia, el procesamiento de informaciéon en las redes neuronales biologicas
es considerablemente més lento en comparacion con las redes artificiales [15]. Ademas, la
conectividad en las redes neuronales artificiales es mucho menor que en las biologicas, con
diferencias de varios érdenes de magnitud [15].

Otra diferencia importante radica en el modo en que estas redes se entrenan. Mientras
que las conexiones entre las neuronas biologicas se fortalecen o debilitan de manera dinamica
en funcién de su actividad, las redes neuronales artificiales suelen entrenarse utilizando un
algoritmo conocido como retropropagacion [6]. Este método requiere un agente externo para
calcular los ajustes necesarios en las conexiones de la red. La retropropagacion se explorara
en mayor detalle en la seccion 4.2.4

4.1.1 Funciones de activacion

Antes de enfatizar en las estructuras mas complejas de las redes neuronales (RN), es
importante analizar la funciéon f;, mencionada en (4.1), conocida como funciéon de activacion
en el &mbito del aprendizaje automaético. Esta funcion, que suele ser continua y en muchos
casos no lineal, se define como f, : R — R. Su propésito es determinar el valor de salida
de una neurona y, en consecuencia, decidir si esta se activa o no, produciendo un resultado
distinto de cero.

En seguida, se presentan algunos ejemplos comunes de funciones de activaciéon, junto
con sus derivadas. Estas derivadas son fundamentales tanto para resolver ecuaciones diferen-
ciales parciales (EDPs) [24] como para entrenar redes neuronales mediante el algoritmo de
retropropagacion (6.

Ejemplo 4.1. (Sigmoide) La funcion de activacion sigmoide, también conocida como fun-
cion logistica, transforma cualquier entrada en un valor comprendido en el rango [0, 1]. For-
malmente, esta funcién se define como fggmoia : R — [0, 1], su expresion algebraica y su
derivada vienen dadas por,

1 dfsigmoid e "

_ : — . 4.2
1 + e dl’ (1 + 6_30)2 ( )

fsigmoide (-T)

La funcién sigmoide se usdé mucho en las primeras redes neuronales, pero hoy en dia se
emplea menos porque puede causar problemas al entrenar, como gradientes muy pequenos y
neuronas que dejan de aprender|22].

Ejemplo 4.2. (Tangente hiperbélica tanh) La funciéon tangente hiperbolica fiyperbolic
R — [—1, 1] también se usa como una funcion de activacién para redes neuronales artificiales.

La cual viene dada por,

x x

e’ —e
et 4+ e %

Es similar a la sigmoide, pero su rango es simétrico en torno al origen, esto la hace

fhyperbolic (l’) = tanh(x) = (43)
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adecuada para ciertas aplicaciones. Su derivada con respecto a x es

d erbolic 4 o
fhyp bol _ € S = 1— tanh(x)2 (44)
dx (2 +1)

Observemos que la tangente hiperbélica esta presente en la derivada de la funcion, lo que
significa que calcular las derivadas de segundo orden y superiores puede hacerse de manera
similar. Esto sera especialmente 1til al representar las soluciones de ecuaciones diferenciales
parciales con redes neuronales y diferenciar las redes neuronales para representar las derivadas
de orden superior [24].

Ejemplo 4.3. (ReLU) La funcién rectificadora lineal (ReLU) es una de las funciones de
activacion mas populares en el aprendizaje profundo. freu : R — {z € R: z > 0}, la cual
se define como:

r, siz>0

(4.5)
0, en otro caso

fReLU(ZU) = {

Observe que una de las mayores ventajas de usar esta funciéon de activacion es que requiere
un esfuerzo computacional minimo para evaluarla. Comparado con evaluar las expresiones
de la ecuacion (4.2) o (4.3), es menos costoso, especialmente cuando se tienen que evaluar
varias funciones de activacién en muchas capas en una red neuronal profunda. La derivada
de la funcién ReLU también es simple de evaluar, lo que puede ayudar con el proceso de
entrenamiento de la RN, nétese que,

1, siz >0
=40 siz <0 (4.6)

indefinido cuando z =0

df ReLU
dx

Sin embargo, por simplicidad, a veces se establece que la derivada de la funcion ReLLU
es cero para x = 0 para evitar que la funcién sea indefinida en ese punto. El problema con
esta derivada es que su derivada con respecto a x es cero para todos los valores de x, por lo

que no se puede usar cuando se requiere calcular derivadas de orden superior. Esto serda un
problema al considerar PINNs [24, 25].

Observacion 4.1. (Sobre funciones de activacion en la resoluciéon de EDPs) Al
resolver ecuaciones diferenciales parciales (EDPs) con redes neuronales, es fundamental que
las funciones de activacion sean diferenciables de acuerdo al orden de las derivadas requeridas.
Por ejemplo, la funciéon ReLU solo es diferenciable una vez (excepto en cero), lo que limita
su uso en EDPs que requieren derivadas de orden superior. Para mejorar esta limitacion, se
han utilizado modificaciones de ReLLU, por ejemplo la funcién polynomial-ReL.U:

2"t siz >0
fpolynomial—ReLU(z) = { (47)

0, en otro caso.



Redes neuronales artificiales 21

Aqui, n € N se elige segiin el orden més alto de derivadas requeridas. Aunque esta funcién
mejora la representacion de soluciones, incrementa el esfuerzo computacional y puede causar
problemas de gradientes durante el entrenamiento |2, 6], los cuales se especifican méas adelante
en 4.2.4.

4.1.2 Perceptrones multicapa

Partiendo del concepto de una sola neurona o perceptrén simple, estas se pueden combinar
para formar lo que se llama una capa. En este caso, los datos iniciales, denominados entrada, se
proporcionan a la red neuronal. Cada uno de estos datos se multiplica por un valor especifico
llamado peso, que define la conexién con otras unidades dentro de la red. Luego, se agrega un
ajuste llamado término de sesgo antes de enviar el resultado a una capa intermedia, conocida
como capa oculta (ver figura 4.2). En cada neurona, las entradas y los términos de sesgo se
suman, y se aplica una funciéon de activacion al resultado para producir la entrada para la
siguiente capa. Si la siguiente capa es la llamada capa de salida, las entradas a cada neurona
en dicha capa se suman y, dependiendo del tipo de salida deseada, podria ser necesario
aplicar una funcién, como la funcion softmax!, que se utiliza frecuentemente para tareas de
clasificacion |2, 4].

De manera mas formal, una red neuronal con una sola capa oculta puede describirse
como una funciéon @ : R™ — R” que envia una entrada x € R™ hacia una salida y € R".
Este mapeo se define mediante las matrices de pesos W, € R¥>*™ y W, € R™ junto
con los vectores de sesgos correspondientes b; € R? y by € R". Aqui, d € N representa el
numero de neuronas en la capa oculta, mientras que f, denota la funcién de activacion, la
cual se aplica de manera componente a componente? a su entrada vectorial. La salida y se
calcula mediante las siguientes tres etapas: primero, se toma la transformaciéon afin inicial
z = Wix + b;. En seguida se aplica la funcién de activacion, h = f,(z), donde h € R?
representa las activaciones en la capa oculta. Finalmente, se aplica la transformacion afin
final, y = Whrh 4 b,. En consecuencia, la expresion que describe la salida de la red esta dada
por:

Yy = ngh (Wlx + bl) + bg, (48)

ILa funcién softmax es una transformacion utilizada en redes neuronales para convertir los valores de
la salida de la tltima capa en una distribuciéon de probabilidad sobre las clases. Se define como:

23

€

> e’

donde z; son las salidas de los nodos de la ultima capa. En el contexto de clasificacion multiclase, la funcion
softmax permite asignar a cada clase una probabilidad, facilitando la interpretacion del modelo y la seleccion
de la clase con mayor probabilidad como la prediccién final.

2Con esto nos referimos a que f;, actiia de forma independiente en cada componente de un vector de
entrada. Es decir, dado un vector x € R*, definido como x = (z1,...,2k), la funcion f;, produce:

In(x) = (fu(z1),..., fu(zr)) .

softmax(z;) = Vi=1,...,n
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Capa de Entrada Capa de Salida

Capa Oculta

Figura 4.2. Tipo de red neuronal densa, con m entradas, una capa oculta y n salidas.

donde el encadenamiento representa la secuencia de transformaciones que ocurre a medida
que la informacion fluye a través de las capas de la red. En este contexto, la red neuronal
® pertenece al conjunto R de redes parametrizadas y queda completamente caracterizada
por los pares matriz-vector asociados a cada capa, (Wi, by) para la capa oculta y (W, b)
para la capa de salida. Observemos que, estas definiciones suponen que las dimensiones de
las matrices y vectores estan correctamente especificadas, lo cual verifica la validez de la
ecuacion (4.8).

Observacién 4.2. (Sobre la notacién) Una red neuronal ®! : R™ — R”, con una sola
capa oculta, puede expresarse como

ol = [(W],0}), (Wi, 03],

donde el primer par (W}, bi) corresponde a la capa oculta z = W/x + b] y el segundo par
(W5, b3) corresponde a la capa de salida y = Wyh + b}. Esta notacion es una lista ordenada
que refleja el flujo secuencial de los datos; cada par (W, by) representa una transformacion
afin, y el orden de los pares corresponde a las capas: entrada — oculta — salida.

De acuerdo con lo anterior, se puede observar que la extension de redes neuronales con
una sola capa oculta a redes neuronales con dos capas ocultas se puede realizar de manera
directa mediante un procedimiento conocido como concatenaciéon®. En términos intuitivos, si

3Mateméaticamente, si consideramos dos redes neuronales f; v fa, donde f; : R® = R™ y f5 : R™ — RP,
la concatenacion de estas redes se puede expresar como una nueva red f tal que f(z) = fa(fi(x)) para
x € R™. Aqui, f; toma una entrada x y produce una salida fi(z), que luego se utiliza como entrada para fa,
resultando en la salida final f(z).
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la salida de una red neuronal se utiliza como entrada para otra red neuronal, esto se puede
modelar como una red neuronal con dos capas ocultas, siempre y cuando las dimensiones de
sus entradas y salidas sean compatibles.

Definicién 4.1. Sean
@ (VLB VL] y 0% (WA E), (WA E)]
dos redes neuronales de una sola capa oculta, entonces su concatenacion se define como
B0 @1 = [(WhbL), (WIS Wibh + 82) , (W2, 83)] (1.9

Note que, de acuerdo con la Observacion 4.2, la red neuronal ®? o ®! tendra dos capas
ocultas; la primera es la misma que la de ®', representada por (W}, b}). La segunda capa
oculta es una combinacion de las capas ocultas de ®! y @2, representada por (W?W3 W2bl +
b?). Siguiendo esta misma metodologia, se construyen las redes neuronales con muchas capas
ocultas, las cuales pueden definirse de manera similar.

Definicion 4.2. (Red neuronal con L capas ocultas) Una red neuronal & € R con
L capas ocultas puede definirse como una aplicacion ¢ : R™ — R", dada por las tuplas
matriz-vector

CD = [(Wl, bl) gy (WL—H) bL-HH s (410)

que satisfacen la ecuacion

Y =Wrafo Wefu (o fu Wix +b1)...) + br) + b, (4.11)

para una funcién de activacion no especificada f;,. El nimero de neuronas en cada capa oculta
se denota como d; para i € {1,..., L}. Las matrices de pesos estan dadas por W, € R4>*m,
W; € RE*4-1 para j € {2,..., L}, y Wry1 € R™9 mientras que los términos de sesgo son
b, € R% para k€ {1,...,L} y br,; € R™.

Usando la definicién anterior 4.2 es posible diseniar lo que se conoce como redes neuronales
de avance (feedforward?) para cualquier nimero de capas L € N. En este contexto, la red
neuronal multicapa puede visualizarse como un grafo, donde los circulos representan las
neuronas individuales, las flechas denotan conexiones entre las neuronas en términos de los
pesos para la siguiente capa, y las neuronas se disponen en columnas que representan lo que
se conoce como capas. En la figura 4.3 puede visualizarse una red neuronal con dos capas
ocultas, pero puede extenderse facilmente a mas capas.

Definiciéon 4.3. La profundidad D de una red neuronal ® € R con L capas ocultas y

una capa de salida se define como la suma del nimero de capas ocultas y la capa de salida,
D(®)=L+1.

4Redes donde la informacién fluye en una sola direccién: desde la capa de entrada, a través de capas
ocultas (si existen), hasta la capa de salida, sin ciclos o retroalimentacion.
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Proposicion 4.1. El nimero de pardmetros P(-) de una red neuronal ® € R se define como
el numero total de entradas en la representacion matriz-vector de la red segun la definicion
4.2, puede calcularse a partir del niimero de neuronas d; en cada capa oculta i, considerando
ademds que la capa de entrada tiene dy = m neuronas y la capa de salida tiene dpy 1 = n

neuronas, para i € {0,1,..., L, L+1}. El nimero total de pardmetros se puede calcular como
L+1
P(O) = (di-dimy +dy) (4.12)

i=1
Demostracion. Observemos que capa ¢ € N tiene d; neuronas y la capa anterior tiene d; 1
neuronas; dado que cada nodo de la capa anterior estd conectado a cada neurona de la
siguiente capa, tendra d; conexiones, segin el principio de multiplicaciéon. Esto se repite
d;_1 veces para cada neurona de la capa, lo que da el nimero de entradas de la matriz
correspondiente W;_1. Ademas, para cada capa existen d; sesgos, los cuales también deben
sumarse, ya que estan todos conectados a la siguiente capa. Repetir este procedimiento para
todas las capas da el namero total de parametros.

La operacion de concatenacion, que se definié anteriormente para combinar la salida de
una red neuronal con una sola capa oculta con la entrada de otra red neuronal con una sola
capa oculta para crear una red neuronal con dos capas ocultas, ahora puede definirse para
casos mas generales.

]

Definicion 4.4. Dadas dos redes neuronales @1, ®5 € R con profundidades L y Ls respec-
tivamente

(I)l = [(Wll’ b%) [ (Wllq’ b}q) ’ (Wllz1+1’ bi1+1):|
(I)2 = [(Wf’ b%) [ (W%zz’ biz) ’ (W[2/2+17 b%2+1):|

su concatenacion ®, o ®; se define como

P’ o' =[(W],by),..., W;,.bL,),
(WEWLI,1+17 W%bil—i-l + b?) ) (W227 bg) [ (WEQ—‘—:[’ b%2+1)]

asumiendo que las dimensiones son compatibles para las multiplicaciones de matrices.

Si denotamos una transformacién afin como ¥¥ € C (Rd’l,Rd) , x — Wiz + b;, donde
los pares (W, b;) corresponden a la representacion matriz-vector de la red neuronal ® € N
segin la definicion 4.2, se puede definir lo que cominmente se denomina (modelo feedforward
o realizacion) de una red neuronal.

Definiciéon 4.5. La realizacion de redes neuronales con mas de una capa oculta también se
conoce como perceptroén multicapa [6].
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Y1

Yn

Figura 4.3. Red neuronal, con m entradas, dos capas ocultas y n salidas.

Observacion 4.3. Finalmente notemos si una funcién de activacion f; : R — R es lineal
en una red neuronal multicapa, entonces ésta es equivalente a una red con solo capa de
entrada. En efecto, dada una aplicacion lineal f : V' — W satisface f(z +y) = f(z) + f(y)
y f(cx) = cf(x). Para una red ¢ = [(A1,b1), (Az, b2)] con f lineal, se tiene

y=Asf (A1z +b1) + bo
= Yy = Az(fAll' + fbl) + bg
Sy = (AofA1)z + (A fb1 + bo)

Esto equivale a una transformacion afin Az + b, correspondiente a una red monocapa.

4.2 Entrenamiento de redes neuronales

Hasta este punto sabemos que una red neuronal simplemente es una funcién que satisface
la definicion 4.2, para aplicarla a un problema especifico, es necesario determinar los pesos
y sesgos adecuados que resuelvan dicho problema. Este proceso se denomina entrenamiento
de la red neuronal y generalmente se realiza mediante dos métodos clave, el descenso de
gradiente y la retropropagacion, los cuales se explicardn en esta seccion.

Antes de explicar qué significa entrenar una red neuronal, es preciso definir qué es un
problema de aprendizaje.

Definicién 4.6. Un problema de aprendizaje supervisado consta de los siguientes tres com-
ponentes [14],

1. Datos de entrenamiento: Se dispone de un conjunto de vectores de entrada x, ob-
tenidos (por ejemplo) de experimentos o simulaciones, junto con sus correspondientes
salidas etiquetadas. Cada vector x forma parte del conjunto de entrenamiento.
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2. Supervisor: Existe una funciéon (o procedimiento) o que, dada una entrada x, pro-
porciona la salida deseada y = o(x). En este enfoque, consideramos que dicha funcién
representa el conocimiento subyacente que queremos aproximar.

3. Algoritmo de aprendizaje: Un mecanismo que, a partir de la informacioén contenida
en los pares (x,y), es capaz de implementar un conjunto de funciones f(x,«), donde
a € A representa el espacio de parametros ajustables (pesos y sesgos).

Observacion 4.4. En este contexto, un problema de aprendizaje no supervisado se ca-
racteriza por la ausencia de salidas etiquetadas. En este caso, se dispone tnicamente de un
conjunto de vectores de entrada x, y el objetivo es descubrir patrones o estructuras subya-
centes en los datos, como agrupamientos o reducciones de dimensionalidad, sin la guia de un
supervisor que indique la salida deseada.

Definicion 4.7. (Funciones de pérdida) Para evaluar el desempeno de una funciéon
f(x, @), segun la definicion anterior, es necesario cuantificar qué tan bien dicha funciéon apro-
xima la salida proporcionada por el supervisor. Para ello se define la funcién de pérdida.

Definicién 4.8. Una funciéon de pérdida L(-, ) es un funcional que retorna un nimero real
dado un valor de salida y (proporcionado por el supervisor) y la correspondiente salida predi-
cha f(x,a), con a € A. La funciéon de pérdida debe elegirse de manera que su minimizacion
corresponda a minimizar la diferencia entre la salida del supervisor y la salida predicha.
Algunos ejemplos comunes son:

» (Pérdida caracteristica). La funcion de pérdida 0-1, Ly, se define como:

0, Siy:f<X,Oé)

Lo1(y, f(x,0)) = {1 siy # f(x,a)

Esta funcion se utiliza comtinmente en problemas de clasificacion, donde tanto la salida
del supervisor como la predicha son variables categoricas [6].

» (Perdida cuadratica media MSE). La funcion de pérdida de error cuadratico medio
es una de las mas empleadas en tareas de regresion. Consiste en calcular el promedio
de los cuadrados de las diferencias entre los valores esperados y las predicciones de la
red:

1 N

Luse(y, f(x,a)) = N Z (yi — f(xi,))?

i=1
donde y € Ry f(x,a) € R. N es el nimero de ejemplos de entrenamiento o nimero
de datos etiquetados disponibles.
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Observacion 4.5. En el contexto de resolver ecuaciones diferenciales parciales (EDP), este
planteamiento se traduce en que, dada una EDP y un conjunto de condiciones iniciales y
de contorno (las entradas) junto con las soluciones correspondientes (las salidas), se busca
entrenar una red neuronal que aproxime la funcién soluciéon de la EDP. De esta manera,
el proceso de entrenamiento consiste en ajustar los parametros de la red para minimizar la
discrepancia entre la solucion predicha y la solucion deseada.

4.2.1 Algoritmos de optimizacion

Recordemos que el proposito del entrenamiento de una red neuronal consiste en ajustar sus
parametros, pesos y sesgos de modo que se minimice una funcién de pérdida que cuantifica
el error entre las predicciones de la red y los “valores reales”. Matematicamente, dado un
conjunto de datos compuesto por N pares entrada-salida (z;,y;), con i = 1,..., N, y una
red neuronal denotada por ®,(-,0), donde § € O representa el conjunto de parametros del
modelo, el objetivo del entrenamiento es resolver el siguiente problema de minimizacion:

0" = arg mefnﬁ (yi, o(z4,0)) , (4.13)

donde L(-,-) representa la funciéon de pérdida. En este contexto, a continuacion exploramos
algunos algoritmos de optimizacion, los cuales desempenan un papel muy importante ya que
permiten aproximar la solucion 6* del problema anterior (4.13) mediante métodos iterativos
que actualizan los parametros en la direcciéon que reduce la pérdida.

4.2.2 Descenso de Gradiente estocastico

El descenso de gradiente se basa en la propiedad de que una funcién disminuye mas rapido
en la direccion de su gradiente negativo [6]. Usando esta informacion, dado un conjunto de
parametros © podemos formular una regla de actualizaciéon para los parametros. La cual se
realiza como:

Hnew = 901d — UV£ (y, o ($; 901d )) (414)

donde 0,4 ,0hew € O son los parametros de la red neuronal, los cuales se presentan como
tuplas matriz-vector 6; := (W, b;) para cada capa i = 1,...,L + 1. La constante n € R
se conoce como la tasa de aprendizaje y ajusta cuanto se actualizan los parametros 6,q
y la funcion de pérdida L, junto con su par de entrada-salida especificado del conjunto de
entrenamiento (x,y).

El descenso de gradiente se actualiza una vez que se han evaluado todos los datos de
entrenamiento, lo cual puede ser muy lento ya que se pueden necesitar muchas actualizaciones
si el conjunto de entrenamiento es grande, por lo que a menudo se utiliza una variacion de este
método, llamada descenso de gradiente estocdstico|6]. En el descenso de gradiente estocastico,
todo el conjunto de datos de entrenamiento se divide en conjuntos mas pequenos, llamados
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lotes, y el descenso de gradiente se actualiza para cada lote de datos de entrenamiento, antes
de continuar con el siguiente lote. Cada recorrido por todos los lotes se llama una época.

El descenso de gradiente estocéstico (SGD) sigue siendo una técnica ampliamente utilizada
para la optimizacion de los parametros en redes neuronales, destacandose entre sus variantes
el optimizador Adam, por su eficiencia y robustez en diversos escenarios de entrenamiento
[6]. No obstante, existen otros enfoques igualmente relevantes, como el algoritmo BFGS de
memoria limitada (L-BFGS), el cual resulta ttil en problemas donde se requiere una mayor
precision en la aproximacion del minimo [6, 10].

4.2.3 Diferenciacion automatica

Antes de describir la retropropagacion, el procedimiento mediante el cual se ajustan los
parametros de una red neuronal minimizando una funcién de pérdida, conviene entender
como se obtienen las derivadas de manera precisa y eficiente; este proceso se denomina dife-
renciacion automatica. A diferencia de la diferenciacion numérica (por ejemplo, diferencias
finitas) o la simbolica (derivacion manual), la diferenciacion automaética autodiff se basa en
descomponer cualquier funciéon compleja como una red neuronal compuesta por miltiples ca-
pas y operaciones en una secuencia de operaciones elementales, cuyas derivadas son conocidas
[2, 6]. Sea y = f(x) un algoritmo general, que puede verse como una composicion de varias
funciones mas simples f = f, o f,_10---0 fy 0 fi, y consideremos que estas composiciones
pueden escribirse en términos de variables intermedias, es decir,

Wy = T,
wy = fi(wp),
wy = fo(wy),

Wy, = fn(wnfl) =Y.

El proceso para calcular % mediante diferenciacion automatica en modo directo (forward
mode), en términos de las variables intermedias w; y las correspondientes w}, consiste en

propagar una semiderivada desde la entrada:

wh = @ =1

07 Oz ’
W — 8w1 W'

! 8w0 0’
U}/ _ aw2 U}/

2 awl 1

, ow,
w, = w
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de modo que w!, = %. En cambio, en modo inverso (reverse mode) el cual es la base de la
retropropagacion se inicia la derivacion en la salida y se retropropaga hacia la entrada:

o=
n awn )
o,
Wp—1 = Wy aw—n_lu
_ - awn—l
Wp—2 = Wp—-1 awn_27
_ awl 3y

0= W1 7 —
Owy T Oz

Aqui, w; = a . Este esquema es especialmente eficiente cuando la funcién de interés tiene
pocas salidas (por ejemplo, la pérdida escalar) y muchos pardmetros o entradas, pues computa
el gradiente completo en un solo paso de retropropagacion.

En resumen, la diferenciaciéon automatica, ya sea en modo directo o inverso, aprovecha la
descomposicion en bloques elementales y la regla de la cadena para calcular derivadas exactas
sin recurrir a trucos numéricos ni a derivaciones simboélicas completas.

Una pregunta natural es: ; Cémo se pueden obtener o implementar en la practica este tipo
de técnicas como diferenciacion automética? La respuesta rapida es mediante las bibliotecas
de aprendizaje automatico como TensorFlow o PyTorch [28, 29]|. Ambas bibliotecas sobre
Python, las cuales roporcionan mecanismos eficientes y optimizados para realizar diferen-
ciaciéon automéatica en modo inverso, permitiendo calcular gradientes de funciones complejas
definidas por grafos computacionales. En PyTorch, por ejemplo, esto se logra mediante un sis-
tema dinamico de grafos conocido como define-by-run, que construye el grafo computacional
en tiempo de ejecucion y facilita el uso interactivo.

4.2.4 Retropropagacion (Backpropagation)

Como mencionamos anteriormente, para aplicar un algoritmo de optimizaciéon como el
descenso del gradiente, necesitamos calcular las derivadas parciales de la funciéon de pérdida
L(y, f(x,0)) con respecto a cada uno de los parametros 6; := (W, b;), parai=1,..., L+ 1,
correspondientes a cada una de las L capas ocultas mas la capa de salida.

Consideremos entonces una red neuronal del tipo perceptréon multicapa, o una realizacion-
a como la descrita en la definicién 4.1. Esta se puede expresar como una composicion de
funciones de la siguiente forma:

FP:=V7 oaoWloao---0aoW?, (4.15)

a

donde cada U? representa una transformacion afin (una combinacién lineal mas un sesgo)
seguida de una funcion de activacion a.
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Siguiendo lo explicado en la seccién 4.2.3 sobre diferenciacién automaética, la derivada
parcial de la funciéon de pérdida respecto a los parametros de cada capa se puede obtener
aplicando la regla de la cadena. En particular, la derivada parcial de L(y, f(x,#)) con respecto
a los parametros 6; en la capa i-ésima se puede descomponer como:

oL oL Oy oVt ., da OV? da ovt,  Oa 416

ouE gy 9vr, da  OUY da OVE | da OUF (4.16)

En esta expresion, cada U = W;x + b; representa una transformacion afin en la i-ésima
capa, donde x es la entrada a esa capa. Las derivadas parciales se entienden con respecto a
los parametros W; y b;. Ademas, dado que la red incluye funciones de activacion a, también
es necesario calcular sus derivadas.

El procedimiento de retropropagacion comienza calculando la derivada de la funcion de
pérdida con respecto a la salida final de la red, y luego se propagan estas derivadas hacia atras,
capa por capa. Para evitar calcular varias veces los mismos valores, se introducen variables
auxiliares llamadas %, que se actualizan de forma recursiva segiin el siguiente esquema:

sLHL . oL dy

=5y BuE,
5L.:a\lj_q£+1.ﬁ.5L+l
' da  OU? ’
i a\pg’ﬂ da_ iy
i T
51— owy ~ Oa 5
)

Este algoritmo, como se mencioné antes, se llama retropropagacion porque inicia desde la
parte final de la red (la salida) y va propagando hacia atrds la informacion de los gradientes,
capa por capa. Este mecanismo es fundamental para entrenar redes neuronales mediante
métodos de optimizacion basados en gradientes, ya que permite actualizar de manera eficiente
todos los parametros del modelo.

En resumen, el proceso completo de entrenamiento consiste en aplicar repetidamente este
esquema: calcular la pérdida, propagar los gradientes hacia atras usando retropropagaciéon y
actualizar los parametros mediante un algoritmo de optimizacion (como descenso de gradiente
o alguno de sus variantes). Este ciclo se repite durante un ntmero determinado de épocas
o hasta que la funcién de pérdida alcance un valor suficientemente bajo, indicando que el
modelo ha aprendido adecuadamente la tarea deseada.
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Problemas comunes en el entrenamiento de redes neuro-
nales

El proceso de entrenamiento de una red neuronal profunda se ve usualmente afectado por
diversos problemas que comprometen su convergencia y generalizacion [5, 7]. El problema
posiblemente méas comun es el de subajuste (underfitting) y sobreajuste (overfitting) de los
datos de entrenamiento. El subajuste ocurre cuando la red neuronal no tiene suficiente com-
plejidad para captar patrones complejos, por lo que su desempeno es deficiente en cualquier
conjunto de datos. El sobreajuste es el problema inverso; la red es demasiado compleja y “me-
moriza”’ los datos de entrenamiento en lugar de aprender patrones generales, por lo que no
puede generalizar a datos nuevos. Para mitigar ambos efectos existen varias soluciones cono-
cidas colectivamente como métodos de regularizacion. Tales como, detener el entrenamiento
temprano (early stopping) para evitar que la red aprenda en exceso. Aplicar dropout, que
apaga aleatoriamente neuronas durante el entrenamiento. Anadir un término de penalizacion
en la pérdida, por ejemplo la técnica LASSOI6, 7).

Por otro lado, el descenso por gradiente también puede quedarse atrapado en minimos

locales, impidiendo encontrar pardmetros mejores [5|. Para evitarlo, a veces se emplea una
tasa de aprendizaje adaptativa(p. ej. Adam, RMSProp) o se anade un término de momento,
que suaviza las oscilaciones y facilita escapar de minimimos locales.
Adicionalmente, otras dificultades comunes son los problemas de gradientes que se anulan
(vanishing gradients) y gradientes que explotan (ezploding gradients) |6, 5]. Como se observa
de la ecuacion (4.16), el calculo del gradiente mediante la regla de la cadena implica produc-
tos sucesivos de derivadas parciales. Si muchas de estas derivadas son menores que uno, el
gradiente total tiende a anularse, dificultando el aprendizaje en capas profundas. Por el con-
trario, si varias derivadas son mayores que uno, el gradiente puede crecer exponencialmente,
lo que lleva a inestabilidad numérica. Ambos fenémenos se agravan conforme aumenta la
profundidad de la red.

Para hacer frente a estos problemas, se han desarrollado diversas modificaciones en la
arquitectura de las redes. Una de las méas destacadas es la incorporacion de conexiones resi-
duales, como las empleadas en las redes ResNet [5], las cuales facilitan el flujo de informacion y
de gradientes entre capas al introducir atajos que conectan directamente capas no adyacentes.
Esta estructura ayuda a preservar la magnitud de los gradientes durante la retropropagacion,
evitando tanto su atenuaciéon como su crecimiento descontrolado. Por otro lado, funciones
de activacion como la ReLU (4.5), cuya derivada es constante (0 o 1), también desempe-
nan un papel clave al limitar la aparicion de productos extremos en el calculo del gradiente,
contribuyendo asi a una propagaciéon mas estable y eficiente.

Ademés de modificaciones estructurales, técnicas de entrenamiento mas sofisticadas tam-
bién pueden contribuir a contrarrestar estos problemas. Una de ellas es el muestreo por
importancia (importance sampling), que ajusta la frecuencia con la que se seleccionan los
datos durante el entrenamiento en funcién de su influencia esperada en el gradiente. Al prio-
rizar ejemplos méas informativos, se puede acelerar la convergencia y reducir la varianza del
estimador del gradiente, mejorando la estabilidad del entrenamiento en redes profundas |8, 9.



Teoremas de aproximacién de las redes neuronales 32

4.3 Teoremas de aproximaciéon de las redes neuronales

Dado que el objetivo central de este trabajo es aproximar la soluciéon de una EDP (1.1)
mediante el uso de una red neuronal, y considerando que ya se han introducido los conceptos
bésicos de este tipo de modelos, en lo que sigue se presentaréan algunos resultados tedricos de
gran relevancia en su estudio.

En particular, se abordara el teorema de aprorimacion universal, el cual establece que,
bajo ciertas condiciones, las redes neuronales poseen la capacidad de aproximar funciones con
un alto grado de precision. Este tipo de resultados expone el potencial de las redes neuronales
como aproximadores funcionales. Para un analisis més detallado sobre sus capacidades de
aproximacion, pueden consultarse referencias especializadas como [12, 13].

4.3.1 Aproximacion Universal de Funciones para Redes Neuronales

Para entender por qué las redes neuronales son herramientas tan ttiles, es necesario
analizar tanto sus limitaciones como los motivos por los cuales pueden aproximar una gran
variedad de funciones. Desde un enfoque teorico, esta capacidad ha sido respaldada por varios
teoremas conocidos como teoremas de aproximacion universal. Los primeros resultados en esta
area se centraron en redes neuronales con una tnica capa oculta y funciones de activacion
sigmoidal [19, 20|. Posteriormente, se extendieron estos resultados con nuevos teoremas, como
el de aproximacién universal para redes neuronales, que es el enfoque que se abordara en esta
seccion.

Teorema 4.2. (Teorema de aproximacion universal para redes neuronales (versiéon
reformulada de [18])) Sea f € C(K,R") una funcion continua definida sobre un subcon-
gunto compacto K C R™ y con valores en R™. Entonces, dado € > 0, existe una realizacion-N,
de una red neuronal con una sola capa oculta y funcion de activacion a € C(R,R), tal que,

sup || No(z) — f(z)]| <€ (4.17)
zeK
st y solo si a no es un polinomio.

Observacion 4.6. En este contexto, una version para R es: la realizacion-N, de una red
neuronal con una sola capa oculta corresponde a funciones de la forma

N
Na(z) = aja(w; -z +b;),
=1

donde a = fj, es la funcion de activacion (infinitamente diferenciable y no polinémica), y los
parametros a; € R, w; € R™, b; € R son libres.

La desigualdad (4.17) indica que, para toda funcion continua f definida sobre un compacto
K, es posible encontrar una red de este tipo que la aproxime uniformemente con precision
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arbitraria, siempre que a no sea un polinomio. En particular, la calidad de la aproximacion
(es decir, cuan pequeno es €) depende de la eleccion adecuada de los parametros (o, w;, b;)
y del nimero de nodos ocultos V.

La demostracion de este teorema es bastante elaborada y necesita que se establezcan varios
lemas y proposiciones previamente, los cuales se trataran en el resto de esta subseccion. La
estructura de la demostracion se basa en el enfoque descrito en [18]. Comenzamos con la
definicion de las funciones tipo ridge.

Definicién 4.9. Una funcién tipo ridge g : R — R es una funciéon que puede expresarse
en la forma,

g(x)=f(b-x—0) para todo x € R%, (4.18)

donde el vector b € R? es un vector direccional, # € R es un un escalar llamado sesgo. Y
f R — R es una funcioén no lineal. (por ejemplo, ReLLU(4.5) o Sigmiode(4.2) )

Definimos el espacio generado por todas las funciones tipo ridge definidas sobre un con-
junto A C R¢ como:
R(A) =span{f(b-z): f € C(R),b e A} (4.19)

Teorema 4.3. (Teorema de Vostrecov-Kreines) El conjunto R(A) de funciones tipo
ridge definidas sobre un conjunto compacto A es denso en C (Rd) (con la topologia de con-
vergencia uniforme sobre A) si y solo si no existe ningin polinomio homogéneo no trivial que
se anule en A.

(Este teorema se cita sin demostracion; para detalles de la prueba, consulte [18] )

Observacion 4.7. Es importante notar que, al examinar el conjunto de todas las funciones
tipo ridge f € C(R), donde se permite un tnico vector direccional b € R? se pueden
considerar cualquier miltiplo escalar de dicho vector. Esto se debe a que estos vectores
pueden ser normalizados para situarse en la hiperesfera unitaria S?'. Por lo tanto, para
analizar la densidad del conjunto de funciones tipo ridge, no es necesario incluir todos los
vectores b € R? de manera arbitraria. Es suficiente trabajar con los vectores unitarios en
S9=1" ya que cualquier direccién en R? puede ser representada como uno de ellos mediante
un multiplo escalar.

Proposicion 4.4. Supongamos que el conjunto de todas las funciones M, donde los pesos
A y los sesgos B son subconjuntos de R, estd dado por

M(fn; A, B) = span{ fr(ax —b) :a € ACR, be B} (4.20)

el cual, en la topologia de convergencia uniforme sobre conjuntos compactos, es denso en
C(R). Ademds, supongamos que A C S, para lo cual el conjunto de funciones tipo ridge
R(A) es denso en C(RY) en la topologia de convergencia uniforme sobre conjuntos compactos.
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Entonces, el conjunto de todas las redes neuronales posibles con una sola capa oculta, con
pesos w € A y sesgo 0 € ©, dado por

N(fn; A x A,0) =span{fy(w-x—0) :we A e} (4.21)
es denso en C(R?), en la topologia de convergencia uniforme sobre conjuntos compactos.

Demostracion. Consideremos f € C'(K) la funcion a aproximar, donde K es un subconjunto
compacto de RY. Por el Teorema 4.3, el conjunto de funciones tipo ridge R(A) es denso en
C(K). En consecuencia, dado un € > 0, existe una secuencia de funciones tipo ridge g; € C(R)
ya' € A i=1,...,r, tal que

€

<
2

(4.22)

'ﬂ@—}j%@“@

para todo x € K. Como a' -z € R y K es compacto, el producto escalar a’ - x pertenece a
un intervalo acotado [ay, §;]. Por la hipotesis de densidad de M (f;;.A,b) en dicho intervalo,
existen constantes ¢;; € R, pesos w;; € Ay sesgos 6;; € O tales que

- €
gl(t) — Z Cijfh (wijt — 9”) < 2_7“ (423)
j=1
para todo t € [y, B;] y i = 1,...,7. Por tanto,
‘f(l‘) — Z Z Cijfh (wijai T — 9”) <€ (424)
i=1 j=1
para todo z € K.
O]

Proposicion 4.5. Supongamos que la funcion f, € C*°(R) estd asociada a la funcion en el
conjunto M(fn; A, B), tal como se definio previamente en la ecuacion (4.20), y que f, no es
un polinomio. Entonces, el subespacio generado por N(fn; R, R) es denso en C(R).

Demostracion. Dado que la funciéon f, es infinitamente diferenciable y que la derivada de
una funcion en N (fy,; R, R) también pertenece al subespacio lineal generado por N (fi,; R, R),
se sigue que,

F(fullat )t =)~ fulat 1) € N(fRR) (h#£0) (4.25)

Al hacer tender h — 0, esta diferencia converge a la derivada de f5(at — b) con respecto a a.
En particular, evaluando en a = 0 obtenemos

D et —b)| = tfi(-D), (4.26)

da .
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que por continuidad pertenece a la cerradura N (fi,; R, R). De manera completamente analoga,
si diferenciamos k veces respecto a a y luego evaluamos en a = 0, resulta

d" k (k:)
e fn(at —b) =1 (=b), (4.27)

a=0

que también pertenece a la misma cerradura, para todo k € N. Como por hipotesis f}(Lk)( —b) #
0, concluimos que el monomio #* (y por tanto todo polinomio) puede aproximarse arbitraria-
mente bien por combinaciones de funciones en N (f,; R, R). Finalmente, aplicando el Teorema
de Stone-Weierstrass® , obtenemos que el espacio lineal generado por N(f,; R, R) es denso
en C'(K) para cualquier compacto K C R, lo que completa la demostracion.

[]

Proposicion 4.6. Si f, € C(R) y no es un polinomio, entonces el espacio lineal generado
por N (fn; R, R) es denso en C(R). Es decir, toda funcion continua en R puede aproximarse
uniformemente en compactos por combinaciones lineales finitas de funciones en N'(fi; R, R).

Demostracion. Sea C3°(R) el conjunto de funciones suaves con soporte compacto. Para ¢ €
C°(R), se define la convolucion de f; y ¢ como

frnx o= /_oo Su(t —y)o(y)dy (4.28)

la cual esta bien definida y converge para todo t € R, debido a que ¢ tiene soporte compacto
y fn es continua. Ademas, al considerar una funcion compuesta del tipo f,(at — b), donde
a,b € R, también se puede escribir su convoluciéon con ¢ como,

falat — b) % é(y) / falat —b— y)(y)dy (4.29)

Dado que esta operacién no modifica la estructura de convoluciéon mas alla de una transfor-
macion afin en el argumento, se sigue que

N(fnx ;R R) CN(fn;R,R) para todo a € R.

Ahora, definamos fy := f5 * ¢. Dado que la convolucién de una funcién continua con una
funcion suave y de soporte compacto es también infinitamente diferenciable, entonces f, €
COO( ), por la proposicion 4.5 se concluye que para cualquier £ € Ny b € R, el producto
t"“f¢ (—b) pertenece al conjunto N (f,; R, R).

Si N(f;R,R) no es denso, entonces existirfa algiin k tal que t* ¢ N'(f;R,R). Por tanto,

fd()k)(—b) = ( para todo b y toda ¢, implicando que f, es un polinomio de grado a lo sumo
k — 1. No obstante, se puede construir una sucesion de funciones {¢,} C C§°(R) tal que

5Sea A una subalgebra de C'(K), el espacio de funciones continuas en un compacto K C R, que separa
puntos y no se anula en ningtn punto de K. Entonces el cierre de A con respecto a la norma del supremo
coincide con todo C(K), es decir, A = C(K). En particular, los polinomios son densos en C(K).
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fén = fn * ¢, — f uniformemente sobre conjuntos compactos. Esto significa que f seria el
limite uniforme de funciones f,,, cada una de las cuales es un polinomio de grado a lo sumo
k —1. Como el conjunto de polinomios de grado a lo sumo k£ —1 es cerrado en la topologia de
convergencia uniforme sobre compactos, se concluiria que f también debe ser un polinomio
de grado a lo sumo k — 1. Sin embargo, esta conclusion contradice la hipotesis inicial de que f
no es un polinomio de grado finito, por lo que se obtiene una contradicciéon. En consecuencia,
el conjunto NV (f;R,R) es denso. O

Teniendo en cuenta lo anterior, es posible demostrar el teorema de aproximacion universal
de funciones para redes neuronales.

Demostracion. Teorema de Aproximacion Universal de Funciones para Redes Neuronales 4.2

Usando la proposiciéon 4.6 y observando que si f es un polinomio, entonces la propiedad
de densidad no puede mantenerse, se prueba esencialmente el teorema. Fijar el grado de f
en cualquier entero positivo implica que el espacio lineal generado por el conjunto de todas
las redes neuronales con una sola capa oculta no puede abarcar todo R, O

Ejemplo 4.4. (Aproximacion de una funciéon continua mediante una red neuronal)

Con el fin de ilustrar un ejemplo del Teorema 4.2. Consideremos la funcién continua
f(t) = 4 sin(t) definida sobre el compacto K = [—, 7|. De acuerdo con el teorema, existe una
red neuronal de una sola capa oculta y funcién activaciéon no polinémica capaz de aproximar f
uniformemente con precision arbitraria. En este ejemplo empleamos la funcién de activacion
tangente hiperbolica (4.3). De modo que, la N,-realizacion de una red neuronal o simplemente

red totalmente conectada del tipo feedforward, tiene la forma

Na(t) =) o tanh (w;t + b;) (4.30)

i=1

Donde N denota el niimero de neuronas en la capa oculta (en este caso usamos N = 10) y los
parametros libres {«;, w;, b; }. Para la implementacién computacional generamos un conjunto
de entrenamiento etiquetado con 10 puntos uniformemente espaciados en [—, 7], de la forma
{t;, f(t;)} los cuales se generan sintéticamente. El entrenamiento se formula con una funcion
de pérdida basada en minimos cuadrados (4.8). Asi,

110

£(0) = 75 D (Naltis0) = (1)),

=1

donde 6 agrupa todos los parametros de la red. Para el proceso de optimizaciéon utilizamos un
método de tipo L-BFGS. Aqui 6 se inicializa de forma aleatoria utilizando los inicializadores
por defecto de PyTorch, en el rango de (—1,1). El procedimiento de entrenamiento (mini-
mizacion de la funcion de pérdida) se ejecuta durante 2500 épocas con tasa de aprendizaje
o tolerancia 1073, Tras el entrenamiento, comparamos N, con f tanto en los 10 puntos de
entrenamiento como en una malla densa para la visualizacion.
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@ Datos de entrenamiento /7

— Funcién exacta
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Figura 4.4. Aproximacion de f(t) = %Sin(t) por una red neuronal de una capa oculta con activacién tanh,
y tasa se aprendizaje 1073, Se muestran la funcién exacta, la aproximacién para diferentes iteraciones, los 10
puntos de entrenamiento y el error || Ny (t;) — f(t;)|lco como funcion de la iteracion

En la Fig. 4.4 se muestra la curva de f(¢) junto con la aproximacion de la red y los pun-
tos de entrenamiento. Este experimento confirma empiricamente el enunciado del teorema.
Incluso cuando los datos de entrenamiento son escasos, una red neuronal, con una sola capa
oculta y activacion no polinémica puede aproximar con alta precision una funcién continua
sobre un compacto.

Observacion 4.8. Adicionalmente, en este punto conviene destacar algunos aspectos po-
sitivos de las redes neuronales. En particular, los resultados de Barron [17| muestran que,
para una clase especifica de funciones, las redes pueden mitigar la llamada maldicion de la
dimensionalidad. Este fenémeno se refiere al crecimiento exponencial del volumen del espacio
de entrada conforme aumenta la dimension, lo que dificulta la aproximacion y generalizacion
de funciones mediante métodos tradicionales. Por ejemplo, al resolver ecuaciones diferenciales
parciales con Diferencias Finitas, es necesario construir una malla sobre el dominio: en bajas
dimensiones esto es manejable, pero en altas, el nimero de puntos crece exponencialmente.
Asi, representar un dominio de 500 dimensiones con apenas 10 puntos por dimension exigiria
10 nodos, lo cual resulta completamente impracticable. En contraste, se ha demostrado
que las redes neuronales pueden superar este obstaculo, pues no requieren una malla explicita
para representar soluciones [18, 17]. Estas ideas se discutiran con mayor detalle mas adelante.



Capitulo D

Aprendizaje profundo basado en fisica

En este punto contamos con todos los preliminares necesarios para presentar el enfoque
central de este trabajo, las redes neuronales informadas por la fisica (PINNs por su siglas
en ingles). Este enfoque combina las capacidades de aproximacion y aprendizaje de las redes
neuronales profundas con los principios y restricciones impuestos por las leyes fisicas que
describen sistemas del mundo real, escritas como ecuaciones diferenciales ya sean ordinarias
(EDP) o parciales (EDP). En el contexto de aprendizaje profundo, esta estrategia es conocida
como aprendizaje profundo basado en fisica [11]|. En las secciones siguientes, profundizaremos
en la teoria y aplicaciones de este enfoque innovador que une el aprendizaje automatico con
la fisica asociada a un modelo en especifico.

5.1 Principios generales de las PINNs

Como se ha mencionado anteriormente, las redes neuronales juegan un papel muy impor-
tante como aproximadores universales en diferentes contextos; en particular, estamos intere-
sados en el objetivo de aproximar la solucion de ecuaciones diferenciales de tipo evolutivo 3,
mediante una red neuronal. Este proposito no es nuevo, los primeros trabajos relacionados
con este enfoque se remontan a principios de la década de 1990 [52, 53, 54]; sin embargo,
en ese entonces, la limitada capacidad de computo generdé un desinterés en el uso de estas
técnicas.

En consecuencia, en la actualidad, gracias al creciente poder de computo, las redes neuro-
nales han vuelto a ser muy atractivas, generando un renovado interés en su aplicacion. El
término PINN y el aumento de la investigacion en esta area se establecieron en dos articulos
clave [24, 25|, y posteriormente consolidados en [26]. Como resultado las redes neuronales
informadas por la fisica, cominmente abreviadas como PINNs (por sus siglas en inglés), fue-
ron introducidas por primera vez en 2017 por Raissi, Perdikaris y Karniadakis [24, 25, 26]
como un enfoque eficiente y directo para usar redes neuronales en la resoluciéon de ecuaciones
diferenciales parciales. Aunque se han presentado muchas modificaciones a esta estrategia,
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el enfoque original ha demostrado ser altamente efectivo en la aproximaciéon de soluciones a
problemas complejos.

Las PINNs integran principios fisicos directamente en la estructura de la red neuronal,
permitiendo la incorporacién de conocimiento previo sobre la dinamica del sistema en el pro-
ceso de aprendizaje. Esta estrategia no solo aproxima la solucion, sino que también reduce
la necesidad de grandes cantidades de datos de entrenamiento [24].

Para hacer un recorrido de céomo es en especifico el funcionamiento y aplicacion de las
PINNSs, consideremos ecuaciones diferenciales parciales de la forma

u + Nu; Al =0 (5.1)

donde Nu; A] es un operador diferencial no lineal que puede depender de varios parametros
A (por ejemplo (3.3), (3.5) ), y u(z,t) denota la funcion u : Q x I C R"™ — R que se desea
determinar a partir de la ecuaciéon diferencial parcial, parax € Q CR" yt € I C R.

Sujeta a las condiciones iniciales y de frontera

u(w,0) = glx), 7 €9,
Blu] =0, tel0,T], x€0Q,

2)
3)

donde B[] es un operador de frontera que representa condiciones de Dirichlet, Neumann,
Robin o periddicas.

El supuesto fundamental en el que se basan las PINNs es que la funcién solucién des-
conocida u, que satisface una ecuacion diferencial parcial, asi como sus derivadas parciales,
puede aproximarse mediante una red neuronal. Estas derivadas se calculan eficientemente uti-
lizando técnicas de diferenciaciéon automaética 4.2.3. Formalmente, una EDP puede escribirse
utilizando la notacién de multiindices! , como:

(5.
(5.

F (D*u(x), D¥* Du(x),. .., Du(x), u(x),x) = 0, (5.4)

donde D' representa el conjunto de todas las derivadas parciales de orden i de u con respecto
a las variables espaciales y temporales, y x = (z,t) € Q x I C R" x R denota la variable
independiente. En el contexto de las PINNs, se asume que la funcién u puede ser aproximada
por una red neuronal ®,(x), y que sus derivadas parciales pueden ser calculadas mediante

1Sea a = (a1, as,...,q,) un multiindice, donde cada «; € Ny. Entonces, la derivada parcial de orden
|a] = a1 + -+ - + a, se define como:
olaly
Or{t0xs? - drpn

De modo que una EDP puede definirse como una expresion de la forma:

D% =

F (Dku(x)7 DF=Dy(x), ..., Du(x), u(x),x) =0,

donde D* denota el conjunto de derivadas parciales de orden k, definidas en términos de multiindices, y
u:U CR™ — R es la funcién diferenciable desconocida. En este contexto, F' es una funcién conocida que
acttia como un funcional de los términos anteriores.
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diferenciacion automatica. Estas derivadas se denotan como D'®,(x), donde el simbolo D
indica que las derivadas se obtienen automaticamente a partir de la arquitectura y los paré-
metros de la red.

En consecuencia, bajo el supuesto de que la solucién u(x) de una ecuacion diferencial
parcial puede ser aproximada por una red neuronal ®,(x) con funcion de activacion a, se
plantea que la red y sus derivadas, calculadas mediante diferenciaciéon automatica, deben
aproximar suficientemente bien la funcién F' definida por la EDP. Mateméticamente, esta
hipotesis se puede expresar de la siguiente manera,

sup |F (D*u(x), D Dy(x),. .., Du(x), u(x), X)

xeQxI

_F (chba(x), DED,(x), ..., DBy(x), Py(x), x) ] <e (5.5)

para todo € > 0. En vista de que la ecuacion diferencial parcial se satisface exactamente por
u, es decir,

F (D*u(x), ..., Du(x),u(x),x) =0,

la expresion anterior se puede simplificar como:

sup |F (f)k@a(x), ., D, (x), D, (x), x) ‘ < €. (5.6)

xeQxT

Para que esta aproximacion sea vélida, es necesario que la red neuronal ®,(x) reproduzca
con suficiente precision tanto la funcién u como sus derivadas parciales hasta orden k£ dentro
del dominio. En términos formales, este criterio se pueden formular como

sup |u(x) — @,(x)| < €, (5.7)
xeQxTI
para todo ¢y > 0, donde ®,(x, ) denota la realizacion de una red neuronal ®, con funcion de
activacion a y variable de entrada x.
Adicionalmente, se requiere que cada derivada parcial de u involucrada en la ecuacién
sea también aproximada por la correspondiente derivada obtenida mediante diferenciacion
automatica en la red. Esto implica que, para cada multiindice 7 con 1 < j < k, se satisfaga,

sup |DIu(x) — DId,(x)| < ¢, (5.8)

xeQxT
con €; > 0 arbitrario, suponiendo que la red neuronal sea continuamente diferenciable res-
pecto a todas las derivadas involucradas en la ecuaciéon diferencial parcial, lo cual es una de
las razones por las que es tan importante que las funciones de activacion sean diferenciables.
La validez de estas hipotesis esta sustentada en el Teorema de Aproximacion Universal 4.2, el
cual garantiza la capacidad de aproximacion de las redes neuronales, para una red de tamano
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y complejidad suficientes.

El aspecto fundamental que distingue a las PINNs de las redes neuronales convencionales
es el uso de un funcional de pérdida basado en la fisica del problema, en lugar de depender
exclusivamente de datos observacionales. Para ilustrar este enfoque, comenzamos represen-
tando la solucion desconocida u(z,t) de la EDP mediante una red neuronal profunda wug(z, t),
de modo que ugy(x,t) = u(z,t), donde 6 denota el conjunto de parametros entrenables de la
red (por ejemplo, pesos y sesgos). Esta aproximacion nos permite definir el residuo de la
EDP, denotado por Ry(x,t), de la siguiente manera, como también se propone en [26]:

%(mm t.) + Nug; (2, t,) (5.9)

lo anterior, con el objetivo de acortar la notaciéon en la definiciéon del error cuadratico medio
) ., ivy Ne .. . ) i

4.8 asociado a los puntos de evaluacion {(z,¢ )}, en la ecuacion diferencial parcial, es

decir:

Ro(z,t) :=

Lase, (0 Z Ry (2, 1) (5.10)

donde N, denota el namero total de puntos de evaluaciéon. Como es bien sabido, ademas de

estos puntos, un problema bien planteado de ecuaciones diferenciales parciales también debe

incluir condiciones de frontera y posiblemente condiciones iniciales (5.3), (5.2). Los puntos

sobre estas fronteras se incorporan en el modelo como los puntos de la forma {}_, .},

donde Ny, es el niimero total de puntos en este conjunto. Y los puntos de la condicion inicial,
7 N’ic ¢ , .

de la forma {z} },'], aqui N,. representa el nimero total de puntos en el conjunto. En estos

casos, el error cuadratico medio para los puntos de frontera se expresa como:

Npe
Lse, (0) = N, Z!B o) (he, the)|” (5.11)
¢ =1
1 Nic ) 9
Lursnn(0) = 5 3 lun(xi,,0) — g(x) 7 (512)
ic ;1

De esta manera, juntando las ecuaciones (5.10) , (5.11) y (5.12), la funcion de pérdida total
en el dominio de la ecuacion diferencial parcial se expresa como,

Lyse = Luse, + Luse, + Lusk, (5.13)

Y utilizando esta ecuacién como funcién de pérdida para la red neuronal ug(-,-), se puede
resolver una ecuacion diferencial parcial asociada a un problema bien puesto 2.7. Notese que
los dos términos en (5.13), denominados “pérdida inicial”, Lysg,, , y “pérdida de frontera”,
LirsE,,, alientan la prediccion de la red a coincidir con la solucién verdadera (y/o sus de-
rivadas) en un subconjunto de ubicaciones conocidas del dominio. Mientras que el tercer
término, denominado “pérdida fisica”, Ly;sg,., busca asegurar que la soluciéon PINN cumpla
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con la ecuaciéon diferencial subyacente del sistema minimizando el residual? de la ecuacién
diferencial en un conjunto de puntos, {(z¢, ti)}jvzrl, muestreados en todo el dominio. Intuitiva-
mente, la pérdida fisica empuja a la red neuronal a aprender una solucién que sea consistente
con la ecuaciéon diferencial subyacente, mientras que la pérdida de frontera asegura que la
solucién sea unica al hacerla coincidir con la condicién inicial y/o condiciones de frontera
conocidas.

Un recorrido esquematico sobre el funcionamiento de las PINNs se puede ver en la figu-
ra 5.1. Una PINN es una red neuronal uy(x,t) con parametros entrenables 0, que aproxima
directamente la solucion u(x,t) de una ecuacion diferencial, es decir, ug(x,t) ~ u(zx,t). El
proceso comienza suministrando los pares de coordenadas (x,t) como entrada a la red, la
cual produce una aproximacion ug(x,t) en cada punto del dominio. A partir de esta salida, se
calculan las derivadas necesarias (como Oyug, Oy g, Oppug, etc.) mediante diferenciacion auto-
maética para construir el residual Ry(x,t). Luego, se evalian tres contribuciones a la funcion
de pérdida total (5.13). Si este tltimo es menor que un umbral de tolerancia e, el entrena-
miento se detiene. En caso contrario, se retropropaga el gradiente de L);5r para actualizar
los parametros 6, repitiendo el ciclo hasta alcanzar la convergencia.
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Lyse,, + Lyvse,, + Lusk,

De nuevo Fin

Figura 5.1. Esquema de una red neuronal informada por la fisica (PINN).

2R (-, ) se conoce como residual porque cuantifica el error o “residuo” que queda tras insertar la solucién
aproximada en la EDP. Si uy fuera la solucion exacta, entonces Rg(z,t) = 0 en todo el dominio. Por lo tanto,
minimizar el residual es equivalente a hacer que la soluciéon propuesta satisfaga la ecuacion diferencial en el
sentido maés fiel posible.
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Observacion 5.1. Una caracteristica distintiva de las (PINNs) es su capacidad para apro-
ximar soluciones de ecuaciones diferenciales parciales (EDPs) sin requerir datos etiquetados
en el sentido clasico del aprendizaje supervisado. Esto se debe a que, en lugar de ajustar
la red neuronal a datos de salida conocidos, como se hace en los métodos de aprendizaje
supervisado, las PINNs se entrenan directamente para satisfacer la ecuacion diferencial y las
condiciones de frontera o iniciales impuestas por el problema.

Aunque es posible incorporar datos etiquetados (por ejemplo, mediciones experimentales
o soluciones parciales) para enriquecer el entrenamiento de la PINNs y mejorar su precision
(en un esquema que seria hibrido entre aprendizaje supervisado y no supervisado), el poder
de las PINNs radica en su capacidad de funcionar en un régimen no supervisado puro para
un problema bien planteado. Esto significa que no es necesario disponer de ejemplos de la
solucion exacta de la EDP antes de aplicar la red neuronal. Como resultado, las PINNs per-
miten abordar la resolucion de ecuaciones que podrian no haber sido resueltas previamente o
problemas para los cuales los métodos numéricos tradicionales, como los métodos de elemen-
tos finitos o volimenes finitos, pueden ser costosos o inviables debido a la dimensionalidad,
la geometria compleja o la escasez de datos [27].

5.2 PINNSs desde el enfoque de optimizacién multiobjetivo

Como se ha observado al entrenar una PINN para resolver una EDO o EDP, se incorporan
las distintas condiciones fisicas (ecuacion diferencial, condiciones iniciales y de frontera, datos,
etc.) como términos de una funciéon de pérdida (5.13). Cada término de la pérdida evalia
qué tan bien se cumple un objetivo especifico, por ejemplo minimizar el error en el residual
de la EDP o en las condiciones de frontera. En consecuencia, el entrenamiento de una PINN
tipicamente se plantea como un problema de optimizaciéon multiobjetivo donde varios criterios
deben satisfacerse simultaneamente [55|. Por ejemplo, en la ecuacion (5.13) los objetivos se
entrenan conjuntamente, por tanto, pertenecen a la clase optimizacién multiobjetivo,

L) = (Laurszi, Lrysg, Luss, )" (5.14)

donde cada uno de los términos se interpreta como se ha mencionado anteriormente. Sin
embargo, es usual encontrar mas condiciones iniciales o de frontera, inclusive mediciones
del problema directo. De modo que, en general podemos encontrar multiples objetivos £;(0)
(cada uno asociado a un conjunto de puntos de entrenamiento y un tipo de condicion). Asi
L(6) puede generalizarse como

L0) = (L1(0), ..., Lo(0))T (5.15)

De este modo se combinan en una tinica funcion de costo escalar mediante una suma pondera,
k

ﬁ(e) = Z )\,LACZ(e), con )\,L € R+ (516)
i=1

donde L; es el valor del ésimo objetivo (o término de pérdida i), y A; es el peso que se le otorga
a dicho término en la combinaciéon lineal. Esta estrategia es conocida como escalarizacion
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lineal de objetivos miiltiples y convierte el problema multiobjetivo en uno de optimizacion
escalar ajustando las ponderaciones \; de cada término. En el contexto de PINNs, la funcion
de perdida total (5.13) también se puede generalizar y escribirse como sigue

‘C(Q) = )‘IC'*CIC + )\BC'CBC' + Aresﬁ’r‘es (517)

Una pregunta fundamental es como elegir apropiadamente los pesos \; de cada término en
la pérdida. La seleccién de estos coeficientes determina la prioridad relativa de cada objetivo
durante el entrenamiento de la PINN y, por ende, influye fuertemente en la calidad de la
solucion obtenida. En la practica, la eleccion de las escalas \; determina qué objetivos influyen
con mayor intensidad en los gradientes durante el entrenamiento y, por ende, hacia donde se
desplaza la solucion en el espacio de pérdidas [55].

Si bien las redes neuronales poseen la capacidad de aproximar cualquier funcién suave, la
optimizacion basada en gradientes sobre una combinacion lineal de términos (5.16) o (5.17) no
garantiza alcanzar el 6ptimo global de la formulacion multiobjetivo. Escoger manualmente
los A\; mediante biisqueda en rejilla se torna rapidamente intratable cuando el ntimero de
objetivos k crece, y ademéas impide que dichos pesos evolucionen de forma coherente a lo
largo del entrenamiento.

Dado lo anterior, ha surgido un cuerpo de trabajo dedicado a estrategias adaptativas
para balancear pérdidas en PINNs, es decir, métodos que ajustan automaticamente los \;
durante el entrenamiento, evitando la necesidad de determinarlos a mano. A continuacion,
describimos algunos enfoques relevantes:

e Escalarizaciéon estatica informada: Consiste en una estrategia simple, la cual es
elegir los pesos de modo que todas las componentes de la pérdida contribuyan de forma
equivalente inicialmente. Por ejemplo, podriamos fijar \; inversamente proporcional a la
magnitud inicial de £;, de forma que \;£; tenga un orden de magnitud similar para todos
¢ al inicio. Esto puede evitar arranques dominados por un solo término. Sin embargo,
esta soluciéon no garantiza que mas adelante en el entrenamiento las contribuciones
sigan equilibradas.

e Adaptacion mediante tasas de aprendizaje: (Learning Rate Annealing (LRA))es
un método propuesto especificamente en el contexto de PINNs por Wang et al.[56]. La
idea es ajustar dindmicamente los pesos usando las estadisticas de los gradientes de
cada término. Un ejemplo de implementacion es reducir la tasa de aprendizaje efectiva
para aquellos objetivos cuyos gradientes son grandes (o sus errores decrecen lenta-
mente), y aumentarla para aquellos cuyos gradientes son pequenos (o errores decrecen
rapidamente). En la préactica, LRA mantiene estimaciones del tamano relativo de cada
gradiente VyL; y actualiza \; a lo largo del entrenamiento para igualar esas escalas. En
esencia, LRA introduce una retroalimentacion: si la pérdida ¢ estd descendiendo muy
lento (relativamente), aumenta su peso para empujarla mas, y viceversa.

e GradNorm (Normalizacion de Gradientes): Introducido por Chen et al. [55].
También ha sido aplicado al contexto PINNs. En GradNorm, los coeficientes \; se
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consideran parametros entrenables adicionales. Su actualizacion se disena para que la
tasa de reduccion de todas las pérdidas sea equilibrada. Concretamente, GradNorm
calcula la velocidad a la que cada L; esta disminuyendo con respecto a su valor inicial,
y ajusta \; para igualar esas velocidades [55] . Si una pérdida ha caido mucho mas rapido
que las otras (es decir, esa parte de la tarea se esta aprendiendo facilmente), GradNorm
disminuye su peso para no “sobre-aprenderla”’ y reserva capacidad para las demaés; por el
contrario, si una pérdida apenas ha bajado, aumenta su peso para reforzarla. Todo esto
se realiza mediante una regla de actualizacion diferenciable durante el entrenamiento,
a menudo con un optimizador secundario que actualiza los \;.

e SoftAdapt: Propuesto por Heydari et al. [55]. Es otro método de ajuste automati-
co que prescinde de calcular gradientes por separado, usando en cambio las propias
pérdidas como indicador. SoftAdapt asume que la magnitud de los gradientes esta re-
lacionada con la magnitud de las pérdidas (en muchos casos, gradiente grande proviene
de error grande). Por tanto, en lugar de balancear gradientes explicitamente, este enfo-
que pondera segun la magnitud relativa de £; en cada etapa. Se calcula, por ejemplo,
una puntuacion inversamente proporcional al orden de cada pérdida (dando méas peso
al término con error mayor, para empujarlo mas) y luego se aplica una funciéon softmax
para normalizar las ponderaciones. De esta manera, cada iteraciéon ajusta ligeramen-
te los \; otorgando més atenciéon a los objetivos que siguen altos en error. Soft Adapt
resulta mas sencillo computacionalmente que GradNorm, ya que no requiere deriva-
das individuales ni optimizadores adicionales; a cambio, asume que equiparar pérdidas
conduce a equilibrar gradientes de forma indirecta [55].

En resumen, el uso de técnicas automaticas para el ajuste de los coeficientes \; busca
eliminar la necesidad de seleccionarlos manualmente, permitiendo que el propio algoritmo
encuentre durante el entrenamiento un balance 6éptimo entre los distintos términos de la fun-
cion de pérdida. En ausencia de estos mecanismos, algunos autores, como en [55], recomien-
dan basarse en informacion fisica o numérica del problema directo para orientar la eleccion.
Por ejemplo, se sugiere normalizar las ecuaciones (para evitar discrepancias por unidades) o
realizar una busqueda sistematica de los )\;, utilizando herramientas como la curva-L3, que
permite visualizar el compromiso entre el ajuste a la EDP y a los datos, eligiendo un punto
de equilibrio 6ptimo.

Adicionalmente, en problemas con pocos objetivos, también es viable explorar combina-
ciones extremas (dar peso predominante a un término y observar el comportamiento) para
analizar la sensibilidad. No obstante, en aplicaciones mas complejas, especialmente en PINNs
con multiples restricciones fisicas, la tendencia actual es emplear algoritmos adaptativos (co-
mo los ilustrados anteriormente) que eviten decisiones arbitrarias y mejoren la eficiencia del
entrenamiento.

3La curva-L es una técnica grafica utilizada comtnmente en problemas inversos. Consiste en representar
la norma del error de ajuste frente a la norma del término de regularizacién para distintos valores de A,
generando una curva con forma de “L”. El punto de méaxima curvatura se interpreta como un compromiso
optimo entre fidelidad a los datos y estabilidad de la solucion.
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5.3 Software para PINNs

Antes de seguir a las aplicaciones, es conveniente mencionar que existen diferentes tipos
y formas de implementar las PINNs computacionalmente [27], de manera eficiente ha resul-
tado ventajoso construir nuevos algoritmos basados en librerias de aprendizaje automatico
(ML), como TensorFlow [28], PyTorch [29], Keras [30] y JAX [32]. Se han desarrollado varias
bibliotecas de software disenadas especificamente para el aprendizaje automatico informado
por la fisica, las cuales estan contribuyendo al rapido desarrollo del campo (véase la tabla
5.1). En la actualidad, algunos de los entornos de desarrollo destacables son DeepXDE|33],
SimNet[34], PyDEns|35|, NeuroDiffEq|36], NeuralPDE[37|, SciANN|38] y ADCME|39]. Da-
do que Python es el lenguaje predominante para el aprendizaje automético, la mayoria de
estas bibliotecas estan escritas en Python, a excepcién de NeuralPDE y ADCME, que estan
escritas en Julia. Estas bibliotecas usan mecanismos de diferenciaciéon automaética como los
proporcionados por TensorFlow. Algunas, como DeepXDE y SimNet, pueden actuar como
solucionadores completos; es decir, el usuario define el problema y el solucionador se encar-
ga de los detalles. Otras, como SciANN y ADCME, funcionan como puente (interfaz) que
utilizan funciones de bajo nivel de otras bibliotecas como TensorFlow.

En este trabajo nos enfocamos en el uso principalmente de PyTorch para las simulaciones
computacionales, de modo que haremos énfasis en seguida.

PyTorch como herramienta para implementacion de PINNs

En el desarrollo de PINNs es fundamental calcular derivadas de las salidas de la red res-
pecto a sus entradas. Esto puede lograrse mediante diferenciacion automdtica utilizando
bibliotecas como PyTorch, que ofrece la rutina torch.autograd para propagar gradien-
tes hacia atras y calcular derivadas con respecto a las coordenadas [29]. En particular,
torch.autograd.grad permite obtener derivadas de primer y mayor orden estableciendo
create_graph=True y marcando los tensores de entrada con requires_grad=True. Esta
funcionalidad es clave para construir el residuo de la EDP (por ejemplo, Ry en (5.9)) a par-
tir de combinaciones de derivadas temporales y espaciales. Asimismo, PyTorch proporciona
operaciones vector—Jacobian y Jacobian—vector (V.JP/JVP), ttiles para el calculo eficiente
de gradientes y derivadas direccionales en problemas con términos de alto orden.

La construcciéon del funcional de pérdida requiere definir tres subconjuntos de puntos:
el interior (o de colacion), utilizado para evaluar el término fisico Ry; la frontera, donde
se imponen las condiciones de contorno (5.3) (Dirichlet, Neumann o Robin); y los iniciales,
empleados para imponer la condicion inicial (5.2). En PyTorch, estos puntos se representan
como tensores (z,t) sobre los que se evalaa la red tgy(x,t). El muestreo del interior se realiza
de forma aleatoria con torch.rand (reescalando al dominio), mientras que para fronteras e
iniciales es comun emplear torch.linspace por su regularidad. Los tensores para los que
se requieran derivadas (interior y, si aplica, puntos con condiciones Neumann/Robin) deben
crearse con requires_grad=True. En condiciones de tipo Neumann, por ejemplo, 0,1y se
evaltia con autograd (como J,4 en 1D) y se penaliza su desviacion respecto al valor prescrito.
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Nombre del software | Uso Lenguaje | Servidor /Backend
SimNet Solucionador | Python TensorFlow, PyTorch
PyDEns Solucionador | Python TensorFlow
NeuroDiffEq Solucionador | Python PyTorch

NeuralPDE Solucionador | Julia Julia

SciANN Interfaz Python TensorFlow

ADCME Interfaz Julia TensorFlow
GPyTorch Interfaz Python PyTorch

Neural Tangents Interfaz Python JAX

Tabla 5.1. Bibliotecas relacionadas con el aprendizaje automatico informado por la fisica. En este trabajo
se emplea exclusivamente PyTorch como libreria base.

Una vez generados los puntos de entrenamiento, la implementacion del funcional de pérdi-
da total (5.13) en PyTorch se realiza sumando varios términos asociados a distintas partes del
problema. Primero, se evalia la red en los puntos del dominio y se calcula el residuo Ry me-
diante derivadas automaticas (uy, u,, U, en el caso de Burgers), usando create_graph=True
para permitir derivadas de orden superior. Luego, se calcula el error cuadrético medio (MSE)
sobre el residuo:

torch.nn.functional.mse_loss(RRy,0),

donde 0 es un tensor* de ceros del mismo tamano que Ry. Para las condiciones de contorno e
iniciales, se aplica el mismo criterio comparando la salida de la red con los valores impuestos.
Finalmente, la pérdida total se obtiene como la suma de estos términos.

En cuanto a la optimizacién, PyTorch dispone de algoritmos estandar como Adam y
L-BFGS a través de torch.optim. Una estrategia habitual en PINNs es iniciar el entrena-
miento con Adam (descenso de gradiente estocastico adaptativo) para explorar el espacio de
parametros, y luego refinar con L-BFGS (método cuasi-Newton) por su buena capacidad de
convergencia documentada en la literatura.

4En matematicas, un tensor es una generalizacion de los escalares, vectores y matrices, que representa un
objeto multilineal capaz de mapear varios vectores (y/o covectores) a un numero real. Formalmente, un tensor
de rango n puede considerarse como un arreglo multidimensional cuyos indices indican sus componentes en
una base dada. En el contexto de las PINNs, un tensor en PyTorch es la estructura de datos fundamental para
almacenar y manipular valores numeéricos (por ejemplo, coordenadas espaciales, valores de la red o residuos
de la EDP) y admite operaciones con gradientes autométicos, lo que permite calcular derivadas necesarias
para construir la funcién de pérdida.
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5.4 Aplicacion de redes neuronales basadas en la fisica

A continuacion, se presentan diferentes ejemplos de aplicaciéon de las PINNs a diferentes
problemas, inicialmente el primero para ilustrar la importancia de agregar informacion de la
fisica del modelo al momento de entrenar una red neuronal, en seguida diferentes problemas
directos e inversos en EDPs dispersivas que ilustran lo robustas que pueden ser estas nuevas
técnicas.

5.4.1 Simulando el oscilador Armoénico

Las redes neuronales pueden fallar al momento de predecir comportamientos futuros de
un sistema fisico debido a la falta de datos suficientes. Un ejemplo ilustrativo se presenta
en [31], donde se modela el comportamiento de un oscilador armonico subamortiguado. El
objetivo es encontrar la funcion de desplazamiento u(t), que satisface la siguiente ecuacion
diferencial ordinaria (EDO):

2

m% + ufl—? + ku =0, (5.18)
donde m representa la masa, p el coeficiente de friccion, y k la constante del resorte. Particu-
larmente en el caso subamortiguado, el cual describe oscilaciones con amortiguamiento leve.
Matematicamente, esta condicién se expresa como:

|k
0 <wy, donde 6= L, wo =1/ —. (5.19)
2 m

m
Ademas, se imponen las siguientes condiciones iniciales:

du
u(0) =1, 5(0) =0. (5.20)

Para este problema, se conoce una soluciéon analitica dada por:

u(t) = 2Ae " cos(¢p + wt), donde w = y/wi — 2. (5.21)

Los objetivos de considerar este problema, conociendo a priori la solucién exacta, son
primero evaluar el rendimiento de un enfoque de aprendizaje supervisado y segundo comparar
el desempeno de una red neuronal clasica 4.1 con el enfoque de redes neuronales informadas
por la fisica (PINNs), para tiempos futuros en el modelo oscilador armoénico subamortiguado.

Para esto, inicialmente se aplica un enfoque de aprendizaje supervisado donde se entrena
una red neuronal alimentada con datos sintéticos generados a partir de la soluciéon exacta
(5.21), evaluada en un subconjunto de tiempos t; € [0, Teq]. Estos datos (representados
como puntos naranjas en la Figura 5.2a) se utilizan para ajustar los pardametros de una red
neuronal clasica o simple, que se entrena minimizando el funcional de pérdida cuadrética

media (MSE):
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Figura 5.2. Comportamiento en tiempos futuros de redes neuronales y PINNs.

N

1

T 2 lun(t650) — e (1) (5.22)
1=1

donde unn(t;;0) representa la salida de la red neuronal con pardmetros 6 evaluada en el
tiempo t;, y ugue(t;) corresponde a los valores verdaderos (exactos) usados como referen-
cia. La red utilizada es una arquitectura del tipo feedforward completamente conectada 4.1,
compuesta por tres capas ocultas, cada una con 50 neuronas y funciones de activaciéon tanh
(4.3), y una capa de salida lineal. El modelo se implementa en PyTorch y se entrena durante
10001 épocas con el optimizador Adam y una tasa de aprendizaje (tolerancia) de 1073. Se
configuré el entorno de ejecuciéon para producir resultados y se usaron tnicamente 10 puntos
de entrenamiento uniformemente distribuidos en el intervalo [0, 0,4].

En cuanto al desempeno, se observa que la red neuronal ajusta correctamente los datos
dentro del intervalo de entrenamiento, (curva verde grafica 5.2a) pero su prediccion para
tiempos futuros (mas alla de T,,.q = 0,4) tiende a alejarse de la soluciéon exacta (curva azul
grafica 5.2a). Este comportamiento es esperado en redes supervisadas cuando el dominio de
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inferencia extrapola los datos vistos en el entrenamiento, pero no es capaz de generalizar. En
este caso, la pérdida durante el entrenamiento fue baja (del orden de 107> a 107%), lo cual
indica buen ajuste local, pero no garantiza generalizacion méas alla del intervalo entrenado
(ver figura 5.3a ). Aunque existen diferentes técnicas de aprendizaje automéatico para mejorar
la prediccion de la solucion (aumentar el nimero de puntos de entrenamiento, incluir técnicas
de regularizacion, utilizar validacion cruzada, entre otras). Estamos interesados en mirar la
incidencia de incorporar la fisica del modelo a la red neuronal como estrategia de aprendizaje.
Los detalles completos de la implementacion y los parametros utilizados en el experimento
se encuentran disponibles en el repositorio github.

Incidencia al agregar la fisica durante el entrenamiento

En el segundo enfoque incorporamos de manera explicita la dindmica del oscilador armo-
nico subamortiguado al proceso de entrenamiento. Como se ha mencionado anteriormente, la
idea fundamental consiste en enriquecer el funcional de pérdida con los residuos de la ecua-
cion diferencial, de modo que el modelo no dependa exclusivamente de datos supervisados.
Sea u(t; 0) la salida de la red neuronal parametrizada por 6, la cual se define con la misma
arquitectura del experimento anterior. Definimos la pérdida total (5.13) de u, como

L(0) = L, (0) + M Lpc, (0) + MoLonys(9),

donde )
Lic, = |0(0;0) — 1*,  Lpc, = |La(0;0)],

N

1 . i i
Lonys = 5 D |0tz 0) + p a(ti 0) + kit 0)
" i=1 ~

Ro(t:)

Aqui los términos Lpc, v Lpc, indican la pérdida de las condiciones iniciales (5.20), y
los puntos {tET)} son muestras aleatorias uniformes en [0,1]. A; y A2 son pardmetros que
se utilizan para balancear los términos en la funcién de pérdida y asegurar la estabilidad
durante el entrenamiento (los valores seleccionados fueron similares a los elegidos por B.
Moseley en [31]). Una caracteristica esencial del enfoque PINN es que la red neuronal no se
entrena tnicamente con datos observados o sintéticos, sino que también se le exige cumplir
la dindmica interna del sistema fisico, evaluando directamente el residuo Ry de la ecuacion
diferencial en dicho conjunto de puntos seleccionados dentro del dominio de interés. En este
experimento, dichos puntos corresponden a instantes de tiempo ¢ € [0, 1], donde se evaltaa
la validez de la solucion aproximada (t;0) que genera la red. La muestra equiespaciada de
N, = 30 puntos permite evaluar la consistencia de la red con la ecuacién diferencial, aun
cuando no se disponga de valores exactos de u(t) en tales puntos. Este enfoque constituye
una forma de regularizacion inductiva: al imponer que la red respete la fisica del sistema en
todo el dominio, se logra una solucion coherente incluso fuera del intervalo cubierto por las
condiciones iniciales.
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Figura 5.3. Comportamiento de los funcionales de pérdida (x- época vs y-pérdida, escala normal).

Desde el punto de vista computacional, este proceso se apoya en la capacidad de PyTorch

de realizar autodiferenciacion sobre tensores, lo cual permite calcular derivadas de cualquier
orden respecto al tiempo ¢ activando la opcién requires_grad_(). Esta caracteristica es
crucial para evaluar el residuo Ry(t) con precision en los puntos de colocacion. Para maés
detalles de la implementacion computacional, puede consultar el repositorio github donde se
encuentran los dos enfoques.
Al comparar las predicciones obtenidas con el modelo PINN frente al enfoque supervisado,
se evidencia una diferencia fundamental en su comportamiento para tiempos ¢t > 0,4, como
se muestra en la figura 5.2b. Mientras el modelo clasico tiende a colapsar, la PINN preserva
la estructura amortiguada de la soluciéon exacta, confirmando que la informacién fisica actia
como guia estructural y mejora la convergencia del entrenamiento.

Este fendomeno puede interpretarse como una capacidad de generalizacion inducida por la
fisica, ya que la PINN, al incorporar explicitamente la ecuacion diferencial y las condiciones
iniciales como términos del funcional de pérdida, logra extender el comportamiento correcto
de la solucion mas alla de los datos supervisados. En otras palabras, la red no memoriza
tinicamente los datos vistos, sino que aprende a respetar la estructura dindmica del sistema.
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Para afianzar lo anterior, podemos estimar la L?—norma ° para comparar tanto las apro-
ximaciones dadas por el enfoque supervisado como el enfoque dado por las PINNs con la
solucién exacta de nuestro primer modelo de prueba. Los resultados para diferentes épocas
del entrenamiento y £ = 1,0 se pueden ilustrar en la siguiente tabla 5.2,

Epoca HUNN — ue:vactaHLQ HUPINN — uezactaHL2
2000 0.827496 0.128075
4000 0.822963 0.087577
6000 0.817514 0.094435
8000 0.816946 0.110728
10000 0.813500 0.110932

Tabla 5.2. Comparacion del error en norma L? entre los enfoques supervisado (NN) y las redes neuronales
informadas por la (PINN) para el oscilador armoénico subamortiguado en distintas épocas, estos valores
pueden verificarse en el repositorio github

En la Figura 5.3(b) se aprecia que el funcional de pérdida PINN disminuye de forma
uniforme, reflejando cémo el modelo asimila tanto las condiciones iniciales como la propia
ecuacion diferencial.

En resumen, este enfoque hibrido resulta especialmente poderoso en problemas donde los
datos supervisados son escasos: al incorporar la ecuacion fisica y las condiciones iniciales o de
frontera, la red generaliza mas alla del intervalo entrenado y alcanza precisiones que superan
en o6rdenes de magnitud al método puramente supervisado, sin incrementar la cantidad de
datos de entrenamiento. Por otro lado, el muestreo aleatorio de los puntos de colocacion es
suficiente para cubrir el dominio temporal, lo que reduce la necesidad de disenar rejillas fijas.
Ademas, la autodiferenciacion agiliza la implementacion y asegura la precision numérica de
las derivadas.

5.5 Problema directo asociado a la ecuacién de Burgers

En este trabajo nos enfocamos en aplicar redes neuronales informadas por la fisica (PINNs)
a modelos evolutivos (3.1) gobernados por ecuaciones diferenciales parciales. Como punto de
partida, consideramos la ecuaciéon de Burgers en una dimension, dada por (3.4). Esta ecua-
cion constituye un modelo fundamental en el estudio de fenémenos no lineales que involucran
difusion y conveccion; adicionalmente, captura caracteristicas esenciales de las ecuaciones de
Navier-Stokes (3.2) en un contexto simplificado.

[ . .. . . . .
5El error de aproximacién puede cuantificarse mediante la L?-norma discreta definida como:

) L X ) ) 1/2
[ — @l 2 == <N;[U(ti)—U(ti)] ) :

donde {t;}, es un conjunto de puntos de evaluaciéon en el dominio temporal, y N es su cardinalidad.
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Entre sus aplicaciones mas relevantes se encuentra la modelaciéon de ondas de choque, la
dindmica de gases compresibles y el flujo vehicular en una sola direccion [61, 62|. Gracias a su
estructura matematica relativamente accesible y su capacidad para representar dinamicas no
lineales complejas, la ecuacion de Burgers es ampliamente utilizada como modelo de prueba
para verificar métodos numéricos. Ademaés, bajo ciertas condiciones como viscosidad positiva
y dominios adecuados, admite una soluciéon exacta mediante la transformada de Cole-Hopf
[47], lo que permite validar aproximaciones numéricas y computacionales con un referente
analitico confiable.

Utilizando condiciones de frontera tipo Dirichlet, el problema directo asociado a la ecua-
cion de Burgers en una dimension consiste en determinar la evoluciéon temporal del campo
escalar u(z, t) en un dominio espacio temporal dado, a partir de una condicion inicial y valores
de frontera especificados. La formulacion matematica es la siguiente:

2
@—i—u@:y@, en (z,t) € (—1,1) x (0,1],
ot ' ox Ox?
u(z,0) = uo(z), ze[-1,1], (5.23)
u(t,—1) = u(t,1) =0, tel0,T),

Aqui, v > 0 representa la viscosidad cinematica del medio y la condicion u(zx,0) = ug(-)
define un perfil el instante inicial. Este problema es considerado bien planteado en el sentido
de Hadamard. En particular, para v > 0, la ecuaciéon de Burgers se comporta como una
ecuacion parabolica no lineal, lo que garantiza la suavidad y estabilidad de la solucion bajo
condiciones adecuadas. Por ejemplo, se ha estudiado en [50, 51|, la existencia y unicidad de
la solucion, para u(-,-) y ug en espacios adecuados.

Para el enfoque PINNs, aproximamos u(-,-) mediante una red neuronal (-, -) parame-
trizada por un vector de pesos 6. Comenzamos con un ejemplo en particular cuando v = ﬁ
y la condicién inicial viene dada por,

_ 2vursin(nz)

up(z) = o>1 (5.24)

o + cos(mz)’

Elegimos esta funciéon dado que conocemos a priori la soluciéon exacta del problema directo
(5.23) mediante la transformada de Cole-Hopf [42|. En consecuencia, podemos analizar el
desempeno de las PINNs en este modelo en particular. Para este caso, la red neuronal recibe
como entrada puntos en el dominio espaciotemporal (z,t) y produce como salida una apro-
ximacion de la solucion 4(z,t). La funcion @ es una red neuronal completamente conectada
con dos capas ocultas de 50 neuronas cada una y funciéon de activacion tangente hiperboélica.
Siguiendo la metodologia PINNs, para incorporar la estructura fisica del problema se define
la funcién de pérdida total

‘C<0) = Aicﬁic(e) + )\bcﬁbc(e) + )\rﬁr(g) (525)

Los componentes de esta ecuacion vienen dados por,
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Aqui la pérdida residual de la EDP L, esta evaluada en puntos de la forma (z;,¢;) con 1 <
i < N,, los cuales son muestreados aleatoriamente en el dominio interior (x,t) € (0,1)x (0, T7.
El término L£;- mide la pérdida en la condicién inicial, garantiza que % coincida con la con-
dicion inicial ug(z), en el instante inicial ¢ = 0, en este caso Lr¢ se mide en puntos {xz}f\fl
sobre el eje espacial. Finalmente Lpo mide la pérdida en la frontera e impone que  res-
pete las condiciones Dirichlet homogéneas en x = —1 y x = 1, se evaliia en puntos {ti}f\i’l
del intervalo temporal [0,1]. Adicionalmente, los coeficientes \i., Ape, A en (5.25) permiten
ponderar la importancia relativa de cada término durante el entrenamiento, para este expe-
rimento consideramos tnicamente el funcional de pérdida como en (5.13), es decir los dichos
es calares iguales a 1.

Puntos de entrenamiento (PINN Burgers)

Colocacién (PDE) N=10000
Condicién inicial N=200

T T
0.50 0.75

X

Figura 5.4. Puntos de entrenamiento para la simulacién de PINNs

Para el entrenamiento se generan N, = 10,000 puntos interiores de colocalizacion (x;, t;)
de manera aleatoria en el dominio [—1, 1] X [0, 1]. Dentro de la implementacion computacional
estas coordenadas se marcan con requires_grad=True para habilitar el calculo de derivadas
automaticas respecto a x y t. Ademas, se utilizan Ny = 200 puntos uniformemente distribui-
dos en el espacio para t = 0, a fin de imponer la condicion inicial, y NV, puntos en la frontera
(400 en x = —1 y 400 en = = 1) para imponer las condiciones de frontera para todo t en [0, 1].
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Solucién exacta vs. PINN
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Figura 5.5. Resultados experimentacion para diferentes ¢; del problema directo

La cantidad significativa de puntos interiores asegura una cobertura adecuada del dominio y
contribuye a una mejor aproximacion de la solucion.

El entrenamiento de la PINN se realiza utilizando el optimizador Adam, con una tasa de
aprendizaje de € = 1073 para un total de 10000 épocas. En cada iteracion, se calcula la funcion
de pérdida total, se computan los gradientes mediante retropropagacion y se actualizan los
parametros de la red, siguiendo el esquema presentado en la figura 5.1.

Una vez entrenado el modelo se obtuvo una disminucién total del funcional 5.25 del orden
de 107° y, terminada la simulacién, se evalia la precision de la aproximacién PINN frente a
la soluciéon exacta. Para ello, se consideran cuatro instantes de tiempo relevantes: t = 0,25,
t=20,5,t=0,7 yt=10. Para cada uno de estos tiempos, se calcula la solucién exacta
y la aproximacion PINN sobre una malla espacial uniforme de 200 nodos en z € [—1,1].
Esta comparacion permite obtener tanto las curvas de la solucién como las curvas de error
absoluto en funcion de = (ver figura 5.5). En 5.5b, se observa que el error absoluto puntual
presenta picos alrededor de las regiones de mayor curvatura de onda senoidal.

Los resultados muestran una buena correspondencia visual entre la solucion exacta y la
aproximacion de la PINN. El error absoluto y relativo presenta valores del orden de 1073 y
1071, respectivamente, como se muestra en la siguiente tabla,

||uexact - uPINN||L2
t | || texact — upiNN|| 2
Huexact HL2
0.25 4.628e-03 2.834e-01
0.50 4.695e-03 2.910e-01
0.75 4.612e-03 2.894e-01
1.00 4.393e-03 2.789e-01

Tabla 5.3. Errores absoluto y relativo en norma L2 para distintos tiempos.

Estos valores muestran que la PINN logra una aproximacién notablemente precisa de la
solucién exacta a lo largo del tiempo.
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Figura 5.6. Resultados 2D del experimento
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Figura 5.7. Error medido como mapa de calor

Para una visualizacion global tanto de la solucién como del comportamiento del error,
se genera un mapa de calor bidimensional sobre una malla densa de 200 x 200 puntos en el
dominio z € [—1,1], t € [0, 1]. Para el caso de la solucion se plotean la aproximacion PINN
y la solucion exacta (ver figura 5.6) aqui el mapa de calor muestra la distribucion espacial
y temporal de los valores de la funciéon u(z,t) en todo el dominio, donde el subgrafico (a)
corresponde a la aproximacion obtenida mediante la red neuronal informada por la fisica y
el subgrafico (b) a la solucién exacta, evidenciando la excelente concordancia entre ambas
representaciones. En el caso de la figura 5.7 1 el mapa evidencia que el error permanece uni-
formemente bajo en todo el dominio, sin presentar concentraciones significativas en ninguna
region particular, lo que indica que la red neuronal ha capturado adecuadamente tanto la
dindmica temporal como la espacial de la ecuacion de Burgers bajo las condiciones dadas.
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Figura 5.8. Resultados 3D del experimento PINN vs exacta

Finalmente, como actividad pedagogica, se representan en 3-D las superficies de upinn(, t)
Y Uexact (T, 1), interpoladas sobre la malla uniforme de 200 x 200 nodos en el dominio = €
[—1,1], t € [0,1]. Cada grafica muestra la posicién = en el eje horizontal, el tiempo ¢ en
profundidad y la magnitud de u(z,t) en el eje vertical, coloreada con la paleta plasma para
realzar los gradientes. La comparaciéon evidencia la alta fidelidad de la PINN al reproducir la
disipacion viscosa y las ondulaciones de la solucién exacta, con discrepancias practicamente
imperceptibles en todo el intervalo espacio-temporal.

La implementacion completa de este experimento, junto con un notebook interactivo que
permite rotar, hacer zoom y explorar punto a punto la simulacién, se encuentra disponible en
el repositorio de codigo abierto: github.com/DarwinFer/Burgers1D_PD donde se incluyen
las instrucciones detalladas para reproducir el experimento y personalizar los parametros de
entrenamiento.

En conclusion, la arquitectura y entrenamiento descritos permiten que la PINN alcance
una alta precision en la resolucion de la ecuacion de Burgers, con errores sisteméticamente
pequeiios tanto en sentido puntual como en norma L?, demostrando asi la efectividad de este
enfoque basado en aprendizaje profundo informado por la fisica.

5.5.1 PINNs vs FEM

En este experimento deseamos comparar el desempeno de las PINNs con el conocido
método de elementos finitos (FEM), consideramos un problema directo similar al considerado
en (5.23), pero con la condicion inicial,

up(x) = sin(mrzx), =z € (—1,1). (5.26)

Cuya solucion exacta no es conocida, en consecuencia el método FEM se considera en-
tonces como referencia numérica fiable para evaluar el desempeno de las PINNs. El método


https://github.com/DarwinFer/Burgers1D_PD.git
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de elementos finitos (FEM) discretiza el dominio espacial [—1, 1] mediante una malla unifor-
me de 400 elementos lineales, donde la solucion u(z, t) se aproxima mediante funciones base
“P,” denotadas por {¢,}, de modo que uy(z,t) = Z] 14 (t)¢;(z). Aplicando la formulacion
débil de Galerkin a la ecuaciéon de Burgers, se obtiene un sistema semi-discreto de ecuaciones
diferenciales ordinarias (EDOs):

M(fi_ltl +uo (Du) + vKu =0, (5.27)
donde M, D, K se conocen como matrices caracteristicas, las cuales se ensamblan mediante
productos internos: M (denominada matriz de masa masa) integra ¢;¢;, K (rigidez) sus
derivadas V¢;Ve;, y D (conveccion) V¢;¢;. La no-linealidad convectiva ud,u se discretiza
eficientemente mediante el producto de Hadamard (u o (Du) ) , preservando la estructura
fisica de la ecuacion. Las condiciones de frontera de Dirichlet (u(£1,f) = 0) se imponen
fuertemente anulando du;/dt en los nodos correspondientes. Finalmente, el sistema de EDOs
(5.27) se resuelve temporalmente con el método BDF implicito adaptativo (implementado en
solve_ivp de SciPy|71]), que maneja automéaticamente la rigidez mediante pasos adaptativos
con tolerancias 1072 (absoluta) y 107% (relativa). Esta combinacién garantiza estabilidad
numeérica incluso para el término convectivo dominante, siendo el esquema temporal implicito
particularmente adecuado para problemas difusivos-convectivos [70].

La PINN implementada se mantiene idéntica arquitectura al caso anterior: 2 capas ocultas
de 50 neuronas con activacién tanh, optimizada con Adam (e = 1073, 10000 épocas). Los
puntos de entrenamiento (INV, = 10,000 interiores, Ny = 200 iniciales, N, = 400 frontera) y
ponderaciones (A;. = Ape = A, = 1) se conservan. La tnica modificacion considerable es la
condicién inicial, implementada en Lic.

2
Lic(0 =N, - Z |a(2;,0) — uo ()]

de esta forma se actualiza la funciéon de pérdida total (5.13). Finalizamos el entrenamiento
de la PINN y se observa el siguiente comportamiento del funcional de pérdida,

Curva de aprendizaje de la PINN

—— Pérdida PINN

T T T T T T
0 2000 4000 6000 8000 10000
Epoca

Figura 5.9. Curva de aprendizaje de la PINN.

Para cuantificar la diferencia entre la solucion FEM u,, y la aproximacion PINN u, eva-
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luamos la norma L? y la norma infinito % para e = u;, — @ y {2;} es la malla comtn de 200
nodos espaciales. En la siguiente tabla se resumen los resultados para este experimento.

t lle@le lle@llz=

025 1,3x107% 4,5 x 107!
0.50 1,2x 107! 58 x 107!
0.75 52x1072 3,0x 10!
1.00 1,9%x1072 2,3x 107"

Tabla 5.4. Errores globales FEM-PINN a distintos tiempos.

Se observa que los errores se mantienen en el rango 1072-107!, confirmando que la PINN
aproxima con buena fidelidad la solucién de referencia atin sin disponer de la forma analitica
exacta. Los resultados graficos de las simulaciénes son los siguientes

FEM-Result PINN-Result

1.00 1.00 1.00 08
0.75 0.75 0.75 06
0.50 0.50 0.50 0.4
0.25 025 0.25 02

X 0.00 000 X  x 0.00 00 X

5 3
-0.25 -0.25 -0.25 -0.2
-0.50 -0.50 -0.50 —0.4
-0.75 -0.75 -0.75 —06
~1.00 ~1.00 ~1.00 -0.8
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
t t
(a) Aproximacion FEM (b) Aproximacion PINN

Figura 5.10. Resultados aproximacién de la solucién

Las aproximaciones mediante el Método de Elementos Finitos (FEM) y la Red Neuronal
Informada por la Fisica (PINN) (figuras 5.10a 5.10b) reproducen con fidelidad la disipacion
de la onda inicial de Burgers sobre el dominio espacial x € [—1,1] y temporal ¢ € [0, 1].
En particular, ambas soluciones muestran el aplanamiento progresivo de la curva senoidal y
mantienen la condicién de frontera homogénea en x = +£1.

No obstante, al comparar las barras de color se observa que la PINN tiende a subestimar
ligeramente la amplitud méaxima (aproximandose a +0,8) frente al rango completo +1,0

6

1/2 )
le®llze = (g Y letass )y lle(®)le = mixe(a, 1),
J
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Figura 5.11. Error medido como mapa de calor FEM-PINN
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registrado por la FEM, lo cual sugiere una pequena discrepancia en las crestas iniciales de la
onda.

El mapa de error cuadratico (urgn —upmn)?, evaluado sobre una malla densa de 200 x 200
puntos (figura 5.11), revela que la maxima diferencia se localiza aproximadamente en torno a
t € (0,2,0,4) y muy cerca de x = 0, donde los gradientes espaciales son méas pronunciados y la
no linealidad convectiva u u, impone un reto de aproximacion mayor lo cual es de esperarse.
Hacia tiempos posteriores, el error decrece de forma notable, lo que indica que la PINN
alcanza una mejor concordancia con la disipacién viscosa una vez que el perfil se suaviza.

En cuanto al coste computacional, la implementacion FEM en una dimension implico el
ensamblaje y la resolucion de sistemas lineales dispersos en cada paso de tiempo, lo cual,
para una malla de tamano 200 x 200, suele ejecutarse en pocos segundos en CPU de pro-
posito general. Por el contrario, la PINN demanda una fase de entrenamiento significativa:
con Adam a tasa de aprendizaje 1072 durante 10000 épocas, muestreando aleatoriamente
10* puntos interiores en cada iteracion y cientos de puntos de contorno e iniciales, cada ciclo
de forward—backward que incluye el calculo de derivadas por autograd puede costar milise-
gundos en GPU o varias décimas de segundo en CPU. En consecuencia, el entrenamiento
completo puede extenderse a varios minutos o decenas de minutos, dependiendo del hard-
ware disponible. No obstante, una vez finalizado, la PINN ofrece evaluaciones practicamente
instantédneas en cualquier punto del dominio, sin necesidad de reensamblar ni resolver nuevos
sistemas lineales, lo que resulta ventajoso en escenarios de consulta rapida o de anélisis pa-
ramétrico, lo anterior valida las ideas presentadas en [72|. La experimentacion completa de
este experimento se encuentra disponible github.com/DarwinFer/Burgers1DPINNvsFEMES3.
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5.6 Analisis de costo computacional

Para validar las dltimas ideas presentadas, a continuaciéon presentamos un estudio el cual
tiene como proposito comparar el coste computacional de dos enfoques numéricos distin-
tos aplicados a la resolucién de la ecuaciéon de Burgers. Para ello tomamos ambos méto-
dos implementados sobre un mismo dominio: x € [—1,1] y t € [0, 1], con condicién inicial
u(z,0) = —sin(mz) y condiciones de frontera homogéneas u(—1,t) = u(1,t) = 0. Se utilizo
una viscosidad de referencia dada por v = 0,01/, en el problema directo (5.23).

En cuanto a las configuraciones evaluadas, FEM se aplicdé sobre mallas con 401 y 801
nodos, correspondientes a 400 y 800 elementos, respectivamente. Por otro lado, las PINNs
fueron entrenadas utilizando arquitecturas con 50 y 100 neuronas por capa, considerando
profundidades de 3 y 4 capas. Esto permitié analizar cémo el tamano y complejidad de la
red afecta su rendimiento computacional.

Durante cada ejecuciéon se midié el tiempo total de computo, el tiempo normalizado
(es decir, el tiempo por nodo en FEM o por parametro en PINN), asi como la memoria
pico’ utilizada por cada enfoque. Todos los experimentos se realizaron sobre CPU Intel (R)
Xeon(R) y GPU habilitada (Tesla T4) de google colab, para garantizar consistencia en la
comparacion respecto a los métodos.

Tabla 5.5. Coste computacional conjunto ( Hardware HW CPU/GPU)

Método Configuraciéon Tiempo (s) Tiempo Norm. Memoria (MB) HW
FEM Nodos: 401 0.249 6,20x 10~ 16.04 CPU
FEM Nodos: 801 0.731 9,13x10~* 32.04 CPU
PINN Neuronas: 50, Capas: 3 2.944 5,55x107* 0.021 CPU
PINN Neuronas: 50, Capas: 4 2.972 3,79x10~* 0.031 CPU
PINN Neuronas: 100, Capas: 3 4.639 2,25x 107 0.082 CPU
PINN Neuronas: 100, Capas: 4 5.916 1,93x 1074 0.123 CPU
FEM Nodos: 401 0.574 1,43x1073 11.15 CUDA
FEM Nodos: 801 0.086 1,07x 1074 18.84 CUDA
PINN Neuronas: 50, Capas: 3 2.254 4,25%x107* 18.55 CUDA
PINN Neuronas: 50, Capas: 4 2.805 3,57x107* 18.69 CUDA
PINN Neuronas: 100, Capas: 3 2.451 1,19x 1074 19.06 CUDA
PINN Neuronas: 100, Capas: 4 2.617 8,50x107° 19.40 CUDA

Los resultados obtenidos se resumen en la Tabla 5.5. Se observa que en CPU, FEM logra
resolver el problema en menos de un segundo, incluso en configuraciones con alta resolucion
espacial. En cambio, PINN requiere entre 3 y 6 segundos, dependiendo de la arquitectura
utilizada. Mientras que con GPU, el panorama cambia notablemente las PINNs tardan entre

"En CPU la memoria reportada para PINN corresponde a una estimacién de pardmetrosx4 bytes; en
GPU se us6 el maximo de memoria reservada, que incluye activaciones y buffers del optimizador. Por ello,
los valores CPU/GPU de memoria no son estrictamente comparables en términos absolutos.
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2,25 y 2,61 segundos en entrenar y evaluar por cada configuracion, es decir, casi a la mitad
del tiempo observado en CPU para las mismas redes (ver filas CUDA de la Tabla 5.5). Se
observa que la configuracion més grande (100 neuronas, 4 capas) es la que mejor aprovecha
la tarjeta, con 2,617s y el menor tiempo normalizado (8,5 X 10_5).

A partir de lo anterior y los valores de la Tabla 5.5 podemos extraer algunas conclusiones.
En CPU, FEM es el método més rapido por ejecucion y consigue tiempos por debajo del
segundo, por lo que resulta adecuado cuando se necesita una respuesta puntual con rapidez.
Al utilizar GPU, las PINNs se aceleran de forma notable y, ademés, las arquitecturas mas
grandes son las que mejor aprovechan la tarjeta al registrar un menor tiempo normalizado.
En el caso de FEM, la GPU so6lo ofrece una ventaja clara cuando la malla es mas fina (801
nodos); con mallas pequenas, la CPU sigue siendo competitiva. En cuanto a memoria, en
CPU las PINNs son significativamente mas ligeras que FEM, mientras que en GPU ambos
enfoques quedan en el mismo orden de magnitud. Por ultimo, el comportamiento al escalar es
sencillo de interpretar: en PINN, aumentar neuronas o capas reduce el tiempo por parametro,
y en FEM sobre CPU el tiempo por nodo crece con el refinamiento; en FEM sobre GPU la
ganancia aparece principalmente con mallas grandes.

Adicionalmente, la Figura 5.12 ilustra graficamente la comparacion entre los tiempos de
ejecucion y el uso de memoria para todas las configuraciones estudiadas.

Tiempo de ejecucion (s) Memoria pico (MB)
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Figura 5.12. Comparacion de tiempos de ejecucion y uso de memoria

Respecto al uso de memoria en CPU, las PINNs ocupan poca memoria (entre 0,021 y 0,123
MB), muy por debajo de FEM (16-32 MB). En GPU, los consumos se mueven en el orden de
decenas de MB para ambos enfoques (11-19 MB), con poca variaciéon entre configuraciones
de PINN. Lo cual indica que, si se piensa trabajar sélo en CPU, las PINNs son especialmente
atractivas cuando la memoria es limitada; en GPU, la distancia en memoria entre métodos
se acorta.
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Al observar el tiempo normalizado (columna cuatro Tabla 5.5), surgen tendencias intere-
santes. Mientras que en FEM el tiempo por nodo crece con la resolucion, en PINN este valor
disminuye al incrementar la complejidad de la red, sugiriendo una mejora en la eficiencia
relativa por parametro.

Los resultados muestran que FEM sobresale por su rapidez y predictibilidad, siendo parti-
cularmente ttil en aplicaciones donde se requiere una tnica solucion precisa y rapida. Ademas,
su madurez como método lo hace ampliamente validado y documentado [72].

Sin embargo, PINN ofrece ventajas que no deben subestimarse. Su eficiencia en memo-
ria, combinada con su capacidad de generalizaciéon una vez entrenada, permite utilizar la
red como un evaluador instantdneo para condiciones nuevas. Esto es especialmente tutil en
contextos donde se desea obtener soluciones rapidas para miltiples escenarios sin necesidad
de reentrenar desde cero.

A pesar de que su proceso de entrenamiento inicial es méas costoso, la red entrenada
permite evaluaciones posteriores con tiempos despreciables. En este sentido, PINNs acttian
como una inversiéon inicial que rinde frutos en aplicaciones repetitivas o paramétricas.

La eleccion entre FEM y PINN dependeré, entonces, del contexto: si se dispone de recursos
suficientes y se busca velocidad inmediata, FEM es la opcién preferida. En contraste, si el
sistema impone restricciones de memoria o demanda evaluaciones multiples y rapidas, PINN
puede resultar més conveniente [72].

5.6.1 Analisis de Precision en Funciéon de la Viscosidad para la

Ecuacion de Burgers

Siguiendo con el estudio de precision de los dos enfoques numéricos (FEM y PINNs) en
el problema de Burgers (5.23) donde el parametro de viscosidad v regula el balance entre
efectos convectivos y difusivos. Buscamos evaluar como varia la precision de ambos métodos
al modificar v, considerando distintas configuraciones representativas.

Los experimentos se realizaron, en condiciones iguales al experimento anterior, el domi-
nio x € [—1,1], t € [0,1], con condiciones de frontera homogéneas y una condiciéon inicial
sinusoidal: u(z,0) = —sin(mz). Se analizaron tres valores de viscosidad

v = {0,0003, 0,0032,0,0318} (5.28)

equivalentes a 1073 /7, 1072 /7 y 107! /7, respectivamente. Para FEM se consideraron mallas
con 401 y 801 nodos, mientras que para PINNs se utilizaron redes con 50 y 100 neuronas, y
arquitecturas de 3 y 4 capas, utilizados en el anélisis anterior. Se empleo la métrica del error
L? para cuantificar la precisiéon, comparando la solucién de ambos métodos. Se realizésobre
Intel(R) Xeon(R) y GPU habilitada (CUDA) de Google Colab.

En cuanto a los resultados obtenidos, la Tabla 5.6 resume valores representativos (CPU)
por viscosidad y configuracion; al replicar el experimento en GPU se obtuvieron resultados
del mismo orden y con pocas variaciones, lo que indica que el hardware no altera de forma
apreciable la calidad de la aproximacion. Se observa que los errores son levemente invariantes
frente a cambios en v, lo que sugiere que tanto FEM como PINNs manejan adecuadamente
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las distintas proporciones de términos convectivos y difusivos. Para visualizar de manera
compacta el comportamiento conjunto CPU/GPU, en la Tabla 5.7 se reporta el promedio
del error L? en los tres valores de v por configuracién y tipo de dispositivo.

Tabla 5.6. Errores L? (CPU) para diferentes valores de viscosidad v.

Método Configuracion v =0,0003 v =0,0032 v =0,0318

FEM 401 nodos 0.0407 0.0414 0.0408
FEM 801 nodos 0.0204 0.0205 0.0206
PINN 90N, 3 capas 0.0502 0.0503 0.0497
PINN d0N, 4 capas 0.0374 0.0374 0.0373
PINN 100N, 3 capas 0.0251 0.0250 0.0251
PINN 100N, 4 capas 0.0186 0.0189 0.0188

Tabla 5.7. Error medio E» por configuracién y hardware (promedio sobre v/).

Método Configuracion E;» (CPU) FEp. (GPU)
FEM 401 nodos 0.040824 0.040671
FEM 801 nodos 0.020688 0.020387

PINN 50 neuronas, 3 capas 0.049928 0.050059
PINN 50 neuronas, 4 capas 0.037462 0.037460
PINN 100 neuronas, 3 capas  0.025031 0.024966
PINN 100 neuronas, 4 capas  0.018803 0.018814

A nivel comparativo, FEM con 801 nodos y PINN con 100 neuronas y 4 capas alcanzan
errores similares cercanos a 2 x 1072, tanto en CPU como en GPU, lo que confirma que la
precision final depende esencialmente de la resolucion (en FEM) o de la capacidad de la red
(en PINN), y no del dispositivo de computo. En configuraciones méas simples, FEM con 401
nodos supera a las PINNs pequenas (50 neuronas y 3 capas), donde el error puede rondar
5 x 1072 en ambos dispositivos.

Adicionalmente, La Figura 5.13 proporciona un resumen visual de los errores en forma de
mapa de calor, facilitando la comparacién entre configuraciones.
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Error L2 en funcién de la viscosidad v (CPU/GPU)
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FEM-Nodos: 401 [CPU]

FEM-Nodos: 401 [CUDA]
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FEM-Nodos: 801 [CUDA] - 2.1e-02 2.0e-02 2.0e-02
0.040

PINN-Neuronas: 100, Capas: 3 [CPU] - 2.5e-02 2.5e-02 2.5e-02

PINN-Neuronas: 100, Capas: 3 [CUDA] - 2.5e-02 2.5e-02 2.5e-02
0.035

Error L2

PINN-Neuronas: 100, Capas: 4 [CPU] - 1.9e-02 1.9e-02 1.9e-02

Método-Config+Tipo

PINN-Neuronas: 100, Capas: 4 [CUDA] - 1.9e-02 1.9e-02 1.9e-02 0.030

PINN-Neuronas: 50, Capas: 3 [CPU]
PINN-Neuronas: 50, Capas: 3 [CUDA] -0.025
PINN-Neuronas: 50, Capas: 4 [CPU]

PINN-Neuronas: 50, Capas: 4 [CUDA] -0.020

0.0003183098861837907 0.003183098861837907 0.03183098861837907
v

Figura 5.13. Mapa de calor del error L? segtin configuraciéon y viscosidad

La tendencia es coherente con lo descrito anteriormente, al aumentar de 401 a 801 nodos
en FEM el error disminuye aproximadamente a la mitad; en PINN, aumentar neuronas o
capas también reduce el error de forma sistemética. Ademas, la variacion del error frente
a v es leve, lo cual indica que ambos enfoques capturan adecuadamente el equilibrio entre
difusiéon y conveccién en el rango analizado.

En conclusion, la precision alcanzada por FEM y PINN es practicamente equivalente.
Sin embargo, las formas en que ambos métodos escalan son distintas, FEM mejora con
refinamiento espacial, mientras que PINN lo hace ajustando su arquitectura. Esta diferencia
puede influir en la seleccion del método dependiendo del contexto y los recursos disponibles.
En entornos con restricciones de malla o geometrias complejas, PINN ofrece una alternativa
flexible y prometedora [72].

5.6.2 Generalizaciéon Paramétrica para la Ecuaciéon de Burgers

Finalmente estamos interesados en la capacidad de generalizacion de las Redes Neuronales
informadas por la fisica (PINNs) frente al método de elementos finitos (FEM) en el problema
directo asociado la ecuacion de Burgers (5.23). El proposito principal radica en evaluar si una
PINN entrenada en un rango de viscosidades es capaz de predecir con precision soluciones
para nuevos valores de v. Ademas, en comparar el coste computacional frente a FEM para
dichas evaluaciones.

En el experimento, la PINN (100 neuronas y 4 capas) se entrend con valores de v entre
0,0003 y 0,0318, es decir, v € (1073 /7,107 /7), evaluandose posteriormente en tres valores de
prueba: uno fuera del rango (0,0002) y dos dentro (0,0016 y 0,0159). El anélisis se realiz6 en
t = 1,0, comparando las soluciones obtenidas por PINN con referencias generadas mediante

FEM.
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v = 0.0002 v =0.0016 v =0.0159
Fuera del rango Dentro del rango Dentro del rango
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Figura 5.14. Soluciones FEM y PINN en ¢ = 1,0 para distintos valores de v

Las simulaciones muestran que, dentro del rango de entrenamiento, la PINN reproduce
con alta fidelidad la soluciéon de FEM, con errores medios cuadraticos entre 0,37 y 0,48. En el
caso fuera de rango, la red mantiene la forma general de la soluciéon aunque con desviaciones
mas notorias cerca de x = 0. Lo cual nos indica que la PINN aprendié la dependencia fisica
esencial de v, pero su extrapolacién es mas limitada.

En cuanto al coste computacional, la ejecucion se realizd sobre GPU (CUDA) de google
colab. El entrenamiento inicial de la PINN requirié 2.8249 s y un pico de memoria de 20.28
MB. Tras el entrenamiento, la evaluacion para nuevos valores de viscosidad es practicamente
instantanea dentro del rango de entrenamiento, con tiempos de 0.55 ms para v = 0,001592
y 0.70 ms para v = 0,015915. Fuera del rango, como esperamos, el tiempo de inferencia
aumenta, pero se mantiene muy bajo, 23.38 ms para v = 0,000159. En contraste, FEM
presenta tiempos por simulacion entre 2.90 s y 3.90 s (disminuyendo levemente al crecer v).

La Figura 5.15 compara estos tiempos. Se observa una aceleracion significativa de PINN
frente a FEM.

Tiempo de ejecucién por método (CUDA)

10° 4

=

5]
L
'

NN (entrenamiento)
. FEM
PINN (eval)

Tiempo (s)

-
o
|
~
L

10-3 4

0.0016
Viscosidad (v)

Figura 5.15. Comparacion de tiempos de computo en FEM y PINN (GPU, CUDA). La linea discontinua
roja indica el tiempo de entrenamiento de la PINN; las barras muestran el tiempo por evaluacién.
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Adicionalmente, se realizdé un analisis del balance temporal, utilizando la regla de equili-
brio N* = %, en este caso el experimento indico que N* se encuentra aproximadamente
entre 0.7 y 1.0. Esto significa que con una sola evaluacion la PINN ya recupera el costo de
entrenamiento frente a FEM en GPU (CUDA). De este modo, FEM resulta adecuado para
verificaciones precisas caso a caso, mientras que la PINN es claramente ventajosa para explo-
raciones paramétricas (p. j., analisis de sensibilidad o barridos de viscosidad v) con multiples
evaluaciones.

En resumen, de acuerdo con los resultados de la Tabla 5.15 las PINNs demuestran una
notable eficiencia computacional en GPU. Una vez entrenadas, permiten evaluaciones de
milisegundos con aceleraciones de dos a cuatro érdenes de magnitud frente a FEM, y con
errores menores dentro del dominio de entrenamiento.

Finalmente, se pone a disposicion el repositorio EstudioCostoComputacionalE4, donde
se encuentran las simulaciones correspondientes a cada uno de los analisis realizados ante-
riormente.


https://github.com/DarwinFer/EstudioCostoComputacionalE4.git
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5.7 Problema inverso asociado a la ecuacién de Burgers
1D

En seguida estamos interesados en considerar un problema inverso asociado a la ecuaciéon
de Burgers y resolverlo mediante PINNs. Supongamos que tenemos informacion asociada
al problema directo (5.23), es decir, disponemos de un conjunto de datos (posiblemente
ruidosos),

D = {(zitiu)}y C (L) x (0,1 xR, w; ~ ulw,t),

i=1
y deseamos conocer la condicion inicial subyacente, esto es; buscamos reconstruir la condicion
inicial uy € H}(—1,1) tal que la soluciéon de (5.23) reproduzca las mediciones dadas, este
problema fue estudiado previamente desde un enfoque conocido como asimilacion de datos
[42]. En los experimentos con datos sintéticos, consideraremos como verdad la condicion
inicial

ug(z) = —sin(mzx), xre[-1,1],
la cual se utiliza tnicamente para generar D y para evaluar el error de reconstruccion; no se
emplea durante el entrenamiento inverso. La aproximaciéon mediante PINNs se fundamenta
en el aprendizaje simultdneo de la soluciéon u(z,t) y la condicién inicial ug(z) mediante una
red neuronal uy(z,t), donde 6 denota los parametros de la red.

La estimacion de los pardmetros se plantea como un problema de optimizaciéon en el que
buscamos minimizar una funciéon de pérdida compuesta por varios términos: ajuste a los
datos, cumplimiento de la fisica, imposiciéon de condiciones de frontera y una regularizacion
especial sobre la condicién inicial. De forma general, esta funciéon de pérdida se escribe como

L(0) = i Laata(0) + Af Lonys(0) + Ao Lie(0) + Aveg Lireg(0), (5.29)

donde cada coeficiente positivo A, controla la importancia relativa de cada término.
El primer término, L4.4., mide el error cuadratico medio entre la prediccion de la red g
y las mediciones disponibles:

1 Qa

Laata(0) = N, Z | (i, t3;0) — uq |

=1

El segundo, Lhys, evalia el residuo de la ecuaciéon de Burgers en un conjunto de puntos de
colacion (xj, t;):
2

Ny
1
Lons(6) = 3 2| Rola 1)
j=1

El término de frontera, L., impone que la solucion sea nula en los extremos x = -1y z =1
para todo instante de tiempo:

Ny
1 X X
Loc(0) = 57 > (la(=1,250) +[a(1, 5 0)*) .

i=1
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Dado que el problema inverso es del tipo hacia atras en el tiempo, es intrinsecamente
inestable (la difusion atenta la informacion de las condiciones iniciales), se anade un término
de regularizacion sobre el perfil inicial en ¢ = 0. Este término no penaliza directamente la
amplitud, sino que controla la variacién espacial mediante el seminorma de H!:

Lreg NOZ|3u:E 0;6)|”. (5.30)

De esta forma se evitan oscilaciones espurias de alta frecuencia sin alterar de manera
artificial el nivel de energia de la condiciéon inicial.

La seleccion de los pesos A, puede realizarse manualmente, buscando que todos los tér-
minos tengan magnitudes comparables. Una vez entrenada la red, es decir, al obtener

0" € arg mein L(6),

definimos la condicién inicial reconstruida como
ug™N(z) = a(z, 0;0%), e |[-1,1].

Debido a que la condicion de frontera se aplica para todo ¢t € [0, 1], en particular se cumple
que 4(+£1,0;0*) = 0, por lo que ug™N pertenece a H}(—1,1) en un sentido aproximado.

En los experimentos primero empezamos generando datos sintéticos, para diferentes ta-
manos de dataset, a partir de una PINN entrenada para el problema directo de la ecuacion
de Burgers unidimensional con v = 0,01, dominio = € [—1,1], ¢ € [0,1] y condicién inicial
u(z,0) = —sin(7rz). El modelo directo tiene arquitectura totalmente conectada de tres capas
con 50 neuronas y activaciéon tanh en cada capa oculta, y se entrena mediante Adam con
tasa 1072 durante 5,000 épocas, hasta este punto se define de igual manera como se realizo
en 5.5.1. La funcion de pérdida total (5.25), con pesos (A;, Ape, Aic) = (0,4,0,3,0,3).

Con el modelo directo entrenado, se muestrean de forma uniforme pares (z4,%4) en el
dominio y se evalta uy = ug, ,(xq4,t4) para construir tres conjuntos sintéticos D con Ny €
{500, 1000, 1500} . En las figuras 5.16a, 5.16b, 5.16¢ correspondientes, el panel izquierdo de
cada fila muestra la nube de puntos coloreada por u(x,t), lo que define una cobertura espacial
y temporal razonablemente uniforme dispuesta para resolver el problema inverso.

En cuanto al problema inverso, se entrena de nuevo una PINN 4(-,-;0) con la misma
arquitectura, pero ahora ajustando simultaneamente a los datos (zg4,t4,uq) y a términos
fisicos y de regularizacion (5.29). Se utilizan Ny = 15,000 puntos de colocacion interiores
para el residual de la EDP, N, = 400 puntos de contorno para imponer u(+1,¢) = 0, y un
término sobre el perfil inicial en ¢ = 0 que penaliza el gradiente espacial de la condicién inicial
(5.30). La pérdida total para el problema inverso queda en la forma (5.29) con coeficiente o
pesos (Mg, Af, Apy Areg) = (1,1, 1,1072). El optimizador utilizado es Adam con tasa 1072 y 6,000
épocas por cada tamano N,. La reconstruccion de la condiciéon inicial se evaliia y plotea en
una malla de 1,000 puntos sobre [—1, 1], los resultados para cada lote de puntos se ilustran en
la parte derecha de las figuras 5.16a, 5.16b, 5.16¢, justo con el resultado deseado. Asi mismo,
el error relativo para cada tamano se reporta en la tabla de errores correspondiente.
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(c) Datos sintéticos Ng = 1500 y resultado problema inverso

Figura 5.16. Resultados del problema inverso con diferentes cantidades de datos sintéticos.

Tamano data set N, Norma L?

200 2,2790 x 1071
1000 2,2399 x 1071
1500 2,1646 x 1071

Tabla 5.8. Error relativo para diferentes tamanos de datos

En todos los casos, el valor final es muy similar, con una leve mejora al aumentar Ny.
Esta tendencia también se refleja en el error relativo de la condiciéon inicial, que decrece
de 2,2790 x 107! para Ny = 500 a 2,2399 x 10~! para N; = 1000 y a 2,1646 x 10~! para
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Ny = 1500. Lo anterior indica que, aunque las mejoras son reales, cada vez rinden menos al
sumar mas datos. En consecuencia, lo que incide en la aproximaciéon es la propia forma del
modelo y las reglas de suavizado que le pusimos, méas no la falta de datos.

Las figuras de comparacion de la condicion inicial u(x,0) muestran de forma cualitativa
la misma pauta: la curva reconstruida (linea roja discontinua) aproxima la forma senoidal
exacta (linea negra continua), pero tiende a subestimar la amplitud en las cercanias de los
méaximos y minimos y a suavizar los cambios de pendiente. Esta “suavizacion” es coherente
con el término de regularizacion AegLreg(6) que penaliza gradientes grandes en ¢ = 0y, por
construccion, favorece perfiles menos pronunciados. Al incrementar N, la curva roja se acerca
a la negra y reduce el error L2, aunque persiste una ligera pérdida de amplitud que sugiere
explorar un reajuste de pesos en (5.29) o una arquitectura con mayor capacidad de alta
frecuencia, con el fin de lograr una coincidencia mas fina en las crestas.

En sintesis, entrenar un modelo directo para crear datos sintéticos y luego resolver el
inverso combinando datos, fisica y un leve suavizado, entrega reconstrucciones estables y
razonables de la condicion inicial. Al aumentar N, la métrica L? mejora de forma sostenida,
aunque el avance es moderado porque hay que equilibrar cuédnto seguimos a los datos y
cuanta suavidad imponemos al modelo. Lo anterior nos indica que en presencia de datos
reales utilizar las PINNs para mejorar la aproximacion en problemas inversos de este tipo, si
bien depende de una cantidad considerable de datos, las PINNs junto con una configuracion
adecuada logran reconstruir perfiles iniciales atn sin la presencia de grandes cantidades de
datos. La implementaciéon completa de este problema tipo inverso puede consultarse en el
siguiente repositorio ProblemaInversoBurger1-1D_E4.


https://github.com/DarwinFer/ProblemaInversoBurger1-1D_E4.git
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5.8 Problema de identificaciéon de parametros asociado a
la ecuacién KdV

En el marco de este trabajo, ampliamos el anélisis hacia la ecuacién de Korteweg—de Vries
(KdV), un modelo matematico que describe la propagacion de ondas solitarias en medios
dispersivos y que ha jugado un papel fundamental en el desarrollo de la teoria de ondas no
lineales. Esta ecuacion surge en diversos contextos fisicos, como en la dinamica de ondas
superficiales poco profundas, en la fisica de plasmas y en la transmision de pulsos en fibras
6pticas, donde el balance entre no linealidad y dispersion permite la apariciéon de soluciones
de tipo soliton [74].

Consideramos un problema unidimensional clasico asociado a la ecuaciéon de KdV, el cual
se expresa como

O+ M udpu + N 02u =0, (x,t) € [-10,10] x (0, 1],
u(z,0) = ug(x), x € [—10,10], (5.31)
u(£10,t) = 0, t€10,1].

donde \; se denomina coeficiente de no linealidad, Ay es el coeficiente de dispersion, ug(z)
es la condicion inicial y u(t, z) representa el campo escalar de interés. Se asume regularidad
suficiente para garantizar la existencia y unicidad de la solucion, tal como se establece en |74].
Bajo condiciones apropiadas, la KdV admite soluciones especiales denominadas solitones®,
las cuales han sido objeto de estudio intensivo desde su descubrimiento.

En este caso, la solucion tipo soliton al problema directo (5.31) viene dada por la forma

equivalente

N0

u(z,t) = = & sech? (ﬁ (x — ct)> ) c>0, (5.32)

2
cosh? (\/75 (x — ct)) 2
donde ¢ representa la velocidad constante del solitén, que se desplaza sin deformarse. Al
imponer condiciones de contorno homogéneas u(+10,¢) = 0, el problema esta bien planteado
en el sentido de Hadamard, dado que la ecuacion es evolutiva y dispersiva, y su soluciéon es
suave y decae rapidamente hacia los extremos del dominio espacial [73, 74].

5.8.1 Aproximaciéon mediante PINNs de la soluciéon a la KAV

Para asegurarnos de la fiabilidad de las PINNs en la reproduccion del comportamiento
evolutivo de la ecuacion KdV, y antes de resolver el problema inverso ilustramos las simu-
laciones de la solucién del problema directo. Destacaremos principalmente un estudio en
la arquitectura de la red neuronal y como esta incide en la calidad de aproximacion de la

8Un solitén es una onda solitaria que mantiene su forma y velocidad de propagacién debido a un equilibrio
exacto entre los efectos no lineales y la dispersiéon del medio.
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solucion, usaremos un enfoque no supervisado. Es decir, no usaremos datos experimentales
para entrenar la PINN, sino tnicamente para comparar los resultados de aproximacion en la
solucion. Los experimentos se realizaron sobre GPU (CUDA) de google colab. Como ya es
habitual en este trabajo, para el enfoque PINNs aproximamos la solucién al problema directo
(5.31) mediante una red neuronal 1ug(x,t;6) con parametros ¢, impuesta sobre la condicion
up(x), la cual se obtiene evaluando solucion exacta (5.32). Es decir,

u(z,0) = up(x) = gsech2 <§CQJ> : (5.33)
para este experimento consideramos ¢ = 4,0 como velocidad del solitéon. Adicionalmente,
el dominio computacional empleado es espacialmente acotado x € [—10,10] y el horizonte
temporal ¢ € [0, 1], con parametros fisicos A\; = 6,0 y A2 = 1,0 para la no linealidad y la
dispersion, respectivamente.

El entrenamiento de la PINN se planteé con una configuraciéon de tres capas ocultas
de 50 neuronas cada una y funciéon de activacion tanh. El optimizador Adam con tasa de
aprendizaje 1073 se utiliz6 durante 10,000 épocas. Andlogamente a ejemplos anteriores, la
funcién de pérdida total dada por

E(@) = )\f Ephys(8> + Aic EIC<8) + Ny Ebc(@) (534)

el cual combina términos residuales de la EDP (L), condicién inicial (£;) y condiciones de
frontera Dirichlet homogéneas (L), con pesos unitarios para todos los términos. El mues-
treo incluy6é 20,000 puntos interiores, 2,000 puntos iniciales y 1,000 puntos frontera, todos
distribuidos uniformemente.

Evolucién de la pérdida (cfg: L3_N50)

Seccién temporal t = 0.5 (cfg: L3_N50)

2.00 — Exacta
== PINN

Pérdida total
=
o

0 2000 4000 6000 8000 10000 ~10.0 75 50 25 0.0 25 50 75 100
Epoca x

(a) Evolucién de la perdida (b) Aproximacion PINN para KdV en ¢t = 0,5

Figura 5.17. Perdida total y aproximacion PINN vs Solucién exacta t = 0,5

Tras el entrenamiento, los resultados obtenidos muestran que la red neuronal propuesta
logra una excelente aproximacion de la solucion exacta del problema directo de KdV. En
la Figura 5.17(a) se observa la evolucion del funcional de pérdida total durante las 10,000
épocas. Notamos una rapida disminucion de la pérdida en las primeras iteraciones, seguida
de una estabilizacion oscilatoria con valores minimos cercanos a 1075, Este comportamiento
es caracteristico cuando se utilizan redes neuronales profundas con activaciones suaves como
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tanh y optimizadores como Adam. Las oscilaciones observadas reflejan los desafios de opti-
mizar un problema con multiples términos en la funciéon de pérdida. No obstante, el descenso
global sostenido indica una buena convergencia.

Por otro lado, en la Figura 5.17(b), se compara la solucién exacta con la prediccion de
la PINN para un tiempo fijo t = 0,5. Se puede observar que ambas curvas coinciden casi
perfectamente, lo que indica que la red neuronal ha aprendido no solo la forma del soliton,
sino también su desplazamiento en el tiempo. Esto valida la capacidad del modelo PINN para
capturar tanto la no linealidad como los efectos dispersivos que caracterizan a la ecuacion de

KdV.

KdV: comparacién en mapa de calor (exacta vs PINN)
Solucién exacta u(x, t) PINN ug(x, t) (cfg: L3_N50)
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Figura 5.18. Comparacion de las solucion exacta vs la aproximaciéon PINN para todo el dominio

Para una visualizacion mas global, la Figura 5.18 muestra mapas de calor para la so-
lucién exacta y la soluciéon aproximada por la PINN en todo el dominio espaciotemporal
[—10,10] x [0, 1]. La semejanza visual entre ambos mapas confirma nuevamente la fidelidad
de la aproximacion.

Mapa de calor del error (cfg: L3_N50)
L2 discreto = 1.956e-03

0.012

0.010

0.008

0.006

|Upinn = Uexactal

0.004

0.002

Figura 5.19. Mapa de calor del error absoluto

Adicionalmente, presentamos el error absoluto entre ambas soluciones en la Figura 5.19
mediante un mapa de calor. Este muestra que los errores se concentran en una franja estrecha
a lo largo de la trayectoria del soliton, especialmente en lo que se conoce como frente de
propagacion. Esta acumulacion de error puede deberse a la naturaleza altamente localizada
del solitén, donde ligeras discrepancias en la forma o velocidad de desplazamiento generan
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errores notables. Sin embargo, los valores maximos del error son del orden de 1072, mientras
que el error medio cuadratico discreto calculado en norma L? es ||upiNn — Uexacta |2 = 1,956 X
1073, lo cual es un excelente resultado para una aproximacion no supervisada. Para una
visualizacién del cédigo de implementacion y los resultados de este experimento, consulte
ProblemadirectpKdViD .

Un analisis rapido de la buena capacidad de aproximacion de las PINNs indica que la
configuracion (tres capas ocultas con 50 neuronas y activacion tanh) resulta adecuada para
capturar la dindmica del soliton sin sobreajuste, dado que el modelo tiene suficiente capacidad
expresiva para aproximar funciones suaves con transiciones rapidas. No obstante, el uso de
un numero considerable de puntos de entrenamiento en el interior del dominio (20,000) y
en las condiciones iniciales y de frontera (3,000 en total) favorecié una buena cobertura del
dominio y una adecuada penalizacion del residuo de la EDP, lo cual es clave para el éxito de
las PINNs. Ademas, se emplearon pesos unitarios para cada término de la pérdida (5.34), lo
que balancea la influencia de los datos iniciales, condiciones de frontera y cumplimiento de
la fisica, evitando dominancia de algin término.

En resumen, el enfoque PINN aplicado al problema directo de KdV con esta arquitec-
tura logra una excelente aproximacion, demostrando la capacidad del método para resolver
ecuaciones no lineales y dispersivas sin requerir datos experimentales. Estos resultados no
solo validan el modelo propuesto, sino que también sientan las bases para abordar el proble-
ma inverso en secciones posteriores, bajo el supuesto de que la red es capaz de aprender la
dindmica del sistema con una alta precision.

Tratamiento de un problema inverso asociado a la ecuacién KdV

Volviendo al problema de interés de esta secciéon, nuestro objetivo se centra en un problema
inverso asociado a la ecuacion de KdV, estudiado en [58, 59|. Este consiste en estimar los
coeficientes de no linealidad A\; y dispersion Ay a partir de datos observados de la solucion
u(z,t) (posiblemente ruidosos). Este problema es de gran relevancia préactica, ya que en
muchos contextos experimentales los parametros fisicos subyacentes son desconocidos y deben
inferirse a partir de mediciones.

Formalmente, supongamos que contamos con un conjunto de datos {(x;, t;, u;) fidl, donde
u; representa una medicion de la solucion en el punto (x;,¢;). El problema inverso se plantea
como

Dados {(z;,t;,u;) )%, determinar A, y Ay tales que se satisfaga (5.31). (5.35)

Para resolver este problema mediante el enfoque PINNs, representamos la solucién me-
diante una red neuronal 1y, parametrizada por 6, y optimizamos simultaneamente tanto los
parametros de la red como los coeficientes fisicos A\; y As. De esta manera, el enfoque se
implementa incorporando directamente la ecuacion de KdV (5.31) en la funcion de pérdida
total. Para ello, se definen los siguientes términos: en primer lugar, la pérdida asociada a
los datos conocidos; en segundo lugar, la pérdida fisica que penaliza el residuo de la EDP;
ademés, las pérdidas que imponen condiciones iniciales y de frontera; y, opcionalmente, un
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término de regularizacion sobre los parametros del modelo. Mateméticamente, estos términos
se expresan como

Ny
1 .
‘cdatos<9) = Fd Z ‘ u@(wia tz) — Uy ‘2 9 (536)
i=1

Ny
1
Lrea(8. 1. 02) = 3= 3 [0t + vt Dy + Do Bag|’| (5.37)

j=1 (zj,t5)

1 O

Lor(0) = A > Jig(r, 0) — uo(zi)[* (5.38)
k=1

Ny

> (Jag(—10, ) > + |11 (10, £,)[*) - (5.39)

m=1

1

Finalmente, un término opcional de regularizaciéon puede escribirse como
Lo =N A= (), (5.40)
De esta forma, el funcional total queda definido por
L(0, 1, A2) = wa Laatos + W5 Liisica + Wei Let + Wep Lop + Wy Lieg, (5.41)

donde cada w, > 0 es un coeficiente que puede ajustarse de manera estatica o adaptativa
para mejorar la aproximacion al problema.

Pasando a la implementaciéon numeérica, primero suponemos que la condicién inicial ug
es conocida y, en primera instancia, no empleamos regularizacion (w, = 0). Generamos dos
conjuntos de datos de entrenamiento D sobre el dominio z € [—10,10], ¢ € [0,1], a partir
de la solucién exacta (5.32). Un primer conjunto, datos limpios (0% ruido), con Ny = 1500
pares (z;,t;) muestreados uniformemente con etiquetas wu(z;,¢;). Y un segundo conjunto,
datos ruidosos (5 %), que consiste de los mismos (x;,t;) pero con u; = u(x;,t;) + &;, donde
g; ~ N(0,02%), con varianza fijada como o. = 0,05 0,. Aqui, o, es la desviacion estandar de
los valores limpios u(x;, ;) en el conjunto de entrenamiento, esto es,

Ny Ny

1/2
1 \2 _ 1
oy = (Nd . Z (w(w;, t;) — ) > : u = N, 2 u(z;, t;).

=1

Adicionalmente, muestreamos Ny = 2000 puntos para la CI en ¢t = 0, N, = 500 instantes
para las CF en x = £10, y Ny = 10* puntos de colocacion para evaluar el término fisico. Los
pardmetros verdaderos del modelo son A} = 6,0 y A5 = 1,0; la velocidad del solitén elegida
fue ¢ = 4,0.

La Figura 5.20 resume la distribucion de puntos y perfiles de referencia (exactos) emplea-
dos para el entrenamiento (paneles: datos limpios, datos con ruido, condicién inicial y perfil
ent=1).
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Datos de entrenamiento (0% ruido) Datos de entrenamiento (5% ruido)

2.00

1.75

1.50

1.25

1.00

u(x,t)

0.75

0.50

0.25

0.00

5

Condicién inicial (t=0.0) Solucién en t=1.0

2.00 1 —— Exacta 2.00 1 — Exacta
Puntos CI e Puntos CF

-10.0 -7.5 -5.0 =25 0.0 25 50 75 10.0 -10.0 -7.5 -5.0 =25 0.0 25 50 7.5 10.0
X X

Figura 5.20. Datos de entrenamiento y perfiles de referencia para KdV: (a) 0% ruido, (b) 5% ruido, (c)
condicion inicial t = 0, (d) solucion exacta en ¢t = 1.

La red utilizada para tratar el problema inverso es un perceptrén multicapa (MLP) total-
mente conectado, con capa de entrada de dimension 2 (las variables (z,t)), tres capas ocultas
con 50 neuronas cada una y una capa de salida escalar que aproxima u(z, t). Las capas ocultas
emplean la funcion de activacion tanh(-) y la salida es lineal. Los parametros fisicos se tratan
como parametros libres del modelo: Aj, Ay € R. El entrenamiento utiliza Adam con tasa de
aprendizaje 1073 durante 20000 épocas y pesos unitarios en (5.41). Las derivadas espaciales
y temporales requeridas por KdV se calculan mediante la rutina de derivacion automatica
autograd de PyTorch.

El experimento se ejecuté en Google Colab con GPU habilitada (Tesla T4) y PyTorch
2.6.0+cu124. La Figura 5.21 muestra (i) la evolucion de la pérdida total, (ii)—(iii) la identi-
ficacion de los parametros A\; y Ay para datos limpios y ruidosos, y (iv) la comparacion entre
la solucién exacta y las aproximaciones PINN en ¢ = 0,5.

Al concluir el entrenamiento, los parametros estimados se mantuvieron muy cercanos a los
valores reales: para datos limpios se obtuvo A = 5,9699 y Ao = 0,9883; mientras que con datos
ruidosos (5% de ruido) alcanzamos A\ = 95,9503 y Ay = 0,9826. En ambos escenarios, el error
relativo se mantiene por debajo de 1%, lo que evidencia una identificacion precisa incluso en
presencia de mediciones ruidosas. Para visualizar la cercania entre el modelo verdadero y las
ecuaciones aprendidas, la Tabla 5.9 resume las expresiones resultantes (redondeadas a tres
decimales).

En resumen, a lo largo de la optimizaciéon observamos una convergencia estable y practi-
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Evolucién de la pérdida
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Pérdida total
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Figura 5.21. Evolucion de la pérdida y de los parametros identificados, y comparaciéon de soluciones en

t=0,5.

Tabla 5.9. Resultados de identificacion de pardmetros.

Modelo

Ecuacion identificada

PDE correcta
Identificado (0% ruido)
Identificado (5% ruido)

Uy + 6,000 wuy, + 1,000 Ugyr = 0
U + 5,970 uuy, + 0,988 Uyyr = 0
ur + 95,950 wuy, 4+ 0,983 Uyyy = 0

camente mondtona de \; y \o; la contribucion fisica tiende a dominar el costo computacional
por las derivadas espaciales de tercer orden que exige KAV, pero aun asi la PINN preserva
la estructura del soliton en tiempos intermedios (por ejemplo, ¢t = 0,5), con buena aproxima-
cién tanto en amplitud como en soporte espacial. En conjunto, estos resultados refuerzan la
idea de que, con una arquitectura densa basada en activaciones tanh, el optimizador Adam
y un balance simple de pérdidas, es posible alcanzar estimaciones subporcentuales de los
parametros de no linealidad y dispersion a partir de datos escasos y ruidosos. Finalmente, es
importante destacar que la implementacion completa de este problema se puede consultar en
el siguiente repositorio ProblemaInversoKdViD.


https://github.com/DarwinFer/ProblemainversoKdV1D.git

Capitulo 0

Conclusiones

Este trabajo tuvo como objetivo principal el estudio, la implementacion y evaluacion de
las llamadas redes neuronales informadas por la fisica (PINNs) en la aproximacion de solucio-
nes de ecuaciones diferenciales parciales (EDPs) evolutivas, particularmente en la ecuacion
de Burgers viscosa (BV) y ecuacion de Korteweg-de Vries (KdV), tanto en su version directa
como en dos problemas inversos representativos: asimilacion de datos (reconstruccion de la
condicion inicial) e identificacion de parametros fisicos. A lo largo del desarrollo se construyo
un marco tedrico que abarca los fundamentos matematicos del aprendizaje profundo y los teo-
remas de aproximacioén universal para redes neuronales. También, se contrasté el desempeno
de las PINNs frente al método de elementos finitos (FEM), se analiz6 el costo computacional
utilizando CPU y GPU, y se exploré la capacidad de generalizaciéon paramétrica en el caso
de BV. Ademas, se desarrollaron implementaciones reproducibles en PyTorch, disponibles en
un repositorio abierto de GitHub creado por el autor.

En cuanto a los problemas directos, los resultados confirman la validez y el potencial
del enfoque dado por las PINNs, al incorporar el conocimiento fisico en el entrenamiento
mediante la minimizaciéon del residual de la EDP. Se encuentra que éstas superan a las redes
supervisadas convencionales, como se apreci6 en la comparacion mostrada en la seccion 5.4.1,
la cual evidencia como una red tradicional falla en la extrapolacion para tiempos futuros,
mientras que la PINN preserva la estructura fisica de la soluciéon del oscilador armonico.
La precision, medida con la norma L? (Tabla 5.2), demuestra que la fisica acttia como un
regularizador natural que guia la optimizaciéon hacia soluciones generalizables y consistentes.

La implementacion de las PINNs en PyTorch permitio la posibilidad de calcular derivadas
de alto orden de manera adecuada mediante diferenciacién automatica, evitando errores de
discretizacion de los métodos clésicos y conduciendo a soluciones continuas y diferenciables
en todo el dominio, disponibles en cualquier punto sin necesidad de interpolacién. Para la
ecuacion BV en 1D se obtuvieron errores en norma L? del orden de 1072 a lo largo del
intervalo temporal, capturando adecuadamente el comportamiento difusivo—convectivo. En
el caso de la KdV, la red reprodujo con precision la dindmica de una solucion de tipo soliton;
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la discrepancia se concentro cerca del frente de propagacion, con un error medio L? igualmente
del orden de 1073. Esta evidencia respalda la capacidad de las PINNs para resolver con alta
precision EDP’s evolutivas, con una arquitectura moderada y un muestreo considerable de
puntos de colocacion.

La comparacion con FEM en el problema (BV) mostro que, si se evalia una tnica ejecu-
cion en CPU, FEM resulta més veloz, mientras que la PINN, tras su entrenamiento, permite
consultas practicamente instantaneas en cualquier punto del dominio. En términos cuantita-
tivos, la diferencia FEM-PINN se mantuvo un error de 6rdenes 1072 y 107}, respectivamente
segun el tiempo, lo cual indica que la PINN alcanza una precision aceptable con la ventaja
adicional de ofrecer soluciones continuas y evaluables en tiempo real. En cuanto al coste
computacional, FEM mostré una notable rapidez en la resolucién, alcanzando la aproxima-
cion en tiempos muy pequenos en configuraciones de malla medias y finas cuando se ejecuto
en CPU. Por su parte, las PINNS requirieron un esfuerzo levemente mayor en este mismo
entorno. Sin embargo, al cambiar el cilculo a GPU, se observé una aceleracion significati-
va que las situ6é en un rango de competitividad frente al enfoque tradicional, especialmente
cuando se consider6 el escenario de multiples evaluaciones.

En cuanto al uso de memoria, la aproximacion mediante PINNs se destacd por su velo-
cidad en CPU, mientras que en GPU ambos métodos se mantuvieron dentro de mérgenes
razonables, sin que esto representara una limitacion préactica en los experimentos realizados.

Respecto a la generalizacion paramétrica, una PINN entrenada en un rango de viscosi-
dades reprodujo con precision la soluciéon para nuevos valores de v dentro del intervalo, con
tiempos de inferencia de milisegundos; fuera del rango, conservo la forma cualitativa con
desviaciones esperables. Este resultado muestra que, una vez finalizado el entrenamiento, las
PINNSs pueden utilizarse como modelos aproximados para explorar diferentes configuraciones
de parametros de manera eficiente.

En los problemas inversos considerados, la aproximacién mediante PINNs de la asimilaciéon
de datos en el problema (BV) (reconstruccion de la condicion inicial) alcanzo errores relativos
L? cercanos a 0,22, con una leve mejora al aumentar el tamafio del conjunto de datos. La
regularizacion tipo seminorma H' estabilizo la inversion hacia atras en el tiempo y evito
perturbaciones no deseadas, a costa de un ligero suavizado de las crestas; este comportamiento
es coherente con la naturaleza mal planteada del problema. Por otro lado, en el problema de
identificaciéon de parametros para KdV, la PINN estim6 las constantes A; y Ay con error
relativo porcentualmente pequeno, tanto con datos exactos como con 5% de ruido (por
ejemplo, M AD 97 frente a 6,00 y Ay A 0,99 frente a 1,00), evidenciando robustez frente
a mediciones ruidosas.

Sin embargo, el estudio presenta algunas limitaciones que orientan un trabajo futuro.
Por ejemplo, la extension a 2D /3D y a dominios més complejos, el manejo de condiciones
de frontera no homogéneas, la incorporaciéon de muestreos méas estructurados o la validacion
con problemas que cuenten con datos reales. Por otro lado, el balance de pérdidas se tra-
baj6é con ponderaciones fijas y activacion tanh; una eleccién poco adecuada puede afectar la
convergencia o sesgar la soluciéon, en especial en problemas inversos.

A partir de lo anterior, se abren varias lineas prometedoras: explorar balances de pérdidas
mas flexibles para estabilizar el entrenamiento, usar estrategias de optimizacién progresiva
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y remuestreo adaptativo, considerar formulaciones que reduzcan la sensibilidad a derivadas
de orden alto, incorporar métodos que manejen la incertidumbre y, finalmente, apoyarse
en arquitecturas méas avanzadas como redes de operadores para mejorar la generalizacion y
acelerar simulaciones con miiltiples consultas. En el &mbito de los problemas inversos, resulta
especialmente atractivo el enfoque hibrido que combina FEM con PINNs, el cual ha sido
senalado por diversos autores como una estrategia novedosa para aprovechar la robustez
numérica de los métodos clasicos y la capacidad de aprendizaje y extrapolacion de las redes
neuronales.



Capitulo A
Apéndice

Todas las implementaciones computacionales de este trabajo pueden encontrarse en el
siguiente perfil de GitHub Darwin.Tapie.
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