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RESUMEN

Este trabajo fue presentado en el VII encuentro de la
escuela regional de matematicas; en él se usa el método de
los elementos finitos para aproximar sistemas elipticos semi-
lineales de ecuaciones diferenciales con restriccién para los
cuales el término correspondiente a la presién no es el mul-
tiplicador de Lagrange; tales sistemas aparecen en el diseno
de semiconductores donde la dindmica del flujo de la reaccién
quimica estd gobernada por las ecuaciones compresibles de
Navier-Stokes. Finalmente, se aplica el método discutido a
este modelo compresible.

Palabras Claves: Ecuaciones diferenciales elipticas, ecua-

ciones semilineales, elementos finitos, condicién Inf-Sup.
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Introduccion

El objetivo del presente trabajo es aproximar sistemas de ecuaciones

diferenciales elipticos de la forma

—8;(alf (z, u)u*(x)) — Bt (z, u)p(z)) = fP(z,u) en
Gici(z,u) =0 en 2, u=0 en A

(1)

donde # = 1,...,N y se ha utilizado la notacién de Einstein para
la suma: sobre todo indice latino repetido se efectua una suma
de 0 a 2 y sobre los indices griegos repetidos sumatoria desde 1 a
N. Esta clase de sistemas aparece con frecuencia en el area de la
ingenieri a cuando se modelan flujos con nimero Mach pequeno;
nosotros estudiaremos una versién simplificada de las ecuaciones
compresibles de Navier-Stokes que describe el flujo de un gas con
presién dominante y pequeno nimero Mach (M < 0.1).

Nosotros empezamos con el caso lineal debido a que la mayoria
de nuestros resultados estan relacionados con la linealizacién del

sistema semilineal (1).

Sea ) ¢ R? un dominio acotado con frontera 952 de clase C2%. Para
las funciones desconocidas u(z) = (u!, ...,u™)7(z) € RY, p(z) € R

consideramos el sistema de ecuaciones parciales

Au4+Bp=f en{), Cu=g enf), u=0en dN, (2)

donde

(Au)P(z) = -8j(af(z)0u®(z)), (Bp)’(z)=—8i(b!(z)p(x)),
Cu(z) 8i(cf(z)u*(z)), B=1,...,N.
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Sistemas de la forma (2) son bien conocidos en el caso B = C* cuan-
do el operador B satisface ademas una condicién de Ladyzhenskaja
o condicién Inf-Sup, como por ejemplo las ecuaciones de Stokes y
las de Navier—Stokes. Aqui nosotros presentamos un marco teérico
para el estudio numérico de sistemas donde la condicién B = C* no
se cumple, es decir la funcién p no es el multiplicador de Lagrange
de la restriccion Cu = g. Antes de presentar la formulacién débil de
(2) introducimos la siguiente notacién. LP(Q)" y H™?(Q)", m € N,
1 < p < o0, representan los espacios de funciones de Lebesgue y de
Sobolev con valores en R". Las correspondientes normas son

1/p
lellp = [fop (@) [P dz]'? |t g = lfn > |D%u(z)fP dz|

la|<m
Y
(u,w)=/m)da:.
(9]

Si Y es un espacio de Sobolev Y entonces los elementos de Y C Y
son las funciones v € Y tales que [,vdz = 0. El espacio dual de
Y lo representaremos con Y’; en particular escribiremos H—1" :=

(H10")" con norma

(1
”u“—ltzjn = Sup ﬂ'
cerior llellze

El espacio natural de las soluciones débiles del sistema (2) es el

espacio Hy*(Q)N x L2(Q). Debido a que la existencia de soluciones

del sistema depende de los coeficientes a;ﬁ, bf y ¢ introducimos
los espacios

vV = Hy()",
X = I[}¥Q) o X=ILXO),
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y las formas bilineales a(-,-), b(-,-) y ¢(,-) definidas sobre los espa-
cios VxV, X xV yV x X respectivamente:

a(u,v) = /a;fﬁaguaajvﬁdm, b(p, v)=/pbf@wﬁ dz,
N Q

o(u,q) = fn Bu(cu)q d.

Para que las formas bilineales estén bien definidas supondremos
af

en lo sucesivo que los coeficientes a;;, bf y ¢ son suficientemente
diferenciables. La formulacién débil de (2) puede escribirse entonces

de la forma

Encontrar (u,p) € V x X, tal que

a(u,v) + b(p,v) = (f,v) Yv eV, )
c(u,q) = (9,9) VgeX.

Como se mencioné antes no supondremos que b(g,v) = c(v,q); en
lugar de ésto haremos nuestro analisis bajo las siguientes hipétesis:
eziste una matriz M uniformemente regular, M € C2(Q)N*N con
las propiedades

() malvlliy < alo, Mv) +cloll} YveV, mi>0,
(%) [b(g, Mv) —c(v, )| < cflvll12llgll-12 V(v,q) €V x X.
(4)
Ademas la forma bilineal b(-, -) satisface una condicién de Ladyzhen-
skaja,

b(q,v
mallgle < swp 2D L olgll 1, VeeX, my>0. (5)

vev,vo ||v]1,2
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La condicién de Ladyzhenskaja se requiere para el analisis de exis-
tencia de soluciones pero no para el anélisis del método de elementos
finitos que presentaremos. Sea (u,p) € V x X una solucién de (3).
Tomando v = Mu en la primera ecuacién de (3) y ¢ = pen la
segunda se obtiene que

a(u, Mu) = (f: Mu) — b(p, M“) + c(u,p) - (gip)r

y aplicando la condicién (4) que

mallullfa < [1fll-12 | Mulls2 + ellull2 [lpll2 + llgllz llpll2 + cllull3.

Combinando (5) con la primera ecuacién de (3) se obtiene

mallplla < cllulliz + | fll-1.2 + ¢llpll-1,2-

Asi hemos provado el siguiente estimativo a priori

lully2 + lIpll2 < e{llifll-1,2 + llgll2 + llull2 + lIpll-1.2}-

Esta desigualdad motiva la siguiente condicién: El operador solu-
cién del problema (2) estd definido continuamente en el espacio
(V x X)'; es decir para cada f € V' y cada g € X' existe una unica
solucién (u,p) € V x X de (2), la cual satisface

lelle + lIpllz < c{llfll-12 + llgll2}- (6)

Ahora consideraremos el sistema no lineal (1). Sea (u,p) una solu-
cién acotada de (1) y sea Iy C RY un intervalo tal que la imagen
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de u es acotada en Iy y supongamos que existe otro intervalo I,
Ip CC I, tal que los coeficientes a:?;fe ; bf, ey fP son suficiente-
mente diferenciables respecto de = y u en  x [. La linealizacién
del operador (1) es entonces de la forma (2) y supondremos que

satisface las condiciones (4), (5) y (6).

1 Discretizacion en elementos finitos

Similar al caso lineal definimos las formas no lineales que apare-
cen en la formulacién débil de (1). Denotaremos dichas formas con
a(-;-), b(-;-) y ¢(+;+), donde la notacién ; enfatiza la no linealidad;
ahora podemos extenderlas a la triangulacién de {2 donde definire-
mos el método de elementos finitos. Sea ), una particién regular
de la regién  en tridngulos con didametro maximo 0 < h < 1. Para

discretizar el problema no lineal (9) utilizamos elementos lineales,
S1={v, € C'(m) : Up |k es lineal en cada elementoK € §}.
Como espacios de elementos finitos V;, y X} tomamos
Va = 8§ N Hy(m)%,

Xh

Il
e
o)

Ap=5 :={‘UhES] :/ UhdI=0}
Qp
y definimos nuestro método como

Encuentre (up,pp) € Vi x X, tal que

{ a(un;vn) + b(pa;vn) = (f,vn) Yo, € Vy, (7)
c(up; gn) — wh?(Vpn,Vagr) =0 Vg, € X.

donde 0 < w < 1 es un parametro independiente de h. La versién
lineal de (7) se obtiene reemplazando las formas a, b y ¢ por las de

(3) respectivamente.
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Aquf hemos aplicado al problema (3) la modificacién sugerida por
Brezzi-Pitkaranta [1] y Hughes-Franka [3]. A diferencia de (3)
aparece un término adicional que puede interpretarse como término
estabilizador.

Para calcular la integrales que aparecen en (7) usamos una férmula
de cuadratura, en la que se toman los vértices de cada triangulo co-
mo puntos de integracién con pesos constantes % Sobre la conver-
gencia del método en el caso lineal y no lineal se tienen los siguientes
resultados

Teorema 1 Suponga que las condiciones (4), (5) y (6) se satisfa-
cen. Entonces existe un ho > 0, tal que para todo (f,g) € L*QN x
HY(Q) y 0 < h £ hg existe una solucién (up,pp) del problema
lineal(7), la cual satisface

e = unllz,onne + Bllp = Pallaanne < ch{||fll2 + lgll1.2}

Demostracién: Véase [2].

Teorema 2 Sea (u,p) € C2(Q)N x CY(Q) una solucién de(1). Su-
ponga ademds que el operador linealizado satisface las condiciones(4),
(5) y (6). Entonces existe un hg > 0 tal que el problema(7) tiene

solucion para todo 0 < h < hy, la cual satisface el estimativo

lu = unll2.0nne + kllp — Pall2.gune < ch?

Demostracién: Véase [2].
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2 Aplicaciéon al modelo compresible

Consideremos el flujo descrito por una versién simplificada de las
ecuaciones compresibles de Navies-Stokes (M < 0.1). En su forma
vectorial pueden plantearse de la siguiente forma. Sean u = (u!, u?)
la velocidad, T' la temperatura y p la presién del fluido, entonces

tenemos

—2div(uDu) + $V(udivu) + div(puu?) = Vp = pg,

~div(AVT) + div(puC,T) = 0, (8)
div(pu) = 0,
donde
Du = $(Vu+ Vu”) Tensor de deformacién,
p=pu(T) Viscosidad dindmica,
A= AT) Funcién de conduccién de calor,
Co = Cu(T) Calor especi fico,
p=p(T) Densidad,
qJ Fuerza gravitacional.

La densidad p es una funcién en T' con pRT = const o p(T') = ¢/T.
La viscosidad dindmica p y la funcién de conduccién de calor A son
funciones continuas y diferenciables en T. Ademaés satisfacen las

siguientes condiciones

w(T) >0, M(T) >0 para todo T > 0.

Estas ecuaciones describen la dinamica de los procesos MOCVD
(Metall Organic Chemical Vapor Deposition) que ocurren en los
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reactores utilizados en la industria para el desarrollo de semicon-
ductores. Asociadas al sistema (8) aparecen condiciones de frontera

de tipo Dirichlet de la forma

@ q=1,2, T=g">0 endQ,

u =g

donde, las funciones g', g describen el flujo de entrada y de salida
en el reactor respectivamente, tomando valor 0 en las paredes del
reactor.

La formulacién debil del sistema (8) puede escribirse como: encuen-
tre u € Hglﬂz, T e H;a y p € L*(£2) tal que

a([u, T); [v,6]) + b(ps [v, @) = (pG,v), V(v,¢) € Hy(Q)?,

c([u,T); q) 0, Vg € Li(ﬂ)’ (9)

con

a([u,T); [v,¢]) := 2(puDu,Vv)- %(,udiv(u),djw)
+ (pu - Vu,v) + (Vp,v)
+ (AVT, V¢) — (puCyT, V),
b(p; [v,¢]) = (p,divv),

c([u,T);q) := (div(pu),q).

Aqui definimos el producto escalar entre funciones matriciales como
(5, T)= f 8sitijde Notacién de Einstein para la suma
0

las formas en (9) estdn bien definidas debido a que T satisface un
principio del méximo débil y las funciones p, A y C,, aparecen en

la practica como potencias de T' (véase [2| para una justificacion
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detallada). Sea (u,p) € C2(Q2)N x C'(Q) una solucién de(1). La
linealizacién del sistema (1) est4 dada por
a"?([@,T),v) = 2(uDi,Vv)— %(pdjvﬁ, divv)
+ F((@,T),v)  Yve Hy(Q)?,
a(T,w) = (AVT,Vw)+G((@,T),w) Ywe Hy*(Q),
b(p,v) = (p,dive) Yve Hy(Q)?,

c(ii,q) = (div(pi),q)+ (div(fTu),q) Vg€ X.

Las formas bilineales F, G sélo contienen términos de menor orden

y satisfacen los estimativos

|F((@,T),v)] < c{llalla + ITll2}Ivll,2,
IG((@,T),8)] < c{llalls + T2} Iellh2.

Demostrar que la linealizacién satisface las condiciones(4), (5), y(6)
no es facil y hacerlo en este articulo requeriria algunas paginas; por

esta razon nos limitaremos a presentar la matriz M de la condicién
(4). Asi

p 0 pn'u] i pﬁ‘l +pfulj:’
U
M=]|0p pu® |, M| _ |=| pi®404T |,
T N
00 r rT

donde 7 es una constante positiva que se escoge apropladamente.
Como b(g, Mv) = ¢(v, q), entonces la condicién #2) de (4) se satisface
trivialmente. En [2] también se demuestran algunos resultados sobre
la regularidad de la solucién del operador linealizado.
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