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Resumen

En este trabajo se considera una ecuacién bi-dimensional tipo Kadomtsev-
Petviashvili (GKPI) con coeficientes dependientes del tiempo y se demuestra
la buena colocacién local del problema de Cauchy, en el caso de dominio espa-
cial periédico. Para este mismo problema se logra demostrar una importarte
ley de conservacion. Se plantea ademés una propuesta numérica, basada
en elementos finitos lineales, sobre un espacio mixto para la discretizacién
espacial, y un método implicito para la correspondiente discretizacion tem-
poral. También se establece una propuesta numérica para la aproximacion
numérica de las soluciones de la ecuacién GKPI estudiada en un dominio
rectangular en el plano y sobre un dominio planar periédico.



Notacion

Se presenta aqui la notacién que va a ser usada a lo largo del presente
trabajo.

o IP(Q):={f:Q— C medible: [|f|, = (fol|f(2) dm)l/p < o0}
o LX) :={f:Q2—C medible: ||f| :=esssup|f(z)| < oo}.
Q

e

CHQ) = {f: Q= C:|fllcx =max ¥ [0°f(x)| < oco}.

z€Q |a|<k

f€C®(Q)sifeC*(y) para todo k € Ny todo subconjunto acotado
Q C Q.

Para f € LP(R"), p = 1,2, se define

§1€) = (€)= @m) 2 [ @) do, g R,

R”

El espacio de Sobolev de orden s basado en L? estd definido por

H(R") = {f e P®Y): [(1+1efy

R"

f(g)‘2 d¢ < oo}, s€Zt.

El espacio de Sobolev de orden s basado en L esta definido por

Wy (R") = {fELp(]R”): Z |]Daf||p}<oo, seZt, 1<p<oo,

la|<s
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con norma dada por

£l

1/p
op (ZIIDapr) -

|| <s

L2(R") = (H*(R™))". Esto es, f € H*(R") si y sélo si f(€) € L2(R)
donde LE(R”) es el espacio de Hilbert con producto interno dado por

(fooz = [ (1+167)° fade.

Rn
X,(R?) denota el conjunto de las f € H*(R?) tal que

(am_lf> (&,n) = f(fgn) GLQ(R2)

dotado de la norma

112 = o1

§1 denota la transformada de Fourier con respecto a la variable z, §»
denota la transformada de Fourier con respecto a la variable y, donde
z,y € R2.

El espacio de Sobolev de orden k sobre el dominio 2 C R" es definido
como

k . . Do
W) ={f:Q2—=R sumables: D*f € LP(Q),|a| < k},

ke ZtuU{0}, 1 <p < oo con norma dada por

1/p
<E leo‘f\pdx> , 1<p<oo,
7l = § \elZe
> esssup |[DYf|, p=oc.

o<k 9

Ademas H*(Q) = W¥(Q) y HO(Q) = L?(Q).

AB(Y,X) es el conjunto de todos los operadores lineales acotados de Y
en X; X,Y espacios de Banach con norma |||y la cual se escribird
simplemente como |[||. Si X =Y se escribe (X, X) = ZA(X).
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CX(R?) = {u € C®°(R?) : u(x + 2m,y) = u(z,y + 2m) = u(z,y)}.
MX(R?) = {u € CX(R?) : ™ u(z,y)dzr =0, y € [0,27]}.

(u,v)s = S (L+m?+n2)%u(m,n)o(m,n), u,v € CX,
(m,n)€Z?

”uHs = (’LL, U);/27 con u € C;?O
Xng = MﬁoH’”” denota la clausura de M°(R?) con respecto a la

1/2
norma ||-| ., donde ||u|ym=< 3 (1+m2)\ﬁ(m,n)]2> .
’ ’ (m,n)€Z?

HE(R?) = C?(RQ)H'HS es el conjunto de las distribuciones periédicas
u tales que [[ul|> = (1+m?+n?)* [a(m,n)* < co.

(m,n)eZ?
X3(R?) = Mﬁo(]RQ)H'”s denota la clausura de M>°(R?) con respecto a
la norma ||-||,. Note que X2 = L2.

12



Capitulo

Introduccion

En 1970 los fisicos soviéticos Boris B. Kadomtsev y Vladimir I. Petviashvili
publicaron un articulo titulado On the Stability of Solitary Waves in Weakly
Dispersing Media [23] en el cual presentaron un modelo dispersivo bidimen-
sional que generaliza la conocida ecuacién KdV (1895), llamada asi en honor
de Diererik Korteweg y Gustav de Vries. Este modelo es conocido en la ac-
tualidad como la ecuacién Kadomtsev-Petviashvili (KP). La ecuacién KP es
un modelo integral no lineal que describe el comportamiento de ondas largas
de pequena amplitud, las cuales se propagan esencialmente en la direcciéon
x, en un fluido bidimensional con profundidad pequenia y constante, y con
tension superficial constante. Se presentan aqui tres formas clasicas de es-
cribir este modelo:

La formulacién diferencial
(ut + ajuuy, + a2uxzz)x + QzUyy = 0,
la formulacién integral
U + ULy + oUggy + agﬁx_luyy =0,
y la formulacién como un sistema acoplado de ecuaciones diferenciales
U + Uz + QA2Uzze + a3vy = 0,
Vg — Uy =0.

Esta tltima es la que presentaron Kadomtsev y Petviashvili en su articulo
seminal. Aqui

u=u(z,y,t), v=v(zyt), 0, h(z,y,t) =/ h(z',y,t) da’,

13



donde a = —oo si el dominio espacial es R? y a = 0, si el dominio espacial
es el toro [0, 27| x [0, 27]. Las constantes o, aa y a3 son los coeficientes de
no linealidad, de dispersién y de perturbacién transversa, respectivamente.
cuando a3z = —1, el modelo es conocido como KPI, y cuando a3 = 1, se le
conoce como KPII (ver Isaza et al. [18], 1992).

La versién de la ecuacion KP en su forma dimensional (es decir, donde los
coeficientes mantienen sus dimensiones fisicas) se escribe como

1 3 1
Oy ol T e T Gyt Yy |+ Sty = 0, (1.1)

donde ¢y = /gh, v = %2(1 — 3?) yT = pg%, siendo T la tensién superficial.

El modelo KPI aparece cuando T>1 /3, es decir bajo tensién superficial
grande y, el modelo KPII cuando T <1 /3, el cual se presenta cuando la
tension superficial es pequena. La ecuacion KPI se usa para modelar ondas
sobre una pelicula de agua delgada y alta tensién superficial (ver por ejem-
plo Ablowitz [1, Cap. 5] (2011) o Klein y Saut [28] (2012)).

El término uz, en (1.1), el cual se hereda del término de transporte lineal
de la ecuacién KdV, es facilmente removido por la sustitucion

u—u 'y x—x—t.

En efecto,

0
au(az, Y, t) = —ugz(x —t,y,t) + ue(z — t,y,t).

Cuando este término ha sido removido, es posible realizar en (1.1) la nueva
sustitucion
u——u 'y x— —.

Finalmente, para obtener la distribucién de signos tradicional se hace la
sustitucion
u——-u y t— —t.

La expresion normalizada de la ecuacién KPI es,
(up + 6uty + Ugay )z — Suyy = 0. (1.2)

Esta expresion es sin duda la forma mas conocida de la ecuacion KPI.

14



En el modelo clésico se supone que todas las cantidades fisicas involucradas
son constantes, esto es, aj, as y ag son fijos. A continuacién se enuncian
algunos de los resultados sobre buena colocacién de la ecuaciéon KPI en el
plano y en el toro que estan disponibles en la literatura.

1.1 Resultados preliminares y estado actual del
arte

Para el caso de la ecuacion KPI con coeficientes constantes, se mencionan
unos cuantas trabajos consultados y citados a lo largo de este documento.

En Isaza et al. [19] (1995), usando una estrategia de aproximacion, el
método de Kato y luego un argumento de compacidad, logran probar que si
up € H?(R?), s > 3 y existe ¢pg € H*3(R?) con d,¢¢ = Ggu(], entonces el
problema de Cauchy

(ut + Ugzr + qu)x — Uyy = 07 U(O) = Uop,

tiene una solucién tnica v € C([-T,T] : H®), u = u(x,y,t), con u' :=
du/dt € L®([-T,T) : H*=3) y T > 0 una constante.

En Wu y Wen [49] (1991) consideran el problema de Cauchy periédico sobre
la regiéon S = [0, P] x [0, P], donde P es un nimero positivo,

e + [F(W)]s = tigas + B /0 Cityy (@ y ) da!, (gt = 0) = g(z, y),

cona<0,8>0, f(u)=Au",conr € Z* or > 0. Encasor = 2 es la
ecuacién KPI. Se impone ademaés la condicién (ver ecuacion (3.2)),

P
/ u(x,y,t)de =0, Vy, t>0.
0
Si g € WP(S) y gz satisface cierto estimativo de crecimiento que depende
de r y de T, en [49] se demuestra también que el problema de Cauchy tiene

una unica solucién clasica.

En el articulo de Iorio y Leite [16] (1998), los autores consideran el problema
de Cauchy para una ecuacién general tipo KP

(8151,0 - ZP(D)U + a‘(u)a’ﬂu)w + ’Yajyu = 07 U(.CU, Y, 0) = ¢(xa y)v

15



con condiciones de frontera periddicas y no periddicas. Sobre el moédulo
de la transformada de Fourier del término diferencial P(D), se establecen
condiciones apropiadas de crecimiento.

Para el caso periédico, Iorio y Leite suponen que (P ( ) (m, ) = p(m)@(m, n),
(m,n) € Z2, donde p = p(m), m € Z, tiene valor real, p(0) = 0 y que existen
constantes C; > 0yl €{2,3,...} tales que

lp(m)| < C;|m|" para todo |m| suficientemente grande.

En ese caso, en [16] se demuestra que si ¢ € X2 s > 2y a € C®°(R),
entonces existe un unico T' = T'(s, ||¢[|,) > 0 y una tnica solucion u = u(t)
del problema de Cauchy, la cual satisface

ue C([0,T): X5Hnct(o,T): X:71h).

En el caso no periédico Iorio y Leite suponen que (F(D\)@b)(g, n) = p(&)P(€,n),
(¢,m) € R?, donde p = p(£), &€ € R es una funcién impar y continua de valor
real y que existen constantes C; > 0y [ € {2,3,...} tales que

p(6)| < C1|¢]"  para todo |¢] suficientemente grande.

Asf demuestran que si ¢ € X4(R?), s > 2y a € C®(R;R) tal que a(0) = 0,
entonces existe 7' > 0 y una tnica u € C([0,T] : X;) solucién del problema
de Cauchy donde O;u = limy_.g M es calculado con respecto a la

norma del espacio H*~!(R?). Observe que la ecuacién KP clésica se obtiene
cuando p(¢) = &3, a(u) = u.

En el caso de dominio espacial periddico, Isaza et al. [18] (1992) demuestran
la buena colocacién local de la ecuacién

(ut + uug + U:c:cx)x — Uyy = 07

sobre el espacio de Sobolev de orden s > 3, con dato inicial en el mismo
espacio y condiciones de frontera periddicas.

Las investigaciones actuales han llevado a que las ecuaciones no lineales con
coeficientes variables pueden describir la situacién fisica en consideracion
mucho mejor que la equivalente con coeficientes constantes (David et al. [9]
(1987)). De hecho, efectos tales como la tensién superficial en general varia
con la temperatura, y de aqui que sea valido suponer una dependencia tem-
poral en los coeficientes en la ecuacion GKPI. En algunos casos, suponer un

16



fondo constante tampoco es una situacién fisica suficientemente real. Mo-
tivado por estas razones fisicas, en anos recientes, se han propuesto varios
modelos que no suponen coeficientes constantes, tales como los obtenidos en
los trabajos de David et al. [9] (1987), Lii y Xie [35] (2010), Sun y Tam [44]
(2011), Wang et al. [46] (2018) y Yomba [52] (2004).

Por ejemplo, David et al. [9] presentaron una generalizacion de la ecuacién
KP introduciendo otros términos y permitiendo que algunos coeficientes
puedan variar en el tiempo y en el espacio, lo cual, en general, supone un
modelo més cercano a la realidad fisica. Para deducir este modelo los au-
tores consideraron un canal con una variacion lo suficientemente arbitraria,
tanto en el ancho como en la profundidad, la cual puede ser descrita por
una relacién dada Z(z1, z2,x3) = 0. Suponen ademéds que el canal contiene
un fluido ideal homogéneo no viscoso, con densidad constante p.

X3
l/ \
Y ) —~ ~
.’;’ ‘\ x 1 // \‘\ / \\
Y S - A .
_ . ——— . —

Ih’ (xy,5x3)

Figura 1.1: Una onda propagindose en el canal de ancho y profundidad
variable.

X3

\ SE

0 (1, 23)

\ )

E(@1, a2,23) =0

Figura 1.2: Corte transversal del canal.
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En las Figuras 1.1 y 1.2, h*(z1,22) representa la profundidad del canal,
medida desde la superficie material no perturbada y I* (z1,23) y I (21, 3)
representan el ancho del canal medido a partir de un eje vertical. La onda
se desplaza en la direcciéon de x;.

En Clarkson [8, Eq. 1.4a] se hace una andlisis detallado del modelo deducido
por David [9],

1 1
<U-,— + gvh_3/2(7')vvx + 60éh1/2(7_)vxmz> + §ﬁh1/2 (T)Uyy

T

+ ,Bhl/2A0(y7 T)ny + M, (y, T)U:c + Mg(y, T)UCL‘I = 0’ (13)

donde
_ [Ty 1hi(s)
AO(yaT) - /To hl 2(5) {2 h(S) Cy(yas) + Cy(ya 7-)} dS,
dh
Mi(y,7) = 4hl(7')d7 + %5]11/2(7')1404;(3/:7')7

y finalmente,

0
Mofy 7) = G800 Y. ) 402 [ oty 2
- Crlyr) [ 1) r,

con a, By o constantes. Las expresiones h(7) y hi(7) se relacionan con la
profundidad, C(y, 7) con el ancho y ¢(y, z, 7) con la vorticidad (ver Clarkson
8, Eq. 1.4a-1.4d)).
Con la sustitucion

v(x,y,7) = hu(z,y,t), t:/ h1/2(3)d7, a=6, ~v=2/3,
70

Clarkson transforma el modelo de David et al. [9, Ecs. 2.27-2.29], en otra
ecuacién que de forma general puede ser escrita como,

(ut+uux+uzxm)x+a(yv t)ux“‘b(ya t)uy—l—c(y, t)uyy—i-d(y, t)u:vy"_e(yy t)u:mc =0,
(1.4)

18



donde a, b, ¢, d, e son funciones suficientemente diferenciables. Ademas
demuestran que (1.4) se puede transformar en una ecuacién KP

(Ur+UUx +Uxxx)x + 30’2Uyy =0,
mediante una transformacion de la forma
u(z,y,t) = A(z,y,)U(X (z,9,1),Y (z,9,1), T(2,y,t)),

si y solo si a, b, ¢, d, e satisfacen el sistema de ecuaciones,

1
ar + 24> + da, — §cyey —ceyy = 0
¢t + 4dac — 2cdy + dey
2b—¢c, = 0,

siempre que ¢ # 0 (ver Clarkson [8, Lemm. 3.1 ]).

Es importante destacar que el modelo (1.4) se reduce a la clasica KP con
a=b=d=e=0yc==l.

En el articulo de Wang et al. [46] del 2016, aparece otra generalizacién del
modelo KP clasico,

(e +g(t) (Butis +uaes) +6.£(£)g(t)u)s +h(t)uy, = f'(t) +129(8) f2(t). (1.5)

Otro modelo con condiciones dependientes de la variable temporal ¢, que
genera interés es el propuesto por Sun [44] en el 2011,

(u + f(H)uuy + g(t)uaze + L) u + q(t)us + n(t)uy)z + m(t)uy, = 0. (1.6)

Este modelo genera también casos particulares conocidos como la KdV cilin-
drica (cKdV), con f(t) =6, g(t) =1, q(t) = m(t) =n(t) =0y I(t) = 5, es
decir,

1
up + 6uUy + Uppy + ﬂu = 0.

La KP clasica se recupera con f(t) =6, g(t) = 1, I(t) = ¢(t) =n(t) =0,y
m(t) = o2,

(ug + 6uty + Ugry)s + azuyy =0.
La KP cilindrica (cKP) se obtiene con f(t) = 6, g(t) = 1, I(t) = &

g(t) = n(t) =0, m(t) = 35 .
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De la variante de Clarkson, también se pueden deducir la ecuacién cilindrica
KdV (cKdV) y la ecuacién cilindrica KP (cKP).

El otro modelo que se pretende destacar es el modelo de Lii y Xie [35]. En
realidad este modelo en una simplificaciéon del caso mas general planteado
por Tian y Gao [45]. En efecto, ellos plantean una ecuacién suficientemente
general en la cual los coeficientes dependen de las dos variables espaciales y
la variable temporal. En este articulo, usando una expansién truncada de
Painlevé, estudian las condiciones suficientes para la completa integrabilidad
del modelo

(ut + a(x’ Y, t)u + b(xv Y, t)ux + C(l‘, Y, t)uux + d(SU, Y, t)uxxx)x+
k($,yyt)uyy = B(I‘,y,t), (17)

donde C(JI,y,t) 7é 0, k(.’l),t,t) 7é 0 y d(.ﬁl],y,t) 7é 0.
El modelo de L y Xie [35], estd dado en la forma

(vt + p1 (D) vV + p2(t) ez + p3(H)V)s + pa(t)vyy = 0, (1.8)

donde p1(t), pa(t), ps(t) y pa(t) son linealmente dependientes (ver por ejem-
plo Li et al. [32], y Lii y Xie [35]) con pu; # 0y ps # 0.

Con el fin de simplificar (1.8), se puede introducir las siguiente transforma-
cién
o(x,y,t) = eI OBz y 1) p(t) = —pu(t),
F(t) = (e Jr0® () = pa(t),
con la cual la ecuacién (1.8) se convierte en
(ur + f(t)uug + g(t)tpaa)e — P(E)uyy =0, (1.9)
0 equivalentemente,
ute + f(t)ug + () utter + 9(t)tazee — p(H)uyy = 0, (1.10)
donde f(t) # 0, g(t) # 0y p(t) # 0 son linealmente dependientes.
En este trabajo se aborda una ecuacién asociada al modelo de Lii y Xie. En

efecto, en lugar de considerar la ecuacién (1.9) o (1.10), el estudio de buena
colocacion local sera realizado al problema de Cauchy asociado a la ecuacion
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up + f(t)uny + g(t)uger — p(t)0y My, = 0. (1.11)

De nuevo f(t) # 0, g(t) # 0 y p(t) # 0 se suponen linealmente depen-
dientes. Aqui las funciones f(t), g(t) y p(t) representan las coeficientes de
no linealidad, dispersion y perturbacion de la onda a lo largo de la direcciéon
y, respectivamente. Ademds de lo anterior, en este trabajo se supondré que
f(t), g(t) y p(t) son funciones continuas y positivas. La funcién escalar u
representa la amplitud de una onda larga en un fluido bidimensional con
topografia variable y, posiblemente, un flujo turbulento en el fondo (Jia et
al. [21] y Wu [50]). A partir de ahora, la ecuacién (1.11) serd llamada la
ecuacién GKPI (KPI generalizada).

Es importante notar que en el plano R?, la ecuacién (1.11) es equivalente
a la ecuacion (1.9), si se buscan soluciones que decaen en el infinito, por
ejemplo, si las soluciones van a pertenecer a un espacio de Sobolev de tipo
L?(R?). Sin embargo en el caso periédico, el cual es el objetivo del presente
trabajo, se tiene que la ecuacién (1.11) implica naturalmente la ecuacién
(1.9), al calcular en (1.11) la derivada con respeto a = y aprovechando las
condiciones de frontera periédicas, pero en contraste la ecuaciéon (1.9) no
implica la ecuacién (1.11), en el caso periédico. Adicionalmente, el modelo
GKPI se reduce de forma exacta a la ecuacién KPI con f(t) = aq, g(t) = as
y p(t) = as, lo cual muestra que el modelo GKPI es de hecho una generali-
zaciéon del clésico modelo KPI.

En esta tesis doctoral, haciendo uso de la teoria de semigrupos, la teoria
cuasilineal de Kato y algunos resultados de perturbacién, se demuestra en
el capitulo 3 la buena colocacion local del problema de Cauchy asociado a
la ecuacién (1.11), en el caso de condiciones frontera espaciales periddicas.
Se presenta ademds una propuesta numérica basada en elementos finitos,
para la aproximacién de la ecuacion KPI y la ecuacién GKPI sobre regiones
rectangulares planares, y esta propuesta se logra adaptar para el caso pe-
riédico. Es importante mencionar que en una amplia busqueda bibliografica
no se encontré un planteamiento numérico basado en elementos finitos para
la ecuaciéon KPI, como la hecha en este documento, y esto crea un punto
de partida para posteriores investigaciones. Tampoco hay evidencia que la
buena colocacién del problema de Cauchy asociado a la ecuacién GKPI con
coeficientes variables haya sido abordado antes en algin trabajo.

Para realizar el estudio numérico, se usaran las librerias del proyecto FEniCS
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(Finite Elements nurtured in Computer Science), el cual es una plataforma
de célculo de codigo abierto creada para aproximar las soluciones de proble-
mas de valor de frontera asociados a ecuaciones diferenciales parciales escrita
para C++ y Python. Es ademés un sistema multiplataforma que puede ser
usado incluso en un computador portatil. FEniCS fue lanzado en la Univer-
sidad de Chicago en 2003 y desde esa época ha venido creciendo con apoyo
de programadores de todo el mundo. Para este trabajo se va a usar este
software por su gran versatilidad y por las librerias adicionales que tiene a
su disposicién, tales como, Matplotlib!, Numpy?, Scipy®, Sympy?, por men-
cionar algunas de ellas (para mas detalles se puede consultar a Langtangen
y Logg [31], y Scott [41]).

Este trabajo estd dividido en cinco partes. En el primer capitulo, se pre-
senta una visién general sobre el problema de la investigaciéon. En el segundo
capitulo, se presenta el marco tedrico en el cual se incluye una breve intro-
duccién a la teoria de semigrupos §2.1, un resumen de la teoria cuasilineal
de Kato §2.2, se presentan los espacios de Sobolev de tipo periddicos §2.3,
y una breve introduccién a la teoria de los elementos finitos y al software
de las librerias del proyecto FEniCS §2.4. En el capitulo tres, se desarrollan
los resultados principales analiticos de este trabajo, en el cual se retoman
las ideas desarrolladas en el capitulo dos. Se considera aqui el problema de
Cauchy asociado a la ecuacién tipo GKPI con coeficientes variables conside-
rada, en el régimen periédico, y se demuestran su buena colocacién local y
una ley de conservacion. Estos son los resultados analiticos principales del
trabajo. En el capitulo cuarto, se presenta una propuesta numérica basada
en elementos finitos, para la discretizacién espacial y un método implicito
para la discretizaciéon temporal, como estrategia para solucién numérica de
la ecuacién KPI y la ecuacion GKPI. También se analiza la razén de con-
vergencia en el tiempo y en el espacio del método numérico planteado. Se
propone ademés una variante de este esquema, que permite el manejo de
condiciones de frontera espaciales periddicas, y con el cual se mejoran signi-
ficativamente (en cuanto a tiempo de cémputo y convergencia) los resultados
iniciales acerca de la propagacién de solitones de la ecuacion GKPI. Esta
propuesta constituye el aporte mas importante del presente trabajo desde el
punto de vista numérico.

https://matplotlib.org/.
*https://numpy.org/.
Shttps://www.scipy.org/.
‘https://www.sympy.org/es/.
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Adicionalmente se desarrolla una corta reflexién sobre las dificultades encon-
tradas en la parte numérica y con el fin de hacer el trabajo mas completo, en
los apéndices se transcriben dos codigos escritos en FEniCS/Python usados
para realizar los experimentos numéricos con dos de los solitones modelados
sobre una region rectangular, y uno escrito en Wolfram Mathematica, que
se uso para hacer validaciones de los resultados generados por FEniCS. En
la Gltima parte del trabajo se presentan las conclusiones y el trabajo futuro.
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Capitulo

Preliminares

2.1 Teoria de semigrupos

Sea A una matriz de tamano n X n. Para t > 0y xg € C" se considera el
problema de Cauchy

{:c’(t) = Ax(t), x(t) €C", (2.1)

Es conocido que la solucién al problema (2.1) es
x(t) = ez, teR,

donde la matriz exponencial esta dada por

4 = (LA
e _;;) 0

La serie definida anteriormente es absolutamente convergente debido a la
desigualdad

N k N k
A A
> B < 15
k=0 ’ k=0 ’
donde ||| es una norma matricial compatible. Asi,

HetAH < eltHlAH’ para todo t > 0.
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tA

Ademas la aplicacion t — e es continua y

oA (2.2)

e(ths)A — otAesA  para s> 0,
e =1,

donde I es la matriz identidad. En notacién funcional, T': RT — M,,,,(C),
t > et4, (2.2) se escribe

{T(s +t) =T(s)T(t), paratodo t,s>0 (2.3)

T(0) =1.

Las propiedades anteriores hacen de (T'(t));>0 una familia de operadores
lineales acotados de X = C" en si mismo, se dice también (7'(¢));>0 es un
semigrupo! (monoparamétrico) sobre X. También se dice que (e'4);>g es el
semigrupo generado por la matriz A € M,,»,,(C). En el caso de las matrices,
se tiene en realidad el grupo (7'(¢)):cr generado por la matriz A.

Ejemplo 2.1.1. Fl sistema lineal,

{fﬂ’(t) = ax(t) + by(t),

(2.4)
y'(t) = ba(t) + ay(?),

tiene la matriz de coeficientes A dada por,

a b
a3, o
La matriz exponencial es,

" at [ cosh(bt) sinh(at)
= (sinh(at) cosh(bt))' (2:6)

Por tanto, la solucion del PVI (problema de valor inicial)
2 (t) = Az(t), =(0)= x,
es

o) =y = (S0 TN w0, @

!También se le suele llamar sistema dindmico lineal y en este contexto al conjunto
{T(t)xo : t > 0} se le conoce como drbita de zo bajo T'(-).

25



y el semigrupo asociado a la solucion del PVI es:

at [cosh(bt) sinh(at)
Tt =e (sinh(at) cosh(bt)>' (28)

Es claro que T(0) = I. Para probar la propiedad de semigrupo se tiene,

(2.9)

T(t + s) = e(t+9) (cosh(b(t +s)) sinh(a(t+ 5))> .

sinh(a(t +s)) cosh(b(t + s))
Por otra parte,
at_as [cosh(bt) sinh(at)\ [cosh(bs) sinh(as)
TOT(s) = e (sinh(at) cosh(bt)) (sinh(as) cosh(bt))

_ palt+s) cosh(b(t + s)) sinh(a(t+ s))
- + (sinh(a(t +5)) cosh(b(t + s))) . (2.10)

Ademds, T es una funcion diferenciable y satisface el problema
d

—Tt) = AT(¢ t>
ST() 0, =0,

T(O) = I.

En efecto, dado t > 0, se tiene

=114 B eltllAll _ 1

= I
Entonces, para todo t > 0,
d . T(t+hn)-T(t) . T(h)-1I B
ﬁT(t) = }1112% Y = }llg% TT(t) = AT(t).

Sea S(t) otra solucion de la ecuacion diferencial anterior y sea t > 0. Se
define ahora Q(s) = T(s)S(t — s) para s € [0,t]. Entonces

Sl = (576)) St -9 +16) (150 -9)

=AT(s)S(t—s) +T(s)(—A)S(t —s) =0,

puesto que A conmuta con T(s) = e*4. Asi T(t) = Qu(t) = Q:(0) = S(t),
para todo t >0 y T(0) = S(0) = I. Se tiene entonces que S =T.
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Ademas,

Tt)xr —x ety — ety — Wy
lim()i =lim——— =lim———— = A.
tl0 t tl0 t tl0 t

El limite anterior existe para todo © € R™.

La teoria de semigrupos de operadores lineales es una generalizacién de
las ideas anteriormente expuestas de problemas de valor inicial asociados a
ecuaciones diferenciales ordinarias en espacios de dimensién infinita. Todos
los resultados de esta seccién son tomados de Pazy [38, Caps. 1y 2|, donde
se puede consultar su demostracion.

Definicién 2.1.2. Sea X un espacio de Banach. Una familia (T (t))i>0, de
operadores lineales de X en si mismo es un semigrupo de operadores lineales
acotados sobre X si

(1) T(0) =1, donde I es el operador identidad en X .
(13) T(s+t) =T (t)T(s) para todo s,t > 0.

Observacion 2.1.3. Algunos textos escriben familia monoparamétrica de
semigrupos para hacer explicita la dependencia en un solo pardmetro. La
propiedad (ii), de la definicion anterior, es conocida como la propiedad de
semigrupo. Si la propiedad (ii) se cumple para t,s € R, la familia se de-
nomina grupo (monoparamétrico).

Un semigrupo de operadores lineales, T'(t), es llamado uniformemente con-
tinuo si

lim |T'(t) — I|| = 0.

i 7(6) 1|

Definicién 2.1.4. Sea (T'(t))i>0 un semigrupo uniformente continuo. El
generador infinitesimal de T(t) es el operador A : D(A) — X, definido por

_ -
Az — lim T(t)r —x _. dtT(t)x
t10 t dt

, para x € D(A),
t=0

donde su dominio estd dado por
T _
D(A) = {x €X: Ellim(t)xx}.
t10 t

El siguiente teorema establece una caracterizacién sobre el generador de un
semigrupo uniformemente continuo.
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Teorema 2.1.5. Un operador lineal A es el generador de un semigrupo
uniformemente continuo, st y solo si, A es un operador lineal acotado.

Algunas propiedades que cumple el generador infinitesimal de un semigrupo
uniformemente continuo estan enunciadas en el siguiente teorema,

Teorema 2.1.6. Sea (T'(t))i>0 un semigrupo uniformente continuo de
operadores lineales acotados. Entonces

a) Eziste una constante w tal que ||T(t)|| < e*'.

)
b) Existe un tnico operador lineal acotado A tal que T(t) = e*4.
¢) El operador A es el generador infinitesimal de T(t).

)

d) La aplicacion t — T'(t) satisface

dT(t) _
= = AT(1) = T(H)A. (2.11)

Maés atn, todo semigrupo uniformemente continuo sobre un espacio de Ba-
nach X es de la forma T'(t) = !4, para algin A € B(X), donde B(Y, X)
es el conjunto de los operadores lineales acotados de Y en X, con X y Y
espacios de Banach. Cuando X =Y, se escribe #(X) = #(X, X).

Observacion 2.1.7. Por el teorema anterior, el semigrupo del Ejemplo
2.1.1 es un semigrupo uniformemente continuo.

Una categoria de semigrupos con condiciones menos restrictivas son los semi-
grupos fuertemente continuos.

Definicién 2.1.8. Un semigrupo (T'(t))>o de operadores lineales acotados
sobre el espacio de Banach X se llama semigrupo fuertemente continuo,
semigrupo de clase Cy o simplemente un Cy semigrupo, si

12%1 T(t)r =z para todo z € X.

Las dos categorias de semigrupos estan relacionadas por la siguiente impli-
cacion.

Observacion 2.1.9. Todo semigrupo uniformemente continuo es un Cy
S5emigrupo.
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Ejemplo 2.1.10. Sea X el espacio de las funciones acotadas uniformemente
continuas en R con

[flos = sup | f(z)].

zeR

Es conocido que (X;|-|) es un espacio de Banach. Considere la familia de
operadores

(T@)f)(s):==f(s+1), feX, t=0.
Se tiene que (T'(0)f)(s) = f(s), y asi T(0) = I. Ademds, (T(t+ h)f)(s) =
ft+h+s) = (TET(h)f)(s), lo cual implica que (T(t))i>0 satisface la
propiedad de semigrupo. Ademds,

Um(T(#)f)(s) = lim f(t + 5) = f(s),

t10 t10

de lo cual se tiene que el semigrupo (T'(t))i>0 es fuertemente continuo. Para
hallar el generador infinitesimal se tiene

1 TONE) = £(8) _ | Fls+1) = £(s)
t}0 t tl0 t

Finalmente, D(A) = {f € X : f, exvistey f\ € X} G X, y ademds
Af = f!.. Note que A es un operador lineal no acotado en X.

En el ejemplo que sigue se muestra una forma de construir un semigrupo de
clase Cjy a partir de uno ya conocido.

Ejemplo 2.1.11. Sea T(t) un semigrupo de clase Cy y A su generador
infinitesimal en un espacio de Banach X. Defina S(t) = e T (t). Se tiene
que S(t) es un Cy semigrupo con generador infinitesimal A— N . En efecto,

(i) S(0) = e AT(0) =1.
(i1) S(s+1t) = e XD (s 1) = e MeMT()T(s) = S(t)S(t).
Ademds, puesto que
S(t)y—T=e M) =T =eTt)=1)+ (e -1,
entonces
1(5(t) = D all < e (T (t) = Dal| + || = )12
Tomando el limite cuando t | 0 se tiene

ltii%l |(S(t) —I)z|| =0, paratodo z€ X.
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Por tanto S(t) es un Cy semigrupo.

Por otra parte,

<S(t) — I) . <e’\tT(t) - I) . (eAtT(t) —e M e M — I) N
t t

t

_[eM(T(t) - 1) e M1
. (t )x—i— (t )m.

ltifoa (S(t)t_l) x=(A—-N)x.

Por lo tanto,

Esto demuestra que el generador infinitesimal de S(t) es A — M.

Tal como en el caso de los semigrupos uniformemente continuos, los Cy semi-
grupos también satisfacen un estimativo en su norma dado en el siguiente
teorema.

Teorema 2.1.12. Sea T(t) un Cy semigrupo. Entonces existen constantes
M >1 yw >0 tales que

IT@)| < Me*" para 0 <t < oc.

Si w = 0, se dice que el semigrupo es uniformemente acotado. Si ademas
M =1, se dice que el semigrupo es un semigrupo contrativo.

En lo que sigue, G(X, M, ) denota la coleccién de todos los operadores A
tales que —A es el generador infinitesimal de un Cjy semigrupo T'(t), el cual
satisface | T(t)|| < MePt. Si A € G(X,1,0), esto es, —A genera un semi-
grupo de contraccion, se dice que A es un operador acretivo maximal o m-
acretivo. Si A € G(X,1,), esto es, |T(t)|| < e, paratodo t € [0,00),
se dice que A es cuasi-acretivo maximal o cuasi-m-acretivo.

En el caso de los espacios de Hilbert se tiene el siguiente teorema,

Teorema 2.1.13. Sea X un espacio de Hilbert con producto escalar (-,-)x,
entonces A € G(X,1,8) si, y solo si, (Ay,y)x > —Blyl%. Yy € D(4) y
(A+ X) es sobreyectivo, para todo \ > 3.

Una importante caracteristica de los semigrupos Cy estd dada en el siguiente
teorema.
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Teorema 2.1.14. Sean T'(t) un semigrupo Cy, A su generador infinitesimal
y X un espacio de Banach. Entonces

a) Para z € X,
1 rtt+h
l}fg nl, T(s)xds =T(t)x.

b) Paraz € X, [y T(s)xds € D(A) y
A (/OtT(S)SL'dS> =T(t)x — .
¢) Parax e X, T(t)x € D(A) y

d
gT(t)x = AT (t)x = T'(t)Ax.

d) Para x € D(A),
T(t)z — T(s)x = / " T(r) Az dr / " AT()z dr.

Definicién 2.1.15. Sean X, Y espacios de Banach y A: D(A) C X =Y

un operador. Se dice que A es cerrado si dada una sucesion (T )pen C D(A)

que satisface li_>m =€ Xy li_>m Az, =y €Y, se tiene que x € D(A)
n oo n oo

y Ax = y.

El siguiente resultado da una importante caracteristica sobre el dominio
D(A), de un operador lineal el cual es el generador infinitesimal de semigrupo
fuertemente continuo.

Teorema 2.1.16. Si A es el generador infinitesimal de un Cy semigrupo
T(t) entonces D(A), el dominio de A, es denso en el espacio de Banach X
y A es un operador cerrado.

Observacién 2.1.17. Si A es acotado, entonces también es cerrado. El
reciproco, en general, no es cierto. Sin embargo, si D(A) = X, entonces
A es acotado si, y solo si, es cerrado. En particular, si X es de dimension
finita todo operador lineal es acotado.

Teorema 2.1.18. Si A es el generador de un Cy semigrupo (T'(t))e>0, en-
tonces A es cerrado.

31



Se tiene ademds que el generador infinitesimal caracteriza completamente al
semigrupo. En efecto,

Teorema 2.1.19. Sean (T'(t))i>0 y (S(t))i>0 dos semigrupos con gene-
radores infinitesimales A y B, respectivamente. Entonces A = B si, y solo
si, T'(t) = S(t) para todo t > 0.

Sea X un espacio de Banach y X* su dual. El valor de z* € X* en x € X
se denota por (z*,z) o por (x,z*), donde (-,-) denota la dualidad entre X
y X*. Para cada x € X se define el conjunto de dualidad por

Fo)={z":a" € X" y (a"a) = |l2|* = ||l="]*}.

Por el Teorema de Hahn-Banach, para todo x € X existe f € X* tal que
(fiz) = llzll y [[F]l = 1. Luego 2™ = ||lz|| f satisface (z*,z) = [lz]| (f, z) =
|z|* v |lz|| = ||«*||. Por tanto, para todo z € X, F(z) # 0. Aqui |z| =
]l x v [l*] = l=*| x--

Definicion 2.1.20. Un operador lineal A es disipativo si para cada x© €
D(A), existe un z* € F(x) tal que R (Az,xz*) < 0.

Observacion 2.1.21. En la definicion anterior y en los resultados poste-
riores, Nz representa la parte real del nimero complejo z.

Ejemplo 2.1.22. Sea A € Muxn(R), con A = diag(Ai,Aa,..., \n). Si
Aj <0,5=1,...,n entonces x — Az es un operador disipativo puesto que
(Az,x) = (Ax,z) = X" Mz? <0, donde (-,-) es el producto escalar usual
de R™.

Ejemplo 2.1.23. Considere el espacio de Hilbert H = L*([0,1] : R) con el
producto escalar usual, el operador A(f) = %f y D(A) = {f € H'([0,1] :
R): f(1) =0}). Si f € D(A), entonces

R(ASS) = (AL 0) = [ F0) @) da

= L (@) da = L (0D

Esto implica que el operador A es disipativo en el espacio H = L*([0,1] : R).

El siguiente resultado es una importante caracterizacién para un operador
disipativo.
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Teorema 2.1.24. Un operador lineal A es disipativo si, y solo st,
l(AL — A)x|| > X|z||, para todo x € D(A) y X>0.

Ahora, si A : D(A) C X — X es un operador lineal sobre el espacio de
Banach X (no necesariamente acotado), el conjunto resolvente p(A) de A
es el conjunto de los nimeros complejos A para los cuales Al — A es in-
vertible, esto es, (A — A)~! es un operador lineal acotado en el espacio
X. La familia R(A : A) = (A — A)~Y, X\ € p(A) de operadores lineales
acotados es llamado el resolvente de A. Se define el espectro de A como el
conjunto o(A) = C\p(A4), es decir, el conjunto de puntos que no estan en
el resolvente de A. En particular los autovalores de A son puntos espectrales.

Observacién 2.1.25. FEl término resolvente hace referencia a que la ecuacion
Ax — Ax = (A — M)z = y tiene solucion v = (A — XI)~1y.

Observacion 2.1.26. Si X = C, todo operador lineal A es de la forma
Az = ax, donde o € C. Asi R(\: A) = (A — al)~L. Se tiene entonces que
el generador infinitesimal del semigrupo T(t) = e** estd dado por

T(t)x —x B e |

Az =lim —— =lim —— =1lim = Q.
tl0 t tl0 t tl0 t

Teorema 2.1.27 (Lumer-Phillips). Sea A un operador lineal con dominio
denso D(A) en X, con X un espacio de Banach. Entonces

a) Si A es disipativo y existe \g > 0 tal que el rango, R(Agl — A), de
Ml — A es X, entonces A es el generador infinitesimal de un Cy
semigrupo de contracciones en X.

b) Si A es el generador infinitesimal de un Cy semigrupo de contracciones
en X, entonces R(ANI — A) = X para todo X\ > 0 y A es disipativo.
Ademds, para cada x € D(A) y cada z* € F(x), R (Az,2*) <0.

En el caso de un espacio de Hilbert se tiene lo siguiente,

Definicién 2.1.28. Sea H un espacio de Hilbert con producto escalar ().
Un operador lineal A en H es simétrico si D(A) = H y A C A*, esto es,
(Az,y) = (x, Ay) para todo z,y € D(A). El operador A es autoadjunto si
A = A*. Un operador acotado U sobre H es unitario si U* = U1,

Note que,
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Observacion 2.1.29. Todo operador adjunto es cerrado, y un operador U
es unitario si, y solo si, R(U) = H y U es una isometria.

El siguiente teorema debido a Stone serd fundamental en la demostracion
de buena colocacién local del resultado considerado en el presente trabajo.

Teorema 2.1.30 (Stone). Un operador lineal A es el generador infinite-
simal de un Cy semigrupo de operadores unitarios en un espacio de Hilbert
H si, y solo si, el operador iA es autoadjunto.

2.1.1 Algunos resultados de teoria de perturbacién de ope-
radores lineales

En esta seccién se mostrara que si A es un operador en el espacio de Banach
X y ademas es el generador infinitesimal de un Cjy semigrupo, entonces a
partir de éste, es posible generar otros semigrupos sumando algin operador
lineal, es decir, perturbando el operador inicial.

En el siguiente teorema se muestra el caso cuando el operador A es pertur-
bado por un operador lineal acotado.

Teorema 2.1.31. Sean X un espacio de Banach y A el generador infinite-
simal de un Cy semigrupo T(t) en X, el cual satisface |T(t)|] < Me“".
Si B es un operador lineal acotado en X, entonces A + B es el generador
infinitesimal de un Cy semigrupo S(t) en X que satisface

IS < Mel+piz,

Definicién 2.1.32. Un operador lineal disipativo A el cual satisface R(I —
A) = X, es llamado m disipativo (o disipativo mazimal).

Si A es disipativo, también lo es uA para todo g > 0. Por tanto, si A es m
disipativo entonces R(A — A) = X, para todo A > 0.

Teorema 2.1.33. Sean A y B operadores lineales en X tales que D(A) C
D(B), y A+tB es disipativo para 0 <t < 1. Si

|Bz|| < a|[Az[| + S|, para 2 € D(A),

donde a < o < 1, 8 > 0 y para algin tg € [0,1], A+ toB es m disipativo,
entonces A+ tB es m disipativo para todo t € [0, 1].

Finalmente se tiene que,
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Corolario 2.1.34. Sea A el generador infinitesimal de un Cy semigrupo
de contracciones. Suponga que B es un operador lineal disipativo, D(A) C
D(B) y

|Bz|| < a|Az| + Blz]|, para =z e D(A),

donde 0 < a <1y B > 0. Entonces A+ B es el generador de un Cy
semigrupo de contracciones.

2.2 Elementos de la teoria ecuaciones de diferen-
ciales cuasilineales

En esta seccion se presentard una breve descripcién de la teoria de ecua-
ciones diferenciales cuasilineales de Kato (ver por ejemplo Iorio [15, Cap.
I11], Torio [16], Isaza et al [18], T. Kato [25, 26, 27] y Pazy [38, §6.4]). Esta
teoria serd fundamental para probar la buena colocacién local del problema
de Cauchy asociado a la ecuacién GKPI (1.11), en el caso periddico el cual
es uno de los principales objetivos del presente trabajo.

Sean X y Y espacios de Banach con inclusiéon densa y continua, ¥ — X,
con normas |||y v ||/ly. Esto es, Y es un subespacio denso en X y existe
una constante C' tal que

[wlx < Cllwlly -

Considere ahora la ecuacion de evolucién cuasilineal,

d _
{d?; + A(t,u)u =0, para 0<t<T, (2.12)

u(0) = wuo,
donde A(t,u) es un operador lineal de Y en X, para ¢t € [0,T] y todo wu.

La idea fundamental del trabajo de Kato es la siguiente. Sea v € C([0,T] :
X) fijo y considere el problema de valor inicial lineal,

d _
{d? + A(t,v)u =0, para 0<t<T, (2.13)

u(0) = ug.

Se busca una solucién integral v € C([0,7] : X) de (2.13), para cada v €
C([0,7] : X) fijo. Una vez obtenida la solucién se define la aplicacién
v —u= F(v)de C([0,T] : X) en si mismo y se establece que el punto fijo
de esta aplicacion corresponde a su vez a la solucién integral de (2.12). Para
realizar esto, se suponen sobre A(t,u) las siguientes condiciones.
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(H1)
(Hz)

Existe una isometria sobreyectiva S : Y — X.

Sea A una funcién de [0,7] x W en G(X, 1,3), donde W es una bola
abierta en Y, centrada en ug, 8 es un ntmero real positivo, tal que
—A(t,v) es el generador infinitesimal de un Cy-semigrupo en X el cual
satisface,

et < sz0, tel0T], veWw

X
Para todo (t, v) € [0,T] x W, el operador,
B(t,v) := SA(t,v)S™! — A(t,v) € B(X),

esto es, existe A1 tal que || B(t,v)[|4y) < A1, donde Ay es una cons-
tante.

Observacioén 2.2.1. Es importante notar que, x € X C D(A(t,v))
si, y solo si, S~'x € D(A(t,v)), con A(t,v)S™ 1z €Y.

Para todo (t,v) € [0,T] x W, se tiene que A(t,v) € B(Y,X) (Y C
D(A(t,v)) y A(t,v)] € AB(Y,X)). Para todo v € W, la aplicacion
Y
t— A(t,v) : [0,T] — AB(Y,X) es continua. Para todo t € [0,7], la
aplicacién v — A(t,v) es Lipschitz continua, es decir,
JA(E 1) = Aty 02) sy < ollor — vl
donde i es una constante positiva.

Sea ug el centro de la bola W. Entonces A(t,v)ug € Y, para todo
(t,v) € [0,T] x W. Adem4s,

||A(t7 U)UOHY <Ay, tE€ [07T]a veW,
donde A2 es una constante positiva.

Observacion 2.2.2. La condicion (Hs) es trivialmente satisfecha si
ug = 0.

Con las condiciones anteriores se tiene el resultado siguiente:

Teorema 2.2.3. Bajo las hipdtesis (H1)-(Hs), dado up € Y, existe 0 <
T < T tal que (2.12) tiene una tnica solucion cldsica v € C([0,T'];Y) N
CY([0,T"]; X). Ademds, la aplicacion dato-solucion ug + u es continua de
Y en C([0,T';Y).

Para una demostracién de este resultado ver Iorio y Nunes [16, Cap. II1.3],
Kato [25, Teo. 6, §7] y Pazy [38, Teo. VI. 4.5].
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2.3 Espacios de Sobolev de tipo periédico

En este seccion se va a definir los espacios de Sobolev de tipo periddico.
Para una descripciéon mas detallada de estos espacios puede consultarse por
ejemplo lorio [17, Cap. 3] y Linares [34], para el caso n = 1. Para el caso n
dimensional se recomienda consultar el articulo de Bényi y Oh [3].

Sean T = R"™/27xZ"™ el toro n dimensional y P = C55.(T") el espacio de las

per
funciones periédicas infinitamente diferenciables ¢ : T — C, donde ¢ — ¢

en P si 0%¢p, — 0¢ uniformemente para cada multiindice o € Nj.

Una distribucién periddica ¥ € P'(T") es un funcional lineal continuo
U P(T") — C.

Definicién 2.3.1. Una sucesion (V,,)nen C P’ converge a W e P’ si

(U, 0) = (U, )  cuando n — oo Vo €P.
En este caso se escribe ¥, 71> V. Se dice también que V,, converge a ¥ en
el sentido de las distribuciones.
Se tiene en particular,

Ejemplo 2.3.2. Sea f € Cpe(T"). Esta funcion define una distribucion
periodica Wy (conocida como distribucién regular) por la formula,

(Vs.0) = [ f@)pla)da, Vo e P(T).

La conocida distribucién Delta definida por (6,¢) = ¢(0),Yo € P, no es
n
regular. En efecto, sean f € Cper y un(z) = (HCgS(m ) =0 en [-m,7]. Si

0 fuera regular se tendria,

1= un(0) = (5, up) = /_7; F(@)un(x) dz = 0.

Para k € Z", se define el k-ésimo coeficiente de Fourier de ¥ como
T 1 —ik-x
U= o (@, ek

Teorema 2.3.3. Si ¥ € P(T"), la serie se Fourier

U = Z \Ijke—ikm’
kezn

converge a U, en el sentido de las distribuciones.
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Ejemplo 2.3.4. Para la distribucion § se tiene que g(k:) = %, para todo
keZ.

Definicién 2.3.5. La derivada de una distribucién ¥ € P’ estd dada por,
<DO‘\1/, (;0> = (_1)|a\ <\Ilv Da80> ) VSO P,
donde |o] = a1 + ag + -+ - + .

Ejemplo 2.3.6. Las derivadas de la distribucion o, (delta de Dirac concen-
trada en a), dq(p) = ¢(a), son dadas por

(09, 0) = (=1 (80 0")) = (-1 (a), Vo € P.
En particular,
(09, 0) = (-1 (0), VpeP.
Ejemplo 2.3.7. Considere la funcion

u(z _{|x\, —T<z<m,
u(z + 27) = u(x).

La derivada de u en P’ se puede calcular como

o) =~y = [ el @i = [ ap@yde [ @)

—T

0 s

—ap@)| + [ (1)pla)de —apla)

+/0 (1)p(z) da

0

Z/OW(—l)cp(m) dx+/07r(1)g0(x) dr= [" gyt dz.

—T

donde

(2) -1, —m<zr<0
€T) =
g 1, O<zx<m.

A g también se le acostumbra llamar derivada distribucional o débil de u.

Definicién 2.3.8. Sea s € R, el espacio de Sobolev denotado por H,,,(T")
es el conjunto de distribuciones periédicas f € P’ tal que

IS = D2 L+ 1k

keZm

~12
| <o,

con producto interno

(fr9)s = > (L+[K*)°F 5.

kezZm
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Observacién 2.3.9. H,, . (T") es un espacio de Hilbert con el producto
interno anteriormente definido. FEn el caso s = 0 se obtiene un espacio
de Hilbert el cual es isométricamente isomorfo a L*(T™). En lo sucesivo
H)..(T") serd denotado por L2,,.(T"). En algunos textos usan (1 + |k|*%) en
lugar de (1+|k[*)%, lo cual induce una norma equivalente con la norma 1l

definida atrds.

Ejemplo 2.3.10. Como g(k) = %, para todo k entonces,

2
1912 = (57) T+ Iy

kEZ

_1_
La serie anterior converge para 2s < —1, esto es, § € Hper e(T"), para todo
e>0.

Ejemplo 2.3.11. Considere la funcion

0, - 0
Ha)=2" TS <Y% He+or) = Hz),
1, O<z< .

Se tiene que,

. L k=0,
H(k) = — 2
o RO

I = 5 + 5 S0+ ) ()
2w 2k+1)

Entonces,

1
La serie converge para 2s—2 < —1. Asi H(z) € HZ, (T™), para todo e > 0.

Como en el caso de los espacios de Sobolev H*(€2) o WP*(Q2), Q C R™ | los

espacios Hp,,(T") también pueder ser caracterizados via densidad.

Teorema 2.3.12. H;,.(T") es la completacion de Cpg.(T™) con respecto a

per
la norma de H,,,.(T").

Observacion 2.3.13. En el resto de la seccion se escribird HS... en lugar

per
de HSQT(T").
Para s > r se tiene,
T
o< (LERD"
(LR T
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entonces

T 2\s
A2 = (1 + kD) ff: 5 A RD7A + ])

2
kezr kezn (1 + [k])®

< > (IR

keZn

~ ‘

7 =ns12.

Los cédlculos anteriores muestran el siguiente resultado.

Teorema 2.3.14. Sean s,r € R, s > r. Entonces Hp,, estd continua y
densamente incluido en Hy,, y

If1l, < Iflls,  para todo  f € Hy,

er*

) . - .
Esto es, la inclusion j : Hp., — H,., es densa y continua.

-~

La propiedad ﬁ‘x\f(k:) = (ik)*f(k) (ver Linares [33, Cap. 1] y la identidad
de Parseval (ver Iorio [17, P4g. 109])

7

2 1 )
2= @y 1£117z2
implican el siguiente teorema.

Teorema 2.3.15. Si s es un entero positivo, entonces H,,, coincide con
el espacio de las funciones f € LIQM cuyas derivadas (en el sentido de P’),
Def, |a| < s, pertenecen a L2,.. Ademds, las normas || f||, y

(Z HD“fIIS) N

laf<s

son equivalentes. Esto es, existen constantes C1(s,n) y Cao(s,n) tales que

1/2 1/2
Ci(s,n) (Z IID“fII(Q)) < Iflls < Cals,n) (Z IID“f|(2)> :

laf<s |laf<s

Ejemplo 2.3.16. La funcién u del Ejemplo 2.8.7 pertenece a H;er([—ﬂ', 7)),
puesto que tanto u como u’ pertenecen a L?([—n,7]); sin embargo no pertenece
a H2, ([—m, ) porque (u')' no existe. De acuerdo al Teorema 2.3.15, u tam-

.. 1
bién pertenece a Hp,,.
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Sea f € H,,,. Para s > n/2, la desigualdad de Cauchy-Schwarz implica,

er

. k12)s/2 | ~
> (7= 3 LR g

kezn kezn
1/2 1/2 1/2
12
< (Z (14 [k[*)® f\ ) (Z (1+|k‘\2)‘5) = (Z (1+|k‘l2)‘5) 11 -
kezr kezn kezn

~

Asi (f(k))gezn € 1. Ademés,

1/2
f(@)| < z\ﬂk)]g(zuﬂkﬁrs) Ifl,, paratodo o€ T"

kezn kezn

Usando lo anterior, el siguiente teorema, conocido como el Lema se Sobolev,

establece condiciones sobre la regularidad de las funciones en H,,..

, estd

Teorema 2.3.17 (Lema de Sobolev). Si s > n/2, entonces H,
continua y densamente contenido en Cpe, y

1l < |7

<CI|flly, wparatodo f € H,

er

ll

Definicién 2.3.18. Sean f,g € H,,,, s > 5. Usando el Lema de Sobolev
se define el producto fg € P’ por la férmula

(fg,p) = /Jrn f(x)g(x)p(x)dx, para todo ¢ € P.

La definicién de producto va a convertir a Hy,,, s > 5 en un Algebra de
Banach.

Definicion 2.3.19. Un dlgebra de Banach es un espacio de Banach X junto
con un producto de X x X en X dado por (z,y) — zy tal que para todo
z,y,2€ X ys,reC,

(a) (zy)z = z(y2),

(b) r(zy) = (re)y = z(ry),

(o) (w+y)z=zz+yz ya(y+z) =y + zz,
(d)

d) llzylx < lllix Iyl x-
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Teorema 2.3.20. Si s > n/2, el espacio de Sobolev H,,. es un dlgebra
de Banach con respecto al producto de funciones. Esto es, si f,g € Hp,,,
entonces fg € HS.. y se tiene que

per
1f9lls < Cs £ 1l gl -

El resultado anterior es de gran utilidad en el estudio de las ecuaciones de
evolucién no lineales, porque permite saber cudndo un producto de funciones
pertenece a un determinado espacio de Sobolev, lo cual es importante para
establecer los llamados estimativos bilineales. Aunque en el Teorema 2.3.20
aparece una constante Cy en la norma de producto, ain se le acostumbra
llamar algebra de Banach.

2.4 Aproximacion numérica de ecuaciones diferen-
ciales: método de elementos finitos

Como se mencioné en la introduccién, unos de los aportes de este trabajo
es presentar una propuesta numérica, basada en la técnica de los elementos
finitos, para la solucién numérica de la ecuacién KPI y la ecuacion GKPI,
sobre un dominio rectangular. Es importante notar que no se encontré evi-
dencias bibliograficas de un tratamiento numérico similar, para ecuaciones
diferenciales de tipo KP.

Sea € C R? un dominio bidimensional acotado con frontera poligonal I' =
00 C R2%. La idea bésica del método de elementos finitos (FEM por su
sigla en inglés) es construir espacios de funciones polinomiales a trozos que
son faciles de implementar en un computador para aproximar funciones mas
generales. (Ver Larson y Bengzon [29] y Larsson y Thomée [30]). Para fijar
ideas se considera el problema modelo

—V-(aVu)=f,enQ, u=0enl =0Q, (2.14)

donde se supondrd que a = a(x) es una funcién suave con a(x) > ag > 0 en
Q y ademés f € L?(Q). La formulacién variacional del problema (2.14) es
la siguiente: Hallar u € H{ () tal que

a(u,v) = (f,v), Vv e HJ(Q), (2.15)
donde
a(v,w):/QaVv-dex y (f,v):/ﬂfvdx.

Es bien conocido (por ejemplo Larson y Thomée [30, §3.5]) que este problema
tiene una tnica solucién u € HE ().
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2.4.1 Malla y triangulacién

Sea T, = {K} un conjunto de tridngulos cerrados K, una triangulacién de
), los cuales dividen a €2 en triangulos tales que,

Q= U K, hg =diam(K), h:}r{nea%bh;(. (2.16)
KeTh

El valor h en (2.16) es conocido como el tamano global de la malla.

Los vértices P de los tridangulos K € 7 son llamados los nodos de la trian-
gulacién 7. Un requisito para una triangulacién es que la interseccién de
cada dos triangulos es un vértice, una arista o un conjunto vacio, y que
ningin nodo de un tridngulo esté sobre la arista de otro tridngulo®. En
la Figura 2.1 se representa una triangulacién conforme, los triangulos com-
parten una arista o un nodo. En la Figura 2.2 se presenta una triangulacién
no conforme porque el nodo de un elemento estd sobre la arista de otro ele-
mento (Ver Larson y Thomée [30, pag. 58]).

Figura 2.1: Triangulacién conforme.
Sobre la triangulacion T, se define ademaés el espacio

S :={v e C(Q): veslineal en K € T, v =0 sobre I'}.

Es posible verificar que S, C H} ().

Con esta notacién, la aproximacion en elementos finitos del problema (2.15)
estd dado por: Encontrar uy € Sy, tal que

2Esta restriccién no aparece cuando se usan algoritmos adaptativos con refinamiento
de malla.
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Figura 2.2: Triangulacién no conforme.

a(uh,ﬁ) = (fvg)v 6 € Sh- (217)

Se define el espacio de funciones lineales a trozos sobre Ty, como el espacio
de las funciones lineales a trozos v € C°(Q2) tales que al restringir a cada
tridngulo K € Tp son polinomios lineales. Asi,

v’K(az,y) =ax + by +c,

donde a, by ¢ son constantes apropiadas y dependen de cada triangulo. Es-
tas constantes son los grados de libertad para la funcién definida sobre cada
tridngulo. En este caso se acostumbra hablar de elementos lagrangianos de
grado 1 o simplemente elementos P;.

En el parrafo anterior se definié apenas un tipo de elemento finito, el cual se
va a utilizar en la formulacién numérica propuesta en este trabajo. Existe
una gran cantidad de tipos de elementos finitos que se adaptan bien a dis-

tintas necesidades numéricas?.

Sean {N,}f\i"i donde My}, el conjunto de nodos interiores de € y S, el espacio
de las funciones lineales a trozos sobre 7;,. Una funcién en S} estd com-
pletamente determinada por sus valores en los puntos N;. El conjunto de
funciones pirdmide, funciones de forma o funciones sombrero (por la forma

3En el archivo electrénico Periodic table of the finite elements, SIAM News, 2014 de D.
Arnold y A. Logg hay una descripcién detallada de algunos tipos de elementos finitos y sus
caracteristicas. También se puede consultar los elementos finitos disponibles en FEniCS en
el capitulo 3 del libro The FEniCS Book de A. Logg, K-A. Mardal y G. Wells. Editorial
Springer, 2012.
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que tienen) {y; f\i*i C S}, definidos por

1, si i=j
(N:) =
#ilN) {0, si i

constituyen una base para Sp,. Si v € S}, entonces

My,
U(.T, y) = Z ’UiQOi(fU, y)7
i=1
donde v; = v(1V;) son los valores nodales de v.
En la Figura 2.3 se representa una de estas funciones. Los puntos en la

frontera son considerados una vez se tenga establecidas las condiciones de
frontera del problema.

Figura 2.3: Funcién pirdmide o de forma ¢;. La funcién ¢; vale uno en el
nodo N; y vale cero en los otros nodos.

2.4.2 Interpolacién Lineal

Sea Sy, las funciones lineales continuas a trozos sobre la triangulacién 7Ty, las
cuales no tienen que satisfacer la condicién de frontera del modelo (2.14).
Sea, {Nj}j-\[:"1 el conjunto de todos los nodos de 7Ty, incluidos aquellos que

estan en I', con Mp, +1 < j < Ny, y {y; };V:hl las correspondientes funciones
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pirdmide. Se define el operador de interpolacién
Iy :C (ﬁ) — gh

por medio de
(Ipv)(z,y) szgol x,y), donde wv; =v(Nj;). (2.18)

El interpolante global, definido en (2.18), coincide con la funcién v en los
nodos N;. En efecto,
(Ipv)(N;) = v(N;), para i=1,...,Np.

Ademés, cuando u se anula en I, se tiene que I,u pertenece al espacio Sy,
definido antes.

Usando el operador I, se obtienen los siguientes estimativos para funciones
lineales a trozos (ver Scott [41, Cap. 4]):

[ = ull g1y < Clulgiq) » (2.19)

lu = unll ) < Clulpgy (2.20)
y

lw = unllr2) < Chlul g (2.21)

De forma general, esto es, si las fun(nones de forma generan una aproxi-
macién de orden m, los estimativos correspondientes son,

[Thu = ull gy < chpm1 lul gm ) »
lu —unl g1y < CH™ 7l ey »
lu = unll2(q) < CR™ [ul gm(q)
Finalmente se tiene ([30, Teo. 5.4]), para las funcmnes lineales a trozos, que
Ju— Uth(Q) < Ch? ||U||H2(Q)

donde u y uj, son las soluciones de (2.15) y (2.17), respectivamente.
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Se verificard numéricamente que el ultimo estimativo se satisface para el
esquema numeérico propuesto en este trabajo.

Para realizar el estudio numérico, se usard la libreria FEniCS (Finite Ele-
ments nurtured in Computer Science), el cual es una plataforma de calculo
de codigo abierto creada para aproximar las soluciones de problemas de
valor de frontera asociados a ecuaciones diferenciales parciales a través del
la estrategia de elementos finitos, escrita para C++ y Python. Es ademas
un sistema multiplataforma que puede ser usado incluso en un computador
portatil. Dolfin (Dynamic Object-oriented Library for FINite element com-
putation) es la interface de alta eficiencia computacional en C++/Pyhton
de FEniCS. Este es el nicleo que permite la integracién con el resto de las
componentes FEniCS implementados en Python y los combina con la versa-
tilidad de C++. FEniCS fue lanzado en la Universidad de Chicago en 2003
y desde esa época ha venido creciendo con apoyo de programadores de todo
el mundo. Para este trabajo se va a usar la version de este software para
Python por su gran versatilidad y por las librerias adicionales que tiene a
su disposicién:

e Numpy: Abreviatura de Numerical Python. Es una libreria para el
lenguaje de programacién Python que da soporte para crear arreglos de
vectores y matrices multidimensionales, junto con una gran coleccién de
funciones matematicas de alto nivel para operar con ellas. Puede realizar,
entre otras cosas, operaciones matematicas y légicas sobre los arreglos, puede
calcular transformada de Fourier y operaciones relacionadas con algebra li-
neal.

e Matplotlib: Es una libreria para la generacion de graficos, diagramas de
barras y animaciones a partir de datos contenidos en listas o arrays en el
lenguaje de programacion Python y su extensién matematica NumPy.

e Scipy: Es una libreria libre y de c6digo abierto para Python. Se compone
de herramientas y algoritmos matemédticos. SciPy contiene mdédulos para
optimizacion, algebra lineal, integracion, interpolacion, funciones especiales,
FFT (del inglés Fast Fourier Transform), procesamiento de senales y de ima-
genes, resolucion de ODEs y otras tareas para la ciencia e ingenieria.

e Sympy: Es una libreria escrita en Python cuyo objetivo es reunir todas

las caracteristicas de un sistema de algebra computacional (CAS), ser facil-
mente extensible y mantener el cédigo tan simple como sea posible.
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FEniCS cuenta ademaés con una pequeiia libreria llamada mshr para generar
mallas en 2D y 3D con geometrias sencillas y mediante operaciones Booleanas.
A continuacion se presenta una lista resumida de las capacidades y algunos
ejemplos de esta herramienta.

Geometrias primitivas:
e rectangle/box.
e circle-ellipse/sphere.
e cylinder/cone.
e polygon/polyhedron.

Operaciones con las geometrias primitivas:
e union: denotada por el signo +.

e difference: denotada por el signo -.

e intersection: denotada por el signo *.

e CSGRotation.

e CSGScaling.

e CSGTranslation.

CSG es el acrénimo de Constructive Solid Geometry.

Con pocas lineas en Python, usando la libreria FEniCS, es posible disponer
de las siguientes cuatro regiones malladas por tridngulos (ver Figura 2.4).

from dolfin import *

from mshr import *

import matplotlib

import matplotlib.pyplot as plt

domain=Polygon([Point(1.0,0.0),Point(2.0,1.0),Point(1.0,2.0),\
Point(0.0,1.0)1)

meshl = generate_mesh(domain,10)

plot (meshl)

plt.show()

C1=Circle(Point (0.0,0.0),3,30)

C2=Circle(Point(1.0,1.0),1,20)
domain=C1-C2
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mesh2 = generate_mesh(domain, 10)
plot (mesh2)
plt.show()

domain=Rectangle(Point(0.0,0.0),Point(1.0,1.0))
mesh3 = generate_mesh(domain, 20)

plot (mesh3)

plt.show()

R=Rectangle(Point(0.0,0.0),Point(1.0,1.0))
C=Circle(Point(0.5,1.0),0.5)

domain=R*C

mesh4 = generate_mesh(domain,10)

plot (mesh4)

plt.show()

Figura 2.4: Ejemplos de mallas 2D hechas con mshr con diferencia e inter-
seccion de conjuntos.

Ademas se tiene las transformaciones de rotacién y proporcién (ver Figura
2.5):

from dolfin import *

from mshr import *

import matplotlib

import matplotlib.pyplot as plt
from numpy import pi

square=Rectangle(Point(0.,0.), Point(1.,1.))

diamond=CSGRotation(square, pi/4)
square2=(square,0.5)
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meshl=generate_mesh(square, 10)
plot(meshl)
plt.show()CSGScaling

mesh2=generate_mesh(diamond, 10)
plot (mesh2)
plt.show()

mesh3=generate_mesh(square2,10)
plot (mesh3)
plt.show()
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Figura 2.5: Ejemplos de mallas 2D hechas con mshr usando CSGRotation
y CSGScaling.

Para crear un cono, una esfera y la unién de estas dos superficies es sufi-
ciente las siguientes lineas de Python (ver Figura 2.6), en la cual se usan las
librerias del proyecto FEniCS. En el caso 3D, las mallas estan formadas por
tetrahedros.

from dolfin import *

from mshr import *

import matplotlib

import matplotlib.pyplot as plt

sphere = Sphere(dolfin.Point(0, 0, 0), 0.5)
cone = Cylinder(Point(0, O, 0), Point(0, 0, -1), .35, .1)
sample = cone + sphere
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meshl = generate_mesh(cone, 30)
plot(meshl)
plt.show()

mesh2 = generate_mesh(sphere, 30)
plot (mesh2)
plt.show()

mesh3 = generate_mesh(sample, 30)
plot (mesh3)
plt.show()

Figura 2.6: Ejemplos de mallas 3D hechas con mshr usando unién de con-
juntos.

Se presenta a continuacién una breve descripcién de las dos rutinas para
resolver sistemas de ecuaciones lineales que son mencionados a los largo del
presente documento. El método Gmres se usa en el Ejemplo 2.4.1 y la rutina
MUMPS es el método que se usé en todos los calculos numéricos del Capi-
tulo 4. En la seccion 4.5 se hace una discusion de los resultados numéricos
del presente trabajo.

e Gmres (generalized minimum residual method): Considere el
sistema lineal de ecuaciones Ax = b, donde A € M,,»,,(R) es una matriz no
singular y b € R. La solucién exacta del sistema es £ = A~'b. Si g = 0,
entonces rg = b. El método Gmres, el cual pertenece a la familia de métodos
iterativos, consiste en aproximar la solucién al sistema en cada iteracién 1,
en cierto subespacio llamado subespacio de Krylov K'(rg, A) dado por,

Ki(ro, A) = span{rg, Arg, - - - ,Ai_lro},

el cual depende de la matriz A, del vector b y de la iteracién i. Se empieza
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con una soluciéon aproximada xg # & con residuo rg := b — Axg # 0, y se
genera una sucesién de aproximaciones x; a T con las siguientes propiedades:

x; € xo 4+ K'(ro, A),
b — Az;l|y = min{||b — Aull, : u € 2o + K'(ro, A)}.

Se tiene la condicién de recurrencia K=1(rg, A) C Ki(rg, A).

En cada iteracién, Gmres calcula una base ortonormal de K* a partir de la
base obtenida en la iteracién anterior y encuentra una aproximaciéon a la
solucién en ese espacio.

Cuando los recursos del sistema por el uso de GMRES se ven limitados, en
este caso una variante del método puede ayudar a disminuirar este pérdida.
La variante se denota por GMRES(k) (Restarted GMRES). La estrategia
es establecer un criterio para truncar el método GMRES en un ntimero k&
establecido, si al llegar a este nimero de iteraciones no se obtiene la solucion,
la aproximacién xj obtenida es usada como dato inicial para las siguientes
k iteraciones. El método se repite hasta que la norma del residuo sea tan
pequenia como el usuario desee (ver Baker et al. [2], Stoer y Bulirsh [42,
Cap. 8]).

e MUMPS (MUltifrontal Massively Parallel Solver*): Es una rutina
para resolver sistemas de ecuaciones lineales de la forma Az = b, donde
A es una matriz cuadrada poco densa (sparse) que puede ser simétrica, no
simétrica, simétrica y definida positiva. MUMPS implementa un método
directo el cual utiliza la factorizacion

A=LU

donde L es una matriz triangular inferior y U es una matriz triangular
superior. Si la matriz es simétrica entonces la factorizacién es

A=LDLT

donde D es una matriz con un bloque diagonal con bloques de orden 1 o 2
en la diagonal.

El uso de MUMPS en un archivo de FEniCS fue asf:

‘http://mumps.enseeiht.fr/
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J=derivative(F,w)

problem =NonlinearVariationalProblem(F, w, bcs, J)
solver= NonlinearVariationalSolver (problem)

prm= solver.parameters

prm[’newton_solver’] [’linear_solver’]=’mumps’

FEniCS dispone de una sofisticada libreria de rutinas para resolver sistemas
lineales y de precondicionadores asociados. En las Tablas 2.1 y 2.2 se pre-
sentas los mas usuales.

’ Nombre ‘ Método
bicgstab Biconjugate gradient stabilized method
cg Conjugate gradient method

gmres Generalized minimal residual method
default default linear solver

mumps MUItifrontal Massively Parallel Sparse direct Solver
minres Minimal residual method

petsc PETSc built in LU solver

richardson Richardson method
superlu_dist Parallel SuperLU

tfqmr Transpose-free quasi-minimal residual method

umfpack UMFPACK

Tabla 2.1: Tabla de rutinas para resolver sistemas lineales disponibles en
FEniCS. Tomada de Langtangen y Logg [31, pag. 118].

’ Nombre Método ‘
icc Incomplete Cholesky factorization
ilu Incomplete LU factorization

petsc_amg PETSc algebraic multigrid
sor Successive over-relaxation

Tabla 2.2: Tabla de precondicionadores disponibles en FEniCS. Tomada de
Langtangen y Logg [31, pdg. 118].

Como se mencion6 antes, FEniCS cuenta con un sencillo mallador pero
solo permite la generacién de mallas si se dispone de geometrias simples
y no se necesita refinar la malla en alguna parte especifica de la region
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que se requiere mallar. Existe una alternativa para generar mallas cuando
las geometrias son complicadas o cuando es necesario realizar refinamien-
tos localizados. El software Gmsh permite realizar ambas tareas. Una vez
generada la malla, desde una terminal, se exporta la malla usando la orden:
dolfin-convert mimalla.msh mimalla.xml que convierte la malla de un
formato generado por Gmsh, a un formato que luego puede ser usado en
un archivo Pyhton para FEniCS. Para hacer la importaciéon de la malla se
escribe la orden mesh=Mesh(’mimalla.xml’), en el archivo de FEniCS. A
continuacion se escribe una breve descripcion de las caracteristicas de Gmsh.

e Gmsh: Es un software libre para generar mallados bidimensionales y
tridimensionales automaticamente. Gmsh presenta cuatro moédulos: geo-
métrico, mallador, solver y postprocesado. El médulo geométrico (de di-
sefio), permite dibujar visualmente una figura aunque con capacidades li-
mitadas, a pesar de poder definirlas paramétricamente. El médulo de ma-
llado se apoya en las definiciones geométricas (incluidas la longitudes carac-
teristicas) para crear mallados en una, dos y tres dimensiones, con elemen-
tos de formas variadas (lineas, tridngulos, tetraedros, prismas, hexaedros y
piramides) y eligiendo el tipo de algoritmo de mallado. El médulo solver
(de resolucién) implica la llamada a ciertos sistemas externos con los que
interactuar (al momento programadas por el usuario). El médulo de post-
procesado (ligado a la visualizacién) incluye gran ntimero de operaciones
diferenciales, vectoriales, herramientas para trabajar con nimeros comple-
jos y funcionalidades para extraer datos de las distribuciones de datos de
entrada. Gmsh también permite mallar regiones que han sido trazadas con
un software CAD (Computer Aided Design). La Figura 2.7 es una muestra
de las capacidades de Gsmbh.

En este trabajo se usé la versién 2019.2.0.dev0 de FEniCS, la cual es la 1l-
tima versién estable que ha sido lanzada y la versién de Python 3.8.5, la cual
fue lanzada el 28 de julio de 2020. La arquitectura del computador portatil
que se usé en los calculos numeéricos es Intel®Corei5-1035G4CPUQ@L . 10GHzx8
de 64 bits, 12 MB de RAM y con el sistema operativo Ubuntu 20.04.1 LTS.

Para realizar los calculos simbdlicos y pruebas numéricas para confrontar con
los experimentos realizados en FEniCS, se va usar en varias ocasiones las
rutinas DSolve y NDSolve y las subrutinas adicionales de Wolfram Mathe-
matica, como por ejemplo
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Figura 2.7: Figura generada con Gmsh.

Method->{"PDEDiscretization"->{"MethodOfLines",
"SpatialDiscretization"->{"TensorProductGrid",
"MinPoints"->250}1}}.

Ejemplo 2.4.1. Para aclarar las ideas anteriores, considere el problema de

Poisson con condicion de frontera Dirichlet nula, sobre una region poligonal
Q € R2. El problema es

—Au=f, enf

(2.22)
u=0, enT,

con f € L2

La formulacion débil o variacional de (2.22) es la siguiente: Hallar u €
H}(Q) tal que
a(u,v) = (f,v), para todo v € H(Q),
donde
a(u,v):/Vu-Vvda: Y (f,v):/fvda:.
Q Q
Es bien conocido que el problema anterior tiene solucion tinica en HE(Q),

via el Teorema de Laz-Milgram (ver Larson y Tomée [30, §3.5]).

La idea principal del método de los elementos finitos es buscar una aproxi-
macion a la solucion de la formulacion débil del problema de estudio.
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Para el modelo (2.22), sea Sy, el subespacio de SNh dado por
Sh(Q) = {v € Sp(Q) : v|, =0}

La aproxzimacion en elementos finitos del modelo (2.22) es la siguiente: Ha-
llar up, € Sy, tal que

/ Vuy, - Vodx = / fvdx para todo v € Sy. (2.23)
Q Q

Puesto que las funciones p;, i =1,..., My constituyen una base para Sy se
tiene que

My,
up () = Zaz‘%(m),
i=1
donde o son constantes que deben ser determinadas. De (2.23) se tiene que

My,
Zak/chk-Vgoida::/fgoida: Vie{l,2,...,Mp}. (2.24)
=1 Q Q

Se define la matriz de rigidez A € My, xu, (R), donde A = (ai;), mediante
la expresion

aij = /Q Vor - Vi de,

y&=(&,&,...,¢ém,)" b= (b1,ba, ... bag,)" (vector de carga) son vectores
columna en RMr donde
b; :/ foidz.
Q

Por tanto, resolver la ecuacion (2.24) es equivalente a resolver el sistema
lineal

AE =b.

La matriz de rigidez resulta ser simétrica, puesto que a;; = aj; y definida
positiva. Sea & # 0,

M, M,
FAE =D Gag& = €i§j/gv% pjdx

4,j=1 1,j=1

= /QV (g&%) -V (gfi%) =

2

My,
\Y (Z &‘%‘)
j=1

L2(Q)
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De la teoria se espera que para una malla que satisface las condiciones del
problema, si se toma h cada vez mds pequenio, se va a mejorar la aproxi-
macion, pero va a aumentar el tamano de la matriz, puesto que se aumenta
el valor de My, . Dada la forma que tiene la matriz, se recomienda usar en
FEniCS, un método iterativo como Gmres (Generalized Minimal Residual
Method) descrito anteriormente para resolver el sistema lineal asociado de
forma eficiente (ver Galvis [11, §2.3]). Puesto que en el problema en men-
cton la matriz obtenida es definida positiva se recomienda utilizar el método
iterativo conocido como gradiente conjugado (CG).

Al resolver el sistema AE = b se obtiene el valor de las incognitas 1,82, . .., &,
las coordenadas de uy respecto a la base {4,01}?2, y asi se obtiene up,.

Para terminar el ejemplo se considera el caso particular del conjunto

Q = [0,1]? donde f = —6. En la Figura 2.8 se observa la solucién del
problema de Poisson, usando FEniCS con dos triangulaciones distintas.

X Axs

Y Axk ¥ Axk
05 05
4] 0
0 o
02 02
7 Axs ZAxE
0.4 + 04

Figura 2.8: Izquierda soluciéon con 50 elementos y un h ~ 0.28284271.
Derecha solucién con 1800 elementos y un h &~ 0.04714045.

Se observa que el refinamiento (es decir el aumento del nimero de triangulo
en la region) permite mejorar la calidad de la aproximacion.

En los dos capitulos siguientes se utiliza la teoria establecida hasta aqui
para probar la buena colocacién de la ecuacién GKPI con frontera peridédica
(capitulo 3) y se presenta una propuesta numérica basada en elementos
finitos, para la discretizacién espacial, y el método del trapecio, para la
discretizacién temporal, que permite aproximar la soluciones numéricas so-
bre una regién rectangular arbitraria y también para el caso de frontera
periédica (capitulo 4).
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Capitulo

Buena colocacién local para
una ecuacion KP con
coeficientes variables

En el presente capitulo se va a presentar el resultado tedrico principal del
trabajo: la buena colocacién local del problema de Cauchy asociado a la
ecuacion GKPI (1.11) sobre Q = [0, 27| x [0, 27]. El resultado es una apli-
cacion de la teoria de semigrupos, principalmente del Teorema de Stone en
Pazy [38, 1.10.8], los espacios de Sobolev de tipo periédicos en Benyi y Oh
[3], Iorio [17, Caps. 3-4], Linares [34] y de la Teoria Cuasilineal de Tosio
Kato [24, 25, 26, 27] y Pazy [38, §6.4].

En lo que resta de este trabajo se van a seguir las ideas y la notacién de los
articulos Iorio y Leite [16] e Isaza et al [18].

3.1 Notacion

Con el fin de facilitar la lectura de este capitulo, se va a repetir parte de la
notacién incluida en la pagina 10 de este documento.

o C(R?) = {u e C®°R?) :u(z +2m,y) = u(x,y + 2r) = u(z,y)}.
o MX(R?) = {ue CXR?): [ u(z,y)dz =0,y < [0,2n]}.

o (u,v)s= X (1+m?+n?)u(m,n)o(m,n), u,v € CX.
(m,n)€eZ?
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1/2

o ||ull, = (u,u)s'", con u e C°.

o Xpg = M,?O‘Hl”’z denota la clausura de M°(R?) con respecto a la

1/2
norma |||, donde \|uyy”:< 3 (1+m2)\ﬁ(m,n)]2> .
’ ’ (m,n)eZ?

o H3(R?) = C’gO(RZ)”'HS es el conjunto de las distribuciones periddicas
u tales que [[ul|> = X (1+m?+n?)* [a(m,n)|* < co.
(m,n)eZ?
o X3(R?) = M;O(RQ)MS denota la clausura de M2°(R?) con respecto a
la norma ||-||,. Note que X2 = L2.

3.2 Buena colocacion del problema de Cauchy

El problema de Cauchy asociado a la ecuacién GKPI (1.11) con coeficientes
dependientes del tiempo que se considera en el presente trabajo estd dado
por

{ut + f(tuue + g(t)03u — p(t)9; tuyy =0, t€(0,T], (z,y) €L,
u(0) = uo,
(3.1)
donde Q = [0,27] x [0,27], f(¢), g(t) y p(t) son funciones continuas y posi-
tivas en [0,7], con g(t) > 1y p(t) > pp > 0 para todo t € [0,T].

A continuacién se va establecer el resultado teérico principal de este trabajo,
el cual se demostrara durante el desarrollo de la presente seccion.

S, s >3, existe T = T'(J|luoll,), 0 <
T' < T, tal que (3.1) tiene una dnica solucion clisica u € C([0,T']; X5) N
CL([0,T"]; X0). Ademds, la aplicacién dato-solucion ug — u es continua de
X2 en C([0,T"]; X5).

T

Teorema 3.2.1. Para cada ug € X2

En esta seccién se van a desarrollar varios lemas con el fin de verificar la
hipétesis (Hy)-(Hs), de la seccién 2.2, y asi demostrar el Teorema (3.2.1),
usando el Teorema 2.2.3.

Se buscard una solucién u = u(z,y,t), del problema de Cauchy, periédica
en las variables z, ¥, la cual satisface ademas la condicién

21
/ u(zx,y,t)dx =0, (3.2)
0
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para todo y € [0,27] y todo ¢ > 0 (por ejemplo, Iorio [16] y Bourgain [5]).

Observe que derivando con respecto a z la primera ecuaciéon de (3.1) se
obtiene

<ut + fg)(UZ)x + g(t)@iu) — p(t)0yyu = 0. (3.3)

T

Ahora, integrando (3.3) entre x = 0 y & = 27 con respecto a x y usando la
periodicidad de u respecto a x se obtiene,

</027r u(z,y,t) dac) y =0. (3.4)

/027r u(z,y,t)de = a(t)y + B(t).

De la periodicidad de u, respecto a y, se concluye que «(t) = 0. Asi,

Por lo tanto,

2w
/ u(z,y,t)de = 5(t).
0
Ahora, integrando la expresién

up + f(;)(uz)x +9(1)0u — p(t)d,  Byyu = 0,

sobre [0, 27] x [0, 27], se llega a

27 p2m 2 271'
8t/ / u(x,y,t dxdy—i—i/ / ) dx dy
2w 27
+g(t) / 83u dedy — p(t / / Uyy dedy =0. (3.5)
o Jo

Observe que, por la periodicidad de u, los términos segundo, tercero y cuarto
de (3.5) son nulos. En cuanto al primer término, se tiene que

a 27 27 27 , ,
S| ety drdy = [ 8@ dy = 2n5'(0) =
0 0 0

Asi, (t) = cte. Se supondra que ((t) = 0, porque en caso contrario, se
redefine un problema nuevo con

8(0)

ui(z,y,t) = u(x,y,t) — o
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Todo lo anterior justifica la condicién (3.2).

A fin de colocar la ecuacién (3.1) en la forma necesaria para aplicar el
Teorema 2.2.3, se definen los operadores

Ao()u = g(t)@i’u - p(t)@ajluyy.
Ai(t,v)u = f(t)vug.
A(t,v)u = Ap(t)u+ Ai(t,v)u.

Asi el problema de Cauchy (3.1) se puede escribir en la forma

{u’+A(t,U)U =0, te][0,T], (3.6)
u(®) =

Se procede ahora a tomar la transformada de Fourier de Ag(t)u. Observe
que cuando m # 0, se tiene,

n2
(Ao(t)u)\(m, ) = —im®g(t)i(m, n) — ip(t) " a(m, n)

n2
= —i (g(t)m3 + p(t)m> u(m,n),
y ademés (Ag(t)u)"(0,n) = 0.

Para todo t € [0,7] y m # 0 se define,

22
3 n
m” 4+ —

D(A(t)) :== {u e XY Z [a(m,n)|* < oo.}

(m,n)€Z?

) 2
Observe que |(Ag(t)u)"(m, n)|2 < M? (md + %2) |ﬁ(m,n)|2, con
M = max{g|,, , [Pl }-

Observacion 3.2.2. Se puede notar que el dominio D(Ay(t)) es el mismo
siempre que las funciones g(t) y p(t) sean continuas y positivas en [0,T],
con g(t) > 1 y p(t) > po > 0 para todo t € [0,T].

El operador Ay(t) asi definido satisface,
Ap(t) :== D(Ap(t)) € X2 — X0,

En lo que sigue del capitulo se va a aplicar el Teorema 2.2.3 con X = X2,
Y =X;, W={we X} :||w|, <r}donder > 0, al problema (3.6), para lo
cual se ird verificando una a una las hipétesis (Hy) — (Hs) de este resultado.
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Lema 3.2.3. El operador lineal Ay(t), t € [0,T] es el generador infinitesi-
mal de un Cy-semigrupo de isometrias en X?.

Demostracion: Sea w € D(Ao(t)), t € [0,T]. Entonces

2 27r 2 2w
8uuo—/ / wudrdy = — / (0%u) (Dyu) dx dy

2r 27 2w 27r
—/ (0pu)(0%u) da dy = — / / u) dx dy = —(93u, u)o,

y también

2

2 27w 2T
(05 My, u)o = /0 : Oy Muyudy de = — /0 : 0y fuyuy, dy dx
2 2w

27 271
= —/ a;luyax(agluy) dydx = —1 / ax[(agluy)z] drdy=0
o Jo 2Jo Jo
(3.8)

Ademds, observe que D(Ao(t) = X = L2, donde la adherencia se toma
con respecto a la norma de L. Puesto que M° C D(Ap(t)) C X2, y el
espacio M es denso en X9 = L2. En consecuencia, el operador Ay(t) es
anti-simétrico, y asi el operador iAy(t) es autoadjunto. Luego el Teorema
de Stone (Pazy [38, 1.10.8]) implica el resultado.

El siguiente es un lema técnico.

Lema 3.2.4. Para todo € > 0, existe C(¢) > 0 tal que Ym,n, m # 0,
M > 1, se tiene

(m* +n 2)2

m? <e M + C(e). (3.9)

Demostracion: La Desigualdad de Young con e establece que si a,b > 0,
pzl,g=1ly % + % =1, entonces ab < eaP + C(e)b?. Si se hace a = |m/|>
y b= |m|, entonces

m* < emb + Cle)m? < e(m* + n?)?M + C(e)m?

Por lo tanto,

M+ C(e).
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La primera hipotesis del Teorema 2.2.3 que se va a verificar es la condicién
(Ha).

Lema 3.2.5. Sea s > 3. Para todov €'Y, el operador —A(t,v) := —(Ap(t)+
Ai(t,v)) « D(Ap(t)) € X — X es el generador infinitesimal de un Cy-
semigrupo en X tal que,

He_‘gA(t’”) <& s>0, (3.10)

cont €0, T] yv € W donde W es una bola abierta alrededor de ug, para
todo = PBo(v) = ¢, ||v]|-

Demostracion: Seanv € Y yu € Xy, = D(Aq(t,v)).

1 1
(Ax(t,0)uuw)o 2 =5 1f (D]og (00,120 2 =5 1f (Do 1000 1., Nl
> =Cs [[oll ullg -
Si > Po=Cs||v|l, se tiene
((Aa(t,0) + B)u, w) = (=Cs vll, + B) [lullg > 0.

La norma ||-||;,_ es calculada en las variables espaciales. De lo hecho antes
se concluye que —(A1(t,v)+BI) es disipativo. Puesto que Ay(t) es conserva-
tivo', entonces —(Ag(t)+A1(t,v)+BI) es también disipativo para 3 > Bo(v).
Ademds, para todo u € D(Ap(t)),

= (Ax(t,v) + BDully = | F(Q)vdzu + Blully < [fl [0, [10zullo+5 [lullo
< Cllllp, 10zullo + Bllully. (3.11)

Puesto que
[0ll2 = 3 (@atw) () @) () = S-mP a(m,m) 2, (312)

y ademds, para m # 0
2
doyul2 < 02 (m?+ ) Ja 2 3.13
[Ao(t)ullg < m”+ | a(m, )", (3.13)

donde M = max{|g|,, ,|p|l} del estimativo del lema técnico (Lema 3.2.4)
se obtiene,

1iAo(t) es autoadjunto o equivalentemente (Ao(t)u,u)o = 0
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10zullg < eM [|Ao(t)ully + C(e) [[ully,  Vu € D(Ao(t))-
Si se define e = (2C ||[v|| ., M), se llega a

(A (t,0) + 81)ully < C ol (€ [ Ao(e)ullg M + C(e) ullg) + 8 lul
< 5 IAo(t)ully + (CCE) olly + 8) Il

Si se usa ahora el resultado de perturbacion de Pazy ([38, Cor. III. 3.3]), se
concluye que, para todo 8 > Bo(v), —(Ag(t)+A1(t,v)+8I) = —(A(t,v)+5I)
es el generador infinitesimal de un Cy semigrupo de contracciones en X. Se
tiene que —A(t,v) es el generador infinitesimal de un Cy semigrupo tal que

He—sA(t,v) < 6’85, s> 0.

El resultado anterior demuestra la condiciéon (Hz). Para probar las condi-
ciones (Hi) y (Hs) se plantea el siguiente lema,

Lema 3.2.6. Sea s >3y S = (1-A)*2:Y — X. Entonces S es un
isomorfismo de' Y en X, t € [0,T], y el operador

B(t,v) := SA(t,v)S™ — A(t,v),

satisface
1B, )l zx) < Mvlly
1B(t,v1) — B(t, v2)l| x) < pllvr — v2lly

para vi,ve € W, t € [0,T] donde A = X(r), u = u(r) son constantes que
dependen sélo de r.

Demostracion: Si u € D(Ag(t)) entonces, (S7tu)(m,n) = (1 +m? +
n2)=5/20(m,n). Asi, para m # 0,

(Ap(t)S~tw)N(m,n) = —i (g(t)m3 —i—p(t)?:j) (1+m?+ n2)_s/2ﬁ(m, n).

Por lo tanto,
‘(Ao(t)sflu)/\(mvn)‘ < |(Ag(t)u)(m,n)|, puesto que (1+m>*4n?)~*/% < 1.
Se concluye que Ag(t)S~! € D(Ay(t)). Ahora, para m # 0,

(Ar(t,v)u)"(m,n) = (f(t)vdeu)"(m,n) = (f()7 * ima)(m',n’),

64



Y asi,

im'a(m’/,n’)
(1+m2 +n2)s/2°

(Aq(t,v)S™ ) N(m,n) = Z fHo(m —m',n—n')

Cuando m = 0 se tiene, u(0,n) = 0, (S~1u)"(0,n) = 0, (A1(t,v)S~1u)(0,n) =
0.

Para probar que Aq(t,v) €Y, se observa lo siguiente,

Z(l + m2 + n2)5/2 ’[Al(t’v)s_lu]/\(m,n)’z _
: —i (gt + p()25) P
1 24 28| £(3 m 4 (9 )
n;n ( +m~+n ) f( ) m/z:n/ i (g(t)m’3 _i_p(t)%?) (1 + m2 +n2)5/2
m # 0 ! ;,g 0
Ul Do @+mP 40?2 ( Y @(m—m',n—n)G(m',n'))?,
m,n m
m # 0 m' £ 0

donde w y G son funciones cuyos coeficientes de Fourier son W = [v(m,n)|

—i(g(t)m3+p(t)%2 R ‘
G = (1+m2+n2)s/2 u(m,n) , sim#0
0 , stm=20.

Se tiene que G,w € Y. Puesto que s > 3, se obtiene,

floo D M+m?+02)°( > @(m—m',n—n")G(m',n'))>
m,n m',n'

< | floo Cs [w]2 G2 < 0.

Por lo tanto, A1(t,v)S™' € Y yasi SA1(t,v)S™" estd bien definido. Mostraremos
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ahora que B(t,v) = SA(t,v)S™! — A(t,v) € B(X). Sim # 0, se tiene
‘((SA(t, v)S™E — A(t, v))uw) (m, n)‘ = ]((SAl(t, VST — Ay (t,v))u)" (m, n)‘

= |f(t) S (@m0 2 — 1+ m? + 0 o(m - m/ 0 —n)
m',n
m’ #0
m
(1+m”2 + n2)1/2
<C Z [(1+m2+n2)(5—1)/2+(1+ml2+n/2)(s—1)/2](|m_m/|_|_|n_n/|)
m/,n’
m' #0
[B(m —m'.n— )] (L +m + n?) 2 [ )|
<C > @+m2+n) V2 (m -+ n =) [5(m —m/,n — )]
m/,n’

m' #0

(1 _|_m/2 —|—n'2)(1_5)/2ﬂ(m',n’)

1-s)/2

(1 + m'? + n/2)(175)/2 ’ﬁ(m’, n/)’
+C Z (jm —m/| +|n —n|) [o(m — m',n — )| |a(m’,n")] .
m/,n'

m' #0

Los cdlculos anteriores son una aplicacion de la desigualdad del valor medio
aplicado a la funcion F(z,y) = (1 + 22 + y*)%/2, entre los puntos (x1,y1) y
(x2,Y2), y de la propiedad de convexidad de esta funcion.

Ademds, [(SA(t,v)S™! — A(t,v))u] w(0,n) = 0, para todo n € Z.

Considere ahora las funciones h y w, las cuales tienen como coeficientes de
Fourier,

S
—_~

m,n) = (lm[+ [n[) [0(m,n)]

= ‘a(m7 TL)| )

y los operadores 11 y 1o dados por,

Tw = A'MA" 5w
TQ’LU = Mh’UJ,
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donde Mj, designa el operador de multiplicacion por h. FEntonces,

[(SA(t,0)S71 = A(t,0))u] " (m, )| < C [(Tiw)(m, )| + C |(Tyw)" (m, )]

De la previa destgualdad y puesto que s > 3, se obtiene

H[(SA(t,v)S‘l - A(t,v))u]/\(m,n)Ho <C||(Tyw)(m, n)o|| + C ||(Tow)" (m, )],
<

AN ]|+ My
<C||MpAt=w|  +C Myl
<CIAll,_y ||A || _ +ClIAll,., lwlly

<Cllgradvll,_y [lwlly + C [l [[ullo
<Cllgradolls_y l[ullp + Clgradoll,_; [lully
<C vl l[ul -

Entre la cuarta y quinta linea se utilizo el lema de Sobolev. De lo anterior
se concluye que
1B(t, v)ullg < Clvll lully,

y entonces, B € AB(X). Puesto que v € W, se obtiene finalmente que
1Bl z(x) < A1

Se demostrard ahora que el operador A(t,v) satisface la condicion Hy.
Lema 3.2.7. Sea s >3, veY y (t,v) € [0,T] x W. Entonces,
Y € D(A(t,v)), A, v)‘y € B(Y, X),
y la aplicacion
A(,v): [0,T) = B(Y,X), t— A(t,v),
es fuertemente continua para cada v € W. Ademds, para cada t € [0,T], la

aplicacion
A(t,-): W — B(Y, X)

es uniformemente Lipschitz en W, esto es,
[A(t, v1) — AL, v2)ll iy, x) < pllor —ve2fl, Vo, v2 €Y.

donde = u(r) depende solo de r.
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Demostracion: Recuerde primero que Y C D(Ap(t)) = D(A(t,v)) y que
Ap(t) es el generador infinitesimal de un semigrupo fuertemente continuo
en X. Parau €Y yt€[0,T], se tiene

[AE v)ullg < [[Ao@)ully + 1AL v)]lo -
Mds ain,
[AL(t, v)ully < (I () MuOaully < [flo vl 192ully < Cs llvll lull, < Csllvll flull,-

Finalmente, ||A(t,v)ully < Co(1 4+ ||v||y) |lull,. Asi, A(t,v) € B(Y, X).
Sean vi,vo € W yu €Y. Entonces
[(A(t, v1) — At v2))ullg = £l 10xullf, lvr —v2llg

<Cs ||(9a;u||s_1 o1 — UQHO
<Cs [Jull; flvr — vzl -

Por lo tanto, | A(t,v1) — A(t, v2)ll g(v,x) < K llv1 — v2llg, donde = p(r).
Sean t, t' € [0,T], v,w € W. Entonces

At v)w — AW, v)w]| < |g(t) - g(t)] |

o, + p() — p(t")] |
+ £ = F@)] byl

Asi cuando t — t', teniendo en cuenta las condiciones sobre las funciones
f(t), g(t) yp(t) y los estimativos anteriores, se deduce el resultado deseado.

-1
0y wyyHO

A partir de los resultados establecidos hasta ahora, se tiene que para (t,v) €
[0,T] x W,
[At, v)uolly < (14 sup [wll,) [uolly < Az,
weW
y ast, (Hs) se cumple.

En conclusién, del Teorema 2.2.3 aplicado con X = X0 YV = X3 s >3y
los lemas establecidos en esta seccién se concluye el Teorema 3.2.1.

Observacion 3.2.8. Si u(t) es la solucion establecida en el Teorema 3.2.1,
entonces

y u(0) = ug.
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3.3 Ley de conservacién de la norma L?

A continuacién se muestra que la solucion u del Teorema 3.2.1 satisface la
més conocida ley de conservacién de la ecuacion KP: conservaciéon de la
norma L? (energia cinética). Ver por ejemplo Klein y Saut [28] y Wu [48].

Lema 3.3.1. Sean u = u(x,y,t) una funcion periddica en las variables z, y,
02” u(z,y,t)de =0y U(z,y,t) = 0, u(z,y,t) = [y u(z’,y,t)dz’. Entonces
U es 2m-periddica en x, y, y ademds

27 27
/ / uVy, drdy = 0. (3.14)
o Jo

Demostracion: La periodicidad de ¥ se deduce de la restriccion sobre u(zx,y,t),
t > 0. Ahora se procede a establecer la condicion (3.14).

2T 2w 2 2w
/ / uWyy dydr = — / / uyVy dy dx
0 0 0 0
2m

2T 2 27w
=— / 0 (05 1wy )V, da dy = f/ U, W, dxdy
o Jo o Jo

27 21 1 /27 27
= / (\If2 derdy = —= W2 dy = 0.
o Jo 2 Y

Teorema 3.3.2. Sean ug(x,y) € L? y u(x,y,t) la solucién del problema de
Cauchy (3.1). Entonces u satisface el estimativo

27 27 1 2 2w q
/ / 2x,y, T dz:dy—/ / 2(x,y) dx dy = E(0).

(3.15)
Demostracion: Al multiplicar la primera ecuacion de (3.1) por u(z,y,t) se
obtiene,

S (200 5 FO W)+ g(ttaze — p(H)ud; gy = 0. (3.16)

Ahora, usando la identidad * utgyy = (utigy — %u%)m, se obtiene la expresion
equivalente a (3.16),

1

S0 3 FOW)e + 90 i — Ju2)s — P00 My = 0. (3.17)

2 1,2
En efecto, (utze — 5U3)e = Uslar + Ulzze — UzUzs = Ullgaz.
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Ahora se procede a integrar (3.17) sobre la region R = Q x [0,T].

IS (G20 + 5 FO: + g0 uns = 3021~ p(O)ud; ) dody dt =0,
R

(3.18)
Debido a la periodicidad de u, el sequndo y tercer término de (3.18) son cero.
Ademds, por el Lema 3.3.1, el cuarto término de (3.18) es cero también. En
efecto,

Topamo e T 2 27
A /O /0 p(t)uab;luyy dx dydtZ/O p(t) (/0 /0 ua;luyy dxdy) di =0

Finalmente, usando el Teorema de Fubini, el primer término (3.18) se puede
escribir como,

1 27 27 T 1 27 27
s [ dvardrdy =5 [T [T @y, T) - g 0) dwdy.
2Jo Jo Jo 2Jo Jo

La altima expresion implica que E(T) = E(0).
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Capitulo

Resultados numeéricos

Durante la biisqueda bibliografica no hubo evidencia de resultados sobre la
buena colocacién de modelos con coeficientes variables. Sobre la buena colo-
cacion de la clasica KPI en R? y en el caso periédico, vale la pena mencionar
los articulos de Iorio [16], Isaza et al. [19], Molinet et al. [36] y Bourgain [5],
Torio [16], Isaza et al. [18], Schwarz [40] y Wu et al. [49], respectivamente.
Sin embargo, no se encontr6 ningun resultado sobre buena colocacién de la
ecuacion KPI en dominios acotados arbitrarios.

Sobre regiones acotadas se han encontrado varios trabajos numéricos, por
ejemplo, Bratos y Twizell [6], Chehab et al [7], Fen y Mitsui [10], Grava et
al [13], Klein y Saut [28], Slapere y Ratas [39] y Wazwaz [47]. Los trabajos
anteriormente mencionados utilizan diferencias finitas o métodos pseudo-
espectrales. En este capitulo se quiere abordar la estrategia de elementos
finitos la cual, hasta el conocimiento del autor, no ha sido explorada para el
caso de las ecuaciones tipo KP.

4.1 Formulacion Variacional

En esta seccién se va a realizar un estudio numérico sobre la regién rectan-
gular Q = [Zmin, Tmaz] X [Ymins Ymaz). Como se explicé en el capitulo 2, la
aplicacion de la teoria de elementos finitos requiere de la formulacion varia-
cional de la ecuacién GKPI dada en (1.10).
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Para esto es conveniente introducir el cambio de variables,
Uy =1u
’ (4.1)
U2 = Ulzg-

En la ultima seccion del capitulo se va a presentar una discusion de las for-
mulaciones variacionales alternativas que se utilizaron y de las dificultades
que se obtuvieron en su uso.

Ahora, al sustituir (4.1) en (1.10) se obtiene el sistema,
{u2 — Ulzx =0,
wite + f(t)ud, + ft)urus + g(t)usze — p(t)uryy = 0.

Si se multiplica la primera ecuacién de (4.2) por la funcién de prueba vy y la
segunda ecuacién (4.2) por la funcién de prueba v y se integra por partes,
se obtiene la siguiente formulacién variacional de la ecuacion GKPI

(4.2)

(u2,v2)q + (U1z,v22) g — (U12M1,V2) 50 = 0, (4.3)

(waea, 01)g + (SO (1) 01) |, + (F(Ouruz, 01)g = (9D, vis)g +

(p(t)ury, v1y)g + (9(t)u2em1, v1) 50 — (P(E)u1yn2, v1) 50, (4.4)

donde 71 y 1m2 son los vectores normales unitarios en las direcciones = y v,
respectivamente.

Un primer esquema de discretizacién temporal de tipo implicito que se pro-
pone en el presente trabajo para aproximar (4.3)-(4.4) estd dado por

(Bus™ + (1 = O)ug,ve )+ (0w + (1= O)uiyva0) —(ui s 0), = O)’
45

1 n n n n n
A (=t ) (fara O + fu(L = O)ul,) (Burf 4

(1= 0)uly,v1)a + ((fn+19U?+l + fu(1 = 0)ul)(Oust + (1 — 0)uf), Ul)Q
- (9n+1GUS§1 + gn(1 — O)usy,, vm)QJr(gnHqulm, v1)8ﬂ

— (Pn1u1ym2, v1) 50 = 0, (4.6)

donde (-, ), es el producto interno en L2(Q) y (-, -)q, es el producto interno
en L?(092). Cuando # = 0.5, se dice que el esquema es de tipo Crank-
Nicholson.

n+1
+ (pn+1U1y >U1y)Q
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4.2 Experimentos numéricos

Una onda viajera de la ecuacién GKPI es una solucién de la forma u(z, y,t) =
#(&), £ = pr+q, donde p y g son funciones en las variables y, t. Es conocido
que las soluciones de ondas viajeras de ecuaciones no lineales de evolucion,
juegan un importante papel en el estudio de muchos fenémenos naturales en
ciencias e ingenierias.

Un solitén es un tipo particular de onda viajera que se propaga sin cambiar
su forma y la cual no es destruida cuando colisiona con otra onda del mismo
tipo. Este tipo de soluciones son adecuadas para realizar pruebas con dis-
tintos esquemas numéricos. Las soluciones exactas como las consideradas en
esta seccién han permitido evaluar el desempefio de la estrategia numérica
propuesta y analizar el orden de convergencia en tiempo y en espacio. De
paso se logr6 confrontar con el orden de convergencia esperado en un es-
quema totalmente discreto, el cual se ha discretizado en espacio utilizando
elementos finitos lineales (orden 1) y en tiempo mediante un esquema de
diferencias finitas implicito.

El objetivo de los siguientes experimentos es validar la propuesta numérica
de las ecuaciones (4.21)-(4.22), junto con las condiciones tipo Dirichlet y
Neumann sobre una region rectangular, utilizando algunas soluciones de
onda solitaria conocidas de la ecuacién KPI y GKPI, tales como el solitén
de Zaitsev, el solitén en linea o en banda, el solitén racional para la ecuacién
KPI, y bisolitones para la ecuacion KPI y GKPI.

En el caso de las ecuaciones tipo KP las ondas solitarias tienen la forma

U(l‘,y,t) = Cbc(l' - Ct7y)a

donde y es la variable transversa y ¢ > 0 es la velocidad de la onda solitaria.

La onda solitaria se dice localizada si ¢. tiende a cero en el infinito en todas
las direcciones. Para estas ondas solitarias, el espacio de energia es

Y =Y(R?) = {u € L*(R?), wu,c L*R?), 0,'u,c L*(R?)},

donde
2 2 ¢||? 1/2
100l = (197 sy + |5 )

Miés adelante se muestra un ejemplo de una onda solitaria localizada para
la ecuacién KPI. La ecuacion KPII no admite soluciones localizadas (Klein
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y Saut [28]). Para la ecuacién KPI se conocen entre otros, tres tipos de
solitones: solitones en linea, solitones racionales y solitones periédicos en
una de la direcciones x o y. En esta seccién se van a presentar experimen-
tos con los tres tipos mencionados. Para llevar a cabo esta tarea, se van a
usar varios articulos en cuales se calculan o presentan varias soluciones de
este tipo, para la ecuacién KPI o GKPI. Algunos de los autores que fueron
consultados para este trabajo son Borhanifar et al. [4], Chehab et al. [7],
Feng y Mitsui [10], Jia et al. [21], Klein y Saut [28], Li et al. [32], Lii y Xie
[35], Sun y Tam [44], Wang et al. [46], Wazwaz [47], Wu [49] y Yomba [52].

4.2.1 Propagacion de ondas solitarias en medios homogéneos

Para empezar considere la ecuacion KPI,
(ur + QU + Q2Upgs) s — A3Uyy = 0. (4.7)

Se realizard una simulacion para aproximar las soluciones de la ecuacién
KPI en una regién rectangular Q = [Ziin, Tmaz] X [Ymins Ymaz] €n el plano.
Motivados por las condiciones tipo Dirichlet y Neumann en la formulacién
variacional (4.21)-(4.22), la condicién inicial del problema de Cauchy y en
parte por los experimentos de Wazwaz [47], se impondrén las siguientes
condiciones de frontera,

u(xxmzn)y7t) = hl (yat)a U(l‘xmax, y7t) = h2(y7t)7

’U,(iL‘, Ymin, t) - h3(.’IJ, t)a ’U,(.Z', Ymazx, t) = h4(5L‘, t)
Uy (-ﬁrminy Y, t) = hs (y, t), Uy (xacmam Y, t) = he (y, t),
uy(l‘a Ymin, t) = h7($, t)a Uy(.’L‘, Ymaz, t) = h8($, t)a
para r € [xminv xmaac]y Yy € [ymina ymaa:] y t Z 0.
En todos los experimentos que se van a realizar se utilizan los valores de
frontera conocidos de las soluciones exactas consideradas. Esto es, en todos

los casos se conocen de antemano las funciones hq hasta hg, tanto en el caso
de los coeficientes constantes, como en el caso de los coeficientes variables.
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Para las simulaciones se usard el solver lineal MUMPS (MUltifrontal Mas-
sively Parallel direct Solver) en las iteraciones del Método de Newton, en
lugar de descomposicion LU, la cual es la usada por defecto en la libreria
FEniCS, para resolver sistemas lineales.

En los experimentos de esta seccidon se usé una malla construida con el soft-
ware Gmsh sobre la regién plana rectangular [—30, 30] x [—10, 10], con n,; =
1000, n, = 400, lo cual da tamano global de malla h,q, ~ 0.0915245904
y se va a usar un At = 0.002. Se puede notar que la divisién en x y en
y no guarda la misma proporcién, esto es, la divisién no es igual para las
dos variables espaciales. Esta decisién fue tomada después de realizar varios
experimentos y observar el comportamiento del método con distintas divi-
siones en z y y. La malla generada tiene un total de 462792 nodos y 922786
elementos.

4.2.1.1 Soliton de Zaitsev

En este experimento se va a modelar la propagaciéon de una onda solitaria
en un medio homogéneo descrita por la ecuacion (4.7) con oy = ag = ag =1
de la forma

w(z,y. ) = 1207 1 — B cosh(ax — wt) cos(dy)

(cosh(aw — wt) — B cos(dy))?’ (4.8)

donde 8 = 4/ 52_55’0‘4, 30 < 8%, w = 52;"4, y ¢ = 2 (ver Chehab y Mam-
meri [7], Klein [28] y Zaitsev [53]). Este solitén fue primero encontrado
por Zaitsev, mediante superposicién de infinitos solitones racionales. Puede

mostrarse que este solitén es una solucién exacta de la ecuaciéon KPI (4.7).

Para este experimento se tomaran los valores a = 0.74, f = 0.31686,
6 = 1.0, w = 1.75657 y la velocidad de propagacién de la onda esta dada
por ¢ = & = 2.37375, con el fin de obtener una velocidad moderada que
permitiera observar el comportamiento del soliton en el tiempo elegido.

En la Figura 4.1 se presenta la solucién numérica obtenida en el tiempo
T = 2. El tiempo de cémputo para este calculo fue 14238.317 segundos, es
decir, 3.95 horas. Kl error en la norma del supremo con respecto al solitéon
de Zaitsev, el cudl es una solucién exacta, es 0.0575225 y el error en la norma
de L?, con respecto a la misma solucién es 0.0982753 en el tiempo final.
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Figura 4.1: Soliton de Zaitsev con o = 0.74, = 0.31686, 6 = 1.0 calculado
en el tiempo T = 2.0.

Por otra parte, en la Figura 4.2 se muestra la solucién numérica calculada
en el tiempo T = 2, en el caso § = 0.0, « = 0.759836, 6 = 1.0 y w = 1.75477,
lo cual produce una velocidad de onda dada por ¢ = 2.3094. El error en
la norma del supremo, con respecto a la solucién exacta, es 0.0076740 y se
obtuvo un error en la norma L? dada por 0.0133984 en el tiempo final. El
tiempo del cédlculo fue de 3415 segundos, es decir, cerca de 0.9486 horas.

9.6e+00

X Axk

Figura 4.2: Soliton de Zaitsev soliton con 5 = 0.0, @ = 0.759836, 6 = 1.0 y
w = 1.75477 calculada en T = 2.0.

El solitén de Zaitsev decae exponencialmente en las direcciones positiva y
negativa del eje x, mientras que en la direccién del eje y la solucién es per-
iddica. En ambos casos la solucién se mueve en la direccién positiva del eje
z, de acuerdo a lo prescrito.

La transformacién 6 — i, o — i, ¢ — ic produce un solitén el cual es
periddico en la direccién del eje del x, y localizada en la direccion del eje y.
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4.2.1.2 Solitones en linea o solitones en banda

A continuacion se presentardn algunos experimentos realizados con un tipo
de soluciones de onda viajera llamada solitéon en linea. Dos valores de A son
utilizados en los calculos. El solitén en linea se mueve con una velocidad
de ¢ = 4k? — 3)\? en una direccién que forma un angulo de arctan(—\)~!
con respecto al eje = (ver Feng y Mitsui [10]). Esta solucién es una solucién
exacta de la ecuacion KPI con constantes oy = 6, ag = 1y ag = 3, y estd
dada por

u(z,y,t) = 26%sech®(k(z + Ay — (4x% — 3X2)t — xp)). (4.9)

En el primer experimento se usan los valores xg =0, A =0.0 y x = 1.0. La
velocidad de la onda es asi ¢ = 4.0. El error calculado en el tiempo final
en la norma del supremo, con respecto a la solucién exacta, fue 0.0051949
y en la norma de L? fue 0.0086175. El tiempo aproximado de cémputo fue
de cerca de 3.94 horas. En la Figura 4.3, se muestra la solucién numérica
calculada en el tiempo T = 2.

X Axt 9.7e+00
-30 -20 -10 4] 10 20 30 [ &
+ ; s 1

2 A s l—].‘?e—[ﬂ

Figura 4.3: Solitén en linea con A = 0 calculado en el tiempo T = 2.0.

Ahora se realiza el experimento correspondiente al valor A = —1.0. En este
caso la velocidad de la onda es ¢ = 1.0. El error en el tiempo final en la
norma del supremo, con respecto a la solucién exacta, es 0.1109211 y el
error que se obtuvo en la norma L? es 0.1369886. El tiempo total del cal-
culo numérico fue de 1.865 horas. En la Figura 4.4 se presenta la soluciéon
numérica en el tiempo T = 2.

Ambos solitones en linea se mueven hacia la derecha sin deformarse de
acuerdo a lo esperado. Se observa que ambos se mueven hacia la derecha,
como se espera de acuerdo al valor de la velocidad. Los dos solitones en
linea decaen cuando |z| — oc.
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Figura 4.4: Solitén en linea con A = —1.0 calculado en T = 2.0.

4.2.1.3 Solitén racional o solitén con forma de campana

Para la ecuacién KPI existe una soluciéon localizada en ambas direcciones
espaciales con un decaimiento de la forma O(1/r?), donde 7? = 22 + y?
cuando r — oo (ver Feng y Mitsui [10] y Klein [28]). El solitén con forma de
campana' estd dado por la siguiente expresion racional en ambas variables
espaciales:
oy t) = 4 —( — w0 — 3p°t)* + p*(y — yo)* + 1/u22' (4.10)
((z =20 = 3p®)* + 1 (y — o) + 1/12)

Esta expresién es una soluciéon exacta de ecuaciéon KPI dado que a3 = 6,
as =1y az=3.

En la ecuacién (4.10), (9, yo) es un punto constante que representa el lugar
donde la amplitud de la solucién es mayor. La solucién de onda viajera se
mueve en este caso con una velocidad de ¢ = 3p2.

Para el experimento que sigue se usaron los valores p? = 1.0, (zg, 30) = (0,0).
Esta onda tendra una velocidad de ¢ = 3.0 y asi, de acuerdo con (4.10), se
movera en la direccién positiva del eje x. El error en la norma del supremo,
con respecto a la solucién exacta, es 0.0197870 y con respecto a la norma, L2,
es 0.0450183, ambos errores calculados en el tiempo final. El tiempo total de
cémputo fue de 0.889 horas. En la Figura 4.5 se muestra una representacion
de la soluciéon numérica del solitén racional en el tiempo T' = 2. Se puede
verificar que el perfil se mueve hacia la parte positiva del eje x.

!Conocido en inglés como Iump soliton.
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Figura 4.5: Soliton racional calculado en el tiempo T = 2.0.

4.2.1.4 Bisolitén exacto

El siguiente bisolitén es calculado en Lii y Xie [35, Caso 1.]. De acuerdo a
[35], y usando el Método de Hirota?, el bisolitén para la ecuaciéon KPI (1.2),
con a1 = 6, ag = 1, ag = 3, es dado por la férmula

y = L202Wen _ 12&2(“’2”")2, (4.11)
aqw aqw

donde los términos son calculados de acuerdo a las expresiones
4 2
a*as — A«
w=1+e" + e+ vett, E=ar+ Ny — —=— 3¢
a

brag — 52a3t L —(A\b —da)?as — 3a%b%(a — b)%as
b ’  —(\b—da)?as — 3a2b%(a + b)2ay’

1N =bx + dy —

Siguiendo el ejemplo de Lii y Xie, los parametros numéricos que se van a usar
sonag=10,b=—-1.0, A\ = —-2.0y § = —2.0. En esta parte se usé calculo
simbélico con Wolfram Mathematica 12.0 para realizar los complicados y
extensos calculos que se requieren para evaluar las derivadas de la solucién
u de acuerdo con (4.11) usados en el esquema numérico. El error en la norma
del supremo, con respecto la solucién exacta, es 7x 1072 y en la norma de L?
fue 1x107!, en T' = 2. El tiempo de calculo fue de 16185.270 segundos, cerca
de 4.4959 horas. En la Figuras 4.6 y 4.7 se muestra la solucién numérica del
bisolitén calculado en el tiempo T'= 0 y T = 2, respectivamente. Cémo se
observa en las Figuras 4.6 y 4.7 , la onda se mueve hacia la izquierda.

ZPara una descripcién del método de Hirota vale resaltar las referencias [14, Cap. 3],
Jia et al. [51] y Zhiming et al. [54].
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Figura 4.6: Bisolitén calculado en el tiempo T'= 0
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Figura 4.7: Bisolitén calculado en el tiempo T = 2

4.2.2 Propagacion de ondas solitarias en medio no homogé-
neos

En los siguientes experimentos, se hace un estudio de la propagacién de
ondas solitarias en medios no homogéneos; esto es, el modelo con coeficientes
variables GKPI,

Ute + [ ()7 + f(E)utizs + 9t Uarae — p(t)tyy = 0. (4.12)

De nuevo se hace uso del articulo de Li y Xie [35, Caso 2.| para calcular
el solitén lineal de la ecuacion GKPI. De acuerdo a [35], el bisolitén de la
ecuacion GKPI estda dado por la férmula,

1202wz, 120 (wy)?

_ _ 4.13
u o w oaqw? (4.13)

donde los términos son calculados de acuerdo a las expresiones

w=1+ et + e+ e, §:ax+)\y+/g(t)dt,

5%a’ + 6%a — H*\?
n = bx + oy + a b)\(; /g(t)dt,
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L 62a%(1 + a®) — 2abAS(1 + a3) + b2A\2(4a® — 6a2b + 3ab® + 1)
~ 02a2(1 + a3) — 2abA3(1 + a3) + b2A2(4a? + 6a2b + 3ab? + 1)’

con las restricciones entre los coeficientes

a CL3
f0 = rg, a0 =Dy

con a, b, A\, k' y § constantes no nulas arbitrarias y a > 0.

En el primero de estos experimentos se usa la funcién g(t) =t + 1 y los
parametros a = 1.0, b = 1.0, A = 0.5, k = 2.0 y § = 0.5. El error en la
norma del supremo, con respecto a la soluciéon exacta, es 0.0197870 y con
respecto a norma de L? es 0.0450183 y un tiempo de cémputo de 4.5253
horas. En la Figura 4.8 se muestra la solucién calculada en el tiempo T' = 2.
El perfil inicial se mueve hacia la izquierda.

-30 20 -0 o 0 20 Mo 1.5e+00
L 1 " |
0
—1

[ —05

TAxs O3 - - :ﬂll!&P;.éeL[]?
* Ax

Figura 4.8: Solitén con g(t) =t+1,a=1.0,b=1.0, A =05, k=20y
0 = 0.5 en el tiempo T = 2.

A continuacion se cambia el pardmetro b y los otros pardmetros se dejan
iguales. El perfil que se genera es completamente diferente. En la Figura
4.9 se muestra la solucion numérica del solitén calculado en T = 2. Los
errores en la norma del supremo y de L?, fueron respectivamente 0.0193044
y 0.0610913, y un tiempo de computo de 4.803904 horas. El perfil inicial se
mueve en efecto hacia la izquierda.

Para finalizar esta seccién se hace un experimento con coeficientes periodi-
cos en la ecuacion GKPI.

Se us6 la funcién g(t) = 1.0 + 0.25sin(16¢), y los pardmetros a = 1.0,
b=—-15, A=0.5, k =2.0y 6§ =0.5. Los errores en la norma del supremo y

81



-30 -20 a0 0 2.3e+00

7 Ax 05
o i
w0 B o0 g7

Figura 4.9: Solitén con g(t) =t+1,a=1.0,b=-1.0, A =05, k=20y
6 = 0.5 en el tiempo T = 2.

de L? fueron 0.0157922 y 0.0343916, respectivamente. El tiempo de cémputo
fue de aproximadamente 4.773686 horas. En las Figuras 4.10-4.11 se muestra
la solucién numérica en los tiempos T'=0y T = 2.

a0 - a0
0 ‘ t f Vaxs 3.42+00
° K

—2

0 7 AxE !
30 -20 - ) l
X AXE -1.7e-06

1 Axk

Figura 4.10: Solitén con g¢(t) = 1.0 + 0.25sin(16t), a = 1.0, b = —1.5,
A=05,k=20y d=0.5enel tiempoT =0

El perfil inicial sufre un cambio con respecto a los casos anteriores. Como
se puede visualizar en las Figuras 4.10 - 4.11, la parte mas elevada del perfil
se mueve hacia la derecha, mientras que la parte més baja se mueve hacia
la izquierda, lo cual estd de acuerdo con la expresion (4.13).

4.3 Orden de convergencia del método numérico
propuesto

El objetivo de esta seccién es calcular el orden de convergencia del método
numérico propuesto en este capitulo.

El error esperado al aproximar la solucién 7, en la superficie libre (ver Figura
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Figura 4.11: Solitén con g¢(t) = 1.0 + 0.25sin(16t), a = 1.0, b = —1.5,
A=0.5,k=20y d=0.5en el tiempo T = 2

Figura 4.12: Movimiento de una onda solitaria en una superficie libre.

4.12), usando FEM con una malla uniforme de elementos triangulares y con
una discretizacién temporal At estd dada por

17— mnaill 2y = OM) + O((A1)*2), (4.14)

donde \; = k+1, siendo k es el grado del polinomio usado en la aproximacion
de elementos finitos, Larsson y Bengzon, [29, Cap. 4], Larsson y Thomée
[30, Cap. 5] y Langtanten y Logg [31], y A2 es es el orden de la aproximacion
temporal, el cual depende de la discretizacion utilizada, Larsson y Thomée
[30, §7.2] y Strikwerda [43, §3.1]. Aqui 7, o+ representa la aproximacién de
1 usando las condiciones mencionadas, calculada en el tiempo t = T.

Para realizar primero el estimativo asociado a la discretizacién espacial, se
ha tomado un paso temporal fijo At suficientemente pequefnio de tal manera
que el error dominante sea el espacial. Asi n, ¢ serd denotado simplemente
como 7. En este caso se espera que (4.14) se reduzca a,

1 =m0l 20y = O(B™M). (4.15)

Se consideren ahora aproximaciones a 7 con tamafos de malla globales h,
h/2 y h/4. Haciendo uso del estimativo de la ecuacién (4.15) se concluyen
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las siguientes expresiones:

th - 77h/2‘ e = 17 = nnllp2) + Hn - nh/z‘ @)
~0 MM +0 (Z)Al ,
th/Q B 77"/4‘ 12(Q) = HU B 77"/2‘ 2o T HU B nh/“‘ 12(Q)

h\M h\M
~o(3) +o(3)

donde A; es la razén de convergencia del esquema de elementos finitos y 7,
Nh/2> Mh/4 SON las aproximaciones a n con h, h/2 y h/4, respectivamente.

Se tiene entonces que,

~C (h)™M, (4.16)

L

MM
ooy <€ (2) . (4.17)

Si se divide la expresién dada por (4.16) entre la expresién dada por (4.17)
y se realizan las simplificaciones respectivas, se obtiene

HUh/Q - 77h/4‘

Hﬁh - 77h/2’ £2(9) .

HUh/Q - 77h/4‘ £2(9)

Por lo tanto, para el esquema de elementos finitos propuestos la razén de
convergencia espacial es aproximadamente

A1 =~ logy (’ th - nh/2H2 ) .

‘Uh/z - 77h/4H2

Para calcular el orden de convergencia del esquema, se va a utilizar el solitéon
racional dado por (4.10), sobre la regién rectangular [0,20] x [0,20]. Los
pardmetros numéricos son n, = ny, At = 0.0002 y el tiempo final T' = 1.
Se comienza con n, = 60, con lo cual se generan 7200 elementos. Se finaliza
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con n, = 1920, lo que produce en total de 7372800 elementos. Para este ex-
perimento se usé el mallador mshr de FEniCS. En la Tabla 4.1 se presentan
los errores medidos en la norma L? cuando el tamafio de la malla es divida
a la mitad.

h \ 7 = n2ll2 \ A \ A ‘
0.471404520791035 | 1.8378898 0.8173594 | 1.16901
0.235702260395518 | 0.8173594 0.2229584 1.8742
0.117851130197759 | 0.2229584 0.0588227 | 1.92233
0.058925565098879 | 0.0588227
0.029462782549439
0.0147314

Tabla 4.1: Orden de convergencia espacial del FEM usando At = 0.0002.

En los resultados de la tabla se observa que el orden de convergencia obtenido
es cercano a dos, como se espera de un método elementos finitos con ele-
mentos triangulares lineales (ver estimativos dados en la seccién 2.4.2).

Para estimar el orden de convergencia de la discretizacion temporal, se toma
una malla espacial uniforme con tamano global de malla h suficientemente
pequeilo, de tal suerte que el error dominante es el temporal. Aqui 7, A
serd escrito como na; y asi el estimativo (4.14) se reduce a

17 = nadll2(q) = O((AL)*2), (4.18)

Usando el estimativo (4.18), aproximaciones na¢, a¢/2 ¥ 1a¢/4 y procediendo
como en el caso espacial se obtiene,

X ~ log, ( H77At - 77At/2H2 ) .

HﬁAt/Q - 77At/4H2

Para esquema tipo Crank-Nicholson aplicado a la discretizacién en la vari-
able temporal en el sistema (4.21)-(4.22), se espera una razén de convergen-
cia de orden dos (ver Larsson y Thomée [30, §7.2] y Strikwerda [43, §3.1]).
El orden de convergencia en la variable ¢ es obtenida por una aproximaciéon
analoga a la que se hizo en la variable espacial, pero con una malla fija y
un tamano global de malla h suficientemente pequeno y ahora es At quién
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se va a dividir a la mitad, iniciando con At = 0.02. Aqui na; denota la
aproximacién de i calculada usando un paso temporal de tamano At.

Para este experimento se va a usar el solitén en linea dado por (4.9) y una
malla espacial sobre la region rectangular [0,20] x [0,10]. Los pardmetros
numeéricos son k = v/2, n, = 400, ny = 400, 320000 elementos, el tamano
global de malla es h = 0.0559016994 y el tiempo final T' = 1.

’ At \ Inar = nacllo \ [y ra ‘ A ‘
0.02 2.9671191 1.0404888 1.5118
0.01 1.0404888 0.2746889 1.92139
0.005 0.2746889 0.0672549 2.03009
0.0025 0.0672549 0.0160731 2.06499
0.00125 0.0160731 0.0039502 2.02465
0.000625 0.0039502 0.0008626 2.19516
0.0003125 0.0008626
0.00015625

Tabla 4.2: Orden de convergencia temporal del esquema usando un tamano
de malla espacial h == 0.0559016994.

En la Tabla 4.2, se observa que el orden esta cercano a dos, como se espera
en una discretizaciéon tipo Crank-Nicholson como la usada en el esquema
propuesto.

Reuniendo los errores calculados para la discretizacién espacial y para la
discretizacién temporal, se tiene evidencia numérica de que el esquema to-
talmente discreto, es decir, en el cual se ha considerado de forma simultinea
la discretizacién espacial y la temporal, es aproximadamente O(h? 4 (At)?).

4.4 Propagacion de ondas en el caso de frontera
periddica

En esta seccién presentamos una estrategia numérica alternativa a la usada

en las secciones anteriores para la aproximacién de las soluciones tipo solitén

de la ecuacién GKPI. De nuevo se considera la discretizacion sobre un rec-
tangulo planar [Zpin, Tmaz| X [Ymin, Ymaz), donde consideramos periodicidad
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en la variable y, y Dirichlet nulas en las fronteras * = Zyin, ¢ = Tiaz, @ fin
de simular el decaimiento en infinito de las soluciones consideradas cuando
|z| — oo. Es importante anotar, que también se pueden considerar condi-
ciones de frontera periddicas en las dos variables z,y, o el caso en que hay
periodicidad en la variable x y se imponen condiciones de Dirichlet nulas en
las fronteras ¥ = Yimin, ¥ = Ymaz- En ese caso, las condiciones de Dirichlet y
Neumann que aparecen en la formulacién variacional (4.3) - (4.4) desapare-
cen y la formulacién variacional se reduce a

(u27 UQ)Q + (u1x7 va)Q =0, (419)

+ (f(t>u1u27vl)ﬂ - (g(t>u23377}1:17)ﬂ +
(p(t)ury,v1y)qg, (4.20)

(witz,01)g + (f () (u12)?,v1)

Q

donde vy y v9 son funciones de prueba.

El esquema de discretizacién temporal de tipo implicito (método del trapecio)
para aproximar (4.19) - (4.20) queda modificado como

<9u§+1 + (1 — 6)us, 112)0 + (QU?jl + (1 - H)U’fx,vgx)g =0, (4.21)

1 n n n n n
At (ulac+1 — Ul Ul)g + (far10ul7" + fo(L = O)uiy) (Guiy ' +

(1= 0)ul o) + (0™ + fu(1 = )uf) (Bug ™ + (1~ 0)ug), 1)

+ (rarufy o) = (01008 + g (1 = O)uly,via) =0 (4.22)

Q

A continuaciéon se van a presentar simulaciones numeéricas con el solitéon
de Zaitsev y con el solitéon en linea que fueron estudiados en las secciones
4.2.1.1 y 4.2.1.2, respectivamente. En lugar de usar las formulacién (4.3) -
(4.4) como en la seccién 4.2.1, se va a usar de forma experimental la formu-
lacién variacional (4.19) - (4.20), atin cuando los solitones que se modelan
no son periddicos en las dos variables. El solitén de Zaitsev es solo periddico
en la direccién de y y ambos decaen exponencialmente en la direccién de x.
Adema&s ninguno satisface la condicién (3.2) de media cero en la variable .

El solitén de Zaitsev es una solucién exacta en R? de la ecuacién KPI con
coeficientes a1 = 1, as = 1 y ag = 1. La férmula es

B 9 1 — fcosh(ax — wt) cos(dy)
u(z,y,t) = 12 (cosh(ax — wt) — B cos(dy))?’

(4.23)

87



2_ 4 2 4
donde 8 = /2 530‘ ,3a4§52,w:5%,yc:

RIE

La simulacion fue realizada en un rectangulo [0, 40] x [0, 27]. Se tuvo cuidado
en poner en y un multiplo entero del periodo. Los pardmetros utilizados en
el solitén son xg = 20, 6 = 1.0, a = 0.74, 5 = 0.316863882. Con estos datos
la velocidad de propagaciéon es ¢ = 2.37375. Los pardmetros numéricos son
ng = 300, n, = 150, At = 0.00083. Con estos datos el tamafio global
de malla es h ~ 0.1397583. La malla generada aqui en menos fina que la
utilizada en la seccion 4.2.1.1. Para la estrategia usada en esta seccidon se
us6 un espacio de elementos finitos de orden dos, incluyendo la condicién de
periodicidad en la variable y, y condiciones de Dirichlet nulas en las fronteras
T = Tpmin, T = Tmaz, 10 cual se puede definir usando librerias de FEniCS en
la forma

mesh=RectangleMesh(Point (xmin,ymin) ,Point (xmax,ymax) ,nx,ny )
P2 = FiniteElement(’P’, triangle, 2)
element = MixedElement ([P2, P2 1)

W = FunctionSpace(mesh, element,
constrained_domain= PeriodicBoundary() )
L = ’near(x[0], 0)’

bc_left = DirichletBC(W, Constant( (0,0) ), L )
bcs = [bc_left]

Aqui PeriodicBoundary() es una clase que debe ser definida indicando las
fronteras a lo largo de las cuales se supone la periodicidad. Para obtener
convergencia de la iteracién de Newton en cada paso del tiempo, fue ademas
necesario realizar de nuevo el cambio del solver de MUMPS a GMRES con
el precondicionador ILU (ver tablas 2.1 y 2.2), usando las siguientes instruc-
ciones de FeniCS:

ffc_options={"optimize":True, "eliminate_zeros":True, \

"precompute_basis_const":True, "precompute_ip_conts": True}

J = derivative(F, w)

problem = NonlinearVariationalProblem(F, w, bcs, J, \
form_compiler_parameters= ffc_options)

solver = NonlinearVariationalSolver (problem)

prm = solver.parameters

prm[’newton_solver’] [’linear_solver’] = ’gmres’

prm[’newton_solver’] [’preconditioner’] = ’ilu’
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le-5
le-5

prm[’newton_solver’] [’absolute_tolerance’]
prm[’newton_solver’] [’relative_tolerance’]
solver.solve()

La simulaciéon de dejé avanzar hasta T = 1. El tiempo total de cémputo
fue de 5.5 horas. Con esta estrategia se obtuvo un error en la norma L? de
5.4 x 1073 y en la norma del maximo el error fue 3.7 x 1073. En la Figura
4.13 se presente el solitén al inicio de la simulacién.

X Axl

Figura 4.13: Solitén de Zaitsev en T' = 0 con estrategia periddica.

En la Figura 4.14 se observa la solucién numérica en el tiempo final T' = 1.0.
Se verifica que hay un desplazamiento hacia la derecha que es compatible
con lo que predice la teoria.
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Figura 4.14: Soliton de Zaitsev en T' = 1.0 con estrategia periddica.

Para la siguiente simulaciéon se utiliza otra solucién exacta de la ecuacion
KP en R2. El solitén en linea o en banda estd dado por

u(z,y,t) = 25%sech? (k(x + My — (462 — 3A%)t — x)). (4.24)

Para esta simulacién se usaron los pardametros a; = 6, as = 1, ag = 3
en la ecuacién KP, y A = 0, k = 1/v/2 y 19 = 20. La simulacién de
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hizo en el rectdngulo [0, 40] x [0, 20]. Los pardmetros numéricos usados son
At = 0.01, n, = 250, ny = 150. Con estos datos el tamano global de malla es
h =~ 0.2082733. Esta malla es menos fina que la usada en la seccién 4.2.1.2.
Los elementos finitos y condiciones de frontera usados son los mismos que
en la simulaciéon anterior.

En la Figura 4.15 se presenta el solitén en linea al inicio de la simulacion.

X Axk
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Figura 4.15: Solitén en linea T'= 0 con estrategia periddica.

La simulacién de dej6é avanzar hasta T = 5. En la figura 4.16 se presenta
la solucién numérica en T = 5. Es importante notar es la primera vez en
este trabajo que se ha podido avanzar hasta ese valor de tiempo en una
simulacion usando el esquema propuesto, sin el problema de crecimiento del
error o pérdida de convergencia.

X Axk

1}

X Axis
Figura 4.16: Solitén en linea T'= 5 con estrategia periddica.

Como se expreso en la seccion 4.2.1.2 la velocidad del solitéon en linea es
c = 4k% — 3)\2. En este caso el valor es ¢ = 2.0. Se observa comparando las
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Figuras 4.15 y 4.16 que el desplazamiento hacia la derecha es compatible con
la teorfa. El tiempo total de cémputo es esta simulacién fue de 2.5 horas.
El error reportado en la norma L? es 2.6 x 1072 y en la norma del supremo
es de 4 x 107%. Estos valores son mucho mejores que los arrojados por la
simulacién de la seccién 4.2.1.2.

4.5 Discusion numérica final

Durante los primeros experimentos se probaron varias formulaciones varia-
cionales y se comparaban los cdlculos con los experimentos realizados en
Wolfram Mathematica, usando al rutina NDSolve y las subrutinas adi-
cionales disponibles, por ejemplo

Method->{"PDEDiscretization"->{"MethodOfLines",
"SpatialDiscretization"->{"TensorProductGrid",
"MinPoints"->250}1}}.

Esta rutina tiene una limitacién con el nimero de derivadas que se pueden
implementar. Esto hizo que se descartara la versién diferencial de la ecuacién
KP, que tiene una derivada de cuarto orden en x. Al implementar la version
diferencial en FEniCS también aparecié la dificultad de programar el tér-
mino ., V., que aparece de la integracion por partes, donde v es la funcién
de prueba. Los ejemplos que se encontraron en las referencias usaban o pro-
ducto de hessianas o producto de divergencias, ninguno de las dos opciones
se puede usar en el caso de la ecuaciéon KP.

La siguiente formulacién que se utilizé fue el cambio de variable v = ug,.
Primero se intenté manteniendo sin desarrollar el término (uu,),. Luego
se logr6 evidenciar que era mejor expandir este término y esto es lo que
aparece en el sistema (4.2) y en la formulacién variacional (4.3)-(4.4). Esta
formulacion empezé a producir resultados satisfactorios y con ella se realiz6
el presente trabajo. En las primeras pruebas se usé el solver por defecto
de FEniCS y utilizado hasta 8 subprocesos; es decir, 8 partes del programa
que se ejecutan de forma dividida para completar la tarea propuesta y para
los cuales el sistema operativo asigna tiempo de CPU. Esta estrategia de
cuasi paralelizacién estéd implementada internamente en FEniCS. El tiempo
de computo sobrepasé las 18 horas continuas. La razén para intentar con
esta formulacién es que en previos trabajos ha dado buenos resultados en la
ecuacién KdV (Korteweg-de Vries), como por ejemplo recientemente en [37].
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El primer intento de usar un solver fue con el solver Gmres. Si bien el
tiempo de computo se redujo, la gran desventaja fue que mpirun no resulté
compatible con Gmres y esto obligd a buscar otro solver. Con MUMPS
si resulté posible usar mpirun con 4 subprocesos. Esta vez la limitacién
el niimero de procesos la establecié el equipo con el cual se terminaron de
realizar todos los experimentos de la seccién §4.2. La forma de usar mpirun
con 4 subprocesos es:

mpirun -np 4 python3 mi_archivo.py

Para realizar las pruebas numéricas con los solitones del capitulo anterior
se us6é una malla creada con Gmsh. A continuacién se muestra el cddigo
escrito para la construcciéon de malla. Luego de creada, ésta se guarda con
la extension .msh y posteriromente es convertida al formato .xml que es el
que admite FEniCS.

//Gmsh project created on Tue Jun 23 09:30:07 2020

Point(1) = {-30, -10, 0, 1};
Point(2) = {30, -10, 0, 1};
Point(3) = {30, 10, 0, 1};
Point(4) = {-30, 10, 0, 1};
Line(1) = {1, 2};

Line(2) = {2, 3};

Line(3) = {3, 4};

Line(4) = {4, 1};

Line Loop(10) = {1, 2, 3, 4};
Plane Surface(1) = {10};
Transfinite Line {2,4}=400;
Transfinite Line {1,3}=1000;

Con los distintos intentos se evidencid, de forma meramente experimental,
que resultaba conveniente refinar mas la malla en la frontera ¥ = ymin v
Y = Ymaz- Dsto se evidencia en las dos iltimas lineas del archivo escrito
para Gmsh.

Las tltimas simulaciones presentadas en la seccién (§4.4) con resultados
significativamente mejores, tanto en tiempo de computo como en el compor-
tamiento del error, fueron realizadas utilizando la formulacién variacional
(4.19) - (4.20), insertando directamente en el espacio de elementos fini-
tos condiciones de periodicidad en la variable ¥y, y condiciones de frontera
Dirichlet nulas a lo largo de las fronteras en & = Tpyin, © = Timqee. Por esta
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razon, se eliminaron los términos de frontera que aparecen en la formulacién
variacional original (4.3) - (4.4). Como se aprecia de los experimentos pre-
sentados, con esta estrategia se lograron obtener unos resultados numéricos
prometedores en el error (no crece rapido como antes), con valores de tamano
global de malla mayor a los que fueron necesarios en la secciones 4.2.1.1 -
4.2.1.2. También en importante haber logrado avanzar en el experimento del
solitén en linea hasta un valor de tiempo grande T' = 5. Este valor no habia
sido alcanzado antes en las otras simulaciones. Esta estrategia de aproxi-
macién alternativa apenas arrojé resultados positivos en la tltima etapa de
la investigacién, y por lo tanto, no se lograron realizar exploraciones mas
detalladas.
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Capitulo

Conclusiones y trabajo
futuro

El resultado obtenido en esta tesis doctoral sobre la buena colocacion lo-
cal del problema de Cauchy, asociado a la ecuacion GKPI con coeficientes
dependientes de la variable temporal ¢, y con dominio espacial periédico,
es una generalizacién del trabajo de Isaza et al. [18], y no fue encontrado
en ninguno de los documentos consultados. Todos los trabajos previos que
se reportan para la ecuacion GKPI los encontramos dedicados a calcular
explicitamente soluciones de onda solitaria en R?, mediante distintos méto-
dos analiticos. Igualmente, hasta donde el autor del trabajo ha logrado
consultar, no hay evidencia de que una aproximacién numérica usando ele-
mentos finitos se haya usado en la literatura disponible para la ecuacién KPI
y con mayor razén para el modelo GKPI. Las referencias consultadas usan
aproximaciones numeéricas a las soluciones de la ecuaciéon KPI via diferencias
finitas (FD) y métodos pseudoespectrales (PSD). De esta manera, consider-
amos que éstas son las principales contribuciones de este trabajo.

Inicialmente se presentd en las secciones 4.1-4.3 un esquema numérico donde
se usaron elementos finitos de orden 1 sobre un rectangulo en el plano, uti-
lizando las librerias del proyecto FEniCS, en el cual se impusieron condi-
ciones de Dirichlet y Neumann a lo largo de todas las fronteras. En ese
caso, se realizé un estimativo numérico del orden de convergencia, tanto en
el espacio como en el tiempo. En algunos experimentos usando soluciones
exactas de la ecuaciéon KPI, el tiempo de cémputo fue alto y el error tendié
a crecer rapi-damente con el tiempo. Luego en la seccion 4.4, se presentaron
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resultados obtenidos usando un esquema alternativo que usé en contraste
elementos finitos de orden 2, para aproximar la propagaciéon del solitéon de
Zaitsev y el solitén en linea, en los cuales se considera periodicidad en la
variable espacial y, y condiciones tipo Dirichlet homogéneas en los extremos
del dominio en z, a fin de simular el efecto de decaimiento de la solucién
en |z| — oo. Los resultados con este esquema mejoraron sustancialmente
los obtenidos antes, y consideramos que esta tltima estrategia tiene mu-
cho potencial para ser aplicada para explorar la ecuacién GKPI desde el
punto de vista numérico. Seria interesante en un trabajo futuro realizar
comparaciones de la eficiencia numérica del esquema propuesto con los re-
sultados obtenidos a través de las técnicas de diferencias finitas y métodos
seudoespectrales, usados tradicionalmente para resolver este modelo, como
por ejemplo en los trabajos de Feng y Mitsui [10], Chehab et al. [7] y Klein
y Saut [28] o de Ratas [39].
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Apéndice

Ejemplo de un archivo en
FEniCS con datos no
periddicos

Con el fin de hacer mas completo este documento, en este apéndice se va
a trascribir completamente el cédigo python para FEniCS con el cudl se
realizé la prueba del solitén Zaitsev que aparece en la figura 4.2.

from __future__ import print_function

from dolfin import * #importa la interface principal
from mshr import * #importa el mallador de FEniCS

#from numpy import cosh, tanh

import numpy as np #importa el médulo numpy

import time

import matplotlib

#matplotlib.use(’TkAgg’)

import matplotlib.pyplot as plt #entorno grafico matplotlib
from math import * #importa la funciones del modulo math
import os

os.environ[’0MP_NUM_THREADS’]=’1’
set_log_level(LogLevel.ERROR)

from timeit import default_timer as timer
startime=timer ()

T=2.0

num_steps=1000
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dt = T / num_steps # time step size dt=1/500=0.002

#define la regién rectangular y se asigna valor a los parametros
xmin=-30.0

xmax=30.0

ymin=-10.0

ymax=10.0

d=1.0

a=0.759836

b=sqrt( (pow(d,2) - 3*pow(a,4) )/pow(d,2) )

om=( pow(d,2) + pow(a,4) )/a

c=om/a

print (*beta= %.5f’%Db)

print (’omega = %.5f’%om)

print(’alfa = %.5f’%a)

print(’velocidad de la onda = %.5f’%c)

mesh=Mesh(’Mallal.xml’) #importa la malla creada externamente
hmax=MaxCellEdgeLength(mesh) #calcula tamaflo global de malla
print (’h_max=%.10f’Ymesh.hmax()) #imprime tamafio global de malla
print(’dt = %.5f’%dt)

Pi1=FiniteElement (’CG’, triangle, 1) #se crea el elemento lagrangiano P1
element=MixedElement ([P1, P1]) #se crea el elemento mixto
W=FunctionSpace(mesh, element)# genera el espacio mixto

hi1=Expression(’ (12*pow(a,2)*(1 - b*cos(d*x[1])*cosh(-(om*t) +
axxmin)))/pow(-(b*cos(d*x[1])) + cosh(-(om*t) + a*xmin),2) ’, \
degree=2, t=0,xmin=xmin,xmax=xmax,ymin=ymin,ymax=ymax,a=a,b=b,
c=c,d=d,om=om) # Condicion de Dirichlet de ul en x=min

h2=Expression(’ (12*pow(a,2)*(1 - bxcos(d*x[1])*cosh(-(om*t) +
axxmax)))/pow(-(b*cos(d*x[1])) + cosh(-(om*t) + axxmax),2)’, \
degree=2, t=0,xmin=xmin,xmax=xmax,ymin=ymin,ymax=ymax,a=a,b=b,
c=c,d=d,om=om) # Condicion de Dirichlet de ul en x=xmax

h3=Expression(’ (12*pow(a,2)*(1 - b*cos(d*ymin)*cosh(-(om*t) +
a*x[0])))/pow(-(bxcos(d*ymin)) + cosh(-(om*t) + a*x[0]),2)’, \
degree=2, t=0,xmin=xmin,xmax=xmax,ymin=ymin,ymax=ymax,a=a,b=b,

c=c,d=d,om=om) #Condicion de Dirichlet de ul en y=ymin

h4=Expression(’ (12*pow(a,2)*(1 - b*cos(d*ymax)*cosh(-(om*t) +
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a*x[0]))) /pow(-(bxcos(d*ymax)) + cosh(-(om*t) + a*x[0]),2)’,\
degree=2, t=0,xmin=xmin,xmax=xmax,ymin=ymin,ymax=ymax,a=a,b=Db,
c=c,d=d,om=om) #Condicion de Dirichlet de ul en y=ymax

h5=Expression(’ (-12*pow(a,3) *bxcos(d*x[1]) *sinh (- (om*t) +
a*xmin) ) /pow (- (b*cos(d*x[1])) + cosh(-(om*t) + a*xmin),2) - \
(24*pow(a,3)*(1 - bxcos(d*x[1])*cosh(-(om*t) +
a*xmin) ) *sinh(-(om*t) + a*xmin))/pow(-(b*cos(d*x[1]))

+ cosh(-(om*t) + a*xmin),3)’, \

degree=2, t=0,xmin=xmin,xmax=xmax,ymin=ymin,ymax=ymax,
a=a,b=b,c=c,d=d,om=om) # Condicion de Neumann de ul at x=xmin

h6=Expression(’ (-12*pow(a,3)*b*cos(d*x[1])*sinh( -(om*t) +
axxmax)) /pow (- (b*xcos(d*x[1])) + cosh(-(om*t) + a*xmax),2) - \
(24xpow(a,3)*(1 - b*xcos(d*x[1])*cosh( -(om*t) +
a*xmax))*sinh( -(om*t) + a*xmax))/pow(-(b*xcos(d*x[1]))

+ cosh(-(om*t) + a*xmax),3)’, \

degree=2, t=0,xmin=xmin,xmax=xmax,ymin=ymin,ymax=ymax,
a=a,b=b,c=c,d=d,om=om) # Condicion de Neumann de ul at x=xmax

h7=Expression(’ (12*pow(a,2)*bxd*cosh(om*t - a*x[0])
*sin(d*ymin) ) /pow(-(b*cos(d*ymin)) + cosh(om*t - a*x[0]),2) - \
(24xpow(a,2) *bxd* (1 - b*cos(d*xymin)*cosh(om*t - a*x[0]))
*sin(d*ymin) ) /pow(-(b*cos(d*ymin)) + cosh(om*t - a*x[0]),3)’,\
degree=2, t=0,xmin=xmin,xmax=xmax,ymin=ymin,ymax=ymax,a=a,
b=b,c=c,d=d,om=om) # Condicion Neumann de ul en y=ymin

h8=Expression(’ (12*pow(a,2)*b*d*cosh(om*t - a*x[0])
*sin(d*ymax))/pow(-(b*cos(d*ymax)) + cosh(om*xt - a*x[0]),2) - \
(24*xpow(a,2) *b*d* (1 - bxcos(d*ymax)*cosh(om*t - a*x[0]))
*sin(d*ymax)) /pow(-(b*cos(d*ymax)) + cosh(omxt - a*x[0]),3)7,\
degree=2, t=0,xmin=xmin,xmax=xmax,ymin=ymin,ymax=ymax,
a=a,b=b,c=c,d=d,om=om) # Condicion Neumann de ul en y=ymax

# Create mesh function over cell facets

boundary_parts = MeshFunction(’size_t’, mesh, mesh.topology().dim()-1)
#Mark lower boundary facets as subdomain 0O

class Leftboundary(SubDomain) :

def inside(self, x, on_boundary):

return near(x[0], xmin)
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Gamma_O = Leftboundary()

Gamma_0.mark (boundary_parts, 0)

# Mark upper boundary facets as subdomain 1
class Rigthboundary(SubDomain) :

def inside(self, x, on_boundary):

return near (x[0], xmax)

Gamma_1 = Rigthboundary()
Gamma_1.mark(boundary_parts, 1)

# Mark lower boundary facets as subdomain 2
class Lowboundary(SubDomain) :

def inside(self, x, on_boundary):

return near(x[1], ymin)

Gamma_2 = Lowboundary()

Gamma_2.mark (boundary_parts, 2)}

# Mark upper boundary facets as subdomain 3
class Upboundary(SubDomain) :

def inside(self, x, on_boundary):

return near(x[1], ymax)

Gamma_3 = Upboundary ()

Gamma_3.mark (boundary_parts, 3)
ds=Measure(’ds’) (domain=mesh, subdomain_data=boundary_parts)
#se genera la regidén mixta para las condiciones Dirichlet
left = ’near(x[0],-30.0)°

rigth = ’near(x[0],30.0)°

low =’near(x[1],-10.0)’

up= ’near(x[1],10.0)°

bcu_left = DirichletBC(W.sub(0), hl, left)
bcu_rigth = DirichletBC(W.sub(0), h2, rigth)
bcu_low = DirichletBC(W.sub(0), h3, low)
bcu_up = DirichletBC(W.sub(0), h4, up)

bcu = [bcu_left, bcu_rigth,bcu_low,bcu_up]
bcs = bcu

#se establecen las constantes de la ecuacién KPI y el valor de theta
alphal=Constant(1.0)

alpha2=Constant(1.0)

alpha3=Constant(1.0)

theta=Constant (0.5)

#se expresa u0 en forma de expresidén C++

u0=Expression((’ (12*pow(a,2)*(1 - bxcos(d*x[1])
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xcosh(om*t - a*x[0])))/pow(-(b*cos(d*x[1])) +

cosh(om*t - a*x[0]),2)’, ’(-12xpow(a,4)*bxcos(d*x[1])
xcosh(om*t - a*x[0]))/pow(-(b*cos(d*x[1])) +

cosh(om*t - a*x[0]),2) - (24*pow(a,4)*cosh(om*t - a*xx[0])*
(1 - bxcos(d*x[1])*cosh(om*t - a*x[0])))/pow(-(b*xcos(d*x[1]))
+ cosh(om*t - a*x[0]),3) + (48xpow(a,4)*bxcos(d*x[1])*
pow(sinh(om*t - a*x[0]),2))/pow(-(bxcos(d*x[1])) +
cosh(om*t - a*x[0]),3) + (72*pow(a,4)*(1 - b*cos(d*x[1])
xcosh(omxt - a*x[0]))*pow(sinh(om*t - axx[0]),2))

/pow (- (bxcos(d*x[1])) + cosh(om*t - a*x[0]),4)’),\
degree=2, t=0,xmin=xmin,xmax=xmax,ymin=ymin,ymax=ymax,
a=a,b=b,c=c,d=d, om=om)

#Se expresa la solucidén exacta como expresidén en C++
uD=Expression((’ (12*pow(a,2)*(1 - b*xcos(d*x[1])*

cosh(om*t - a*x[0])))/pow(-(b*cos(d*x[1])) +

cosh(om*t - ax*x[0]),2)’,’ (-12*pow(a,4) *bxcos (d*xx[1])*
cosh(om*t - a*x[0]))/pow(-(b*cos(d*x[1])) +

cosh(om*t - a*x[0]),2) - (24*pow(a,4)*cosh(om*xt - axx[0])=*
(1 - b*cos(d*x[1])*cosh(om*t - a*x[0])))/pow(-(b*cos(d*x[1]))
+ cosh(om*t - a*x[0]),3) + (48xpow(a,4)*b*cos(d*x[1])*
pow(sinh(om*t - a*x[0]),2))/pow(-(b*cos(d*x[1])) +
cosh(om*t - a*x[0]),3) + (72*pow(a,4)*(1 - b*cos(d*x[1])*
cosh(om*t - a*x[0]))*pow(sinh(om*t - a*x[0]),2))/

pow (- (b*cos(d*x[1])) + cosh(om*t - a*x[0]),4)’),\
degree=2, t=0,xmin=xmin,xmax=xmax,ymin=ymin,ymax=ymax,
a=a,b=b,c=c,d=d, om=om)

w=Function(W) #define la funcidén de "admisible" como funcién de W
uold=interpolate(u0, W) #se interpola uO en el espacio mixto W
V=FunctionSpace(mesh, P1) #se crea el espacio de funciones de prueba
ulsol=Function(V)

u2sol=Function(V)

#guarda la solucién

ufilel=File(’Zaitsev_nonzero MUMPS/solucionl.xml’)
ufile2=File(’Zaitsev_nonzero_MUMPS/solucion2.xml’)
vl,v2=TestFunctions(W) #funciones de prueba

ul, u2=split(w)

uoldl, uold2=split(uold)

#La formulacién variacional

F=(grad(ul) [0]-grad(uoldl) [0])*vi*dx+dt*alphalx*
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grad (theta*ul+(1-theta)*uoldl) [0]*

grad (theta*ul+(1-theta)*uoldl) [0] *v1*xdx+
dt*alphal*(theta*ul+(l-theta)*uoldl)*(theta*u2+
(1-theta) *uold2) *v1*dx-dt*alpha2*grad (theta*u2+
(1-theta)*uold2) [0] *grad (v1) [0] *dx+

dt*alpha3*grad(ul) [1]*grad(vl) [1]*dx + (thetaxu2+
(1-theta)*uo0ld2) *v2*xdx + grad(theta*ul+(l-theta)x*

uoldl) [0]*xgrad(v2) [0]*dx+dt*alpha2xgrad(u2) [0]*vixds (1)~
dt*alpha2*grad(u2) [0] *v1i*ds(0) - (dt*alpha3*h8*vi*ds(3)-
dt*alpha3*h7*vi*ds(2)) - (h6*v2*ds(1)-h5*v2*ds(0))

xdmffile u=XDMFFile(’Zaitsev_nonzero_ MUMPS/solucion.xdmf’)

t=0
for n in range(num_steps):
t =(n+1)*dt
hl.t=t #actualiza cada una de las condicioens
h2.t=t
h3.t=t
hd.t=t
h5.t=t
h6.t=t
h7.t=t
h8.t=t
uD.t=t
J=derivative(F,w) #calculo del jacobiano
#solve(F==0, w, bcs, J=J )
# uses LU Gaussian elimination
#plantamiento del probema no lineal
problem =NonlinearVariationalProblem(F, w, bcs, J)
solver= NonlinearVariationalSolver(problem) #solociona "problem"
prm= solver.parameters #crea los parametros del solver
prm[’newton_solver’] [’linear_solver’]=’mumps’
# changes linear solver in Newton iteration
#prm[’newton_solver’] [’linear_solver’]=’gmres’
# changes linear solver in Newton iteration
#info(prm, True)
#To see options in NonlinearVariationalProblem().Set_log_level()
#must be commented above
solver.solve()
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ul, u2= w.splitQ
u_e=interpolate(uD,W)
u_el,u_e2=u_e.split()
if n % 10 == 0: # compute error only every 10 timesteps
u_el,u_e2=u_e.split()
error = np.abs(u_el.compute_vertex_values(mesh)
- ul.compute_vertex_values(mesh)) .max()
print(’t = %.5f: error = %.5g’ % (t, error))
else:
print(t)
uold.assign(w)
if n % 20==0: # Save ul every 20 timesteps
xdmffile_u.write(ul,t)
ulsol.interpolate(ul)
ufilel << ulsol
u2sol.interpolate(u_el)
ufile2 << u2sol
aftersolveT=timer ()
totime=aftersolveT-startime
xdmffile u.write(ul,t) # Save ul at the final time
print (’Tiempo en segundos=%.3f’/totime)
import sys
sys.modules[__name__].__dict__.clear()
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Apéndice

Ejemplo de un archivo en
FEniCS con frontera
periddica: solitéon de Zaitsev

Ejemplo presentado en la seccién 4.4.

#para importar los modulos necesarios
from __future__ import print_function
from dolfin import *

from mshr import *

import numpy as np

import time

import matplotlib
#matplotlib.use(’TkAgg’)

import matplotlib.pyplot as plt

from math import *

ffc_options = {"optimize": True, \
"eliminate_zeros": True, \
"precompute_basis_const": True, \
"precompute_ip_const": True}

from timeit import default_timer as timer
set_log_level(LogLevel.ERROR)
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startime=timer ()

#define los parametros numericos
T=1.0 # final time

num_steps = 1200 # number of time steps
dt = T / num_steps # time step size
d=1.0

a=0.74

b=sqrt( (pow(d,2) - 3*pow(a,4) )/pow(d,2) )
om=( pow(d,2) + pow(a,4) )/a
c=om/a

print (b)
print (om)
print(c)

Lx= 40
Ly= 2%pi/d # Debe ponerse aqui periodo en y del soliton de Zaitsev.

xmin=0
xmax=Lx
ymin=0
ymax=Ly

x0 = 20 # posicion inicial en x del soliton Zaitsev
class PeriodicBoundary(SubDomain): #se define la frontera de tipo periodico
def inside(self, x, on_boundary):
return bool((near(x[0],0.0) or near(x[1],0.0)) and \
(not ((near(x[0], 0.0) and near(x[1], Ly) ) \
or (near(x[0], Lx) and near(x[1], 0.0 ))) ) and on_boundary)
def map(self, x, y):
if near(x[0], Lx) and near(x[1], Ly):
y[0] = x[0] - Lx

y[1] = x[1] - Ly
elif near(x[0], Lx):
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y[0] = x[0] - Lx
y[1] = x[1]

elif near(x[1], Ly):
y[0] = x[0]

y[1] = x[1] - Ly

nx= 300

ny= 150

#genera un mallado triangular y elementos P2
mesh=RectangleMesh(Point (xmin,ymin) ,Point (xmax,ymax) ,nx,ny )
P2 = FiniteElement(’P’, triangle, 2)

element = MixedElement([P2, P2 1)

#define el espacio mixto y condicidén peridica y Dirichlet
W = FunctionSpace(mesh, element, constrained_domain= PeriodicBoundary() )

L = ’near(x[0], O0)’ # Para garantizar decaida de la solucion en x=0, x = Lx
bc_left = DirichletBC(W, Constant( (0,0) ), L )
bcs = [bc_left]

hmax=MaxCellEdgeLength(mesh)
print (’hmax=Y%.7f’%mesh.hmax())
print(’dt = %.5f’%dt)

u0=Expression((’ (12xpow(a,2)*(1 - b*cos(d*x[1])*cosh(om*t - \

ax(x[0] - x0) )))/pow(-(b*cos(d*x[1])) + cosh(om*t - ax(x[0] -x0) ),2)’,\
> (-12*pow (a,4) *b*cos (d*x[1] ) *cosh(om*t - a*(x[0] - x0) )) \

/ pow(-(b*cos(d*x[1])) +\cosh(om*t - a*x(x[0] - x0) ),2) -\
(24xpow(a,4)*cosh(om*t - a*x(x[0] - x0) )*(1 - bxcos(d*x[1])*cosh(om*t - \
ax(x[0] - x0) ) ))/pow(-(b*cos(d*x[1])) + cosh(om*t - a*x(x[0] - x0) ),3) + \
(48xpow (a,4)*b*cos (d*x[1]) *pow(sinh(om*t - a*x(x[0] - x0) ), 2 ) )\

/pow (- (b*cos(d*x[1])) +cosh(om*t - a*x(x[0] - x0) ),3 ) + \

(72*xpow(a,4)*(1 - bkcos(d*x[1])*cosh(om*t - a*(x[0] -x0) D)\

*pow(sinh(om*t - ax(x[0] -x0) ),2)) / pow(-(bxcos(d*x[1])) +\

cosh(om*t - ax(x[0] - x0) ),4)’),\
degree=1, t=0, a=a, b=b, c=c, d=d, om=om, x0 = x0 )

105



uD=Expression((’ (12xpow(a,2)*(1 - b*cos(d*x[1])*cosh(om*t - \
ax(x[0] - x0) )))/pow(-(bxcos(d*x[1])) +\

cosh(om*t - ax(x[0] -x0) ),2)’,\

> (-12xpow(a,4) *b*xcos (d*x[1]) *cosh (om*t - ax(x[0] - x0) ))\
/pow(-(b*cos(d*x[1])) + cosh(om*t - ax(x[0] - x0) ),2) - \
(24*pow(a,4)*cosh(om*xt - ax(x[0] - x0) )*(1 - bxcos(d*x[1])*\
cosh(om*xt - a*x(x[0] - x0) ) ))/pow(-(b*cos(d*x[1])) \
+ cosh(om*t - a*x(x[0] - x0) ),3) + \
(48*pow(a,4) *b*cos (d*x[1]) *pow(sinh(om*t - ax(x[0] - x0) ), 2 ) )\
/pow (- (b*cos(d*x[1])) +\

cosh(om*t - a*(x[0] - x0) ),3 ) + \

(72*pow(a,4)*(1 - bkcos(d*x[1])*cosh(om*t - a*(x[0] -x0) D)\
*pow(sinh(om*t - a*(x[0] -x0) ),2))\

J/pow(=(b*cos(d*x[1])) + cosh(om*t - a*x(x[0] - x0) ),4)’),\
degree=1, t=0, a=a, b=b, c=c, d=d, om=om, x0 = x0 )
#define el espacio de las funciones de prueba
w=Function (W)
uold=interpolate(u0, W)
v1l,v2 = TestFunctions (W)
ul, u2 = split(w)
uoldl, uold2 = split(uold)

alphal=Constant(1.0)
alpha2=Constant (1.0)
alpha3=Constant(1.0)
theta=Constant (0.5)

#formulacion variacional

F=(grad(ul) [0] -grad(uold1l) [0])*vixdx+dt*alphal*grad(theta*ul+\
(1-theta)*uoldl) [0] *grad (theta*ul+\

(1-theta)*uoldl) [0] *vi*dx+dt*alphal#* (theta*ul+(l-theta)*uoldl)*\
(theta*u2+(1-theta)*uold2)*vi*dx-dt*alpha2*grad(theta*u2+\
(1-theta)*uo0ld?2) [0] *grad (v1) [0]*dx \

+ dt*alpha3*grad(ul) [1]*grad(vl) [1]1*dx + (theta*u2+(l-theta)*uold2)*v2*dx +\
grad(theta*xul+(1-theta)*uoldl) [0] *grad(v2) [0]*dx

vtk_fileul = File(’Kpl_per_Zaitsev/ul.pvd’)
#programacion del solver elegido y sus parametros
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t=0
for n in range(num_steps):

t += dt

J = derivative(F, w)

problem = NonlinearVariationalProblem(F, w, bcs, J, \
form_compiler_parameters= ffc_options)

solver = NonlinearVariationalSolver (problem)

prm = solver.parameters

prm[’newton_solver’] [’linear_solver’] = ’gmres’
prm[’newton_solver’] [’preconditioner’] = ’ilu’
prm[’newton_solver’] [’absolute_tolerance’] = le-5
prm[’newton_solver’] [’relative_tolerance’] = le-5
solver.solve()

ul, u2= w.splitQ
uD.t = t # Calculo solucion exacta en tiempo t
u_e=interpolate(uD, W)

if n % 40 ==
u_el, u_e2 = u_e.split()
errorl = assemble( inner(u_el - ul, u_el-ul)*dx )**0.5 # Norma L2
error2 = np.abs(u_el.compute_vertex_values(mesh) - \
ul.compute_vertex_values(mesh)) .max() # Norma max
print(’t = %.5f: error L2 = %.5g’ % (t, errorl))
print(’t = J%.5f: error max = %.5g’ % (t, error2))
uold.assign(w)
vtk_fileul << (ul, t)

aftersolveT=timer ()

totime=aftersolveT-startime
print (’Tiempo en segundos=%.3f’/totime)
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Apéndice

Ejemplo de un archivo en
Mathematica

El presente experimento fue realizado utilizando Wolfram Mathematica 12.1.
Se presenta el modelo de un solitén de la ecuacién KPI que se mueve en una
direccién transversa (ver §4.2.1.2). El cédigo completo del experimento es

el siguiente:

Kappa = 1.0; Lambda

x0 = 6.0; xmin =

ulxmin, y, t] ==

= -(1 /Sqrt[2]);

0; xmax = 20; ymin =
Alpha_1 \= 6.0; Alpha_2 = 1.0; Alpha_3 = 2.0;

u0[x_, y_]1 := 2 Kappa“2 Sech[Kappal (x - x0 + y Lambda)]~2;
sol = NDSolve[ { D[ul x, y, t], x,
t] == -Alpha_1 D[ulx, y, t] D[ulx, y, t]l, x], x] - Alpha_2 D[
ulx, y, t], {x, 4}] + Alpha_3 D[ulx, y, tl, {y, 2},

ul x, y, 0] == uw0[x, yl,
Kappa~2 Sech[Kappa] (-x0 + xmin + y Lambda

2

- t (4 Kappa™2 - 3 Lambda"2))]"2,
u[xmax, y, t] == 2 Kappa™2 Sech[Kappa
- t (4 Kappa™2 - 3 Lambda"2))]"2,
ulx, ymin, t] == 2 Kappa™2 Sech[Kappa
- t (4 Kappa™2 - 3 Lambda~2))]"2,
ulx, ymax, t] == 2 Kappa~2 Sech[Kappa
- t (4 Kappa™2 - 3 Lambda"2))]"2,
(Dlulx, y, tl, x1 /. x => xmin) == -4

+ y Lambda -

0; ym

(-x0
(x -
(x -

Kappa

ax = 10;

+ xmax + y Lambda
x0 + ymin Lambda
x0 + ymax Lambda

~3 Sech[Kappa (-x0 + xmin

t (4 Kappa™2 - 3 Lambda~2))]~2 Tanh[Kappa (-x0 +
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xmin + y Lambda - t (4 Kappa™2 - 3 Lambda~2))],

(Dlulx, y, tl, x] /. x -> xmax) == -4 Kappa~3 Sech[Kappa (-x0 + xmax +
y Lambda- t (4 Kappa™2 - 3 Lambda~2))]"2 Tanh[Kappa (-x0 +

xmax + y Lambda - t (4 Kappa™2 - 3 Lambda~2))]},

u, {x, xmin, xmax}, {y, ymin, ymax}, {t, 0, 1.03},

MaxStepSize -> 0.05,

Method -> {"MethodOfLines",

"SpatialDiscretization" -> {"TensorProductGrid"}}]

Plot3D[ ulx, y, 0.01] /. Flatten[sol], {x, xmin, xmax}, {y, ymin,
ymax}, PlotPoints -> 100, PlotRange -> All, AxesLabel -> Automatic]

Figura C.1: Soliton lineal. Experimento de Feng y Mitsui [10].

Este cédigo fue modificado para experimentar con cada uno de los solitones
que se muestran en el documento. Para el cdlculo del orden de convergencia
temporal (§4.3) se usaron los valores Tpmin = 0, Timaz = 20, Ymin = 0,
Ymaz =10, 20 =0k =v2,A=0,a1 =6, a0 =1y a3 = 3.
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