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ABSTRACT 1

Resumen

En este trabajo se propone estudiar la energia radiada y la distribucién espectral de la
radiacion de Cherenkov cuando una particula cargada se mueve en un medio polarizable y
magnetizable con una fuerte dependencia con la frecuencia de su permitividad dieléctrica y
su permeabilidad magnética, prestando especial atencion a la banda de frecuencias donde el
sistema se comporta como material zurdo (LH). Para ello, se extendera el formalismo desarro-
llado por Frank y Tamm para medios isotrépicos no magnetizables al caso cuando los medios
presentan propiedades Opticas mds diversas. Los resultados analiticos serdn complementados
con resultados numéricos, con el fin de dilucidar las condiciones en las que se puede presentar

la reversion de la radiacién de Cherenkov.

Palabras claves: energia radiada, distribucion espectral, radiacion de Cherenkov, material

zurdo (LH).

Abstract

In this work it is proposed to study the radiated energy and the spectral distribution of
Cherenkov’s radiation related to the pass of an ultra relativistic particle which moves with
uniform velocity in a polarizable and magnetizable medium with a strong dependence on
the frequency in its dielectric permittivity and magnetic permeability, with special emphasis
to the frequency band where the system behaves like a left handed (LH) medium. For this
purpose, the Frank-Tamm’s formalism, formulated for isotropic and non magnetic media, will
be extended to the case when media have diverse optical properties. The obtained analytical
results will be complemented with numerical results, in order to understand the conditions

that allow the reversal of Cherenkov’s radiation.

Key words: radiated energy, spectral distribution , Cherenkov’s radiation, left handed

(LH) medium.



CapiTULO 1

Introduccion

La radiacién se puede definir como la propagacion de energia en forma de ondas electro-
magnéticas o particulas subatémicas a través de un medio material o del vacio. Caracterizar
esta categoria de fendmeno es una herramienta valiosa para comprender las propiedades de
diversos sistemas fisicos. Este trabajo se enfocard en la radiacion electromagnética genera-
da cuando una particula cargada se mueve en un medio de indice de refraccion n con una
velocidad v > ¢/n, donde c es la velocidad de la luz en el vacio. Este tipo de radiacion se
conoce como radiacion Cherenkov o radiacion de Vavilov-Cherenkov [1]. Dichas condiciones
se cumplen para las particulas de energia del orden de 100 keV, que pueden generarse en

procesos nucleares y aceleradores de particulas [2].

La radiacién de Vavilov-Cherenkov es uno de los fendmenos mas destacados que se des-
cubrieron en el siglo XX. Especificamente, en 1934, P.A. Cherenkov realizé una serie de
experimentos sobre la luminiscencia emitida por ciertas soluciones liquidas, al irradiar con
rayos gamma derivados de fuentes radiactivas. Durante los experimentos, que continuaron
hasta 1938, Cherenkov se dio cuenta de que los rayos gamma producian una radiacion electro-
magnética muy débil, lo que resulta en una tenue luz azul. Esto lo discutié con su supervisor,
Vavilov, el cual le sugirié a Cherenkov determinar todas las propiedades de esta luz azul.
Cherenkov realizé entonces una serie de experimentos para caracterizar este tipo de radiacion.
Sin embargo, un profundo anélisis de las propiedades fisicas de la luz emitida revel6 que el
efecto no podia ser un fendmeno de luminiscencia. En primer lugar, la radiacion de Cherenkov
se emite a lo largo de un cono de direcciones formando un dngulo bien definido con la
direccién de los rayos gamma incidentes y, en segundo lugar, la radiacién era linealmente

polarizada y, de hecho, ninguna de estas propiedades es inherente a la luminiscencia [3].

En 1937, LLE. Frank e I.M. Tamm [4] proporcionaron la explicacién tedrica de el efecto Che-
renkov, basdndose en la hipdtesis de que la radiacién observada no era causada directamente

por los rayos gamma, sino mas bien por electrones ultrarelativistas producidos por los rayos
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gamma a través de la dispersion Compton. Se dieron cuenta, de hecho, que la radiacion de
Cherenkov es generada por electrones que viajan en un medio dieléctrico con una velocidad
constante que excede la velocidad de la luz en el medio [3]. Ademads, Frank y Tamm hallaron
una ecuacion, que lleva sus nombres y que describia la radiacion de Vavilov-Cherenkov. Esta

férmula les permiti6 calcular la frecuencia a la cual la radiacién era mas intensa.

Debido al enorme impacto de su trabajo, Cherenkov, Frank y Tamm recibieron el Premio

Nobel de Fisica en 1958 por el descubrimiento y la interpretacion del efecto Cherenkov [5].

La férmula de Frank y Tamm permite explicar las caracteristicas de la radiaciéon Cherenkov en
medios is6tropos no magnetizables. Sin embargo, al profundizar en el estudio de las propieda-
des electromagnéticas de medios materiales, nos encontramos con materiales con la capacidad
de formar tanto dipolos eléctricos como dipolos magnéticos, en respuesta dindmica a los
campos electromagnéticos que actian sobre el sistema. A dichos medios se les conoce como
medios materiales polarizables y magnetizables, respectivamente. Las relaciones constitutivas
para este tipo de materiales, que complementan el sistema de ecuaciones de Maxwell, se ven
considerablemente modificadas, lo que altera las caracteristicas de la radiacion Cherenkov que
pueda generarse en dichos medios. Entre los materiales polarizables y magnetizables destacan
aquellos creados de manera artificial, que exhiben simultdneamente permitividad y permeabi-
lidad negativas sobre determinada banda de frecuencias. Estos materiales se han denominado
materiales zurdos (LH), en contraste con los medios convencionales diestros (RH), y forman
parte de una categoria de materiales, denominada metamateriales, que presentan propiedades
Opticas completamente nuevas, razén por la cual han recibido mucha atencién en los tltimos
afos. Probablemente el mas fundamental de los descubrimientos es la constatacién de que
los medios LH pueden caracterizarse por un indice negativo de refraccién, lo cual habia sido
predicho por Veselago varias décadas antes [6]. Entre muchas otras propiedades unicas de los
medios LH sefaladas por Veselago destaca el hecho que, en ellos, la radiacion de Cherenkov
se revierte: el cono de la radiacidn se dirige hacia atrds en relacion con el movimiento de la
particula, debido a que la componente radial del vector de onda se dirige hacia la trayectoria
de la particula. Sin embargo, esta prediccion estd formulada para una categoria de materiales

hipotéticos, con propiedades Opticas notablemente diferentes de las que presentan los sistemas
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crecidos en los laboratorios actuales [7]. Por esta razén es pertinente examinar de nuevo las
propiedades de la radiacion de Cherenkov en medios LH con diversas dependencias de la
frecuencia en su permitividad dieléctrica y permeabilidad magnética, para investigar con mas

detalle las condiciones en las que se puede presentar la reversion de radiacion de Cherenkov.

Este estudio permitiria entender algunas caracteristicas especificas que se observan al estudiar

el movimiento de particulas ultra relativistas en otros materiales no convencionales.

En la actualidad, se demostré6 el andlogo plasmatico de la mejora del indice de refraccion en
nanoestructuras metdlicas. Este fendmeno se puede usar para lograr la radiacion de Cherenkov
mejorada sintonizable en nanoestructuras metédlicas. Ademds de permitir la radiacién de
Cherenkov de particulas de movimiento lento, o aumentando su intensidad, el fendmeno
puede usarse también para ajustar el limite de velocidad de las particulas que contribuyen
a la radiacion de Cherenkov [2]. En la deteccion de particulas de movimiento mas lento
requiere medios con indices de refraccion mucho mads fuertes. Los desarrollos recientes en el
control y la fabricacion de nanoestructuras (NS) han permitido disefiar detectores de particulas
basados en nanoestructuras metalicas (MNS). Las redes de MINS facilitan los metamateriales
hiperbdlicos. En estos metamateriales, la densidad foténica mejorada de los estados aumenta
la intensidad de la Radiaciéon de Cherenkov. Ademads, el umbral de la radiacién se puede
aumentar en estos metamateriales. Tal medio periddico se demuestra experimentalmente para

emitir radiacion de Cherenkov para energias de electrones tan bajas como 0.25 keV [2].

El comportamiento de la radiacién Cherenkov ha sido investigado recientemente en sistemas
asimétricos basados en materiales girotrépicos [8], lo que ha permitido la manipulacién de la
dispersion, transmision y propagacion de la respectiva radiacion electromagnética de manera

no reciproca y sintonizable.

Por ejemplo, en el estudio de las propiedades metélicas del silicio, se ha demostrado que,
en el régimen de energia ultravioleta extrema (EUV), dicho material puede soportar tanto la
propagacién de plasmones de superficie como oscilaciones de carga colectiva, lo que no es
posible con otros materiales plasménicos como aluminio, plata u oro. Al explorar las propie-

dades metdlicas y plasmonicas del silicio, que han permanecido en gran medida ignoradas, se
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usa una fuente de radiacién de Cherenkov sin umbral ajustable y de banda ancha en el EUV
con metamateriales plasmonicos de silicio. De esta manera, se ha mostrado que los plasmones
EUYV soportados por silicio pueden ayudar al avance en el estudio de los metamateriales y

dispositivos que no son posibles con materiales plasmonicos convencionales [9].

Siendo la radiacion de Cherenkov de gran utilidad en los avances de la ciencia y contar con
diversas aplicaciones, entre ellas el contribuir al progreso del estudio de los metamateriales
radiantes (que tienen aplicaciones en la biologia y en la medicina [2]), es pertinente aportar
a dilucidar sus propiedades en las condiciones novedosas que plantea la ciencia de nuevos

materiales.



CAPITULO 2

Formalismo general

En este capitulo se plantea interpretar como influyen las propiedades 6pticas de materiales
polarizables y magnetizables en las caracteristicas de la radiacion Cherenkov. Es decir, se
extenderd el formalismo de la teoria de Frank y Tamm para obtener la energia total radiada U
y la distribucién del espectro para el caso de particulas ultra relativistas que se propagan en
medios materiales magnetizables y polarizables con fuerte dependencia de sus propiedades

Opticas con la frecuencia.

Luego, se aplicara el formalismo para analizar la radiacién de Cherenkov en meta-materiales
con indice de refraccidon negativo, especificamente para "materiales zurdos"(Left-Handed,
LH). De esta manera, se espera que el estudio tedrico desarrollado para este tipo de materiales
permita observar la modificacion del patron de radiacion de Cherenkov que introducen los

diferentes modelos particulares para la permitividad dieléctrica y la permeabilidad magnética.

2.1. Formula de Frank-Tamm

Como ya se habia mencionado en la introduccién, para el surgimiento de la radiacién Cheren-
kov es necesario que la velocidad v de una particula al atravesar un medio material dieléctrico

sea mayor que la velocidad de fase de la luz ¢’ en dicho medio material,

U] =— = <¢ (2.1)

de esta manera, se cumple la condicidén para que en un punto lejano ubicado a un dngulo
6. (angulo de Cherenkov) se obtenga un campo resultante, siendo necesario que el medio

material sea transparente a la luz emitida.

La particula ioniza de manera temporal el medio material por el que pasa, produciéndose un

campo eléctrico I que polariza el medio en la direccion de la trayectoria, lo que ocurre al
6
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cumplirse la ec. (2.1), ocasionando que los electrones se muevan de su posicidn de equilibrio
y regresen de nuevo a este a medida que la particula va desplazandose, generdndose un breve
pulso electromagnético que interfiere de manera constructiva con los demads, siendo posible
observarlo para grandes distancias (ver figura 2.1). Si |U| < ¢/, la polarizacién no ocurre en la
direccion de la trayectoria y la interferencia de las ondas electromagnéticas es destructiva, no

siendo posible observarla a grandes distancias.

000000000
Q0000000
0, Q0O PBRTH OO

00 EPPPe® 00O
00000000
000000000
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=
[@F ]

a) b)

FIGURA 2.1: Particula cargada viajando a una velocidad v > ¢’ a través de un
medio material RH: a) interferencia de las ondas producidas, b) representacion
de la polarizacién del medio.

La distancia O — b (ver figura 2.2) recorrida por la particula en un intervalo de tiempo At
se puede escribir como v - At = (v/c) - ¢- At = 3 - ¢ - At; ademds, en ese mismo intervalo
de tiempo el frente de ondas del haz de luz emitido, que se propaga con un vector de onda
k= k,é, + k.é., se habrd desplazado una distancia O — a que puede expresarse como
(¢/n) - At. Entonces, la relacién entre el indice de refraccién n y dngulo 6, formado por ¢y

k cumple la siguiente expresion

1
pn’

cos 0, =

conocida como la relacion de Cherenkov.
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FIGURA 2.2: Radiacién de Cherenkov para un medio material RH.

2.1.1. Formulacion matematica

Para determinar la energia emitida por una particula que viaja en un medio con una velocidad
que satisface la condicién de Cherenkov, se parte de las ecuaciones de Maxwell en medios

materiales teniendo en cuenta las siguientes condiciones:

1. el medio es considerado como un continuo,

los fenémenos de dispersion no se tendran en cuenta,

no tenemos en cuenta la fuerza de Abraham-Lorentz,

se asume que el medio es un dieléctrico perfecto e isétropo,

el electron se mueve a velocidad constante,

A T

tanto el medio como la longitud del trayecto son infinitos.

Con base en los resultados del apéndice A, en el dominio de frecuencias el potencial vectorial

asociado al movimiento uniforme de una particula cargada satisface la ecuacion diferencial
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V2A, + epiow? Ay = — o], (2.2)

donde ¢ es la permitividad dieléctrica y p es la permeabilidad magnética en el vacio. De la

cuarta condicién, la densidad de corriente se puede escribir de la siguiente manera:

= q —i N
w=—06(p) e ., 2.3
Jo = g o0lp) e (2.3)

siendo ¢ la carga de la particula. Debido a la simetria axial del problema, la componente z del

potencial vectorial se puede representar como:

A.(p, z,w) = u(p) e ™", (2.4)

donde u(p) es una funcién que depende de la distancia radial de un punto P del espacio al eje
zZ.

Al reemplazar las ecuaciones (2.3), (2.4) en la ec. (2.2) se obtiene una ecuacidn diferencial de
segundo orden inhomogénea para la componente z del potencial vector (usando el operador

laplaciano en coordenadas cilindricas):

Pulp)  10u(p) w? 2,2 ___9Ho
)2 +; o ﬁ(l — "% )u(p) = —%5(/)), (2.5)

donde n*(w) = €.(w) y B = v/ces la velocidad relativa a la de la luz. Ademds, la anterior
2

expresion es la ecuacion de Bessel modificada inhomogénea escogiendo a? = —(1- B%n?).
v

La solucién de las ecuaciones se satisface para:

u(p) = 5 Kolap) 2.6)
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donde K(ap) es la funcién modificada de Bessel. Al resolver la ecuacién de Bessel modifi-

cada, se obtiene:

A(p,z,w) = %Ko(ap)e’iwz/”. (2.7)

De la condicién de calibre de Lorentz ec. (A.8) se obtiene para la componente temporal del

4-potencial

O(p,z,w) = wez,uov'[f

i O (qho i
— — (%, zwz/v)
weply 0z ( olap)e

q .
_ K zwz/v‘ 2.8
L Ky(ap)e 3)

Usando las ecuaciones (A.5), (A.6), se obtienen las siguientes expresiones para las compo-

nentes (en coordenadas cilindricas) de los campos electromagnéticos:

H® = —— % — ~ oK (ap)e /", (2.9)

Ef = - = Lok (ap)e v, (2.10)

By = —ik.®, + iwA?

_ . qw qw,U/O>K —iwz /v
( Z27TU2€+Z 2 olap)e
. qw
—1
2mv2e
_iquow 1 1
- or B?n?

(1 = ePepo) Kofap)e™”

) Ko(ap)e /v, (2.11)

Téngase en cuenta ahora la expresion para la forma asintética de la funcién de Bessel

modificada [10]:
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De la condicién Sn > 1 se concluye que « es imaginario y puede ser expresado como
a =i(w/v)\/F?n? — 1 = i|al, permitiendo reescribir los campos electromagnéticos de la

siguiente manera:

Hfj — 2i ZW’O&| 77, \oz|p+wz/v) (212)
s \/ 2p

E£ — 2 q /L7T|O{| —Z \a|p+wz/v) (213)
TEV \/ 2p

. 1apow 1 T ~illalp+wz/v)
£ = 1——— P . 2.14
v 27 < 62n2) 2i|a\pe (214)

La energia total emitida en la direccidon radial se puede calcular mediante la respectiva

componente del vector de Poynting:

U = 2pl / S,dw = —2pl / EXH dw, (2.15)
0 0
donde [ es la longitud de un cilindro de radio p.

La expresion subintegral en la ec. (2.15) es

Ezﬁi = iQMow 1— 1 .7T 6—i(\0¢|p+wz/v) i _iﬂ|a‘€i(|a|p+wz/v)
27 [32n? 2ila|p 27 2p
: < q ) 1_ —'m|a
or) 1 anZ 22\a|p

¢
= ngpuow( P )\/__——pugw (1 52n2)’ (2.16)
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Se sustituye ec. (2.16) en la ec. (2.15) y se llega de esta manera a la siguiente expresion para
la energia radiada asociada al movimiento uniforme de una particula cargada en un medio

polarizable:

2 [ee)
q"prol 1
= 1-— dw. 2.17
v 47 /0 w< BQTLQ) . ( )

Esta expresion se puede generalizar al caso de un medio magnetizable. Teniendo en cuenta

que U/l es la energia radiada por unidad de longitud, se puede escribir en forma mds general:

dU q2 o |
- = = w i
dz 41 J, s

1
52"12) dw, (2.18)
siendo esta solucién la obtenida por B.D. Nag y A.M. Sayied en 1956 [11], mientras que en

el trabajo original de Frank y Tamm se asumi6 p,, = 1. Para este caso, las soluciones pueden

expresarse de la siguiente manera:

[e’] 2 (e%e]

U, = / Szdt:SWquv / %dw, (2.19)
—00 0
0 q2 e’} Oé2

U, = /_ Spdt=g o /0 “dw, (2.20)

donde « se defini6 después de la ec. (2.5). Sin embargo, para un medio LH donde e < 0y
i < 0, los resultados son invertidos. Asi, se obtiene U, < 0y U, > 0, las cuales corresponden
a la inversion de la direccion de la energia radiada. Para este propdsito, es preciso considerar
las ecuaciones de Maxwell en forma diferencial para un medio magnético o polarizable
(apéndice A) en donde el vector desplazamiento D =¢eE+P y el campo magnético

B = po(H + M), como se mostrard en la siguiente seccion.
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2.2. Radiacion de Cherenkov para un medio material LH

La primera descripcion de metamateriales zurdos (medios LH) o doblemente negativos (DNG)
fue realizada por Victor Veselago, en 1968 [6]. Aunque Veselago especuld en su articulo que
algunas “sustancias girotropicas que poseen propiedades tanto plasmaticas como magnéticas”
podrian ser ejemplos anisétropos de medios zurdos, hasta la fecha no se ha encontrado
un medio natural con tales propiedades. Pero esto no ha sido ningtin impedimento para la
obtencion de manera artificial de este tipo de materiales. En la actualidad, la terminologia
metamateriales se refiere a materiales compuestos que consisten en unidades estructurales

mucho més pequeiias que la longitud de onda de la radiacién incidente y que muestran

propiedades 6pticas que por lo general no se encuentran en materiales naturales [12].

En 1996 Pendry [13] sugiri6 tedricamente, y luego demostré experimentalmente en 1998 [14]
que un medio compuesto de alambres metdlicos delgados de forma periédica puede com-
portarse como un medio de plasma efectivo para la radiaciéon con una longitud de onda
mucho mayor que la periodicidad espacial de la estructura. Para frecuencias més bajas que
una frecuencia particular (plasma), la estructura de alambre delgado exhibe por lo tanto
una permitividad negativa e. Posteriormente en 1999 [15] describié como se adaptaria un
medio cuya permeabilidad magnética efectiva podria mostrar un comportamiento de Lorentz
resonante y, por lo tanto, lograr valores negativos de permeabilidad dentro de una banda de

frecuencia por encima de la frecuencia de resonancia.

En el 2001 fue reportado uno de los primeros metamateriales por Shelby et al. [16], estudiando
experimentalmente un medio bidimensional LH para frecuencias de microondas y confirman-
do numéricamente este material. En este estudio, demostraron fisicamente una estructura LH
isotrépica bidimensional y sus experimentos han permitido verificar las propiedades de la

onda electromagnética inversa con indice de refraccion negativo.

En esta seccion se hallard las ecuaciones que describen la radiacion de Cherenkov para
meta-materiales (medio LH), que tiene tanto permitividad como permeabilidad negativas;
para ello se generalizard la deduccion realizada por Frank-Tamm [4] anteriormente descrita

para materiales convencionales RH; después, con estos resultados se demostrard, entre otras
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cosas, que el movimiento de particulas en el medio LH genera energia que se propaga hacia

atras.

= k-c —| k- d
(a) (b)

FIGURA 2.3: a) Esquema del primer metamaterial artificial con € y ;4 negativos
simultdneamente. b) Representacidon esquemadtica de un tipo de resonador de
anillo dividido dnico SRR (split-ring resonator) que Shelby et al. utiliz6 para
los estudios de medios LH.

2.2.1. Formulacion matematica

Al igual que la seccion anterior se partird de la ec. (A.9), en donde se reemplaza pe =

Ur€r oo = n?/c? y se realiza el cambio d; — —iw, obteniéndose

2,2

w" 2 -
A=~ (2.21)

VA, + 2

La densidad de corriente (7, t) = qud(z — vt)8(x)d(y)é. que se produce por una carga que
se mueve con velocidad v a través de un material en la direccidén z en coordenadas cilindricas

sin dependencia azimutal, es

77t = L2502 — vt)s(p)e.. (2.22)
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Pasando al dominio de frecuencias, se tiene

e qu > —iwt 344
= — — . 2.2
Jo 27rp5('0) /_ d(z — vt)e " dté, (2.23)

[e. 9]

Recordando que §(z) = §(—x) y al escribir §(z — vt) = 6(v(z/v — t)) = d(vu), se usa la
propiedad 6(vu) = 6(u)/|v|, obteniéndose

Jo = e W ve (2.24)

Reemplazando este resultado en la ec. (2.21), se llega a la siguiente ecuacion diferencial para

el potencial vectorial:

2

B 2 5 .
V2A, 4+ 221 = —Mq—(p)e_mz/”éz. (2.25)
c? 2mp

De la anterior ecuacién podemos notar que A, = Ay, lo que implica que A, = A, = 0. Si

escogemos A, = g(p)e~™*/¢, y lo reemplazamos en la ec. (2.25), se llega a

10 0 w?  niw? _ pgd(p)
s (o)~ o =157 220

Definiendo k> = w?(n*f* — 1)/v* donde 3 = v/c, la ec. (2.26) se puede reescribir

10 0 0
a5 (7)) a0 = =520 @21

De las transformadas de Hankel se tiene la relacion K, {A, f(r)} = —u?K,{f(r)}, donde

10 0 v\ 2
A== (p=)-(2Z) . 2.28
pOp (pap) (p> 229

Realizando la transformada de Hankel del primer termino de la ec. (2.27), se obtiene
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Kmpﬁé%QQ%?)LMwmw:—ﬁGw) (2.29)

Aplicando la transformada de Hankel a toda la ec. (2.27), se llega a la siguiente expresion

para la amplitud de la componente z del potencial vectorial:

Glu) = pg 1

_%kg—iﬂ'

Entonces,

pg [ udo(up)
== du. 2.30

Usando la ec. (B.4), se pueden obtener dos soluciones independientes

_ kg

= caso 1: g(p) = THél)(kpp), que corresponde a una onda saliente con k = ke, +
kzém
m caso 2: = —MH (2) k,p), que corresponde a una onda entrante con k=
g p 4 0 P q p

—kylp + kot

. . w
En las anteriores expresiones k, = — > 0.
v

Como A, =A; =0y A, = A.(p, z), entonces

gw:Vxﬁ:—

emwE v, (2.31)

Para el caso 1 (Bj&”) y el caso 2 (Eff)), se tiene

» 1) - (2)
é(l) _ _MaHﬂ (kpp> ‘e—iwz/vé(b é(?) _ MaHO (kp/)) _e—iwz/vé

. (2.32
v 4 dp y v 4 dp o (2:32)
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Para hallar el campo eléctrico se recurre a la ley de Ampere-Maxwell, obteniéndose

= E gw j(;
B, =X Pe e
w

WE

[

El campo eléctrico se obtendra para valores de p # 0, es decir, cuando el segundo término es
nulo.
Téngase en cuenta que para cada caso la componente radial del vector de onda cambia de

signo y k, = w/v. Entonces, para los casos considerados 1y 2 tienen lugar las relaciones

: (1)
(1) — q a]{O (kpp) . p—iwz /v s EA 2
o " o e (kyé. » é,), (2.33)
: (2)
72 _ q a]q'O (kpp) L ,—iwz/v A E 2
w doe ap e (kpez + v 6/))'

De las propiedades de las derivadas de la funcion de Hankel, se obtiene:

dHg"(2)
dz

dHy(2)

=-1"(2) o

= —Hl(Q)(z). (2.34)

Entonces, las ecuaciones (2.32) toman la forma

= Zﬂq —iwz /v 5 5 Zﬂq —iwz /v 5
Bu(Jl) - TkﬁHl(l)(kpp)'e / €o Y B(E)Z) = kal(Q)(kpp)-e / ég, (2.35)

4
mientras que las ecuaciones (2.33) se transforman en
= qu (1) —iwz /v 5 W
EM = —E:Hl (kpp) - e~/ (ke — ;ep), (2.36)

- qu (2) —iwz/v A W
E£;2) = - 4w:H1 (kpp) - € / (kpé: + Zep)'
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Para escoger el caso fisicamente posible se realizard un andlisis del vector de poynting en el

dominio de frecuencias, escogiendo € < 0y u < 0y usando las relaciones del Apéndice C.

m Para el caso 1 se tiene

| R—
Sp - __EZJBd) < 0,

m Para el caso 2 se tiene

(-
S, = —~E“B; >0,
W

([
S. = ~E“B, < 0.
W

Las respectivas direcciones de flujo de energia en las direcciones radial y a lo largo del

movimiento de la particula se esquematizan de la siguiente manera:

Caso 1 Caso 2

:
l
T
|W

i A

wZ:

: K Wy

De esta representacion esquemadtica podemos concluir que la radiacion para los materiales

RH estan descritos por la solucion del caso 1 y para los materiales LH por la del caso 2.
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Para obtener las expresiones analiticas que describan los respectivos flujos de energia, realiza-
mos la transformada inversa de Fourier para las componentes del campo eléctrico y magnético
del caso 2 y se usa la relacion (C.2). Se obtienen asi las siguientes expresiones para las

componentes de los campos

B;j) _ _% (,ukal(Z)(kpp) . 6—iwz/v> X eiwtdw

(0 m™ T
iq [~ | 2 _’<””_§_Z> (wt—wz/v)
= - k . . eilwi—wz/v) g
1 fik, o e e w

— _% \ 7p / /&, - @tz vTkopt3T/4) gy (2.37)

Zq - k 2 —iwz/v W
Ef = ol (fo )(k:pp) e/ ) e dw
. (o T
— _E ﬁ 2 . €_Z< pp_2_4> . ei(wtfwz/v)dw
do J_ € wkpp
. ~
_ _E i . / \ ez(wt‘—wz/v—kpp—l-37r/4)dw7 (238)
o\ mp J o €
z iq OO k/% (2) —iwz /v iwt
E; = 2/ EHl (kop) - € -e™dw
e 1o (. T T
_ U Ky 2 .el< pp24> . gilwt—wz/v) g,
4 )_ . we wkyp

_ _g /3 ) /OO kp V kl’ i ei(wt—wz/v—kpp+37r/4)dw‘ (239)
4 T oo WE

La energia radiada por unidad de drea se puede obtener de la siguiente manera:

W, = / Sydt = — / E?HPdt y W, = / S.dt = / EPH?dt.  (2.40)

o0 o0 (e 9]
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Reemplazando las expresiones de los campos en las anteriores ecuaciones, se obtiene

Spdt (2.41)

)

( / / k”—\/kpl%.ei((ww’)t(wd)z/v(’Cp+’“§>)P+3”/2>dwdw’> dt
w Jw! we

W, = / S.dt (2.42)
- / </ / A -ei““*‘“’)”w*w’ﬂ/v<kp+k;>p+3w/2)dwdw/> dt.
8va
Usando la propiedad

1 [ . /
(S(Cd + w/) _ %/ ez(w-i—w )tdt,

las ecuaciones (2.41), (2.42) se pueden escribir de la siguiente manera

2
w, = L / Fp (W) /i () (~w) @i (kp(@) tho (—))p=3m/2) g ) (2.43)
4p )., we(w)
2
W, = -4 VEp Wk (—W) ik ) ko (—))p-37/2) g, (2.44)
dpv J, €(w)

Escribiendo k,(w) = |k,(w)| - € = kg(w) + ikr(w) y e(w) = |e(w)] - €, y teniendo
(—w) = —kg(w) y ki(—w) = kr(w), las

en cuenta ademds que |k,(—w)| = |k,(w)],

anteriores ecuaciones se pueden reescribir asi
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2 2
wo- ¢ |/<?( I il6u@)-36()/2-0(—w)/2-37/2) | 2br@io g, (2.45)
? 4p w wWe(w)] |
W — /\k ¢ i0:(@)=0(w)/2=0(=w)/2=37/2) _ 2k1@p g, (2.46)
4pv

De estos resultados se obtienen las componentes de la parte real del vector de poynting en el

dominio de frecuencia

Sy(w) = M 2RI cos (1(w) — O(w) — 37/2), (2.47)
S.(w) = —@ k1@ cos (1(w) — 37m/2), (2.48)
en donde y(w) = Z—p 'ipéd“))" (W) = 0(w) — O(w)/2 — O(—w) /2.

Andlogamente de las ecuaciones (D.11), (D.12), para un medio RH se obtiene

Splw) = — ’kpwc)u‘X(w—) e 2RWP L cos (1(w) — O(w) + 37/2), (2.49)
S, (w) = —@ e kWP cos (T(w) + 37m/2), (2.50)

entonces, el vector unitario que describe el flujo de energia queda expresado de la siguiente

manera

n(w) - cos (7(w) — O(w) — 37/2)é, — cos (T(w) — 3m/2)é,
V(W) - cos? (1(w) — 0(w) — 37/2) + cos? (T(w) — 37/2)
5 —n(w) - cos (T(w) — B(w) + 3m/2)é, — cos (T(w) + 31/2)e,

Sw) = , paraun medio RH,
() VA (w) - cos? (T(w) — O(w) + 37/2) + cos? (T(w) + 37/2) P

S(w) =

para un medio LH,

con () = [k, (w)[v/w.
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2.3. Modelos dispersivos de los medios materiales

La constante dieléctrica € y la permeabilidad magnética ;. son las magnitudes caracteristicas
fundamentales que determinan la propagacion de ondas electromagnéticas en la materia. Esto
se debe a que son los Unicos parametros de la sustancia que aparecen en la ecuacion de

dispersion [6]:

2
W
|§€ilﬂlj - ]{?257;]' + k‘lkj| = 0. (251)

Por esta razon en esta seccion se obtendran las formulas correspondientes a algunos modelos

de materiales que se utilizardn posteriormente para el analisis de la radiacion de Cherenkov.

2.3.1. Modelo resonante

En el modelo resonante la permitividad dieléctrica y la permeabilidad magnética estan

relacionadas con la frecuencia w de la siguiente manera:

2 2 2 2

wpe — Woe —1 wpm — Wom
2 - y /’LT - - 2

— Wi, + 1w w

6 =1- (2.52)

2

2 ~ ’
w — Wi, T 1YmWw

donde wpe, Wpm Y Woe, Wor, denotan las frecuencias de plasma y las frecuencias naturales, eléc-
tricas y magnéticas respectivamente; ademas, 7. y ., son los coeficientes correspondientes

de amortiguamiento.

Ilustremos la obtencién de la primera ecuacion de (2.52). Suponemos que un electrén aislado
en el material considerado experimenta la accién de una fuerza eléctrica qE, de una fuerza
de disipacion —m~,.U'y de una fuerza eldstica asociada a que el electrén esta ligado a un
atomo con una constante eldstica k = mw%. Por lo tanto, la ecuacion de movimiento de dicho

electron es:

m - % = qE — mr.0 — k(T — 3), (2.53)
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suponiendo que Ty se debe al campo eléctrico £ = pZy/ €, entonces:

&’y i €0 =
-~ = qE —mry.— — k(7 - 2E). 2.54
me— MYy — k(& p ) (2.54)

Asumiendo que T = Tye ! la anterior ecuacién queda de la siguiente manera:

- — . = - €0 =
—mw?T = qF + imwy T — mwiZ — mws —E,

de la cual, al despejar la desviacion de un electrén & se obtiene la siguiente expresion:

(%)
PLE.

w? — wg + iwy.

7=
El momento dipolar inducido (p' = ¢Z) es:

(q2 2q€0>
PLE

w? — wi + iwy,

p=

Si en el sistema hay N electrones distribuidos uniformemente, el momento dipolar total
es Pt = INp; ademds, si la distribucidon de carga en el material es homogénea entonces

p = Ngq/V. La polarizacién P= Piot/V e€s entonces:

Drot _ - (*N/mV — ngO)E

P =
1% w? — w + iwy,

En la anterior expresién N/V = n es la densidad volumétrica del nimero de cargas. Teniendo

en cuenta que el desplazamiento eléctrico es D = ¢yE + P, se obtiene:

2 9 .
B <1_ @*n/egm wo)eoE,

w? — wg + iwy.
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y de la ecuacion D = €j¢,. E se encuentra la siguiente expresion de la permitividad dieléctrica

para el modelo resonante:

2 2
Wpe — Wo

. Y
w? — w + iwy,

(2.55)

€ =1-—

donde wﬁe = ¢’n/eym es el cuadrado de la frecuencia de plasma eléctrico.

La segunda férmula de la ecuacién (2.52) se puede obtener examinando la respuesta de un
sistema de anillos truncados ante un campo magnético, como ocurre en los diversos disefios

de meta-materiales [12].

2.3.2. Modelo de Drude-Lorentz

Los modelos de polarizacién y magnetizacion de Drude-Lorentz con pérdida se utilizan para
simular el medio DNG; especificamente la permitividad y la permeabilidad se describen en el

dominio de la frecuencia como

w2

L= 1- pe , 2.56

¢ w? (1 +1i/wre) — w2, ( )
w2

b o= 1 pm , (2.57)

w(1+i/wry) — w2,
en donde 7. y 7,,, denotan el tiempo de relajacidn, eléctrico y magnético respectivamente.

Para obtener la formula de la ec. (2.56) se procede de manera similar al modelo resonante

utilizando la ecuacién del movimiento de un electrén no ligado al d4tomo:

dv = v .

me—o = qE—mT—e—kx,
R >z o mdf L7
m-— = ——— — k7
ar — T e
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siendo el segundo termino del lado derecho de la igualdad la fuerza de disipacién y el tercero

la fuerza eldstica ligado a un dtomo donde k = mw?.

Entonces, en este caso bajo la accién de un campo eléctrico variable la desviacion del electron

estd dada por la siguiente expresion:

7= a/m E.

7
wg—cﬂ (14‘5)

El momento dipolar inducido (p' = ¢Z) es:

2
5= /m_
i
wi — w? (1 + —)
WT,

Si en el sistema hay N electrones distribuidos uniformemente, el momento dipolar total es

Diot = Np. La polarizacién P = Piot/V e€s entonces:

ﬁ‘t/ot _ ¢*N/mV . E‘”
i
Wi — w? (1 + —)
WTe
donde N/V = n es la densidad volumétrica del nimero de cargas. El desplazamiento eléctrico

ﬁzeoﬁ—i-ﬁes

P =

n/eom o F
i )
Wi — w? (1 + E)

y de la ecuacién D= eoerﬁ se encuentra para el modelo de Drude-Lorentz:

D=1+
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6 =1— e , (2.58)
i
w? (1 + —> —w?
W,

donde %2;@ = ¢*n/egm, es el cuadrado de la frecuencia de plasma eléctrico.

En la referencia [12] se discuten modelos especificos de materiales cuya respuesta magnética
se puede describir mediante la férmula de la ec. (2.57). En el articulo original de Veselago
[6], esta expresion la obtiene al considerar la respuesta magnética de un hipotético gas de

monopolos magnéticos.



CAPIiTULO 3

Caracteristicas de la radiacion de Cherenkov en diferentes medios

materiales

En este capitulo vamos a realizar un andlisis numérico comparando los resultados obtenidos
tedricamente haciendo uso de los modelos de frecuencia resonante y de Drude-Lorentz [17]
para la permitividad dieléctrica y la permeabilidad magnética estudiados previamente. Se
analizard detalladamente el comportamiento de las propiedades 6pticas y de la radiacion

Cherenkov en las diferentes regiones de frecuencia.

3.1. Analisis del modelo resonante

Como se establecié anteriormente, para el modelo resonante la permitividad dieléctrica y la
permeabilidad magnética estan caracterizadas por las siguientes dependencias funcionales

con la frecuencia w:

2 2 2 2
Wpe = Woe w. — Wom

P _ pm
2 2 . 9 /‘L’!’ - ]' -
W — Wi, + 17w

€ =1— .
2 2 ~
w? — w2+ iymw

Las frecuencias caracteristicas wWye, Wym, Wee Y Worm son del orden de 10' s~ [7] lo cual
significa que los efectos de dispersion temporal son relevantes para frecuencias w cercanas
a este orden de magnitud 10! s. Por otro lado, el orden de magnitud de 7, y 7,,, es 10% s71,
lo cual permite en una primera aproximacion considerar de manera perturbativa los efectos

relacionados con la absorcion.

En la referencia [7] se consider? el caso particular en el cual tiene lugar la siguiente relacion
de pardmetros: Wem, < Woe Y Wpm < Wpe. S€ demostré que la radiacion de Cherenkov ocurre
en las regiones de frecuencias 0 < w < Wy Y Wee < W < W, (siendo nQ(wc) = 1), en las

cuales la magnitud del cuadrado del indice de refraccién es mayor que 1; en la primera regién
27
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el sistema se comporta como un material RH y en la segunda, se comporta como un material

LH con un indice de refraccién negativo.

Dado que los meta-materiales son artificiales es posible disefiarlos de tal manera que se
presenten otras relaciones entre las frecuencias caracteristicas. Entonces, se propone para
futuros trabajos escoger otros valores que permitan estudiar la radiacion de Cherenkov en

diferentes regiones de frecuencias.

En la figura 3.1 se examina el comportamiento del indice de refraccion del modelo resonante
para las frecuencias woy, = Wom < Wpm = Wpe, donde se observa que la parte imaginaria
es par mientras que la parte real es funcién impar alrededor de dicha frecuencia. Ademas,
Re{n*} > 0 siendo laregién 0 < w < 4 x 10 s~! donde se comporta como un material RH

y 4 x 10! s7! < w para un material LH.

100

80

60
40

20

0

_40 .

L
7x1011

6x1011

3x1011 4x1011 5x1011

w (s1)

1x101! 2x1011

FIGURA 3.1: Grifica del indice de refraccion para el modelo resonante.

Para los resultados que se obtienen de ahora en adelante se tomara un 7, = ,, = 27 - 108
rad /s para una particula viajando a una velocidad v = 1,5 x 10® m/s, donde la energia radiada
se calculard para una distancia p = 0,7 m; ademds de los valores que se muestran en la tabla

3.1.



3.1 ANALISIS DEL MODELO RESONANTE 29

TABLA 3.1: Valores constantes de las formulas.

frecuencias valor

Wpe 7 x 101 g1

Woe 2 x 101 s~

Wpm 9 x 101 s~ 1

Wom 4 x 101 s 1

1 T T | T [
| Re(n?) I
| Re(g) i
[ Re(w) — ]
os L ‘ B -
S ; j I
0 2x1011 4x 1011 6x1011 8x1011 1x1012
o (s1)

FIGURA 3.2: Gréfica de la parte real de €, /1, y n? del modelo resonante.

En la figura 3.2 se representa la grafica para la permitividad dieléctrica y la permeabilidad
magnética en funcidn de la frecuencia para el modelo resonante. En el rango de frecuencias
0 < w < 2 x 10! s7! se espera obtener el patrén de radiacién Cherenkov para materiales
RH, mientras que para los materiales LH dicho patrén se espera obtener para frecuencias
que satisfacen la relacién 4 x 10! s™! < w < 7 x 10! s, En efecto, en el primer rango de
frecuencias tanto la permitividad dieléctrica como la permeabilidad magnética son positivas
(€, i > 0), razén por la cual el indice de refraccion es positivo, mientras que en el segundo
rango de frecuencias e,., i, < 0 lo que garantiza que el indice de refraccion sea negativo. En
cambio, para las regiones 2 x 101 s7! <w <4 x 10" s7ty 7 x 10t s7t <w < 9 x 101

! el cuadrado del indice de refraccién es negativo (n? < 0), porque en esta regién la
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parte imaginaria es predominante. Finalmente, para las frecuencias mayores que 9 x 10!
s~1, el sistema se comporta como un material RH, aunque no se generaria radiacion ya que

0<n?<1/p.

Para la energia radiada por unidad de area y por unidad de frecuencia se utilizan las compo-
nentes del vector de poynting halladas (2.47)-(2.50) para los medios RH y LH. Ademds, en la
figura 3.3 se muestra su dependencia funcional con la frecuencia w haciendo uso del modelo
resonante de € y u descrito anteriormente y se observa las regiones de frecuencia para las

cuales se obtiene radiacion como se predijo en el andlisis del modelo resonante.

E T T T T I T T T T I T T T T I T T T T | T T T T | T T T T
1.2x10°33 L ' ' : 1 1.2x1075
: RH dW,/dw — |
1.0x10733 [ RH dWz/dw ——— 11 { gx10%5
: LH dWp/dw —— |
8.0x10°3 [ LH dWz/dw — |1 g 0x107%6
6.0x1034 | 3 6.0x10746
4.0x10734 [ J 4.0x1070
2.0x1073% [ /\ ] 2.0x1070
0.0x109 £ . : : V 4 0.0x10°
D010 b T ) g1 046
0 100 200 300 400 500 600
w x10° (s'1)

FIGURA 3.3: Grifica de dW/dw (J- s/m?) en funcién de la frecuencia (w)
para el modelo resonante; la escala izquierda es para un medio material RH y
la derecha es para un medio material LH.

3.2. Analisis del modelo de Drude-Lorentz

Para el modelo de Drude-Lorentz las formulas de la permitividad dieléctrica y permeabilidad

magnética son:
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2 2
wpe —1— wpm

W1+ ifwr) — w2, b T A i) — W2,

€ =1—

endonde 7. = 1/7. y Trp = 1/Ym.

La figura 3.4 toma los mismos valores mencionados en la anterior seccidn para las frecuencias
caracteristicas. De forma andloga, como se realiz6 para el modelo resonante se hace un
andlisis de las respectivas regiones de frecuencia, encontrando que en el rango de frecuencias
0 < w < 4 x 10" s7! 1a conclusién es similar para ambos modelos, pero para las regiones
mayores de 4 x 10'! s~! hay un corrimiento debido a las frecuencias naturales wye Y Wom
que se encuentran en el numerador del segundo termino del modelo resonante y que en el
modelo de Drude-Lorentz se descartan. Para este caso, la region de frecuencias 4 x 10!

V< w < 7,27 x 10! s y para frecuencias w > 9,82 x 10! s7! el cuadrado del indice de
refraccion es positivo siendo descrito por un material LH y uno RH respectivamente; mientras

que para laregién 7,27 x 1011 s7! < w < 9,82 x 10! s~ el n? < 0.

" [Re(m) ;

| Re(¢g) i

[ Re() ——|;

°l I ” ||| —

Y a | IR
0 2x1011 4x101 6x 1011 gx 1011 1x1012

w (s1)

FIGURA 3.4: Gréfica de la parte real de ¢,, i1, y n? del modelo de Drude-Lorentz.
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Entonces, se puede concluir para este modelo, de la misma manera que para el modelo reso-
nante, que en la region 0 < w < 2 x 10! s~! se espera obtener radiacién Cherenkov para un
material RH; por otro lado, el rango de frecuencias en el cual se produce radiacion Cherenkov
y el material se comporta como un medio material LH es menor que el correspondiente al
modelo de Drude-Lorentz. Esto se debe a que la presencia de las frecuencias naturales es mas

notoria en el comportamiento de la radiaciéon Cherenkov en el material LH.

5 T | T | T | T . T |

p | | | | 1/B

6 . i . i
0 2x101 4x1011 6x 1011 8x1011 1x1012

w (s
FIGURA 3.5: Gréfica de Re{n(w)} en funcién de w.

También, es necesario encontrar las regiones para las cuales se cumple la ec. (2.1), lo que
es equivalente a representar graficamente la condicién |n(w)| > 1/, para lo cual se ha
graficado la parte real del indice de refraccion con dependencia de la frecuencia y se trazaron
las lineas de 37! y —3~! paralelas al eje x en la figura 3.5, en donde se escogi6 3 = 0,5, lo
cual significa que la radiacion Cherenkov existe en las regiones del espectro donde el indice
de refraccién cumple la condicion |n(w)| > 2. Dichas regiones del espectro corresponden
a los sectores sombreados con color violeta en la figura 3.5. La regiéon sombreada de mas
bajas frecuencias corresponde a la radiacién Cherenkov asociada a un material con indice de

refraccion positivo (RH), mientras que la region de mads altas frecuencias delimita la region
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del espectro donde la radiacién Cherenkov estd asociada a un material LH. Estos resultados

complementan los obtenidos en la figura 3.4.

De igual forma que en el modelo resonante, se usan los resultados (2.47)-(2.50) para los
medios RH y LH para representar graficamente la energia radiada por unidad de area y por
unidad de frecuencia con relacion a w (ver figura 3.6). En cuya representacion se utilizo el
modelo de Drude-Lorentz de € y 1 descrito anteriormente y se presta especial atencion a las

regiones de frecuencia para las cuales se obtiene radiacion.

1_5){1[]-33 LI . LI | LI | LI | 1T 1T 1T [ 1T 1T 1T 1T [ T 1T 11 15){1[]-44

5 I RH dWp/dw — |] »
1.2x10 RH dW,/dw —— [ 1.2x10

LH dW,/dw —— |-

9.0x10°3 LH dWz/dw —— LI g o105

6.0x1034 - 6.0x107%

3.0x10734 T T el s
0.0x10° /\> : 0.0x10°

SodeH b e L 13 10745

0 100 200 300 400 500 600 700

o x10° (s71)

FIGURA 3.6: Grifica de dW/dw (J- s/m?) en funcién de la frecuencia (w)
para el modelo de Drude-Lorentz; la escala izquierda es para un medio material
RH y la derecha es para un medio material LH.

Para los modelos estudiados se observa que la magnitud de la energia por unidad de area
y unidad de frecuencia (dWW/dw) decae con una tasa mayor para los materiales LH en
comparacion a los RH cuando se examina su dependencia con la distancia radial p. Esto lo
podemos observar de forma mds clara en la figura 3.7, donde se representa el comportamiento
de los maximos de las respectivas energias radiadas en la direcciéon del movimiento de la

particula (dW, /dw) y en la direccién radial (dW,/dw).
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Max(RH dW,_/dw)
Max(RH dW/dw) ——
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FIGURA 3.7: Gréfica de la relacion entre los méximos de dW/dw (J- s/m?)
respecto a la distancia radial (p) para el modelo de Drude-Lorentz.

Por esta razon, en la actualidad se estudian las propiedades 6pticas de diferentes medios mate-
riales para la fabricacion de detectores Cherenkov, los cuales permiten en la experimentacion

obtener resultados con mayor precision.

Los resultados de las figuras 3.3 y 3.6 descritos por las ecuaciones (2.47)-(2.50) también
pueden ser mostrados graficamente usando la representacion en coordenadas polares, permi-
tiendo analizar las direcciones en las que se produce radiacién para los modelos dispersivos
ya descritos previamente. En las figuras 3.8 y 3.9 se ilustran estas representaciones graficas
escogiendo en cada uno de los casos constantes de normalizacion distintas que permitan la
visualizacién de los resultados. Para ambos modelos se concluye que las direcciones de la
radiacion son aproximadamente cercanas, tanto para los medios materiales RH como para los

LH. Estos resultados se muestran en la tabla 3.2.

TABLA 3.2: Aproximacion de la direccion promedio del patrén de radiacion.
Medio material | Modelo Resonante | Modelo Drude-Lorentz
RH +75,6° +77,5°
LH +134, 3° +135,7°
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FIGURA 3.8: Patrén de radiacion de Cherenkov caracterizado por el modelo
resonante. Se uso una constante de normalizacién 1,5 x 10733y 1,5 x 107%5
para el medio RH y LH respectivamente.
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FIGURA 3.9: Patrén de radiacion de Cherenkov caracterizado por el modelo
de Drude-Lorentz.Se uso una constante de normalizacién 1,5 x 10733y 1,5 x
10~** para el medio RH y LH respectivamente.
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3.3. Conclusiones

En este documento, se ha estudiado la radiacion de Cherenkov para una particula viajando a
través de un medio material diestro (RH), usando el formalismo descrito por Frank y Tamm
en su trabajo original, extendiéndolo a medios materiales zurdos (LH), los cuales exhiben
simultdneamente permitividad (e) y permeabilidad (x) negativas; ademdas de esto, se han
descrito modelos dispersivos (modelo resonante y modelo de Drude-Lorentz) en situaciones
con pérdidas, los cuales permitieron predecir, teniendo en cuenta que ¢’ > v, en qué regiones

de frecuencia se lograria detectar radiacion de Cherenkov.

De esta manera, se obtuvo tanto la solucién matematica como las respectivas interpretaciones
para cada tipo de medio material, observdndose en las diferentes gréficas que para los medios
RH la radiacion de Cherenkov se presenta en frecuencias mds bajas en comparacion a los
medios LH. Estos resultados se analizaron y se compararon con los ya registrados por otros
autores, al hallar tanto la magnitud como la direccién de la energia radiada por unidad de
area y unidad de frecuencia (dW /dw), demostrando ademds, como lo predijo Veselago en su
articulo [6], que la radiaciéon de Cherenkov se propaga hacia atrds para un medio material
LH. También, uno de los resultados que llamaron la atencidn, fue la comparacion de la tasa
de disminucién de la radiacion de Cherenkov para ambos tipos de materiales, al aumentar
la distancia radial (p), en los cuales se evidencia una considerable disminucién para los

materiales zurdos (ver figura 3.7).

En el documento se limitan los resultados para un conjunto de frecuencias caracteristicas,
ademads de otros pardmetros, pero las soluciones obtenidas para ambos medios materiales
(RH y LH) estan expresadas de forma general, permitiendo para futuros trabajos el andlisis de

materiales que presenten frecuencias distintas a las propuestas.
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APENDICE A

Ecuaciones de Maxwell en medios materiales

Para medios materiales como los dieléctricos:

v.-D = p (A.1)
V-B = 0, (A.2)
, 0B
E = -2 A.
V x o (A.3)
. Y5
VxH = J+%—t, (A.4)

las cuales estdn expresadas en el sistema internacional (S.I). Ademas, las relaciones entre los

campos y los potenciales son:

E = —vVo-— == (A.5)

T
I
| —
<
X
s

(A.6)

Teniendo en cuenta que el vector desplazamiento D=c¢cE y el campo magnético B= uﬁ , S

sustituyen las ecuaciones (A.5), (A.6) enlaec. (A.4),

1 2 .0 A

1 o 1, - OV 4
—>;V(V-A) EVA = J—e¢ g €S

—V (V LA+ eu%—f) — VA = uJ (A7)
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De la condicion:

- 0P
V- A+ eua =0, gauge de Lorentz, (A.8)

laec. (A.7) se reduce a

9?2A

V2A — G#W = —,uj, (A.9)

conocida como la ecuacion del potencial vector.



APENDICE B

Caso especial (Transformada de Hankel)

Usando la expresion [18]:
o0 urtt atbr—+
—J, du = — K, _,(ab), B.1
/0 (u2+62)“+1j (au)du 2T (i + 1) u(ab) (B.1)

paraa > 0, R{b} > 0, —1 < R{v} < 2R{pu} + 3/2. Reemplazando b = ik, y a = p, para

1 = v = 0, obtenemos

< udy(up) .
/0 e du = —Ko(ik,p). (B.2)
Teniendo en cuenta que
K, (z) = gz'”+1H§1)(ix) - —g¢”+le—“"H§2>(—m). (B.3)
Entonces,
> udo(u (e .
/ %du = 5 iHy" (<kp) = SiHP (kop). (B4)
0 o U
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APENDICE C

Forma asintotica de la funcion de Hankel

La forma asintética de la funciones de Hankel de primer y segundo tipo son [10]:

( v 7r)
-€ 2 4 para —m <argz <2,

n |

y———

< 28 7r>
-€ 2 4 para —2m < argz < T.

e

41

(C.1)
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APENDICE D

Solucion para un medio RH

Campo magnético y eléctrico para el caso 1:

— ) q —iwz/v A o qu —iwz /v 5 W
B = Lkal(l)(kpp)'e / €¢s ES) = __pH{I)(kpp)'e / (kpe:——¢ép). (D.1)
4 dwe v
Realizamos la transformada inversa de Fourier para las componentes del campo eléctrico y

magnético del caso 1 y se usa la relacién (C.1).

sz _ %} <Mka§1)(kpp) . e—iwz/v) . eiwtdw

—00

] ™
iq [~ |2 ’("“P”51> (wt—wz o)
— 1 k . . (W wz/v d
1 pk, T e e w

= TV vl / /R - it v kop=3n/4) g, (D.2)

Zq < (K 1 —iwz /v iw
Ef = T <?pH1( )(k:pp)~e / ) e dw

— 00

— ﬂ @ 2 . 62< e 2 - 4) . ei(wt—wz/v)dw
v | € wkpp

_ E 3 ) /oo V kﬁ . elwt—wz/vtkpp=3m/4) 1 (D.3)
w\ mp J o € ’
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iq [ [k , .
Etz — _ﬂ (w_Perl)(kpp) . ezwz/v) . ezwtdw

—00

) L T
_ g [Tk 2 . < ”’24) piwt=wz/v) g,
4 oo WE wkpp

iq koK, .
_ﬂ 3 . / 4 P ez(wt—wz/v+kpp—37r/4)dw. (D4)
4V mp J_o we

La energia radiada por unidad de 4rea se puede obtener de la siguiente manera:

W, = / Sydt = — / E?HYdt, (D.5)

W, = / S.dt = / EPH?dt. (D.6)

Reemplazando las expresiones de los campos en las anteriores ecuaciones:

S

=
Il

—

% 8

dt (D.7)

// kp\/ kpk;) .ei((w+w')t—(w+w’)z/v+(k:p+k;,)p—37r/2)dwdw/) dt,
wJuw WEe

I
3=
|\
Q 8

R

=
I

/oo S.dt (D.8)

8 / <// k kl _ei((w+w')t—(w+w’)z/v+(kp+k’p)p—37r/2)dwdw/) dt.
Tov J_

Usando la propiedad:
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2

1 [, /
5((,0 + w/) _ / ez(erw )tdt,

—0o0

las ecuaciones (D.7), (D.8) se pueden escribir de la siguiente manera:

W= _q_2/ kp(w) kp(w)kp(_w) . ei((k;,(w)—l—k,;(—w))p—&r/?)dw (D.9)
’ 4p J, we(w) ’
2
W= — q / ky(w)k,(—w) i (Usp(@)+hp(—w))p=37/2) g (D.10)
4pv J,, e(w)

Escribiendo k,(w) = |k,(w)| - €’ = kgr(w) + iki(w) y e(w) = |e(w)] - €. Ademds,
\ky(—w)| = |kp(w)|, kr(—w) = —kgr(w) y kr(—w) = ki(w), las anteriores ecuaciones

se pueden reescribir asi:

2 2
woo— R o w)-s0w)2-0(-w)/248m2) | il g, D.11)
g 4p J, wle(w)] ’

2
R LAC)] 0= 0()[2-0(~w) [2437/2) |~k @, (D.12)
dpv J, le(w)]
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APENDICE E

Indice de Simbolos

Constantes

c — velocidad de la luz en el vacié (m-s~1).

d —— velocidad de la luz en un medio material (m-s—').

15} ——- velocidad relativa a la de la luz en el vacié (Adim.).

€0 — permitividad dieléctrica en el vacié (C2-N—1-m~2).

140 — permeabilidad magnética en el vacié (T-m-A~1).

Wpe, Wpm —- Ifrecuencia de plasma eléctrico y magnético respectivamente (s ™).

Wee; Wom —- frecuencia natural eléctrica y magnética respectivamente (s ).

Yes Ym —- coeficiente de amortiguamiento eléctrico y magnético respectiva-
mente (s ).

Variables

€ — permitividad dieléctrica en un medio material (C2-N~'-m~2).

1 —- permeabilidad magnética en un medio material (T-m-A~1).

€, —- permitividad dieléctrica relativa (Adim.).

L —- permeabilidad magnética relativa (Adim.).

n —- indice de refraccion (Adim.).

k — vector de onda (m™!).

0. —- é4ngulo de Cherenkov (rad).

0. —- argumento de la representacion compleja de € (rad).

0 —- argumento de la representacion compleja de &, (rad).
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E INDICE DE SIMBOLOS

Funciones

d(p) —- delta de Dirac.

AZ, ®, —- potencial vector y potencial escalar en el dominio de frecuencias.
E, —- campo eléctrico.

B, —- induccién magnética.

J,(€) —- funcion J-Bessel de orden v.

K, (&) —- funcién de Bessel modificada.

K, {f(r)} — Transformada de Hankel.

H2(2) —- funcién de Hankel de orden v y de especie a.

K, {f(r)} — Transformada de Hankel.

Uy, U, —- Energia total irradiada en las direcciones p y Z respectivamente.
W,, W, —- Energia total por unidad de drea irradiada en las direcciones p y 2

respectivamente.
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