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Resumen

La Tuberculosis (TB) es una enfermedad infecciosa que se transmite de manera directa, la
cual ha venido afectando la poblacion desde varios siglos atras; por ello, en epidemiologia
se han realizado gran variedad de modelos matematicos para el estudio de la dindmica de
esta enfermedad. En este documento, se revisa el modelo en ecuaciones diferenciales ordi-
narias para la dinamica de la transmisién de la enfermedad de tuberculosis presentado en
[5], v usando datos de personas en tratamiento en la ciudad de Santiago de Cali, se estiman
algunos de los pardmetros del modelo utilizando los softwares de programaciéon MATLAB
y Wolfram Mathematica, mediante el método de estimacién de pardmetros de minimos
cuadrados no lineales y con dos algoritmos de optimizacién distintos. La estimacién de estos
parametros, como en todo modelo epidemiolédgico, es bastante importante ya que nos permi-
te usar el modelo para analizar el comportamiento de la enfermedad dentro de la poblacién
estudiada y establecer medidas de control dependiendo de los valores encontrados. Los méto-
dos de estimacién de parametros aqui estudiados son el algoritmo genético y el método de
minimos cuadrados no lineales y, la seleccion de los parametros a estimar se realiza a partir
del analisis de sensibilidad del nimero basico de reproduccion Z,.

Palabras clave: tuberculosis, modelamiento, minimos cuadrados, algoritmo genético, trata-
dos.



Introduccion

Uno de los tantos problemas de salud publica estd constituido por la Tuberculosis (TB).
Segin informacién de la Organizacién Panamericana de Salud (OPS), la Tuberculosis es una
enfermedad infecciosa que suele afectar los pulmones entre otras partes del cuerpo. Esta en-
fermedad puede desarrollarse (tuberculosis activa) o no (tuberculosis latente) dependiendo
del sistema inmune de cada persona y es causada por una bacteria llamada Mycrobacterium
tuberculosis, que se transmite de persona a persona a través de gotitas o aerosoles suspendidos
en el aire secretadas por una persona con tuberculosis activa al toser, hablar o estornudar
[1]. Esta forma de transmisién ha puesto en riesgo la vida de un gran ntmero de personas,
desde ninos hasta adultos mayores y ha representado un gran problema para las personas
con afectaciones en su sistema inmune como el VIH, causas por malnutricién, diabetes, entre
otros; pues al estar expuestos a la enfermedad, el desarrollo de esta es mas rapido. Siendo la
TB una enfermedad que ha afectado la salud publica desde siglos atras, segtin la Organizacién
Mundial de la Salud (OMS), se calcula que actualmente una cuarta parte de la poblacién
mundial esta infectada por el bacilo de la tuberculosis pero atin no han enfermado ni pueden
transmitir la infeccién, es decir que se encuentran en estado de latencia [2].

En ciencias e ingenieria, el modelamiento matematico es una herramienta frecuentemente uti-
lizada para el estudio de fenémenos fisicos, quimicos, biologicos, etc. Un modelo matematico
utiliza férmulas matematicas para representar de manera simplificada y objetiva el fendmeno
que se quiera estudiar; dichas férmulas se plantean a partir del analisis del comportamiento
del fenémeno. Una caracteristica esencial de cualquier modelo son los parametros utiliza-
dos; en el caso epidemioldgico, se pueden considerar, por ejemplo: tasas de mortalidad, tasas
de infecciosidad, probabilidades de contagio, tasas de crecimiento y decrecimiento, tasas de
recuperacion, entre otros. Algunos de estos parametros pueden estimarse a partir de da-
tos recolectados en cierto tiempo y con ayuda de los métodos de estimacion de parametros
existentes como Minimos Cuadrados, Maxima Verosimilitud o Estimacion por cuantiles, y
proporcionan informacién que podria ayudar a realizar predicciones, establecer limites y rea-
lizar inferencias sobre el fenémeno estudiado para una poblacién en particular.

Desarrollar un modelo matemaético significa obtener leyes que relacionen las variables involu-
cradas en el fendmeno estudiado, donde cada una de ellas es representativa de las diferentes
etapas o procesos que forman parte del mismo [14]. En epidemiologia, un modelo matemati-
co considera subdivisiones en la poblacion y analiza el desarrollo de una enfermedad en un



tiempo determinado de manera local, pues dependiendo del entorno en que se encuentre la
poblacién estudiada, se pueden encontrar factores que afecten los datos con que se trabaja y
por ende el resultado de cualquier estimacién de parametros realizada.

La estimacién de parametros juega entonces un papel importante para poder analizar la
dindmica de un proceso que se ha modelado matematicamente, pues los parametros cal-
culados deben ajustarse a los datos obtenidos para que el modelo pueda aproximarse al
comportamiento real del fenémeno que se observa. Sin embargo, el método de estimacién de
parametros empleado debe escogerse detenidamente, pues algunos optimizan més el proble-
ma del ajuste que otros, dependiendo de las restricciones que se le den y, la cantidad y tipo
de datos con que se quiera trabajar.

A través de los anos, se han desarrollado cierta cantidad de modelos matematicos que han
ayudado a estudiar la dindamica de la tuberculosis en diferentes lugares y con diferentes
parametros considerados. Por ejemplo, en [7], se presenta un modelo de la TB donde se
introduce un grupo en la poblacién, denominados latentes de bajo riesgo, para proponer es-
trategias 6ptimas de prevencién y control de la enfermedad con ayuda de la teoria del control
6ptimo. Otro modelo de TB puede encontrarse en [19], en el cual se estudia el impacto de
la vacunacion y el tratamiento en la dindmica de transmisién de la enfermedad. En [18], se
investigan dos modelos diferentes, uno que tiene en cuenta el fracaso en el tratamiento de la
enfermedad y otro donde se dividen las personas latentes en dos subgrupos dependiendo del
tipo de progreso, rapido o lento de la enfermedad. Es claro entonces, que dependiendo de lo
que se quiera estudiar de la enfermedad, los modelos satisfacen caracteristicas diferentes; el
modelo planteado en [5], por ejemplo, estudia la dindmica de esta enfermedad considerando
a las personas que abandonan el tratamiento volviendo nuevamente a un estado de latencia
o de infecciosidad.

Para fines de este trabajo de grado, se considera el modelo con ecuaciones diferenciales ordi-
narias planteado en [5], para el cual se tiene como objetivo estimar algunos de sus pardmetros
utilizando los datos de personas en tratamiento de tuberculosis en el periodo 2015|[2019 de
la ciudad de Santiago de Cali reportados por la Secretaria Municipal de Salud Publica.

A lo largo de este documento, se encuentran dos algoritmos diferentes para la estimacion de
parametros a partir del método de minimos cuadrados no lineales: el método de Levenberg-
Marquardt aplicado con una rutina optimizada de Matlab y el algoritmo genético, los cuales
se ponen en practica con el fin de estimar algunos de los pardametros del modelo estudiado
y ayudan a comprender algunas de las caracteristicas que los diferencian. Asi pues, el orden
en que se desarrolla este documento es el siguiente: inicialmente se da una introduccién de la
enfermedad de tuberculosis y la teoria correspondiente de los algortimos para la estimacion
de parametros utilizados; seguidamente, se presenta la descripcién del modelo y la ecuacion
del nuimero bésico de reproduccién %, junto con sus indices de sensibilidad. Por tltimo, se
muestran los algoritmos de programacion de cada método junto con los resultados obtenidos
para los parametros estimados y las graficas del ajuste realizado.



Capitulo 1

Preliminares

Para dar inicio a este documento de trabajo de grado, es necesario tener en cuenta algunos
conceptos como son: jqué es la enfermedad de tuberculosis?, ;como se transmite?, la impor-
tancia del modelamiento matematico y sobre todo los métodos y datos utilizados para llevar
a cabo el objetivo de estimacién de parametros. En esta seccién, se abordaran estos temas.

1.1. La Tuberculosis

La tuberculosis (TB) es una enfermedad infecciosa causada por una bacteria conocida como
Mycrobacterium tuberculosis o bacilo de Koch [3]. Esta suele atacar los pulmones, aunque
también puede afectar otras partes del cuerpo como el cerebro o las vértebras, y puede desa-
rrollarse en cada persona (TB activa) o no (TB latente) dependiendo de su sistema inmune,
pues una persona con afectaciones en este, ya sea por enfermedades como la diabetes, el
virus de inmunodeficiencia humana (VIH), u otras causas, es mds propensa a desarrollar la
enfermedad de tuberculosis de manera activa.

Su forma de transmisién es de manera directa por medio de gotitas o aerosoles suspendidos
en el aire que son secretadas por una persona con TB pulmonar activa al toser, hablar o estor-
nudar. Esta misma puede ser tratada con diferentes tipos de medicamentos, algunos de estos
con una actividad bactericida los cuales se encargan de eliminar las bacterias de crecimiento
continuo que son las que transmiten la enfermedad y otros con una actividad esterilizante
que se encargan de eliminar los bacilos de TB en el cuerpo causantes de las recaidas [4].

La Organizacién Mundial de la Salud (OMS) afirma que alrededor de una cuarta parte de
la poblacién mundial se ha infectado con el bacilo de la tuberculosis y entre el 5% y el 10 %
de estas personas termina desarrollando la enfermedad, ademas las personas infectadas que
aun no la han desarrollado, no pueden transmitirla [2]. En Colombia, segin lo reportado
por el Instituto Nacional de Salud, entre los anos 2013 y 2018, la tuberculosis presenté un
aumento constante en su tasa de incidencia desde los 23,0 hasta 26,9 casos por cada 100.000



habitantes, siendo una de las primeras causas de morbimortalidad en el pafs [10].

La TB es una enfermedad que puede ser mortal y algunos de sus principales sintomas son
fiebre, tos prolongada (algunas veces con sangre), dolor en el pecho, cansancio, sudoracién
nocturna y pérdida de apetito. Esta enfermedad tiene varias formas de diagnosticarse, algunas
de estas son la baciloscopia (examen de esputo o flema), prueba de sangre y prueba cutédnea.

1.2. Modelamiento matematico

El modelamiento matematico ha sido una herramienta de gran importancia a la hora de
analizar algiin fenémeno. Esta herramienta se centra en representar de manera sintetizada
y a través de ecuaciones el problema que se quiere estudiar. En [17], se define un modelo
matematico como algo que usa el lenguaje de las matematicas para producir una descripcion
refinada y precisa de un sistema de objetos y que, ademas, todos estos modelos estan de
cierta forma “errados”, pues cada uno de ellos siempre va a depender de qué tan completo
sea, es decir, qué tantas caracteristicas del objeto se tengan en consideracion.

En algunos campos, como la epidemiologia para analizar el comportamiento de una enfer-
medad a partir de una o un sistema de ecuaciones, es necesario establecer parametros como
por ejemplo tasas de mortalidad, natalidad o transmision de la enfermedad; para esto, es
necesario dividir la poblacién en ciertos grupos teniendo en cuenta cémo se desarrolla la
enfermedad, si es relevante o no considerar el periodo de latencia, si tiene tratamiento, si hay
una recuperaciéon parcial o total luego del tratamiento, entre otras condiciones. Para estos
casos, surgen los llamados modelos compartimentales, pues nos permiten describir y estudiar
la dindmica de un individuo u objeto que puede moverse entre las diferentes compartimientos.
Volviendo al caso epidemiolégico, y como se muestra en [8], los modelos compartimentales
clasicos son SI, SIS y SIR. Estos parten de una divisién de la poblacién considerada en tres
clases que varian con el tiempo t:

» Susceptibles (S): en este grupo se encuentran los individuos que no han sido expuestos
o no han interactuado con la enfermedad.

» Infectados (I): son los individuos con la enfermedad activa.

» Recuperados (R): en este grupo se encuentran quienes se hayan recuperado comple-
tamente de la enfermedad.

Si la recuperacion no confiere inmunidad permanente, nos encontramos ante un modelo SIS,
en el que los individuos se trasladan de la clase de susceptibles a la de infectados y al recu-
perarse vuelven a ser susceptibles, como lo es el caso de un gran nimero de enfermedades de
transmision sexual. Si los individuos que se recuperan son inmunes, entonces estamos ante
un modelo SIR, donde caben modelos de enfermedades como la influenza (gripe). Si los in-
dividuos no se recuperan, estamos ante un modelo SI, tal es el caso del VIH.

Para una mejor comprension de los modelos compartimentales, se realizan diagramas que
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sirven para visualizar el comportamiento de la transicién de individuos entre un grupo y
otro, para lo cual es necesario establecer ciertas cantidades que serviran para identificar ta-
les tasas de transicion, estas cantidades son llamados pardmetros del modelo. En la Figura
1.1, se presenta un diagrama para un modelo del tipo SIR y sus respectivos parametros, sin
considerar la muerte por la enfermedad, se encuentran descritos en la Tabla 1.1.

A

Y )
S I R
f 1t I

Figura 1.1: Diagrama de un modelo tipo SIR.

Pardametro Descripcion
A Reclutamiento de individuos humanos
Tasa de mortalidad natural
Tasa de infecciosidad
Tasa de recuperacion

o2 =

Tabla 1.1: Parametros para el modelo tipo SIR representado en la Figura 1.1.

1.3. Estimacion de parametros

En ciencias e ingenieria, la estimacion de parametros es una herramienta importante que
permite analizar una dindmica o problema modelado matematicamente, con datos obtenidos
a través de encuestas, experimentos y en general cualquier muestra estadistica. Esto, por
ejemplo puede verse en la experimentacion fisica al momento de calcular la gravedad, el co-
eficiente de friccion, resistividad o indice de refraccion de algiin material, entre otros; pues
dichos parametros resultan de analizar y aplicar algin método de estimacién o inferencia
estadistica sobre los datos que se tienen.

En probabilidad y estadistica, dado que las poblaciones se caracterizan por medidas descrip-
tivas numéricas llamadas parametros, el propdsito principal es usar la informacién contenida
en una muestra de datos para hacer inferencias acerca de la poblacion de la cual se toma
dicha muestra y asi, estimar el valor de uno o méas parametros relevantes que servirdn en el



modelo matematico planteado para realizar predicciones, tomar medidas de control o estu-
diar mas a fondo el tema en cuestion en una poblacién especifica. Muchos de estos métodos
de estimacién se basan en las distribuciones de probabilidad y para los calculos debe hacerse
uso de un estimador del parametro que se quiere calcular, el cual se define en [16] como
una regla, a menudo expresada como una formula, que indica como calcular el valor de una
estimacion con base en las mediciones contenidas en una muestra.

Algunos métodos de estimacién de parametros son: el método de Minimos Cuadrados, Maxi-
ma Verosimilitud o Estimacién por cuantiles. Para la aplicacion de estos métodos de estima-
cion, se hace uso de algun lenguaje de programacién como Python, Mathematica o Matlab,
los cuales permiten realizar una gran cantidad calculos de una amplia variedad de datos en
un corto periodo de tiempo.

1.3.1. Método de minimos cuadrados (MC)

Uno de los métodos de estimacién de parametros mas conocidos es el de Minimos Cuadrados,
en el cual se busca ajustar una curva a cierta cantidad de datos observados. Este método
tiene su forma lineal y no lineal, y puede encontrarse en un gran nimero de libros sobre op-
timizacion o métodos numéricos. La estructura de dicho método que presentaremos en esta
seccién puede encontrarse con mas detalle en [12].

En caso de querer ajustar los datos mediante una linea recta, el método es conocido como
Minimos Cuadrados Lineales o Regresion Lineal. Aqui, para un conjunto de n 4 1 puntos de
la forma (z;,y;) coni =0, 1, 2,..., n, se busca encontrar una funcién lineal § = mx + b de tal
forma que se minimice la suma de los errores cuadraticos entre los datos de y; y los valores
y; de la funcién lineal, esto es minimizar la funcién descrita en (1.1).

n n

p(m,b) = (4 —4:)* =) (v — ma; — b)*. (1.1)

=0 =0

En este caso, los parametros que se quieren estimar son denominados como la pendiente
(m) e intercepto con el eje vertical (b) de la recta de regresién lineal y. La minimizacién se
realiza calculando las respectivas derivadas parciales ¢,, v 3 e igualandolas a cero. Luego,
resolviendo el sistema de ecuaciones resultante aplicando la regla de Cramer se obtiene que

1 TP 1 s r
— - Det : b= - Det
" de[qnﬂ]’ de[pq]
donde
p=Yws  q=Y g r=Y mys  s=y .
=0 =0 =0 =0



Por otra parte, encontramos el método de Minimos Cuadrados No Lineales, en el cual, para
el mismo conjunto de puntos, se busca encontrar una funcién f de tal manera que la suma
de los errores cuadraticos entre los valores y; y f (x;) sea minima, es decir, este método busca
minimizar la funcién descrita en (1.2), donde c¢q, ¢1, ..., ¢, son los coeficientes de la funcién
f y por tanto, los parametros que se quieren estimar.

o(co,CrynyCp) = Z(y — f(z:) (1.2)

En este caso la funcién f(x) no es necesariamente lineal, un ejemplo de esta puede ser el
siguiente:

f(z) = cosen(z) + ¢icos(x),

la cual es lineal solo en sus coeficientes. El tipo de funcién que pueda ser f y la cantidad de
coeficientes que tenga determina las restricciones que se deben aplicar al método para poder
realizar alguna estimaciéon. En el capitulo 3, se presentan los algoritmos para el algortimo
genético y el empleo de la rutina lsqcurvefit de Matlab que se utilizan para la programacion
del método de estimacién de parametros de minimos cuadrados no lineales, donde se ajusta
cierta cantidad de datos a una funcién que satisface el modelo en ecuaciones diferenciales
ordinarias presentado en el siguiente capitulo.

1.3.2. Algoritmos genéticos (AG)

Como se presenta en [9], los algoritmos genéticos se basan en la mecdnica de la seleccién
y genética natural, combinando la supervivencia del mas apto y estructuras de cadena con
informacion aleatorizada para formar un algoritmo de biisqueda.

El objetivo principal de un algoritmo genético es encontrar al individuo con las caracteristi-
cas mas adaptables al medio estudiado, que pueda nacer en una poblacién a lo largo del
tiempo bajo ciertas restricciones, dichas caracteristicas deben permitirle tener ventaja de
supervivencia sobre el resto de la poblacion, para ello se definen los siguientes conceptos:

i) Tamano de la poblacién: aqui se fija la cantidad de individuos de la muestra en
donde se llevara a cabo el método. Esta cantidad debe ser un valor impar, para asi
mismo poder escoger en cada generacion el mas apto, fijarlo y que sea posible realizar
una divisiéon exacta a la mitad de la poblacion restante.

i1) Genes: dado que este método trabaja combinando estructuras de cadena, cada indi-
viduo tiene la misma cantidad de datos, a cada uno de estos datos le llamaremos un
genoma. En el momento de la préactica, a cada genoma le corresponde un pardmetro
especifico.



Individuo | gen 1 | gen 2 | gen 3 | ... | gen n |

Figura 1.2: Genes como estructura de cadena.

i71) Fitness: Para la seleccién del mds apto, se establece una funcién restriccién a la cual
los genes del superviviente se adaptan mejor que los genes del resto de la poblacion
en cada generacién. En el caso de este trabajo se emplea la funcion de errores que se
quiere minimizar en el método de minimos cuadrados no lineales.

iv) Reproduccidn: en esta fase, la poblacién se divide, teniendo en cuenta solo el su-
perviviente y, del resto de la poblacién, la mitad de los que mejor se adaptan a las
restricciones establecidas para luego replicarlos y sacar asi del sistema a los que menos
se adaptan.

v) Crossover: en esta fase, los individuos se organizan por pares (diremos padres) excep-
tuando el superviviente, cada par dara paso a dos nuevos pobladores en la siguiente
)
generacion que tendran los genes de sus padres mezclados.

Padre1[ A A
Padre2[ B] B
Hijol [ A] B
Hijo2 [ B| A

Figura 1.3: Ejemplo de crossover.

vi) Mutacién: cada individuo en la nueva generacion tiene una probabilidad de que alguno
o varios de sus genes muten, de esto se encarga la fase de mutacion.

Dadas estas definiciones, es posible notar que hay mas de una manera de programar un
algoritmo genético, pues el tamano de la poblacion o la cantidad de genes puede variar, al
igual que las restricciones a las que se someten los datos, es decir, el fitness, o la manera en
que se realiza el crossover y la mutacion. En la seccion 3.2, se presenta el algoritmo realizado
para este trabajo de grado.

1.4. Datos para el modelo

Puesto que el objetivo de este trabajo de grado es realizar una estimacién de parametros
que permita estudiar la dindmica de TB en Cali dada en [5], y comparar los resultados por
diferentes métodos empleados, los datos a usar deben ser de la misma localidad. Teniendo en
cuenta que la tuberculosis es una enfermedad que puede tener un periodo de latencia extenso,
serfa infructuoso realizar la estimacién de parametros con datos de un solo ano, por ello se
hace uso de la informacién recolectada en un periodo de 5 anos desde el 2015 hasta el 2019.



Estos datos fueron reportados por la Secretaria Municipal de Salud Ptblica de Santiago de
Cali y ordenados de manera mensual.

Aunque entre los datos obtenidos se tienen considerados la cantidad acumulada de pacientes
en tratamiento, el nimero de abandonos del tratamiento por mes o la cantidad de muertes
por TB, se opta por trabajar con los datos de personas en tratamiento ya que estos tienen
una mayor fiabilidad. Si se llegara a considerar cualquiera de los otros conjuntos de datos,
como el nimero de abandonos del tratamiento o las muertes por enfermedad, hay factores
externos que pueden haber afectado estos datos, por ejemplo si una persona ingresa a tra-
tamiento y no vuelve después de mucho tiempo puede considerarse un abandono o muerte
por enfermedad, pero esta pudo haber muerto por causas ajenas a la TB. Este tipo de casos
pueden afectar el estudio de la dinamica notablemente.

En el siguiente capitulo, explicaremos el modelo de la dinamica de la tuberculosis, al cual se le
quieren estimar los parametros, empezando por la definicion de las variables, el diagrama de la
dinamica de la enfermedad y el modelo en ecuaciones diferenciales ordinarias correspondiente.
Se presentara una breve descripcion del nimero basico de reproduccion para asi realizar el
analisis de sensibilidad y la escogencia de los parametros a estimar.



Capitulo 2

Modelo de transmision de la
Tuberculosis (TB)

2.1. Descripcién del modelo

Para efectos de este proyecto, estudiamos el modelo planteado en [5], donde se analiza la
enfermedad de la Tuberculosis a través de un modelo compartimental que divide la poblacion
en cuatro grupos, dos de estos se explicaron en la seccién 1.2, estos son (S) susceptibles e (I)
infecciosos, los otros dos compartimientos considerados en el modelo son:

» Latentes (L): a esta categoria pertenecen las personas infectadas que no han desarro-
llado la enfermedad como TB activa.

» Tratados (T): en este grupo, se encuentran las personas que reciben alguno de los
tratamientos, para controlar los bacilos de TB en su cuerpo.

Cada uno de estos grupos se denotan con las funciones S(t), L(t), I(t) y T(t) respectivamente
para un tiempo ¢t > 0, por lo que la poblacion total en un determinado tiempo ¢ es

N(@t)=S8(t)+ L(t)+ I(t)+T(¢t). (2.1)
En la Figura 2.1, se visualiza el diagrama que representa la dinamica de la transmisién de
la enfermedad, el cual muestra las transiciones que hay entre cada uno de los cuatro grupos

en que se dividio la poblacién. Esta informacion se sintetiza en el sistema de ecuaciones di-
ferenciales (2.2).
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Figura 2.1: Diagrama del modelo de la dindmica de la tuberculosis dada en [5].

(dS
— = A=BI+¢D)S —puS
dL
& = (1—p)B(I+ ¢T)S + 6T —eL — puL
I (2.2)
- = pB(I + ¢T)S + eL + kT —~I — al — ul
dT
O =0T — KT — T
g = =Rl

Para el sistema de ecuaciones diferenciales (2.2), se tienen las siguientes condiciones iniciales
S(0) = So, L(0) = Ly, I1(0) = Iy, T(0) = Ty y los parametros estdn descritos en la Tabla 2.1.

Con el fin de establecer una cota superior para la poblacién total, al derivar la ecuacién (2.1)

: dN . . :
se obtiene que a es la suma de las cuatro ecuaciones del sistema, es decir,

AN
— = A—oal —puN. 2.3
o al —p (2.3)

dN
De (2.3), se observa que T < A — uN y por tanto una aproximacion al tamano total de la

poblacién es N(t) ~ %, este resultado se obtiene al aplicar el método de variables separables
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Parametro Descripcion

A Reclutamiento de individuos humanos
Tasa de mortalidad natural
Tasa de transmisién de TB
Reduccion de infecciosidad por tratamiento
Fraccion de infecciones rapidas
Tasa de desarrollo lento de la infeccion
Tasa de tratamiento completo
Tasa de reclutamiento para tratamiento
Tasa de mortalidad por la enfermedad
Tasa de abandono de tratamiento

T O aa o wx

Tabla 2.1: Descripcién de los pardmetros del modelo de TB dado en [5].

y tendiendo ¢ a una cantidad de tiempo muy grande.

De esta manera, se pueden interpretar cada una de las ecuaciones del modelo como sigue:

En la primera, la variacion de la poblacién susceptible, el parametro A hace referencia
a la tasa de personas que ingresan al modelo, esto suponiendo que la enfermedad no se
transmite de manera vertical; es decir, que una embarazada infectada con TB activa
no transmite la enfermedad al bebé que esta por nacer. De esta misma, se resta la tasa
de personas susceptibles que hayan tenido contacto con los infecciosos, S1.5, o con las
personas que ain estan en tratamiento, S¢T'S y, también se resta la tasa de personas
susceptibles que mueren por causa natural, uS.

En la segunda, la variacién de la poblacién latente, se encuentra la fraccién de personas
anteriormente susceptibles que al tener contacto con algun individuo infeccioso o en
tratamiento, pasan por un periodo de latencia teniendo un desarrollo lento de la enfer-
medad, (1 —p)B(I + ¢T)S; aqui también se suma el término referente a la cantidad de
personas que finalizaron el tratamiento, 07, y se restan las tasas referentes a quienes
terminan el largo periodo de latencia y desarrollan la enfermedad como TB activa, €L,
y la de mortalidad por causa natural pL.

En la tercera, la variacion de la poblacion infecciosa, se suma la fraccién de personas
que, al contrario de la anterior, luego del contacto con individuos infecciosos y tratados,
desarrollan la enfermedad de manera rapida; es decir, que tuvieron un periodo de laten-
cia muy corto, pS(I+ ¢T)S; también la referente a quienes después de un largo periodo
de latencia desarrollan la enfermedad, €L, y la de quienes abandonan el tratamiento,
kT. De aqui se restan las tasas de personas reclutadas para tratamiento, la de muertos
por la enfermedad y la de muertos de manera natural, yvI, ol y ul, respectivamente.

En la cuarta ecuacién, la variacién de la poblacién en tratamiento, se suma la tasa
de quienes fueron reclutados para tratamiento, vI, y se restan las tasas referentes a
los abandonos de tratamiento, finalizacién de tratamiento y la de muerte por causa
natural.
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2.2. Numero basico de reproducciéon (%)

En epidemiologia, una de las principales medidas relacionadas con la velocidad de propaga-
cién de una enfermedad en la poblacién es el llamado niimero basico de reproduccion Z, > 0.
Esta cantidad expresa el nimero promedio esperado de infecciones secundarias causadas por
la introduccién de un individuo infectado en una poblacién de susceptibles en su periodo de
infecciosidad [13].

A partir del punto de equilibrio libre de enfermedad, E° = (%, 0,0, 0), es posible calcular

el Zy como el radio espectral de la matriz de la préxima generacién [15]. El procedimiento
a seguir para el calculo de los puntos de equilibrio y del ntimero bésico de reproduccién se
encuentra en el andlisis cualitativo del sistema desarrollado en [5], donde se obtiene que

BL(6 + K+ )+ ¢7)

P = T G + 5+ mlat 1) T vl + 108

[p(e + 1) + (1 — pel. (2.4)

Con el resultado obtenido en (2.4), es posible hacer deducciones respecto al comportamiento
de la enfermedad segun las variaciones de los parametros, para ello es necesario saber cudles de
éstos parametros causan grandes cambios en el resultado del %, con pequenas perturbaciones
dentro de su rango, esto se ve en el analisis de sensibilidad y nos permite identificar para
cuales de estos parametros es mas sensible el modelo.

2.3. Sensibilidad del %,

El céalculo del indice de sensibilidad del niimero bésico de reproduccién se realiza median-
te la definicién presentada a continuacion. Esta puede encontrarse con mayores detalles en [6].

Definicién 2.3.1. El indice de sensibilidad normalizado de una variable u, que depende
diferenciablemente de un parametro p, se define como:
_Ou _p

Tp = a_p X a (25)

Para realizar el andlisis de sensibilidad del niimero bésico de reproduccién %, se debe es-
tablecer un valor para cada parametro y hacer los calculos respectivos alrededor de este; en
este documento, dicho valor se presenta en la segunda columna de la Tabla 2.2. Puesto que
la tasa de abandono de tratamiento (x) se presenta como una cantidad variable dentro de un
rango determinado, a diferencia de los demas parametros que tienen un punto de partida o
condicion inicial, se realizan las simulaciones para diferentes valores dentro de su rango, los
cuales por escogencia arbitraria son 0,025; 0,0083; 0,0025 y 0.000083.
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Parametro Valor Cota Inferior Cota Superior

1 o) 0,00025 0,0019 0,025
2 ﬁ 0,14 X ]_077 WO;)/(%) Wm/(%)
3 ~ 1 0,025 0,2
4 5 0,125 0,094 0,125
) € 0,004 0,0003 0,02
6 y 1 1 1
77(12) 80(12) 74(12)
7 A 32000 30000 34000
8 ¢ 0,02 0 =
9 D 0,05 0,025 0,3
10 K Varia 0 0,04

Tabla 2.2: Rangos para los pardmetros del modelo presentados en [5] ajustados a los datos
de Cali en meses.

Siguiendo entonces la definicion, se calculan las derivadas parciales del %, respecto a cada
pardmetro y se emplea la expresién (2.5) con la ayuda de la herramienta matemética Wol-
fram Mathematica. El indice de sensibilidad de cada parametro para las variaciones de &
se registra en la Tabla 2.3.

K Q@ g v o € 1 A ) P K
0,025 -008 1 -087 -0,14 087 -194 1 0,02 0,01 0,14
1 1
1 1
1 1

0,0083 | -0,07 -0,88 -0,05 0,88 -1,94 0,03 0,01 0,05
0,0025 | -0,07 -0,88 -0,01 0,88 -1,94 0,03 0,01 0,02
0,000083 | -0,06 -0,88 0,002 0,89 -1,94 0,03 0,01 0,001

Tabla 2.3: Indice de sensibilidad del %, respecto a cada parametro.

De la Tabla 2.3, se deduce que los pardmetros que tienen una influencia mayor en los cambios
del #Z, con variaciones pequenas de ellos mismos son 3, v, €, i y A. Seguidamente, otro de
los parametros que tiene una influencia grande pero debajo de la media en la sensibilidad del
K, es la tasa de mortalidad por la enfermedad «.

Para efectos de este trabajo de grado, se realiza la estimacion de los parametros que se pre-
sentan en la Tabla 2.4, pues los demas pueden ser tomados desde la literatura como lo son la
tasa de mortalidad natural i que se calcula a partir de la esperanza de vida de una persona en
Cali, o el numero de individuos humanos reclutados para el modelo, A, ya que son cantidades
que no dependen directamente de la enfermedad y dificilmente se pueden deducir a partir
de los datos. Estos valores fijos para cada parametro son los mismos con que se desarrolla el
calculo del indice de sensibilidad.

El parametro ¢, por otra parte, aunque no presenta un indice de sensibilidad alto en los
calculos realizados, compromete informacién sobre las personas en tratamiento ya que es
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la tasa de reduccién de infecciosidad de la enfermedad, de alli que veamos la necesidad de
incluirlo entre los parametros que se quieren estimar.

Parametro Descripcion

15} Tasa de transmision de TB

0] Reduccion de infecciosidad por tratamiento
€ Tasa de desarrollo lento de la infeccion

v Tasa de reclutamiento para tratamiento

Q Tasa de mortalidad por la enfermedad

Tabla 2.4: Conjunto de pardmetros a estimar.

2.4. Condiciones Iniciales

Segun lo reportado por el Ministerio de Salud en el Boletin Epidemiolégico Semanal [11] para
el ano 2019, la incidencia de tuberculosis en Colombia se encontraba en 27,69 por 100.000
habitantes. Para este mismo ano, siguiendo los reportes del Departamento Administrativo
Nacional de Estadistica (DANE), la poblacién total de Cali fue de 2.241.491 personas. Adap-
tando entonces estos datos al modelo, podemos definir las condiciones iniciales Sy, Lg, Iy y
Ty como se muestra en la siguiente tabla:

Variable Valor Inicial
Iy 621
T 342
Ly o

0,05
SU (2, 241 x 106) — LO — [0 — TO

Tabla 2.5: Condiciones iniciales del sistema.

2.5. Modelo de TB normalizado

A partir del modelo descrito en la seccién 2.1 y teniendo en cuenta la aproximacion dada para
la poblacion total N(t) ~ %, podemos realizar su respectiva normalizacién. Sea N*(t) = % la
poblacion total en un tiempo ¢, determinada cuando la tasa de mortalidad por la enfermedad
es nula, es decir « = 0 y sean s, [, ¢ y x las variables del sistema normalizado definidas de la
forma

S _wS L _pL . I _pl T uT
TN AT TN A TN TN N A

y por tanto, sus derivadas respecto al tiempo ¢ son

ds _ pdS. L,
dt A dt’ A dt]



Con estos resultados unidos al sistema de ecuaciones (2.2), se obtiene el nuevo sistema de
ecuaciones diferenciales normalizado (2.6), donde n = SN* es un nuevo parametro que, al
analizarse la expresién de  dada en [5], se define como

n := (# de contactos por persona por unidad de tiempo) x (probabilidad de contagio).

(d
d—j = pu—ni+¢zx)s —puS
dl .
il (1 —p)n(i + ¢x)s + dx — el — pl
i (2.6)
prili (i + ¢x)s + el + kr — i — pi
L S
o = Vi— 0T — ke
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Capitulo 3

Programas y Resultados

En este capitulo, se presentan los algoritmos utilizados para la programaciéon del método de
minimos cuadrados no lineales por medio de la rutina de [sqcurvefit y el algoritmo genético
en el software de programaciéon de MATLAB junto con los resultados obtenidos para los
parametros a estimar y el error arrojado por cada método empleado. Los programas se ejecu-
tan para cada distinto valor de k elegidos en la seccion 2.3, pero presentamos los resultados
para k = 0,000083, pues entre los valores seleccionados fue el nico que permitié encontrar
un minimo local en el programa de minimos cuadrados no lineales.

Dado que para el modelo normalizado se asume o = 0, los pardmetros a estimar de la Tabla
2.4 se reducen a 3, v, € y ¢. Sin embargo, para realizar la estimacién de la tasa de trans-
mision de la enfermedad, 3, a partir del modelo normalizado, debe calcularse inicialmente
un valor para 7 y seguidamente aplicar la expresién 3 = L. Por otro lado, en las primera,
segunda y tercera ecuaciones del modelo aparece el término cruzado n¢ donde ambos son
parametros distintos que queremos estimar. Puesto que 7 es independiente del valor de ¢ y
ademds se encuentra en términos no colineales entre todo el sistema de ecuaciones, nos per-
mite realizar la estimacion de n¢ asumiéndolo como un nuevo parametro y, dividiendo este
ultimo resultado entre el valor estimado para 7 conseguimos el resultado del parametro ¢. Los
rangos para el nuevo parametro y el término cruzado, tomados para la programacion y ejecu-

cién de los programas se obtienen a partir de la Tabla 2.2 y estan consignados en la Tabla 3.1.

Parametro Cota Inferior Cota Superior
n 0,00083 0,083
neo 0 0,0069

Tabla 3.1: Rangos de los parametros a estimar en el modelo normalizado.
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3.1. Rutina de Ilsqcurvefit de Matlab

Para la programacion del método de minimos cuadrados no lineales que se desarrolla en este
trabajo de grado usando las rutinas lsqcurvefit y ode45 de Matlab, se realizan los siguientes
pasos:

= Dinamica: aqui se define el sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias normalizado,
sus variables y cada uno de sus parametros, estableciendo como un vector variable que
tiene como componentes los pardametros a estimar y dejando los demés pardmetros
como cantidades globales.

= Funcion a ajustar: introducimos la ecuacién de tratados acumulados como la solu-
cién del problema de valores iniciales determinado por la ecuacién (3.1) y z*(0) = 0.
Como resultado, el sistema (2.6) aumenta en una quinta ecuacién diferencial ordinaria
adicional.

dx*
dt

= 7i. (3.1)

» Lectura de datos: se ingresan al programa los datos de personas en tratamiento
explicados en la seccion 1.4, desde el archivo de excel con el comando zlsread.

= Condiciones iniciales: en este paso, se establecen las condiciones iniciales para el
sistema de ecuaciones diferenciales normalizado 2.6, estas se presentan en la Tabla 3.2
y son adaptadas desde los datos de la Tabla 2.5.

Variable Valor Inicial

o 0,00025
0 0,00014
lo 0,00500
S0 0,99461

Tabla 3.2: Condiciones iniciales del sistema normalizado.

= Rangos: aqui se codifican los rangos de cada parametro a estimar y se fija el valor de
los parametros tomados de la literatura. Estos rangos y valores fijos se encuentran en
las Tablas 2.2 y 3.1. También seleccionamos el punto de partida para cada parametro,
estos se muestran en la Tabla 3.3.

= Ajuste: se resuelve la ecuacién (3.1) con los valores iniciales de los pardmetros. Luego,
utilizando los datos de personas en tratamiento acumuladas y la funcién de tratados
acumulados, se realiza el ajuste con el comando Isqcurvefit, el cual se encarga de ajus-
tar una funcién a un conjunto de datos mediante el algoritmo de Levenberg-Marquard
aplicando el método de minimos cuadrados no lineales.

= Solucion de la dinamica: haciendo uso del comando ode/5 se resuelve la dindmica
para el conjunto de parametros calculados luego del ajuste.
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= Calculo de errores: comparamos cada uno de los puntos de los datos obtenidos para
personas en tratamiento y en tratamiento acumuladas, con las funciones resultantes pa-
ra tratados y tratados acumulados respectivamente, midiendo las distancias al cuadrado
entre cada dato y su funcion de ajuste correspondiente. Luego de esto, presentamos los
resultados graficamente y el valor de la suma de los errores cuadraticos para los datos
de tratados acumulados.

» Graficas y resultados: se muestran los resultados de los parametros estimados por
el método. También se presentan la grafica de dispersién de los datos trabajados junto
con sus respectivos ajustes, errores y soluciones del sistema de ecuaciones diferenciales.
Igualmente se muestra el error cuadratico resultante del ajuste realizado.

3.2. Algoritmo genético

El algoritmo genético, presentado en la seccién 1.3.2, se centra en encontrar el mejor individuo
que puede nacer de una poblacién con el paso del tiempo utilizando una funcién que los
clasifique dentro de la poblacién segun su adaptabilidad a las restricciones del medio, por lo
que para la programacién de este algoritmo es necesario definir algunas constantes nuevas y
adaptarlo para la estimacion de los parametros elegidos:

= TPOB: indica el tamano de la poblacién, es decir cuantos individuos se quieren en la
muestra aleatoria.

= Parametros: esta cantidad hace referencia al nimero de genes o caracteristicas de
cada individuo. Para efectos de este trabajo de grado se toman como la cantidad de
parametros que se quieren estimar.

Habiendo definido tales cantidades se hace uso del comando lhsdesign de MATLAB para
generar el hipercubo (matriz) que el algoritmo requiere, con TPOB y Parametros como su
cantidad de filas y columnas respectivamente. Este codigo asigna valores aleatorios en el rango
(0,1) para cada posicién en la matriz, por lo que es necesario establecer una transformacién
que permita, para cada columna, tomar valores en el rango designado de cada parametro;
estos rangos se encuentran en las Tablas 2.2 y 3.1.

Sean entonces b y a las cotas superior e inferior del pardmetro en la columna i, y por tanto
b — a la amplitud de este rango. Si x es un dato en el hipercubo de la columna 7, entonces el
nuevo valor asignado serd y = (b — a)z + a. Llamaremos muestra a la matriz del hipercubo
modificada con los rangos de cada parametro.

Ahora teniendo la muestra se puede proceder con el resto del cédigo:

= Lectura de datos: se ingresan al programa los datos de personas en tratamiento
explicados en la seccion 1.4.

= Condiciones iniciales: se establecen condiciones iniciales para el sistema de ecuacio-
nes 2.6 como en la Tabla 3.2.
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= Rangos: aqui se codifican los rangos de cada parametro a estimar y se fija el resto
tomando los datos de la Tabla 2.2.

= Bucle: en esta parte del programa se debe establecer un criterio de parada, ya que
una sola repeticion del bucle corresponde a una sola generacion del algoritmo genético
y, como resultado, los datos encontrados pueden no cumplir con todas las restricciones
establecidas y consiguientemente no optimizar el problema. Este criterio de parada
es necesario dado que el algoritmo puede seguir ejecutandose indefinidamente por la
aleatoriedad de algunos datos que aqui se consideran. Dentro de este bucle, se realiza
la dinamica, el fitness, el crossover y la mutacion.

- Dinamica: para cada fila en la muestra se resuelve el sistema de ecuaciones dife-
renciales usando el comando ode4d.

- Fitness: se calcula el error cuadratico entre la solucion de la ecuacion de tratados
y el conjunto de datos de personas en tratamiento cada que se revuelve la dinamica.
Se agrega el vector error como una nueva columna a la matriz de la muestra para
ordenar todas las filas de menor a mayor error y fijar la primera fila que corresponde
al conjunto de pardmetros mas apto. Esta funcién (fitness) es justamente la funcién
de errores que se minimiza en el método de minimos cuadrados no lineales.

- Reproduccion: ignorando la primera fila se eligen la primera mitad de las filas
restantes en la muestra y se duplican estos valores en su segunda mitad, reempla-
zando los menos aptos.

- Crossover: ignorando nuevamente la primera fila, se escogen arbitrariamente pa-
dre 1 y padre 2 de la muestra restante, y se elige un punto de corte, también
aleatorio, entre 1 y la cantidad de parametros a estimar para asi combinar los
datos (genes) de ambos padres y dar paso a dos nuevos hijos en la nueva muestra
(generacién).

- Mutacion: se fija una probabilidad de mutacién para cada uno de los nuevos
individuos, en este caso se escoge esa probabilidad con un valor de 0.01 y, para
cada fila en la nueva muestra se elige un valor aleatorio entre 0 y 1. Si el valor
es menor que la probabilidad de mutacion, se elige un valor aleatorio entre 1 y la
cantidad de parametros a estimar y el gen en dicha posicién cambia por otro valor
aleatorio dentro del rango del parametro en esa columna.

= Graficas: se presentan los resultados obtenidos después de ejecutar el bucle hasta su
criterio de parada, esto es el error del método, las graficas de dispersion de puntos
usados, el valor de los parametros calculados y las soluciones del sistema de ecuaciones
diferenciales.

3.3. Resultados

Para cada uno de los algoritmos empleados, hacemos uso del modelo normalizado presentado
en la seccion 2.5, de lo contrario, si se emplea el modelo sin normalizar, el programa de mini-
mos cuadrados resuelto por la rutina de lsqcurvefit no encuentra el minimo local debido a las
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diferentes escalas de las variables. También se consideran diferentes condiciones iniciales para
los parametros que se quieren estimar dentro de su rango establecido, para asi poder analizar
y comparar la convergencia de cada algoritmo, es decir los resultados estimados, aplicando
pequenas perturbaciones en las condiciones iniciales de cada parametro, permitiendo asi rea-
lizar conclusiones sobre el minimo local encontrado y la sensibilidad de los resultados a estas.
Estas condiciones iniciales son tomadas en los programas como los vectores presentados en
la Tabla 3.3.

Vector de condiciones iniciales n ~y € neo
T 0,033880 0,16667 0,0041667 0,0007
T 0,033880 0,08081 0,0041667 0,0018
T3 0,035336  0,08081 0,0041667 0,0018
T4 0,035336  0,08081 0,0065796 0,0018
x5 0,035336  0,08081 0,0065796 0,0060
T 0,030256  0,08081 0,0065796 0,0060
x7 0,030256 0,08081 0,0065796 0,0050
xs 0,030256 0,08989 0,0065796 0,0050
Ty 0,030256 0,08989 0.0064417 0,0050
210 0,030256 0,08989 0.0064417 0,0040

Tabla 3.3: Vectores de condiciones iniciales para los parametros.

El programa de cada método empleado, se ejecuta un total de diez veces, cubriendo todas
las condiciones iniciales establecidas para los parametros. Las gréaficas aqui presentadas co-
rresponden solamente al vector de condiciones iniciales x1, pues visualmente no se perciben
cambios usando un vector u otro de las soluciones del sistema y el ajuste, esto debido a la
escala de las mismas, mostrando que los resultados no son sensibles a los cambios en las
condiciones iniciales.

A continuacion, se presentan los resultados obtenidos con el método de minimos cuadrados,
las graficas de las soluciones del sistema, el ajuste realizado y las graficas de dispersién de
los errores cuadraticos obtenidos. Los resultados numéricos para cada vector de condiciones
iniciales utilizado se encuentran en la Tabla 3.4.
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con los parametros encontrados por lsqcurvefit.
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Figura 3.3: Errores cuadraticos de lsqcurvefit.

Vector n ¥ € [0) 6] Error Cuadratico
T 2,22 x 1072 9,07 x 1072 6,43 x 10~ 0,313 9,01 x 107" 1,53 x 1077
T 3,38 x 1072 8,17 x 1072 6,62 x 10~* 0,051 1,37 x 1078 9,07 x 107
T3 3,52 x 1072 8,18 x 1072 6,61 x 1073 0,049 1,43 x 1078 9,38 x 107°
T4 3,53 x 1072 8,09 x 1072 6,64 x 107* 0,051 1,43 x 1078 1,09 x 1078
x5 | 353x1072 8,09x1072 6,61 %1073 0,170 1,43 x 1078 1,15 x 108
Zg 3,03 x 1072 8,09 x 1072 6,66 x 107* 0,198 1,23 x 1078 1,02 x 1078
X7 3,03 x 1072 8,09 x 1072 6,67 x 107* 0,165 1,23 x 1078 1,01 x 1078
xg 3,02 x 1072 9,00 x 1072 6,39 x 1073 0,165 1,23 x 1078 1,72 x 107°
Ty 3,03 x 1072 8,99 x 1072 6,39 x 1072 0,165 1,23 x 1078 1,75 x 107°
Z10 3,03x 1072 8,99 x 1072 6,39 x10~* 0,132 1,23 x 1078 1,72 x 107

Tabla 3.4: Tabla de resultados para las simulaciones de la rutina Isqcurvefit con las condiciones
iniciales de los parametros dadas en la Tabla 3.3.

Por otra parte, para el algoritmo genético, se toma un tamano de la poblacién TPOB =
5001 y un criterio de parada para el bucle con 50 repeticiones, los resultados al ejecutar el
programa con el primer vector de condiciones iniciales para los parametros son los que se
muestran a continuacion. Los resultados numéricos son registrados en la Tabla 3.5.

23



18 «10° Tratados Acumulados 06 <10 Tratados
g 10 24}
e
‘_g 14+
g § 22+
Z12¢ g
[72] ot
£ 52
-~ el *
p .
i - .
: 08r —Auste 2 18¢ Tratados
© D . = * Datos Obtenidos
put * Datos Obtenidos 8_
© 067 ] o
e o 167
04t
o
o 1.4 5

02r

0 : : 1.2 : :
0 20 40 60 0 20 40 60

Tiempo en meses

Tiempo en meses

Figura 3.4: Ajuste realizado por el algoritmo genético y solucién de la ecuacion de tratados

en el sistema (2.2).

1 Susceptibles 6 <1072 Latentes
(] D
o W o w
c @© c @4
9 < 9 c
c gos 8
g4 g 32
o o
0 0
0 20 40 60 0 20 40 60
Tiempo en meses Tiempo en meses
«10™ Infecciosos «10™ Tratados
35 25
] (]
o W o w
c ® c @
9 < 9 o
g e ga
o -
25
0 20 40 60 0 20 40 60

Tiempo en meses

Figura 3.5: Soluciones del sistema (2.2)
genético.

Tiempo en meses

con los parametros encontrados por el algoritmo

24



) «10"°Error cuadratico: Acumulados 1 «10° Error cuadratico: Tratados

0.9 0.9
0.8 0.8
0.7 0.7
0.6 0.6
[72] w
2 e
905 £05
L L
047 0.4
0.3 . 0.3
0.2 . 02"
0.1 0.1 - .
0 gm0 LI LR, 0 et ,  wey Ly g % . 2n,0? ae a®,
0 20 40 60 0 20 40 60

Tiempo en meses Tiempo en meses

Figura 3.6: Errores cuadraticos del algoritmo genético.

Vector n 7y € 0] 6] Error Cuadratico
T 2,31 x 1072 9,02 x 1072 6,45 x107% 0,171 9,36 x 107° 1,84 x 107
X9 3,52 x 1072 9,16 x 1072 6,30 x 1072 0,140 1,43 x 1078 1,79 x 107
x3 2,02 x 1072 9,02 x 1072 6,47 x107* 0,282 8,20 x 107° 1,56 x 107
x4 2,20 x 1072 9,07 x 1072 6,44 x 107* 0,292 8,94 x 107° 1,61 x 107°
x5 1,84 x 1072 8,97 x 1072 6,51 x 1073 0,228 7,46 x 107° 1,80 x 107°
X 3,14 x 1072 9,11 x 1072 6,36 x 1072 0,079 1,28 x 1078 1,77 x 107
7 1,90 x 1072 8,99 x 1072 6,53 x 103 0,003 7,71 x 107° 1,81 x 107
xg 2,24 x 1072 9,07 x 1072 6,44 x 107* 0,215 9,07 x 107° 1,68 x 107°
Ty 2,64 x 1072 9,07 x 1072 6,42 x 1072 0,094 1,07 x 1078 1,59 x 107°
Z10 3,10 x 1072 9,13 x 1072 6,37 x 10 0,027 1,26 x 107 1,84 x 107°

Tabla 3.5: Tabla de resultados para las simulaciones del algoritmo genético (AG) con las
condiciones iniciales de los parametros dadas en la Tabla 3.3.

3.4. Discusion de resultados

El método de minimos cuadrados, aplicando la rutina de lsqcurvefit tarda un promedio de
2,5 segundos en ejecutarse y cada una de las simulaciones realizadas para los vectores de
condiciones iniciales de la Tabla 3.3, presenta un error cuadratico en el rango de 1,53 x 107
hasta 1,15 x 1078, siendo z;, xs v %10 las tres condiciones iniciales para los pardmetros que
permiten realizar el ajuste con error méas bajo. Por otro lado, el algoritmo genético tarda en
promedio 10,5 minutos en ejecutarse con rangos de error cuadratico para cada simulacion
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entre 1,56 x 1079 v 1,84 x 1079, siendo x5, 29 v x4 las tres condiciones iniciales que permiten
realizar el ajuste con el error méas bajo.

Seleccionamos entonces los resultados para x; y 3 como los parametros éptimos encontrados
para la rutina de Isqcurvefit y algoritmo genético, respectivamente. Al emplear la ecuacion
(2.4) para el calculo del nimero basico de reproduccién con dichos resultados se obtiene que
para Cali dicha cantidad es Zy, = 1,59 y %y = 1,43 con los respectivos métodos empleados.
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Capitulo 4

Conclusiones

En la practica, como era de esperarse, aplicar el método de minimos cuadrados no lineales
aplicando el algoritmo genético requiere un mayor tiempo de ejecucién que al aplicar la rutina
de Isqcurvefit. Esto se debe a que al aplicar el algortimo genético no se tiene en consideracion
la diferenciabilidad de la funcion a ajustar y hace uso solamente del conjunto de datos que se
tienen, mientras que la rutina de Isqgcurvefit utiliza el algoritmo de Levenberg-Marquardt que
optimiza gran parte de los calculos al hacer uso de la matriz Jacobiana de la funcién y una
aproximacién de su matriz Hessiana. Otra razdén para la gran diferencia de tiempos de ejecu-
cion entre los algoritmos empleados es que gran parte de la elaboracion del algoritmo genético
se realiza sin paquetes ya optimizados de Matlab que cumplan con funciones especificas y
permitan realizar la gran cantidad de calculos ejecutados por el programa durante el bucle
al cual se debe someter. Sin embargo, por ambos métodos empleados se obtienen cantidades
muy similares para los pardmetros estimados y, aunque la rutina de Isqcurvefit haya presen-
tado un menor error cuadratico, ambos permitieron cumplir con el objetivo principal de este
trabajo de grado, ayudando a su vez a ampliar los conocimientos sobre la programacion y
aplicacion de estos métodos de estimacién de parametros.

Los resultados para los parametros estimados permitiran analizar la dinamica de la enfer-
medad de tuberculosis en Cali con el modelo estudiado y asi realizar predicciones sobre el
comportamiento de esta en la ciudad, pues segin los errores cuadraticos obtenidos por ambos
métodos de estimaciéon de parametros aplicados y las graficas de ajuste realizadas, los valores
encontrados aproximan bastante bien el modelo al comportamiento real de la enfermedad.
Puede decirse entonces de los valores encontrados que el tratamiento empleado es efectivo e
influye de una manera significativa en el control y reduccién de la infecciosidad de la enfer-
medad (¢), al igual que la tasa de reclutamiento para tratamiento () que presenta un valor
alto comparado con los demas parametros estimados. Sin embargo, la alta tasa de desarrollo
lento de la enfermedad (€) y la baja tasa de transmisién de la tuberculosis () dan lugar
a la interpretacién de que la enfermedad puede persistir en la poblacién por un periodo de
tiempo prolongado.
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Por otra parte, segin los resultados obtenidos por ambos métodos, se deben establecer me-
didas de control para la enfermedad de TB en la ciudad de Cali, esto lo indica el niimero
basico de reproduccion %, > 1, pues dice que una persona infectada que se encuentra en
una poblacién susceptible puede contagiar alrededor de tres personas cada dos meses, lo cual
indica que el equilibrio endémico es el asintoticamente estable; es decir, que la enfermedad
va a persistir en la region.
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