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Resumen

En esta tesis, presentamos estrategias para el control del dengue desde tres enfoques: pri-
mero, epidemioldgico, realizando el analisis cualitativo de un modelo presa-depredador
donde establecemos condiciones sobre las caracteristicas bioldgicas del depredador de
los estadios inmaduros del mosquito para el control de éste. Segundo, al modelo presa-
depredador le introducimos los controles quimicos (larvicida e insecticida) sobre los
estadios (inmaduro y maduro) y usando la teoria de control éptimo determinamos la
mejor forma de usar estos controles para lograr los objetivos preestablecidos. Ademas,
desarrollamos una metodologia para determinar la “mejor” combinacion de diferentes
tipos de controles segiin costo-efecto. Por ultimo, desde el enfoque de redes, realizamos
la deduccion de un modelo metapoblacional para la dinamica del dengue en una pobla-
cién heterogéneamente conectada, con lo cual analizamos la influencia de la movilidad

de las personas sobre la propagacion del dengue.



Capitulo 1
Introduccion

Las enfermedades transmitidas por vectores (tales como malaria, dengue, leishma-
niasis, fiebre amarilla, chincunguna, zika) son patologias de alto poder epidémico que se
consideran endémicas en una gran parte del territorio nacional localizada por debajo de
los 1.800 metros sobre el nivel del mar [94]. Las estadisticas de los ultimos anos registran
un incremento en la incidencia de dichas enfermedades, que se atribuye a los cambios
climaticos y a la adquisicién de resistencia contra algunos insecticidas por parte de los
vectores. En efecto, la extensa expansion de vectores transmisores de enfermedades en
el pais constituye un problema de caracter global y su vigilancia, prevencién y control
se consideran de primordial importancia para las entidades de salud ptblica a nivel
Nacional, Departamental y Municipal.

En ausencia de una vacuna para esta enfermedad (ver, e.g. [47]), la intervencién
mas efectiva para reducir las infecciones de dengue consiste en disminuir la poblacion
del mosquito a través del uso de insecticidas y larvicidas. Este método se ha usado
rutinariamente sobre todo Colombia por més de cinco décadas [87].

En ese sentido, uno de los problemas de mayor importancia en la epidemiologia
consiste en determinar estrategias adecuadas de control integrado sobre la propagacién
del vector y, para ello, resulta ser de gran valor el aporte que los modelos mateméaticos
pueden hacer a la comprension y analisis de la problematica. Los modelos mateméticos

se pueden subdividir en tres tipos:

= Modelos que representan la transmision de la enfermedad en la poblacién humana,
dividiendo la poblacion en sanos, expuestos, infectados, recuperados, entre otros;
algunos de estos se conocen como modelos SIR, SIS, SEIR [16], 21], 24].

= Modelos que tnicamente consideran el ciclo de vida del vector [6, BT, 60, 101].



= Modelos que representan la transmision de la enfermedad considerando tanto
la poblacién humana como la poblacién del vector; entre estos modelos esta el
modelo de Ross-Macdonald [12] 19, [37, [8§].

Por otro lado, las estrategias de control para este tipo de enfermedades se pueden

subdividir en cinco grupos:
» Control quimico (uso de insecticidas y/o larvicidas, etc.);

» Control biolégico (uso de toxoides, modificacién genética en los mosquitos, utili-
zacion de enemigos naturales de los mosquitos tales como plantas depredadoras,

peces, ranas, Wolbachia, etc.);
= Control médico (vacunacién, cuarentena, aislamiento de personas infectadas, etc.);

= Control educativo (campanas de prevencién dirigidas a la proteccién de la vivienda

y del entorno, educacién sanitaria, uso de repelentes, entre otros).
= Control electro-mecénico (trampas, lamparas eléctricas mata mosquito, etc.).

Ademéds, existen métodos que permiten determinar y/o evaluar estrategias de control
integrado. En este trabajo, nos enfocaremos en las teorias de control éptimo y de redes;
la primera alternativa tiene como fin optimizar, por ejemplo, la distribucion de recursos
disponibles para inversion en las medidas de prevencién teniendo en cuenta la dinamica
de la enfermedad y/o la dindmica poblacional del vector, y asi lograr el mejor efecto de
dichas medidas, a mediano y largo plazo [19, 48, [56]. Para mejorar el modelado y ajus-
tar las estrategias de control, aplicamos la teoria de redes que consiste en abandonar
parcialmente la hipdtesis de poblacion bien mezclada, asumida implicitamente en algu-
nos modelos al considerar que la probabilidad de interaccion entre vector e individuos
es homogénea [14] 28], [73].

En los ltimos reportes de los organismos de salud publica [I], las estadisticas mues-
tran niveles epidémicos altos de dengue en la ciudad de Cali y en el Departamento del
Valle (ver Figura, evidenciando que las politicas de prevenciéon para este tipo de en-
fermedades que han incorporado estrategias de control y seguimientos a mediano y largo
plazo no han dado los resultados deseados. Por lo tanto, en este trabajo nos proponemos
analizar, modificar y adaptar el modelo planteado en [60] para estudiar, caracterizar y
determinar estrategias de control del vector del dengue sujetas a la perturbacion que

causa el movimiento de las personas en el area urbana de Cali.
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Figura 1.1: Casos de dengue reportados por la Secretaria de Salud Ptblica del Municipio
de Cali, Colombia, durante 2001-2014.

En el Capitulo |2, presentamos el marco tedrico sobre el cual estd cimentado este
trabajo de investigacién. En el Capitulo [3] hacemos la descripcion y algunos ajustes al
modelo presa-depredador planteado en [60]; ademads, calculamos el umbral de crecimien-
to del mosquito con y sin depredacién, realizamos un anélisis cualitativo del sistema, y
presentamos simulaciones numéricas del modelo considerando el ajuste de los parame-
tros entomoldgicos del sistema para la ciudad de Cali. En el Capitulo [4], planteamos y
resolvemos un problema de control 6ptimo, donde el objetivo es minimizar la poblacion
de mosquitos y el costo generado por los controles y el depredador, sujeto a la dindmi-
ca poblacional descrita por el modelo presa-depredador. Finalmente, en el Capitulo
abandonamos la hipétesis de poblacion bien mezclada, asumida implicitamente en los
anteriores capitulos; esta hipétesis, cuando el problema se aplica a una poblacion par-
ticular, como en el caso de esta tesis doctoral a la ciudad de Cali, se debe desechar
para incorporar la estructura real de interacciones entre los agentes involucrados en el
proceso. En nuestro caso, describimos la dindmica de contagios dentro de un marco
metapoblacional, donde los agentes (personas y mosquitos) interactian dentro de los
nodos (dreas urbanas) de una red, mientras que los enlaces (pesados) entre los nodos
representan los flujos de personas entre areas de la ciudad. Caracterizamos la red de
movilidad para la ciudad de Cali y, de acuerdo a esta red, presentamos la evolucién
del dengue para la ciudad de Cali segiin la fuerza de infecciéon y la probabilidad de

movilidad de las personas.



Capitulo 2
Preliminares

Iniciamos esta tesis planteando el marco tedrico sobre el cual estd cimentada; pri-
mero, damos una breve descripcién sobre la enfermedad del Dengue exponiendo una
resena historica y las caracteristicas de su vector. Segundo, presentamos un resumen
general sobre los modelos epidemioldgicos describiendo parte del analisis cualitativo de
estos y de la estimacion de pardmetros. Luego, presentamos lo fundamental de la teoria
de control éptimo necesaria para parte del desarrollo de esta tesis. Por tltimo, presen-
tamos la parte fundamental de la teoria de redes en la cual esta enfocada la parte final

de la tesis.

2.1. Dengue

El dengue es una enfermedad causada por un virus del género flavivirus del cual
son ampliamente conocidos cuatro serotiposE] y es transmitida por la picadura de los
mosquitos infectados (solo hembras), principalmente de la especie Aedes aegypti, especie
de mosquito invasivo que ha colonizado las regiones tropicales y subtropicales del mundo
donde esta especie es bastante responsable de la propagacion de algunas enfermedades
transmitidas por vectores [I§]. Para que la transmisién se produzca, la hembra debe
picar a un humano infectado durante la fase de viremia de la enfermedad que inicia
dos dias antes del inicio de la fiebre y dura de 4 a 5 dias después de la aparicién de
la misma. El periodo de incubacion en el mosquito hembra tiene una duracion de 8 a
12 dias y ella permanece infectada por el resto de su vida. Luego pica a otra persona,

la cual podria adquirir el virus y se convierte en infeccioso de 3 a 14 dias después. La

'Recientemente, se ha mencionado la existencia de un 5° serotipo [92].



enfermedad no se transmite de persona a persona (sin mosquito no hay dengue). Los
sintomas més comunes causados por la infeccién son fiebre, dolor de cabeza (cefalea),
dolor intenso en las articulaciones (artralgia) y misculos (mialgia), inflamacién de los
ganglios linfaticos y erupciones puntiformes en la piel de color rojo brillante (petequias),
que suelen aparecer en las extremidades inferiores y el torax de los pacientes, desde
donde se extiende a la mayor parte del cuerpo [59]. En ocasiones, la infeccién evoluciona
hasta convertirse en un cuadro potencialmente mortal, llamado dengue grave o dengue
hemorragico. Es una infeccién geograficamente muy extendida que se presenta en todas
las regiones tropicales y subtropicales del planeta [71].

La prevencién y el control del dengue dependen exclusivamente de las medidas
eficaces contra el vector transmisor, puesto que se carece de vacuna como método de
control [47], 1o cual ha llevado a que los esfuerzos de las instituciones de salud se orienten
al control del mosquito Aedes aegypti, donde la intervencién mas eficaz para disminuir
las infecciones de dengue consiste en la reduccion de la poblacién de mosquitos a través
del uso de insecticidas y larvicidas. Este método se ha empleado de forma rutinaria en
toda Colombia desde hace més de cinco décadas, con resultados parciales [87]. Incluso,
como el vector se ha venido extendiendo a regiones donde antes no tenia presencia,
principalmente debido a los cambios climaticos y a la adquisicion de resistencia contra
algunos insecticidas aplicados durante un tiempo considerable [5, [39] 67, 89, [101], esta
enfermedad es de dificil control y, por lo tanto, de gran impacto en la salud ptublica a
nivel mundial. Por consiguiente, es importante determinar la mejor forma de llevar a

cabo un control integrado.

2.1.1. Resena historica del dengue

La primera referencia de un caso de dengue aparece en una enciclopedia médica
china publicada en la dinastia Jin (265-420) que describe una especie de “agua enve-
nenada” asociada a insectos voladores, que tras su picadura provocaban unas fiebres
muy elevadas. Entre los siglos XV y XIX, debido al desarrollo de la marina mercante y
a la migracion de personas, el dengue se expandié fuera de Africa, especialmente en los
siglos XVIII y XIX, donde el crecimiento y la urbanizacion de las ciudades portuarias
crearon condiciones ideales para el habitat del mosquito vector. El primer reporte de un
caso definitivo de dengue data de 1779 y es atribuido a Benjamin Rush, quien denomina
“fiebre rompehuesos” a los sintomas de mialgia y artralgia. En 1906, fue confirmado que

los vectores del dengue son los mosquitos del género Aedes, y la especie mas importante



en la transmision es Aedes aegypti, el cual es el principal vector de la enfermedad en el
hemisferio occidental. Otro vector de importancia epidemiolégica es Aedes albopictus,
que es el vector que mantiene la enfermedad en Asia y ha sido introducido en América
difundiéndose en varios paises, con una gran distribuciéon en Brasil.

Durante y posteriormente a la Segunda Guerra Mundial, se acentud la expansion del
dengue siendo atribuida a la disrupcion ecoldgica. Igualmente, diferentes serotipos del
virus (DENV) se extendieron a nuevas areas geogréficas, conllevando a que el dengue
fuera una enfermedad emergente y preocupante en nuestro tiempo, debido a las nuevas
formas mortales de fiebre hemorrdgica. Estas formas severas de la enfermedad, por
primera vez, fueron reportadas en Filipinas en 1953. En los setenta, el dengue se habia
convertido en la mayor causa de mortalidad infantil en el Pacifico y parte de América, y
S. B. Halstead sugiere que el dengue grave o hemorragico es méas probable que ocurra en
pacientes que presentan infecciones secundarias por serotipos diferentes a la infeccion
primaria [46]. En ese sentido, en 1981, en América Central y Sudamérica, se conocen
las primeras referencias de fiebre hemorrdgica y el shock por dengue, en personas que
habian contraido el serotipo DENV-2, y que ya habian tenido contacto con el serotipo
DENV-1.

En los ultimos anos, la transmision del dengue ha aumentado de manera predomi-
nante en zonas urbanas y semiurbanas, y se ha convertido en un importante problema
de salud publica, hasta el punto que, en la actualidad, mas de la mitad de la poblacion
mundial estd en riesgo de contraer la enfermedad. A principios de los anos 2000, el
dengue se volvié la segunda enfermedad mas comun de las transmitidas por mosquitos,
y que afectan a los seres humanos, después de la malaria. La Organizacién Mundial de
la Salud (OMS) estima que el numero de afectados por dengue se encuentra entre los
50 y los 100 millones de personas cada ano, con un total de medio millén que nece-
sitan atencion hospitalaria por presentar una forma severa de la enfermedad, con una
mortalidad del 2.5 %.

Durante los anios 2000, en Sudamérica se ha registrado el més dramatico incremento
de la incidencia del dengue, especialmente en Brasil, Colombia, Ecuador, Paraguay,
Perti y Venezuela [30]. Actualmente, en este ultimo pais, se produce aproximadamente
el 70 % de todos los casos de América, mientras que Colombia es donde se ha registrado
el mayor niimero de casos de dengue hemorrégico y de casos fatales, en los tltimos anos.
En Chile, sélo existe el principal mosquito vector en Isla de Pascua y todos los casos
reportados de dengue, en ese pais desde 2004, han resultado infectados fuera del mismo.

En la ciudad de Cali, Colombia, hasta la semana 42 de 2015 se reportaron 11.953 casos



de dengue, de los cuales 43 corresponden a dengue grave y 12 muertes [3].

2.1.2. Caracteristicas del vector del dengue

Los mosquitos son artrépodos de clase Insecta, orden Diptera, familia Culicidae,
subfamilia Culicinae, géneros Aedes, Culex y Anopheles y las especies mas importan-
tes, del género Aedes, que trasmiten el dengue son Aedes (Stegomyia) aegypti y Aedes
(Stegomyia) albopictus. El ciclo de vida de estos tltimos esta dividido en dos estadios:
inmaduro, dado por huevos, larvas y pupas, y maduro, dado por el mosquito adulto.
Los ciclos de vida de estos mosquitos presentan algunas diferencias que permiten dis-
tinguirlos. Por ejemplo, los huevos de Aedes y Culez, transmisores del virus del Nilo
Occidental, encefalitis virales, filariasis y malaria aviar, no presentan los flotadores ca-
racteristicos de la subfamilia Anophelinae, transmisores de la malaria. Los de Aedes
son depositados individualmente con una estructura poligonal y los de Culex en gru-
pos flotantes. Las larvas de Aedes se caracterizan por tener un sifon respiratorio corto,
cuelgan con la cabeza hacia abajo perpendicular a la superficie del agua y no paralelas
como las de anofelinos. Las pupas de Aedes se caracterizan por trompetillas medianas
en bisel, mientras que las trompetillas de los Anopheles son cortas y las de Culex largas,
cilindricas, estrechas. Los mosquitos Aedes y Culer se posan paralelo a la superficie y

el Anopheles se dispone perpendicular formando angulos de 40° a 90° respecto al plano

de apoyo [4].

Figura 2.1: Mosquito Aedes aegypti adulto?.

El principal vector del dengue, Aedes aegypti, tiene un dorso con bandas de color

Tomada de Internet: http://newsinfo.inquirer.net/372071/dost-launches-online-dengue-alert-
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plateado o amarillo blanquecino sobre fondo oscuro, y un dibujo caracteristico en forma
de lira en el dorso del térax. Las patas estan bandeadas y el tultimo artejo de las patas

posteriores es blanco. El abdomen de la hembra tiende a ser puntiagudo (véase Figura

21).

Ging Mikel, wnanescientificitlustator.com

Figura 2.2: Ciclo de vida del Aedes aegypti, mosquito transmisor del Dengue?.

El Aedes aegypti es un mosquito urbano, ya que vive cerca de la gente, en lugares
sombreados y frescos, como el interior de las casas. Se caracteriza por una fuerte antro-
pofilia y alimentacion diurna, por lo general en dos momentos, uno en la manana y otro
en la tarde [22]. La hembra pone sus huevos en las paredes rigidas de los recipientes con
agua, donde pueden permanecer varios meses hasta que el agua que los moje tenga la
temperatura adecuada para que comiencen su desarrollo y se conviertan en larvas. El
estado de larva dura de 7 a 9 dias a 25°C. Luego, las larvas pasan al estado de pupas, que
dura de 2 a 3 dias en la misma temperatura. Tanto las larvas como las pupas prefieren
agua limpia en diferentes tipos de contenedores artificiales (tanques, aljibes, neumati-
cos, jarrones, botellas, etc) y, ocasionalmente, usan habitat naturales, tales como las
bromelias y los huecos de arboles. Las pupas finalmente se transforman en mosquitos
adultos, los cuales viven alrededor de un mes [46]. En la Figura , se observa el ciclo
de vida del Aedes aegypti [96]. Todo este proceso tiene variaciones temporales y de
eficiencia que depende de la temperatura del medio ambiente [0, [84) [95], [TOT].

Entre los depredadores naturales de los estadios inmaduros del Aedes aegypti, te-
nemos especies de copépodos como Mesocyclops aspericornis, Mesocyclops thermocy-

clopoides y Macrocyclops albidus; peces de las especies Carassius auratus, Gambussia

system-ahead-of-rains

3Esta figura se incluye con el permiso de su autora Gina Mikel©, propietaria de la coleccién de la
pagina http://scientificillustrator.com/; Titulo de la figura: Mosquito life cycle, creada en 2006; URL:
http://www.scientificillustrator.com/illustration/insect /mosquito-life-cycle.html; Visualizada en abril
8, 2015.



affinis, Tilapia y Poecilia reticulata; coledpteros como Acilius sulcatus; y decapodos co-
mo Macrobrachium borellit y Palaemonetes argentinus; Toxorhynchites y Protozoarios,
180, [81].

Estudios de especies de copépodos como Mesocyclops, Macrocyclops, Megacyclops y
Acanthocyclops muestran que son depredadores, particularmente, eficaces, en la depre-
dacion de larvas de Aedes, debido a su amplia dieta, que consiste en algas, protozoos,
rotiferos, y la mayoria de los animales acuaticos hasta su propio tamano; ademads, su
dieta no depende exclusivamente del consumo de las larvas de mosquitos. Varias espe-
cies de Mesocyclops, Macrocyclops, Megacyclops y Acanthocyclops se han probado en
el campo, en una variedad de hébitats de cria de Aedes en el Pacifico, las Américas y
Asia, incluyendo pozos, depésitos de agua (tanques y tarros de cerdmica, neumaticos
desechados, etc) ayudando al control de los estadios inmaduros del vector del dengue
[541 66l 93]. Otros depredadores, que han sido poco estudiados para el control bioldgico
del mosquito, son algunos renacuajos como Polypedates, Bufo, Ramanella, Euphlyctis y
Hoplobatrachus, los cuales juegan un papel vital en el ciclo de vida del mosquito, debido
que estos son depredadores de los huevos de los mosquitos. Esto es de suma importancia
dado que los huevos del mosquito con su capacidad para soportar largos periodos de
sequia, son elementos primordiales que determinan la densidad del vector con el inicio
del periodo de lluvias [I5] 42] [44]. Entre otros, en la ciudad de Cali, se ha evaluado el
uso de una mezcla entre el Bacillus thuringiensis y Bacillus sphaericus para el control

de las formas inmaduras del Aedes aegypti [42].

2.2. Modelos epidemiolégicos

Como se habfa mencionado en la Seccién [I, uno de los problemas de mayor im-
portancia en la epidemiologia consiste en determinar estrategias adecuadas de control
sobre la propagacion del vector y, para ello, resulta ser de gran valor el aporte que los
modelos matematicos pueden hacer a la comprension de la problematica. Los modelos

matematicos se pueden subdividir en tres tipos:

1. Modelos que representan la transmision de la enfermedad en la poblacion humana.
Estos modelos dividen la poblacion humana en susceptibles, expuestos, infecta-
dos, recuperados, entre otros; algunos de estos son conocidos como modelos SIR,
SIS, SEIR [12] 16] 211, [50]. Los modelos SIR fueron originalmente trabajados por

Kermack-Mckendrick (1927) para representar la transmisiéon de una enfermedad,



donde se considera la existencia de individuos Susceptibles, Infectados y Recupe-
rados. Es decir, el modelo SIR considera una enfermedad que se desarrolla a lo

largo del tiempo y unicamente tiene en cuenta tres clases de individuos:

= S representa a los individuos susceptibles, es decir, aquellos que pueden

resultar infectados al entrar en contacto con la enfermedad.

= [ representa a los individuos infectados y por lo tanto en condiciones de

transmitir la enfermedad a los del grupo S.

» R representa a los individuos recobrados de la enfermedad, y que ya no estan
en condiciones ni de enfermar nuevamente ni de transmitir la enfermedad a

otros.

El flujo de transiciones de un grupo a otro se da como sigue:

s 2 r |2

R

Dada una poblacién fija N = S(t) + I(t) + R(t), las siguientes ecuaciones diferen-

ciales describen un modelo SIR

ds

22— _BSI
dt b

dl

= BSI—~I
o BSI —~
dR

= = N

di i

donde (3 es la tasa de contagios (probabilidad de que una persona enferme al estar
en contacto con un infectado), — es el tiempo promedio de infeccién (para un solo

individuo) y los contactos entre estos individuos estd dado por ley de accién de

masas [16].

En este caso, este modelo SIR no contempla los nacimientos ni las muertes. Otros
modelos SIR son ampliados considerando nacimientos a lo largo del tiempo t
de modo que hay una constante de renovacion de individuos susceptibles a la
enfermedad y del mismo modo, algunos individuos mueren: bien por la enfermedad
o de manera natural. A su vez, este modelo puede ser modificado considerando la
poblacién de expuestos o latentes, E(t), que representa los individuos infectados

que aun no tienen la capacidad de transmitir la enfermedad, donde el sistema de
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ecuaciones diferenciales es

% — B—BSI—uS
W ST (et wE
= wr
% = v — uR.

y por lo tanto, estariamos hablando de un modelo SEIR, donde B es la tasa de
reclutamiento, % es el tiempo promedio de desarrollo de la infecciéon denominado
tiempo de latencia, % es el tiempo promedio de vida y 3, v definidos en el modelo
SIR. Asi mismo, dependiendo de la enfermedad o de los intereses de estudio, se

pueden incluir otras modificaciones a estos modelos.

. Modelos que representan el ciclo de vida del vector.

En la mayoria de estos modelos, se analiza la dinamica poblacional del vector
considerando su ciclo biolégico [0, [I0T] y en algunos casos, contemplan el efecto
que tienen sobre la dindmica poblacional del vector los controles quimicos y/o
biolégicos y/o sociales para el vector [31], 43 [60, [80), 81].

Como un ejemplo de estos modelos, presentamos el planteado en [60], donde
analizan la dindmica poblacional del Aedes aegypti en presencia de un depredador
del estadio inmaduro del mosquito considerando diferentes estrategias de control

quimico y/o biolégico. El modelo propuesto es el siguiente

dx B _( n )

7 wy T+ o),

dy y By

- = qu(l y) (w+0)y —— (2.1)

dz ] z

N [ i

a " K,
donde z es el nimero promedio de mosquitos adultos sin resistencia, y es el nimero
promedio de estadios inmaduros (huevos, larvas y pupas), z es el nimero promedio
de depredadores de estadios inmaduros, a y 3 los controles quimicos y biolégicos

respectivamente y los parametros del modelo estan especificados en la Tabla [2.1

En este modelo, se considera toda la poblacién del mosquito Aedes aegypti, se
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asume que todos los huevos eclosionan y que el incremento del depredador por

depredacion es despreciable para la dinamica del depredador.

w: | Tasa de desarrollo de los estadios inmaduros a mosquitos maduros,
m: | Tasa de mortalidad natural del estadio maduro,

¢: | Tasa intrinseca de ovoposicion,

K,: | Capacidad de carga de estadio inmaduro,

0: | Tasa de mortalidad natural del estadio inmaduro,

[B: | Tasa de depredacion,

p: | Tasa de incremento del depredador,

K.: | Capacidad de carga del depredador.

Tabla 2.1: Pardmetros del modelo Bl

3. Modelos que representan la interaccion entre la poblacion humana y la poblacion
del vector.
El més simple de los modelos, en el cual se consideran las poblaciones de humanos
y vectores, estd basado en los trabajos de Ross [82] y Macdonald [58], el cual
incorpora las mayores caracteristicas de la transmisién por vectores. El modelo
bésico consiste en dos ecuaciones que describen los cambios en la proporcién de

humanos infectados, y, y la proporciéon de mosquitos infectados, 7.

d .

d—i = abmj(l —y) — vy, (2.2a)
dy . R

= = acy(L—3) -, (2.2b)

donde m = N /N define el nimero de mosquitos hembra por humano, puesto que
N es el tamano de la poblacién de humanos y N es el tamaiio de la poblacién de
mosquitos hembra, a es la tasa de picadura sobre un humano de un mosquito, b
es la proporcion de picaduras sobre humanos que produce una infeccion, v es la
tasa per capita de recuperacion de los humanos infectados, ¢ es la proporcion de
picaduras por mosquitos sobre las personas infectadas que produce una infeccién,
y i es la tasa per capita de mortalidad del mosquito. En este modelo, se asu-
me que las poblaciones son constantes, que los individuos recuperados no tienen
inmunidad, la tasa de recuperacion de los humanos es mucho mayor que la tasa
de mortalidad, por lo tanto, la tasa de mortalidad es despreciable en la dinamica

de la poblacién de humanos infectados [7]. Este modelo esta muy simplificado y
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sOlo ilustra algunas propiedades que resultan de las enfermedades transmitidas

por vectores.

Cabe notar que una clase especial de estos modelos son aquellos que consideran tiem-
pos de retardo (como pardmetros) en los argumentos de las variables, los cuales son
respuesta a diferentes causas; por ejemplo, para modelos Tipo 1, se puede considerar
retardos correspondientes a periodos de exposicién o latencia, muerte relacionada con
la enfermedad, etc. [25, 49, [99]; en modelos Tipo 2, se pueden considerar retardos, da-
dos por los tiempos de migracién y difusiéon de la poblacién, periodos de gestacién y
maduracién, retardos en la respuesta conductual debido a los cambios ambientales, etc.
Para el control y vigilancia del vector del dengue, existen estudios que consideran el

tiempo que tarda el mosquito en pasar del estado inmaduro al estado maduro [57].

2.2.1. Anadlisis cualitativo

Una de las partes bésicas en el estudio de los sistemas dinamicos se centra en brin-
dar una caracterizacion completa de la estructura geométrica de las orbitas, donde la
orbita a través del punto xg estd dada por el conjunto de puntos en el espacio fase que
pertenecen a la solucion que pasa por xg. Dado que el sistema dinamico depende de los
parametros, la idea es caracterizar el cambio en la estructura de las érbitas en términos
de los parametros.

Este analisis se lleva a cabo hallando los equilibrios del sistema; es decir, determinan-
do las soluciones constantes de éste. Luego, se estudia la estabilidad de los equilibrios;
se dice que un equilibrio es estable si a pequenos cambios en la condicién inicial del
sistema, tiene unicamente efectos pequenos en el comportamiento de la soluciéon cuan-
do t — oo. Para determinar la estabilidad de los puntos de equilibrio del sistema se
usan criterios matemadticos propios del andlisis de sistemas dindmicos [16, 100]. Para
los modelos Tipo 1 y 3, los cuales consideran la dindmica de la enfermedad, existe una
cantidad que algunas veces determina la estabilidad de los puntos de equilibrio, la cual
se denomina ntimero reproductivo basico, Ry, y representa el niimero promedio de nue-
vas infecciones producidas al introducir un infectado en una poblacion de susceptibles
[26, O7]. Mientras que, para los modelos Tipo 2, que consideran el ciclo de vida del
vector, cuando existe dicha cantidad se denomina umbral de crecimiento poblacional,

(@, y representa el niimero promedio de vectores producidos por un solo vector [60, T0OT].
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Por ejemplo, para el modelo (2.2) podriamos tener dos puntos de equilibrio

EO - (07 O)?
Rg—l Rg—l
El:W—” 1) r2(E4+1) )7
0<abm+> O<E+)

donde el nimero reproductivo basico , Ry, esta dado por

a’bem
Yh

Ro =

Determinado Ry, en [86] establecemos y demostramos el siguiente resultado de es-
tabilidad para el modelo ({2.2)).

Teorema 1. Si Ry < 1, el punto de equilibrio libre de enfermedad, Ey, es global
asintoticamente estable. St Ry > 1, Ey es inestable, y el equilibrio endémico, Ey, es

local asintoticamente estable.

En la Figura [2.3] presentamos una interpretacion de este resultado, si Rg < 1,
Figura (a), eventualmente desaparecera la enfermedad, mientras que si Ry > 1,
Figura [2.3(b), la enfermedad se establecera.

Figura 2.3: Analisis cualitativo para el modelo[2.2] (a) Ry < 1. (b) Ry > 1.
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2.2.2. Estimacion de parametros

Para que estos modelos y su analisis sean realmente ttiles en casos concretos, los
modelos deben ser ajustados a las caracteristicas particulares de la region donde se
quieren utilizar, lo cual se logra hallando los valores especificos, para la region de interés,
de los parametros del modelo, tarea que se conoce con el nombre de estimacion de
parametros.

Para ajustar un modelo a las caracteristicas de una regiéon dada, se calcula un valor
aproximado para cada uno de los parametros del modelo, bien sea tratando de ajustar
los parametros del modelo a datos epidemioldgicos reportados para la regién mediante
los métodos de minimos cuadrados o maxima verosimilitud, entre otros; o usando infor-
macién que se encuentra en la literatura, ya sea por las caracteristicas de la enfermedad
y/o del vector o usando relaciones funcionales, obtenidas experimentalmente, de los
pardametros con alguna variable facil de medir (temperatura, humedad, precipitaciones,

brillo solar, etc.)

2.3. Teoria de Control ()ptimo

El desarrollo de la teoria de control 6ptimo se inicié en la década de los cincuenta
gracias al esfuerzo de los cientificos rusos y norteamericanos por explorar el sistema
solar. El problema que se queria resolver era el de llevar un vehiculo espacial de algin
punto en la tierra a algtin otro en el espacio en tiempo minimo y consumiendo la menor
cantidad de combustible posible. Es decir, de lo que se trataba era de encontrar trayec-
torias éptimas en espacios tridimensionales. Como se puede ver, la soluciéon de dicho
problema no podia encontrarse aplicando las técnicas de optimizacion tradicionales que
s6lo nos dan valores de la variable independiente para los que una funcién dada alcanza
un punto maximo o minimo, ya sea local o global.

Los problemas de control éptimo tratan de encontrar un control para un sistema
dinamico dado que alcance cierto criterio de optimalidad. Estos modelos consideran
un funcional objetivo que estd determinado por unas variables de estado y de control.
En términos generales, el criterio de optimalidad puede agrupar una o varias metas
a la vez; en nuestro caso, el criterio podria ser minimizar el ntimero de mosquitos
adultos y/o minimizar la poblacién de mosquitos inmaduros a finales del periodo de
observacién y/o maximizar efecto de medidas preventivas y/o minimizar el costo parcial

o total correspondiente a dichas medidas (costo de insecticidas, fumigantes, toxoides,
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depredadores, etc.) y el sistema controlado podria estar representado por la dindmica
de la enfermedad y/o la dindmica poblacional del vector.

La formulacién de un problema de control 6ptimo requiere, en general,

definir el modelo matematico del sistema controlado,

especificar el criterio de optimalidad,

especificar las condiciones iniciales para el estado y

describir las restricciones sobre el estado y el control.

En términos matemadticos, sean u(t) el control a aplicar y x(t) la variable de estado;
el problema de control éptimo es encontrar u* y su estado correspondiente z*(¢, u*(t))

tales que

Mix J(u /ftx (£)dt,

sujeto a Z'(t) = g(t, z(t),u(t)), (2.3)
t

( o) = Zo;

en este contexto, u*, la solucion de , es llamado control éptimo.

Mediante la aplicacion del Principio del Maximo de Pontryagin, el control y la
restriccion del Problema , pueden ser determinados facilmente, puesto que dicho
principio establece un conjunto de condiciones necesarias para que una curva u*(t) sea
la solucion del Problema . En efecto, para determinar la solucién del problema de
control 6ptimo, el Principio del Maximo de Pontryagin usa el método de multiplicadores
de Lagrange de la siguiente forma [38, 56]: se define la funcién, que se conoce como

Hamiltoniano, dada por

H(w(t), u(t), M), 1) = f(t, (1), u(t)) + A(B)g(t, x(t), u(t)),

donde A\ es denominado el multiplicador de Lagrange o variable adjunta. Luego, se

resuelve

on
ou

para obtener una expresiéon para el control éptimo u* en funcién de la variable de

=0,

estado y el multiplicador de Lagrange, lo cual se denomina condicién de optimalidad.
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A continuacién, se debe encontrar la funcién éptima, H = H(z,u , A, t). Después, se

debe resolver el sistema de ecuaciones

dx OH*
@ o (2.42)
dA oOH*
-z 2.4
dt oxr '’ (2.4b)

sujeto a las condiciones iniciales para la variable de estado, z(tg) = xo, y a las con-
diciones para la variable adjunta al final del periodo de observacion, establecidas por
el Principio de Maximo de Pontryagin segun las caracteristicas del Problema ,
denominadas condiciones de transversalidad, (A(ty) = 0 para el Problema (2.3)); gene-
ralmente, estos sistemas se pueden resolver numéricamente usando métodos de barrido,
métodos de disparo, método secante, etc. Por dltimo, se deben sustituir z*, \*, las so-
luciones del sistema anterior, en la expresion de u*, para obtener la expresion explicita
que resuelve el problema.

Este enfoque es relativamente nuevo en epidemiologia y se utiliz6 en los articulos [48]
y [52] para modelos tipo SIR con dos estrategias de control (vacunacién y aislamiento
de los infectados). De este modo, nos parece bastante novedoso, motivante y oportuno

tratar de aplicarlo a modelos de dinamica de vectores transmisores del dengue.

2.4. Teoria de Redes

La teoria de redes tiene sus cimientos en la teoria de grafos, la cual tuvo origen
con la solucién planteada por Euler al problema de los siete puentes de Konigsberg
(Actualmente Kaliningrado); el problema fue formulado en el siglo XVIII y consistia en
encontrar un recorrido para cruzar a pie toda la ciudad, pasando sélo una vez por cada
uno de los puentes, y regresando al mismo punto de inicio. Para dicha demostracion,
Euler recurre a una abstracciéon del mapa, enfocandose exclusivamente en las regiones
terrestres y las conexiones entre ellas. Cada puente lo representé mediante una linea
que unia a dos puntos, cada uno de los cuales representaba una region diferente. Asi,
el problema se reduce a decidir si existe o no un camino que comience por uno de los
puntos azules, transite por todas las lineas una tnica vez, y regrese al mismo punto de
partida (ver Figura[2.4).

En las ultimas dos décadas, el estudio de las propiedades estructurales y la dindmica

de las redes complejas ha sido de gran interés. Durante este tiempo, se han publicado
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cientos de articulos sobre este tema en revistas de investigacion cientifica de multiples
disciplinas. Esta explosion investigadora se fundamenté con el desarrollo de la Internet
y el avance en las técnicas para el andlisis de grandes bases de datos, que permitio cap-
turar las relaciones entre los elementos constituyentes de sistemas macroscépicos reales.
Estas relaciones y sistemas abarcan diferentes escalas descriptivas y, por tanto, perte-
necen a ambitos disciplinares muy diversos. Por ejemplo, tenemos las redes bioldgicas
que encontramos a nivel microscopico como las redes de regulacion genética, redes de
proteinas, redes neuronales y metabdlicas. Por otro lado, a un nivel de organizacién
mucho mayor, encontramos redes de comunicacién e informéticas (la red Internet, la
red web, redes telefénicas, etc.), redes sociales (amistades, contactos sexuales, colabo-
radores cientificos, propagacién de enfermedades, etc.), redes ecoldgicas (interacciones
tréficas en un ecosistema). Aunque todas estas redes son tan diferentes en naturaleza
y tamano, tienen muchas propiedades estructurales similares. Por lo tanto, podemos
formular modelos matematicos para entender y explicar las propiedades estructurales

de las redes complejas.

Figura 2.4: Representacién grafica del problema de los siete puentes de Konigsberg?.

Una red compleja es un conjunto de nodos conectados que interactian de alguna
forma. Formalmente, Una red R consiste de un conjunto de nodosV = {vy, va, ..., vn},
donde N denota el nimero de nodos en la red, y un conjunto de parejas ordenadas
E ={(vi, vj;)} CV xV. Cada pareja ordenada (v;, v;) se llama conexion dirigida del
nodo v; al nodo v;. La red se llama no dirigida si para cada pareja (v;, v;) € €, también
existe la pareja (v, v;) € €. De lo contrario, la red se denomina red dirigida. En esta
ultima, llamaremos vecinos de v; a todos los nodos que estén conectados directamente

a un nodo v;.

4Tomada de Internet: http://7puentes.com/blog/konigsberg/
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Una forma de representar una red es por medio de una matriz, denominada la matriz
de adyacencia; esta matriz contiene ceros y unos cuando no es pesada, A;; = 1, si el
nodo v; estd conectado al nodo v;, y A;; = 0 en caso contrario. St la red no es dirigida, la
matriz de adyacencia es simétrica. En el caso de utilizar informacion de las conexiones
tendremos una matriz de adyacencia ponderada.

En el caso de redes no dirigidas, tenemos que el numero k; de vecinos de un nodo

v; (es decir, el nimero de conexiones de v;) se llama el grado de v;, el cual estd dado

N N
por k; = ZAij y el promedio de estos grados, (k) = Zk"/N es la conectividad de

j=1 i=1
la red. Mientras que para las redes dirigidas cada nodo tiene dos grados. El grado de
salida del nodo v;, kiOUt, es el nimero de parejas ordenadas de la forma (v;, v;), el cual

estd dado por kOU = ZA”-, y el grado de entrada del nodo v;, k:f”, es el nimero de
J
parejas ordenadas de la forma (v, v;), el cual estd dado por kl' = ZAﬁ' El grado

J
total del nodo v;, es la suma de los grados de entrada y de salida, kat = klm + kf“t.

De las propiedades que caracterizan estructuralmente a las redes complejas estamos
interesados en la distribucién de grado P(k), la probabilidad que un nodo escogido al
azar tenga k conexiones (ver Figura [2.5).

El estudio general de las redes complejas puede dividirse en dos campos diferentes
y complementarios: Estructura y Dindmica. En el primer campo, se esta interesado en
determinar las propiedades estructurales (o topoldgicas) de la red; es decir, las propie-
dades que nos dicen cémo estan conectados los nodos.

En lo referente a la dinamica, se esta interesado en el estudio de sus propiedades
funcionales y la emergencia de fendmenos colectivos, asi como la influencia que tiene la
estructura de la red en estos; por ejemplo, las neuronas en el cerebro estan conectadas
fisicamente unas con otras por medio de las uniones entre dendritas y axones. A través
de dichas uniones, las neuronas se transmiten senales eléctricas que se propagan por
todo el cerebro y que dan lugar a una serie de fenémenos dinamicos, entre los cuales
se destacan el reconocimiento de imagenes y sonido, la motricidad de los musculos, el
lenguaje, el pensamiento y, finalmente, la consciencia.

El descubrimiento de la libertad de escala de las redes que codifican las interacciones

en sistemas macroscopicos reales (independientemente de la naturaleza de los mismos)

®Tomada de Internet: http://cns-classes.bu.edu/cn710/Fall2007/index.php?n=Main.DiscussionPage-
Class2Linked
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A Red Aleatoria B Red Libre de Escala
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Ab Bb
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Figura 2.5: Representacion y distribucién de grado para una red aleatoria y para una
red libre de escala®.

fue el hito que propicié que una buena parte de la comunidad dedicada al estudio de
la Fisica Estadistica y, en particular, a la Fisica de Sistemas Complejos, mostrara un
gran interés por el estudio de las redes. No en vano, rapidamente se bautizé6 como
“Redes Complejas” al campo emergente, debido a que los patrones de interaccién de
las redes reales mostraban no ser ni (evidentemente) regulares (i.e. lejos de los patrones
ordenados propios de la estructura de la materia condesada) ni tampoco aleatorios (i.e.
los propios de las redes que habian sido estudiadas en el siglo anterior por la teoria de
grafos). Esta ultima diferencia se ponia de manifiesto al comparar las distribuciones de
grado, P(k), de las redes libres de escala con aquellas de los grafos aleatorios de Erdos-
Renyi [33] usados como modelo de referencia por la teoria de grafos durante décadas
(ver Figura[2.5).

Muy pronto, los sorprendentes patrones estructurales de las redes complejas plan-
tearon la siguiente pregunta: ;qué influencia tiene la heterogeneidad de las redes en su
funcionamiento y las diferentes dinamicas que ocurren en ellas? Esta pregunta cuestion6
los resultados obtenidos durante el siglo anterior sobre sistemas dinamicos acoplados ya
que éstos habian sido analizados bajo la hipétesis de campo medio, donde la interaccion

de cada elemento con el resto del sistema es idéntica para todos los elementos, y en
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Figura 2.6: Diagrama Epidémico (izquierda): A (pardmetro de control) representa la
fuerza de infeccién del agente patégeno y p (pardmetro de orden) representa la fraccién
de individuos afectados por el mismo. Sélo cuando la fuerza de infeccion \ supera el
umbral epidémico, A > A, se produce una epidemia. En la derecha, se representa el
diagrama epidémico obtenido a través de un modelo de campo medio tradicional (linea
discontinua) y en una red libre de escala (linea continua).

topologias regulares o aleatorias, donde el nimero de interacciones de cada individuo
es idéntico o aproximadamente igual, respectivamente. La incorporacién de patrones
libres de escala en las interacciones entre sistemas dindamicos acoplados afecté a mu-
chos modelos y técnicas de diferentes campos como la epidemiologia matemaética [72],
la dindmica no lineal [§] y la teoria evolutiva de juegos [90], entre otros [14].

Quiza el ejemplo que mejor ilustre los avances tanto a nivel de modelado como de
resultados que se originaron al introducir la heterogeneidad de la red de interacciones
sea el de los modelos epidémicos clasicos. En 2001, Pastor-Satorras y Vespignani [73]
introdujeron una generalizacién de los modelos tipicos de campo medio de forma que
se tuvieran en cuenta las distintas clases de grado que podian coexistir en una red. El
denominado “campo medio heterogéneo” era general para cualquier tipo de distribucion
de grado P(k) y arrojaba como resultado mas importante que el umbral epidémico (ver
Figura , es decir, la infectividad minima para que un agente infeccioso (virus) se
propague en el sistema dando lugar a una epidemia, disminuia dramaticamente cuanto
maés heterogénea era la red de contactos subyacente (ver Figura .

Por tanto, el nexo entre epidemiologia matematica y redes complejas ha sido una
fuente de conocimiento durante la tdltima década. En esta tesis, aprovecharemos esta

union para el estudio de la transmisién del Dengue.
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Capitulo 3
Modelo Presa-Depredador

Este Capitulo modifica un modelo matemético (véase [60]) del tipo presa-depredador
que describe las dinamicas poblacionales de dos estadios del mosquito — inmaduro o
acuatico (comprendiendo los huevos, larvas y pupas) y maduro o aéreo (consideran-
do solamente los mosquitos adultos hembm)E] con la interaccién de algin depredador
del estadio inmaduro del mosquito (Seccién [3.2)). Realizamos un analisis minucioso del
modelo (Secciones y , el cual permite derivar condiciones esenciales sobre las
caracteristicas biolégicas de una especie depredadora apropiada capaz de reducir las
poblaciones locales del Aedes aegypti. En la Seccién [3.5] presentamos la estimacién de
los parametros del modelo con base en las temperaturas promedio de Cali e indicamos,
en términos numéricos, cudles caracteristicas bioldgicas de las especies depredadoras
son requeridas para un control bioldgico efectivo del Aedes aegypti en Cali. Por lti-
mo, realizamos unas simulaciones numéricas (Seccién para diferentes conjuntos de
parametros del modelo, las cuales ayudan a prever los beneficios de usar un depredador
apropiado (cuyas caracteristicas biolégicas cumplan con las condiciones estipuladas), y
una discusion adicional proporciona algunas ideas considerando una especie depreda-
dora particular para ser empleada como un agente de control biolégico en Cali. Cabe
resaltar, que en este capitulo, asumimos que la probabilidad de interaccion entre el
depredador y las presas es homogénea. Finalmente, la Seccion indica cémo los re-
sultados de este capitulo pueden ser usados en el contexto practico para reducir la

poblacion de Aedes aegypti en Cali, Colombia.

' Los mosquitos adultos macho no representan ninguna amenaza en la transmisién de la enfermedad
y por lo tanto esta subpoblacién es ignorada en el modelo.
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3.1. Introducciéon

Enfoques tradicionales para el control del vector transmisor de enfermedades estan
generalmente dirigidos a reducir la abundancia del vector. Estos métodos estan prin-
cipalmente dedicados al uso de sustancias quimicas (insecticidas y larvicidas) que son
esparcidos alrededor de los criaderos y hébitats. Los mosquitos Aedes aegypti prefieren
depositar sus huevos en areas con aguas estancadas tales como floreros, barriles descu-
biertos, llantas tiradas, tanques de almacenamientos de agua, pozos, piscinas, piletas
artificiales, y otros contenedores de agua usualmente localizados alrededor de zonas
residenciales, comerciales y recreacionales. La excesiva dispersiéon de sustancias quimi-
cas en areas publicas y domésticas contribuyen a la polucién del aire, contaminacion
del medio ambiente, y podria provocar intoxicacion, reacciones alérgicas, y desordenes
respiratorios entre la poblacion de humanos.

En anos recientes, muchos investigadores han estado trabajando en estrategias al-

ternativas de control del vector, para el mosquito Aedes aegypti tales como:

1. Modificacion genética también conocida como la Técnica de Esterilizacion de In-
secto “SIT” (ver, e.g., [39]).

2. Contagiar de Wolbachia a las poblaciones del mosquito con el fin de suprimir su

habilidad de transmitir enfermedades vectoriales (ver, e.g., [98]).

3. Manipulacién competente de patogenos bacteriales tales como Bacillus thurin-
giensis (Bt) que matan a sus anfitriones larvales y las infecciones por hongos
causan mortalidad de los mosquitos adultos (ver, e.g., [I7] y [79], respectivamen-
te).

4. Habil uso de enemigos naturales de los estadios inmaduros del mosquitos tales
como insectos depredadores, invertebrados, y peces larvivoros (ver, e.g., [53, 64]
89]).

Obviamente, los items 1, 2, y 3 tendrian costos mas altos de implementacion que el item
4 puesto que necesariamente requieren la formacién profesional del personal encargado.
En el contexto practico, la ultima opcién (item 4) parece mas accesible y puede ser

llevada a cabo bajo una financiacién relativamente modesta}

2Ver [65] para una descripcién detallada a gran escala de la campaiia basada en la comunidad
(la cual es ain sostenida en Vietnam), donde copépodos ciclopoides son usados como un depredador
natural de las larvas del Aedes aegypti.
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El control biolégico es generalmente considerado como un método amigable con el
medio ambiente para mitigar riesgos e impactos negativos en la ecologia, agricultura,
y salud publica causados por factores globales. En este sentido, vale la pena estudiar
la dinamica poblacional del mosquito Aedes aegypti en la presencia de un depredador
biolégico de los estadios inmaduros del mosquito, puesto que ellos son de bajo costo y
no contaminan el medio ambiente. La distribucién de una especie depredadora propia
dirigida a los criaderos del Aedes aegypti puede ser realizada en una sola liberacién
(también considerado como inoculacion) o por multiples liberaciones inundativas co-
mo una medida aislada o complementaria de un control quimico tradicional sobre la
poblacién del mosquito.

Algunos de los modelos presa-depredador tienen naturaleza local en el sentido que se
enfocan en la dindmica de la poblacién dentro y alrededor de un criadero genérico (re-
ferido como una “pileta” en este capitulo) localizado en alguna drea piblica que cuenta
con un flujo constante de personas. Por ejemplo, tales “piletas” estan ampliamente ex-
tendidas en muchas ciudades tropicales, incluyendo a Cali, y forman una parte esencial
del concepto de su diseno arquitectonico. En particular, Cali tiene varios centros comer-
ciales y recreacionales, parques y clubes, complejos residenciales, restaurantes al aire
libre, campus escolares decorados con hormigén ornamental, piletas, piscinas y otras
cavidades llenas con aguas estancadas y rodeadas de rica vegetacion. Desde el punto
de vista estético, estos paisajes son espectaculares; sin embargo, estos constituyen si-
tios perfectos como criaderos para los mosquitos y asi indirectamente contribuyen a la
propagaciéon de enfermedades transmitidas por vectores. Debe senalarse que los pro-
pietarios y/o los administradores de dichas propiedades (al menos, en Cali) se oponen
al uso de sustancias quimicas (larvicidas e insecticidas) dentro de estos locales puesto
que tales medidas implicarian un cierre temporal de sus establecimientos, teniendo un
impacto negativo sobre su imagen y asustando a visitantes o consumidores potenciales.
Sin embargo, autoridades locales pueden ponerse mas facil de acuerdo con el método
ambientalmente aceptable de control biolégico (uso de depredadores naturales dentro
de las piletas ubicadas en sus territorios) y asi hacer seguros sus establecimientos para
todos los visitantes.

El modelo (presentado en la Seccién esta deliberadamente disenado con el
proposito de validar argumentos a favor del control biologico mediante el uso de depre-
dadores naturales de los estadios inmaduros del Aedes aegypti en multiples localidades
alrededor de Cali donde no estan siendo aplicadas otras medidas de control. Esta razon

de ser es sencilla: poblaciones efectivamente mas pequenas de Aedes aegypti presen-

24



tes en areas publicas muy concurridas podrian reflejarse en una baja de incidencia del
dengue puesto que esta especie de mosquito es responsable de la transmision de dicha

enfermedad.

3.2. Descripcién del modelo

Siguiendo la formulacién planteada en [I01], pero teniendo en cuenta sélo los mosqui-
tos hembra, puesto que estos son los transmisores del dengue, consideramos un modelo
donde dividimos el ciclo de vida del vector Aedes aegypti en dos estadios: inmaduro o
acudtico, conformado por huevos, larvas y pupas, y maduro o adulto, conformado por el
mosquito adulto hembra. Suponemos que hay suficientes mosquitos machos en los alre-
dedores de los criaderos para aparearse con las hembras. Por lo tanto, la subpoblacion
masculina es ignorada en el modelo, suponiendo que todos los mosquitos hembra son
prolificas. Adicionalmente, consideramos la interaccién presa-depredador entre el esta-
dio inmaduro (presa) y alguna especie depredadora acudtica deliberadamente colocada

en la pileta. Asi, tenemos tres variables de estado:

my(t) : numero de estadios inmaduros (huevos, larvas, pupas) en el momento ¢,
mq(t) : numero de estadios maduros del mosquito hembra en el momento t,

x(t) : numero de depredadores naturales de estadios inmaduros en el momento ¢.

En términos matematicos, el modelo establecido es el siguiente:

dm m
dtq = ckm, ( — ?Z) — (v + 64 + px)my, (3.1a)
dm,
el frvmg — dgmy, (3.1b)
dx x
i (p+ vmy)z (1 — E) : (3.1c)

con condiciones iniciales m,(0) = mgo, mMa(0) = Mg, ©(0) = xo, cuyos pardmetros
(constantes) positivos estan descritos en la Tabla [3.1]

Ec. bésicamente establece que el estadio inmaduro my(t) (huevos, larvas y
pupas) prolifera debido a la tasa de ovoposicién de los mosquitos hembra adultos (¢),
la fraccién de los huevos eclosionados (k), el nimero de estadios maduros del mosquito
hembra (m,), y la capacidad de carga remanente (1 — %) . El nimero de estadios inma-
duros decae por su transicién al estadio maduro (vm,), debido a la mortalidad natural
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Notacién Descripcion

€ tasa de ovoposicion,
tasa de transicion de los estadios inmaduros a maduros,
tasa de mortalidad natural de los estadios inmaduros,
tasa de mortalidad natural de los estadios maduros,
fraccién de huevos que eclosionan a larvas,
fraccion de mosquitos hembra,
capacidad de carga de los estadios inmaduros,
capacidad de carga del depredador,
tasa intrinseca de incremento del depredador,
tasa de depredacion,
tasa de incremento adicional asociado con la depredacién.

6T AR =SS T

Tabla 3.1: Pardmetros del Modelo [3.1]

(04mg) vy como resultado de la depredacién (¢xm,) lo cual es expresado usando la “ley
de accién de masas”. Presumimos que la depredacion es llevada a cabo independiente-
mente del género de la presa; en otras palabras, los estadios inmaduros tanto macho
como hembra estan siendo depredados. Por lo consiguiente, sélo la fraccién (frm,) de
mosquitos adultos hembra es considerado en la dindmica m,(t) en vez de (vmy(t)), en
contraste con el modelo original desarrollado en [101].

Similarmente, Ec. indica que el nimero de mosquitos adultos hembra m,(t)
crece con la transicién del estadio inmaduro al estadio maduro (vm,), donde inicamente
la fraccién de mosquitos hembra (f) es tenida en cuenta. La poblacién de m, decae
debido a su mortalidad natural (5,m,).

Una sola especie de depredador natural x es colocado en la pileta para reducir la po-
blaciéon de mosquitos adulto hembra m,, el cual es potencialmente capaz de transmitir
el virus del dengue. Por lo tanto, el rol fundamental del depredador consiste en reducir
la propagacién de esta infeccién. Ec. describe un crecimiento logistico para tal
depredador y establece que la dieta del depredador no esta limitada al estadio inmaduro
del mosquito. Esto implica que el depredador tiene recursos alternativos de alimenta-
cion tales como algas, ciliados, otros insectos y sus estadios inmaduros que podrian estar
presentes en el mismo habitat. El crecimiento de éste estd dado por la tasa intrinseca
de incremento del depredador (p), la cantidad de depredadores en cualquier instante,
z(t), y la capacidad de carga remanente en el sistema, (1 — %) Ademas, considera-
mos un incremento adicional en el crecimiento intrinseco del dépredador asociado a la

interaccion con los estadios inmaduros del mosquito (¢my).

26



Observacion 1. Los autores de [60] habian hecho un intento de incluir un depreda-
dor que actia en el ciclo de vida de dos etapas del mosquito propuesto por [101)]. Sin
embargo, en su version, fue asumido unilateralmente la interaccion depredador-presa,
lo que significa que la poblacion de depredadores se suponia que debia crecer de forma
independiente de la poblacion presa. Bajo este supuesto, la ecuacion diferencial de creci-
miento de la poblacion de depredadores (idéntica a para ¢ = 0) fue simplemente

desacoplada de las otras dos, y fue estudiado un sistema de dos ecuaciones.

También se supone que la especie depredadora ocupa el volumen total del agua en
la pileta, mientras que el habitat de m, esta limitado por las paredes de la pileta (para
huevos) y la superficie del agua (para larvas y pupas). Por lo tanto, la capacidad de
carga del depredador, K, es usualmente mas grande que la capacidad de carga del
estadio inmaduro, K, si los individuos de z y m, tienen tamarnos comparables.

Adicionalmente, el modelo es de naturaleza local en el sentido que este describe
el crecimiento de la poblacién del Aedes aegypti alrededor de alguna pileta genérica,
puesto que la interaccién entre m, y x toma lugar dentro de tal pileta y los mosquitos
adultos hembra usualmente no vuelan lejos de la pileta (o contenedor) donde ellas se
desarrollaron como larvas y pupasﬂ

Para este modelo, la regién de interés bioldgico esta dada por

Q:{(mq,ma,x)eRi: 0<m,<K,, Ogmag%[(q, OS:chx} :
a
ademas, () satisface la propiedad que cualquier trayectoria del Sistema que empieza
en () permanecerd en €) para todo t > 0, (£ es positivamente invariante para el modelo

(3-1))) 1o cual se establece en el siguiente teorema.

Teorema 2. La region de interés biologico Q) es positivamente invariante para el sistema

:

Demostracion. Puesto que la tercera ecuacion en (3.1)) es logistica, se tiene 0 < z < K,
para todos los valores iniciales z(0) = zg > 0. Entonces, consideramos la proyeccién de
Q2 en el plano (mg, my,).

Si tomamos condiciones iniciales en el borde vertical izquierdo m, = 0 de la region

rectangular en el espacio Ri = (mg, m,) ilustrada en la Figura , tenemos que

3Segiin [70], el adulto hembra del Aedes aegypti, por lo general, permanece dentro de una distancia
media de dispersiéon de 30.5 metros de su liberaciéon o lugar de nacimiento.
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Figura 3.1: Campo vectorial de direcciones dentro de la proyeccion de €2 en el plano
(mg, mg) ; el drea sombreada también representa la variedad estable €2,,,.

dm, dmy
dt dt

y los vectores asociados en el campo de direcciones apuntan hacia la derecha. Alternati-

= —9,m, <0

= kemg, > 0,

vamente, si las condiciones iniciales estan fijas sobre el borde vertical derecho m, = K,

de la regién rectangular, resulta que

d
T = (w46, + pr)K, <0,
d;’za = fUK, —b,m, > frEK, — 5a% —0,

es decir, que los vectores asociados en el campo de direcciones apuntan hacia la izquier-
da.
Por otra parte, si las condiciones iniciales estan en el borde horizontal inferior m, =

0, tenemos que

dmy dm
= frmg > 0, I = —(v+6,+px)m, <0
i VM dt ( o T er)m,
y los vectores asociados en el campo de direcciones apuntan hacia arriba. Alternativa-
mente, si las condiciones iniciales estén fijas en el borde horizontal superior m, = ﬁ;ﬁ,

resulta que

dm,
dt = fr(mg—Kg) <0
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mientras que el signo de dm,/dt puede ser positivo o negativo. En ambos casos, los

vectores asociados en el campo de direcciones apuntan hacia abajo. O

Esta region serd tenida en cuenta en la parte tedrica para el andlisis de estabilidad
y en la parte numérica saber donde tomar los puntos iniciales para tener una region de

referencia donde deben permanecer las soluciones.

3.3. Analisis cualitativo del modelo

Para analizar la estabilidad del Sistema ({3.1]), calculamos sus puntos de equilibrio y
luego formulamos un criterio que permita establecer propiedades de estabilidad local de
todos los equilibrios. Claramente, los puntos de equilibrio son soluciones del siguiente

sistema de ecuaciones no lineales algebraicas:

ekm,, (1 - %) —(v+6,+px)m; = 0, (3.2a)
q
fvmy —d,m, = 0, (3.2b)
(p + 1hmy)x (1 - i) = 0, (3.2¢)
K,
De ([3.2b)), tenemos que

fv

o =, (3.3)

Reemplazando (3.3]) en la Ec. (3.2a), podemos reducir el Sistema ((3.2)) al sistema:

ekfv m _
5—amq (1 - ?Z) — (v + 0+ px)my = 0, (3.4a)
(p + dmg)z (1 - Ki) = 0. (3.4D)

La Ec. (3.4b|) nos da dos opciones, estas son:
xr=0 0 r = K,

y nos lleva a dos posibles casos: z = 0 (extincién o ausencia de depredadores) y = = K,
(persistencia del depredador). Estos dos casos se revisan brevemente a continuacién, y
de estos analisis resultan dos umbrales ttiles para la supervivencia del mosquito que se

pronuncian sobre la estabilidad de los equilibrios.
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= Caso 1. x = 0 en el punto de equilibrio. En este caso, tenemos de la Ec.
B), que
da(V + 6y)
mg = 0 (0} myg = Kq (1 — qu) . (35)

La 1ltima expresion tendra sentido biolégico (esto es, m, > 0), solamente si

da(V + 0y)
ek fv

ekfv

1-— _— 1
da(v+0,) —

>0 & Q= (3.6)

donde @) puede ser visto como el umbral de supervivencia del mosquito sin de-
predacz'énﬁ que representa el nimero promedio de mosquitos hembras producido
por un mosquito hembra en la ausencia del depredador de los estadios inmaduros
(huevos, larvas, pupas).

Usando esta notacién, la componente m, puede ser expresada como

1
me=K,|1——=]. 3.7
=5, (1-5) (5.7)
Asi, en virtud de (3.2a]) y (3.7)), tenemos dos opciones:

e m, =0, sim, =0;

:é—:Kq(l—%),simq:Kq(l—é).

Combinandolos con la ausencia de depredador (z = 0), obtenemos dos posibles

® My,

equilibrios
E, = (0,0, 0), (3.8a)
B 1 frK, 1
Ey, = (Kq <1 — §> T ( — @) , O) (3.8b)

del Sistema (3.1)). Cabe notar que FEs es biolégicamente viable y diferente de E
(en el sentido que Fy € ), solamente si Q > 1. Si @ = 1, entonces Ey = Ej.

» Caso 2. x = K, en el punto de equilibrio. En este caso, la Ec. (3.4a)) implica

que

(3.9)

1) K.)d,
my =0 0 mq:Kq<1—(V+ ot pKs) )

ekfv

4El cual es completamente equivalente al asf llamado “ntimero bésico de descendencia” derivado en
[101].
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La expresion anterior tendrd sentido biolégico, (esto es, m, > 0), Ginicamente si

K
1_(y+5q+<p z)éazo o 0=
ek fv

ekfv
>1 3.10
5a(’/+5q+90Kx) - ( )

donde Qg puede ser visto como el umbral de supervivencia del mosquito con depre-
dacion que indica el nimero promedio de mosquitos hembras producidos por un

mosquito hembra en la presencia de un depredador de estadios inmaduros. Uno

puede observar que Ef—f en (3.10)) es el nimero promedio de huevecillos produci-

dos por un mosquito hembra, (v + J, + ¢K,) es el total de estadios inmaduros y

m es la probabilidad de que los estadios inmaduros sobrevivan, a pesar de
q x

la depredacion, y se conviertan en adultos.

Observacion 2. Es claro que mientras haya depredacion

B ekfv ekfv
o= S ot oKy “awta) Y (3.11)

puesto que ¢ y K, son positivos .

Usando la notacién (3.10), la componente m, puede ser expresada como

m, = K, (1 _ é) | (3.12)

Asi, en virtud de (3.9)) y (3.12), tenemos dos opciones:

= m, =0, st my = 0;

] ma:J;—ZKq<1—&),simq:Kq<l—é>.

Combinandolas con la presencia del depredador (z = K, ), obtenemos dos equilibrios

adicionales
E; = (0,0, K,), (3.13a)
1\ fvK 1
E, = (K, (1—-—], q(l——),Kx) 3.13b
' ( ( Qo) 5, UG (3.13b)

del Sistema ((3.1)). Cabe notar que Ej es biolégicamente viable y diferente de E3 (en el
sentido que Ey € ), tnicamente si Qg > 1. Si Qo = 1, entonces F3 = Ej.
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Observe que, entre todos los cuatro puntos de equilibrio, tinicamente F, admite
coexistencia entre la presa m, y el depredador x.

Las propiedades de existencia y estabilidad de los equilibrios al natural-
mente dependen de los valores de los umbrales (), (g y estas propiedades se establecen

en el siguiente teorema.

Teorema 3. En vista de la desigualdad , tenemos tres posibles opciones para el
sistema , estas son:

1. SiQ <1, entonces Ey es un punto de silla (o equilibrio condicionalmente estable)
y Es es un atractor (equilibrio local asintdticamente estable). Note que Fy y Ey

no tienen sentido biologico en este caso.

2. 51 Qo <1< Q, entonces Ey es un nodo repulsor (equilibrio inestable), Fy es un
punto silla (equilibrio condicionalmente estable), y Es es un atractor (equilibrio

local asintéticamente estable). Note que E4 no tiene sentido bioldgico en este caso.

3. Si Qo > 1, entonces Ey es un nodo repulsor (equilibrio inestable), Ey y E3 son
puntos sillas (equilibrios condicionalmente estables), y E, es un atractor (equili-

brio local asintdticamente estable).

Demostracion. El analisis de estabilidad es realizado siguiendo los lineamientos dados
en [100]. Usando la técnica basada en el signo de los valores propios de la matriz
Jacobiana correspondiente de la version linealizada alrededor del equilibrio del Sistema

(3.1]), evaluada en cada equilibrio. La matriz Jacobiana del Sistema (3.1]) est4 dada por

_%m“ —(v+o,+px) ek (1 — %) —pm,
J(mg, mg,x) = fv -0, 0
v (1- ) 0 (p+vm,) (1- )

Luego, establecemos el signo de la parte real de los valores propios de las matrices
Jacobianas evaluadas en cada uno de los puntos de equilibrio (3.8)) al (3.13)).

1. Equilibrio F; definido por (3.8a]). En este punto, los valores propios <)\§1), )\él), )\gl)>

de la matriz Jacobiana
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son las raices del polinomio caracteristico:
PA) = (p—A) [N+ (v + 6, + 62) A+ 00 (v + 6,) — ek fV]

y uno de ellos es siempre positivo: )\gl) = p > 0. Los otros dos valores propios,
)\gl) y )\él), pueden ser positivos o negativos. Este ultimo estd definido por el
signo del término constante de la ecuacién cuadratica dentro de los corchetes. Si
este término es negativo (o, equivalentemente, si ) > 1), entonces ambos )\gl) y
)\gl) tienen parte real positiva. Si este término es positivo (o, equivalentemente, si
() < 1), entonces ambos /\gl) y Agl) tienen parte real negativa. Si este término es
cero (@) = 1), entonces )\gl) =0y )\él) es negativo. Por lo tanto,

(a) si @ < 1 entonces F; es un punto de silla;

(b) si @ > 1 entonces E; es un nodo repulsor.

Con respecto al item (a), cabe notar que si z(0) = 0, entonces existe una variedad
estable de dos dimensiones

Q,, = {(mq,ma)eRi\{(o,O)}:ogmquQ,ogmag?’Kq}cQ (3.14)

a

tal que para cualquier escogencia de las condiciones iniciales (mg(0), m,(0)) € 2,
las trayectorias del Sistema alcanzaran el punto E; y la poblacion total del
Aedes aegypti eventualmente se extinguiréﬂ Sin embargo, es dificilmente esperado
en la practica que el umbral de supervivencia del mosquito sin depredacion, @),
esté por debajo de uno. Lo ultimo implicaria que un mosquito adulto hembra
produzca, en promedio, menos de un mosquito hembra y tal situacién no cumple

con el curso natural.

Por lo tanto, el item (b) estd de acuerdo con el sentido comun y establece que
E; es absolutamente inalcanzable en tiempo infinito (excluyendo el caso trivial
cuando m,(0) = m,(0) = z(0) = 0).

2. Equilibrio E, definido por (3.8F). La matriz Jacobiana evaluada en E, puede ser

5En otras palabras, E; es condicionalmente estable, esto es, estable bajo la condicién inicial fija
z(0) = 0 (ausencia del depredador).
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escrita usando ) (introducido en (3.6))) como

—(+4,)Q % —pK, (1 - é)

‘](EQ) = fv = 0

1
0 0 p+ YK, (1 — —>
! Q
y, después de algunas manipulaciones tediosas, su polinomio caracteristico puede
ser expresado de la siguiente forma:

p(\) = [p—i—iﬂKQ (1—1) —)\} [/\2+ <5a+(u+6q)Q))\+5a (v +3d,) (Q—1)}

Q
Teniendo presente que F, existe tinicamente si () > 1, es claro que el polinomio
de arriba tiene una raiz positiva y dos raices con parte real negativa (puesto que
el término libre de la ecuacion cuadratica dentro de los paréntesis cuadrados es
positivo). Por lo tanto, Fsy es un punto silla con respecto al valor de @)y (esto es,
para Qp < 1 < Q o1l < Qy < Q) vy Ey es condicionalmente estable. En otras
palabras, si (0) = 0 existe una variedad estable bidimensional €, (dada por
(3.14)) tal que para cualquier escogencia de condiciones iniciales (m,(0),m,(0)) €
Q.,, las trayectorias del Sistema eventualmente alcanzaran el punto Ey € €,),.
La posicion de Es dentro €2, estda definida por la magnitud de ¢ > 1. Para
valores pequenos de Q > 1 (esto es, cuando los mosquitos apenas sobreviven),
este punto estd localizado més cerca del origen y tiende a E; cuando @) — 17.
Alternativamente, valores mas grandes de () > 1 movera a F, hacia el vértice
superior derecho del rectangulo 2, (ver Figura .

3. Equilibrio Ej3 definido por . La matriz Jacobiana para Fj es

—(v+ 9, + pK,) ek 0

J(E3) = fv —0q 0 ;
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y sus valores propios son las raices del polinomio caracteristico:
PA) = —(p+ X [N 4 (v 404+ 0K +6,) A04 (v 404+ 0K, ) —ck fv]

Todas las raices de este polinomio tendran parte real negativa, si y soélo si, el
término constante de la ecuacion cuadratica dentro de los paréntesis rectangulares
es positivo. Esto ultimo implica, en virtud de , que bajo la condicion Qg < 1,
el equilibrio Fj5 es local asintéticamente estable. En términos comunes, significa
que si un mosquito hembra produce, en promedio, menos de un mosquito hembra
debido a la depredacién oportuna de los estadios inmaduros, entonces se espera

que la poblacion total de Aedes aegypti serd extinguida localmente.

De otra manera, si )y > 1, se concluye que F3 es un punto de silla y existe una

variedad estable unidimensional
Q={relR: 0<z < K,}

tal que, para (mq(0),mq(0)) = (0,0) y 2(0) € Q, las trayectorias del Sistema [3.]]
eventualmente alcanzaran el punto E3. En otras palabras, en ausencia de ambos
estadios del mosquito, el depredador simplemente alcanzara su capacidad de carga

usando sus recursos alternativos de alimentacion.

4. Equilibrio E4 definido por . La matriz Jacobiana evaluada en F; puede ser
escrita usando )y introducido en (3.10) como

— W+, + K, Qo ;—IZ —pK, <1 — é)
J(E4) = fV _5a 0

C )

y, después de algunas manipulaciones tediosas, su polinomio caracteristico puede
ser expresado de la siguiente forma:

p(V) = — [,0 LUK, (1 - é) 4 A] [)\2+(5a+(u+5q+g0Kz)Qo) Nbba (v + 5, + 9K) (Qo—l)]
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Debemos tener en cuenta que F, existe inicamente si ()g > 1. Bajo esta condicién,
todos los valores propios del polinomio caracteristico dado arriba tienen parte real

negativa. Por lo tanto, el equilibrio Fj es local asintéticamente estable.
m

El Teorema [3| claramente establece que tinicamente los dos equilibrios (F3 y Ey4) son
atractores potenciales del Sistema (3.1]) y sus estabilidades locales dependen directa-
mente del valor de Qy. Asi, bajo la presencia inicial del depredador (esto es, z(0) > 0)
junto con al menos un estadio del mosquito (ya sea m,(0) > 0 0 m,(0) > 0), las trayec-
torias del Sistema convergen, ya sea a F3 (equilibrio libre de mosquito) o hacia
E4 (coexistencia).

Aparentemente, el valor de Qg dado por depende de las caracteristicas biologi-
cas del depredador, su capacidad de carga K, y la eficiencia de depredacién o.

Si un mosquito hembra produce, en promedio, menos de un mosquito hembra debido
a la depredacién oportuna de los estadios inmaduros (esto es, Qo < 1), entonces el de-
predador es considerado como eficiente y su presencia en la pileta finalmente conducira
a la extincién (local) de la poblacién de Aedes aegypti alrededor de ésta.

De lo contrario, si un mosquito hembra produce, en promedio, mas de un mosquito
hembra independientemente de la depredacion de los estadios inmaduros (esto es, Qg >
1) el depredador es considerado como ineficiente y su presencia en la pileta con el tiempo
dara lugar a la coexistencia de presa y depredador garantizando asi la persistencia local
de la poblacién de Aedes aegypti. Por lo tanto, con la escogencia de un depredador con
caracteristicas bioldgicas adecuadas (K, y @), se podria reducir considerablemente el

valor de @)y y cambiar favorablemente el comportamiento asintético del Sistema (3.1)).

3.4. Analisis de sensibilidad

Un analisis formal de sensibilidad nos ayudara a conocer el impacto de cada pardme-
tro en el valor global del umbral de la supervivencia del mosquito en presencia del

depredador
ekfv

6a(V +0q + 0K,)

Qo =

Todos los ocho parametros de )y pueden ser eventualmente variados por fuerzas
externas. Por ejemplo, de acuerdo a [I01] las tasas de ovoposicion (g), fraccién de hue-

vos eclosionados (k), tasas de transicién (v), y de mortalidades naturales (d,,d,) son
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sensibles a los cambios climaticos, tales como las fluctuaciones de temperatura, sequias,
escasez 0 exceso de precipitaciones, etc. Las tasas de mortalidad de estadios inmadu-
ros (d,) y mosquitos adultos (d,) puede ser también controladas usando larvicidas e
insecticidas, respectivamente. Ademads, al elegir una especie de depredadores con ca-
racteristicas biolégicas adecuadas ¢ y K, se puede lograr una notable reduccién en el
valor de ().

Matemadticamente, ()g puede ser visto como una funcién de ocho variables, y su
cambio con respecto a cada variable en particular puede ser expresado por la respectiva

derivada parcial:

Qo kfv -0 Qo efv -0
Oz Su(v+8,+¢K,) Ok Su(v+0,+oK,)
0Qo ckv -0 0Qo  ekf(dy+ pK,) =0
Of  Sa(v+0,+0K,) O Suv+0,+ oK,)2
8@0__ ekfv <0 8@0__ ek frK, <0
06 S+, +0K,)2 T 0p S+, + K2
0Qo - ekfv <0 0Q L ekfvp <0
D6a 2w+, +9pK,) T 0K, S (v+,+ 9K,

De acuerdo a las anteriores expresiones, tenemos (ceteris paribus) que Qo es una
funcion creciente para e, k, f,y v, mientras )y es una funcién decreciente para d,, d,, ¢,
y K.

También es 1util emplear el concepto de indice normalizado de sensibilidad hacia
adelante (NFSI). De acuerdo a [23], el indice normalizado de sensibilidad hacia adelante

de una variable, V| que depende diferencialmente de un parametro, p, esta definido como

oV o p

PG, X
Esta férmula explicita permite comparar la incidencia relativa de cada pardmetro sobre
el valor global del umbral de supervivencia del mosquito en presencia del depredador
Qo-

La Tabla presenta los valores NFSI con respecto a cada parametro. Esto de-
muestra que, por ejemplo, si la tasa de ovoposicién, €, se aumenta (o disminuye) en un

10 %, entonces, Qo aumenta (o disminuye) también en un 10 %. Podemos observar que
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Par. | Descripciéon Ind. Valor
€ Tasa de ovoposicién T, 1
k Fracciéon de huevos que eclosionan a larvas, Ty 1
f Fracciéon de mosquitos hembra, Ty 1
., 5q + SOKm
v Tasa de transicién T, ————€(0,1)
v+ 04+ oK,
0
g Tasa de mortalidad natural de los estadios inmaduros | T —-———2L —€(-1,0)
? v+ 04+ oK,
0a Tasa de mortalidad natural de los estadios maduros Ts, -1
. oK,
K C dad d del depredad T —-— X c(-1,0
© apacidad de carga del depredador K, V10, + oKs ( )
Tasa de depredacié Y °Ke _ (_10)
asa de depredacion - (-1,
v P v v+ 6+ oK,

Tabla 3.2: Indice normalizado de sensibilidad hacia adelante para Q)q.

los posibles cambios en los pardmetros del depredador, K, y ¢, no tendran un impacto
sobre el NFSI de la tasa de ovoposiciéon e, fraccion de huevos eclosionados k, fraccién
de mosquitos hembra f, y la tasa de mortalidad natural de los mosquitos adultos 9,
puesto que estos son constantes.

De otro lado, los indices normalizados de sensibilidad (NFSIs) T,, Y5,y Tk, = T,
dependen explicitamente del producto p K, (ver Tabla|3.2), y la Figura proporciona
las graficas de los valores absolutos de estos indices como funciones reales del producto
oK, (note que T, = T, son mostrados por la misma curva). En adicién, el cambio, en
estos cuatro NFSIs, es més fuerte en los rangos bajos (esto es, entre 0 y 0.5), mientras
que en el rango superior del producto ¢K, (entre 0.5 y 1), para todas las curvas, su
variacién disminuye.

También es conveniente re-escribir el umbral de supervivencia del mosquito con

depredacion, @Qg, de la siguiente forma:

donde A= ekfv

- B= ) 3.15
B+oK,’ Jd, Y V10 ( )

QO (Soa K:E)
son constantes definidas por las caracteristicas entomoldgicas del mosquito. De acuer-
do con [I01], estas caracteristicas (asi como @) son dependientes de la temperatura
y temperaturas altas proporcionan mejores condiciones para la supervivencia y repro-
duccion del mosquito. Como resultado, el valor de )y deberia también depender de la

temperatura del ambiente.ﬂ

6 Adicionalmente, la incidencia de la infeccién del dengue, transmitida por el mosquito Aedes aegypti,
muestra clara dependencia de la variacién estacional (ver [102]).
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Figura 3.2: Valores absolutos de los indices de sensibilidad T,, Ts5, y T, = Tk, co-
mo funciones del producto K, para la temperatura promedio en la estacion célida
(T=23.9°C) de Cali, Colombia (ver Tabla[3.6).

Por lo tanto, las variaciones estacionales de los parametros entomolégicos que con-
forman a Ay a B en Ec. (3.15) deberfan ser tenidas en cuenta para la escogencia de

un depredador con caracteristicas biologicas adecuadas ¢ y K.

3.5. Estimacion de parametros

El ciclo de vida del mosquito Aedes aegypti estd fuertemente afectado por la tem-
peratura y la humedad del medio ambiente donde se lleva a cabo, las cuales varian
estacionalmente. En [I0T], 102], se realizaron experimentos sobre el ciclo de vida del
mosquito con control de la temperatura ambiente. Los datos asi recolectados permi-
tieron establecer relaciones funcionales de los principales parametros entomolégicos del
mosquito (tasa de ovoposicion, tasa de transicién de estadios, tasa de mortalidad in-
maduros, tasa de mortalidad maduros) y la temperatura del medio ambiente donde se
desarrolla el mosquito. Los mosquitos usados en estos experimentos fueron atrapados
en Marilia, ciudad situada a 350 Km al Noroeste de Sao Paulo, Brasil, razén por la cual
los periodos de luz-oscuridad fueron disenados para simular el dia y la noche de esta
ciudad segun la temperatura (bajas = invierno y altas = verano). Se obtuvieron datos
diarios del niimero de huevos, de larvas, de pupas y de mosquitos para temperaturas

promedio de la camara de reproduccién entre 10 y 40 grados centigrados durante casi
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4 meses, para la fertilidad (huevos) y la edad adulta (mosquitos), y seis meses, para

la fase acudtica (larvas y pupas), con tres y dos observaciones para cada temperatura,

respectivamente.
Coef. Tasa Tasa Mortalidad | Tasa Mortalidad | Tasa Transicién
Ovoposicién Inmaduros Maduros a Maduro
(¢) (6) (6) v)
bo -5.400 2.130 8.692 x 10! 1.310 x 107!
b1 1.800 -3.797 x 107! -1.590 x 107! -5.723x 1072
ba -2.124 x 107* 2.457 x 1072 1.116 x 1072 1.164x 1072
b3 1.015 x 1072 -6.778 x 10~* -3.408 x 10~* -1.341x1073
by -1.515 x 1074 6.794 x 107° 3.809 x 107° 8.723x107°
bs -3.017x107°
be 5.153x10~®
by -3.420x10~10

Tabla 3.3: Coeficientes de los polinomios de los pardmetros ¢, d,, d, y v [101], 1T02].

Con base en los anteriores datos, se estimaron los parametros para cada temperatura,
y luego, cada pardmetro se ajusté a una funcién (polinomio de grado entre 3 y 8) de la
temperatura, usando minimos cuadrados lineales. En efecto, para cada parametro, se

calculé el polinomio de grado m,

que minimizara el error £ dado por
N
P(T)) —
F— m\Lj iy

donde N es el nimero de observaciones (temperaturas) hechas para el parametro, ¢;
es el pardmetro estimado para la temperatura j y o; es el error correspondiente.

Teniendo en cuenta que el polinomio elegido para cada parametro no genere valores
negativos ni tenga muchos puntos extremos en el rango de temperaturas en estudio,
los autores seleccionaron el polinomio de grado 4 para las tasas de ovoposicion, de
mortalidad de mosquitos y de mortalidad del estadio inmaduro, y el de grado 7 para la
tasa de transicion a la fase adulta. Los coeficientes b; de estos polinomios estan dados
en la Tabla 3.3l

Para hacer el ajuste de los parametros entomoldgicos del mosquito Aedes aegypti
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para Cali, consideramos las temperaturas media, media minima y media maxima regis-
tradas por el Instituto de Hidrologia, Meteorologia y Estudios Ambientales (IDEAM)
para la ciudad de Cali, en el ano 2010, las cuales se miden en tres sitios de la ciudad:
Universidad del Valle, Aeropuerto Alfonso Bonilla Aragén y la Base Aérea Marco Fidel
Sudrez, y aparecen en la Tabla[3.4] (véase [2])

Temperatura
Sitio Media Minima | Media | Media Maxima
Universidad del Valle 19.0°C 23.9°C 29.8°C
Aeropuerto A.B.A. 18.7°C 23.5°C 29.6°C
Base Aérea M.F.S. — 24.6°C —

Tabla 3.4: Temperaturas medias para Cali dadas por el IDEAM en el ano 2010.

En la Tabla se presentan los valores de cada uno de los parametros entomologi-
cos del mosquito calculados usando los polinomios dados en la Tabla y para las

temperaturas registradas en la Tabla [3.4]

Parémetros
Sitio Temp. | ¢ (o) v (0,) g (0s,) da (0s,)

19,0°C | 2.0 (2.8) | 0. 0638 (0.0004) | 0. 02 (0.01) | 0. 036 (0.003)

Univalle | 23.9°C | 5.4 (6.7) | 0.120 (0.001) | 0.05 (0.01) | 0.034 (0.004)
20.8°C | 8.7 (7.9) | 0.114 (0.003) | 0.05 (0.02) | 0.027 (0.003)

18.7°C | 1.8 (3.9) | 0.0599 (0.0007) | 0.02 (0.01) | 0.036 (0.004)

Aeropuerto | 23.5°C | 5.1 (6.4) | 0.117 (0.001) | 0.05 (0.01) | 0.034 (0.005)
29.6°C | 8.7 (7.9) | 0.116 (0.003) | 0.06 (0.02) | 0.026 (0.003)

Base Aérea | 24.6°C | 5.9 (7,1) | 0.125 (0.001) | 0.06 (0.01) | 0.033 (0.004)

Tabla 3.5: Pardametros entomoldgicos del modelo presa-depredador para Cali

En la Tabla[3.5] podemos observar que, para el rango de temperaturas y los diferentes
sitios de Cali, la variacién de la tasa de transicién del estadio inmaduro a maduro (v) y
las tasas de mortalidades de los estadios inmaduro y maduro (d, y d,) es relativamente
baja (entre 0,06 y 0,12, 0,02 y 0,06, y 0,026 y 0,036, respectivamente), mientras que
la tasa de ovoposicién, ¢, tiene una alta variacién (entre 1,8 y 8,7). En cuanto a la
desviacién estandar, es baja para v y d,, moderada para ¢, y alta para . Lo anterior
plantea, para los entomologos, el reto de disenar mecanismos para estimar la tasa de
ovoposicién que tengan mayor precision.

También es interesante notar que, en Cali, el incremento de la temperatura aumenta

la ovoposicion y la mortalidad de estadios inmaduros, pero disminuye la mortalidad del
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Figura 3.3: Temperaturas promedio en Cali, Colombia durante 2013; recurso:
http://www.weatherspark.com

mosquito adulto. En contraste, la transicién de estadios inmaduros a maduros aumenta

fuertemente al principio y disminuye lentamente al final.

3.6. Dinamica poblacional del Aedes aegypti en Ca-
li

Cali pertenece a una region hiperendémica de Colombia con respecto a la morbilidad
del dengue, y la poblacion del Aedes aegypti estd ampliamente extendida alrededor de
sus zonas urbanas y semiurbanas [45], 63 [68]. Cali estd localizada a 1.018 metros sobre el
nivel del mar en el Valle (llamado Valle del Cauca) cercano al occidente de la cordillera
de los Andes y ocupa cerca de 560 kilémetros cuadrados. De acuerdo al DANE 2005-2

020, la proyeccion de la poblacién de Cali (ver més detalles en [34]), tiene alrededor
de 2.4 millones de habitantes.

Debido a su proximidad al ecuador, no existen importantes variaciones estacionales.
Sobre el curso de un ano (ver Figura , el promedio de la temperatura podria variar
desde 19°C (periodos frios con abundancia de lluvias, de 1 a 3 meses por ano) a 29.8°C
(periodos calurosos con posibles sequias, hasta 4 meses por ano) pero esto permanece
tipicamente alrededor de los 23.9°C durante la mayor parte del ano.

Cali tiene vegetacion floreciente durante todo el afnio y su concepto original de di-
seno urbano se deriva de los paisajes, donde el concreto ornamental o piletas azulejadas
de agua estan rodeadas de abundante vegetacion. Estos paisajes son espectaculares,

resultan ser recreativos y estéticos. Sin embargo, estas piletas artificiales fijas con agua
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Pardametro | Tiin =19°C | T =23.9°C | Tipax =29.8°C
5 2.15 5.49 8.82
v 0.068 0.08 0.14
54 0.029 0.068 0.07
O 0.036 0.035 0.03
Q 18.404 38.154 88.2
A 1.693 5.646 24.169
B 0.092 0.148 0.21

Tabla 3.6: Parametros del Modelo estimado para las temperaturas promedio regis-
tradas para la Universidad del Valle de Cali, Colombia.

estancada son sitios perfectos para criaderos de mosquitos, y tales piletas se encuentran
ampliamente distribuidas por toda la ciudad. Una gran parte de ellas estan localizadas
en zonas de aglomeracién publica (tales como centros comerciales y recreativos, comple-
jos residenciales, parques, patios escolares, campus universitarios, etc.) donde todos los
visitantes estan en riesgo de ser picados por los mosquitos y posiblemente en convertirse
en infectados de dengue.

Nuestro Modelo describe la dindmica (local) de la poblacién del mosquito Aedes
aegypti en y alrededor de una pileta. Por lo tanto, este modelo puede ayudarnos para
analizar la dindmica de la poblacion del Aedes aegypti en y alrededor de una “pileta
genérica” localizada en Cali, Colombia. Para este propdsito, consideramos los valores
de los parametros entomologicos del mosquitos para Cali, Colombia, estimados en la
Seccién para las tres temperaturas promedio registradas en la Universidad del Valle

de Cali; ademas, hacemos dos supuestos razonables:

(a) casi todos los huevos del Aedes aegypti eclosionan en larvas (esto es, k = 0.9);

(b) la mitad de ellos se desarrollan como hembras (f = 0.5).

En la Tabla [3.6] presentamos el valor del umbral de supervivencia del mosquito sin
depredacion () para Cali, Colombia, para cada una de las temperaturas consideradas
en la estimaciéon de los parametros entomoldgicos, que naturalmente incrementa para
temperaturas mas altas y permanece por encima de uno para todas las temperaturas
consideradas. Eso implica que, sin acciones de control, la poblacion de Aedes aeqypti
nunca serd localmente extinta en Cali, Colombia. Esta situacién puede ser remediada
por la introduccién deliberada y simultanea de alguna especia depredadora eficiente en
las piletas ornamentales (estas estan vastamente extendidas en Cali) a fin de desacelerar

el proceso de proliferacion del mosquito.
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Qo

Figura 3.4: (a) Curvas de nivel de Qo(¢, K,) para T =23.9°C; (b) Qo(p, K,) como una
funcion real del producto pK,.

En términos mateméticos, uno debe encontrar una especie depredadora, x(t), cuyas
caracteristicas bioldgicas (K, y ) cumplan con la condicién @y < 1, preferiblemente
para todas las temperaturas promedio consideradas. Aqui )y puede ser visto como
una funcién de dos variables ¢ y K, mientras los otros parametros permanecerian
constantes dentro de cada temperatura (ver Ec. (3.15)).

La Figura [3.4(a) muestra las curvas de nivel de Qg (p, K,) para el conjunto de
pardmetros de la temperatura media promedio de Cali (ver Tabla , T :23.9°C)
Esta grafica tiene una interpretacion obvia: mayor capacidad de carga del depredador
K, permite una efectividad de depredaciéon menor ¢ y, similarmente, capacidad de carga
menores requieren de una efectividad de depredacion mayor ¢ con el fin de mantener

el valor de )y constante.

Observaciéon 3. En términos economicos, estos dos parametros K, y ¢ son intercam-
biables puesto que para Qo en la Fc. , la tasa marginal de substitucion (MRS) de
@ para K, es calculada como

MRS . = D00 _ Ko

C0Qy/0K,

e indica que al renunciar o (K, /@) unidades de capacidad de carga del depredador K,

uno puede obtener una unidad mds de efectividad de depredacion ¢ mientras que el

"Esta temperatura es considerada como habitual para Cali puesto que prevalece durante todo el
ano.
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valor de QQy permanezca constante.

Aplicando el concepto de MRS, podemos observar que durante la temperatura ha-
bitual para Cali (ver Figura|3.4{a)) un 10 % de disminucién en la tasa de depredacién
¢ (de 0.3 a 0.2) requerira el doble de la capacidad de carga (de 30 a 60 unidades) a fin
de que se mantenga el valor de )y ligeramente por debajo de uno.

Como ¢ y K, son intercambiables, su producto, @K, puede ser considerado como
una sola variable. La Figura (b) ayuda a visualizar a )y como una funciéon real
del producto @K, con respecto a las temperaturas promedios consideradas para las
estaciones fresca, cdlida y calurosa en Cali. En esta grafica, podemos ver qué valores
del producto K, son capaces de mantener )y por debajo de uno y observar que
estos valores podrian significantemente incrementarse para temperaturas muy altas. En
efecto, podemos ver que para la temperatura promedio de la estacién fresca (19°C), el
producto ¢ K, deberia ser mayor que 1.6; para la temperatura promedio de la estacién
calida (23.9°C), pK, deberia ser mayor que 5.45, y para la temperatura promedio de
la estacién calurosa (29.8°C), deberia exceder 18.31.

4

Siguiendo esta idea, uno podria definir un “valor objetivo” del producto 0K, y
seleccionar un “depredador apropiado”, es decir, una especie depredadora particular
cuyas caracteristicas biolégicas cumplan con tal valor objetivo. Por ejemplo, tomando
pK, > 15 como objetivo, y después infestando nuestra “pileta genérica” con una especie
depredadora que satisface esta condicién, podriamos esperar que la poblacion local de
Aedes aegypti (ambos estadios inmaduro y adulto, en y alrededor de la pileta) se redujera
de manera permanente durante las estaciones fresca y calida . Sin embargo, durante la

estacién calurosa, se alcanzaria una coexistencia entre la presa y el depredador.

3.7. Simulaciones numeéricas

En esta seccién, presentamos las soluciones numéricas del Sistema , las cuales
fueron obtenidas usando la rutina de MATLAB ode45. Los valores numéricos de los
parametros entomoldgicos del mosquito son los estimados en la Seccién (Tabla
para diferentes temperaturas promedios y suponiendo que k = 0.9, f = 0.5 (es decir,
90 % de todos los huevos eclosionan en larvas y la mitad de estos se desarrollan como

mosquitos hembras). Las capacidades de carga del estadio inmaduro y del depredador
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han sido normalizadas a K, = 1y K, = 10, respectivamente ﬁ, y las condiciones iniciales

para el mosquito han sido asignadas como fracciones, esto es,
mg(0) =my = 0.2, mu(0) = mg = 0.3. (3.16)

Al establecer K, = 10, el otro pardmetro del depredador ¢ (la tasa de depredacion,
caracteriza la eficiencia de la depredacién) definird dos tipos alternativos de posibles

depredadores. Es decir,

(1) si para la escogencia del valor de ¢, la condicién )y > 1 se cumple, entonces el co-
rrespondiente depredador hace posible la coexistencia de la presa y el depredador

y, por lo tanto, éste podria ser clasificado como wneficiente o inactivo;

(2) si para la escogencia de ¢, la condicién @y < 1 se cumple, entonces el correspon-
diente depredador es capaz de inducir la extincion local del mosquito y, por lo

tanto, éste podria ser clasificado como eficiente o activo.

En teoria, extincién local del Aedes aegypti puede ser alcanzada introduciendo un de-
predador eficiente cuyas caracteristicas bioldgicas ¢, K, obedezcan con la siguiente

condicion:

1.6, si Twm = 19°C,
0K, > +6)(Q—1)=< 545, si T = 23.9°C, (3.17)
1831, si Thae = 29.8°C.

Se suposo que la poblacién de depredadores genéricos crece un poco mas rapido debido
a la depredacién oportuna de los estados inmaduros de Aedes aegypti (ver Ec. (3.1c])) y
su tasa de crecimiento adicional estd expresada por 1ym,. Vale la pena tener en cuenta
que ¥ > 0 no tiene incidencia sobre el umbral de supervivencia del mosquito con de-
predacion, (Qg, asi este parametro puede ser fijado para las nuevas simulaciones a algiun
nivel razonable, por ejemplo, ¥» = 0.1. Rigurosamente hablando, cualquier incremento
en 1 acelerara levemente el crecimiento de la poblacién de depredadores hacia su capa-
cidad de carga (debido a la comida extra disponible) sin alterar las caracteristicas de
estabilidad de la poblacién presa.

Encontrar un depredador cuyas caracteristicas bioldgicas cumplan con la expresién

(3.17) para todas las tres temperaturas promedios parece una tarea dificil. En este

8Recuerde que x ocupa todo el espacio de agua de la pileta, mientras que el hébitat de mg esté
limitado a las paredes verticales y a la superficie del agua de la pileta.
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sentido, consideramos mas plausible encontrar una especie depredadora particular, cu-
yas caracteristicas bioldgicas cumpliera la condicién (3.17) para la temperatura de la
estacién célida (y, naturalmente, también para la estacién fresca) mientras que esta
condicion serd violada en la estacion calurosa.

La dindmica de la poblacién de depredador es bastante predecible (crecimiento
logistico para cualquier z(0) = zo > 0) y no es de interés particular en este caso;
por lo tanto, en todos los graficos siguientes las trayectorias de z(t) son suprimidas.

Nuestras simulaciones estan principalmente enfocadas a la comparacion de dos posi-
bles escenarios: dindmica local de la poblacién de estadios inmaduros m,(t) y mosquitos
adultos hembra m,(t) en y alrededor de alguna “pileta genérica” (localizada en Cali,
Colombia) con y sin depredacién de estadios inmaduros.

Suponiendo pequenas variaciones estacionales en la temperatura (es decir, usando
el conjunto de parametros de la Tabla para T =23.9°C) junto con las condiciones
iniciales , generamos dos conjuntos de trayectorias m,(t) y mq(t) del Sistema :
una tomando x(0) = xy = 0 (ausencia de depredador) y la otra z(0) = 9 =3 > 0
(presencia del depredador). El primer conjunto de trayectorias es obtenido para un
depredador inactivo cuyas caracteristicas bioldgicas no cumplen con la condicién
en lo absoluto (esto es, para todas las temperaturas de las variaciones estacionales). El
segundo conjunto de trayectorias es obtenido para un depredador relativamente activo
cuyas caracteristicas biologicas cumplen con la condicién durante las estaciones
de frio y célida.

La Figura muestra los resultados donde las trayectorias para my(t) y mq(t)
(curvas verde y roja, respectivamente) son dibujadas por lineas sélidas en ausencia del
depredador y por lineas punteadas en presencia del depredador. El contraste entre los
dos graficos es notable. La Figura (a) muestra la coexistencia de las dos especies
(estadios del mosquito y depredador ineficiente), logrando una reduccién moderada de
ambos estadios del Aedes aegypti cuando un depredador ineficiente es introducido en
la pileta. Alternativamente, la Figura [3.5(b) muestra una gradual extincién local del
mosquito, my(t) y me(t), cuando es introducido a la pileta un depredador eficiente, a
medida que el tiempo pasa.

Es facil prever que el mismo depredador debe desempenarse ain mejor durante
los perfodos més frios; es decir, cuando la temperatura del aire cae de T = 23.9°C a
Twin = 19°C o mas bajas. ;Cudl serda nuestro prondstico si la temperatura promedio
eventualmente se levantard de T = 23.9°C a T = 29.8°C 0 atin mds altas? Para dar

una respuesta razonable a esta pregunta, hemos realizado otra serie de simulaciones y
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Figura 3.5: Dindmicas de la poblacién Aedes aegypti para T = 23.9°C: (a) con inter-
accién de un depredador inactivo (Qy > 1, coexistencia); (b) con interaccién de un
depredador activo (Qp < 1, extincién gradual del mosquito).

sus resultados aparecen en las Figuras [3.6] y [3.7 bajo las siguientes etiquetas:

curvas de color azul se refieren a la estaciéon fresca con temperatura promedio

Tmin - 1900)

curvas de color verde se refieren a la estacion calida con temperatura promedio

T = 23.9°C;

curvas de color rojo se refieren a la estacion calurosa con temperatura promedio
(<]
Thax = 29.8°C;

trayectorias trazadas por lineas continuas son generados en ausencia del depreda-
dor (z(0) = x¢ = 0);

trayectorias trazadas por lineas de punteadas se generan en presencia del depre-
dador (z(0) = z¢ > 0).

Como era de esperar, la presencia de un depredador ineficiente muestra un impac-

to insignificante en ambas poblaciones del Aedes aegypti, m,(t) y m,(t), durante los
periodos célido y caluroso (ver Figuras [3.6(a) y B.7(a)). Sin embargo (y bastante sor-

prendente!), los mismos graficos sugieren que incluso un depredador ineficiente puede

inducir una disminucién notable en ambas poblaciones de mosquitos si la temperatura

fresca se mantiene durante algin tiempo. ;Qué posible explicacion puede tener este
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Figura 3.6: Dindmicas poblacionales de estadios inmaduros m,(t) durante estaciones
fresca, calida y calurosa: (a) con interaccién de un depredador inactivo (Qo > 1 para
todas las variaciones estacionales de temperatura); (b) con interaccién de un depredador
relativamente activo (Qy < 1 para las estaciones fresca y cédlida, mientras que Qp > 1
para la estacién calurosa).

60
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fenomeno? No hemos hecho ningiin supuesto en el depredador para obtener una efi-
ciencia adicional durante los periodos frios. La Tabla muestra que los parametros
entomologicos son sensibles a las alteraciones de la temperatura. A saber, las tasas de
ovoposicién y transicién (¢ y v) decrecen con las temperaturas bajas, mientras que las
tasa de mortalidad de ambos estadios, inmaduro y adulto, (4, y ¢,) aumentan. Como
un resultado, el umbral de supervivencia del mosquito ) tiende a disminuir para tem-
peraturas mas bajas. Sin embargo, esto también es valido para las trayectorias mg(t)
y mq(t) generadas por el mismo conjunto de pardmetros (g, v, d,, d,) en la ausencia
de un depredador (cf. curvas azules con linea sélida en Figuras [3.6(a) y [3.7(a)). Si la
presencia de un depredador inactivo no hace casi diferencia, por qué estas trayectorias,
especialmente en la Figura [3.6{a), son asf de diferentes?

La respuesta se deriva del Teoremal[3] item 3. Obviamente, las Figuras[3.6(a) y[3.7|(a)
se refieren a la situacién cuando 1 < @y < Q. Por lo tanto, si 2(0) = zo = 0 (ausencia
del depredador), entonces las trayectorias del Sistema alcanzarian al punto silla
E, dado por la Ec. (3.8D]). De otro lado, si 2(0) = zg > 0 (presencia del depredador),
entonces las trayectorias del Sistema alcanzarian el punto de coexistencia F; dado
por la Ec. . Comparando las dos primeras coordenadas de Fy y F, observamos
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Figura 3.7: Dindmicas de las poblaciones de los mosquitos adulto hembra m,(t) durante
las estaciones fresca, calida y calurosa: (a) con interaccién con un depredador inactivo
(Qo > 1 para todas las variaciones estacionales de temperatura); (b) con interaccién
con un depredador relativamente activo (Qg < 1 para las estaciones fresca y calida,
mientras que Qo > 1 para la estacién calurosa).

1 1 frK, 1 frK, 1
Kq(—§)>Kq(1—@), o (1 Q)>_5a (1 QO).

Esta ultima expresién explica la diferencia entre las curvas de color azul en las Figuras

B.6l(a) vy B.7(a).

De otro lado, la presencia de un depredador més eficiente (lo cual hace referencia

que

como “activo” durante las estaciones fresca y cdlida) tiene un impacto significante en
ambas poblaciones del Aedes aegypti (ver Figuras B.6[b) y [3.7|b)). La Figura [3.6[b)
muestra una fuerte caida del estadio inmaduro del Aedes aegypti m,(t) para todos
los rangos de temperatura durante las primeras dos semanas después de “infestar” la
pileta con la especie depredadora, lo cual es seguido por una disminuciéon durante las
estaciones fresca y calida. Sin embargo, durante la estacién calurosa, la situacion es
diferente. Efectivamente, temperaturas mas altas facilitan una suave recuperacion de
my(t) induciendo asi la convivencia entre la presa y el depredador.

Como un resultado (ver Figura [.7(b)), la poblacién de los mosquitos adulto hem-
bra m,(t) experimentaran un decaimiento durante las estaciones fresca y calida que
eventualmente pueden conducir a su extincién local (si los regimenes de temperatu-
ra apropiadas se mantienen durante un tiempo suficiente). No obstante, la poblacién

de mosquitos adulto hembra seguira creciendo durante la estacion calurosa. Sin em-
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bargo, ésta aumentara dos veces mas lentamente que en la ausencia de depredador.
Por lo tanto, la presencia de un depredador “relativamente activo” (que puede llegar
a ser ineficaz durante la estacién calurosa) también debe tener efecto beneficioso en la
reduccién global de m,(?).

Resumiendo todos los argumentos presentados anteriormente, llegamos a la siguien-
te conclusién. Puesto que la estacion calida en general prevalece durante el ano, es
razonable esperar que un depredador “relativamente activo” (i.e., que satisface la con-
dicién (3.17) para T = 23.9°C en el contexto de Cali, Colombia) sea capaz de realizar
un control adecuado de la poblacion de mosquitos adulto hembra durante todo el ano.

A pesar de que nuestros argumentos parecen sélidos desde el punto de vista ma-
tematico, todavia hay una cuestién pendiente. Es decir, qué especies biolégicas en par-
ticular pueden ser consideradas como candidatos para los depredadores “relativamente
eficientes”?

Notemos que se requiere un estudio minucioso de las caracteristicas bioldgicas de
posibles depredadores, para decidir cual de ellos puede combatir la poblacién de mos-
quitos. Dicho estudio esta por fuera del alcance de este documento y se puede proponer
para una futura investigacion a los biélogos.

De otro lado, muchos escolares han afirmado que muchas especies de copépodos
ciclopoides (tales como Macrocyclops, Megacyclops, y Mesacyclops) son mas efectivos
para un control practico del mosquito que cualquier otro depredador invertebrado de
larvas de mosquito (ver [62] y las referencias en el). Curiosamente, estos pequenos
crustceos (alrededor de 1-1.5 mm de largo) poseen algunas caracteristicas bioldgicas
notables, que estdn claramente explicadas [61]. En particular, vale la pena mencionar

algunas de ellas:

= Los Copépodos ciclopoides son comparables con las larvas del Aedes aegypti en el
tamano del cuerpo y longitud y su habitat natural comprende las paredes de la
pileta, la superficie del agua y sedimentos del fondo. Por lo tanto, la capacidad de
carga de esta especie depredadora, K, podria exceder notablemente la capacidad
de carga del estadio inmaduro del mosquito, K, con respecto a la misma pileta

genérica.

» Los Copépodos ciclopoides requieren una dieta mixta para su reproduccién (pro-
tozoos, rotiferos, ciliados, algas, etc.); por lo tanto, las larvas del mosquito no son

consideradas como su tnica fuente de alimentacién®l

9Esta caracteristica bioldgica también ayuda al copépodo para sobrevivir atn si las larvas del
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= Los Copépodos ciclopoides son depredadores agresivos y ellos pueden facilmente
consumir presas hasta dos veces su tamano. Si las larvas del mosquito son abun-
dantes, los copépodos ciclopoides comen tinicamente una pequena parte de cada
larva, teniendo cada copépodo la capacidad de matar de 30 a 40 larvas por dia,
mas lejos de los que ellos realmente pueden comer. Por lo tanto, su eficiencia de

depredacion, ¢, es significativamente alta.

= Si esta presente en un alto porcentaje de criaderos, los copépodos ciclopoides son
capaces de causar la erradicacién local del mosquito matando del 95 al 100 % de

las larvas.

En resumen, las caracteristicas bioldgicas de los copépodos ciclopoides cumplen ple-
namente con las suposiciones hechas por nuestro modelo. Por lo tanto, esta especie
depredadora en particular es una buena candidata para el depredador potencial consi-

derado en nuestro modelo.

3.8. Conclusiones y trabajo futuro

En este capitulo, presentamos un modelo presa-depredador que describe la dinamica
poblacional del mosquito Aedes aegypti, donde su ciclo de vida esta dividido en dos
estadios: inmaduro conformado por huevos, larvas y pupas, y maduro, conformado por
el mosquito adulto, con la interaccién de un depredador del estadio inmaduro.

Estimamos los parametros entomoldgicos del mosquito para el rango de temperatu-
ras de la ciudad de Cali y, bajo los supuestos del modelo presa-depredador, concluimos
que, en ausencia de depredador del estadio inmaduro del mosquito Aedes aegypti, en
Cali, siempre habra presencia del mosquito, y damos condiciones sobre algunas carac-
teristicas bioldgicas del depredador (capacidad de carga y tasa de depredacién) para
el control del Aedes aegypti en Cali. Lo anterior significa que es necesario estudiar las
caracteristicas biolégicas de los depredadores de los estadios inmaduros del mosquito
Aedes aegypti, para determinar, con base en los valores de la capacidad de carga y la
tasa de depredacion, cuales usar.

De acuerdo a los indices de sensibilidad normalizados, para disminuir el umbral
de crecimiento del mosquito con depredacién, una buena opcion es disminuir la tasa

de ovoposicién del mosquito, usando controles biolégicos, por ejemplo; y/o aumentar

mosquito estdn (temporalmente) ausentes y asi continuar con sus actividades depredadoras cuando
nuevos huevos eclosionan en larvas.

52



la tasa de mortalidad del estadio maduro, convalidando el uso de insecticidas para
ejercer control sobre este vector. Analizando el indice respecto a la tasa de transicién
de estadios inmaduros a maduros, vemos que, para valores pequenos del producto que
mide la eficiencia del depredador (lo cual se da cuando el depredador no se usa como
control del estadio inmaduro del mosquito), la incidencia de este pardmetro sobre el
umbral de crecimiento de mosquito con depredacion es poca, evidenciando el fracaso en
el uso de mosquitos macho estériles para el control del Aedes aegypti, en términos de
los parametros del modelo , el efecto de los machos esteriles estaria representado
por la transicion del estadio inmaduro al estadio maduro, méas que en la ovoposicion.

Finalmente, como trabajo futuro se podria considerar el efecto de los cambios de
temperatura sobre los parametros que ocurren en las diferentes épocas del ano de la
ciudad de Cali.
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Capitulo 4

Control ()ptimo para el Modelo
Presa-Depredador

En este capitulo, usamos la teoria de control éptimo para determinar la “mejor”
forma de usar los controles quimicos (insecticida y larvicida) y bioldgicos (depredado-
res naturales del estadio inmaduro del mosquito) para la reduccién del mosquito Aedes
aegypti. Primero, formulamos el problema de control éptimo; segundo, mostramos la
existencia de la solucién del problema de control éptimo y su caracterizacion aplicando
el Principio de Maximo de Pontryagin. Luego, realizamos simulaciones numéricas pa-
ra diferentes escenarios usando el software GPOPS II, suponiendo que los parametros
entomoldgicos del mosquito son los valores estimados para la ciudad de Cali, (véase
Seccién , y determinamos, mediante un andlisis de costo-efectividad, cual es la me-
jor estrategia a seguir. Luego, analizamos el problema de control 6ptimo con recursos
limitados caracterizando los controles y haciendo el andlisis de costo-efectividad. Fi-
nalmente, comparando los resultados de cada simulacién y el analisis costo-efectividad,
planteamos las conclusiones sobre el esfuerzo necesario para obtener resultados éptimos
en el control de la poblacién del mosquito Aedes aegypti, lo cual tiene como consecuencia

directa la disminuciéon de la incidencia del dengue.

4.1. Introduccion

En ausencia de una vacuna (véase [47]), la intervencién clasica para disminuir las
infecciones de dengue consiste en tener como objetivo la reduccion de la poblacion del

mosquito a través del uso de insecticidas y larvicidas. Este método ha sido empleado
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de forma rutinaria en toda Colombia por mas de cinco décadas [87].

La teoria de control 6ptimo ha sido usada en muchos modelos ecoldgicos para evaluar
el uso, los beneficios y costos de intervenciones tales como controles quimicos (insecti-
cidas, larvicidas, etc.) y biolégicos (depredadores naturales) en poblaciones de algunos
vectores [40, [69]. En el Capitulo [3| desarrollamos el modelo matemético para analizar
la dinamica de la poblacion del mosquito Aedes aegypti en presencia de un depredador
biologico de los estadios inmaduros, con un andlisis detallado para la ciudad de Cali,
concluyendo que bajo condiciones naturales (sin depredacién) siempre habra presen-
cia del mosquito. En [60], los autores plantean la situacién de los controles quimicos
enfocandose en la reduccion del umbral de crecimiento del mosquito para lograr la even-
tual extincién de la poblacion sin considerar los costos ni optimizar el uso de estos. Por
lo tanto, es necesario estudiar la dinamica poblacional del mosquito usando controles
quimicos, entre ellos insecticidas para aumentar la tasa de mortalidad del estadio ma-
duro y asi lograr que el umbral de supervivencia del mosquito con o sin depredacién
sea menor que uno, y asi minimizar el nimero de mosquitos hembra con los recur-
sos minimos necesarios, manteniendo el control biolégico que se tiene para los estadios

inmaduros del mosquito.

4.2. Planteamiento del problema

Tomando el modelo planteado en el Capitulo [3] el cual describe la interaccion de
la dinamica poblacional del mosquito Aedes aegypti y un depredador del estadio inma-
duro de éste; para el control de la poblacién del mosquito, introducimos el uso de los
controles quimicos (insecticida y larvicida) para aumentar las tasas de mortalidad tanto
del estadio inmaduro como la del adulto; de esa forma, el Modelo se convierte en
el Modelo donde también se considera el efecto del uso del larvicida sobre el esta-
dio inmaduro del mosquito (n,u,) en la Ecuacién (4.1a) y sobre el depredador (n,u,x)
en la Ecuacion (4.1c), puesto que estos comparten el mismo hébitat; y el efecto del
uso del insecticida sobre el estadio maduro del mosquito (7,u,) en la Ecuacién .
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Matematicamente, se tiene que

dm m
dtq = ckm, (1 — ?Z) — (V4 0g + nguy + pr)my, (4.1a)
dmyg
ZZ = fvmg — (04 + Natia)Ma, (4.1b)
dx x
i (p+ Ymg)z (1 - E) — NyUqg, (4.1c)

con condiciones iniciales
mg(0) = mgo, Mma(0) = mgo, x(0) = xo, (4.2)

donde las variables y pardametros de la dindmica poblacional del mosquito y su interac-
cién con el depredador estan descritos en la Tabla y las variables y los parametros

asociados a los controles estan dados en la Tabla (1]

Notacién | Descripcion
uq(t) : | Tasa de insecticida aplicado en el tiempo ¢
uy(t) : | Tasa de larvicida aplicado en el tiempo ¢
Mg : Efecto del larvicida sobre el estadio inmaduro del mosquito
Mg Efecto del insecticida sobre el estadio maduro del mosquito
Ny Efecto del larvicida sobre el depredador

Tabla 4.1: Variables y pardametros asociados a los controles quimicos del Modelo (4.1]).

Para tener una reduccion en la poblacién del mosquito con el menor esfuerzo posible,
nuestro objetivo consiste en minimizar el nimero de estadios maduros del mosquito
durante todo el periodo de estrategia, y el nimero de estadios inmaduros del mosquito al
final del periodo (para garantizar que el impacto de la siguiente generacién del mosquito
sea bajo después del periodo de implementacion de los controles); ademds de minimizar
el costo de los controles quimicos y biolégico. Matematicamente, estamos interesados

en hallar las funciones u,(t) y uq(t), que minimizan el funcional,

T z 2
T () = camy(D) + 5 [ <c2ma<t>+cqu3<t>+cau3<t>+cx( IQ))dt, (43)

teniendo en cuenta la dindmica (4.1)-(4.2), donde ¢;, ¢z, ¢4, ¢4 ¥ ¢, son los pesos de
cada término en el funcional y T' < oo esté fijo.

Por razones practicas, suponemos que hay limitaciones sobre las tasas de control su-
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ministrado en cada tiempo ¢, siendo las constantes positivas 3, y 3, las cotas superiores

para los controles; matematicamente, tenemos que
0<u(t) < By vy 0= ue(t) < B, YEE, T). (4.4)

Definimos el conjunto A de los controles admisibles como el conjunto de todas las
funciones Lebesgue medibles que toman valores en el conjunto de control U = [0, f3,] X
[0, Ba.] casi en todas partes del intervalo [0, T]. En lo préctico es conveniente que las
funciones sean continuas a trozos.

En resumen, el problema de control 6ptimo para el modelo presa-depredador consiste

en: Minimizar

T . 2
J(ug(+), ua(")) = e1rmy(T) + ;/0 ((:Qma(t) + cqug(t) + cqul(t) + ¢y < Ié?) ) dt (4.5a)

sujeto a
dm, my
el kemg | 1 — K) (v + 8 + ngug + px)my, (4.5b)
dm,
;rtL - fl/mq - (511 + naua)maa (45C)
dx x

con condiciones iniciales y restricciones sobre los controles quimicos
mg(0) = myo, ma(0) = mg, 2(0) = xo, (4.5e)

0<wu,(t)<p, and 0<wu,(t)<pf,, . (4.5f)

4.3. Existencia del control 6ptimo

En esta seccion, damos condiciones para la existencia de una soluciéon del problema

de control 6ptimo ({4.5)).

Teorema 4. 5i )y > 1, existen controles uy, u; y la correspondiente solucion (m;, my,

x*) al problema de valores iniciales - que minimiza sobre €.

27



Demostracion. Seguimos los lineamientos del Teorema I11.4.1 y su correspondiente co-
rolario dados en [38] . Muchas de las cotas que supone el teorema pueden ser establecidas
al notar que el lado derecho del sistema de ecuaciones de estado — son con-
tinuamente diferenciables y acotadas, con derivadas parciales acotadas. Demostremos

cada una de las condiciones requeridas en el Teorema II1.4.1 planteado en [38]:

1. En el Teorema [2| (véase Seccion , establecemos que el conjunto de soluciones
del sistema (4.5b)-(4.5d)) con correspondientes funciones de control en 2 es no

vacio.
2. Por definicién, el conjunto de control [0, 5,] % [0, B,] es cerrado y convexo.

3. En el Teorema [2| (Seccién [2.2)), demostramos que el conjunto de condiciones ini-
ciales para el sistema de ecuaciones de estado y el rango de las variables de estado

en el tiempo final son acotados.

4. El sistema de estados puede ser escrito como una funcién lineal de las variables de
control u, y u, con coeficientes que dependen del tiempo y de las trayectorias de
estado, y la expresion en el funcional objetivo (4.5al) es convexa como una funcién
de las variables de control sobre [0, 5,] x [0, 53,], debido a que el integrando del
funcional objetivo es cuadrético en los controles y la dependencia lineal de las

ecuaciones de estado sobre las variables de control u,, u, .

5. La ultima condicién del Teorema II1.4.1 en [38] no es necesario establecerla en
el caso que el rango de los controles es compacto. De hecho, [0, 5,] % [0, £,] es

compacto.

4.4. Caracterizacion del control 6ptimo

Una vez demostrado que existe la solucién para el problema de control éptimo (4.5)),
a continuacién, establecemos una caracterizacién de los controles éptimos u;(t), u;(t),

aplicando el Principio del Méximo de Pontryagin [56].

Teorema 5. Dados los controles dptimos w;, u}, y su correspondiente solucion (my,

my, x*) del sistema de estado, Ec. —, que minimizan el funcional objetivo,
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Ec. (4.5d), existen las variables adjuntas A1, Ao y A3 que satisfacen

d\ Mg x

d_tl = )\ (5]{:E + v+ g + ngug + gpx) — X fv — Az <1 - E) , (4.6a)

@ = —C—z—/\ek: 1—& + Ao (0o + ) (4.6b)

dt - 9 1 Kq 2\Va NaUg, ), .

dAs3 Ca® 2x

prl —?% — As(p +¢Ymy) <1 — E) + Aiemg + Agnzuy, (4.6¢)
con condiciones de transversalidad

)\1(T) = Yy )\Q(T) = )\3(T) =0.
Ademds, caracterizamos u, y u; por
A A
u; = min <ﬁq,méx ( Mg 377x$,0>) , (4.7)
Cq

s)

A
u* = min (Ba,mzix( Q%ma,O)). (4.8)

a

Demostracion. Aplicamos una versién del Principio de Maximo de Pontryagin para
controles acotados [56]. E1 Hamiltoniano H para el Problema [4.5| esta dado por

by % <02ma(t) + cqui(t) + coul(t) + ¢ (i%)) )

+X\ (ksma (1 - %) — (Vv + 0g + nguy + cpx)mq>

q

+)\2 (fqu - <5a + naua)ma)
+A3 ((,0 + ¢Ymg)x (1 - Ki> - Uxuqff) :

Las ecuaciones adjuntas estan dadas por las ecuaciones d\;/dt = —OH/Om,,
dXy/dt = —OH/Om,, dX3/dt = —OH/Ox y deben satisfacer las condiciones de trans-
versalidad A\ (T) = ¢; y M(T) = 0, i = 2, 3. Finalmente, la condicién de optimalidad
OM/Oug =0y OH/Ou, = 0 para los controles 6ptimos u}, u; en el interior del conjunto
de control, se simplifica en las Ecuaciones -, debido a que estos controles son

acotados. O
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4.5. Simulaciones numéricas y estrategias

Ahora, para las simulaciones numéricas, utilizamos GPOPS II- Next-Generation
Optimal Control Software Version 2.0, ano 2014, el cual es un software de platafor-
ma MATLAB y destinado a las simulaciones numéricas generales de control 6ptimo no
lineal. Ademads, vamos a analizar diferentes escenarios, los cuales resultan de las siguien-
tes consideraciones. Primero, analizaremos los escenarios donde no tenemos el control
biolégico, es decir, que no hay presencia del depredador; en ese sentido, la eficacia del
depredador, la cual esta dada por K, es cero. En los siguientes escenarios, considera-
mos para el control biolégico dos esquemas, el primero, la presencia de un depredador
ineficiente y bajo costo que no satisface la relacion y, el segundo, la presencia de
un depredador eficiente y costoso, el cual si satisface la relacién (3.17). Y para los con-
troles quimicos, consideramos tres esquemas para cada uno: suponemos un insecticida
de bajo, mediano y alto costo y un efecto para el estadio maduro del mosquito segin
el costo de éste; el mismo supuesto se hara sobre el larvicida, aunque adicional debe-
mos considerar el efecto del larvicida sobre el depredador, ya que comparten el mismo
hébitat, donde suponemos que el efecto del larvicida sobre el depredador es similar al
del mosquito. Todo esto, lo resumimos en la Tabla [1.2] donde los valores de los pesos
de los controles son dados arbitrariamente, tomados asi solo para efectos del analisis

tedrico; para efectos practicos es necesario ajustar estos valores a los valores reales.

1. Sin depredador oK, = 0.0, c,=0
» Depredador : ¢ 2. Ineficiente y barato pK,=15¢c,=1
3. Eficiente y costoso pK,=6.0,c, =5
1. Barato ca=1 yn,=0.2
s Insecticida : < 2. Medio Ca =9 ynN,=0.5

3. Costoso ce =10y n, =0.8

1. Barato cq=1, n,=02 y n,=0.1
» Larvicida: ¢ 2. Medio cq=295, 1MNg=05y n, =025
3. Costoso cq =10, 7, =08 y n, =04

Tabla 4.2: Escenarios a evaluar.

Para las simulaciones numéricas, el cédigo de las estrategias es un nimero de tres

digitos: el primero representa el tipo de depredador, el segundo el tipo de insecticida
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y el tercero, el del larvicida, segin la Tabla Por ejemplo, la estrategia denotada
por 123 indica que es una estrategia que no tiene depredador, usa un insecticida medio
y un larvicida costoso. Los valores de los parametros entomoldgicos del mosquito son
los estimados para la temperatura media de Cali consignados en la Tabla y los
otros parametros del depredador (tasa de crecimiento del depredador (p) y tasa de
incremento por depredacién ()) son los usados en la Seccién [3.7] Debido a que uno de
nuestros objetivos es disminuir la poblacion del mosquito, y asi reducir la incidencia del
dengue, colocamos un valor alto al peso del estadio adulto, ¢ = 20, el doble del peso
de los controles quimicos costosos; para el estadio acuatico, tomamos ¢; = %(y fT) *ca,
compensando los T dias durante los cuales se cuentan los adultos y la transicion de los
estadios inmaduros hembra a adultos (vf). Ademds, como estos controles se aplican
cuando hay una cantidad razonable de mosquitos, las condiciones iniciales para los
estadios del mosquito son myy = myo = 0.8; mientras que la condicién inicial para el
depredador es xg = 0y g = 3, segiin haya o no presencia del mismo. Finalmente,
llevamos a cabo estas simulaciones por un periodo 7' = 30 dias (un mes), tiempo en el

cual se desea controlar la poblacién del mosquito.

o 1 T —

g je!

E =

Q

< < 05

=] E]

B 7

7] w

L 0 ! ! L ! ! 0 . . i ;i ;
0 5 10 15 20 25 30 0 4] 10 15 20 25 30

Tiempo (dias) Tiempo (dias)

Figura 4.1: Dinamica poblacional del mosquito sin control quimico ni bioldgico.

Con las condiciones dadas, en la Figura [4.1] presentamos la dinamica poblacional
del mosquito sin ninguna clase de control (ni quimico, ni bioldgico); podemos observar

que el estadio acuatico del mosquito, al final del periodo, es igual a

M,

q

(T) =0.971 (4.9)
y el estadio adulto del mosquito durante todo el periodo es

T
M, = / ma(t)dt = 27.46. (4.10)
0
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Figura 4.2: Estrategia 111: sin control biolégico, y larvicida e insecticida baratos.

Para la estrategia 111, donde suponemos no hay control biolégico, y el uso de in-
secticida y larvicida es el barato, la solucién del problema de control éptimo esta dada
en la Figura4.2] y tenemos que el estadio acudtico del mosquito al final del periodo es
0.7076, el estadio adulto del mosquito durante todo el periodo es 7.0762, se usa 8.8754
unidades de larvicida y 28.812 unidades de insecticida, todo ello con un costo por los
controles quimicos de 37.6875 unidades; mientras que para la estrategia 331, donde con-
sideramos un depredador eficiente, un insecticida costoso y un larvicida barato, tenemos
que el estadio acuatico al final del periodo es 0.0106, el estadio adulto durante todo el
periodo es 1.6461, el larvicida usado es 24.7035 y el insecticida, 6.5633 con un costo de
los controles de 161.9541 unidades (ver Figura [4.3)).

En la Tabla [£.3] se presentan los resultados del problema de control 6ptimo de

acuerdo a cada estrategia; en su orden, cada columna contiene los siguientes valores:

Cédigo de la estrategia (Tipo de Depredador, de Insecticida y de Larvicida).

Cantidad de estadios acuéticos al final del periodo, M, (7).

Cantidad de estadios adultos durante todo el periodo, fOT mq(t)dt.

Cantidad de larvicida usado, fOT ug(t)dt.

Cantidad de insecticida usado, fOT uq(t)dt.
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Figura 4.3: Estrategia 331: depredador eficiente, insecticida costoso y larvicida barato.
= Costo de la estrategia, el cual esta dado por

J, = /O ' (cquq(t) + eaua(t) + ¢, (””}((t))) d, (4.11)

estableciendo una relacion lineal entre la unidad de costo unitario por cantidad

gastada o mantenida, lo cual es acorde a los costos marginales dados para los
controles quimicos y biologicos. Es decir, de la condicién de optimalidad para el
larvicida (4.7 tenemos que

cqtly — A1ngmy; — Agny = 0 casi para todo ¢ € [0, T7,

donde cyuy y Aimgmy + Asm, expresan, respectivamente, el costo marginal de la

accién del larvicida u}(t) y su beneficio marginal. Similarmente,

Cally — Aangm: = 0 casi en todo t € [0, T
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indica que si u}(t) es 6ptimo entonces su costo margina podria ser igual a su

beneficio marginal. En el caso del depredador, su costo de mantenimiento esta

z(t)
dado por ¢, ( K. > .
’ Estrategia ‘ my(T) ‘ fOT me(t)dt ‘ fOT ug(t)dt ‘ fOT ug(t)dt ‘ Costo Estrategia

111 0.7076 7.0762 8.8754 28.812

112 0.6646 7.0315 4.4304 28.8109 50.9633
113 0.6038 6.9702 3.4795 28.8165 63.6118
121 0.6646 4.3439 10.8665 16.1305 91.5190
122 0.6223 4.2684 5.4028 16.1394 107.7110
123 0.5853 4.1643 4.2435 16.16 123.2370
131 0.6307 3.7214 11.3094 11.2062 123.3716
132 0.5892 3.642 5.6077 11.2127 140.1652
133 0.5509 3.5331 4.3969 11.2267 156.2365
211 0.1020 4.906 6.2346 24.8476 56.6615
212 0.1041 4.9123 2.9715 249128 64.8920
213 0.1069 4.9218 24.9943 71.8713
221 0.0646 2.338 7.126 12.2052 93.0972
222 0.0663 2.3398 3.3859 12.2587 102.6265
223 0.0686 2.3421 2.5333 12.3258 110.6969
231 0.0516 1.8178 7.5155 8.1455 113.6751
232 0.0531 1.8186 3.572 8.1851 123.8364
233 0.0551 1.8199 2.6733 8.2353 132.4952
311 0.0227 4.322 24.0262 20.8673 120.9440
312 0.0248 4.3394 10.6291 21.0664 145.6560
313 0.0274 4.3598 7.3348 21.2984 161.2433
321 0.0136 2.1326 24.5515 9.8637 146.4241
322 0.0150 2.1376 10.8571 9.9741 171.8867
323 0.0167 2.1437 7.4883 10.1042 188.0677
331 24.7035 161.9541
332 0.0117 1.6499 10.9279 6.6377 187.7371
333 0.0132 1.6549 7.5404 6.7262 204.2344

Tabla 4.3: Resultados de la solucion del problema de control éptimo para cada una de
las estrategias.

Noétese que la estrategia de menor costo es la 111 (sin depredador, e insecticida y larvici-
da baratos, véase Figura|4.2)). La estrategia que resulta con menos estadios inmaduros,
menos estadios adultos y usa menos insecticida es la 331 (depredador eficiente, insec-

ticida fuerte y larvicida barato, véase Figura |4.3)). La estrategia que menos larvicida
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usa es la 213 (depredador ineficiente, insecticida barato y larvicida fuerte, véase Figura
. Ahora, estamos interesados en determinar cual estrategia es la mas costo-efectiva,
para lo cual debemos precisar el beneficio que nos interesa de cada estrategia. Prime-
ro, podriamos definir como beneficio la cantidad de mosquitos eliminados, puesto que
tenemos un objetivo que cumplir, y es minimizar la poblacién del vector, y asi reducir
la transmision del dengue. Por otro lado, si pensamos en el impacto ambiental que hay
por el uso de los controles quimicos, estariamos interesados en determinar el beneficio
por la cantidad de controles quimicos no usados en la estrategia. Por tltimo, nos intere-
sa conocer cual es la estrategia que reduce la poblaciéon del mosquito con un impacto
bajo sobre el medio ambiente. De acuerdo a ello, una metodologia que se utiliza para

determinar la mejor estrategia es realizar un andlisis costo-efectividad [69, [78].
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Figura 4.4: Estrategia 213: depredador ineficiente, insecticida barato y larvicida fuerte.
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4.6. Analisis Costo-Efectividad

El analisis Costo-Efectividad es una técnica de evaluacién econémica que trata de
comparar el costo y el efecto de dos o mas estrategias para determinar cudl de ellas
es mejor desde el punto de vista econémico y de efecto o beneficio, simultaneamente.
Uno de los indicadores que se usa para realizar este analisis es el “Ratio promedio de
costo-efectividad” (ACER]Y) dado segtin [75] por:

ACER — Costo de la estrategia

Efecto de la estrategia’

De acuerdo a lo planteado en la Seccién [4.5] realizamos el anélisis de costo-efectividad
considerando tres tipos de efecto (beneficio), lo cual conlleva a determinar cuél es la

mejor estrategia segin cada tipo de beneficio.

1. Efecto determinado por la cantidad de mosquitos eliminados en cada
estrategia.
Puesto que uno de nuestros intereses es reducir la poblacién del mosquito, defi-
nimos el efecto de las estrategias como la cantidad de mosquitos eliminados por
cada una de ellas. En ese sentido, el efecto depende de la cantidad de estadios
del mosquito eliminados. Puesto que estamos considerando dos estadios para la
poblacién del mosquito, debemos definir la forma de medir este efecto. Primero,
la cantidad de estadios adultos eliminados durante todo el periodo de implemen-
tacion de la estrategia esta dado por la diferencia entre la cantidad de mosquitos
hembra adultos M, durante todo el periodo sin control (Ec. y los mosquitos

hembra adultos m, bajo accién de la estrategia durante el periodo (Columna 3,

Tabla , esto es
T
M, — 1y = 27.46 — / ma(t)dt. (4.12)
0

Segundo, para tener cantidades equivalentes, en este caso mosquitos hembra adul-
tos, el estadio acudtico del mosquito al final del periodo estara afectado por la tasa
de transicién de estadio inmaduro a maduro y la fracciéon de hembras. Con ello,
la cantidad de estadios acuaticos eliminados por la estrategia que potencialmente
seran mosquitos hembra adultos esta dado por el producto de la tasa de transicién,
la fracciéon de hembras y la diferencia entre la cantidad de estadios acuaticos al
final del periodo sin control (Ec. y la cantidad de estadios acuaticos al final

'Por sus siglas en inglés “Average cost-effectiveness Ratio”
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del periodo bajo la estrategia (Columna 2, Tabla , esto es
vf(My(T) —my(T)) = 0.0388 — v fm,(T). (4.13)

Por lo tanto, el efecto segun la cantidad de mosquitos hembra adulto eliminados

estd dado por la adicién de (4.12)) y (4.13]), esto es,
T
Ernosquito = <27.46 - / ma(t)dt) +(0.0388 — v fmy(T)). (4.14)
0

. Efecto determinado por el impacto ambiental.

Cuando nos interesa en que el impacto para el medio ambiente por el uso de
los controles quimicos sea bajo, nos preguntamos cudl es la estrategia que tiene
el menor impacto sobre el medio ambiente; en ese sentido, el efecto esta dado
por la cantidad de insecticida y larvicida no usada. El insecticida y larvicida
no usados estdan determinados por la diferencia entre el méximo a usar y las
cantidades usadas de cada uno (Columnas 4 y 5, Tabla . En este caso, se
tiene un maximo de 30 unidades de insecticida y también de larvicida para usar

durante cada estrategia, entonces el efecto ambiental esta dado por
T T
FEambiental = <3O _/ Uq<t)dt> + <30 —/ Ua<t)dt> . (415)
0 0

. Efecto determinado por la cantidad de estadios del mosquito eliminados
y el impacto ambiental.

En este caso, medimos el efecto de las estrategias, tanto por la reduccion de
la poblacién del mosquito como por el impacto sobre el medio ambiente debido
al uso de los controles quimicos; en ese sentido, para poder sumar cantidades
de diferentes naturalezas, hacemos uso de las proporciones tanto de mosquitos
eliminados como de las cantidades de quimicos no usadas; para ello, usando las
cantidades maximas que soporta el sistema de los estadios del mosquito, M, y
M,(T), y las de los controles quimicos a usar en cada estrategia, 30, normalizamos
las cantidades en cada estrategia. Es decir, el efecto queda dado por la siguiente

expresion
T T T
Eambos = <1 o matht ;ié)dt> + (1 - ”ég;é?) + <1 _ Jo ua®)dt U;O(t)dt> + (1 _ Jo et u;(](t)dt> : (4.16)
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Estrategia Je Emosquito ACERmosq | Eambiental | ACERgmp | Fambos | ACER gmbos
111 37.6875 20.3943 1.8479 22.3126 1.6891 3.4506 21.4471
112 50.9633 20.4408 2.4932 26.7587 1.9046 3.3423 26.1169
113 63.6118 20.5045 3.1023 27.704 2.2961 2.8869 31.0647
121 91.5190 23.1284 3.9570 33.003 2.7730 3.3183 40.5423
122 107.7110 23.2055 4.6416 38.4578 2.8008 3.2124 43.3355
123 123.2370 23.3111 5.2866 39.5965 3.1123 2.7612 48.0386
131 123.3716 23.7522 5.1941 37.4844 3.2913 2.8586 50.0628
132 140.1652 23.8333 5.8811 43.1796 3.2461 2.7599 51.9166
133 156.2365 23.9437 6.5252 44.3764 3.5207 2.3228 56.1372
211 56.6615 22.5888 2.5084 28.9178 1.9594 3.5134 21.1407
212 64.8920 22.5824 2.8736 32.1157 2.0206 3.4872 23.3055
213 71.8713 22.5728 3.1840 32.7733 2.1930 3.3586 25.6399
221 93.0972 25.1583 3.7005 40.6688 2.2892 3.3487 29.0571
222 102.6265 25.1564 4.0795 44.3554 2.3137 3.3250 30.8649
223 110.6969 25.1540 4.4008 45.1409 2.4523 3.2039 33.0562
231 113.6751 25.6790 4.4268 44.339 2.5638 2.8031 33.8458
232 123.8364 25.6781 4.8226 48.2429 2.5669 2.7844 35.5119
233 132.4952 25.6767 5.1601 49.0914 2.6989 2.6802 37.7119
311 120.9440 23.1759 5.2185 15.1065 8.0061 2.7831 52.0687
312 145.6560 23.1584 6.2895 28.3045 5.1460 2.6998 52.7756
313 161.2433 23.1379 6.9688 31.3668 5.1406 2.4643 56.4070
321 146.4241 25.3657 5.7725 25.5848 5.7231 2.5654 53.0298
322 171.8867 25.3606 6.7777 39.1688 4.3884 2.4855 53.5075
323 188.0677 25.3545 7.4175 42.4075 4.4348 2.2574 56.6763
331 161.9541 25.8523 6.2646 28.7332 5.6365 2.0477 56.1001
332 187.7371 25.8485 7.2630 42.4344 4.4242 1.9514 56.1693
333 204.2344 25.8434 7.9028 45.7334 4.4658 1.7572 59.1883

Tabla 4.4: ACER segun cada efectividad o beneficio (cantidad de mosquitos eliminados,
cantidad de insecticida no usado y simultdneamente los dos efectos).

En la Tabla [4.4] presentamos los diferentes efectos para cada estrategia con sus
respectivos ACER, concluyendo que la estrategia de mayor beneficio segin la cantidad
de mosquitos eliminados (Ec. (4.14))) es la 331 (depredador eficiente, insecticida cos-
toso y larvicida barato, véase Figura , segin el impacto ambiental (Ec. (4.15)) y
considerando ambos efectos (Ec. (4.16])) es la 233 (depredador ineficiente, insecticida y
larvicida costosos, véase Figura . Por otro lado, concluimos que la estrategia con
menor ACER segun cantidad de mosquitos eliminados y cantidad de controles quimicos

no usados es la 111 (sin depredador, insecticida y larvicida baratos, véase Figura [4.2)),
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mientras que la estrategia con menor ACER segun la cantidad de mosquitos eliminados
y menor impacto ambiental es la 211 (depredador ineficiente, insecticida y larvicida

baratos, véase Figura [4.5))
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Figura 4.5: Estrategia 211: depredador ineficiente, insecticida y larvicida baratos.

Otro indicador que se usa para el analisis de costo-efectividad es el “Ratio incre-
mental de costo-efectividad” (ICER),

Diferencia de costos entre las estrategias x y y
Diferencia de efecto entre las estrategias v y y’

ICER =

recomendado para comparar estrategias mutuamente excluyentes [75], donde la pre-
gunta clave es jcudl es el costo por unidad de beneficio adicional ganados con la nueva
estrategia?

Para realizar el calculo del ICER, ordenamos las estrategias de menor a mayor efecto,
y después descartamos aquellas estrategias que tienen un mayor costo que la estrategia
que le sigue, teniendo asi, las estrategias a ser comparadas mediante el ICER. Asi por
ejemplo, cuando el efecto se define como la cantidad de mosquitos eliminados, quedarian
las estrategias dadas en la Tabla[4.5] (donde cada columna contiene en su orden: cédigo

de la estrategia, cantidades de estadios inmaduros y maduros, costo de la estrategia,
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Estrategia | m, | m, | J Epnosquito | Dif: Costo | Dif. Efecto | ICER
111 0.0283 | 7.0762 | 37.6875 | 20.3943 1.8479
112 0.0266 | 7.0315 | 50.9633 | 20.4408 | 13.2758 0.0464 | 285.9940
211 0.0041 | 4.906 | 56.6615 | 22.5888 5.6981 2.1480 2.6528
121 0.0266 | 4.3439 | 91.5190 | 23.1284 | 34.8575 0.5396 | 64.5992
221 0.0646 | 2.338 | 93.0972 | 25.1583 1.5783 20209 | 0.7775
231 0.0021 | 1.8178 | 113.6751 | 25.6790 | 20.5779 0.5207 | 39.5181
331 0.0004 | 1.6461 | 161.9541 | 25.8523 | 48.2791 0.1733 | 278.5242

Tabla 4.5: Estrategias para comparar segun el ICER, cuando el efecto estd dado segin
la cantidad de mosquitos eliminados.

efecto segiin la cantidad de mosquitos eliminados, diferencias de costos y beneficios
entre las estrategias consecutivas y el valor del ICER).

Nuevamente, descartamos las estrategias con mayor ICER que la siguiente; por
ejemplo, en la Tabla [4.5] se descartan las estrategias 112 y 121 pues su ICER es mayor
que el de la estrategia 211 y 221, respectivamente; volvemos a hacer los calculos y se
lleva a cabo el mismo procedimiento hasta obtener un listado de estrategias con ICER
crecientes (véase Tabla ; con estos resultados, concluimos que la mejor estrategia
segtn costo-efectividad, cuando el efecto esta dado por la cantidad de mosquitos elimi-
nados, es la 111, (sin depredador, insecticida y larvicida baratos, véase Figure 4.2)) y,
por ejemplo, comparandola con la estrategia 211 (véase Figura, el costo por unidad
adicional de efecto es 8.6465.

Estrategia ‘ My ‘ Mg ‘ Je ‘ Emosquito ‘ Dif. Costo ‘ Dif. Efecto ‘ ICER
111 0.0283 | 7.0762 | 37.6875 20.3943 1.8479
211 0.0041 | 4.906 56.6615 22.5888 18.9740 2.1944 8.6465
221 0.0646 | 2.338 93.0972 25.1583 36.4358 2.5695 14.1801
231 0.0021 | 1.8178 | 113.6751 25.6790 20.5779 0.5207 39.5181
331 0.0004 | 1.6461 | 161.9541 25.8523 48.2791 0.1733 278.5242

Tabla 4.6: ICER para el efecto determinado por la cantidad de mosquitos eliminados.

Similarmente, organizando las estrategias para el efecto dado por la cantidad de
insecticida y larvicida no usados, entonces aquellas estrategias a comparar son las da-
das en la Tabla [4.7] realizando el célculo para el ICER, y haciendo las eliminaciones
correspondientes, obtenemos las estrategias con IC'ER crecientes dadas en la Tabla
[4.8 Segin esta tabla, resulta que la mejor estrategia segin costo-efectividad, cuando

el efecto es el impacto ambiental, también es la 111, (sin depredador, insecticida y lar-
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Figura 4.6: Estrategia 233: depredador ineficiente, insecticida y larvicida costosos.

vicida baratos), estrategia presentada en la Figura , comparandola con la estrategia

212, el costo por unidad adicional de efecto es 2.7751.

Estrat. | fi ug(t)dt | [) uq(t)dt Je Ebiental | Dif: Costo | Dif. Efecto | ICER
111 | 88754 28.812 | 37.6875 | 22.3126 1.6891
112 | 44304 | 288109 | 50.9633 | 26.7587 | 132758 | 4.4461 | 2.9360
113 | 34795 | 288165 | 63.6118 | 27.704 12.6485 | 0.9453 | 13.3804
212 | 29715 | 24.9128 | 64.8920 | 32.1157 1.2801 44117 | 0.2902
213 | 22324 | 24.9943 | 71.8713 | 32.7733 6.9793 0.6576 | 10.6133
121 | 10.8665 | 16.1305 | 915190 | 33.003 19.6477 | 0.2297 | 85.5364
221 7.126 122052 | 93.0972 | 40.6688 1.5783 7.6658 | 0.2059
222 | 3.3859 12.2587 | 102.6265 | 44.3554 9.5292 3.6866 | 2.5848
223 | 2.5333 12.3258 | 110.6969 | 45.1409 8.0704 0.7855 | 10.2742
232 3.572 81851 | 123.8364 | 48.2429 13.1395 | 3.1020 | 4.2358
233 | 26733 8.2353 | 1324952 | 49.0914 8.6588 0.8485 | 10.2048

Tabla 4.7: Estrategias para comparar segun el ICER, efecto dado por la cantidad de
insecticida y larvicida no usados.
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Finalmente, siguiendo el procedimiento descrito, calculamos el ICER cuando el efec-

to estd dado por la cantidad de mosquitos eliminados y la cantidad de controles quimicos

no usados, y obtenemos las estrategias con ICER creciente dadas en la Tabla [4.9] con-

cluyendo que la mejor estrategia, segin este costo-efectividad, es la 211, (depredador

ineficiente, insecticida y larvicida baratos, véase Figura [4.5)). Teniendo que el costo por

unidad adicional de efecto dado por la estrategia 221 es de 69.5684.

Estrategia | [ ug(t)dt | [ ua(t)dt [ J Eambiental | Dif. Costo | Dif. Efecto | ICER
111 8.8754 | 28.812 [ 37.6875 | 22.3126 1.6801
212 2.9715 | 24.9128 | 64.8920 | 321157 | 27.2045 | 9.8031 | 2.7751
222 3.3859 | 12.2587 | 102.6265 | 44.3554 | 37.7345 | 12.2397 | 3.0830
232 3.572 8.1851 | 123.8364 | 48.2429 | 21.2099 | 3.8875 | 5.4559
233 2.6733 | 8.2353 | 132.4952 | 49.0914 8.6588 | 0.8485 | 10.2048

Tabla 4.8: ICER para el efecto determinado por la cantidad de controles quimicos no

usados.

En estas estrategias, hemos supuesto que tenemos recursos ilimitados y que podemos

contar con los recursos suficientes para llegar al 6ptimo; nos preguntamos qué sucede

en el caso que se tengan recursos limitados; es decir, cémo cambian los resultados de las

estrategias cuando se tiene una restriccion en los gastos de los controles. En la siguiente

seccidn, analizamos esta situacion.

Estrategia Je Eambos | Dif- Cost | Dif. Efe ICER
211 56.6615 2.6802 21.1407
221 93.0972 3.2039 36.4358 0.5237 69.5684
222 102.6265 | 3.3250 9.5292 0.1211 78.7084
232 123.8364 | 3.4872 21.2099 0.1622 | 130.7965
233 132.4952 | 3.5134 8.6588 0.0262 | 330.7914

Tabla 4.9: ICER para la efectividad determinada por la cantidad de mosquitos elimi-
nados y controles quimicos no usados.
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4.7. Control 6ptimo para el modelo con recursos

limitados

En esta seccién, nos planteamos la pregunta, cual es la mejor estrategia en el caso
que se tenga recursos limitados; es decir, en el caso que se tengan limitaciones en los
gastos para los controles tanto quimicos como biolégicos. En ese sentido, denotamos por
B a la cota que nos restringe los costos . El problema en términos matematicos

consiste en
Minimizar

T 2
J(ug(+),ua(-)) = camy(T) + %/0 (sza(t) + cqui(t) + cqul (t) + ca (x(t)) > dt (4.17a)

K,
sujeto a
dmy my
= kemy |1 —— | — (v + 6, + nguqy + px)my, (4.17b)

dt K,

dmy
;rz = fqu - <5a + naua)maa (417C)
dx x
a (p+¢my)z (1 - E) — N Uy, (4.17d)

J. = /0 ' (cquq(t) + Calig(t) + ¢4 (“;((t))) dt < B (4.17¢)

xT

con condiciones iniciales y restricciones sobre los controles quimicos

mg(0) = myo, ma(0) = mg, 2(0) = xo, (4.17f)

0<u,<B; vy 0<u, <fa (4.17g)

La restricciéon (4.17€]) es conocida como una restriccion isoperimétrica. Puesto que
el Principio de Maximo de Pontryagin no puede ser usado para tratar este problema
asi establecido, una de las formas de reescribir este problema a uno donde lo podamos

aplicar es introduciendo una nueva variable z(t), definida como

A(t) = /0 t (cquq(t) +eaug(t) + ¢, (3;((“)) dt.
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Entonces, se tiene que

2Z(t) = cqugt) + coua(t) + co (a:(t)) ,
2(0) = 0,
2(T) = B.

Con ello, el problema (4.17) se convierte en
Minimizar

T 2
J(ug(+), ua(+)) = crmg(T) +/O (CQma(t) + cqua(t) + cqui (t) + cq (‘}?) ) dt

sujeto a

dm m
dtq = kem, <1 — Fq) — (V4 0 + ngug + px)my,

q

dmy,
el frvmg — (04 + Natia) My,
dx T
E - (p + ¢mq)x (1 - Z) — Nz Ugq,
d t
d_j = cqug(t) + caua(t) + ¢4 (53(()) ’

con condiciones iniciales y restricciones sobre los controles quimicos

(4.18a)

(4.18D)

(4.18c)

(4.184)

(4.18e)

(4.18f)

(4.18g)

La existencia del control éptimo para el Problema (4.18]) se demuestra de la misma

forma que para el problema de control éptimo (4.5)) (Teorema (4))).

Aplicando el Principio del Maximo de Pontryagin, tenemos la caracterizacion para

el problema de control éptimo (4.17) dada en el siguiente teorema.

*

Teorema 6. Dados los controles dptimos uy,

* : - *
uy y su correspondiente solucion (my,

my, x*, z*) del sistema de estado - que minimizan el funcional objetivo

74



Estratcgia‘ mq(T) ‘

fOT mg (t)dt ‘ fOT ug(t)dt ‘ fOT uq (t)dt ‘ Costo Estrategia

111R 0.8476 7.6603 0.3043 24.8067 25.1250
112R 0.7242 7.2481 1.1250 28.3508 33.9756
113R 0.6827 7.1740 1.3861 28.5471 42.4079
121R 0.8130 5.7855 0.6288 12.0768 61.0126
122R 0.7513 5.1924 0.4556 13.9056 71.8073
123R 0.7027 4.9236 0.9035 14.6245 82.1580
131R 0.8009 5.2906 1.8809 8.0367 82.2477
132R 0.7486 4.8038 0.4904 9.0992 93.4435
133R 0.7010 4.5192 0.7612 9.6546 104.1577
211R 0.4855 8.4692 0.0000 9.7340 37.7743
212R 0.3268 6.0445 0.0000 14.9699 43.2613
213R 0.1836 5.1510 0.0000 19.8864 47.9142
221R 0.3070 4.0444 0.0000 6.8266 62.0648
222R 0.2224 3.2522 0.0000 8.1000 68.4176
223R 0.1596 2.8265 0.0000 9.1777 73.7979
231R 0.2599 3.2096 0.0000 4.7889 75.7834
232R 0.1930 2.6423 0.0000 5.4677 82.5576
233R 0.1437 2.3121 0.0000 6.0459 88.3301
331R 0.3531 17.0728 25.9686 0.4013 107.9694
333R 0.1826 9.6420 0.0000 1.1644 136.1563

Tabla 4.10: Resultados de las estrategias con recursos limitados.

, existen las variables adjuntas \i, A2, A3 y Ay que satisfacen
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Ademds, caracterizamos uy y uy por

A AaTla — A
W, = nﬁn(ﬁmnﬁx< g + Asll=t ‘wﬂo)), (4.19)
2¢,
A a a_)\ a
«! = min (5a,méx( 2777"2 4 0)) (4.20)
Cq

La demostracion de este teorema es omitida puesto que es basicamente la misma

demostracién que la del Teorema [5] con el Hamiltoniano dado por

H o= comalt) + cud(t) + car(t) + (9}9)2

+ N\ (k:sma (1 - %) — (V4 0g + nguy + gpx)mq)

q

+ A2 (frmg — (0o + Natta) Ma)
+ A3 ((,0 + Ymy)x (1 - K%) - muq:c)
Y (cquq<t> T canalt) + ("";(j))) |
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Figura 4.7: Estrategia 111R: sin depredador, larvicida e insecticida baratos con recursos
limitados.

Segun las estrategias planteadas en la Seccién tomares como cota de restriccion
para cada estrategia las dos terceras partes del costo total de la estrategia dado en la

Ec. (4.11); es decir que

B=2]. 4.21
3 (4.21)
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Figura 4.8: Estrategia 233R: depredador ineficiente, larvicida e insecticida costosos con
recursos limitados.

Calculamos las soluciones para el problema de control 6ptimo con recursos limitados
utilizando GPOPS 1I, obteniendo los resultados dados en la Tabla (similar a la
Tabla. Notese que en la Tabla , no aparecen los registros de las estrategias 311
a la 323 y de la 332 puesto que, dada la cota de restriccion sobre los gastos, Ec. ,
estas estrategias resultan siendo no factibles, ya que el presupuesto disponible no es
suficiente para el sostenimiento de los depredadores del sistema con dichas condiciones.

La estrategia 111R es la de menor costo (véase Figura, la estrategia que garanti-
za la menor cantidad de estadios acuaticos y estadios adultos es la 233R, las estrategias
que no emplean larvicida son de la 211R a la 233R y la 333R y la estrategia que usa la
menor cantidad de insecticida es la 331R.

Para las estrategias dadas, llevamos a cabo el andlisis costo-efectividad igual al
realizado para el Problema [4.5] teniendo las mismas definiciones para los efectos. Los
resultados son consignados en la Tabla (con informacion definida en la Tabla [4.4)).
Estos resultados reflejan la flexibilidad de la mayoria de las estrategias (excepto estra-
tegias de la 311R a la 323R y la 332R) para ser ajustadas a presupuestos menores. A
partir de estos, concluimos que la estrategia 233R resulta siendo la de mayor beneficio

para los efectos dados por la cantidad de mosquitos eliminados y la cantidad de con-
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’ Estrat. ‘ Costo

E

E

ACER

E

ACER

mosquito ACERmosq ambiental amb ambos ambos
111R 25.1250 19.8046 1.2686 34.8890 0.7201 2.0110 12.4939
112R 33.9756 20.2217 1.6802 30.5242 1.1131 2.0076 16.9233
113R 42.4079 20.2976 2.0893 30.0668 1.4105 2.0378 20.8105
121R 61.0126 21.6808 2.8141 47.2945 1.2901 2.5284 24.1305
122R 71.8073 22.2763 3.2235 45.6388 1.5734 2.5583 28.0682
123R 82.1580 22.5472 3.6438 44.4719 1.8474 2.5794 31.8520
131R 82.2477 22.1762 3.7088 50.0825 1.6422 2.6518 31.0156
132R 93.4435 22.6651 4.1228 50.4105 1.8537 2.7344 34.1734
133R | 104.1577 22.9516 4.5381 49.5842 2.1006 2.7662 37.6538
211R 37.7743 19.0102 1.9871 50.2660 0.7515 2.8670 13.1753
212R 43.2613 21.4413 2.0177 45.0301 0.9607 2.9443 14.6933
213R 47.9142 22.3405 2.1447 40.1136 1.1945 2.9604 16.1849
221R 62.0648 23.4422 2.6476 53.1734 1.1672 3.3089 18.7569
222R 68.4176 24.2377 2.8228 51.9000 1.3183 3.3825 20.2270
223R 73.7979 24.6659 2.9919 50.8223 1.4521 3.4268 21.5357
231R 75.7834 24.2789 3.1214 55.2111 1.3726 3.4558 21.9293
232R 82.5576 24.8489 3.3224 54.5323 1.5139 3.5227 23.4356
233R 88.3301 25.1810 3.5078 53.9542 1.6371 3.5663 24.7679
331R | 107.9694 10.4119 10.3698 33.6301 3.2105 2.1356 50.5573
333R | 136.1563 17.8495 7.6280 58.8356 2.3142 3.4219 39.7891

Tabla 4.11: ACER obtenido para la efectividad dada por la cantidad de mosquitos
eliminados cuando se tienen recursos limitados.

troles quimicos no usados (véase Figura [4.8); mientras que la estrategia 333R es la de

mayor beneficio cuando el efecto estda dado por la cantidad de insecticida y larvicida no
usados (véase Figura [1.9). Finalmente, la mejor estrategia segin el ACER y el ICER,

independientemente de como sea medido el efecto (véanse Tablas [4.12] 4.13]y [4.14)), es

la estrategia 111R, (sin depredador, insecticida y larvicida baratos, véase Figura .

Estrategia \ g \ Mg \ J, Eposquito \ Dif. Costo \ Dif. Efecto \ ICER \
111R 0.0339 | 7.6603 | 25.1250 | 19.8046 1.2686
213R | 0.0073 | 5.1510 | 47.0142 | 22.3405 | 22.7892 2.5359 8.9867
222R | 0.0089 | 3.2522 | 68.4176 | 24.2377 20.5035 1.8972 | 10.8071
223R 0.0064 | 2.8265 | 73.7979 | 24.6659 5.3803 0.4282 | 12.5647
233R | 0.0057 | 2.3121 | 88.3301 | 25.1810 14.5322 0.5151 | 28.2126

Tabla 4.12: ICER para el efecto determinado por la cantidad de mosquitos eliminados.
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Figura 4.9: Estrategia 333R: depredador eficiente, larvicida e insecticida costosos con
recursos limitados.

’ Estrat. ‘ fOT ug(t)dt ‘ fOT uq (t)dt ‘ Je E Dif. Costo | Dif. Efecto ‘ ICER ‘

ambiental
111R 0.3043 24.8067 25.1250 34.8890 0.7201
211R 0.0000 9.7340 37.7743 50.2660 12.6493 15.3770 0.8226
231R 0.0000 4.7889 75.7834 55.2111 38.0091 4.9451 7.6862
333R 0.0000 1.1644 136.1563 58.8356 60.3729 3.6245 16.6569

Tabla 4.13: IC ER para el efecto determinado por la cantidad de controles quimicos no
usados.

4.8. Conclusiones y trabajo futuro

En este capitulo, plantemos y resolvemos un problema de control éptimo donde
se tiene como objetivo minimizar la cantidad de mosquitos hembra adultos del Aedes
aegypti, la cantidad de estadios inmaduros del mosquito al final del periodo, buscando
que el impacto seguido a los controles sea minimo, todo ello al menor costo posible
de los controles a usar. Después, desarrollamos una metodologia para evaluar el uso
de los diferentes tipos de controles (quimicos y/o biol6gicos) sobre la poblacién del
mosquito; logrando, de acuerdo a un andlisis de costo-efectividad, determinar cudl es la

mejor estrategia a aplicar en la reduccién de la poblacién del mosquito, y/o el impacto
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Estrategia Je E mbos | Dif. Cost | Dif. Efe ICER

111R 25.1250 | 2.0110 12.4939

211R 37.7743 | 2.8670 12.6493 0.8561 14.7762
221R 62.0648 | 3.3089 24.2905 0.4419 | 54.9723
222R 68.4176 | 3.3825 6.3528 0.0736 86.3402

231R 75.7834 | 3.4558 7.3657 0.0733 | 100.4616
232R 82.5576 | 3.5227 6.7742 0.0669 | 101.2158
233R 88.3301 3.5663 5.7725 0.0436 | 132.4755

Tabla 4.14: ICER para la efectividad determinada por la cantidad de mosquitos elimi-
nados y controles quimicos no usados.

ambiental dado por la solucién éptima. Por iltimo, plantemos y resolvemos un problema
de control éptimo similar al anterior, pero con recursos limitados y volvemos a aplicar
la metodologia anterior para determinar la mejor estrategia a seguir en el control de la
poblacién del mosquito bajo esta nueva situacién.

Dada la solucién del problema de control 6ptimo, de acuerdo a los costos y el efecto
de los controles sobre los estadios del mosquito, obtenemos la mejor forma de usarlos
y esta no es obvia, pues como vemos en las graficas no todos los dias hay que hacer lo
mismo. Concluimos que las caracteristicas de los controles quimicos y/o biolégicos, sus
costos y el efecto de cada uno sobre los estadios del mosquito y del depredador, son las
que finalmente deciden como usarlos y cudles usar. Luego, las caracteristicas de estos
parametros son importantes en determinar la mejor estrategia.

Por lo tanto, precisando las caracteristicas de los controles quimicos y biolégicos
para Cali, podemos aplicar la metodologia desarrollada en este capitulo para un control
real sobre el mosquito en Cali.

Como trabajo futuro, podriamos considerar los niveles iniciales del depredador como

una variable de control en el problema de control 6ptimo.
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Capitulo 5

Dinamica del Dengue en una
Poblacion Conectada

Heterogéneamente

En este capitulo, combinamos la teoria de redes y el enfoque de metapoblaciones
para modelar la interaccién no homogénea que existe entre humanos y vectores, in-
corporando la estructura de los flujos individuales entre diferentes areas y el contacto
entre los seres humanos y los vectores dentro de ellas. Primero, hacemos la deduccion
de un modelo para enfermedades transmitidas por un vector, planteandolo para un
solo parche (nodo) y luego, para N parches. Segundo, deducimos una expresién para
el umbral epidémico. Después, caracterizamos la red de movilidad para la ciudad de
Cali. Posteriormente, con los parametros del modelo para la ciudad de Cali dados en
[9], realizamos simulaciones numéricas para analizar la influencia de la movilidad de las
personas en la incidencia del dengue en Cali. Luego, analizamos el efecto de ir aumen-
tando gradualmente la mortalidad de los mosquitos en forma homogénea sobre todos
los parches y el desplazamiento solo de los humanos sanos en la propagacién del dengue;
por tltimo, analizamos la “inmunizacién” en uno de los parches; es decir, estudiamos
el efecto del control sobre la poblacion de mosquitos en un solo parche en la dinamica

del dengue. Finalmente, presentamos las conclusiones sobre los anteriores andlisis.
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5.1. Introducciéon

Una alternativa para mejorar el modelado y la determinacion de las estrategias de
control y vigilancia para el dengue es abandonar parcialmente la hipdtesis de poblacion
bien mezclada, asumida implicitamente en los modelos expuestos en la Secciéon
(pagina @ al considerar que la interaccién entre vectores e individuos es homogénea.

En las tultimas décadas, debido al cambio en la movilidad de las personas, espe-
cialmente, en lo que concierne a la reduccion en la duraciéon del viaje junto con el
incremento en su longitud hace que la caracterizacion de la red de movilidad de las
personas juegue un papel importante para muchas disciplinas. Para el caso de la propa-
gacion de enfermedades, ha sido relevante la inclusién de la movilidad de las personas
en el modelamiento pues ha permitido el desarrollo de marcos tedricos destinados a la
prediccién de umbrales epidémicos y la duracién de pandemias [10} 27, [36, 55, [76, [O1].

a. Nivel Microscopico b. HNivel Macroscopico
Subpoblacion i

" Subpoblacién j

Figura 5.1: Representacion esquematica de un modelo metapoblacional con dos escalas:
(a) la interaccion entre agentes en el interior de cada nodo (parche), donde se encuentran
los N;; agentes de un nodo ¢ que permanecieron en ¢l y aquellos N;; agentes del nodo
vecino j que han viajado a i, y (b) la propagacién a escala global de los agentes en la
red de movilidad [L1].

En el caso que nos atane, la propagacién de enfermedades transmitidas por vectores,
en particular el dengue, es dificil caracterizar los patrones de contacto entre todas las
personas y todos los mosquitos de un area extensa, pero si podemos hacer uso de
la teoria de redes para incorporar la estructura de los flujos de personas entre las
diferentes dreas (sean sectores de ciudades, ciudades, estados o paises). Esto es similar
a un enfoque metapoblacional [28, 29], donde los nodos de la red denotarian areas

urbanas y las conexiones (pesadas) describirian los flujos de personas entre las zonas.
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De esta manera, los contactos tendrian un caracter “bien mezclado” para cada una de
las dreas (dindmica dentro de los nodos) y los flujos de personas entre nodos permiten
simular la heterogeneidad espacial de dichos contactos (ver Figura [5.1]).

Estos modelos, siendo analizables desde el punto de vista tedérico y computacional,
permiten evaluar los riesgos de una pandemia originada en un foco localizado y ponen
de manifiesto como el aumento de la movilidad humana afectan la generacién de pande-
mias. De esta forma, los datos sobre el flujo de personas y la incidencia de la enfermedad
en las diferentes areas nos permite determinar las estrategias de control que consideren

las diferencias espaciales, mas alla de los limites de los modelos clasicos de control.

5.2. Modelo del dengue con parches conectados he-

terogéneamente

En esta seccién, presentamos la deduccién de un modelo metapoblacional para en-
fermedades trasmitidas por un vector donde los parches se conectan entre si mediante
una red de movilidad segin el flujo de viajes de los humanos. Hacemos la deduccion del
modelo estudiando la interaccion entre la poblacién de humanos y vectores, primero en
un solo parche, obteniendo el modelo Ross-Macdonald [86] 58, 82, 88]; luego, basados
en la deduccién anterior, realizamos el analisis del modelo para N parches, donde se
supone que una proporcién de humanos de cada parche se desplaza a aquellos parches
con los que estd conectado, mientras que los mosquitos se mantienen fijos en cada par-
che, debido a que las areas que estamos suponiendo son suficientemente extensas como

para despreciar el desplazamiento del mosquito entre parches.

5.2.1. Modelo del dengue en un sélo parche
Dadas las poblaciones de humanos y mosquitos infectadas en un tiempo ¢, denotadas

por

(t) : fraccién de humanos infectados en el tiempo t,

o
pM(t) : fraccién de mosquitos infectados en el tiempo ¢,

la fraccion de humanos infectados en el tiempo ¢t + 1 estd dado por los humanos infec-
tados que no se recuperaron y por aquellos humanos susceptibles que se infectan por

la picadura efectiva de algin mosquito infectado (Ec.(5.1)), mientras que la fraccién de
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mosquitos infectados en el tiempo t + 1 esta dado por los mosquitos infectados que no

murieron y por aquellos mosquitos sanos que se infectan al picar a un humano infectado

(Ec. [5.2)).

plE+1) = Pl —p)+ (1= p"(1) 1—(1—AMHN}{}SM

5
=
—~
~
~—
N——
™
v
—~
ot
(N}
~—

P+ = PO ap) + (1= pM (1) (1 - (1 e

donde los pardmetros estan descritos en la Tabla .

’ Parametro \ Descripcién

i | Tasa de recuperacion en la poblaciéon humana,
ap ;| Tasa de mortalidad del mosquito,
[ : | Tasa de picadura por mosquito,
AMH | Probabilidad que un humano sea infectado por un mosquito infectado,
MM .| Probabilidad que un mosquito sea infectado por un humano infectado,
N | Poblacién total de humanos,
NM . | Poblacién total de mosquitos,
N (t) : | Nimero de humanos infectados en el tiempo ¢,

NM(#) : | Ntimero de mosquitos infectados en el tiempo t.

Tabla 5.1: Parametros del modelo metapoblacional con redes.
Al considerar A < 1, podemos escribir
I—(1=N"=z\, (5.3)

y, siendo asi, las ecuaciones dindmicas (5.1)-(5.2)) se convierten en

PE+1) = p(E)(1— )+ (1 — o ()N %—jj

pMt+1) = pM(O) —p) + (1= pM (1) BN,

lo cual puede ser expresado (en la aproximacién de tiempo continuo) como

WO ppe) + X1 — " (), (5.4a)
YU () + BN (1 - M 1) (5.4D)
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NM
NH

presentamos en la Seccién [2.2.1] los puntos de equilibrio de este sistema son

donde 7 es la proporcién de mosquitos por humano, v = De acuerdo a lo que

EO = (07 0)7
RZ -1 RZ -1
[ ’ ap ’
s (i +1) %8 (50 +1)

donde el nimero reproductivo basico, Ry, estd dado por

)\MH)\HM
Ro= 220
)% (6]

En redes, se acostumbra a analizar la fuerza de la infeccion en la transmision de

El —

epidemias, al valor critico para el cual el sistema tiene un cambio en el comportamiento
cualitativo se denomina umbral epidémico, A. (ver Figura[2.6|) [73]. Para el Modelo Ross-
Macdonald (5.4)), se tienen dos fuerzas de infeccion, AMH y MM ' hor simplificacién y

para efectos de comparacién, hacemos \? , entonces si tomamos Ry = 1,

valor de bifucarcién del sistema, tenemos que el umbral epidémico para el Modelo ((5.4)

A 5[ (5.5)

Por el Teoremall] tenemos que si A > A, (Ro > 1), entonces el sistema es endémico,

estda dado por

y Fj es local asintéticamente estable, mientras que si A < A. (R < 1), el sistema es

libre de la enfermedad, y Fy es global asintéticamente estable.

5.2.2. Modelo del dengue con N parches

Ahora, consideremos un sistema compuesto por N parches de modo que en el parche
i (i =1,...,N) residen N/’ humanos. Estos parches estdn conectados por medio de
una red descrita por la matriz de adyacencia A, definida como A;; = 1, cuando los par-
ches ¢ y j estan conectados y A;; = 0, en caso contrario. De esta manera, los humanos
susceptibles en el parche ¢ pueden desplazarse a otro parche j, con probabilidad p. Y

los humanos infectados puede desplazarse con probabilidad pj, .

Dinamica humana
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En este caso, la probabilidad que un humano viviendo en un parche i esté infectado
en el tiempo ¢t + 1 esta dada por los humanos infectados que no se recuperaron y las
nuevas infecciones; estas ultimas se podrian dar por aquellos humanos susceptibles del
parche 7 que no se desplazan y tienen contacto con algiin mosquito infectado del parche
i y/o los que se desplazan al parche j (con el cual estdan conectados, A;;= 1) y tienen
contacto con algin mosquito infectado del parche j. Mateméaticamente, lo podemos

expresar como

pit(t+1) = pif ()1 —p)+ (L= p ()L —paiz(t) + (1= pi'(

donde k; = Y " Aj; y

J

NM

ﬁi
N O\ 570 i
HOESES (1 R
J

’

donde N jef f ’H(p, Pinys) denota la poblacién total de humanos en el parche j para valores
de p y piny dados, mientras NJM (Nmf j( )) denota la poblacién total de mosquitos
(mosquitos infectados) en el parche j.

La poblacion de humanos en cada parche, segiin las probabilidades de desplazamien-

to p y ping, estd dada por

N, ping,t) = NI ()L = ping) + (1= pf(£)) (1 = p)] (5.6)

+ Z_: %NJH [Pf(t)pmf +(1- pf(t))p] .

De este modo, suponiendo que la poblacién en cada uno de los parches (nodos) es
idéntica, NI = N entonces podemos reescribir la expresién como

n H — —
NG oy N [IJFZAU‘ (pjk@ kg)) mf+ZA”< o0 _a zf(t)))p] 5
J Q 7

j=1 k;

Dinamica del vector

Finalmente, la probabilidad que un mosquito, viviendo en el parche i, esté infectado
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en el tiempo t+1 estd dada por los mosquitos infectados que no se mueren, debido a que
estos duran infectados por el resto de su vida, y las nuevas infecciones de los mosquitos
sanos esta dada por el contacto con la poblacién efectiva de humanos infectados en el

parche 7, lo cual, matematicamente se expresa como

pil(t+1) = p" () (1 — ap) + (1= pi' (1) ¢ (1),

donde ¢M(t), la probabilidad que un mosquito sano, en el tiempo ¢, en el parche i, sea

infectado por un humano infectado, esta dada por

eff,.H B
M(t) —1— 1= )\HM Ninf,i (Ding, )
v NTRH
(p7 DPinf, )

donde la cantidad de humanos infectados efectivos en el parche 1, Nﬂ]f ;H, para un valor

de probabilidad de desplazamiento de infectados, pi,f, estd dado por

N
e Al

N i) = (=P Nl () + pins D2 2N/ (1)
J

j=1

H| H al pJH Pz‘H
= N7 |p; (t) + piny E Aij il B (5.8)
=1 '

J

donde, de nuevo, hemos supuesto que la poblacion de humanos en cada parche es la

misma, N/ = N,

Ecuaciones dinamicas

Dado que hemos determinado las poblaciones efectivas de humanos y de humanos
infectados en cada parche, ecuaciones (5.7) y (5.8), respectivamente , como \NMH = \HM

son pequeiios (véase Ec. [5.3), las ecuaciones para p y pM, en la aproximacién de
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tiempo continuo, pueden ser escritas de la siguiente forma

% = —pp{(t)
+p- (1= p (1) (;: Ak—iijH Ni]ﬁz]%&(t) N;ff,H]gfpmfﬁ)
R e T
% = —aup}'(t)
(1= g (1) N NNf?Hprfft; (5.10)

Finalmente, considerando las expresiones dadas en (5.7) y (5.8]), podemos expresar
las ecuaciones (5.9) y (5.10) como:

dgfl = —ppf(t)
(- ) i% _ _ BAMHI pM (L) H .
=1 14 Ay (plkl(t) - pjk;t)) Ping + 2ie1 Ajt ((1_% @ _ O ZJJ (t))) P
+(1—p)-(1—pf (1) 7 - BT ol O — — (5.11a)
ey (ij:t) _ pikft)) ping + XN, Ay ((1 o ®) _ O <t>)>p
% = —aup}’

ot (t) Hy
pH () + Z;-Vzl Aij (7ka - Lk; ) Dinf

+(1— p} (1) BATM 7
* () H (1—pH (1)) 1-pH
1+ N Ay (pjkj _ plkft)) ping + N Ay ( ZJJ _ of (t))) »

. (5.11b)

Denominamos al sistema de ecuaciones ((5.11)) como Modelo Metapoblacional con
M

Diferente Movilidad para Humanos Sanos e Infectados, donde v; = N—’H es la proporcion

entre la poblaciéon de mosquitos y la poblaciéon de humanos del parche 7. Ademas, las

ecuaciones (5.11a) y (5.11b]) pueden ser reescritas con la ayuda de las definiciones de

N H N
pi(8)  pl(t) 3 11
D.(t) = § A | 2 _ = A = — =
e =1 N ( k; ki v = YAk K
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CO1mo:

dpfq _ H H 5>\MH M(t)%'
N MH
(1 A H ) Ajj BA ( )'YJ
bp- (1= p(1) Z S s 61
dp}t M B HM Pl (t) + ping Di(t)

Por otro lado, en el caso que suponemos que los humanos infectados no se desplazan,

es decir, p;,r = 0, las ecuaciones ((5.12a) y ((5.12b]) se reducen a:

e 00 O
N . )\MH
+p- (1= pf(t) - Z IZJ - _ﬁp ):_)ZJ o (5.13a)
% = —appM(t) + (1 — pM (1)) pAIM pi (1) | (5.13b)

dt 1—pDZ(t)+pC'Z

obteniendo un Modelo Metapoblacional sin Desplazamiento de Humanos Infectados.
Mientras que si suponemos que los humanos susceptibles e infectados se desplazan

con la misma probabilidad, es decir, p;,y = p, el sistema ({5.12]) se convierte en:

dpf! H o B M (1),
o= —up(t 1—p)-(1—=p(t) —————"—
L pol' (1) + (=) - (L= ol )0
N MH
Agy BAMH oM (t);
+p-(L=p (1) ? 1+p c -7 (5.14a)
j=1 ki
dPM M HM Pi <t>
o M (¢ 1—p! AT
5)\HM 1 _pz Z

obteniendo un Modelo Metapoblacional con la Misma Probabilidad de Desplaza-

miento de Humanos Infectados y Sanos.
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5.3. Validacion de los modelos

Una vez derivados los Modelos Metapoblacionales (5.12), (5.13) y (5.14]), vamos a

simularlos usando el método de Monte Carlo [83], explicitamente tanto los desplaza-

mientos de los individuos a través de la red como los contactos entre ellos y los vectores
de cada nodo de la red, las cuales denominaremos simulaciones de Monte Carlo.

Estas simulaciones de Monte Carlo modelan la propagacién del dengue entre parches
conectados tal cual se presentaria en la vida real. Para ello reproduciremos la dinamica
de cada uno de los agentes (humanos y mosquitos), simulando los contactos entre hu-
manos y mosquitos que dan lugar a infecciones entre ambos y también simulando los
desplazamientos de cada individuo entre su nodo asignado y aquellos nodos vecinos.

Este tipo de simulaciones es computacionalmente muy costoso; mientras que, las ecua-

ciones dindmicas dadas por los Modelos ((5.12)), (5.13)) y (5.14)),que son aproximaciones

de dicha realidad, resultan siendo de facil computo. En ese sentido, estamos interesa-
dos en comparar las simulaciones de Monte Carlo con los resultados de las Ecuaciones
dinamicas.

Para comparar los dos modelos, Monte Carlo y ecuaciones dinamicas, suponemos
que los humanos infectados se desplazan con una probabilidad diferente a la de los
humanos sanos (p;,s # p), considerando dos situaciones en particular: que los humanos
infectados no se muevan (p;,y = 0), y que se mueven con igual probabilidad que los
humanos sanos (p;,r = p). Para las simulaciones, consideramos dos tipos de redes, una
red Erdés-Rényi y una libre de escala (ver Seccién , pagina con N = 50 nodos
y un conjunto de poblaciones de humanos y vectores de N = N™ = 2 x 103 en cada
uno de los nodos ( v; = 1), \EM = \MH ", =02 B =1y a=1.

En la Figura , mostramos que tanto el Modelo como el Modelo pre-
dicen correctamente el comportamiento de las simulaciones de Monte Carlo en los casos
donde suponemos que los humanos infectados se mueven con la misma probabilidad que
los humanos sanos y cuando los humanos infectados no se mueven, respectivamente, con
lo cual validamos nuestros Modelos ((5.12)), (5.13]) y (5.14]).

5.4. Umbral epidémico

En esta seccién, calculamos una expresion para el nimero reproductivo basico Ry,
primero para el caso en que consideramos diferentes probabilidades de movilidad para

los humanos susceptibles e infectados, p y pins, respectivamente. Luego, para el caso
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Figura 5.2: Fraccién de humanos infectados en redes Erdos Renyi ((a) y (c¢)) y libre
de escala ((b) y (d)) con N = 50 nodos, para diferentes valores de movilidad p, con-
siderando que los humanos infectados se mueven con la misma probabilidad que los
humanos sanos ((a) y (b)) y que no se mueven, p;,r = 0 ((c¢) y (d)). Los resultados
de las simulaciones de Monte Carlo (MC) estén representados por lineas, mientras que
los puntos representan la solucién de las Ecuaciones Dindmicas (ED). Los pardametros
usados son v, =1, p =02, =1y a=1.

en que consideremos que los humanos infectados no se desplazan, p;,y = 0. Por tltimo,
el caso en que los humanos susceptibles e infectados tengan la misma probabilidad de
movilidad pj, s = p.

Con el siguiente procedimiento, desarrollamos una metodologia para obtener una

expresion para el nimero reproductivo basico, Ry, de cada uno de los modelos dados
en la Seccién 5.2
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Sean p =¢; v pM = n;; reemplazando en el Modelo ((5.12)), tenemos:

: BAMH iy
g = —pgi+(1—p)-(1—¢
a ( ) Z)1-1-1!)'C'z‘+(pimf—10)‘171'(?5)
N
6>\MH77j7J
(1 —¢) , 5.15a
g ki 1+p-Cj+ (pins —p) - Dj(t) ( )
% in, Dz t
hio= —aun; + (1—n;) AT € & Ping Di(1) (5.15b)

L+p-Ci+ (ping —p) - Di(t)

Ahora, suponemos que los niveles de infeccion son bajos (g, = 0y n; =~ 0), entonces
los términos ¢;7; son despreciables, y el sistema ([5.15) se reduce a

l]f/[HEi - (1_ ). i
BA 1—(me p)-Di(t)+p-C;
7
+p - s 5.16
Z ke 1= oy =) D;0 -G, (516)
o’ 1 E; +p7,nfD’L( )
——1); — . ~]-
A = T G — ) D) +p- G (517

Puesto que D;(t) depende de ¢;, tomamos la expansién de Taylor de la funcién

1
(L+p-C) + (Ping = p) - Di(t)

fé) =

alrededor de £ = 0, y obtenemos que

oy
s
S~—

f@) = fO)+Vf(0)-£+ 0

1—|—p i = €
donde
( Ping — P sit =7
(14+p-Ci+ (Pins —p) - Dz’(t))27
of B
dej Ay
, sii# j.
(1 4+p-Ci + Ping —p) - D;(t))”
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Reemplazamos la serie de Taylor de f en ([5.16]) y (5.17]), obteniendo

[ B 1 al of = -2
B}\MH& = (I—p)mv (m+2f<o)5j +O (|| €] )>

= 0 et P Di) (;+ia—f@>a+o<n5n2>)-
BNHM P Oy = ey

Ahora, despreciamos los términos de segundo orden o maés, es decir, los términos de

tipo €;m;, y €; para todo i, j y n > 1; luego, el sistema se reduce a

1% %Y 77]7]
i = (1=
g = =P e e Z b 1tp-C,
-1
L o
G = m(fﬂrpmfl)i(f))-

Por 1ltimo, al expresar el sistema anterior de forma compacta como
5)\%6} . 0 M g
m%m éM 0 i 7

N
. Az
Jj=

con

1 +p-Cj
RN ( (& 5)”)
ij ijPinf i
J 1+ p C / kj k; J
obtenemos que
0 NIM pp
BA.. MH
max A i 0
Ro = & ; : (5.19)
donde A4, (A) denota el méximo valor propio de la matriz A.
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Para el caso particular en que los humanos infectados no se desplazan, p;,; = 0, la

forma compacta esta dada por:

6}\%61‘ _ 0 M E;
ﬁm éMl 0 T ’

i
donde M esta dado por la expresion (5.18) y M;,, = ————. Con lo cual resulta que
’ 1+ p - Oj
[ 0 MM
ﬁA ‘ A\MH
max M, 0
Ro = = Q . (520)
1

Finalmente, para el caso particular que los humanos sanos e infectados se desplazan

con la misma probabilidad, p;,; = p, la forma compacta estd dada por

5,\%& _ 10 M i
B—A%m EMZ 0 n )

N
. Ajj 4 (1-p)
donde M esté dado por la expresion (5.18) y M, = <—J + 0ii |-
; kil+p-Ci 14p-C; ¥

Con ello, tenemos que

0 NAM T
ﬁA ’ A\MH
max M2 0
Ro = Q . (5.21)
i

5.5. Red de movilidad de la ciudad de Cali

La red de movilidad de la ciudad de Cali considerada en esta tesis consiste de 23
nodos y 430 conexiones que resultaron del procesamiento de la encuesta Origen-Destino
realizada en el ano 2010, en la cual se entrevistaron 10.000 personas. En esta encuesta,
a cada habitante encuestado se le pregunté sobre los viajes realizados el dia anterior,
quedando registro sobre el barrio de origen y de destino, modo de transporte usado y
el propdsito del viaje: compras, trabajo, regreso al hogar, estudio, negocios, recreacion,

salud, comer y otro.
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Figura 5.3: Medidas estadisticas y topoldgicas de la Red de Movilidad para Cali. (a) Las
distribuciones acumuladas decrecientes de grado, Py, v F,,,. (b) Las distribuciones
acumuladas decrecientes de fuerza de conectividad, Ps, y Ps,,. (¢) La distribucién
acumulada decreciente de peso de las conexiones, Pjixs(w).

Cali consta de una poblaciéon aproximada de 2.369.829 habitantes, la zona urbana
de Cali esta conformada por 22 comunas, tiene 248 barrios aprobados y 88 urbaniza-
ciones y/o sectores [34]. La encuesta tiene un tamano de muestra de 10.000 personas,
reportando 23.626 viajes; 9.937 de las personas encuestadas realizaron viajes de ida y
regreso, resultando un total de 19.874 viajes con un promedio de 2 viajes por persona.

En el contexto de redes, el grafo de movilidad obtenido de esta encuesta contiene
N = 23 nodos, las 22 comunas de Cali y un parche adicional el cual contiene los viajes
realizados a los municipios cercanos a Cali (Candelaria, Jamundi, Palmira, Pradera,
Puerto Tejada, Santander, Villa Rica, Yumbo y otros). De esta forma, dos parches estan

conectados siempre que la encuesta reporte la existencia de al menos un viaje entre los
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dos parches. En total, la red tiene 430 conexiones unidireccionales y ponderadas, cuyos
pesos estan dados por la cantidad de personas que se desplazan del nodo 7 al nodo 7,
w;;. La cantidad que integra la informacién acerca de su grado y la importancia de
los pesos de sus conexiones es denotada por la fuerza de conectividad de entrada y de

salida de cada nodo y estd dada por

St = Ewﬂ

JEV(i)

Siout = z wl] ?

JEV(i)

donde V(i) es el conjunto de vecinos del nodo 41}

En la Figura [5.3], presentamos algunas medidas estadisticas y topoldgicas de la red
de Movilidad de Cali. La Figura (a) muestra las distribuciones acumuladas decre-
cientes de grado de entrada y de salida, Py, vy F,,,, proporcionando la probabilidad
que un nodo escogido aleatoriamente tenga grado de entrada k;, y grado de salida k.,
respectivamente, donde tenemos un grado minimo bastante alto tanto para el grado de
salida, k., = 9, como para el grado de entrada, k;, = 6 y resultan siendo muy parecidas
las distribuciones de grado. La Figura (b) presenta las distribuciones acumuladas
de fuerza de conectividad, Ps, y Ps,,,, proporcionando la probabilidad que un nodo
tenga una fuerza de conectividad de entrada s;, y fuerza de conectividad de salida s,
respectivamente. Notamos que, los pesos de salida tienen una distribuciéon mas o me-
nos homogénea lo cual indica que las salidas desde los nodos son bastantes similares
para todos. En cambio, los pesos de entrada varian mucho, mostrando que hay zonas
de interés comun a todas las comunas (centros comerciales, universidades, etc), mien-
tras que otras no presentan un flujo de visitas grande al ser zonas residenciales. Por
ultimo, la Figura (c) presenta la distribucién de peso de las conexiones, Pnks(w),
proporcionando la probabilidad que una conexion escogida al azar tenga peso w.

Finalmente, la red de Movilidad de Cali es bastante homogénea como se ve en la
distribucién acumulada de grado (ver Figura (a)), es decir, se acerca mas a una red
aleatoria que a una red libre de escala pero con la peculiaridad de ser pesada y dirigida.
En la Figura[5.4] presentamos la Red de Movilidad de Cali donde el grosor de las lineas
representa el peso de las conexiones, el flujo de personas de una comuna a otra, las

lineas delgadas representan un peso bajo, mientras que las lineas gruesas un peso alto.

Aij wij
por ——

i Siout

IEn los modelos se reemplaza el término
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Notamos que hay poco flujo de individuos en las comunas 1, 16, 21 y 23, las comunas
2,4,5,6,11 y 15 son las mas fuertemente conectadas, y observamos que las conexiones
méas pesadas son entre las comunas 2 — 6, 4— 6, 11 — 4,15 — 5,12 -+ 6,15 —- 6y
17 — 4.

Figura 5.4: Red de movilidad para Cali, con 23 nodos y 430 conexiones unidireccionales
pesadas.

5.6. Simulaciones numeéricas

Para realizar el andlisis de la influencia de la movilidad de las personas en la pro-
pagacién del dengue en la ciudad de Cali, ajustamos los parametros de la Tabla
a la situacién de Cali. Se supone que dichos pardmetros son homogéneos en todos los
parches de Cali, de tal forma que las diferencias que resulten entre el Modelo Meta-
poblacional y el Modelo de Ross Macdonald [86] son debidas a la movilidad de
las personas. Cabe anotar que la tasa de picadura, la probabilidad de transmisién de

humanos infectados a mosquitos sanos y de mosquitos infectados a humanos sanos son

97



claramente iguales para todos los parches, mientras que, la tasa de mortalidad de los
mosquitos podria variar entre parches debido a los controles sobre la poblacién de mos-
quitos (uso de insecticidas y larvicidas, controles de los criaderos de los mosquitos, etc.)
y a las diferencias del habitat para estos. A su vez, las picaduras efectivas en la trasmi-
sion podrian variar entre parches como consecuencia de la presencia no homogénea de
poblacién de humanos infecciosos asintomaticos, y, por ultimo, la proporciéon de mos-
quitos por persona podria variar como consecuencia de que las poblaciones tanto de

humanos como mosquitos son diferentes en cada parche.

| Pardmetros [ 8 | M | NM T [ ap | 4]

| Valor  [0.3352 ] 0.0834 | 0.2499 | 0.1 | 0.0333 | 1.47 |

Tabla 5.2: Pardmetros del Modelo (5.12)) para la Ciudad de Cali.

Para realizar las simulaciones numéricas del Modelo (5.12)) para la ciudad de Cali,
utilizamos la red pesada de movilidad para Cali representada en la Figura y los
parametros del Modelo Ross-Macdonald estimados en [9] para la ciudad de Cali
y dados en la Tabla[5.2]
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Figura 5.5: Umbrales epidémicos de los Modelo (5.13) y (5.14) para Cali. (a) \M =
0,2499 y AMH en funcién de la probabilidad de movilidad de los humanos sanos, p. (b)
MM = 0.0834 y ATM en funcién de la probabilidad de movilidad de los humanos sanos,

D

Debido a que en nuestro modelo contamos con dos fuerzas de infeccion, para analizar
el umbral epidémico para los Modelos ((5.13)) y (5.14]), hacemos las siguientes conside-

raciones:
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= Fijamos = 0.2499 y calculamos en funcién de las probabilidades de

desplazamiento de humanos sanos e infectados,

» Fijamos AM# = 0.0834 y calculamos M en funcién de las probabilidades de

desplazamiento de humanos sanos e infectados.

En la Figura[5.5] observamos una fuerte influencia de la movilidad de las personas en los

umbrales epidémicos A y XM cuando p;,,; = 0, mientras que, cuando los humanos

infectados se desplazan con la misma probabilidad que los sanos, la influencia de la

)\MH y

NHM - Ademds, hay una alta variabilidad en A™ cuando p;,; = 0 con respecto a p

)\MH
C

movilidad de las personas, p, afecta solo levemente a las fuerzas de infeccién
comparado con la variabilidad de con respecto a p cuando p;,r = 0.

En la Figura 5.6, presentamos la fraccién de humanos infectados en funcién de la
probabilidad de movilidad de la poblacién de humanos sanos e infectados, observando
que, cuando los humanos infectados se desplazan poco comparado con el desplazamiento
de los humanos sanos, la fracciéon de humanos infectados aumenta; es decir, que hay una
alta influencia en la movilidad de las personas sanas sobre la transmision del dengue,
consiguiendo los niveles mas altos de infeccién cuando los humanos infectados no se

desplazan pero hay una alta movilidad de humanos sanos.
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Figura 5.6: Fraccién de humanos infectados en funcion de las probabilidad de despla-
zamiento de humanos sanos, p, y de infectados, piny.
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5.7. Efecto del control parcial del vector en las co-

munas de Cali

Para reducir la incidencia del Dengue, una de las opciones es controlar la poblacion
del mosquito mediante el uso de controles quimicos y bioldgicos, en los Capitulos 3| y
M], presentamos un modelo, y mediante el andlisis de estabilidad y la teorfa de control
optimo, dimos condiciones para reducir la poblacién del mosquito, aumentando la tasa
de mortalidad de sus diferentes estadios.

Dado que hemos establecido la red de movilidad para la ciudad de Santiago de
Cali, tenemos el flujo de personas entre los diferentes parches, lo cual nos permite,
en esta seccion, determinar estrategias de control sobre la poblacién del mosquito que
consideren las diferencias espaciales. Primero, analizamos el efecto sobre la propagacién
del Dengue al aplicar un mismo control sobre cada uno de los parches simultaneamente.
Dicho control consiste en el aumento de la tasa de mortalidad de los mosquitos, au, y

luego, comparamos el efecto de dicho control en un solo parche de Cali.
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oy = 0.1933 — ==
= 02033 e

Figura 5.7: “Inmunizaciéon” homogénea de la poblacién de mosquitos de las comunas
de la ciudad de Cali.

Partimos de la situacién para Cali con p;,r = 0y ap = 0,0333 (ver Figura |5.6), y

al ir “inmunizando” los mosquitos de forma homogénea en todas las comunas de Cali,
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es decir, al aumentar la tasa de mortalidad de los mosquitos en todas las comunas de
igual manera, con un aumento de 0.01, tenemos que, para una expectativa de vida del
mosquito de aproximadamente 12 dias, au = 0,0833, para desplazamientos de personas
sanas menores al 60 %, no habra presencia de infecciones de Dengue y para desplaza-

mientos mayores al 60 %, la fraccién de infectados no supera al 1.5% de la poblacién

(ver Figura[5.7).
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Figura 5.8: “Inmunizacién” por comuna con una efectividad del 100 % sobre la poblacién
del mosquito. (a) Inmunizacién de las comunas 1 a 8. (b) Inmunizacién de comunas
9 a 16. (c¢) Inmunizacién de comunas 17 a 22. (d) Fraccién de humanos infectados
dados por la inmunizacién de cada comuna sobre la fraccién de humanos infectados sin
inmunizacién con p = 0.5 y pi,r = 0.

Por 1ltimo, dado que los nodos de la red de movilidad de Santiago de Cali no son
homogéneos (no presentan los mismos grados ni fuerzas de conectividad), podemos

preguntarnos qué tan eficiente es la inmunizacién de un parche comparada con la in-

101



munizacién en otro parche. Contestamos esta pregunta, calculando el efecto en toda
la ciudad de la inmunizacién del 100 % de los mosquitos de un solo parche (au = 1).
Aplicamos esta inmunizacién sobre el Modelo donde la movilidad de los humanos
sanos con los humanos infectados sin desplazarse, p;,y = 0, tiene una fuerte influencia
en la propagacion del Dengue. Dicha inmunizacién la llevamos a cabo sobre cada una
de las 22 comunas de Cali por separado, y analizamos la influencia de la inmunizacién

de cada parche sobre la propagacién del dengue.
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Figura 5.9: Fuerza de conectividad de entrada y de salida de las comunas de Cali.

En la Figura (paneles (a), (b) y (c)) representamos cémo varia el nimero de
humanos infectados en funcién de p cuando inmunizamos cada una de las comunas
por separado tomando como referencia el caso sin inmunizar (linea azul claro). De los
tres paneles se observan dos tipos de comunas: aquellas donde la incidencia del dengue
apenas se ve afectada y aquellas cuya inmuzacién acarrea un decrecimiento significativo
del ntimero de infecciones.

Para averiguar cuales son las comunas donde focalizar el control, calculamos la

fraccion de humanos infectados inmunizada una comuna, I , sobre la fraccion de

infectados, I; dada para p;,; = 0y ap; =0.0333, con la probabilidad de desplazamiento
de humanos susceptibles al 50 %, es decir, p = 0.5.

En la Figura (d) observamos que los esfuerzos de control deberfan focalizarse en
las comunas 1, 3 y 7 dado que su inmunizacién acarrea una disminucién de cerca del 13 %
de las infecciones en el sistema. Asimismo, es notable el casi nulo efecto que produce
la inmunizaciéon de las comunas 2, 4, 5, 6, 8, 11 y 15 donde sélo se logra disminuir en
menos de un 2.5 % la propagacion de la enfermedad. Con ello tenemos que, claramente
los esfuerzos de control deben estar sobre las comunas 1, 3 o 7, donde la inmunizacién de

alguna de esas comunas disminuye més la propagacién de la enfermedad (ver Figura
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(d)). Es de anotar que estas comunas no tienen una caracteristica especial en cuanto a
conectividad, es decir, no estan en los extremos de la fuerza de conectividad de entrada

ni de salida como se puede apreciar en las graficas (5.9

5.8. Conclusiones y trabajo futuro

En este capitulo, hemos deducido un modelo de la dindmica de enfermedades trans-
mitidas por vectores con un enfoque metapoblacional, donde se tienen N parches que

estan conectados heterogéneamente. Una vez deducidas las ecuaciones dindmicas de

los Modelos (5.12)), (5.13) y (5.14)), las comparamos con un modelo que considera las

interacciones agente por agente, denotado Modelo de Monte Carlo, el cual simula la
dinamica de transmision de la enfermedad, simulaciones por agentes son muy costo-
sas computacionalmente. Esta comparacién nos ha servido para validar las ecuaciones
obtenidas en redes sintéticas tanto de Erdos-Rényi como en redes libres de escala, las
cuales tienen caracteristicas topoldgicas muy diferentes. Por lo tanto, nos quedamos
con las ecuaciones dindmicas que nos permiten hacer un analisis matematico y son
computacionalmente menos costosas.

Una vez validados, usamos de nuestros modelos para analizar la propagacién de
Dengue en la ciudad de Cali, empleando la red de movilidad urbana entre las comunas
que la componen. En particular, hemos analizado la influencia de la movilidad de las
personas sobre la propagacién del dengue. Como resultado principal observamos que
cuando las personas infectadas y susceptibles se mueven con la misma probabilidad, el
efecto de la movilidad sobre la propagacion del Dengue es muy pequeno. En cambio,
cuando la poblacion de humanos infectados no se mueve, la probabilidad de desplaza-
miento de los humanos sanos aumenta la propagacién de la enfermedad, mientras que
cuando fijamos la movilidad de los humanos sanos a medida que los humanos infectados
se desplaza la propagacién de la enfermedad disminuye (véase Figura .

Finalmente, analizamos cudl es el efecto de la inmunizacién parcial y total sobre
la propagacion del Dengue en la ciudad de Cali. Como resultados mas importantes
hemos calculado cémo diferentes grados de inmunizacién afectan la propagacién de
la enfermedad y, asimismo, hemos identificado aquellas comunas cuya inmunizacion
contribuye significativamente a disminuir el nimero de infecciones.

Como trabajo futuro, podriamos precisar o mejorar las estimaciones de las diferentes

probabilidades de desplazamiento correspondientes a cada comuna en la ciudad de Cali,
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poder tener un estudio que estime la distribucién espacial de la poblacién del mosquito
en Cali y, asi, incorporar datos méas especificos de cada comuna (las poblaciones de
humanos, de mosquitos, etc.) para Cali, logrando tener una mejor aproximacién de la

dindmica de transmision del Dengue en Cali.
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Capitulo 6
Conclusiones y Trabajo Futuro

En esta tesis, presentamos unos analisis que contribuyen al control y a la vigilancia
del dengue a partir de tres enfoques diferentes: epidemioldgico, teoria de control 6ptimo
y teoria de redes.

En el primer enfoque, partimos de un modelo presa-depredador donde describimos
la dindmica poblacional del mosquito (estadio inmaduro y maduro) con la interaccién
de un depredador del estadio inmaduro. Determinamos los umbrales de supervivencia
del mosquito con o sin depredacion. Luego, ajustamos los parametros entomoldgicos
del mosquito para la ciudad de Cali y obtenemos que en Cali siempre habra presencia
del mosquito Aedes aegypti en ausencia de algin depredador de estadios inmaduros del
mosquito. Posteriormente, mediante el umbral de supervivencia con depredacion, da-
mos condiciones sobre las caracteristicas bioldgicas del depredador (capacidad de carga
y tasa de depredacién) de los estadios inmaduros del mosquito para controlar dicha
poblacién. Adicionalmente, presentamos una caracterizacién de algunos depredadores
de la fase acuatica del mosquito, deduciendo que los copépodos ciclopoides cumplen
plenamente dichas condiciones siendo esta especie un depredador eficiente para el con-
trol de la poblacién del mosquito. Ademaés, realizamos un analisis de sensibilidad al
umbral de supervivencia del mosquito, con lo cual encontramos que, para disminuir
dicho umbral, una buena opcion es disminuir la tasa de ovoposicién del mosquito, por
ejemplo, usando controles biolégicos, y/o aumentar la tasa de mortalidad del estadio
maduro, convalidando el uso de insecticidas para ejercer control sobre este vector. Tam-
bién, encontramos que para valores pequenos del producto que mide la eficiencia del
depredador (lo cual se da cuando el depredador no se usa como control del estadio inma-

duro del mosquito), la incidencia de la tasa de transicién sobre el umbral de crecimiento
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de mosquito con depredacion es poca, evidenciando el fracaso en el uso de mosquitos
macho estériles para el control del Aedes aegypti.

En el segundo enfoque, dado que en algunas situaciones el control biolégico no es
suficiente para el control de la poblacion de mosquitos, aplicamos la teoria de control
optimo donde buscamos los controles quimicos que minimicen el estadio adulto del
mosquito durante todo el periodo, el estadio inmaduro al final del periodo, como medida
de precaucion para el periodo siguiente al control, optimizando los recursos, es decir,
minimizando el costo de los controles quimicos y biolégico. Obtenemos la mejor forma
para controlar la poblacién del mosquito al menor costo posible. Luego, a partir de
un conjunto de estrategias o alternativas, dadas por los costos de los controles y el
efecto de estos sobre los estadios del mosquito, desarrollamos una metodologia que nos
permite determinar la “mejor” estrategia segiin costo-efectividad, donde la efectividad
la podemos determinar por la cantidad de mosquitos eliminados y/o la cantidad de
controles quimicos no usados por la estrategia, contemplando tanto la disminucién del
vector, lo cual a su vez se refleja en la reduccion en la incidencia del dengue, como en el
impacto de los controles quimicos sobre el medio ambiente. Obtenemos que la estrategia
a seguir no es obvia y que depende de las caracteristicas de los costos y los efectos
de los controles. Finalmente, planteamos y resolvemos el problema de control 6ptimo
con recursos limitados, y le aplicamos la metodologia desarrollada para determinar
la “mejor” estrategia segun costo-efectividad, observando que en algunas estrategias la
cota impuesta sobre los recursos no es suficiente para el sostenimiento del depredador, lo
cual hace no factible dichos problemas y, puesto que, parte de los recursos del problema
de control 6ptimo esta destinado al sostenimiento del depredador.

Por 1ltimo, en el tercer enfoque, realizamos la deduccién de un modelo de la dindmi-
ca del dengue desde un enfoque metapoblacional considerando N parches conectados
heterogéneamente, con el cual analizamos la influencia de la movilidad de las personas
en la propagacion de la enfermedad. Una vez deducidas las ecuaciones dinamicas, las
comparamos con un modelo que considera las interacciones agente por agente, deno-
tado simulaciones de Monte Carlo, el cual modela la dindmica de transmision de la
enfermedad, dichas simulaciones por agentes son muy costosas computacionalmente.
Esta comparacion nos ha servido para validar las ecuaciones obtenidas en redes sintéti-
cas tanto de Erdos-Rényi como redes libres de escala. Posteriormente, a partir de una
encuesta origen-destino realizada para la ciudad de Cali, obtenemos la red de movi-
lidad de Cali. Notando que, los pesos de salida tienen una distribucion mas o menos

homogénea, lo cual indica que las salidas desde los parches son bastante similares entre
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si. En cambio, los pesos de entrada varian mucho, mostrando que hay zonas de interés
comun a todas las comunas (centros comerciales, universidades, etc), mientras que otras
no presentan un flujo de visitas grande al ser zonas residenciales.

Realizamos las simulaciones numéricas para Cali, ajustando los parametros del mo-
delo de forma homogénea para todos los parches, analizando asi la influencia de la
movilidad de las personas en la propagacion de la enfermedad, concluyendo que la pro-
babilidad de desplazamiento de las personas afecta considerablemente la propagacién
de la enfermedad cuando la poblacién de humanos infectados no se desplaza entre los
parches, mientras que hay una leve influencia cuando los humanos infectados se despla-
zan con la misma probabilidad que los humanos sanos. Finalmente, hemos analizado
cual es el efecto de la inmunizacién parcial y total sobre la propagacién del Dengue
en la ciudad de Cali. Como resultados mas importantes hemos calculado cémo dife-
rentes grados de inmunizacién afectan la propagacion de la enfermedad y, asimismo,
hemos identificado aquellas comunas cuya inmunizacion contribuye significativamente

a disminuir el niumero de infecciones.

Trabajo futuro

Segun los enfoques de esta tesis, como trabajo futuro, nos proponemos analizar el
modelo presa-depredador considerando la influencia de los cambios de temperaturas
en Cali en los parametros entomologicos del vector. En la parte de control 6ptimo,
nos proponemos considerar los niveles iniciales del depredador como una variable de
control. En redes, precisar o mejorar las estimaciones de las diferentes probabilidades
de desplazamiento de las personas en Cali y determinar la proporciéon de mosquitos por
persona en cada uno de los parches para introducir mas heterogeneidad al modelo y
lograr una mejor aproximacién a la dindmica del dengue en Cali. Por tltimo, a partir del
modelo metapoblacional deducido y en conjunto con la metodologia de control 6ptimo
desarrollada, para el control de la poblacién del mosquito, nos proponemos determinar
estrategias de control que no sean homogéneas y asi contribuir a un mejor control y

vigilancia del dengue.
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Apéndice A
Desarrollo Numeérico

En el desarrollo de esta tesis doctoral, realizamos simulaciones numéricas, tanto
para resolver un problema de control 6ptimo como para analizar la dindmica del den-
gue en una poblacién heterogéneamente conectada. En el primero, usamos el software
especializado para resolver problemas de control éptimo no lineal, GPOPS II - Next
Generation Optimal Control Software Versién 2.0, ano 2014, el cual es un software
de plataforma MATLAB; Mientras que para el segundo, la validaciéon del modelo ma-
tematico desarrollado se llevo a cabo mediante simulaciones de un modelo basado en
agentes donde se tiene en cuenta uno a uno, tanto humanos como mosquitos. Estas
simulaciones y las del modelo matematico fueron programadas en C y realizadas en un
cluster de computacion que permitié la exploracion de los parametros epidemioldgicos
del modelo. En este apéndice, damos una breve descripcién del Software GPOPS II
e incluimos uno de los programas del modelo metapoblacional (el que tiene la misma

probabilidad de desplazamiento tanto de humanos sanos como de humanos infectados).

A.1. Paquete GPOPS II

Dado que las aplicaciones de control é6ptimo han aumentado en complejidad en los
ultimos anos, el tema de control éptimo ha pasado de la teoria a la computacién. En
particular, el control 6ptimo computacional se ha convertido en una ciencia en si misma,
resultando en una variedad de métodos numéricos e implementaciones de software.
La gran mayoria de las implementaciones de software de control 6ptimo involucran
la transcripcién directa de un problema de control éptimo de tiempo continuo a un

problema de programacion no lineal (PNL), y este tipo de problemas se resuelven
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utilizando paquetes comerciales y de dominio libre (véase una descripcién de dichos
paquetes en [77] junto con las referencias exactas).

Desde la década 1980, los métodos de colocacion directa se han hecho muy po-
pulares en la solucién numérica de problemas de control 6ptimo no lineales. En un
procedimiento de colocacién directa, el estado y el coestado del sistema de optimalidad
se discretizan en un conjunto de puntos elegidos apropiadamente en el intervalo de
tiempo. Dicho sistema, en tiempo continuo, luego se transforma en un problema PNL
de dimension finita. El problema PNL resultante se resuelve utilizando las subrutinas
destinadas para este fin (por ejemplo, las subrutinas SNOPT o IPOPT de MATLAB),
iniciando en las condiciones de frontera y luego ajustando las trayectorias de estado y
coestado (mediante aproximaciones polinomiales de un mismo grado maximo o splines)
dentro de cada subintervalo de particién para que ellas satisfagan la dinamica del sis-
tema. La convergencia de estos métodos se consigue mediante el aumento del nimero
de puntos de colocacién (afinamiento de la malla). Sin embargo, la convergencia no se
logra siempre, ya que cuando la distancia entre los nodos vecinos tiende al “epsilon de
la maquina”, el algoritmo numérico debe detenerse sin llegar atn a las trayectoria que
satisfacen la dindmica del sistema.

Por otro lado, existen métodos directos de colocacion ortogonal basada en la cua-
dratura Gaussiana. En estos métodos, las trayectorias se aproximan utilizando un poli-
nomio de Lagrange, donde los puntos de colocacién (o sea, los nodos de este polinomio)
se eligen para ser puntos asociados con la cuadratura de Gauss. Originalmente, se im-
plementaban métodos de colocaciéon de cuadratura gaussiana en el intervalo entero de
tiempo (el cual puede ser normalizado a [—1,1]). Por lo tanto, la convergencia de es-
tos métodos se lograba aumentando el nimero de nodos y el grado del polinomio de
aproximaciéon. Obviamente, la complejidad computacional crecia drasticamente con el
aumento de grado del polinomio de aproximacion. No obstante, para aquellos problemas
con valores en la frontera cuyas soluciones son suaves y no tienen cambios abruptos, los
métodos de colocacién basados en la cuadratura gaussiana no requieren muchos punto
de colocacién (nodos) y tienen una estructura simple, lo cual hace que estos métodos
convergen exponencialmente [20].

La combinacién de los dos enfoques anteriores se conoce como métodos de colocacion
ortogonal directa y también suele llamarse métodos pseudoespectrales de Gauss [41) [77,
74]. La seleccién particular de puntos de colocacién (nodos) da origen a diferentes
métodos pseudoespectrales.

Segin lo indicado en [41], existen tres tipos basicos de conjuntos de nodos para la
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colocacién ortogonal en un método pseudospectral:
» los puntos LG (de Legendre-Gauss),
» los puntos LGR (de Legendre-Gauss-Radau),
» los puntos LGL (de Legendre-Gauss-Lobatto).

Estos tres conjuntos de puntos se obtienen a partir de las raices de un polinomio de
Legendre y/o de las combinaciones lineales de un polinomio de Legendre con sus de-
rivadas. Todos estos conjuntos de puntos estan definidos en el dominio [—1, 1], pero
difieren significativamente entre si. El conjunto de los puntos LG no incluye los puntos
extremos, el conjunto de los puntos LGR incluye sélo uno de los puntos extremos y el
conjunto de los puntos LGL incluye ambos puntos finales; ademas, los puntos LGR son
asimétricos con respecto al origen.

Para cada tipo de conjuntos de colocacién (LG, LGR, LGL) fueron elaborados los

métodos pseudoespectrales correspondientes, a saber:
» conjunto LG = método pseudoespectral de Gauss [13];
» conjunto LGR = método pseudoespectral de Radau [51];
» conjunto LGL = método pseudoespectral de Legendre [32].

Estos tres métodos son métodos adaptativos tanto en el nimero de subintervalos de la
malla como en el grado del polinomio de aproximaciéon dentro de cada subintervalo. Por
lo tanto, permiten tomar ventaja de la convergencia exponencial de un método global
de cuadratura gaussiana en las regiones donde la solucion es suave e introducir nodos
adicionales solo en las regiones donde la solucién cambia rapidamente.

El paquete computacional GPOPS-IT implementa el método pseudoespectral de Ra-
dau aplicando de manera interna y automética un escalamiento del intervalo [0,77] a
[—1, 1] junto con un refinamiento adaptativo de su particién y permite variar el grado
de los polinomios de aproximacion, el niimero de subintervalos en la malla y el ancho de
cada subintervalo durante el proceso de ejecucién. También permite adicionar puntos de
colocacién en las regiones donde se necesita mas informacién acerca de las trayectorias
para asi capturar las caracteristicas claves de una solucion optima.

La principal ventaja del método pseudoespectral de Radau consiste en que este
método (a diferencia de otros métodos pseudoespectrales) permite utilizar las férmulas

exactas de las derivadas parciales de f(t, x(t), u(t)), g(t, z(t), u(t)) para calcular el
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gradiente y el Hessiano del Lagrangiano, asi como el Jacobiano de las restricciones, en
el problema PNL resultante de discretizacion. Esto contribuye significativamente en la
exactitud de los célculos y favorece la convergencia del algoritmo numérico [74].

La principal limitacion del paquete GPOPS-II consiste en que éste requiere la conti-
nuidad de las primeras y segundas derivadas del Hamiltoniano H (xz(t), u(t), A(t),t) con
respecto a todas sus variables. En particular, el modelo que trabajamos en esta tesis

cumple esta condicién.

A.2. Coédigos para la dinamica del degue en una po-

blacion heterogéneamente conectada

En esta Seccion, presentamos los cédigos méas importatntes desarrollados y usados en
el Capitulo |5} los cuales programamos en C. Primero, presentamos el codigo del modelo
metapoblacional con la misma probabilidad de desplazamiento tanto de humanos sanos
como de humanos infectados. Luego, el codigo desarrollado para la validacion de este

modelo, el cual denominamos simulacién de Monte Carlo.

A.2.1. Método para resolver el modelo metapoblacional con
la misma probabilidad de desplazamiento tanto de hu-

manos sanos como de humanos infectados

Este programa resuelve las ecuaciones dinamicas del modelo metapoblacional. Las
entradas son los parametros del modelo, la proporciéon de humanos y mosquitos infec-
tados inicialmente, la red de conexion de los parches, cdlcula para cada paso de tiempo
dentro de un horizonte la cantidad de humanos y mosquitos infectados para cada parche,
dando como salida la proporcién de humanos y mosquitos infectados en la poblacién.

#include <stdio.h>
#include <math.h>
#include <stdlib.h>
#define T 50000 // Tiempo total de iteraciones
#define N 23
#define kmax 23
/* Septiembre 2.015 este programa resuelve el problema metapoblacional

para diferentes walores de lambda con p wvariando y el mismo p para
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los infectados*/

int I, J, Kin[N+1], Cin[N+1] [kmax+1], Kout [N+1], Cout[N+1] [kmax+1],
int nodos, 1links, g, gg, ggg, tiempo;

double Sin[N+1], Sout[N+1], Win[N+1] [kmax+1], Wout[N+1] [kmax+1];
double rhoH[N+1],rhoM[N+1], rhoHnext[N+1], rhoMnext[N+1], RhoH, RhoM;
double lambdaH, lambdaM, mu, p, alpha, beta, gama[N+1], c[N+1];
double derivadaH[N+1], derivadaM[N+1], deltat, cantidad;

double deltap,deltalambda;

int Np,N1,Ip,Il;

main()

{ //Valores de Pardmetros para el modelo
lambdaH = 0.2499; // Probabilidad de infeccidn de un humano
lambdaM = 0.0834; // Probabilidad de infeccidon de un mosquito
mu = 0.1; // Tasa de Trecuperacion
p = 0.0; // Proporcién de movilidad
deltat = 0.01;
alpha = 0.300; // Factor de reescalamiento para mortalidad del wvector
beta = 1.; // Tasa de picadura
deltap = 0.1;
Np = 11;

FILE *fichl,*fich2,*fich3, =*Markov;
char filel1[40],file2[40],file3[40];

for(I=0;I<=N;I++)
{
Kin[I] = 0;
Kout[I] = 0;
gama[I]=0.;
c[I]=0.;
Sin[I]=0;
Sout [I]=0;
for(J=1;J<=kmax;J++)
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Cin[I] [J]=0;

Cout [I][J]=0;
Win[I][J]=0.;
Wout [I] [J]=0.;

fichl = fopen("NetComunasCali.txt","r");
fscanf (fichl,"%i %i \n",&nodos, &links);

// Calculando la conectividad
for(I=1;I<=links;I++)
{
fscanf (fichl,"%i %i %i\n", &g, &gg, &gge);
Kin[ggl++;
Kout [g] ++;
Sin(ggl += ggg;
Sout[g] += ggg;
Cout [g] [Kout [g]l I=gg;
Cin[ggl [Kin[ggll=g;

Wout [g] [Kout[gl] = ggg;
Win[ggl [Kin[ggl] = ggg;
}
fclose(fichl);
Markov = fopen("MarkovCaliComunaVariandoP.txt","w");

for (Ip=1;Ip<=Np;Ip++){
for(I=0;I<=N;I++){

gama[I]=0.;
c[I]=0.;
}
for(I=1;I<=N;I++){
gama[I]= 1.47; // Numero de mosquitos hembra por humanos
clI]=-1.;
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}

for(J=1;J<=Kin[I];J++){

g=Cin[I] [J];
c[I]+=Win[I] [J]/Sout[g];

for(I=1;I<=N;I++){

}

rhoH[I] = 0.10;
rhoM[I] = 0.10;

for (tiempo=1;tiempo<=T;tiempo++){

for(I=1; I<=N; I++){

//HOMBRES :

derivadaH[I] = lambdaH*beta*(1.-p)*(1.-rhoH[I])*gamal[I]*rhoM[I];
derivadaH[I]=derivadaH[I]/(1.+p*c[I]);
derivadaH[I]=derivadaH[I]-muxrhoH[I];

for(J=1; J<=Kout[I]; J++){
g = Cout[I][J];
cantidad=p*Wout [I] [J]*beta*lambdaH* (1.-rhoH[I])*rhoM[g]*gamalg] ;
cantidad=cantidad/ ((double)Sout[I]);
cantidad=cantidad/(1.+p*clgl);
derivadaH[I] +=cantidad;
¥
//MOSQUITOS
derivadaM[I] =lambdaM*betax*(1.-p)*(1.-rhoM[I])*rhoH[I];
derivadaM[I]=derivadaM[I]/(1.+p*c[I]);
derivadaM[I]=derivadaM[I]-alpha*mu*rhoM[I];

for(J=1; J<=Kin[I]; J++){
g = Cin[I][J];
cantidad=p*(double)Win[I] [J]*beta*lambdaM+*(1.-rhoM[I])*rhoH[g] ;
cantidad=cantidad/ (double)Sout [g] ;
cantidad=cantidad/(1.+p*c[I]);

derivadaM[I] +=cantidad;
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rhoHnext [I]
rhoMnext [I]

rhoH[I] + deltat*derivadaH[I];
rhoM[I] + deltat*derivadaM[I];

}

// Actualizacion

for(I=1;I<=N;I++){

rhoH[I] = rhoHnext[I];
rhoM[I] = rhoMnext[I];
h
¥
RhoM=0. ;
RhoH=0. ;

for(I=1;I<=N;I++){
RhoH+=rhoH[I];
RhoM+=rhoM[I];

RhoM=RhoM/ (double)N;
RhoH=RhoH/ (double)N;

fprintf (Markov," %1f %1lf %1f\n", p, RhoH, RhoM);
p=ptdeltap;

}

fclose(Markov) ;

A.2.2. Validacion del Modelo usando el método de Monte Car-

lo

Este programa simula explicitamente tanto los desplazamientos de los individuos a
través de la red como los contactos entre ellos y los vectores de cada parche de la red,
en un horizonte de tiempo. Las entradas son los parametros del modelo y la propor-
cicion de humanos y mosquitos infectados inicialmente. Las salidas son la proporcion

de humanos infectados y mosquitos infectados en toda la poblacion. Para cada evento
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del sistema (infectarse, recuperarse, desplazarse, etc), identificamos aquellas variables
cuyo comportamiento aleatorio determina el comportamiento global del sistema. Una
vez identificadas dichas variables aleatorias, usando el método de Monte Carlo gene-
ramos una muestra aleatoria (valores concretos) para dichas variables, y analizamos el
comportamiento del sistema segin los valores generados.

#include <stdio.h>
#include <math.h>
#include <stdlib.h>

#define T 2000

#define Tmed 1000

#define N 50 // Cantidad de parches

#define n 50000 // Cantidad de Humanos

#define B 1000 // Cantidad de bolitas en cada nodo
#define m 1000 // Cantidad de mosquitos en cada nodo
#define Nr 1 // Numero de realizaciones

#define kmax 100

#define NormRANu ((float) (0.5%4.656612595521636e-10))
#define NormRANu2 ((float) (0.5%4.656612595521636e-10))

unsigned int irr([256];
unsigned int irl;

unsigned char ind.ran,igl,ig2,ig3;

int I, J, i, j, k, 1, g, gg,I1,Ir, 1links;

int K[N+1], CI[N+1] [kmax+1];

int nH[N+1], aM[N+1], vis[N+1];

int Tagln+1l], homel[n+1];

int infH[n+1], infHnext[n+1];

int M[N+1] [m+1], Mnext[N+1] [m+1];

double InfmedH,InfmedM, infmedH,infmedM;

double tiempo;

double beta, 1lambdaH, lambdaM, mu, alfa, p, deltal;

double pinf, lambdaeff, prob, picaduras, r;
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int NI1;

void ini ran(int SEMILLA)
{
int INI,FACT,SUM,i;
srand (SEMILLA) ;
INI=SEMILLA,;
FACT=67397;
SUM=7364893;

for(i=0;1i<256;i++)
{
INI=(INI*FACT+SUM) ;
irr[i]=INI;
}
ind_ran=igl=ig2=ig3=0;
}
/* Esta funcion produce un numero aleatorio entre 0 y 1 */
void Random()
{
//float r;
igl=ind_ran-24;
ig2=ind_ran-55;
ig3=ind_ran-61;
irr[ind ran]=irr[igl]+irr[ig2];
irl=(irr[ind_ran] "irr[ig3]);
ind_ran++;
r=ir1*NormRANu;

}

int main()
{
ini_ran(1);
char file1[200], file2[200];
FILE *fichl, *fich2;
lambdaH=0.1;
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lambdaM=1ambdaH;

deltal=0.02;

N1=20;

beta=1.0;

mu=0.2;

alfa=1.;

p =0.50; //Probabilidad de Salto
pinf=0.3;

sprintf(file2, "Montecarlo- %dSF-7%.41f.txt" ,N,p);
fich2 = fopen(file2,"w");

for (I=0;I<=N;I++)

{
K[I]=0;
for (J=0;J<=kmax; J++)
{c[1]1[J]1=0;}

}

//Leyendo la red
sprintf(filel,"SF%d.txt" ,N);
fichl = fopen(filel,"r");
fscanf(fichl,"%i %i \n",&g, &links);

for(I=1;I<=links;I++)

{
fscanf(fichl,"%i %i\n", &g, &gg);
Klgl++;
Klggl++;
Clgl [K[gll=gg;
Clggl [Klggll=g;
¥
fclose(fichl);
//BUCLES
for(I1l=1;I1<=N1;I1++)
{
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lambdaM=1ambdaH;

InfmedH=0;

InfmedM=0;

for(Ir=1;Ir<=Nr;Ir++)

{
//Infecto algunos individuos
for(I=1;I<=N;I++)

{
for(J=1;J<=B;J++)
{
Random() ;
if (r<=pinf)
{
infH[(I-1)*B+J]=1;
}
else
{
infH[(I-1)*B+J]=0;
}
}
for(J=1;J<=m;J++)
{M[1][J]=0;}
}

//Asigno la casa
for(I=1;I<=N;I++)
{

for(J=1;J<=B;J++)

{

home [ (I-1)*B+J]=I;

}

//Dinamica
infmedH=0;
infmedM=0;

for(tiempo=1;tiempo<=T;tiempo++)
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for(I=1;I<=N;I++)

{
nM[I]=0;
nH[I]=0;
vis[I]=0;
}

//Muevo a los individuos
for(I=1;I<=N;I++)
{
for(J=1;J<=B;J++)
{
Random() ;
if (r<p)
{
Random() ;
r=r*(double)K[I];
g=r;
g++;
ge=C[I] [g];
Tag[(I-1)*B+J]=gg;
if (infH[(I-1)*B+J]==1)
{nH[ggl++;}
vis[ggl++;

else

Tag[(I-1)*B+J]=home[(I-1)*B+J];
if (infH[(I-1)*B+J]==1)
{nH[I]++;}

vis[I]++;

}

//Infecto y recupero a los Mosquitos
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for(I=1;I<=N;I++)

{
lambdaeff=(double)nH[I]/(double)vis[I];
lambdaeff=1ambdaM*lambdaeff;

prob=pow((1.-lambdaeff) ,beta);
prob=1.-prob;
//prob=beta*lambdaeff;
for(J=1;J<=m; J++)
{
if (M[I] [J]==0)
{
Random() ;
if (r<prob)
{Mnext [I] [J]=1;}
else
{Mnext [I] [J]=0;}
¥
else
{
nM[I]++;
Random() ;
if (r<=(alfa*mu))
{
Mnext [I] [J]=0;
}
else
{Mnext [I] [J]=1;}
}
¥
¥

//Infecto y recupero a los Humanos

for(I=1;I<=N;I++)
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for(J=1;J<=B;J++)
{
if (infH[(I-1)*B+J]==0)
{
g=Tag[(I-1)*B+J];
lambdaeff=(double)nM[g]/(double)m;
lambdaeff=1lambdaH*1lambdaeff;
picaduras=betax*(double)m/(double)vis[g];
prob=pow ((1.-lambdaeff) ,picaduras);
prob=1.-prob;
//prob=picaduras*lambdaeff;
Random() ;
if (r<prob)
{infHnext [(I-1)*B+J]=1;}
else
{infHnext [(I-1)*B+J]=0;}

else

Random() ;

if (r<mu)

{infHnext [(I-1)*B+J]=0;}
else

{infHnext [(I-1)*B+J]=1;}

}

//ACTUALIZO

for(I=1;I<=N;I++)

{

for (J=1;J<=B;J++)

{

infH[(I-1)*B+J]=infHnext [(I-1)*B+J];
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}
for(J=1;J<=m; J++)
{M[I] [J]=Mnext [I][J];}

}
if (tiempo>Tmed)
{
for(I=1;I<=N;I++)
{
for(J=1;J<=B;J++)
{
if (infH[(I-1)*B+J]==1)
{
infmedH++;
}
}
for(J=1;J<=m;J++)
{
if (M[I] [J]==1)
{
infmedM++;
}
}
}
}

} //FIN PASO DE TIEMPO
infmedH=infmedH/ ((double)T-(double) Tmed) ;
infmedM=infmedM/ ((double)T- (double) Tmed) ;
InfmedH+=infmedH;
InfmedM+=infmedM;

}//FIN REALIZACIONES

InfmedH=InfmedH/ (double)Nr;

InfmedM=InfmedM/ (double)Nr;
fprintf (fich2," %1f %1f J1f\n",lambdaH,InfmedH/(double)n,
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InfmedM/ ((double)m* (double)N)) ;
lambdaH= lambdaH +deltal;
}//FIN LAMBDAS
fclose(fich2);
}//FIN
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