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Índice general

1. Introducción 1

2. Preliminares 4

2.1. Dengue . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4
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Índice de figuras

1.1. Casos de dengue reportados por la Secretaria de Salud Pública del Mu-

nicipio de Cali, Colombia, durante 2001-2014. . . . . . . . . . . . . . . 3

2.1. Mosquito Aedes aegypti adulto2. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7

2.2. Ciclo de vida del Aedes aegypti, mosquito transmisor del Dengue3. . . 8

2.3. Análisis cualitativo para el modelo 2.2. (a) R0 < 1. (b) R0 > 1. . . . . 14
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(mq,ma) ; el área sombreada también representa la variedad estable Ωm. 28

3.2. Valores absolutos de los ı́ndices de sensibilidad Υν , Υδq y Υϕ = ΥKx

como funciones del producto ϕKx para la temperatura promedio en la

estación cálida (T=23.9°C) de Cali, Colombia (ver Tabla 3.6). . . . . . 39

3.3. Temperaturas promedio en Cali, Colombia durante 2013; recurso:

http://www.weatherspark.com . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42

3.4. (a) Curvas de nivel de Q0(ϕ,Kx) para T =23.9°C; (b) Q0(ϕ,Kx) como

una función real del producto ϕKx. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44

5
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2.1. Parámetros del modelo 2.1. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12
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Resumen

En esta tesis, presentamos estrategias para el control del dengue desde tres enfoques: pri-

mero, epidemiológico, realizando el análisis cualitativo de un modelo presa-depredador

donde establecemos condiciones sobre las caracteŕısticas biológicas del depredador de

los estadios inmaduros del mosquito para el control de éste. Segundo, al modelo presa-

depredador le introducimos los controles qúımicos (larvicida e insecticida) sobre los

estadios (inmaduro y maduro) y usando la teoŕıa de control óptimo determinamos la

mejor forma de usar estos controles para lograr los objetivos preestablecidos. Además,

desarrollamos una metodoloǵıa para determinar la “mejor” combinación de diferentes

tipos de controles según costo-efecto. Por último, desde el enfoque de redes, realizamos

la deducción de un modelo metapoblacional para la dinámica del dengue en una pobla-

ción heterogéneamente conectada, con lo cual analizamos la influencia de la movilidad

de las personas sobre la propagación del dengue.



Caṕıtulo 1

Introducción

Las enfermedades transmitidas por vectores (tales como malaria, dengue, leishma-

niasis, fiebre amarilla, chincunguña, zika) son patoloǵıas de alto poder epidémico que se

consideran endémicas en una gran parte del territorio nacional localizada por debajo de

los 1.800 metros sobre el nivel del mar [94]. Las estad́ısticas de los últimos años registran

un incremento en la incidencia de dichas enfermedades, que se atribuye a los cambios

climáticos y a la adquisición de resistencia contra algunos insecticidas por parte de los

vectores. En efecto, la extensa expansión de vectores transmisores de enfermedades en

el páıs constituye un problema de carácter global y su vigilancia, prevención y control

se consideran de primordial importancia para las entidades de salud pública a nivel

Nacional, Departamental y Municipal.

En ausencia de una vacuna para esta enfermedad (ver, e.g. [47]), la intervención

más efectiva para reducir las infecciones de dengue consiste en disminuir la población

del mosquito a través del uso de insecticidas y larvicidas. Este método se ha usado

rutinariamente sobre todo Colombia por más de cinco décadas [87].

En ese sentido, uno de los problemas de mayor importancia en la epidemioloǵıa

consiste en determinar estrategias adecuadas de control integrado sobre la propagación

del vector y, para ello, resulta ser de gran valor el aporte que los modelos matemáticos

pueden hacer a la comprensión y análisis de la problemática. Los modelos matemáticos

se pueden subdividir en tres tipos:

Modelos que representan la transmisión de la enfermedad en la población humana,

dividiendo la población en sanos, expuestos, infectados, recuperados, entre otros;

algunos de estos se conocen como modelos SIR, SIS, SEIR [16, 21, 24].

Modelos que únicamente consideran el ciclo de vida del vector [6, 31, 60, 101].
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Modelos que representan la transmisión de la enfermedad considerando tanto

la población humana como la población del vector; entre estos modelos está el

modelo de Ross-Macdonald [12, 19, 37, 88].

Por otro lado, las estrategias de control para este tipo de enfermedades se pueden

subdividir en cinco grupos:

Control qúımico (uso de insecticidas y/o larvicidas, etc.);

Control biológico (uso de toxoides, modificación genética en los mosquitos, utili-

zación de enemigos naturales de los mosquitos tales como plantas depredadoras,

peces, ranas, Wolbachia, etc.);

Control médico (vacunación, cuarentena, aislamiento de personas infectadas, etc.);

Control educativo (campañas de prevención dirigidas a la protección de la vivienda

y del entorno, educación sanitaria, uso de repelentes, entre otros).

Control electro-mecánico (trampas, lámparas eléctricas mata mosquito, etc.).

Además, existen métodos que permiten determinar y/o evaluar estrategias de control

integrado. En este trabajo, nos enfocaremos en las teoŕıas de control óptimo y de redes;

la primera alternativa tiene como fin optimizar, por ejemplo, la distribución de recursos

disponibles para inversión en las medidas de prevención teniendo en cuenta la dinámica

de la enfermedad y/o la dinámica poblacional del vector, y aśı lograr el mejor efecto de

dichas medidas, a mediano y largo plazo [19, 48, 56]. Para mejorar el modelado y ajus-

tar las estrategias de control, aplicamos la teoŕıa de redes que consiste en abandonar

parcialmente la hipótesis de población bien mezclada, asumida impĺıcitamente en algu-

nos modelos al considerar que la probabilidad de interacción entre vector e individuos

es homogénea [14, 28, 73].

En los últimos reportes de los organismos de salud pública [1], las estad́ısticas mues-

tran niveles epidémicos altos de dengue en la ciudad de Cali y en el Departamento del

Valle (ver Figura 1.1), evidenciando que las poĺıticas de prevención para este tipo de en-

fermedades que han incorporado estrategias de control y seguimientos a mediano y largo

plazo no han dado los resultados deseados. Por lo tanto, en este trabajo nos proponemos

analizar, modificar y adaptar el modelo planteado en [60] para estudiar, caracterizar y

determinar estrategias de control del vector del dengue sujetas a la perturbación que

causa el movimiento de las personas en el área urbana de Cali.
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Figura 1.1: Casos de dengue reportados por la Secretaria de Salud Pública del Municipio
de Cali, Colombia, durante 2001-2014.

En el Caṕıtulo 2, presentamos el marco teórico sobre el cual está cimentado este

trabajo de investigación. En el Caṕıtulo 3, hacemos la descripción y algunos ajustes al

modelo presa-depredador planteado en [60]; además, calculamos el umbral de crecimien-

to del mosquito con y sin depredación, realizamos un análisis cualitativo del sistema, y

presentamos simulaciones numéricas del modelo considerando el ajuste de los paráme-

tros entomológicos del sistema para la ciudad de Cali. En el Caṕıtulo 4, planteamos y

resolvemos un problema de control óptimo, donde el objetivo es minimizar la población

de mosquitos y el costo generado por los controles y el depredador, sujeto a la dinámi-

ca poblacional descrita por el modelo presa-depredador. Finalmente, en el Caṕıtulo 5,

abandonamos la hipótesis de población bien mezclada, asumida impĺıcitamente en los

anteriores caṕıtulos; esta hipótesis, cuando el problema se aplica a una población par-

ticular, como en el caso de esta tesis doctoral a la ciudad de Cali, se debe desechar

para incorporar la estructura real de interacciones entre los agentes involucrados en el

proceso. En nuestro caso, describimos la dinámica de contagios dentro de un marco

metapoblacional, donde los agentes (personas y mosquitos) interactúan dentro de los

nodos (áreas urbanas) de una red, mientras que los enlaces (pesados) entre los nodos

representan los flujos de personas entre áreas de la ciudad. Caracterizamos la red de

movilidad para la ciudad de Cali y, de acuerdo a esta red, presentamos la evolución

del dengue para la ciudad de Cali según la fuerza de infección y la probabilidad de

movilidad de las personas.
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Caṕıtulo 2

Preliminares

Iniciamos esta tesis planteando el marco teórico sobre el cual está cimentada; pri-

mero, damos una breve descripción sobre la enfermedad del Dengue exponiendo una

reseña histórica y las caracteŕısticas de su vector. Segundo, presentamos un resumen

general sobre los modelos epidemiológicos describiendo parte del análisis cualitativo de

estos y de la estimación de parámetros. Luego, presentamos lo fundamental de la teoŕıa

de control óptimo necesaria para parte del desarrollo de esta tesis. Por último, presen-

tamos la parte fundamental de la teoŕıa de redes en la cual está enfocada la parte final

de la tesis.

2.1. Dengue

El dengue es una enfermedad causada por un virus del género flavivirus del cual

son ampliamente conocidos cuatro serotipos1 y es transmitida por la picadura de los

mosquitos infectados (solo hembras), principalmente de la especie Aedes aegypti, especie

de mosquito invasivo que ha colonizado las regiones tropicales y subtropicales del mundo

donde esta especie es bastante responsable de la propagación de algunas enfermedades

transmitidas por vectores [18]. Para que la transmisión se produzca, la hembra debe

picar a un humano infectado durante la fase de viremia de la enfermedad que inicia

dos d́ıas antes del inicio de la fiebre y dura de 4 a 5 d́ıas después de la aparición de

la misma. El peŕıodo de incubación en el mosquito hembra tiene una duración de 8 a

12 d́ıas y ella permanece infectada por el resto de su vida. Luego pica a otra persona,

la cual podŕıa adquirir el virus y se convierte en infeccioso de 3 a 14 d́ıas después. La

1Recientemente, se ha mencionado la existencia de un 5° serotipo [92].
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enfermedad no se transmite de persona a persona (sin mosquito no hay dengue). Los

śıntomas más comunes causados por la infección son fiebre, dolor de cabeza (cefalea),

dolor intenso en las articulaciones (artralgia) y músculos (mialgia), inflamación de los

ganglios linfáticos y erupciones puntiformes en la piel de color rojo brillante (petequias),

que suelen aparecer en las extremidades inferiores y el tórax de los pacientes, desde

donde se extiende a la mayor parte del cuerpo [59]. En ocasiones, la infección evoluciona

hasta convertirse en un cuadro potencialmente mortal, llamado dengue grave o dengue

hemorrágico. Es una infección geográficamente muy extendida que se presenta en todas

las regiones tropicales y subtropicales del planeta [71].

La prevención y el control del dengue dependen exclusivamente de las medidas

eficaces contra el vector transmisor, puesto que se carece de vacuna como método de

control [47], lo cual ha llevado a que los esfuerzos de las instituciones de salud se orienten

al control del mosquito Aedes aegypti, donde la intervención más eficaz para disminuir

las infecciones de dengue consiste en la reducción de la población de mosquitos a través

del uso de insecticidas y larvicidas. Este método se ha empleado de forma rutinaria en

toda Colombia desde hace más de cinco décadas, con resultados parciales [87]. Incluso,

como el vector se ha venido extendiendo a regiones donde antes no teńıa presencia,

principalmente debido a los cambios climáticos y a la adquisición de resistencia contra

algunos insecticidas aplicados durante un tiempo considerable [5, 39, 67, 89, 101], esta

enfermedad es de dif́ıcil control y, por lo tanto, de gran impacto en la salud pública a

nivel mundial. Por consiguiente, es importante determinar la mejor forma de llevar a

cabo un control integrado.

2.1.1. Reseña histórica del dengue

La primera referencia de un caso de dengue aparece en una enciclopedia médica

china publicada en la dinast́ıa Jin (265–420) que describe una especie de “agua enve-

nenada” asociada a insectos voladores, que tras su picadura provocaban unas fiebres

muy elevadas. Entre los siglos XV y XIX, debido al desarrollo de la marina mercante y

a la migración de personas, el dengue se expandió fuera de África, especialmente en los

siglos XVIII y XIX, donde el crecimiento y la urbanización de las ciudades portuarias

crearon condiciones ideales para el hábitat del mosquito vector. El primer reporte de un

caso definitivo de dengue data de 1779 y es atribuido a Benjamı́n Rush, quien denomina

“fiebre rompehuesos” a los śıntomas de mialgia y artralgia. En 1906, fue confirmado que

los vectores del dengue son los mosquitos del género Aedes, y la especie más importante
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en la transmisión es Aedes aegypti , el cual es el principal vector de la enfermedad en el

hemisferio occidental. Otro vector de importancia epidemiológica es Aedes albopictus ,

que es el vector que mantiene la enfermedad en Asia y ha sido introducido en América

difundiéndose en varios páıses, con una gran distribución en Brasil.

Durante y posteriormente a la Segunda Guerra Mundial, se acentuó la expansión del

dengue siendo atribuida a la disrupción ecológica. Igualmente, diferentes serotipos del

virus (DENV) se extendieron a nuevas áreas geográficas, conllevando a que el dengue

fuera una enfermedad emergente y preocupante en nuestro tiempo, debido a las nuevas

formas mortales de fiebre hemorrágica. Estas formas severas de la enfermedad, por

primera vez, fueron reportadas en Filipinas en 1953. En los setenta, el dengue se hab́ıa

convertido en la mayor causa de mortalidad infantil en el Paćıfico y parte de América, y

S. B. Halstead sugiere que el dengue grave o hemorrágico es más probable que ocurra en

pacientes que presentan infecciones secundarias por serotipos diferentes a la infección

primaria [46]. En ese sentido, en 1981, en América Central y Sudamérica, se conocen

las primeras referencias de fiebre hemorrágica y el shock por dengue, en personas que

hab́ıan contráıdo el serotipo DENV-2, y que ya hab́ıan tenido contacto con el serotipo

DENV-1.

En los últimos años, la transmisión del dengue ha aumentado de manera predomi-

nante en zonas urbanas y semiurbanas, y se ha convertido en un importante problema

de salud pública, hasta el punto que, en la actualidad, más de la mitad de la población

mundial está en riesgo de contraer la enfermedad. A principios de los años 2000, el

dengue se volvió la segunda enfermedad más común de las transmitidas por mosquitos,

y que afectan a los seres humanos, después de la malaria. La Organización Mundial de

la Salud (OMS) estima que el número de afectados por dengue se encuentra entre los

50 y los 100 millones de personas cada año, con un total de medio millón que nece-

sitan atención hospitalaria por presentar una forma severa de la enfermedad, con una

mortalidad del 2.5 %.

Durante los años 2000, en Sudamérica se ha registrado el más dramático incremento

de la incidencia del dengue, especialmente en Brasil, Colombia, Ecuador, Paraguay,

Perú y Venezuela [30]. Actualmente, en este último páıs, se produce aproximadamente

el 70 % de todos los casos de América, mientras que Colombia es donde se ha registrado

el mayor número de casos de dengue hemorrágico y de casos fatales, en los últimos años.

En Chile, sólo existe el principal mosquito vector en Isla de Pascua y todos los casos

reportados de dengue, en ese páıs desde 2004, han resultado infectados fuera del mismo.

En la ciudad de Cali, Colombia, hasta la semana 42 de 2015 se reportaron 11.953 casos
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de dengue, de los cuales 43 corresponden a dengue grave y 12 muertes [3].

2.1.2. Caracteŕısticas del vector del dengue

Los mosquitos son artrópodos de clase Insecta, orden Dı́ptera, familia Culicidae,

subfamilia Culicinae, géneros Aedes , Culex y Anopheles y las especies más importan-

tes, del género Aedes, que trasmiten el dengue son Aedes (Stegomyia) aegypti y Aedes

(Stegomyia) albopictus . El ciclo de vida de estos últimos está dividido en dos estadios:

inmaduro, dado por huevos, larvas y pupas, y maduro, dado por el mosquito adulto.

Los ciclos de vida de estos mosquitos presentan algunas diferencias que permiten dis-

tinguirlos. Por ejemplo, los huevos de Aedes y Culex, transmisores del virus del Nilo

Occidental, encefalitis virales, filariasis y malaria aviar, no presentan los flotadores ca-

racteŕısticos de la subfamilia Anophelinae, transmisores de la malaria. Los de Aedes

son depositados individualmente con una estructura poligonal y los de Culex en gru-

pos flotantes. Las larvas de Aedes se caracterizan por tener un sifón respiratorio corto,

cuelgan con la cabeza hacia abajo perpendicular a la superficie del agua y no paralelas

como las de anofelinos. Las pupas de Aedes se caracterizan por trompetillas medianas

en bisel, mientras que las trompetillas de los Anopheles son cortas y las de Culex largas,

ciĺındricas, estrechas. Los mosquitos Aedes y Culex se posan paralelo a la superficie y

el Anopheles se dispone perpendicular formando ángulos de 40° a 90° respecto al plano

de apoyo [4].

Figura 2.1: Mosquito Aedes aegypti adulto2.

El principal vector del dengue, Aedes aegypti , tiene un dorso con bandas de color

2Tomada de Internet: http://newsinfo.inquirer.net/372071/dost-launches-online-dengue-alert-
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plateado o amarillo blanquecino sobre fondo oscuro, y un dibujo caracteŕıstico en forma

de lira en el dorso del tórax. Las patas están bandeadas y el último artejo de las patas

posteriores es blanco. El abdomen de la hembra tiende a ser puntiagudo (véase Figura

2.1).

Figura 2.2: Ciclo de vida del Aedes aegypti, mosquito transmisor del Dengue3.

El Aedes aegypti es un mosquito urbano, ya que vive cerca de la gente, en lugares

sombreados y frescos, como el interior de las casas. Se caracteriza por una fuerte antro-

pofilia y alimentación diurna, por lo general en dos momentos, uno en la mañana y otro

en la tarde [22]. La hembra pone sus huevos en las paredes ŕıgidas de los recipientes con

agua, donde pueden permanecer varios meses hasta que el agua que los moje tenga la

temperatura adecuada para que comiencen su desarrollo y se conviertan en larvas. El

estado de larva dura de 7 a 9 d́ıas a 25°C. Luego, las larvas pasan al estado de pupas, que

dura de 2 a 3 d́ıas en la misma temperatura. Tanto las larvas como las pupas prefieren

agua limpia en diferentes tipos de contenedores artificiales (tanques, aljibes, neumáti-

cos, jarrones, botellas, etc) y, ocasionalmente, usan hábitat naturales, tales como las

bromelias y los huecos de arboles. Las pupas finalmente se transforman en mosquitos

adultos, los cuales viven alrededor de un mes [46]. En la Figura 2.2, se observa el ciclo

de vida del Aedes aegypti [96]. Todo este proceso tiene variaciones temporales y de

eficiencia que depende de la temperatura del medio ambiente [6, 84, 95, 101].

Entre los depredadores naturales de los estadios inmaduros del Aedes aegypti, te-

nemos especies de copépodos como Mesocyclops aspericornis, Mesocyclops thermocy-

clopoides y Macrocyclops albidus ; peces de las especies Carassius auratus, Gambussia

system-ahead-of-rains
3Esta figura se incluye con el permiso de su autora Gina Mikel©, propietaria de la colección de la

página http://scientificillustrator.com/; T́ıtulo de la figura: Mosquito life cycle, creada en 2006; URL:
http://www.scientificillustrator.com/illustration/insect/mosquito-life-cycle.html; Visualizada en abril
8, 2015.
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affinis, Tilapia y Poecilia reticulata; coleópteros como Acilius sulcatus ; y decápodos co-

mo Macrobrachium borellii y Palaemonetes argentinus ; Toxorhynchites y Protozoarios,

[80, 81].

Estudios de especies de copépodos como Mesocyclops, Macrocyclops, Megacyclops y

Acanthocyclops muestran que son depredadores, particularmente, eficaces, en la depre-

dación de larvas de Aedes, debido a su amplia dieta, que consiste en algas, protozoos,

rot́ıferos, y la mayoŕıa de los animales acuáticos hasta su propio tamaño; además, su

dieta no depende exclusivamente del consumo de las larvas de mosquitos. Varias espe-

cies de Mesocyclops, Macrocyclops, Megacyclops y Acanthocyclops se han probado en

el campo, en una variedad de hábitats de cŕıa de Aedes en el Paćıfico, las Américas y

Asia, incluyendo pozos, depósitos de agua (tanques y tarros de cerámica, neumáticos

desechados, etc) ayudando al control de los estadios inmaduros del vector del dengue

[54, 66, 93]. Otros depredadores, que han sido poco estudiados para el control biológico

del mosquito, son algunos renacuajos como Polypedates, Bufo, Ramanella, Euphlyctis y

Hoplobatrachus, los cuales juegan un papel vital en el ciclo de vida del mosquito, debido

que estos son depredadores de los huevos de los mosquitos. Esto es de suma importancia

dado que los huevos del mosquito con su capacidad para soportar largos peŕıodos de

seqúıa, son elementos primordiales que determinan la densidad del vector con el inicio

del periodo de lluvias [15, 42, 44]. Entre otros, en la ciudad de Cali, se ha evaluado el

uso de una mezcla entre el Bacillus thuringiensis y Bacillus sphaericus para el control

de las formas inmaduras del Aedes aegypti [42].

2.2. Modelos epidemiológicos

Como se hab́ıa mencionado en la Sección 1, uno de los problemas de mayor im-

portancia en la epidemioloǵıa consiste en determinar estrategias adecuadas de control

sobre la propagación del vector y, para ello, resulta ser de gran valor el aporte que los

modelos matemáticos pueden hacer a la comprensión de la problemática. Los modelos

matemáticos se pueden subdividir en tres tipos:

1. Modelos que representan la transmisión de la enfermedad en la población humana.

Estos modelos dividen la población humana en susceptibles, expuestos, infecta-

dos, recuperados, entre otros; algunos de estos son conocidos como modelos SIR,

SIS, SEIR [12, 16, 21, 50]. Los modelos SIR fueron originalmente trabajados por

Kermack-Mckendrick (1927) para representar la transmisión de una enfermedad,
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donde se considera la existencia de individuos Susceptibles, Infectados y Recupe-

rados. Es decir, el modelo SIR considera una enfermedad que se desarrolla a lo

largo del tiempo y únicamente tiene en cuenta tres clases de individuos:

S representa a los individuos susceptibles, es decir, aquellos que pueden

resultar infectados al entrar en contacto con la enfermedad.

I representa a los individuos infectados y por lo tanto en condiciones de

transmitir la enfermedad a los del grupo S.

R representa a los individuos recobrados de la enfermedad, y que ya no están

en condiciones ni de enfermar nuevamente ni de transmitir la enfermedad a

otros.

El flujo de transiciones de un grupo a otro se da como sigue:

S
β // I

γ // R

Dada una población fija N = S(t) + I(t) +R(t), las siguientes ecuaciones diferen-

ciales describen un modelo SIR

dS

dt
= −βSI

dI

dt
= βSI − γI

dR

dt
= γI

donde β es la tasa de contagios (probabilidad de que una persona enferme al estar

en contacto con un infectado),
1

γ
es el tiempo promedio de infección (para un solo

individuo) y los contactos entre estos individuos está dado por ley de acción de

masas [16].

En este caso, este modelo SIR no contempla los nacimientos ni las muertes. Otros

modelos SIR son ampliados considerando nacimientos a lo largo del tiempo t

de modo que hay una constante de renovación de individuos susceptibles a la

enfermedad y del mismo modo, algunos individuos mueren: bien por la enfermedad

o de manera natural. A su vez, este modelo puede ser modificado considerando la

población de expuestos o latentes, E(t), que representa los individuos infectados

que aún no tienen la capacidad de transmitir la enfermedad, donde el sistema de
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ecuaciones diferenciales es

dS

dt
= B − βSI − µS

dE

dt
= βSI − (ε+ µ)E

dI

dt
= (γ + µ)I

dR

dt
= γI − µR.

y por lo tanto, estaŕıamos hablando de un modelo SEIR, donde B es la tasa de

reclutamiento, 1
ε

es el tiempo promedio de desarrollo de la infección denominado

tiempo de latencia, 1
µ

es el tiempo promedio de vida y β, γ definidos en el modelo

SIR. Aśı mismo, dependiendo de la enfermedad o de los intereses de estudio, se

pueden incluir otras modificaciones a estos modelos.

2. Modelos que representan el ciclo de vida del vector.

En la mayoŕıa de estos modelos, se analiza la dinámica poblacional del vector

considerando su ciclo biológico [6, 101] y en algunos casos, contemplan el efecto

que tienen sobre la dinámica poblacional del vector los controles qúımicos y/o

biológicos y/o sociales para el vector [31, 43, 60, 80, 81].

Como un ejemplo de estos modelos, presentamos el planteado en [60], donde

analizan la dinámica poblacional del Aedes aegypti en presencia de un depredador

del estadio inmaduro del mosquito considerando diferentes estrategias de control

qúımico y/o biológico. El modelo propuesto es el siguiente

dx

dt
= ωy − (π + α)x,

dy

dt
= φx

(
1− y

Ky

)
− (ω + δ)y − βzy

η + y
, (2.1)

dz

dt
= ρz

(
1− z

Kz

)
,

donde x es el número promedio de mosquitos adultos sin resistencia, y es el número

promedio de estadios inmaduros (huevos, larvas y pupas), z es el número promedio

de depredadores de estadios inmaduros, α y β los controles qúımicos y biológicos

respectivamente y los parámetros del modelo están especificados en la Tabla 2.1.

En este modelo, se considera toda la población del mosquito Aedes aegypti , se
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asume que todos los huevos eclosionan y que el incremento del depredador por

depredación es despreciable para la dinámica del depredador.

ω: Tasa de desarrollo de los estadios inmaduros a mosquitos maduros,
π: Tasa de mortalidad natural del estadio maduro,
φ: Tasa intŕınseca de ovoposición,
Ky: Capacidad de carga de estadio inmaduro,
δ: Tasa de mortalidad natural del estadio inmaduro,
β: Tasa de depredación,
ρ: Tasa de incremento del depredador,
Kz: Capacidad de carga del depredador.

Tabla 2.1: Parámetros del modelo 2.1.

3. Modelos que representan la interacción entre la población humana y la población

del vector.

El más simple de los modelos, en el cual se consideran las poblaciones de humanos

y vectores, está basado en los trabajos de Ross [82] y Macdonald [58], el cual

incorpora las mayores caracteŕısticas de la transmisión por vectores. El modelo

básico consiste en dos ecuaciones que describen los cambios en la proporción de

humanos infectados, y, y la proporción de mosquitos infectados, ŷ.

dy

dt
= abmŷ(1− y)− γy, (2.2a)

dŷ

dt
= acy(1− ŷ)− µŷ, (2.2b)

donde m = N̂/N define el número de mosquitos hembra por humano, puesto que

N es el tamaño de la población de humanos y N̂ es el tamaño de la población de

mosquitos hembra, a es la tasa de picadura sobre un humano de un mosquito, b

es la proporción de picaduras sobre humanos que produce una infección, γ es la

tasa per capita de recuperación de los humanos infectados, c es la proporción de

picaduras por mosquitos sobre las personas infectadas que produce una infección,

y µ es la tasa per capita de mortalidad del mosquito. En este modelo, se asu-

me que las poblaciones son constantes, que los individuos recuperados no tienen

inmunidad, la tasa de recuperación de los humanos es mucho mayor que la tasa

de mortalidad, por lo tanto, la tasa de mortalidad es despreciable en la dinámica

de la población de humanos infectados [7]. Este modelo está muy simplificado y
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sólo ilustra algunas propiedades que resultan de las enfermedades transmitidas

por vectores.

Cabe notar que una clase especial de estos modelos son aquellos que consideran tiem-

pos de retardo (como parámetros) en los argumentos de las variables, los cuales son

respuesta a diferentes causas; por ejemplo, para modelos Tipo 1, se puede considerar

retardos correspondientes a peŕıodos de exposición o latencia, muerte relacionada con

la enfermedad, etc. [25, 49, 99]; en modelos Tipo 2, se pueden considerar retardos, da-

dos por los tiempos de migración y difusión de la población, periodos de gestación y

maduración, retardos en la respuesta conductual debido a los cambios ambientales, etc.

Para el control y vigilancia del vector del dengue, existen estudios que consideran el

tiempo que tarda el mosquito en pasar del estado inmaduro al estado maduro [57].

2.2.1. Análisis cualitativo

Una de las partes básicas en el estudio de los sistemas dinámicos se centra en brin-

dar una caracterización completa de la estructura geométrica de las órbitas, donde la

órbita a través del punto x0 está dada por el conjunto de puntos en el espacio fase que

pertenecen a la solución que pasa por x0. Dado que el sistema dinámico depende de los

parámetros, la idea es caracterizar el cambio en la estructura de las órbitas en términos

de los parámetros.

Este análisis se lleva a cabo hallando los equilibrios del sistema; es decir, determinan-

do las soluciones constantes de éste. Luego, se estudia la estabilidad de los equilibrios;

se dice que un equilibrio es estable si a pequeños cambios en la condición inicial del

sistema, tiene únicamente efectos pequeños en el comportamiento de la solución cuan-

do t → ∞. Para determinar la estabilidad de los puntos de equilibrio del sistema se

usan criterios matemáticos propios del análisis de sistemas dinámicos [16, 100]. Para

los modelos Tipo 1 y 3, los cuales consideran la dinámica de la enfermedad, existe una

cantidad que algunas veces determina la estabilidad de los puntos de equilibrio, la cual

se denomina número reproductivo básico, R0, y representa el número promedio de nue-

vas infecciones producidas al introducir un infectado en una población de susceptibles

[26, 97]. Mientras que, para los modelos Tipo 2, que consideran el ciclo de vida del

vector, cuando existe dicha cantidad se denomina umbral de crecimiento poblacional,

Q, y representa el número promedio de vectores producidos por un solo vector [60, 101].
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Por ejemplo, para el modelo (2.2) podŕıamos tener dos puntos de equilibrio

E0 = (0, 0) ,

E1 =

 R2
0 − 1

R2
0

( γ

abm
+ 1
) , R2

0 − 1

R2
0

( µ
ac

+ 1
)
 ,

donde el número reproductivo básico , R0, está dado por

R0 =

√
a2bcm

γµ
.

Determinado R0, en [86] establecemos y demostramos el siguiente resultado de es-

tabilidad para el modelo (2.2).

Teorema 1. Si R0 < 1, el punto de equilibrio libre de enfermedad, E0, es global

asintóticamente estable. Si R0 > 1, E0 es inestable, y el equilibrio endémico, E1, es

local asintóticamente estable.

En la Figura 2.3, presentamos una interpretación de este resultado, si R0 < 1,

Figura 2.3(a), eventualmente desaparecerá la enfermedad, mientras que si R0 > 1,

Figura 2.3(b), la enfermedad se establecerá.

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

Proporción mosquitos infectados

P
ro

p
o
rc

ió
n
 h

u
m

a
n
o
s
 i
n
fe

c
ta

d
o
s

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

Proporción mosquitos infectados

P
ro

p
o
rc

ió
n
 h

u
m

a
n
o
s
 i
n
fe

c
ta

d
o
s

(a) (b)

Figura 2.3: Análisis cualitativo para el modelo 2.2. (a) R0 < 1. (b) R0 > 1.
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2.2.2. Estimación de parámetros

Para que estos modelos y su análisis sean realmente útiles en casos concretos, los

modelos deben ser ajustados a las caracteŕısticas particulares de la región donde se

quieren utilizar, lo cual se logra hallando los valores espećıficos, para la región de interés,

de los parámetros del modelo, tarea que se conoce con el nombre de estimación de

parámetros.

Para ajustar un modelo a las caracteŕısticas de una región dada, se calcula un valor

aproximado para cada uno de los parámetros del modelo, bien sea tratando de ajustar

los parámetros del modelo a datos epidemiológicos reportados para la región mediante

los métodos de mı́nimos cuadrados o máxima verosimilitud, entre otros; o usando infor-

mación que se encuentra en la literatura, ya sea por las caracteŕısticas de la enfermedad

y/o del vector o usando relaciones funcionales, obtenidas experimentalmente, de los

parámetros con alguna variable fácil de medir (temperatura, humedad, precipitaciones,

brillo solar, etc.)

2.3. Teoŕıa de Control Óptimo

El desarrollo de la teoŕıa de control óptimo se inició en la década de los cincuenta

gracias al esfuerzo de los cient́ıficos rusos y norteamericanos por explorar el sistema

solar. El problema que se queŕıa resolver era el de llevar un veh́ıculo espacial de algún

punto en la tierra a algún otro en el espacio en tiempo mı́nimo y consumiendo la menor

cantidad de combustible posible. Es decir, de lo que se trataba era de encontrar trayec-

torias óptimas en espacios tridimensionales. Como se puede ver, la solución de dicho

problema no pod́ıa encontrarse aplicando las técnicas de optimización tradicionales que

sólo nos dan valores de la variable independiente para los que una función dada alcanza

un punto máximo o mı́nimo, ya sea local o global.

Los problemas de control óptimo tratan de encontrar un control para un sistema

dinámico dado que alcance cierto criterio de optimalidad. Estos modelos consideran

un funcional objetivo que está determinado por unas variables de estado y de control.

En términos generales, el criterio de optimalidad puede agrupar una o varias metas

a la vez; en nuestro caso, el criterio podŕıa ser minimizar el número de mosquitos

adultos y/o minimizar la población de mosquitos inmaduros a finales del periodo de

observación y/o maximizar efecto de medidas preventivas y/o minimizar el costo parcial

o total correspondiente a dichas medidas (costo de insecticidas, fumigantes, toxoides,
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depredadores, etc.) y el sistema controlado podŕıa estar representado por la dinámica

de la enfermedad y/o la dinámica poblacional del vector.

La formulación de un problema de control óptimo requiere, en general,

definir el modelo matemático del sistema controlado,

especificar el criterio de optimalidad,

especificar las condiciones iniciales para el estado y

describir las restricciones sobre el estado y el control.

En términos matemáticos, sean u(t) el control a aplicar y x(t) la variable de estado;

el problema de control óptimo es encontrar u∗ y su estado correspondiente x∗(t, u∗(t))

tales que

Máx
u

J(u) =

ˆ tf

to

f(t, x(t), u(t))dt,

sujeto a x′(t) = g(t, x(t), u(t)), (2.3)

x(to) = x0;

en este contexto, u∗, la solución de (2.3), es llamado control óptimo.

Mediante la aplicación del Principio del Máximo de Pontryagin, el control y la

restricción del Problema (2.3), pueden ser determinados fácilmente, puesto que dicho

principio establece un conjunto de condiciones necesarias para que una curva u∗(t) sea

la solución del Problema (2.3). En efecto, para determinar la solución del problema de

control óptimo, el Principio del Máximo de Pontryagin usa el método de multiplicadores

de Lagrange de la siguiente forma [38, 56]: se define la función, que se conoce como

Hamiltoniano, dada por

H(x(t), u(t), λ(t), t) = f(t, x(t), u(t)) + λ(t)g(t, x(t), u(t)),

donde λ es denominado el multiplicador de Lagrange o variable adjunta. Luego, se

resuelve
∂H
∂u

= 0,

para obtener una expresión para el control óptimo u∗ en función de la variable de

estado y el multiplicador de Lagrange, lo cual se denomina condición de optimalidad.
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A continuación, se debe encontrar la función óptima, H∗
= H(x, u

∗
, λ, t). Después, se

debe resolver el sistema de ecuaciones

dx

dt
=

∂H∗

∂λ
, (2.4a)

dλ

dt
= −∂H

∗

∂x
, (2.4b)

sujeto a las condiciones iniciales para la variable de estado, x(t0) = x0, y a las con-

diciones para la variable adjunta al final del peŕıodo de observación, establecidas por

el Principio de Máximo de Pontryagin según las caracteŕısticas del Problema (2.3),

denominadas condiciones de transversalidad, (λ(tf ) = 0 para el Problema (2.3)); gene-

ralmente, estos sistemas se pueden resolver numéricamente usando métodos de barrido,

métodos de disparo, método secante, etc. Por último, se deben sustituir x∗, λ*, las so-

luciones del sistema anterior, en la expresión de u∗, para obtener la expresión expĺıcita

que resuelve el problema.

Este enfoque es relativamente nuevo en epidemioloǵıa y se utilizó en los art́ıculos [48]

y [52] para modelos tipo SIR con dos estrategias de control (vacunación y aislamiento

de los infectados). De este modo, nos parece bastante novedoso, motivante y oportuno

tratar de aplicarlo a modelos de dinámica de vectores transmisores del dengue.

2.4. Teoŕıa de Redes

La teoŕıa de redes tiene sus cimientos en la teoŕıa de grafos, la cual tuvo origen

con la solución planteada por Euler al problema de los siete puentes de Königsberg

(Actualmente Kaliningrado); el problema fue formulado en el siglo XVIII y consist́ıa en

encontrar un recorrido para cruzar a pie toda la ciudad, pasando sólo una vez por cada

uno de los puentes, y regresando al mismo punto de inicio. Para dicha demostración,

Euler recurre a una abstracción del mapa, enfocándose exclusivamente en las regiones

terrestres y las conexiones entre ellas. Cada puente lo representó mediante una ĺınea

que uńıa a dos puntos, cada uno de los cuales representaba una región diferente. Aśı,

el problema se reduce a decidir si existe o no un camino que comience por uno de los

puntos azules, transite por todas las ĺıneas una única vez, y regrese al mismo punto de

partida (ver Figura 2.4).

En las últimas dos décadas, el estudio de las propiedades estructurales y la dinámica

de las redes complejas ha sido de gran interés. Durante este tiempo, se han publicado
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cientos de art́ıculos sobre este tema en revistas de investigación cient́ıfica de múltiples

disciplinas. Esta explosión investigadora se fundamentó con el desarrollo de la Internet

y el avance en las técnicas para el análisis de grandes bases de datos, que permitió cap-

turar las relaciones entre los elementos constituyentes de sistemas macroscópicos reales.

Estas relaciones y sistemas abarcan diferentes escalas descriptivas y, por tanto, perte-

necen a ámbitos disciplinares muy diversos. Por ejemplo, tenemos las redes biológicas

que encontramos a nivel microscópico como las redes de regulación genética, redes de

protéınas, redes neuronales y metabólicas. Por otro lado, a un nivel de organización

mucho mayor, encontramos redes de comunicación e informáticas (la red Internet, la

red web, redes telefónicas, etc.), redes sociales (amistades, contactos sexuales, colabo-

radores cient́ıficos, propagación de enfermedades, etc.), redes ecológicas (interacciones

tróficas en un ecosistema). Aunque todas estas redes son tan diferentes en naturaleza

y tamaño, tienen muchas propiedades estructurales similares. Por lo tanto, podemos

formular modelos matemáticos para entender y explicar las propiedades estructurales

de las redes complejas.

Figura 2.4: Representación gráfica del problema de los siete puentes de Königsberg4.

Una red compleja es un conjunto de nodos conectados que interactúan de alguna

forma. Formalmente, Una red R consiste de un conjunto de nodos V = {v1, v2, . . . , vN},
donde N denota el número de nodos en la red, y un conjunto de parejas ordenadas

E = {(vi, vj)} ⊂ V × V. Cada pareja ordenada (vi, vj) se llama conexión dirigida del

nodo vi al nodo vj. La red se llama no dirigida si para cada pareja (vi, vj) ∈ E, también

existe la pareja (vj, vi) ∈ E. De lo contrario, la red se denomina red dirigida. En esta

última, llamaremos vecinos de vi a todos los nodos que estén conectados directamente

a un nodo vi.

4Tomada de Internet: http://7puentes.com/blog/konigsberg/
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Una forma de representar una red es por medio de una matriz, denominada la matriz

de adyacencia; esta matriz contiene ceros y unos cuando no es pesada, Aij = 1, si el

nodo vi está conectado al nodo vj, y Aij = 0 en caso contrario. Si la red no es dirigida, la

matriz de adyacencia es simétrica. En el caso de utilizar información de las conexiones

tendremos una matriz de adyacencia ponderada.

En el caso de redes no dirigidas, tenemos que el número ki de vecinos de un nodo

vi (es decir, el número de conexiones de vi) se llama el grado de vi, el cual está dado

por ki =
N∑
j=1

Aij y el promedio de estos grados, 〈k〉 =
N∑
i=1

ki/N es la conectividad de

la red. Mientras que para las redes dirigidas cada nodo tiene dos grados. El grado de

salida del nodo vi, k
out
i , es el número de parejas ordenadas de la forma (vi, vj), el cual

está dado por kout
i =

∑
j

Aij, y el grado de entrada del nodo vi, k
in
i , es el número de

parejas ordenadas de la forma (vj, vi), el cual está dado por kin
i =

∑
j

Aji. El grado

total del nodo vi, es la suma de los grados de entrada y de salida, ktot
i = kin

i + kout
i .

De las propiedades que caracterizan estructuralmente a las redes complejas estamos

interesados en la distribución de grado P (k), la probabilidad que un nodo escogido al

azar tenga k conexiones (ver Figura 2.5).

El estudio general de las redes complejas puede dividirse en dos campos diferentes

y complementarios: Estructura y Dinámica. En el primer campo, se está interesado en

determinar las propiedades estructurales (o topológicas) de la red; es decir, las propie-

dades que nos dicen cómo están conectados los nodos.

En lo referente a la dinámica, se está interesado en el estudio de sus propiedades

funcionales y la emergencia de fenómenos colectivos, aśı como la influencia que tiene la

estructura de la red en estos; por ejemplo, las neuronas en el cerebro están conectadas

f́ısicamente unas con otras por medio de las uniones entre dendritas y axones. A través

de dichas uniones, las neuronas se transmiten señales eléctricas que se propagan por

todo el cerebro y que dan lugar a una serie de fenómenos dinámicos, entre los cuales

se destacan el reconocimiento de imágenes y sonido, la motricidad de los músculos, el

lenguaje, el pensamiento y, finalmente, la consciencia.

El descubrimiento de la libertad de escala de las redes que codifican las interacciones

en sistemas macroscópicos reales (independientemente de la naturaleza de los mismos)

5Tomada de Internet: http://cns-classes.bu.edu/cn710/Fall2007/index.php?n=Main.DiscussionPage-
Class2Linked
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Figura 2.5: Representación y distribución de grado para una red aleatoria y para una
red libre de escala5.

fue el hito que propició que una buena parte de la comunidad dedicada al estudio de

la F́ısica Estad́ıstica y, en particular, a la F́ısica de Sistemas Complejos, mostrara un

gran interés por el estudio de las redes. No en vano, rápidamente se bautizó como

“Redes Complejas” al campo emergente, debido a que los patrones de interacción de

las redes reales mostraban no ser ni (evidentemente) regulares (i.e. lejos de los patrones

ordenados propios de la estructura de la materia condesada) ni tampoco aleatorios (i.e.

los propios de las redes que hab́ıan sido estudiadas en el siglo anterior por la teoŕıa de

grafos). Esta última diferencia se pońıa de manifiesto al comparar las distribuciones de

grado, P (k), de las redes libres de escala con aquellas de los grafos aleatorios de Erdös-

Rènyi [33] usados como modelo de referencia por la teoŕıa de grafos durante décadas

(ver Figura 2.5).

Muy pronto, los sorprendentes patrones estructurales de las redes complejas plan-

tearon la siguiente pregunta: ¿qué influencia tiene la heterogeneidad de las redes en su

funcionamiento y las diferentes dinámicas que ocurren en ellas? Esta pregunta cuestionó

los resultados obtenidos durante el siglo anterior sobre sistemas dinámicos acoplados ya

que éstos hab́ıan sido analizados bajo la hipótesis de campo medio, donde la interacción

de cada elemento con el resto del sistema es idéntica para todos los elementos, y en
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Figura 2.6: Diagrama Epidémico (izquierda): λ (parámetro de control) representa la
fuerza de infección del agente patógeno y ρ (parámetro de orden) representa la fracción
de individuos afectados por el mismo. Sólo cuando la fuerza de infección λ supera el
umbral epidémico, λ > λc, se produce una epidemia. En la derecha, se representa el
diagrama epidémico obtenido a través de un modelo de campo medio tradicional (ĺınea
discontinua) y en una red libre de escala (ĺınea continua).

topoloǵıas regulares o aleatorias, donde el número de interacciones de cada individuo

es idéntico o aproximadamente igual, respectivamente. La incorporación de patrones

libres de escala en las interacciones entre sistemas dinámicos acoplados afectó a mu-

chos modelos y técnicas de diferentes campos como la epidemioloǵıa matemática [72],

la dinámica no lineal [8] y la teoŕıa evolutiva de juegos [90], entre otros [14].

Quizá el ejemplo que mejor ilustre los avances tanto a nivel de modelado como de

resultados que se originaron al introducir la heterogeneidad de la red de interacciones

sea el de los modelos epidémicos clásicos. En 2001, Pastor-Satorras y Vespignani [73]

introdujeron una generalización de los modelos t́ıpicos de campo medio de forma que

se tuvieran en cuenta las distintas clases de grado que pod́ıan coexistir en una red. El

denominado “campo medio heterogéneo” era general para cualquier tipo de distribución

de grado P (k) y arrojaba como resultado más importante que el umbral epidémico (ver

Figura 2.6), es decir, la infectividad mı́nima para que un agente infeccioso (virus) se

propague en el sistema dando lugar a una epidemia, disminúıa dramáticamente cuanto

más heterogénea era la red de contactos subyacente (ver Figura 2.6).

Por tanto, el nexo entre epidemioloǵıa matemática y redes complejas ha sido una

fuente de conocimiento durante la última década. En esta tesis, aprovecharemos esta

unión para el estudio de la transmisión del Dengue.
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Caṕıtulo 3

Modelo Presa-Depredador

Este Caṕıtulo modifica un modelo matemático (véase [60]) del tipo presa-depredador

que describe las dinámicas poblacionales de dos estadios del mosquito — inmaduro o

acuático (comprendiendo los huevos, larvas y pupas) y maduro o aéreo (consideran-

do solamente los mosquitos adultos hembra)1 con la interacción de algún depredador

del estadio inmaduro del mosquito (Sección 3.2). Realizamos un análisis minucioso del

modelo (Secciones 3.3 y 3.4), el cual permite derivar condiciones esenciales sobre las

caracteŕısticas biológicas de una especie depredadora apropiada capaz de reducir las

poblaciones locales del Aedes aegypti. En la Sección 3.5, presentamos la estimación de

los parámetros del modelo con base en las temperaturas promedio de Cali e indicamos,

en términos numéricos, cuáles caracteŕısticas biológicas de las especies depredadoras

son requeridas para un control biológico efectivo del Aedes aegypti en Cali. Por últi-

mo, realizamos unas simulaciones numéricas (Sección 3.7) para diferentes conjuntos de

parámetros del modelo, las cuales ayudan a prever los beneficios de usar un depredador

apropiado (cuyas caracteŕısticas biológicas cumplan con las condiciones estipuladas), y

una discusión adicional proporciona algunas ideas considerando una especie depreda-

dora particular para ser empleada como un agente de control biológico en Cali. Cabe

resaltar, que en este caṕıtulo, asumimos que la probabilidad de interacción entre el

depredador y las presas es homogénea. Finalmente, la Sección 3.8 indica cómo los re-

sultados de este caṕıtulo pueden ser usados en el contexto práctico para reducir la

población de Aedes aegypti en Cali, Colombia.

1Los mosquitos adultos macho no representan ninguna amenaza en la transmisión de la enfermedad
y por lo tanto esta subpoblación es ignorada en el modelo.
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3.1. Introducción

Enfoques tradicionales para el control del vector transmisor de enfermedades están

generalmente dirigidos a reducir la abundancia del vector. Estos métodos están prin-

cipalmente dedicados al uso de sustancias qúımicas (insecticidas y larvicidas) que son

esparcidos alrededor de los criaderos y hábitats. Los mosquitos Aedes aegypti prefieren

depositar sus huevos en áreas con aguas estancadas tales como floreros, barriles descu-

biertos, llantas tiradas, tanques de almacenamientos de agua, pozos, piscinas, piletas

artificiales, y otros contenedores de agua usualmente localizados alrededor de zonas

residenciales, comerciales y recreacionales. La excesiva dispersión de sustancias qúımi-

cas en áreas públicas y domésticas contribuyen a la polución del aire, contaminación

del medio ambiente, y podŕıa provocar intoxicación, reacciones alérgicas, y desordenes

respiratorios entre la población de humanos.

En años recientes, muchos investigadores han estado trabajando en estrategias al-

ternativas de control del vector, para el mosquito Aedes aegypti tales como:

1. Modificación genética también conocida como la Técnica de Esterilización de In-

secto “SIT” (ver, e.g., [35]).

2. Contagiar de Wolbachia a las poblaciones del mosquito con el fin de suprimir su

habilidad de transmitir enfermedades vectoriales (ver, e.g., [98]).

3. Manipulación competente de patógenos bacteriales tales como Bacillus thurin-

giensis (Bt) que matan a sus anfitriones larvales y las infecciones por hongos

causan mortalidad de los mosquitos adultos (ver, e.g., [17] y [79], respectivamen-

te).

4. Hábil uso de enemigos naturales de los estadios inmaduros del mosquitos tales

como insectos depredadores, invertebrados, y peces larv́ıvoros (ver, e.g., [53, 64,

85]).

Obviamente, los ı́tems 1, 2, y 3 tendŕıan costos más altos de implementación que el ı́tem

4 puesto que necesariamente requieren la formación profesional del personal encargado.

En el contexto práctico, la última opción (́ıtem 4) parece más accesible y puede ser

llevada a cabo bajo una financiación relativamente modesta2.

2Ver [65] para una descripción detallada a gran escala de la campaña basada en la comunidad
(la cual es aún sostenida en Vietnam), donde copépodos ciclopoides son usados como un depredador
natural de las larvas del Aedes aegypti.
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El control biológico es generalmente considerado como un método amigable con el

medio ambiente para mitigar riesgos e impactos negativos en la ecoloǵıa, agricultura,

y salud pública causados por factores globales. En este sentido, vale la pena estudiar

la dinámica poblacional del mosquito Aedes aegypti en la presencia de un depredador

biológico de los estadios inmaduros del mosquito, puesto que ellos son de bajo costo y

no contaminan el medio ambiente. La distribución de una especie depredadora propia

dirigida a los criaderos del Aedes aegypti puede ser realizada en una sola liberación

(también considerado como inoculación) o por múltiples liberaciones inundativas co-

mo una medida aislada o complementaria de un control qúımico tradicional sobre la

población del mosquito.

Algunos de los modelos presa-depredador tienen naturaleza local en el sentido que se

enfocan en la dinámica de la población dentro y alrededor de un criadero genérico (re-

ferido como una “pileta” en este caṕıtulo) localizado en alguna área pública que cuenta

con un flujo constante de personas. Por ejemplo, tales “piletas” están ampliamente ex-

tendidas en muchas ciudades tropicales, incluyendo a Cali, y forman una parte esencial

del concepto de su diseño arquitectónico. En particular, Cali tiene varios centros comer-

ciales y recreacionales, parques y clubes, complejos residenciales, restaurantes al aire

libre, campus escolares decorados con hormigón ornamental, piletas, piscinas y otras

cavidades llenas con aguas estancadas y rodeadas de rica vegetación. Desde el punto

de vista estético, estos paisajes son espectaculares; sin embargo, estos constituyen si-

tios perfectos como criaderos para los mosquitos y aśı indirectamente contribuyen a la

propagación de enfermedades transmitidas por vectores. Debe señalarse que los pro-

pietarios y/o los administradores de dichas propiedades (al menos, en Cali) se oponen

al uso de sustancias qúımicas (larvicidas e insecticidas) dentro de estos locales puesto

que tales medidas implicaŕıan un cierre temporal de sus establecimientos, teniendo un

impacto negativo sobre su imagen y asustando a visitantes o consumidores potenciales.

Sin embargo, autoridades locales pueden ponerse más fácil de acuerdo con el método

ambientalmente aceptable de control biológico (uso de depredadores naturales dentro

de las piletas ubicadas en sus territorios) y aśı hacer seguros sus establecimientos para

todos los visitantes.

El modelo (presentado en la Sección 3.2) está deliberadamente diseñado con el

propósito de validar argumentos a favor del control biológico mediante el uso de depre-

dadores naturales de los estadios inmaduros del Aedes aegypti en múltiples localidades

alrededor de Cali donde no están siendo aplicadas otras medidas de control. Esta razón

de ser es sencilla: poblaciones efectivamente más pequeñas de Aedes aegypti presen-
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tes en áreas públicas muy concurridas podŕıan reflejarse en una baja de incidencia del

dengue puesto que esta especie de mosquito es responsable de la transmisión de dicha

enfermedad.

3.2. Descripción del modelo

Siguiendo la formulación planteada en [101], pero teniendo en cuenta sólo los mosqui-

tos hembra, puesto que estos son los transmisores del dengue, consideramos un modelo

donde dividimos el ciclo de vida del vector Aedes aegypti en dos estadios: inmaduro o

acuático, conformado por huevos, larvas y pupas, y maduro o adulto, conformado por el

mosquito adulto hembra. Suponemos que hay suficientes mosquitos machos en los alre-

dedores de los criaderos para aparearse con las hembras. Por lo tanto, la subpoblación

masculina es ignorada en el modelo, suponiendo que todos los mosquitos hembra son

proĺıficas. Adicionalmente, consideramos la interacción presa-depredador entre el esta-

dio inmaduro (presa) y alguna especie depredadora acuática deliberadamente colocada

en la pileta. Aśı, tenemos tres variables de estado:

mq(t) : número de estadios inmaduros (huevos, larvas, pupas) en el momento t,

ma(t) : número de estadios maduros del mosquito hembra en el momento t,

x(t) : número de depredadores naturales de estadios inmaduros en el momento t.

En términos matemáticos, el modelo establecido es el siguiente:

dmq

dt
= εkma

(
1− mq

Kq

)
− (ν + δq + ϕx)mq, (3.1a)

dma

dt
= fνmq − δama, (3.1b)

dx

dt
= (ρ+ ψmq)x

(
1− x

Kx

)
, (3.1c)

con condiciones iniciales mq(0) = mq0, ma(0) = ma0, x(0) = x0, cuyos parámetros

(constantes) positivos están descritos en la Tabla 3.1.

Ec. (3.1a) básicamente establece que el estadio inmaduro mq(t) (huevos, larvas y

pupas) prolifera debido a la tasa de ovoposición de los mosquitos hembra adultos (ε),

la fracción de los huevos eclosionados (k), el número de estadios maduros del mosquito

hembra (ma), y la capacidad de carga remanente
(

1− mq
Kq

)
. El número de estadios inma-

duros decae por su transición al estadio maduro (νmq), debido a la mortalidad natural
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Notación Descripción
ε tasa de ovoposición,
ν tasa de transición de los estadios inmaduros a maduros,
δq tasa de mortalidad natural de los estadios inmaduros,
δa tasa de mortalidad natural de los estadios maduros,
k fracción de huevos que eclosionan a larvas,
f fracción de mosquitos hembra,
Kq capacidad de carga de los estadios inmaduros,
Kx capacidad de carga del depredador,
ρ tasa intŕınseca de incremento del depredador,
ϕ tasa de depredación,
ψ tasa de incremento adicional asociado con la depredación.

Tabla 3.1: Parámetros del Modelo 3.1.

(δqmq) y como resultado de la depredación (ϕxmq) lo cual es expresado usando la “ley

de acción de masas”. Presumimos que la depredación es llevada a cabo independiente-

mente del género de la presa; en otras palabras, los estadios inmaduros tanto macho

como hembra están siendo depredados. Por lo consiguiente, sólo la fracción (fνmq) de

mosquitos adultos hembra es considerado en la dinámica ma(t) en vez de (νmq(t)), en

contraste con el modelo original desarrollado en [101].

Similarmente, Ec. (3.1b) indica que el número de mosquitos adultos hembra ma(t)

crece con la transición del estadio inmaduro al estadio maduro (νmq), donde únicamente

la fracción de mosquitos hembra (f) es tenida en cuenta. La población de ma decae

debido a su mortalidad natural (δama).

Una sola especie de depredador natural x es colocado en la pileta para reducir la po-

blación de mosquitos adulto hembra ma, el cual es potencialmente capaz de transmitir

el virus del dengue. Por lo tanto, el rol fundamental del depredador consiste en reducir

la propagación de esta infección. Ec. (3.1c) describe un crecimiento loǵıstico para tal

depredador y establece que la dieta del depredador no está limitada al estadio inmaduro

del mosquito. Esto implica que el depredador tiene recursos alternativos de alimenta-

ción tales como algas, ciliados, otros insectos y sus estadios inmaduros que podŕıan estar

presentes en el mismo hábitat. El crecimiento de éste está dado por la tasa intŕınseca

de incremento del depredador (ρ), la cantidad de depredadores en cualquier instante,

x(t), y la capacidad de carga remanente en el sistema,
(

1− x
Kx

)
. Además, considera-

mos un incremento adicional en el crecimiento intŕınseco del depredador asociado a la

interacción con los estadios inmaduros del mosquito (ψmq).
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Observación 1. Los autores de [60] hab́ıan hecho un intento de incluir un depreda-

dor que actúa en el ciclo de vida de dos etapas del mosquito propuesto por [101]. Sin

embargo, en su versión, fue asumido unilateralmente la interacción depredador-presa,

lo que significa que la población de depredadores se supońıa que deb́ıa crecer de forma

independiente de la población presa. Bajo este supuesto, la ecuación diferencial de creci-

miento de la población de depredadores (idéntica a (3.1c) para ψ = 0) fue simplemente

desacoplada de las otras dos, y fue estudiado un sistema de dos ecuaciones.

También se supone que la especie depredadora ocupa el volumen total del agua en

la pileta, mientras que el hábitat de mq esta limitado por las paredes de la pileta (para

huevos) y la superficie del agua (para larvas y pupas). Por lo tanto, la capacidad de

carga del depredador, Kx, es usualmente más grande que la capacidad de carga del

estadio inmaduro, Kq, si los individuos de x y mq tienen tamaños comparables.

Adicionalmente, el modelo (3.1) es de naturaleza local en el sentido que este describe

el crecimiento de la población del Aedes aegypti alrededor de alguna pileta genérica,

puesto que la interacción entre mq y x toma lugar dentro de tal pileta y los mosquitos

adultos hembra usualmente no vuelan lejos de la pileta (o contenedor) donde ellas se

desarrollaron como larvas y pupas3.

Para este modelo, la región de interés biológico está dada por

Ω=

{
(mq,ma, x)∈R3

+ : 0≤mq≤Kq, 0≤ma≤
fν

δa
Kq, 0≤x≤Kx

}
;

además, Ω satisface la propiedad que cualquier trayectoria del Sistema (3.1) que empieza

en Ω permanecerá en Ω para todo t ≥ 0, (Ω es positivamente invariante para el modelo

(3.1)) lo cual se establece en el siguiente teorema.

Teorema 2. La región de interés biológico Ω es positivamente invariante para el sistema

(3.1).

Demostración. Puesto que la tercera ecuación en (3.1) es loǵıstica, se tiene 0 ≤ x ≤ Kx

para todos los valores iniciales x(0) = x0 ≥ 0. Entonces, consideramos la proyección de

Ω en el plano (mq,ma).

Si tomamos condiciones iniciales en el borde vertical izquierdo mq = 0 de la región

rectangular en el espacio R2
+ = (mq,ma) ilustrada en la Figura 3.1, tenemos que

3Según [70], el adulto hembra del Aedes aegypti, por lo general, permanece dentro de una distancia
media de dispersión de 30.5 metros de su liberación o lugar de nacimiento.
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Figura 3.1: Campo vectorial de direcciones dentro de la proyección de Ω en el plano
(mq,ma) ; el área sombreada también representa la variedad estable Ωm.

dmq

dt
= kεma > 0,

dma

dt
= −δama < 0

y los vectores asociados en el campo de direcciones apuntan hacia la derecha. Alternati-

vamente, si las condiciones iniciales están fijas sobre el borde vertical derecho mq = Kq

de la región rectangular, resulta que

dmq

dt
= −(ν + δq + ϕx)Kq < 0,

dma

dt
= fνKq − δama ≥ fνKq − δa

fνKq

δa
= 0,

es decir, que los vectores asociados en el campo de direcciones apuntan hacia la izquier-

da.

Por otra parte, si las condiciones iniciales están en el borde horizontal inferior ma =

0, tenemos que

dma

dt
= fνmq > 0,

dmq

dt
= −(ν + δq + ϕx)mq < 0

y los vectores asociados en el campo de direcciones apuntan hacia arriba. Alternativa-

mente, si las condiciones iniciales están fijas en el borde horizontal superior ma = fνKq
δa

,

resulta que
dma

dt
= fν (mq −Kq) ≤ 0
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mientras que el signo de dmq/dt puede ser positivo o negativo. En ambos casos, los

vectores asociados en el campo de direcciones apuntan hacia abajo.

Esta región será tenida en cuenta en la parte teórica para el análisis de estabilidad

y en la parte numérica saber donde tomar los puntos iniciales para tener una región de

referencia donde deben permanecer las soluciones.

3.3. Análisis cualitativo del modelo

Para analizar la estabilidad del Sistema (3.1), calculamos sus puntos de equilibrio y

luego formulamos un criterio que permita establecer propiedades de estabilidad local de

todos los equilibrios. Claramente, los puntos de equilibrio son soluciones del siguiente

sistema de ecuaciones no lineales algebraicas:

εkma

(
1− mq

Kq

)
− (ν + δq + ϕx)mq = 0, (3.2a)

fνmq − δama = 0, (3.2b)

(ρ+ ψmq)x

(
1− x

Kx

)
= 0, (3.2c)

De (3.2b), tenemos que

ma =
fν

δa
mq. (3.3)

Reemplazando (3.3) en la Ec. (3.2a), podemos reducir el Sistema (3.2) al sistema:

εkfν

δa
mq

(
1− mq

Kq

)
− (ν + δq + ϕx)mq = 0, (3.4a)

(ρ+ ψmq)x

(
1− x

Kx

)
= 0. (3.4b)

La Ec. (3.4b) nos da dos opciones, estas son:

x = 0 o x = Kx,

y nos lleva a dos posibles casos: x = 0 (extinción o ausencia de depredadores) y x = Kx

(persistencia del depredador). Estos dos casos se revisan brevemente a continuación, y

de estos análisis resultan dos umbrales útiles para la supervivencia del mosquito que se

pronuncian sobre la estabilidad de los equilibrios.
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Caso 1. x = 0 en el punto de equilibrio. En este caso, tenemos de la Ec.

(3.4a), que

mq = 0 o mq = Kq

(
1− δa(ν + δq)

εkfν

)
. (3.5)

La última expresión tendrá sentido biológico (esto es, mq ≥ 0), solamente si

1− δa(ν + δq)

εkfν
≥ 0 ⇔ Q =

εkfν

δa(ν + δq)
≥ 1, (3.6)

donde Q puede ser visto como el umbral de supervivencia del mosquito sin de-

predación4 que representa el número promedio de mosquitos hembras producido

por un mosquito hembra en la ausencia del depredador de los estadios inmaduros

(huevos, larvas, pupas).

Usando esta notación, la componente mq puede ser expresada como

mq = Kq

(
1− 1

Q

)
. (3.7)

Aśı, en virtud de (3.2a) y (3.7), tenemos dos opciones:

• ma = 0, si mq = 0;

• ma =
fν

δa
Kq

(
1− 1

Q

)
, si mq = Kq

(
1− 1

Q

)
.

Combinándolos con la ausencia de depredador (x = 0), obtenemos dos posibles

equilibrios

E1 = (0, 0, 0), (3.8a)

E2 =

(
Kq

(
1− 1

Q

)
,
fνKq

δa

(
1− 1

Q

)
, 0

)
(3.8b)

del Sistema (3.1). Cabe notar que E2 es biológicamente viable y diferente de E1

(en el sentido que E2 ∈ Ω), solamente si Q > 1. Si Q = 1, entonces E2 = E1.

Caso 2. x = Kx en el punto de equilibrio. En este caso, la Ec. (3.4a) implica

que

mq = 0 o mq = Kq

(
1− (ν + δq + ϕKx)δa

εkfν

)
. (3.9)

4El cual es completamente equivalente al aśı llamado “número básico de descendencia” derivado en
[101].

30



La expresión anterior tendrá sentido biológico, (esto es, mq ≥ 0), únicamente si

1− (ν+δq+ϕKx)δa
εkfν

≥0 ⇔ Q0 =
εkfν

δa(ν+δq+ϕKx)
≥1, (3.10)

donde Q0 puede ser visto como el umbral de supervivencia del mosquito con depre-

dación que indica el número promedio de mosquitos hembras producidos por un

mosquito hembra en la presencia de un depredador de estadios inmaduros. Uno

puede observar que εkf
δa

en (3.10) es el número promedio de huevecillos produci-

dos por un mosquito hembra, (ν + δq + ϕKx) es el total de estadios inmaduros y
ν

ν+δq+ϕKx
es la probabilidad de que los estadios inmaduros sobrevivan, a pesar de

la depredación, y se conviertan en adultos.

Observación 2. Es claro que mientras haya depredación

Q0 =
εkfν

δa(ν + δq + ϕKx)
<

εkfν

δa(ν + δq)
= Q (3.11)

puesto que ϕ y Kx son positivos .

Usando la notación (3.10), la componente mq puede ser expresada como

mq = Kq

(
1− 1

Q0

)
. (3.12)

Aśı, en virtud de (3.9) y (3.12), tenemos dos opciones:

ma = 0, si mq = 0;

ma =
fν

δa
Kq

(
1− 1

Q0

)
, si mq = Kq

(
1− 1

Q0

)
.

Combinándolas con la presencia del depredador (x = Kx), obtenemos dos equilibrios

adicionales

E3 = (0, 0, Kx) , (3.13a)

E4 =

(
Kq

(
1− 1

Q0

)
,
fνKq

δa

(
1− 1

Q0

)
, Kx

)
(3.13b)

del Sistema (3.1). Cabe notar que E4 es biológicamente viable y diferente de E3 (en el

sentido que E4 ∈ Ω), únicamente si Q0 > 1. Si Q0 = 1, entonces E3 = E4.
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Observe que, entre todos los cuatro puntos de equilibrio, únicamente E4 admite

coexistencia entre la presa mq y el depredador x.

Las propiedades de existencia y estabilidad de los equilibrios (3.8) al (3.13) natural-

mente dependen de los valores de los umbrales Q, Q0 y estas propiedades se establecen

en el siguiente teorema.

Teorema 3. En vista de la desigualdad (3.11), tenemos tres posibles opciones para el

sistema (3.1), estas son:

1. Si Q ≤ 1, entonces E1 es un punto de silla (o equilibrio condicionalmente estable)

y E3 es un atractor (equilibrio local asintóticamente estable). Note que E2 y E4

no tienen sentido biológico en este caso.

2. Si Q0 ≤ 1 < Q, entonces E1 es un nodo repulsor (equilibrio inestable), E2 es un

punto silla (equilibrio condicionalmente estable), y E3 es un atractor (equilibrio

local asintóticamente estable). Note que E4 no tiene sentido biológico en este caso.

3. Si Q0 > 1, entonces E1 es un nodo repulsor (equilibrio inestable), E2 y E3 son

puntos sillas (equilibrios condicionalmente estables), y E4 es un atractor (equili-

brio local asintóticamente estable).

Demostración. El análisis de estabilidad es realizado siguiendo los lineamientos dados

en [100]. Usando la técnica basada en el signo de los valores propios de la matriz

Jacobiana correspondiente de la versión linealizada alrededor del equilibrio del Sistema

(3.1), evaluada en cada equilibrio. La matriz Jacobiana del Sistema (3.1) está dada por

J(mq,ma, x) =



− εk
Kq
ma − (ν + δq + ϕx) εk

(
1− mq

Kq

)
−ϕmq

fν −δa 0

ψx
(

1− x
Kx

)
0 (ρ+ ψmq)

(
1− 2x

Kx

)


.

Luego, establecemos el signo de la parte real de los valores propios de las matrices

Jacobianas evaluadas en cada uno de los puntos de equilibrio (3.8) al (3.13).

1. Equilibrio E1 definido por (3.8a). En este punto, los valores propios
(
λ
(1)
1 , λ

(1)
2 , λ

(1)
3

)
de la matriz Jacobiana
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J(E1) =


−(ν + δq) εk 0

fν −δa 0

0 0 ρ

 .

son las ráıces del polinomio caracteŕıstico:

p(λ) = (ρ− λ)
[
λ2 + (ν + δq + δa)λ+ δa (ν + δq)− εkfν

]
y uno de ellos es siempre positivo: λ

(1)
3 = ρ > 0. Los otros dos valores propios,

λ
(1)
1 y λ

(1)
2 , pueden ser positivos o negativos. Este último está definido por el

signo del término constante de la ecuación cuadrática dentro de los corchetes. Si
este término es negativo (o, equivalentemente, si Q > 1), entonces ambos λ

(1)
1 y

λ
(1)
2 tienen parte real positiva. Si este término es positivo (o, equivalentemente, si

Q < 1), entonces ambos λ
(1)
1 y λ

(1)
2 tienen parte real negativa. Si este término es

cero (Q = 1), entonces λ
(1)
1 = 0 y λ

(1)
2 es negativo. Por lo tanto,

(a) si Q ≤ 1 entonces E1 es un punto de silla;
(b) si Q > 1 entonces E1 es un nodo repulsor.
Con respecto al ı́tem (a), cabe notar que si x(0) = 0, entonces existe una variedad
estable de dos dimensiones

Ωm =

{
(mq,ma) ∈ R2

+ \ {(0, 0)} : 0 ≤ mq ≤ Kq, 0 ≤ ma ≤
fν

δa
Kq

}
⊂ Ω (3.14)

tal que para cualquier escogencia de las condiciones iniciales (mq(0),ma(0)) ∈ Ωm

las trayectorias del Sistema (3.1) alcanzarán el punto E1 y la población total del

Aedes aegypti eventualmente se extinguirá5. Sin embargo, es dif́ıcilmente esperado

en la practica que el umbral de supervivencia del mosquito sin depredación, Q,

esté por debajo de uno. Lo último implicaŕıa que un mosquito adulto hembra

produzca, en promedio, menos de un mosquito hembra y tal situación no cumple

con el curso natural.

Por lo tanto, el ı́tem (b) está de acuerdo con el sentido común y establece que

E1 es absolutamente inalcanzable en tiempo infinito (excluyendo el caso trivial

cuando mq(0) = ma(0) = x(0) = 0).

2. Equilibrio E2 definido por (3.8b). La matriz Jacobiana evaluada en E2 puede ser

5En otras palabras, E1 es condicionalmente estable, esto es, estable bajo la condición inicial fija
x(0) = 0 (ausencia del depredador).
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escrita usando Q (introducido en (3.6)) como

J(E2) =



− (ν + δq)Q
εk

Q
−ϕKq

(
1− 1

Q

)

fν −δa 0

0 0 ρ+ ψKq

(
1− 1

Q

)


.

y, después de algunas manipulaciones tediosas, su polinomio caracteŕıstico puede

ser expresado de la siguiente forma:

p(λ) =

[
ρ+ ψKq

(
1− 1

Q

)
− λ
] [
λ2 +

(
δa + (ν + δq)Q

)
λ+ δa (ν + δq) (Q− 1)

]
.

Teniendo presente que E2 existe únicamente si Q > 1, es claro que el polinomio

de arriba tiene una ráız positiva y dos ráıces con parte real negativa (puesto que

el término libre de la ecuación cuadrática dentro de los paréntesis cuadrados es

positivo). Por lo tanto, E2 es un punto silla con respecto al valor de Q0 (esto es,

para Q0 < 1 < Q o 1 < Q0 < Q) y E2 es condicionalmente estable. En otras

palabras, si x(0) = 0 existe una variedad estable bidimensional Ωm (dada por

(3.14)) tal que para cualquier escogencia de condiciones iniciales (mq(0),ma(0)) ∈
Ωm, las trayectorias del Sistema (3.1) eventualmente alcanzarán el punto E2 ∈ Ωm.

La posición de E2 dentro Ωm está definida por la magnitud de Q > 1. Para

valores pequeños de Q > 1 (esto es, cuando los mosquitos apenas sobreviven),

este punto está localizado más cerca del origen y tiende a E1 cuando Q → 1+.

Alternativamente, valores más grandes de Q > 1 moverá a E2 hacia el vértice

superior derecho del rectángulo Ωm (ver Figura 3.1).

3. Equilibrio E3 definido por (3.13a). La matriz Jacobiana para E3 es

J(E3) =


−(ν + δq + ϕKx) εk 0

fν −δa 0

0 0 −ρ

 ,
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y sus valores propios son las ráıces del polinomio caracteŕıstico:

p(λ) = −(ρ+ λ)
[
λ2+(ν+δq+ϕKx+δa)λ+δa (ν+δq+ϕKx)−εkfν

]
Todas las ráıces de este polinomio tendrán parte real negativa, si y sólo si, el

término constante de la ecuación cuadrática dentro de los paréntesis rectangulares

es positivo. Esto último implica, en virtud de (3.10), que bajo la condición Q0 ≤ 1,

el equilibrio E3 es local asintóticamente estable. En términos comunes, significa

que si un mosquito hembra produce, en promedio, menos de un mosquito hembra

debido a la depredación oportuna de los estadios inmaduros, entonces se espera

que la población total de Aedes aegypti será extinguida localmente.

De otra manera, si Q0 > 1, se concluye que E3 es un punto de silla y existe una

variedad estable unidimensional

Ωx = {x ∈ R : 0 < x ≤ Kx}

tal que, para (mq(0),ma(0)) = (0, 0) y x(0) ∈ Ωx, las trayectorias del Sistema 3.1

eventualmente alcanzaran el punto E3. En otras palabras, en ausencia de ambos

estadios del mosquito, el depredador simplemente alcanzará su capacidad de carga

usando sus recursos alternativos de alimentación.

4. Equilibrio E4 definido por (3.13b). La matriz Jacobiana evaluada en E4 puede ser

escrita usando Q0 introducido en (3.10) como

J(E4) =



− (ν + δq + ϕKx)Q0
εk

Q0

−ϕKq

(
1− 1

Q0

)

fν −δa 0

0 0 −
(
ρ+ ψKq

(
1− 1

Q0

))


.

y, después de algunas manipulaciones tediosas, su polinomio caracteŕıstico puede

ser expresado de la siguiente forma:

p(λ) = −
[
ρ+ ψKq

(
1− 1

Q

)
+ λ

] [
λ2+

(
δa+(ν+δq+ϕKx)Q0

)
λ+δa (ν + δq + ϕKx) (Q0−1)

]
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Debemos tener en cuenta que E4 existe únicamente si Q0 > 1. Bajo esta condición,

todos los valores propios del polinomio caracteŕıstico dado arriba tienen parte real

negativa. Por lo tanto, el equilibrio E4 es local asintóticamente estable.

El Teorema 3 claramente establece que únicamente los dos equilibrios (E3 y E4) son

atractores potenciales del Sistema (3.1) y sus estabilidades locales dependen directa-

mente del valor de Q0. Aśı, bajo la presencia inicial del depredador (esto es, x(0) > 0)

junto con al menos un estadio del mosquito (ya sea mq(0) > 0 o ma(0) > 0), las trayec-

torias del Sistema (3.1) convergen, ya sea a E3 (equilibrio libre de mosquito) o hacia

E4 (coexistencia).

Aparentemente, el valor de Q0 dado por (3.11) depende de las caracteŕısticas biológi-

cas del depredador, su capacidad de carga Kx y la eficiencia de depredación ϕ.

Si un mosquito hembra produce, en promedio, menos de un mosquito hembra debido

a la depredación oportuna de los estadios inmaduros (esto es, Q0 < 1), entonces el de-

predador es considerado como eficiente y su presencia en la pileta finalmente conducirá

a la extinción (local) de la población de Aedes aegypti alrededor de ésta.

De lo contrario, si un mosquito hembra produce, en promedio, más de un mosquito

hembra independientemente de la depredación de los estadios inmaduros (esto es, Q0 >

1) el depredador es considerado como ineficiente y su presencia en la pileta con el tiempo

dará lugar a la coexistencia de presa y depredador garantizando aśı la persistencia local

de la población de Aedes aegypti. Por lo tanto, con la escogencia de un depredador con

caracteŕısticas biológicas adecuadas (Kx y ϕ), se podŕıa reducir considerablemente el

valor de Q0 y cambiar favorablemente el comportamiento asintótico del Sistema (3.1).

3.4. Análisis de sensibilidad

Un análisis formal de sensibilidad nos ayudará a conocer el impacto de cada paráme-

tro en el valor global del umbral de la supervivencia del mosquito en presencia del

depredador

Q0 =
εkfν

δa(ν + δq + ϕKx)
.

Todos los ocho parámetros de Q0 pueden ser eventualmente variados por fuerzas

externas. Por ejemplo, de acuerdo a [101] las tasas de ovoposición (ε), fracción de hue-

vos eclosionados (k), tasas de transición (ν), y de mortalidades naturales (δa, δq) son
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sensibles a los cambios climáticos, tales como las fluctuaciones de temperatura, seqúıas,

escasez o exceso de precipitaciones, etc. Las tasas de mortalidad de estadios inmadu-

ros (δq) y mosquitos adultos (δa) puede ser también controladas usando larvicidas e

insecticidas, respectivamente. Además, al elegir una especie de depredadores con ca-

racteŕısticas biológicas adecuadas ϕ y Kx, se puede lograr una notable reducción en el

valor de Q0.

Matemáticamente, Q0 puede ser visto como una función de ocho variables, y su

cambio con respecto a cada variable en particular puede ser expresado por la respectiva

derivada parcial:

∂Q0

∂ε
=

kfν

δa(ν + δq + ϕKx)
>0,

∂Q0

∂k
=

εfν

δa(ν + δq + ϕKx)
>0,

∂Q0

∂f
=

εkν

δa(ν + δq + ϕKx)
>0,

∂Q0

∂ν
=

εkf(δq + ϕKx)

δa(ν + δq + ϕKx)2
>0,

∂Q0

∂δq
=− εkfν

δa(ν + δq + ϕKx)2
<0,

∂Q0

∂ϕ
=− εkfνKx

δa(ν + δq + ϕKx)2
<0,

∂Q0

∂δa
=− εkfν

δ2a(ν + δq + ϕKx)
<0,

∂Q0

∂Kx

=− εkfνϕ

δa(ν + δq + ϕKx)2
<0.

De acuerdo a las anteriores expresiones, tenemos (ceteris paribus) que Q0 es una

función creciente para ε, k, f, y ν, mientrasQ0 es una función decreciente para δa, δq, ϕ,

y Kx.

También es útil emplear el concepto de ı́ndice normalizado de sensibilidad hacia

adelante (NFSI). De acuerdo a [23], el ı́ndice normalizado de sensibilidad hacia adelante

de una variable, V , que depende diferencialmente de un parámetro, p, está definido como

Υp :=
∂V

∂p
× p

V
.

Esta fórmula expĺıcita permite comparar la incidencia relativa de cada parámetro sobre

el valor global del umbral de supervivencia del mosquito en presencia del depredador

Q0.

La Tabla 3.2 presenta los valores NFSI con respecto a cada parámetro. Esto de-

muestra que, por ejemplo, si la tasa de ovoposición, ε, se aumenta (o disminuye) en un

10 %, entonces, Q0 aumenta (o disminuye) también en un 10 %. Podemos observar que
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Par. Descripción Índ. Valor
ε Tasa de ovoposición Υε 1

k Fracción de huevos que eclosionan a larvas, Υk 1

f Fracción de mosquitos hembra, Υf 1

ν Tasa de transición Υν
δq + ϕKx

ν + δq + ϕKx
∈(0, 1)

δq Tasa de mortalidad natural de los estadios inmaduros Υδq − δq
ν + δq + ϕKx

∈(−1, 0)

δa Tasa de mortalidad natural de los estadios maduros Υδa −1

Kx Capacidad de carga del depredador ΥKx − ϕKx

ν + δq + ϕKx
∈(−1, 0)

ϕ Tasa de depredación Υϕ − ϕKx

ν + δq + ϕKx
∈(−1, 0)

Tabla 3.2: Índice normalizado de sensibilidad hacia adelante para Q0.

los posibles cambios en los parámetros del depredador, Kx y ϕ, no tendrán un impacto

sobre el NFSI de la tasa de ovoposición ε, fracción de huevos eclosionados k, fracción

de mosquitos hembra f , y la tasa de mortalidad natural de los mosquitos adultos δa

puesto que estos son constantes.

De otro lado, los ı́ndices normalizados de sensibilidad (NFSIs) Υν , Υδq , y ΥKx = Υϕ

dependen expĺıcitamente del producto ϕKx (ver Tabla 3.2), y la Figura 3.2 proporciona

las gráficas de los valores absolutos de estos indices como funciones reales del producto

ϕKx (note que Υϕ = ΥKx son mostrados por la misma curva). En adición, el cambio, en

estos cuatro NFSIs, es más fuerte en los rangos bajos (esto es, entre 0 y 0.5), mientras

que en el rango superior del producto ϕKx (entre 0.5 y 1), para todas las curvas, su

variación disminuye.

También es conveniente re-escribir el umbral de supervivencia del mosquito con

depredación, Q0, de la siguiente forma:

Q0 (ϕ,Kx)=
A

B+ϕKx

, donde A=
εkfν

δa
y B=ν+δq (3.15)

son constantes definidas por las caracteŕısticas entomológicas del mosquito. De acuer-

do con [101], estas caracteŕısticas (aśı como Q) son dependientes de la temperatura

y temperaturas altas proporcionan mejores condiciones para la supervivencia y repro-

ducción del mosquito. Como resultado, el valor de Q0 debeŕıa también depender de la

temperatura del ambiente.6.

6Adicionalmente, la incidencia de la infección del dengue, transmitida por el mosquito Aedes aegypti,
muestra clara dependencia de la variación estacional (ver [102]).
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Figura 3.2: Valores absolutos de los ı́ndices de sensibilidad Υν , Υδq y Υϕ = ΥKx co-
mo funciones del producto ϕKx para la temperatura promedio en la estación cálida
(T=23.9°C) de Cali, Colombia (ver Tabla 3.6).

Por lo tanto, las variaciones estacionales de los parámetros entomológicos que con-

forman a A y a B en Ec. (3.15) debeŕıan ser tenidas en cuenta para la escogencia de

un depredador con caracteŕısticas biológicas adecuadas ϕ y Kx.

3.5. Estimación de parámetros

El ciclo de vida del mosquito Aedes aegypti está fuertemente afectado por la tem-

peratura y la humedad del medio ambiente donde se lleva a cabo, las cuales vaŕıan

estacionalmente. En [101, 102], se realizaron experimentos sobre el ciclo de vida del

mosquito con control de la temperatura ambiente. Los datos aśı recolectados permi-

tieron establecer relaciones funcionales de los principales parámetros entomológicos del

mosquito (tasa de ovoposición, tasa de transición de estadios, tasa de mortalidad in-

maduros, tasa de mortalidad maduros) y la temperatura del medio ambiente donde se

desarrolla el mosquito. Los mosquitos usados en estos experimentos fueron atrapados

en Marilia, ciudad situada a 350 Km al Noroeste de Sao Paulo, Brasil, razón por la cual

los peŕıodos de luz-oscuridad fueron diseñados para simular el d́ıa y la noche de esta

ciudad según la temperatura (bajas ≡ invierno y altas ≡ verano). Se obtuvieron datos

diarios del número de huevos, de larvas, de pupas y de mosquitos para temperaturas

promedio de la cámara de reproducción entre 10 y 40 grados cent́ıgrados durante casi
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4 meses, para la fertilidad (huevos) y la edad adulta (mosquitos), y seis meses, para

la fase acuática (larvas y pupas), con tres y dos observaciones para cada temperatura,

respectivamente.

Coef. Tasa Tasa Mortalidad Tasa Mortalidad Tasa Transición
Ovoposición Inmaduros Maduros a Maduro

(ε) (δq) (δa) (ν)
b0 -5.400 2.130 8.692× 10−1 1.310× 10−1

b1 1.800 -3.797× 10−1 -1.590× 10−1 -5.723×10−2

b2 -2.124× 10−1 2.457× 10−2 1.116× 10−2 1.164×10−2

b3 1.015× 10−2 -6.778× 10−4 -3.408× 10−4 -1.341×l0−3

b4 -1.515× 10−4 6.794× 10−6 3.809× 10−6 8.723×10−5

b5 -3.017×10−6

b6 5.153×10−8

b7 -3.420×10−10

Tabla 3.3: Coeficientes de los polinomios de los parámetros ε, δq, δa y ν [101, 102].

Con base en los anteriores datos, se estimaron los parámetros para cada temperatura,

y luego, cada parámetro se ajustó a una función (polinomio de grado entre 3 y 8) de la

temperatura, usando mı́nimos cuadrados lineales. En efecto, para cada parámetro, se

calculó el polinomio de grado m,

Pm(T ) = b0 + b1T + · · ·+ bmT
m,

que minimizará el error E dado por

E =
N∑
i=1

Pm(Tj)− φj
σj

,

donde N es el número de observaciones (temperaturas) hechas para el parámetro, φj

es el parámetro estimado para la temperatura j y σj es el error correspondiente.

Teniendo en cuenta que el polinomio elegido para cada parámetro no genere valores

negativos ni tenga muchos puntos extremos en el rango de temperaturas en estudio,

los autores seleccionaron el polinomio de grado 4 para las tasas de ovoposición, de

mortalidad de mosquitos y de mortalidad del estadio inmaduro, y el de grado 7 para la

tasa de transición a la fase adulta. Los coeficientes bi de estos polinomios están dados

en la Tabla 3.3.

Para hacer el ajuste de los parámetros entomológicos del mosquito Aedes aegypti
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para Cali, consideramos las temperaturas media, media mı́nima y media máxima regis-

tradas por el Instituto de Hidroloǵıa, Meteoroloǵıa y Estudios Ambientales (IDEAM)

para la ciudad de Cali, en el año 2010, las cuales se miden en tres sitios de la ciudad:

Universidad del Valle, Aeropuerto Alfonso Bonilla Aragón y la Base Aérea Marco Fidel

Suárez, y aparecen en la Tabla 3.4. (véase [2])

Temperatura
Sitio Media Mı́nima Media Media Máxima

Universidad del Valle 19.0°C 23.9°C 29.8°C
Aeropuerto A.B.A. 18.7°C 23.5°C 29.6°C
Base Aérea M.F.S. — 24.6°C —

Tabla 3.4: Temperaturas medias para Cali dadas por el IDEAM en el año 2010.

En la Tabla 3.5, se presentan los valores de cada uno de los parámetros entomológi-

cos del mosquito calculados usando los polinomios dados en la Tabla 3.3 y para las

temperaturas registradas en la Tabla 3.4.

Parámetros
Sitio Temp. ε (σε) ν (σν) δq (σδq) δa (σδa)

19,0°C 2.0 (2.8) 0.0638 (0.0004) 0.02 (0.01) 0.036 (0.003)
Univalle 23.9°C 5.4 (6.7) 0.120 (0.001) 0.05 (0.01) 0.034 (0.004)

29.8°C 8.7 (7.9) 0.114 (0.003) 0.05 (0.02) 0.027 (0.003)
18.7°C 1.8 (3.9) 0.0599 (0.0007) 0.02 (0.01) 0.036 (0.004)

Aeropuerto 23.5°C 5.1 (6.4) 0.117 (0.001) 0.05 (0.01) 0.034 (0.005)
29.6°C 8.7 (7.9) 0.116 (0.003) 0.06 (0.02) 0.026 (0.003)

Base Aérea 24.6°C 5.9 (7,1) 0.125 (0.001) 0.06 (0.01) 0.033 (0.004)

Tabla 3.5: Parámetros entomológicos del modelo presa-depredador para Cali

En la Tabla 3.5, podemos observar que, para el rango de temperaturas y los diferentes

sitios de Cali, la variación de la tasa de transición del estadio inmaduro a maduro (ν) y

las tasas de mortalidades de los estadios inmaduro y maduro (δq y δa) es relativamente

baja (entre 0,06 y 0,12, 0,02 y 0,06, y 0,026 y 0,036, respectivamente), mientras que

la tasa de ovoposición, ε, tiene una alta variación (entre 1,8 y 8,7). En cuanto a la

desviación estándar, es baja para ν y δa, moderada para δq y alta para ε. Lo anterior

plantea, para los entomologos, el reto de diseñar mecanismos para estimar la tasa de

ovoposición que tengan mayor precisión.

También es interesante notar que, en Cali, el incremento de la temperatura aumenta

la ovoposición y la mortalidad de estadios inmaduros, pero disminuye la mortalidad del
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Figura 3.3: Temperaturas promedio en Cali, Colombia durante 2013; recurso:
http://www.weatherspark.com

mosquito adulto. En contraste, la transición de estadios inmaduros a maduros aumenta

fuertemente al principio y disminuye lentamente al final.

3.6. Dinámica poblacional del Aedes aegypti en Ca-

li

Cali pertenece a una región hiperendémica de Colombia con respecto a la morbilidad

del dengue, y la población del Aedes aegypti está ampliamente extendida alrededor de

sus zonas urbanas y semiurbanas [45, 63, 68]. Cali está localizada a 1.018 metros sobre el

nivel del mar en el Valle (llamado Valle del Cauca) cercano al occidente de la cordillera

de los Andes y ocupa cerca de 560 kilómetros cuadrados. De acuerdo al DANE 2005-2

020, la proyección de la población de Cali (ver más detalles en [34]), tiene alrededor

de 2.4 millones de habitantes.

Debido a su proximidad al ecuador, no existen importantes variaciones estacionales.

Sobre el curso de un año (ver Figura 3.3), el promedio de la temperatura podŕıa variar

desde 19°C (peŕıodos fŕıos con abundancia de lluvias, de 1 a 3 meses por año) a 29.8°C
(periodos calurosos con posibles seqúıas, hasta 4 meses por año) pero esto permanece

t́ıpicamente alrededor de los 23.9°C durante la mayor parte del año.

Cali tiene vegetación floreciente durante todo el año y su concepto original de di-

seño urbano se deriva de los paisajes, donde el concreto ornamental o piletas azulejadas

de agua están rodeadas de abundante vegetación. Estos paisajes son espectaculares,

resultan ser recreativos y estéticos. Sin embargo, estas piletas artificiales fijas con agua
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Parámetro Tmin =19°C T =23.9°C Tmax =29.8°C
ε 2.15 5.49 8.82
ν 0.068 0.08 0.14
δq 0.029 0.068 0.07
δa 0.036 0.035 0.03
Q 18.404 38.154 88.2
A 1.693 5.646 24.169
B 0.092 0.148 0.21

Tabla 3.6: Parámetros del Modelo 3.1 estimado para las temperaturas promedio regis-
tradas para la Universidad del Valle de Cali, Colombia.

estancada son sitios perfectos para criaderos de mosquitos, y tales piletas se encuentran

ampliamente distribuidas por toda la ciudad. Una gran parte de ellas están localizadas

en zonas de aglomeración pública (tales como centros comerciales y recreativos, comple-

jos residenciales, parques, patios escolares, campus universitarios, etc.) donde todos los

visitantes están en riesgo de ser picados por los mosquitos y posiblemente en convertirse

en infectados de dengue.

Nuestro Modelo (3.1) describe la dinámica (local) de la población del mosquito Aedes

aegypti en y alrededor de una pileta. Por lo tanto, este modelo puede ayudarnos para

analizar la dinámica de la población del Aedes aegypti en y alrededor de una “pileta

genérica” localizada en Cali, Colombia. Para este propósito, consideramos los valores

de los parámetros entomológicos del mosquitos para Cali, Colombia, estimados en la

Sección 3.5 para las tres temperaturas promedio registradas en la Universidad del Valle

de Cali; además, hacemos dos supuestos razonables:

(a) casi todos los huevos del Aedes aegypti eclosionan en larvas (esto es, k = 0.9);

(b) la mitad de ellos se desarrollan como hembras (f = 0.5).

En la Tabla 3.6, presentamos el valor del umbral de supervivencia del mosquito sin

depredación Q para Cali, Colombia, para cada una de las temperaturas consideradas

en la estimación de los parámetros entomológicos, que naturalmente incrementa para

temperaturas más altas y permanece por encima de uno para todas las temperaturas

consideradas. Eso implica que, sin acciones de control, la población de Aedes aegypti

nunca será localmente extinta en Cali, Colombia. Esta situación puede ser remediada

por la introducción deliberada y simultanea de alguna especia depredadora eficiente en

las piletas ornamentales (estas están vastamente extendidas en Cali) a fin de desacelerar

el proceso de proliferación del mosquito.
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(a) (b)

Figura 3.4: (a) Curvas de nivel de Q0(ϕ,Kx) para T =23.9°C; (b) Q0(ϕ,Kx) como una
función real del producto ϕKx.

En términos matemáticos, uno debe encontrar una especie depredadora, x(t), cuyas

caracteŕısticas biológicas (Kx y ϕ) cumplan con la condición Q0 < 1, preferiblemente

para todas las temperaturas promedio consideradas. Aqúı Q0 puede ser visto como

una función de dos variables ϕ y Kx, mientras los otros parámetros permaneceŕıan

constantes dentro de cada temperatura (ver Ec. (3.15)).

La Figura 3.4(a) muestra las curvas de nivel de Q0 (ϕ,Kx) para el conjunto de

parámetros de la temperatura media promedio de Cali (ver Tabla 3.6, T =23.9°C)7.

Esta gráfica tiene una interpretación obvia: mayor capacidad de carga del depredador

Kx permite una efectividad de depredación menor ϕ y, similarmente, capacidad de carga

menores requieren de una efectividad de depredación mayor ϕ con el fin de mantener

el valor de Q0 constante.

Observación 3. En términos económicos, estos dos parámetros Kx y ϕ son intercam-

biables puesto que para Q0 en la Ec. (3.15), la tasa marginal de substitución (MRS) de

ϕ para Kx es calculada como

MRSϕKx :=
∂Q0/∂ϕ

∂Q0/∂Kx

=
Kx

ϕ

e indica que al renunciar a (Kx/ϕ) unidades de capacidad de carga del depredador Kx,

uno puede obtener una unidad más de efectividad de depredación ϕ mientras que el

7Esta temperatura es considerada como habitual para Cali puesto que prevalece durante todo el
año.
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valor de Q0 permanezca constante.

Aplicando el concepto de MRS, podemos observar que durante la temperatura ha-

bitual para Cali (ver Figura 3.4(a)) un 10 % de disminución en la tasa de depredación

ϕ (de 0.3 a 0.2) requerirá el doble de la capacidad de carga (de 30 a 60 unidades) a fin

de que se mantenga el valor de Q0 ligeramente por debajo de uno.

Como ϕ y Kx son intercambiables, su producto, ϕKx, puede ser considerado como

una sola variable. La Figura 3.4(b) ayuda a visualizar a Q0 como una función real

del producto ϕKx con respecto a las temperaturas promedios consideradas para las

estaciones fresca, cálida y calurosa en Cali. En esta gráfica, podemos ver qué valores

del producto ϕKx son capaces de mantener Q0 por debajo de uno y observar que

estos valores podŕıan significantemente incrementarse para temperaturas muy altas. En

efecto, podemos ver que para la temperatura promedio de la estación fresca (19°C), el

producto ϕKx debeŕıa ser mayor que 1.6; para la temperatura promedio de la estación

cálida (23.9°C), ϕKx debeŕıa ser mayor que 5.45, y para la temperatura promedio de

la estación calurosa (29.8°C), debeŕıa exceder 18.31.

Siguiendo esta idea, uno podŕıa definir un “valor objetivo” del producto ϕKx y

seleccionar un “depredador apropiado”, es decir, una especie depredadora particular

cuyas caracteŕısticas biológicas cumplan con tal valor objetivo. Por ejemplo, tomando

ϕKx > 15 como objetivo, y después infestando nuestra “pileta genérica” con una especie

depredadora que satisface está condición, podŕıamos esperar que la población local de

Aedes aegypti (ambos estadios inmaduro y adulto, en y alrededor de la pileta) se redujera

de manera permanente durante las estaciones fresca y cálida . Sin embargo, durante la

estación calurosa, se alcanzaŕıa una coexistencia entre la presa y el depredador.

3.7. Simulaciones numéricas

En esta sección, presentamos las soluciones numéricas del Sistema (3.1), las cuales

fueron obtenidas usando la rutina de MATLAB ode45. Los valores numéricos de los

parámetros entomológicos del mosquito son los estimados en la Sección 3.5 (Tabla 3.6)

para diferentes temperaturas promedios y suponiendo que k = 0.9, f = 0.5 (es decir,

90 % de todos los huevos eclosionan en larvas y la mitad de estos se desarrollan como

mosquitos hembras). Las capacidades de carga del estadio inmaduro y del depredador
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han sido normalizadas a Kq = 1 y Kx = 10, respectivamente 8, y las condiciones iniciales

para el mosquito han sido asignadas como fracciones, esto es,

mq(0) = mq0 = 0.2, ma(0) = ma0 = 0.3. (3.16)

Al establecer Kx = 10, el otro parámetro del depredador ϕ (la tasa de depredación,

caracteriza la eficiencia de la depredación) definirá dos tipos alternativos de posibles

depredadores. Es decir,

(1) si para la escogencia del valor de ϕ, la condición Q0 > 1 se cumple, entonces el co-

rrespondiente depredador hace posible la coexistencia de la presa y el depredador

y, por lo tanto, éste podŕıa ser clasificado como ineficiente o inactivo;

(2) si para la escogencia de ϕ, la condición Q0 < 1 se cumple, entonces el correspon-

diente depredador es capaz de inducir la extinción local del mosquito y, por lo

tanto, éste podŕıa ser clasificado como eficiente o activo.

En teoŕıa, extinción local del Aedes aegypti puede ser alcanzada introduciendo un de-

predador eficiente cuyas caracteŕısticas biológicas ϕ, Kx obedezcan con la siguiente

condición:

ϕKx > (ν + δq)(Q− 1) =


1.6, si Tmin = 19°C,

5.45, si T = 23.9°C,
18.31, si Tmax = 29.8°C.

(3.17)

Se suposo que la población de depredadores genéricos crece un poco más rápido debido

a la depredación oportuna de los estados inmaduros de Aedes aegypti (ver Ec. (3.1c)) y

su tasa de crecimiento adicional está expresada por ψmq. Vale la pena tener en cuenta

que ψ > 0 no tiene incidencia sobre el umbral de supervivencia del mosquito con de-

predación, Q0, aśı este parámetro puede ser fijado para las nuevas simulaciones a algún

nivel razonable, por ejemplo, ψ = 0.1. Rigurosamente hablando, cualquier incremento

en ψ acelerará levemente el crecimiento de la población de depredadores hacia su capa-

cidad de carga (debido a la comida extra disponible) sin alterar las caracteŕısticas de

estabilidad de la población presa.

Encontrar un depredador cuyas caracteŕısticas biológicas cumplan con la expresión

(3.17) para todas las tres temperaturas promedios parece una tarea dif́ıcil. En este

8Recuerde que x ocupa todo el espacio de agua de la pileta, mientras que el hábitat de mq está
limitado a las paredes verticales y a la superficie del agua de la pileta.
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sentido, consideramos más plausible encontrar una especie depredadora particular, cu-

yas caracteŕısticas biológicas cumpliera la condición (3.17) para la temperatura de la

estación cálida (y, naturalmente, también para la estación fresca) mientras que esta

condición será violada en la estación calurosa.

La dinámica de la población de depredador es bastante predecible (crecimiento

loǵıstico para cualquier x(0) = x0 > 0) y no es de interés particular en este caso;

por lo tanto, en todos los gráficos siguientes las trayectorias de x(t) son suprimidas.

Nuestras simulaciones están principalmente enfocadas a la comparación de dos posi-

bles escenarios: dinámica local de la población de estadios inmaduros mq(t) y mosquitos

adultos hembra ma(t) en y alrededor de alguna “pileta genérica” (localizada en Cali,

Colombia) con y sin depredación de estadios inmaduros.

Suponiendo pequeñas variaciones estacionales en la temperatura (es decir, usando

el conjunto de parámetros de la Tabla 3.6 para T =23.9°C) junto con las condiciones

iniciales (3.16), generamos dos conjuntos de trayectorias mq(t) y ma(t) del Sistema (3.1):

una tomando x(0) = x0 = 0 (ausencia de depredador) y la otra x(0) = x0 = 3 > 0

(presencia del depredador). El primer conjunto de trayectorias es obtenido para un

depredador inactivo cuyas caracteŕısticas biológicas no cumplen con la condición (3.17)

en lo absoluto (esto es, para todas las temperaturas de las variaciones estacionales). El

segundo conjunto de trayectorias es obtenido para un depredador relativamente activo

cuyas caracteŕısticas biológicas cumplen con la condición (3.17) durante las estaciones

de fŕıo y cálida.

La Figura 3.5 muestra los resultados donde las trayectorias para mq(t) y ma(t)

(curvas verde y roja, respectivamente) son dibujadas por ĺıneas sólidas en ausencia del

depredador y por lineas punteadas en presencia del depredador. El contraste entre los

dos gráficos es notable. La Figura 3.5(a) muestra la coexistencia de las dos especies

(estadios del mosquito y depredador ineficiente), logrando una reducción moderada de

ambos estadios del Aedes aegypti cuando un depredador ineficiente es introducido en

la pileta. Alternativamente, la Figura 3.5(b) muestra una gradual extinción local del

mosquito, mq(t) y ma(t), cuando es introducido a la pileta un depredador eficiente, a

medida que el tiempo pasa.

Es fácil prever que el mismo depredador debe desempeñarse aún mejor durante

los peŕıodos más fŕıos; es decir, cuando la temperatura del aire cae de T = 23.9°C a

Tmin = 19°C o más bajas. ¿Cuál será nuestro pronóstico si la temperatura promedio

eventualmente se levantará de T = 23.9°C a Tmax = 29.8°C o aún más altas? Para dar

una respuesta razonable a esta pregunta, hemos realizado otra serie de simulaciones y
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(a) (b)

Figura 3.5: Dinámicas de la población Aedes aegypti para T = 23.9°C: (a) con inter-
acción de un depredador inactivo (Q0 > 1, coexistencia); (b) con interacción de un
depredador activo (Q0 < 1, extinción gradual del mosquito).

sus resultados aparecen en las Figuras 3.6 y 3.7 bajo las siguientes etiquetas:

curvas de color azul se refieren a la estación fresca con temperatura promedio

Tmin = 19°C;

curvas de color verde se refieren a la estación cálida con temperatura promedio

T = 23.9°C;

curvas de color rojo se refieren a la estación calurosa con temperatura promedio

Tmax = 29.8°C;

trayectorias trazadas por ĺıneas continuas son generados en ausencia del depreda-

dor (x(0) = x0 = 0);

trayectorias trazadas por ĺıneas de punteadas se generan en presencia del depre-

dador (x(0) = x0 > 0).

Como era de esperar, la presencia de un depredador ineficiente muestra un impac-

to insignificante en ambas poblaciones del Aedes aegypti, mq(t) y ma(t), durante los

periodos cálido y caluroso (ver Figuras 3.6(a) y 3.7(a)). Sin embargo (y bastante sor-

prendente!), los mismos gráficos sugieren que incluso un depredador ineficiente puede

inducir una disminución notable en ambas poblaciones de mosquitos si la temperatura

fresca se mantiene durante algún tiempo. ¿Qué posible explicación puede tener este
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(a) (b)

Figura 3.6: Dinámicas poblacionales de estadios inmaduros mq(t) durante estaciones
fresca, cálida y calurosa: (a) con interacción de un depredador inactivo (Q0 > 1 para
todas las variaciones estacionales de temperatura); (b) con interacción de un depredador
relativamente activo (Q0 < 1 para las estaciones fresca y cálida, mientras que Q0 > 1
para la estación calurosa).

fenómeno? No hemos hecho ningún supuesto en el depredador para obtener una efi-

ciencia adicional durante los peŕıodos fŕıos. La Tabla 3.6 muestra que los parámetros

entomológicos son sensibles a las alteraciones de la temperatura. A saber, las tasas de

ovoposición y transición (ε y ν) decrecen con las temperaturas bajas, mientras que las

tasa de mortalidad de ambos estadios, inmaduro y adulto, (δa y δq) aumentan. Como

un resultado, el umbral de supervivencia del mosquito Q tiende a disminuir para tem-

peraturas más bajas. Sin embargo, esto también es válido para las trayectorias mq(t)

y ma(t) generadas por el mismo conjunto de parámetros (ε, ν, δa, δq) en la ausencia

de un depredador (cf. curvas azules con ĺınea sólida en Figuras 3.6(a) y 3.7(a)). Si la

presencia de un depredador inactivo no hace casi diferencia, por qué estas trayectorias,

especialmente en la Figura 3.6(a), son aśı de diferentes?

La respuesta se deriva del Teorema 3, ı́tem 3. Obviamente, las Figuras 3.6(a) y 3.7(a)

se refieren a la situación cuando 1 < Q0 < Q. Por lo tanto, si x(0) = x0 = 0 (ausencia

del depredador), entonces las trayectorias del Sistema (3.1) alcanzaŕıan al punto silla

E2 dado por la Ec. (3.8b). De otro lado, si x(0) = x0 > 0 (presencia del depredador),

entonces las trayectorias del Sistema (3.1) alcanzaŕıan el punto de coexistencia E4 dado

por la Ec. (3.13b). Comparando las dos primeras coordenadas de E2 y E4 observamos
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(a) (b)

Figura 3.7: Dinámicas de las poblaciones de los mosquitos adulto hembra ma(t) durante
las estaciones fresca, cálida y calurosa: (a) con interacción con un depredador inactivo
(Q0 > 1 para todas las variaciones estacionales de temperatura); (b) con interacción
con un depredador relativamente activo (Q0 < 1 para las estaciones fresca y cálida,
mientras que Q0 > 1 para la estación calurosa).

que

Kq

(
1− 1

Q

)
> Kq

(
1− 1

Q0

)
,

fνKq

δa

(
1− 1

Q

)
>
fνKq

δa

(
1− 1

Q0

)
.

Esta última expresión explica la diferencia entre las curvas de color azul en las Figuras

3.6(a) y 3.7(a).

De otro lado, la presencia de un depredador más eficiente (lo cual hace referencia

como “activo” durante las estaciones fresca y cálida) tiene un impacto significante en

ambas poblaciones del Aedes aegypti (ver Figuras 3.6(b) y 3.7(b)). La Figura 3.6(b)

muestra una fuerte cáıda del estadio inmaduro del Aedes aegypti mq(t) para todos

los rangos de temperatura durante las primeras dos semanas después de “infestar” la

pileta con la especie depredadora, lo cual es seguido por una disminución durante las

estaciones fresca y cálida. Sin embargo, durante la estación calurosa, la situación es

diferente. Efectivamente, temperaturas más altas facilitan una suave recuperación de

mq(t) induciendo aśı la convivencia entre la presa y el depredador.

Como un resultado (ver Figura 3.7(b)), la población de los mosquitos adulto hem-

bra ma(t) experimentarán un decaimiento durante las estaciones fresca y cálida que

eventualmente pueden conducir a su extinción local (si los reǵımenes de temperatu-

ra apropiadas se mantienen durante un tiempo suficiente). No obstante, la población

de mosquitos adulto hembra seguirá creciendo durante la estación calurosa. Sin em-
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bargo, ésta aumentará dos veces más lentamente que en la ausencia de depredador.

Por lo tanto, la presencia de un depredador “relativamente activo” (que puede llegar

a ser ineficaz durante la estación calurosa) también debe tener efecto beneficioso en la

reducción global de ma(t).

Resumiendo todos los argumentos presentados anteriormente, llegamos a la siguien-

te conclusión. Puesto que la estación cálida en general prevalece durante el año, es

razonable esperar que un depredador “relativamente activo” (i.e., que satisface la con-

dición (3.17) para T = 23.9°C en el contexto de Cali, Colombia) sea capaz de realizar

un control adecuado de la población de mosquitos adulto hembra durante todo el año.

A pesar de que nuestros argumentos parecen sólidos desde el punto de vista ma-

temático, todav́ıa hay una cuestión pendiente. Es decir, qué especies biológicas en par-

ticular pueden ser consideradas como candidatos para los depredadores “relativamente

eficientes”?

Notemos que se requiere un estudio minucioso de las caracteŕısticas biológicas de

posibles depredadores, para decidir cuál de ellos puede combatir la población de mos-

quitos. Dicho estudio está por fuera del alcance de este documento y se puede proponer

para una futura investigación a los biólogos.

De otro lado, muchos escolares han afirmado que muchas especies de copépodos

ciclopoides (tales como Macrocyclops, Megacyclops, y Mesacyclops) son más efectivos

para un control práctico del mosquito que cualquier otro depredador invertebrado de

larvas de mosquito (ver [62] y las referencias en el). Curiosamente, estos pequeños

crustáceos (alrededor de 1–1.5 mm de largo) poseen algunas caracteŕısticas biológicas

notables, que están claramente explicadas [61]. En particular, vale la pena mencionar

algunas de ellas:

Los Copépodos ciclopoides son comparables con las larvas del Aedes aegypti en el

tamaño del cuerpo y longitud y su hábitat natural comprende las paredes de la

pileta, la superficie del agua y sedimentos del fondo. Por lo tanto, la capacidad de

carga de esta especie depredadora, Kx, podŕıa exceder notablemente la capacidad

de carga del estadio inmaduro del mosquito, Kq, con respecto a la misma pileta

genérica.

Los Copépodos ciclopoides requieren una dieta mixta para su reproducción (pro-

tozoos, rot́ıferos, ciliados, algas, etc.); por lo tanto, las larvas del mosquito no son

consideradas como su única fuente de alimentación9.

9Esta caracteŕıstica biológica también ayuda al copépodo para sobrevivir aún si las larvas del
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Los Copépodos ciclopoides son depredadores agresivos y ellos pueden fácilmente

consumir presas hasta dos veces su tamaño. Si las larvas del mosquito son abun-

dantes, los copépodos ciclopoides comen únicamente una pequeña parte de cada

larva, teniendo cada copépodo la capacidad de matar de 30 a 40 larvas por d́ıa,

más lejos de los que ellos realmente pueden comer. Por lo tanto, su eficiencia de

depredación, ϕ, es significativamente alta.

Si está presente en un alto porcentaje de criaderos, los copépodos ciclopoides son

capaces de causar la erradicación local del mosquito matando del 95 al 100 % de

las larvas.

En resumen, las caracteŕısticas biológicas de los copépodos ciclopoides cumplen ple-

namente con las suposiciones hechas por nuestro modelo. Por lo tanto, esta especie

depredadora en particular es una buena candidata para el depredador potencial consi-

derado en nuestro modelo.

3.8. Conclusiones y trabajo futuro

En este caṕıtulo, presentamos un modelo presa-depredador que describe la dinámica

poblacional del mosquito Aedes aegypti, donde su ciclo de vida está dividido en dos

estadios: inmaduro conformado por huevos, larvas y pupas, y maduro, conformado por

el mosquito adulto, con la interacción de un depredador del estadio inmaduro.

Estimamos los parámetros entomológicos del mosquito para el rango de temperatu-

ras de la ciudad de Cali y, bajo los supuestos del modelo presa-depredador, concluimos

que, en ausencia de depredador del estadio inmaduro del mosquito Aedes aegypti, en

Cali, siempre habrá presencia del mosquito, y damos condiciones sobre algunas carac-

teŕısticas biológicas del depredador (capacidad de carga y tasa de depredación) para

el control del Aedes aegypti en Cali. Lo anterior significa que es necesario estudiar las

caracteŕısticas biológicas de los depredadores de los estadios inmaduros del mosquito

Aedes aegypti, para determinar, con base en los valores de la capacidad de carga y la

tasa de depredación, cuáles usar.

De acuerdo a los indices de sensibilidad normalizados, para disminuir el umbral

de crecimiento del mosquito con depredación, una buena opción es disminuir la tasa

de ovoposición del mosquito, usando controles biológicos, por ejemplo; y/o aumentar

mosquito están (temporalmente) ausentes y aśı continuar con sus actividades depredadoras cuando
nuevos huevos eclosionan en larvas.
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la tasa de mortalidad del estadio maduro, convalidando el uso de insecticidas para

ejercer control sobre este vector. Analizando el ı́ndice respecto a la tasa de transición

de estadios inmaduros a maduros, vemos que, para valores pequeños del producto que

mide la eficiencia del depredador (lo cual se da cuando el depredador no se usa como

control del estadio inmaduro del mosquito), la incidencia de este parámetro sobre el

umbral de crecimiento de mosquito con depredación es poca, evidenciando el fracaso en

el uso de mosquitos macho estériles para el control del Aedes aegypti, en términos de

los parámetros del modelo (3.1), el efecto de los machos esteriles estaŕıa representado

por la transición del estadio inmaduro al estadio maduro, más que en la ovoposición.

Finalmente, como trabajo futuro se podŕıa considerar el efecto de los cambios de

temperatura sobre los parámetros que ocurren en las diferentes épocas del año de la

ciudad de Cali.
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Caṕıtulo 4

Control Óptimo para el Modelo

Presa-Depredador

En este caṕıtulo, usamos la teoŕıa de control óptimo para determinar la “mejor”

forma de usar los controles qúımicos (insecticida y larvicida) y biológicos (depredado-

res naturales del estadio inmaduro del mosquito) para la reducción del mosquito Aedes

aegypti. Primero, formulamos el problema de control óptimo; segundo, mostramos la

existencia de la solución del problema de control óptimo y su caracterización aplicando

el Principio de Máximo de Pontryagin. Luego, realizamos simulaciones numéricas pa-

ra diferentes escenarios usando el software GPOPS II, suponiendo que los parámetros

entomológicos del mosquito son los valores estimados para la ciudad de Cali, (véase

Sección 3.5), y determinamos, mediante un análisis de costo-efectividad, cuál es la me-

jor estrategia a seguir. Luego, analizamos el problema de control óptimo con recursos

limitados caracterizando los controles y haciendo el análisis de costo-efectividad. Fi-

nalmente, comparando los resultados de cada simulación y el análisis costo-efectividad,

planteamos las conclusiones sobre el esfuerzo necesario para obtener resultados óptimos

en el control de la población del mosquito Aedes aegypti, lo cual tiene como consecuencia

directa la disminución de la incidencia del dengue.

4.1. Introducción

En ausencia de una vacuna (véase [47]), la intervención clásica para disminuir las

infecciones de dengue consiste en tener como objetivo la reducción de la población del

mosquito a través del uso de insecticidas y larvicidas. Este método ha sido empleado
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de forma rutinaria en toda Colombia por más de cinco décadas [87].

La teoŕıa de control óptimo ha sido usada en muchos modelos ecológicos para evaluar

el uso, los beneficios y costos de intervenciones tales como controles qúımicos (insecti-

cidas, larvicidas, etc.) y biológicos (depredadores naturales) en poblaciones de algunos

vectores [40, 69]. En el Caṕıtulo 3, desarrollamos el modelo matemático para analizar

la dinámica de la población del mosquito Aedes aegypti en presencia de un depredador

biológico de los estadios inmaduros, con un análisis detallado para la ciudad de Cali,

concluyendo que bajo condiciones naturales (sin depredación) siempre habrá presen-

cia del mosquito. En [60], los autores plantean la situación de los controles qúımicos

enfocándose en la reducción del umbral de crecimiento del mosquito para lograr la even-

tual extinción de la población sin considerar los costos ni optimizar el uso de estos. Por

lo tanto, es necesario estudiar la dinámica poblacional del mosquito usando controles

qúımicos, entre ellos insecticidas para aumentar la tasa de mortalidad del estadio ma-

duro y aśı lograr que el umbral de supervivencia del mosquito con o sin depredación

sea menor que uno, y aśı minimizar el número de mosquitos hembra con los recur-

sos mı́nimos necesarios, manteniendo el control biológico que se tiene para los estadios

inmaduros del mosquito.

4.2. Planteamiento del problema

Tomando el modelo planteado en el Caṕıtulo 3, el cual describe la interacción de

la dinámica poblacional del mosquito Aedes aegypti y un depredador del estadio inma-

duro de éste; para el control de la población del mosquito, introducimos el uso de los

controles qúımicos (insecticida y larvicida) para aumentar las tasas de mortalidad tanto

del estadio inmaduro como la del adulto; de esa forma, el Modelo (3.1) se convierte en

el Modelo (4.1) donde también se considera el efecto del uso del larvicida sobre el esta-

dio inmaduro del mosquito (ηquq) en la Ecuación (4.1a) y sobre el depredador (ηxuqx)

en la Ecuación (4.1c), puesto que estos comparten el mismo hábitat; y el efecto del

uso del insecticida sobre el estadio maduro del mosquito (ηaua) en la Ecuación (4.1b).
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Matemáticamente, se tiene que

dmq

dt
= εkma

(
1− mq

Kq

)
− (ν + δq + ηquq + ϕx)mq, (4.1a)

dma

dt
= fνmq − (δa + ηaua)ma, (4.1b)

dx

dt
= (ρ+ ψmq)x

(
1− x

Kx

)
− ηxuqx, (4.1c)

con condiciones iniciales

mq(0) = mq0, ma(0) = ma0, x(0) = x0, (4.2)

donde las variables y parámetros de la dinámica poblacional del mosquito y su interac-

ción con el depredador están descritos en la Tabla 3.1 y las variables y los parámetros

asociados a los controles están dados en la Tabla 4.1.

Notación Descripción
ua(t) : Tasa de insecticida aplicado en el tiempo t
uq(t) : Tasa de larvicida aplicado en el tiempo t
ηq : Efecto del larvicida sobre el estadio inmaduro del mosquito
ηq : Efecto del insecticida sobre el estadio maduro del mosquito
ηx : Efecto del larvicida sobre el depredador

Tabla 4.1: Variables y parámetros asociados a los controles qúımicos del Modelo (4.1).

Para tener una reducción en la población del mosquito con el menor esfuerzo posible,

nuestro objetivo consiste en minimizar el número de estadios maduros del mosquito

durante todo el peŕıodo de estrategia, y el número de estadios inmaduros del mosquito al

final del peŕıodo (para garantizar que el impacto de la siguiente generación del mosquito

sea bajo después del peŕıodo de implementación de los controles); además de minimizar

el costo de los controles qúımicos y biológico. Matemáticamente, estamos interesados

en hallar las funciones uq(t) y ua(t), que minimizan el funcional,

J(uq(·), ua(·)) = c1mq(T ) +
1

2

ˆ T

0

(
c2ma(t) + cqu

2
q(t) + cau

2
a(t) + cx

(
x(t)

Kx

)2
)

dt, (4.3)

teniendo en cuenta la dinámica (4.1)-(4.2), donde c1, c2, cq, ca y cx son los pesos de

cada término en el funcional y T <∞ está fijo.

Por razones prácticas, suponemos que hay limitaciones sobre las tasas de control su-
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ministrado en cada tiempo t, siendo las constantes positivas βq y βa las cotas superiores

para los controles; matemáticamente, tenemos que

0 ≤ uq(t) ≤ βq y 0 ≤ ua(t) ≤ βa, ∀ t ∈ [0, T ]. (4.4)

Definimos el conjunto Λ de los controles admisibles como el conjunto de todas las

funciones Lebesgue medibles que toman valores en el conjunto de control U = [0, βq]×
[0, βa] casi en todas partes del intervalo [0, T ]. En lo práctico es conveniente que las

funciones sean continuas a trozos.

En resumen, el problema de control óptimo para el modelo presa-depredador consiste

en: Minimizar

J(uq(·), ua(·)) = c1mq(T ) +
1

2

ˆ T

0

(
c2ma(t) + cqu

2
q(t) + cau

2
a(t) + cx

(
x(t)

Kx

)2
)

dt (4.5a)

sujeto a

dmq

dt
= kεma

(
1− mq

Kq

)
− (ν + δq + ηquq + ϕx)mq, (4.5b)

dma

dt
= fνmq − (δa + ηaua)ma, (4.5c)

dx

dt
= (ρ+ ψmq)x

(
1− x

Kx

)
− ηxuqx, (4.5d)

con condiciones iniciales y restricciones sobre los controles qúımicos

mq(0) = mq0, ma(0) = ma0, x(0) = x0, (4.5e)

0 ≤ uq(t) ≤ βq and 0 ≤ ua(t) ≤ βa, . (4.5f)

4.3. Existencia del control óptimo

En esta sección, damos condiciones para la existencia de una solución del problema

de control óptimo (4.5).

Teorema 4. Si Q0 > 1, existen controles u∗q, u
∗
a y la correspondiente solución (m∗q, m

∗
a,

x∗) al problema de valores iniciales (4.5b)-(4.5e) que minimiza (4.5a) sobre Ω.
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Demostración. Seguimos los lineamientos del Teorema III.4.1 y su correspondiente co-

rolario dados en [38] . Muchas de las cotas que supone el teorema pueden ser establecidas

al notar que el lado derecho del sistema de ecuaciones de estado (4.5b)-(4.5d) son con-

tinuamente diferenciables y acotadas, con derivadas parciales acotadas. Demostremos

cada una de las condiciones requeridas en el Teorema III.4.1 planteado en [38]:

1. En el Teorema 2 (véase Sección 2.2), establecemos que el conjunto de soluciones

del sistema (4.5b)-(4.5d) con correspondientes funciones de control en Ω es no

vaćıo.

2. Por definición, el conjunto de control [0, βq]× [0, βa] es cerrado y convexo.

3. En el Teorema 2 (Sección 2.2), demostramos que el conjunto de condiciones ini-

ciales para el sistema de ecuaciones de estado y el rango de las variables de estado

en el tiempo final son acotados.

4. El sistema de estados puede ser escrito como una función lineal de las variables de

control uq y ua con coeficientes que dependen del tiempo y de las trayectorias de

estado, y la expresión en el funcional objetivo (4.5a) es convexa como una función

de las variables de control sobre [0, βq] × [0, βa], debido a que el integrando del

funcional objetivo es cuadrático en los controles y la dependencia lineal de las

ecuaciones de estado sobre las variables de control uq, ua .

5. La última condición del Teorema III.4.1 en [38] no es necesario establecerla en

el caso que el rango de los controles es compacto. De hecho, [0, βq] × [0, βa] es

compacto.

4.4. Caracterización del control óptimo

Una vez demostrado que existe la solución para el problema de control óptimo (4.5),

a continuación, establecemos una caracterización de los controles óptimos u∗q(t), u
∗
a(t),

aplicando el Principio del Máximo de Pontryagin [56].

Teorema 5. Dados los controles óptimos u∗q, u
∗
a y su correspondiente solución (m∗q,

m∗a, x
∗) del sistema de estado, Ec. (4.5b)-(4.5e), que minimizan el funcional objetivo,
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Ec. (4.5a), existen las variables adjuntas λ1, λ2 y λ3 que satisfacen

dλ1
dt

= λ1

(
εk
ma

Kq

+ ν + δq + ηquq + ϕx

)
− λ2fν − λ3ψx

(
1− x

Kx

)
, (4.6a)

dλ2
dt

= −c2
2
− λ1εk

(
1− mq

Kq

)
+ λ2(δa + ηaua), (4.6b)

dλ3
dt

= −cxx
K2
x

− λ3(ρ+ ψmq)

(
1− 2x

Kx

)
+ λ1ϕmq + λ3ηxuq, (4.6c)

con condiciones de transversalidad

λ1(T ) = c1 y λ2(T ) = λ3(T ) = 0.

Además, caracterizamos u∗q y u∗a por

u∗q = mı́n

(
βq,máx

(
λ1ηqmq + λ3ηxx

cq
, 0

))
, (4.7)

u∗a = mı́n

(
βa,máx

(
λ2ηama

ca
, 0

))
. (4.8)

Demostración. Aplicamos una versión del Principio de Máximo de Pontryagin para

controles acotados [56]. El Hamiltoniano H para el Problema 4.5 está dado por

H =
1

2

(
c2ma(t) + cqu

2
q(t) + cau

2
a(t) + cx

(
x(t)

Kx

)2
)

+λ1

(
kεma

(
1− mq

Kq

)
− (ν + δq + ηquq + ϕx)mq

)
+λ2 (fνmq − (δa + ηaua)ma)

+λ3

(
(ρ+ ψmq)x

(
1− x

Kx

)
− ηxuqx

)
.

Las ecuaciones adjuntas (4.6) están dadas por las ecuaciones dλ1/dt = −∂H/∂mq,

dλ2/dt = −∂H/∂ma, dλ3/dt = −∂H/∂x y deben satisfacer las condiciones de trans-

versalidad λ1(T ) = c1 y λi(T ) = 0, i = 2, 3. Finalmente, la condición de optimalidad

∂H/∂uq = 0 y ∂H/∂ua = 0 para los controles óptimos u∗q, u
∗
a en el interior del conjunto

de control, se simplifica en las Ecuaciones (4.7)-(4.8), debido a que estos controles son

acotados.
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4.5. Simulaciones numéricas y estrategias

Ahora, para las simulaciones numéricas, utilizamos GPOPS II- Next-Generation

Optimal Control Software Versión 2.0, año 2014, el cual es un software de platafor-

ma MATLAB y destinado a las simulaciones numéricas generales de control óptimo no

lineal. Además, vamos a analizar diferentes escenarios, los cuales resultan de las siguien-

tes consideraciones. Primero, analizaremos los escenarios donde no tenemos el control

biológico, es decir, que no hay presencia del depredador; en ese sentido, la eficacia del

depredador, la cual está dada por ϕKx, es cero. En los siguientes escenarios, considera-

mos para el control biológico dos esquemas, el primero, la presencia de un depredador

ineficiente y bajo costo que no satisface la relación (3.17) y, el segundo, la presencia de

un depredador eficiente y costoso, el cual śı satisface la relación (3.17). Y para los con-

troles qúımicos, consideramos tres esquemas para cada uno: suponemos un insecticida

de bajo, mediano y alto costo y un efecto para el estadio maduro del mosquito según

el costo de éste; el mismo supuesto se hará sobre el larvicida, aunque adicional debe-

mos considerar el efecto del larvicida sobre el depredador, ya que comparten el mismo

hábitat, donde suponemos que el efecto del larvicida sobre el depredador es similar al

del mosquito. Todo esto, lo resumimos en la Tabla 4.2, donde los valores de los pesos

de los controles son dados arbitrariamente, tomados aśı sólo para efectos del análisis

teórico; para efectos prácticos es necesario ajustar estos valores a los valores reales.

Depredador :


1. Sin depredador ϕKx = 0.0, cx=0

2. Ineficiente y barato ϕKx = 1.5, cx = 1

3. Eficiente y costoso ϕKx = 6.0, cx = 5

Insecticida :


1. Barato ca = 1 y ηa = 0.2

2. Medio ca = 5 y ηa = 0.5

3. Costoso ca = 10 y ηa = 0.8

Larvicida:


1. Barato cq = 1, ηq = 0.2 y ηx = 0.1

2. Medio cq = 5, ηq = 0.5 y ηx = 0.25

3. Costoso cq = 10, ηq = 0.8 y ηx = 0.4

Tabla 4.2: Escenarios a evaluar.

Para las simulaciones numéricas, el código de las estrategias es un número de tres

d́ıgitos: el primero representa el tipo de depredador, el segundo el tipo de insecticida
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y el tercero, el del larvicida, según la Tabla 4.2. Por ejemplo, la estrategia denotada

por 123 indica que es una estrategia que no tiene depredador, usa un insecticida medio

y un larvicida costoso. Los valores de los parámetros entomológicos del mosquito son

los estimados para la temperatura media de Cali consignados en la Tabla 3.5 y los

otros parámetros del depredador (tasa de crecimiento del depredador (ρ) y tasa de

incremento por depredación (ϕ)) son los usados en la Sección 3.7. Debido a que uno de

nuestros objetivos es disminuir la población del mosquito, y aśı reducir la incidencia del

dengue, colocamos un valor alto al peso del estadio adulto, c2 = 20, el doble del peso

de los controles qúımicos costosos; para el estadio acuático, tomamos c1 =
1

2
(νfT ) ∗ c2,

compensando los T d́ıas durante los cuales se cuentan los adultos y la transición de los

estadios inmaduros hembra a adultos (νf). Además, como estos controles se aplican

cuando hay una cantidad razonable de mosquitos, las condiciones iniciales para los

estadios del mosquito son mq0 = ma0 = 0.8; mientras que la condición inicial para el

depredador es x0 = 0 y x0 = 3, según haya o no presencia del mismo. Finalmente,

llevamos a cabo estas simulaciones por un periodo T = 30 d́ıas (un mes), tiempo en el

cual se desea controlar la población del mosquito.

Figura 4.1: Dinámica poblacional del mosquito sin control qúımico ni biológico.

Con las condiciones dadas, en la Figura 4.1, presentamos la dinámica poblacional

del mosquito sin ninguna clase de control (ni qúımico, ni biológico); podemos observar

que el estadio acuático del mosquito, al final del periodo, es igual a

Mq(T ) = 0.971 (4.9)

y el estadio adulto del mosquito durante todo el periodo es

Ma =

ˆ T

0

ma(t)dt = 27.46. (4.10)
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Figura 4.2: Estrategia 111: sin control biológico, y larvicida e insecticida baratos.

Para la estrategia 111, donde suponemos no hay control biológico, y el uso de in-

secticida y larvicida es el barato, la solución del problema de control óptimo está dada

en la Figura 4.2, y tenemos que el estadio acuático del mosquito al final del periodo es

0.7076, el estadio adulto del mosquito durante todo el periodo es 7.0762, se usa 8.8754

unidades de larvicida y 28.812 unidades de insecticida, todo ello con un costo por los

controles qúımicos de 37.6875 unidades; mientras que para la estrategia 331, donde con-

sideramos un depredador eficiente, un insecticida costoso y un larvicida barato, tenemos

que el estadio acuático al final del periodo es 0.0106, el estadio adulto durante todo el

periodo es 1.6461, el larvicida usado es 24.7035 y el insecticida, 6.5633 con un costo de

los controles de 161.9541 unidades (ver Figura 4.3).

En la Tabla 4.3, se presentan los resultados del problema de control óptimo de

acuerdo a cada estrategia; en su orden, cada columna contiene los siguientes valores:

Código de la estrategia (Tipo de Depredador, de Insecticida y de Larvicida).

Cantidad de estadios acuáticos al final del periodo, Mq(T ).

Cantidad de estadios adultos durante todo el periodo,
´ T
0
ma(t)dt.

Cantidad de larvicida usado,
´ T
0
uq(t)dt.

Cantidad de insecticida usado,
´ T
0
ua(t)dt.
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Figura 4.3: Estrategia 331: depredador eficiente, insecticida costoso y larvicida barato.

Costo de la estrategia, el cual está dado por

Jc =

ˆ T

0

(
cquq(t) + caua(t) + cx

(
x(t)

Kx

))
dt, (4.11)

estableciendo una relación lineal entre la unidad de costo unitario por cantidad

gastada o mantenida, lo cual es acorde a los costos marginales dados para los

controles qúımicos y biológicos. Es decir, de la condición de optimalidad para el

larvicida (4.7) tenemos que

cqu
∗
q − λ1ηqm∗q − λ3η∗x = 0 casi para todo t ∈ [0, T ],

donde cqu
∗
q y λ1ηqm

∗
q + λ3η

∗
x expresan, respectivamente, el costo marginal de la

acción del larvicida u∗q(t) y su beneficio marginal. Similarmente,

cau
∗
a − λ2ηam∗a = 0 casi en todo t ∈ [0, T ]
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indica que si u∗a(t) es óptimo entonces su costo margina podŕıa ser igual a su

beneficio marginal. En el caso del depredador, su costo de mantenimiento está

dado por cx

(
x(t)

Kx

)
.

Estrategia mq(T )
´ T
0
ma(t)dt

´ T
0
uq(t)dt

´ T
0
ua(t)dt Costo Estrategia

111 0.7076 7.0762 8.8754 28.812 37.6875

112 0.6646 7.0315 4.4304 28.8109 50.9633

113 0.6038 6.9702 3.4795 28.8165 63.6118

121 0.6646 4.3439 10.8665 16.1305 91.5190

122 0.6223 4.2684 5.4028 16.1394 107.7110

123 0.5853 4.1643 4.2435 16.16 123.2370

131 0.6307 3.7214 11.3094 11.2062 123.3716

132 0.5892 3.642 5.6077 11.2127 140.1652

133 0.5509 3.5331 4.3969 11.2267 156.2365

211 0.1020 4.906 6.2346 24.8476 56.6615

212 0.1041 4.9123 2.9715 24.9128 64.8920

213 0.1069 4.9218 2.2324 24.9943 71.8713

221 0.0646 2.338 7.126 12.2052 93.0972

222 0.0663 2.3398 3.3859 12.2587 102.6265

223 0.0686 2.3421 2.5333 12.3258 110.6969

231 0.0516 1.8178 7.5155 8.1455 113.6751

232 0.0531 1.8186 3.572 8.1851 123.8364

233 0.0551 1.8199 2.6733 8.2353 132.4952

311 0.0227 4.322 24.0262 20.8673 120.9440

312 0.0248 4.3394 10.6291 21.0664 145.6560

313 0.0274 4.3598 7.3348 21.2984 161.2433

321 0.0136 2.1326 24.5515 9.8637 146.4241

322 0.0150 2.1376 10.8571 9.9741 171.8867

323 0.0167 2.1437 7.4883 10.1042 188.0677

331 0.0106 1.6461 24.7035 6.5633 161.9541

332 0.0117 1.6499 10.9279 6.6377 187.7371

333 0.0132 1.6549 7.5404 6.7262 204.2344

Tabla 4.3: Resultados de la solución del problema de control óptimo para cada una de
las estrategias.

Nótese que la estrategia de menor costo es la 111 (sin depredador, e insecticida y larvici-

da baratos, véase Figura 4.2). La estrategia que resulta con menos estadios inmaduros,

menos estadios adultos y usa menos insecticida es la 331 (depredador eficiente, insec-

ticida fuerte y larvicida barato, véase Figura 4.3). La estrategia que menos larvicida
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usa es la 213 (depredador ineficiente, insecticida barato y larvicida fuerte, véase Figura

4.4). Ahora, estamos interesados en determinar cuál estrategia es la más costo-efectiva,

para lo cual debemos precisar el beneficio que nos interesa de cada estrategia. Prime-

ro, podŕıamos definir como beneficio la cantidad de mosquitos eliminados, puesto que

tenemos un objetivo que cumplir, y es minimizar la población del vector, y aśı reducir

la transmisión del dengue. Por otro lado, si pensamos en el impacto ambiental que hay

por el uso de los controles qúımicos, estaŕıamos interesados en determinar el beneficio

por la cantidad de controles qúımicos no usados en la estrategia. Por último, nos intere-

sa conocer cuál es la estrategia que reduce la población del mosquito con un impacto

bajo sobre el medio ambiente. De acuerdo a ello, una metodoloǵıa que se utiliza para

determinar la mejor estrategia es realizar un análisis costo-efectividad [69, 78].

Figura 4.4: Estrategia 213: depredador ineficiente, insecticida barato y larvicida fuerte.
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4.6. Análisis Costo-Efectividad

El análisis Costo-Efectividad es una técnica de evaluación económica que trata de

comparar el costo y el efecto de dos o más estrategias para determinar cuál de ellas

es mejor desde el punto de vista económico y de efecto o beneficio, simultáneamente.

Uno de los indicadores que se usa para realizar este análisis es el “Ratio promedio de

costo-efectividad” (ACER1) dado según [75] por:

ACER =
Costo de la estrategia

Efecto de la estrategia
.

De acuerdo a lo planteado en la Sección 4.5, realizamos el análisis de costo-efectividad

considerando tres tipos de efecto (beneficio), lo cual conlleva a determinar cuál es la

mejor estrategia según cada tipo de beneficio.

1. Efecto determinado por la cantidad de mosquitos eliminados en cada

estrategia.

Puesto que uno de nuestros intereses es reducir la población del mosquito, defi-

nimos el efecto de las estrategias como la cantidad de mosquitos eliminados por

cada una de ellas. En ese sentido, el efecto depende de la cantidad de estadios

del mosquito eliminados. Puesto que estamos considerando dos estadios para la

población del mosquito, debemos definir la forma de medir este efecto. Primero,

la cantidad de estadios adultos eliminados durante todo el periodo de implemen-

tación de la estrategia está dado por la diferencia entre la cantidad de mosquitos

hembra adultos Ma durante todo el periodo sin control (Ec. 4.10) y los mosquitos

hembra adultos m̃a bajo acción de la estrategia durante el periodo (Columna 3,

Tabla 4.3), esto es

Ma − m̃a = 27.46−
ˆ T

0

ma(t)dt. (4.12)

Segundo, para tener cantidades equivalentes, en este caso mosquitos hembra adul-

tos, el estadio acuático del mosquito al final del periodo estará afectado por la tasa

de transición de estadio inmaduro a maduro y la fracción de hembras. Con ello,

la cantidad de estadios acuáticos eliminados por la estrategia que potencialmente

serán mosquitos hembra adultos está dado por el producto de la tasa de transición,

la fracción de hembras y la diferencia entre la cantidad de estadios acuáticos al

final del periodo sin control (Ec. 4.9) y la cantidad de estadios acuáticos al final

1Por sus siglas en inglés “Average cost-effectiveness Ratio”
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del periodo bajo la estrategia (Columna 2, Tabla 4.3), esto es

νf (Mq(T )−mq(T )) = 0.0388− νfmq(T ). (4.13)

Por lo tanto, el efecto según la cantidad de mosquitos hembra adulto eliminados

está dado por la adición de (4.12) y (4.13), esto es,

Emosquito =

(
27.46−

ˆ T

0

ma(t)dt

)
+ (0.0388− νfmq(T )) . (4.14)

2. Efecto determinado por el impacto ambiental.

Cuando nos interesa en que el impacto para el medio ambiente por el uso de

los controles qúımicos sea bajo, nos preguntamos cuál es la estrategia que tiene

el menor impacto sobre el medio ambiente; en ese sentido, el efecto está dado

por la cantidad de insecticida y larvicida no usada. El insecticida y larvicida

no usados están determinados por la diferencia entre el máximo a usar y las

cantidades usadas de cada uno (Columnas 4 y 5, Tabla 4.3). En este caso, se

tiene un máximo de 30 unidades de insecticida y también de larvicida para usar

durante cada estrategia, entonces el efecto ambiental está dado por

Eambiental =

(
30−

ˆ T

0

uq(t)dt

)
+

(
30−

ˆ T

0

ua(t)dt

)
. (4.15)

3. Efecto determinado por la cantidad de estadios del mosquito eliminados

y el impacto ambiental.

En este caso, medimos el efecto de las estrategias, tanto por la reducción de

la población del mosquito como por el impacto sobre el medio ambiente debido

al uso de los controles qúımicos; en ese sentido, para poder sumar cantidades

de diferentes naturalezas, hacemos uso de las proporciones tanto de mosquitos

eliminados como de las cantidades de qúımicos no usadas; para ello, usando las

cantidades máximas que soporta el sistema de los estadios del mosquito, Ma y

Mq(T ), y las de los controles qúımicos a usar en cada estrategia, 30, normalizamos

las cantidades en cada estrategia. Es decir, el efecto queda dado por la siguiente

expresión

Eambos =

(
1−
´ T
0 ma(t)dt

27.46

)
+

(
1−

νfmq(T )

0.0388

)
+

(
1−
´ T
0 uq(t)dt

30

)
+

(
1−
´ T
0 ua(t)dt

30

)
. (4.16)
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Estrategia Jc Emosquito ACERmosq Eambiental ACERamb Eambos ACERambos

111 37.6875 20.3943 1.8479 22.3126 1.6891 3.4506 21.4471

112 50.9633 20.4408 2.4932 26.7587 1.9046 3.3423 26.1169

113 63.6118 20.5045 3.1023 27.704 2.2961 2.8869 31.0647

121 91.5190 23.1284 3.9570 33.003 2.7730 3.3183 40.5423

122 107.7110 23.2055 4.6416 38.4578 2.8008 3.2124 43.3355

123 123.2370 23.3111 5.2866 39.5965 3.1123 2.7612 48.0386

131 123.3716 23.7522 5.1941 37.4844 3.2913 2.8586 50.0628

132 140.1652 23.8333 5.8811 43.1796 3.2461 2.7599 51.9166

133 156.2365 23.9437 6.5252 44.3764 3.5207 2.3228 56.1372

211 56.6615 22.5888 2.5084 28.9178 1.9594 3.5134 21.1407

212 64.8920 22.5824 2.8736 32.1157 2.0206 3.4872 23.3055

213 71.8713 22.5728 3.1840 32.7733 2.1930 3.3586 25.6399

221 93.0972 25.1583 3.7005 40.6688 2.2892 3.3487 29.0571

222 102.6265 25.1564 4.0795 44.3554 2.3137 3.3250 30.8649

223 110.6969 25.1540 4.4008 45.1409 2.4523 3.2039 33.0562

231 113.6751 25.6790 4.4268 44.339 2.5638 2.8031 33.8458

232 123.8364 25.6781 4.8226 48.2429 2.5669 2.7844 35.5119

233 132.4952 25.6767 5.1601 49.0914 2.6989 2.6802 37.7119

311 120.9440 23.1759 5.2185 15.1065 8.0061 2.7831 52.0687

312 145.6560 23.1584 6.2895 28.3045 5.1460 2.6998 52.7756

313 161.2433 23.1379 6.9688 31.3668 5.1406 2.4643 56.4070

321 146.4241 25.3657 5.7725 25.5848 5.7231 2.5654 53.0298

322 171.8867 25.3606 6.7777 39.1688 4.3884 2.4855 53.5075

323 188.0677 25.3545 7.4175 42.4075 4.4348 2.2574 56.6763

331 161.9541 25.8523 6.2646 28.7332 5.6365 2.0477 56.1001

332 187.7371 25.8485 7.2630 42.4344 4.4242 1.9514 56.1693

333 204.2344 25.8434 7.9028 45.7334 4.4658 1.7572 59.1883

Tabla 4.4: ACER según cada efectividad o beneficio (cantidad de mosquitos eliminados,
cantidad de insecticida no usado y simultáneamente los dos efectos).

En la Tabla 4.4, presentamos los diferentes efectos para cada estrategia con sus

respectivos ACER, concluyendo que la estrategia de mayor beneficio según la cantidad

de mosquitos eliminados (Ec. (4.14)) es la 331 (depredador eficiente, insecticida cos-

toso y larvicida barato, véase Figura 4.3), según el impacto ambiental (Ec. (4.15)) y

considerando ambos efectos (Ec. (4.16)) es la 233 (depredador ineficiente, insecticida y

larvicida costosos, véase Figura 4.6). Por otro lado, concluimos que la estrategia con

menor ACER según cantidad de mosquitos eliminados y cantidad de controles qúımicos

no usados es la 111 (sin depredador, insecticida y larvicida baratos, véase Figura 4.2),
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mientras que la estrategia con menor ACER según la cantidad de mosquitos eliminados

y menor impacto ambiental es la 211 (depredador ineficiente, insecticida y larvicida

baratos, véase Figura 4.5)

Figura 4.5: Estrategia 211: depredador ineficiente, insecticida y larvicida baratos.

Otro indicador que se usa para el análisis de costo-efectividad es el “Ratio incre-

mental de costo-efectividad” (ICER),

ICER =
Diferencia de costos entre las estrategias x y y

Diferencia de efecto entre las estrategias x y y
,

recomendado para comparar estrategias mutuamente excluyentes [75], donde la pre-

gunta clave es ¿cuál es el costo por unidad de beneficio adicional ganados con la nueva

estrategia?

Para realizar el cálculo del ICER, ordenamos las estrategias de menor a mayor efecto,

y después descartamos aquellas estrategias que tienen un mayor costo que la estrategia

que le sigue, teniendo aśı, las estrategias a ser comparadas mediante el ICER. Aśı por

ejemplo, cuando el efecto se define como la cantidad de mosquitos eliminados, quedaŕıan

las estrategias dadas en la Tabla 4.5, (donde cada columna contiene en su orden: código

de la estrategia, cantidades de estadios inmaduros y maduros, costo de la estrategia,
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Estrategia m̃q m̃a Jc Emosquito Dif. Costo Dif. Efecto ICER

111 0.0283 7.0762 37.6875 20.3943 1.8479

112 0.0266 7.0315 50.9633 20.4408 13.2758 0.0464 285.9940

211 0.0041 4.906 56.6615 22.5888 5.6981 2.1480 2.6528

121 0.0266 4.3439 91.5190 23.1284 34.8575 0.5396 64.5992

221 0.0646 2.338 93.0972 25.1583 1.5783 2.0299 0.7775

231 0.0021 1.8178 113.6751 25.6790 20.5779 0.5207 39.5181

331 0.0004 1.6461 161.9541 25.8523 48.2791 0.1733 278.5242

Tabla 4.5: Estrategias para comparar según el ICER, cuando el efecto está dado según
la cantidad de mosquitos eliminados.

efecto según la cantidad de mosquitos eliminados, diferencias de costos y beneficios

entre las estrategias consecutivas y el valor del ICER).

Nuevamente, descartamos las estrategias con mayor ICER que la siguiente; por

ejemplo, en la Tabla 4.5 se descartan las estrategias 112 y 121 pues su ICER es mayor

que el de la estrategia 211 y 221, respectivamente; volvemos a hacer los cálculos y se

lleva a cabo el mismo procedimiento hasta obtener un listado de estrategias con ICER

crecientes (véase Tabla 4.6); con estos resultados, concluimos que la mejor estrategia

según costo-efectividad, cuando el efecto está dado por la cantidad de mosquitos elimi-

nados, es la 111, (sin depredador, insecticida y larvicida baratos, véase Figure 4.2) y,

por ejemplo, comparándola con la estrategia 211 (véase Figura 4.5), el costo por unidad

adicional de efecto es 8.6465.

Estrategia m̃q m̃a Jc Emosquito Dif. Costo Dif. Efecto ICER

111 0.0283 7.0762 37.6875 20.3943 1.8479

211 0.0041 4.906 56.6615 22.5888 18.9740 2.1944 8.6465

221 0.0646 2.338 93.0972 25.1583 36.4358 2.5695 14.1801

231 0.0021 1.8178 113.6751 25.6790 20.5779 0.5207 39.5181

331 0.0004 1.6461 161.9541 25.8523 48.2791 0.1733 278.5242

Tabla 4.6: ICER para el efecto determinado por la cantidad de mosquitos eliminados.

Similarmente, organizando las estrategias para el efecto dado por la cantidad de

insecticida y larvicida no usados, entonces aquellas estrategias a comparar son las da-

das en la Tabla 4.7, realizando el cálculo para el ICER, y haciendo las eliminaciones

correspondientes, obtenemos las estrategias con ICER crecientes dadas en la Tabla

4.8. Según está tabla, resulta que la mejor estrategia según costo-efectividad, cuando

el efecto es el impacto ambiental, también es la 111, (sin depredador, insecticida y lar-

70



Figura 4.6: Estrategia 233: depredador ineficiente, insecticida y larvicida costosos.

vicida baratos), estrategia presentada en la Figura 4.2, comparándola con la estrategia

212, el costo por unidad adicional de efecto es 2.7751.

Estrat.
´ T
0
uq(t)dt

´ T
0
ua(t)dt Jc Eambiental Dif. Costo Dif. Efecto ICER

111 8.8754 28.812 37.6875 22.3126 1.6891

112 4.4304 28.8109 50.9633 26.7587 13.2758 4.4461 2.9860

113 3.4795 28.8165 63.6118 27.704 12.6485 0.9453 13.3804

212 2.9715 24.9128 64.8920 32.1157 1.2801 4.4117 0.2902

213 2.2324 24.9943 71.8713 32.7733 6.9793 0.6576 10.6133

121 10.8665 16.1305 91.5190 33.003 19.6477 0.2297 85.5364

221 7.126 12.2052 93.0972 40.6688 1.5783 7.6658 0.2059

222 3.3859 12.2587 102.6265 44.3554 9.5292 3.6866 2.5848

223 2.5333 12.3258 110.6969 45.1409 8.0704 0.7855 10.2742

232 3.572 8.1851 123.8364 48.2429 13.1395 3.1020 4.2358

233 2.6733 8.2353 132.4952 49.0914 8.6588 0.8485 10.2048

Tabla 4.7: Estrategias para comparar según el ICER, efecto dado por la cantidad de
insecticida y larvicida no usados.
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Finalmente, siguiendo el procedimiento descrito, calculamos el ICER cuando el efec-

to está dado por la cantidad de mosquitos eliminados y la cantidad de controles qúımicos

no usados, y obtenemos las estrategias con ICER creciente dadas en la Tabla 4.9 con-

cluyendo que la mejor estrategia, según este costo-efectividad, es la 211, (depredador

ineficiente, insecticida y larvicida baratos, véase Figura 4.5). Teniendo que el costo por

unidad adicional de efecto dado por la estrategia 221 es de 69.5684.

Estrategia
´ T
0
uq(t)dt

´ T
0
ua(t)dt Jc Eambiental Dif. Costo Dif. Efecto ICER

111 8.8754 28.812 37.6875 22.3126 1.6891

212 2.9715 24.9128 64.8920 32.1157 27.2045 9.8031 2.7751

222 3.3859 12.2587 102.6265 44.3554 37.7345 12.2397 3.0830

232 3.572 8.1851 123.8364 48.2429 21.2099 3.8875 5.4559

233 2.6733 8.2353 132.4952 49.0914 8.6588 0.8485 10.2048

Tabla 4.8: ICER para el efecto determinado por la cantidad de controles qúımicos no
usados.

En estas estrategias, hemos supuesto que tenemos recursos ilimitados y que podemos

contar con los recursos suficientes para llegar al óptimo; nos preguntamos qué sucede

en el caso que se tengan recursos limitados; es decir, cómo cambian los resultados de las

estrategias cuando se tiene una restricción en los gastos de los controles. En la siguiente

sección, analizamos esta situación.

Estrategia Jc Eambos Dif. Cost Dif. Efe ICER

211 56.6615 2.6802 21.1407

221 93.0972 3.2039 36.4358 0.5237 69.5684

222 102.6265 3.3250 9.5292 0.1211 78.7084

232 123.8364 3.4872 21.2099 0.1622 130.7965

233 132.4952 3.5134 8.6588 0.0262 330.7914

Tabla 4.9: ICER para la efectividad determinada por la cantidad de mosquitos elimi-
nados y controles qúımicos no usados.
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4.7. Control óptimo para el modelo con recursos

limitados

En esta sección, nos planteamos la pregunta, cuál es la mejor estrategia en el caso

que se tenga recursos limitados; es decir, en el caso que se tengan limitaciones en los

gastos para los controles tanto qúımicos como biológicos. En ese sentido, denotamos por

B a la cota que nos restringe los costos (4.11). El problema en términos matemáticos

consiste en
Minimizar

J(uq(·), ua(·)) = c1mq(T ) +
1

2

ˆ T

0

(
c2ma(t) + cqu

2
q(t) + cau

2
a(t) + cx

(
x(t)

Kx

)2
)

dt (4.17a)

sujeto a

dmq

dt
= kεma

(
1− mq

Kq

)
− (ν + δq + ηquq + ϕx)mq, (4.17b)

dma

dt
= fνmq − (δa + ηaua)ma, (4.17c)

dx

dt
= (ρ+ ψmq)x

(
1− x

Kx

)
− ηxuqx, (4.17d)

Ĵc =

ˆ T

0

(
cquq(t) + caua(t) + cx

(
x(t)

Kx

))
dt ≤ B (4.17e)

con condiciones iniciales y restricciones sobre los controles qúımicos

mq(0) = mq0, ma(0) = ma0, x(0) = x0, (4.17f)

0 ≤ uq ≤ βq y 0 ≤ ua ≤ βa. (4.17g)

La restricción (4.17e) es conocida como una restricción isoperimétrica. Puesto que

el Principio de Máximo de Pontryagin no puede ser usado para tratar este problema

aśı establecido, una de las formas de reescribir este problema a uno donde lo podamos

aplicar es introduciendo una nueva variable z(t), definida como

z(t) =

ˆ t

0

(
cquq(t) + caua(t) + cx

(
x(t)

Kx

))
dt.
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Entonces, se tiene que

z′(t) = cquq(t) + caua(t) + cx

(
x(t)

Kx

)
,

z(0) = 0,

z(T ) = B.

Con ello, el problema (4.17) se convierte en
Minimizar

J(uq(·), ua(·)) = c1mq(T ) +

ˆ T

0

(
c2ma(t) + cqu

2
q(t) + cau

2
a(t) + cx

(
x(t)

Kx

)2
)

dt (4.18a)

sujeto a

dmq

dt
= kεma

(
1− mq

Kq

)
− (ν + δq + ηquq + ϕx)mq, (4.18b)

dma

dt
= fνmq − (δa + ηaua)ma, (4.18c)

dx

dt
= (ρ+ ψmq)x

(
1− x

Kx

)
− ηxuqx, (4.18d)

dz

dt
= cquq(t) + caua(t) + cx

(
x(t)

Kx

)
, (4.18e)

con condiciones iniciales y restricciones sobre los controles qúımicos

mq(0) = mq0, ma(0) = ma0, x(0) = x0, z(0) = 0, z(T ) = B, (4.18f)

0 ≤ uq(t) ≤ βq y 0 ≤ ua(t) ≤ βa. (4.18g)

La existencia del control óptimo para el Problema (4.18) se demuestra de la misma

forma que para el problema de control óptimo (4.5) (Teorema (4)).

Aplicando el Principio del Máximo de Pontryagin, tenemos la caracterización para

el problema de control óptimo (4.17) dada en el siguiente teorema.

Teorema 6. Dados los controles óptimos u∗q, u
∗
a y su correspondiente solución (m∗q,

m∗a, x
∗, z∗) del sistema de estado (4.18b)-(4.18f) que minimizan el funcional objetivo
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Estrategia mq(T )
´ T
0
ma(t)dt

´ T
0
uq(t)dt

´ T
0
ua(t)dt Costo Estrategia

111R 0.8476 7.6603 0.3043 24.8067 25.1250

112R 0.7242 7.2481 1.1250 28.3508 33.9756

113R 0.6827 7.1740 1.3861 28.5471 42.4079

121R 0.8130 5.7855 0.6288 12.0768 61.0126

122R 0.7513 5.1924 0.4556 13.9056 71.8073

123R 0.7027 4.9236 0.9035 14.6245 82.1580

131R 0.8009 5.2906 1.8809 8.0367 82.2477

132R 0.7486 4.8038 0.4904 9.0992 93.4435

133R 0.7010 4.5192 0.7612 9.6546 104.1577

211R 0.4855 8.4692 0.0000 9.7340 37.7743

212R 0.3268 6.0445 0.0000 14.9699 43.2613

213R 0.1836 5.1510 0.0000 19.8864 47.9142

221R 0.3070 4.0444 0.0000 6.8266 62.0648

222R 0.2224 3.2522 0.0000 8.1000 68.4176

223R 0.1596 2.8265 0.0000 9.1777 73.7979

231R 0.2599 3.2096 0.0000 4.7889 75.7834

232R 0.1930 2.6423 0.0000 5.4677 82.5576

233R 0.1437 2.3121 0.0000 6.0459 88.3301

331R 0.3531 17.0728 25.9686 0.4013 107.9694

333R 0.1826 9.6420 0.0000 1.1644 136.1563

Tabla 4.10: Resultados de las estrategias con recursos limitados.

(4.18a), existen las variables adjuntas λ1, λ2, λ3 y λ4 que satisfacen

dλ1
dt

= λ1

(
εk
ma

Kq

+ ν + δq + ηquq + ϕx

)
− λ2fν − λ3ψx

(
1− x

Kx

)
,

dλ2
dt

= −c2 − λ1εk
(

1− mq

Kq

)
+ λ2(δa + ηaua),

dλ3
dt

= −2cxx

K2
x

− λ3(ρ+ ψmq)

(
1− 2x

Kx

)
+ λ1ϕmq + λ3ηxuq − λ4

cx
Kx

,

dλ4
dt

= 0

con condiciones de transversalidad

λ1(T ) = c1 y λ2(T ) = λ3(T ) = 0.
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Además, caracterizamos u∗q y u∗a por

u∗q = mı́n

(
βq,máx

(
λ1ηqmq + λ3ηxx− λ4cq

2cq
, 0

))
, (4.19)

u∗a = mı́n

(
βa,máx

(
λ2ηama − λ4ca

2ca
, 0

))
. (4.20)

La demostración de este teorema es omitida puesto que es básicamente la misma

demostración que la del Teorema 5, con el Hamiltoniano dado por

H = c2ma(t) + cqu
2
q(t) + cau

2
a(t) + cx

(
x(t)

Kx

)2

+ λ1

(
kεma

(
1− mq

Kq

)
− (ν + δq + ηquq + ϕx)mq

)
+ λ2 (fνmq − (δa + ηaua)ma)

+ λ3

(
(ρ+ ψmq)x

(
1− x

Kx

)
− ηxuqx

)
+ λ4

(
cquq(t) + caua(t) + cx

(
x(t)

Kx

))
.

Figura 4.7: Estrategia 111R: sin depredador, larvicida e insecticida baratos con recursos
limitados.

Según las estrategias planteadas en la Sección 4.5, tomares como cota de restricción

para cada estrategia las dos terceras partes del costo total de la estrategia dado en la

Ec. (4.11); es decir que

B =
2

3
Jc. (4.21)
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Figura 4.8: Estrategia 233R: depredador ineficiente, larvicida e insecticida costosos con
recursos limitados.

Calculamos las soluciones para el problema de control óptimo con recursos limitados

utilizando GPOPS II, obteniendo los resultados dados en la Tabla 4.10 (similar a la

Tabla 4.3). Nótese que en la Tabla 4.10, no aparecen los registros de las estrategias 311

a la 323 y de la 332 puesto que, dada la cota de restricción sobre los gastos, Ec. (4.21),

estas estrategias resultan siendo no factibles, ya que el presupuesto disponible no es

suficiente para el sostenimiento de los depredadores del sistema con dichas condiciones.

La estrategia 111R es la de menor costo (véase Figura 4.7), la estrategia que garanti-

za la menor cantidad de estadios acuáticos y estadios adultos es la 233R, las estrategias

que no emplean larvicida son de la 211R a la 233R y la 333R y la estrategia que usa la

menor cantidad de insecticida es la 331R.

Para las estrategias dadas, llevamos a cabo el análisis costo-efectividad igual al

realizado para el Problema 4.5, teniendo las mismas definiciones para los efectos. Los

resultados son consignados en la Tabla 4.11 (con información definida en la Tabla 4.4).

Estos resultados reflejan la flexibilidad de la mayoŕıa de las estrategias (excepto estra-

tegias de la 311R a la 323R y la 332R) para ser ajustadas a presupuestos menores. A

partir de estos, conclúımos que la estrategia 233R resulta siendo la de mayor beneficio

para los efectos dados por la cantidad de mosquitos eliminados y la cantidad de con-
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Estrat. Costo Emosquito ACERmosq Eambiental ACERamb Eambos ACERambos

111R 25.1250 19.8046 1.2686 34.8890 0.7201 2.0110 12.4939

112R 33.9756 20.2217 1.6802 30.5242 1.1131 2.0076 16.9233

113R 42.4079 20.2976 2.0893 30.0668 1.4105 2.0378 20.8105

121R 61.0126 21.6808 2.8141 47.2945 1.2901 2.5284 24.1305

122R 71.8073 22.2763 3.2235 45.6388 1.5734 2.5583 28.0682

123R 82.1580 22.5472 3.6438 44.4719 1.8474 2.5794 31.8520

131R 82.2477 22.1762 3.7088 50.0825 1.6422 2.6518 31.0156

132R 93.4435 22.6651 4.1228 50.4105 1.8537 2.7344 34.1734

133R 104.1577 22.9516 4.5381 49.5842 2.1006 2.7662 37.6538

211R 37.7743 19.0102 1.9871 50.2660 0.7515 2.8670 13.1753

212R 43.2613 21.4413 2.0177 45.0301 0.9607 2.9443 14.6933

213R 47.9142 22.3405 2.1447 40.1136 1.1945 2.9604 16.1849

221R 62.0648 23.4422 2.6476 53.1734 1.1672 3.3089 18.7569

222R 68.4176 24.2377 2.8228 51.9000 1.3183 3.3825 20.2270

223R 73.7979 24.6659 2.9919 50.8223 1.4521 3.4268 21.5357

231R 75.7834 24.2789 3.1214 55.2111 1.3726 3.4558 21.9293

232R 82.5576 24.8489 3.3224 54.5323 1.5139 3.5227 23.4356

233R 88.3301 25.1810 3.5078 53.9542 1.6371 3.5663 24.7679

331R 107.9694 10.4119 10.3698 33.6301 3.2105 2.1356 50.5573

333R 136.1563 17.8495 7.6280 58.8356 2.3142 3.4219 39.7891

Tabla 4.11: ACER obtenido para la efectividad dada por la cantidad de mosquitos
eliminados cuando se tienen recursos limitados.

troles qúımicos no usados (véase Figura 4.8); mientras que la estrategia 333R es la de

mayor beneficio cuando el efecto está dado por la cantidad de insecticida y larvicida no

usados (véase Figura 4.9). Finalmente, la mejor estrategia según el ACER y el ICER,

independientemente de como sea medido el efecto (véanse Tablas 4.12, 4.13 y 4.14), es

la estrategia 111R, (sin depredador, insecticida y larvicida baratos, véase Figura 4.7).

Estrategia m̃q m̃a Jc Emosquito Dif. Costo Dif. Efecto ICER

111R 0.0339 7.6603 25.1250 19.8046 1.2686

213R 0.0073 5.1510 47.9142 22.3405 22.7892 2.5359 8.9867

222R 0.0089 3.2522 68.4176 24.2377 20.5035 1.8972 10.8071

223R 0.0064 2.8265 73.7979 24.6659 5.3803 0.4282 12.5647

233R 0.0057 2.3121 88.3301 25.1810 14.5322 0.5151 28.2126

Tabla 4.12: ICER para el efecto determinado por la cantidad de mosquitos eliminados.
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Figura 4.9: Estrategia 333R: depredador eficiente, larvicida e insecticida costosos con
recursos limitados.

Estrat.
´ T
0
uq(t)dt

´ T
0
ua(t)dt Jc Eambiental Dif. Costo Dif. Efecto ICER

111R 0.3043 24.8067 25.1250 34.8890 0.7201

211R 0.0000 9.7340 37.7743 50.2660 12.6493 15.3770 0.8226

231R 0.0000 4.7889 75.7834 55.2111 38.0091 4.9451 7.6862

333R 0.0000 1.1644 136.1563 58.8356 60.3729 3.6245 16.6569

Tabla 4.13: ICER para el efecto determinado por la cantidad de controles qúımicos no
usados.

4.8. Conclusiones y trabajo futuro

En este caṕıtulo, plantemos y resolvemos un problema de control óptimo donde

se tiene como objetivo minimizar la cantidad de mosquitos hembra adultos del Aedes

aegypti, la cantidad de estadios inmaduros del mosquito al final del periodo, buscando

que el impacto seguido a los controles sea mı́nimo, todo ello al menor costo posible

de los controles a usar. Después, desarrollamos una metodoloǵıa para evaluar el uso

de los diferentes tipos de controles (qúımicos y/o biológicos) sobre la población del

mosquito; logrando, de acuerdo a un análisis de costo-efectividad, determinar cuál es la

mejor estrategia a aplicar en la reducción de la población del mosquito, y/o el impacto
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Estrategia Jc Eambos Dif. Cost Dif. Efe ICER

111R 25.1250 2.0110 12.4939

211R 37.7743 2.8670 12.6493 0.8561 14.7762

221R 62.0648 3.3089 24.2905 0.4419 54.9723

222R 68.4176 3.3825 6.3528 0.0736 86.3402

231R 75.7834 3.4558 7.3657 0.0733 100.4616

232R 82.5576 3.5227 6.7742 0.0669 101.2158

233R 88.3301 3.5663 5.7725 0.0436 132.4755

Tabla 4.14: ICER para la efectividad determinada por la cantidad de mosquitos elimi-
nados y controles qúımicos no usados.

ambiental dado por la solución óptima. Por último, plantemos y resolvemos un problema

de control óptimo similar al anterior, pero con recursos limitados y volvemos a aplicar

la metodoloǵıa anterior para determinar la mejor estrategia a seguir en el control de la

población del mosquito bajo esta nueva situación.

Dada la solución del problema de control óptimo, de acuerdo a los costos y el efecto

de los controles sobre los estadios del mosquito, obtenemos la mejor forma de usarlos

y esta no es obvia, pues como vemos en las gráficas no todos los d́ıas hay que hacer lo

mismo. Concluimos que las caracteŕısticas de los controles qúımicos y/o biológicos, sus

costos y el efecto de cada uno sobre los estadios del mosquito y del depredador, son las

que finalmente deciden cómo usarlos y cuáles usar. Luego, las caracteŕısticas de estos

parámetros son importantes en determinar la mejor estrategia.

Por lo tanto, precisando las caracteŕısticas de los controles qúımicos y biológicos

para Cali, podemos aplicar la metodoloǵıa desarrollada en este caṕıtulo para un control

real sobre el mosquito en Cali.

Como trabajo futuro, podŕıamos considerar los niveles iniciales del depredador como

una variable de control en el problema de control óptimo.

80



Caṕıtulo 5

Dinámica del Dengue en una

Población Conectada

Heterogéneamente

En este caṕıtulo, combinamos la teoŕıa de redes y el enfoque de metapoblaciones

para modelar la interacción no homogénea que existe entre humanos y vectores, in-

corporando la estructura de los flujos individuales entre diferentes áreas y el contacto

entre los seres humanos y los vectores dentro de ellas. Primero, hacemos la deducción

de un modelo para enfermedades transmitidas por un vector, planteándolo para un

solo parche (nodo) y luego, para N parches. Segundo, deducimos una expresión para

el umbral epidémico. Después, caracterizamos la red de movilidad para la ciudad de

Cali. Posteriormente, con los parámetros del modelo para la ciudad de Cali dados en

[9], realizamos simulaciones numéricas para analizar la influencia de la movilidad de las

personas en la incidencia del dengue en Cali. Luego, analizamos el efecto de ir aumen-

tando gradualmente la mortalidad de los mosquitos en forma homogénea sobre todos

los parches y el desplazamiento solo de los humanos sanos en la propagación del dengue;

por último, analizamos la “inmunización” en uno de los parches; es decir, estudiamos

el efecto del control sobre la población de mosquitos en un solo parche en la dinámica

del dengue. Finalmente, presentamos las conclusiones sobre los anteriores análisis.
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5.1. Introducción

Una alternativa para mejorar el modelado y la determinación de las estrategias de

control y vigilancia para el dengue es abandonar parcialmente la hipótesis de población

bien mezclada, asumida impĺıcitamente en los modelos expuestos en la Sección 2.2

(página 9) al considerar que la interacción entre vectores e individuos es homogénea.

En las últimas décadas, debido al cambio en la movilidad de las personas, espe-

cialmente, en lo que concierne a la reducción en la duración del viaje junto con el

incremento en su longitud hace que la caracterización de la red de movilidad de las

personas juegue un papel importante para muchas disciplinas. Para el caso de la propa-

gación de enfermedades, ha sido relevante la inclusión de la movilidad de las personas

en el modelamiento pues ha permitido el desarrollo de marcos teóricos destinados a la

predicción de umbrales epidémicos y la duración de pandemias [10, 27, 36, 55, 76, 91].

Figura 5.1: Representación esquemática de un modelo metapoblacional con dos escalas:
(a) la interacción entre agentes en el interior de cada nodo (parche), donde se encuentran
los Nii agentes de un nodo i que permanecieron en él y aquellos Nji agentes del nodo
vecino j que han viajado a i, y (b) la propagación a escala global de los agentes en la
red de movilidad [11].

En el caso que nos atañe, la propagación de enfermedades transmitidas por vectores,

en particular el dengue, es dif́ıcil caracterizar los patrones de contacto entre todas las

personas y todos los mosquitos de un área extensa, pero śı podemos hacer uso de

la teoŕıa de redes para incorporar la estructura de los flujos de personas entre las

diferentes áreas (sean sectores de ciudades, ciudades, estados o páıses). Esto es similar

a un enfoque metapoblacional [28, 29], donde los nodos de la red denotaŕıan áreas

urbanas y las conexiones (pesadas) describiŕıan los flujos de personas entre las zonas.
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De esta manera, los contactos tendŕıan un carácter “bien mezclado” para cada una de

las áreas (dinámica dentro de los nodos) y los flujos de personas entre nodos permiten

simular la heterogeneidad espacial de dichos contactos (ver Figura 5.1).

Estos modelos, siendo analizables desde el punto de vista teórico y computacional,

permiten evaluar los riesgos de una pandemia originada en un foco localizado y ponen

de manifiesto cómo el aumento de la movilidad humana afectan la generación de pande-

mias. De esta forma, los datos sobre el flujo de personas y la incidencia de la enfermedad

en las diferentes áreas nos permite determinar las estrategias de control que consideren

las diferencias espaciales, más allá de los ĺımites de los modelos clásicos de control.

5.2. Modelo del dengue con parches conectados he-

terogéneamente

En esta sección, presentamos la deducción de un modelo metapoblacional para en-

fermedades trasmitidas por un vector donde los parches se conectan entre śı mediante

una red de movilidad según el flujo de viajes de los humanos. Hacemos la deducción del

modelo estudiando la interacción entre la población de humanos y vectores, primero en

un solo parche, obteniendo el modelo Ross-Macdonald [86, 58, 82, 88]; luego, basados

en la deducción anterior, realizamos el análisis del modelo para N parches, donde se

supone que una proporción de humanos de cada parche se desplaza a aquellos parches

con los que está conectado, mientras que los mosquitos se mantienen fijos en cada par-

che, debido a que las áreas que estamos suponiendo son suficientemente extensas como

para despreciar el desplazamiento del mosquito entre parches.

5.2.1. Modelo del dengue en un sólo parche

Dadas las poblaciones de humanos y mosquitos infectadas en un tiempo t, denotadas

por

ρH(t) : fracción de humanos infectados en el tiempo t,

ρM(t) : fracción de mosquitos infectados en el tiempo t,

la fracción de humanos infectados en el tiempo t+ 1 está dado por los humanos infec-

tados que no se recuperaron y por aquellos humanos susceptibles que se infectan por

la picadura efectiva de algún mosquito infectado (Ec.(5.1)), mientras que la fracción de
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mosquitos infectados en el tiempo t+ 1 está dado por los mosquitos infectados que no

murieron y por aquellos mosquitos sanos que se infectan al picar a un humano infectado

(Ec. 5.2).

ρH(t+ 1) = ρH(t)(1− µ) + (1− ρH(t))

1−
(

1− λMHN
M
inf(t)

NM

)βNM
N
H

 , (5.1)

ρM(t+ 1) = ρM(t)(1− αµ) + (1− ρM(t))

(
1−

(
1− λHMN

H
inf(t)

NH

)β)
, (5.2)

donde los parámetros están descritos en la Tabla 5.1 .

Parámetro Descripción

µ : Tasa de recuperación en la población humana,
αµ : Tasa de mortalidad del mosquito,
β : Tasa de picadura por mosquito,

λMH : Probabilidad que un humano sea infectado por un mosquito infectado,
λHM : Probabilidad que un mosquito sea infectado por un humano infectado,
NH : Población total de humanos,
NM : Población total de mosquitos,

NH
inf(t) : Número de humanos infectados en el tiempo t,

NM
inf(t) : Número de mosquitos infectados en el tiempo t.

Tabla 5.1: Parámetros del modelo metapoblacional con redes.

Al considerar λ� 1, podemos escribir

1− (1− λ)x ≈ xλ, (5.3)

y, siendo aśı, las ecuaciones dinámicas (5.1)-(5.2) se convierten en

ρH(t+ 1) = ρH(t)(1− µ) + (1− ρH(t))βλMHρM
NM

NH

,

ρM(t+ 1) = ρM(t)(1− µ) + (1− ρM(t))βλHMρH ,

lo cual puede ser expresado (en la aproximación de tiempo continuo) como

dρH(t)

dt
= −µρH(t) + βλMHγ(1− ρH(t))ρM , (5.4a)

dρM(t)

dt
= −αµρM(t) + βλHM(1− ρM(t))ρH , (5.4b)
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donde γ es la proporción de mosquitos por humano, γ = NM

NH . De acuerdo a lo que

presentamos en la Sección 2.2.1, los puntos de equilibrio de este sistema son

E0 = (0, 0) ,

E1 =

 R2
0 − 1

R2
0

(
µ

βλHMγ
+ 1

) , R2
0 − 1

R2
0

(
αµ

βλMH
+ 1

)
 ,

donde el número reproductivo básico, R0, está dado por

R0 =
β

µ

√
λMHλHMγ

α
.

En redes, se acostumbra a analizar la fuerza de la infección en la transmisión de

epidemias, al valor cŕıtico para el cual el sistema tiene un cambio en el comportamiento

cualitativo se denomina umbral epidémico, λc (ver Figura 2.6) [73]. Para el Modelo Ross-

Macdonald (5.4), se tienen dos fuerzas de infección, λMH y λHM , por simplificación y

para efectos de comparación, hacemos λ2 = λMH · λHM , entonces si tomamos R0 = 1,

valor de bifucarción del sistema, tenemos que el umbral epidémico para el Modelo (5.4)

está dado por

λc =
µ

β

√
α

γ
. (5.5)

Por el Teorema 1, tenemos que si λ > λc (R0 > 1), entonces el sistema es endémico,

y E1 es local asintóticamente estable, mientras que si λ < λc (R0 < 1), el sistema es

libre de la enfermedad, y E0 es global asintóticamente estable.

5.2.2. Modelo del dengue con N parches

Ahora, consideremos un sistema compuesto por N parches de modo que en el parche

i (i = 1, . . . , N) residen NH
i humanos. Estos parches están conectados por medio de

una red descrita por la matriz de adyacencia A, definida como Aij = 1, cuando los par-

ches i y j están conectados y Aij = 0, en caso contrario. De esta manera, los humanos

susceptibles en el parche i pueden desplazarse a otro parche j, con probabilidad p. Y

los humanos infectados puede desplazarse con probabilidad pinf .

Dinámica humana
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En este caso, la probabilidad que un humano viviendo en un parche i esté infectado

en el tiempo t + 1 está dada por los humanos infectados que no se recuperaron y las

nuevas infecciones; estas últimas se podŕıan dar por aquellos humanos susceptibles del

parche i que no se desplazan y tienen contacto con algún mosquito infectado del parche

i y/o los que se desplazan al parche j (con el cual están conectados, Aij= 1) y tienen

contacto con algún mosquito infectado del parche j. Matemáticamente, lo podemos

expresar como

ρHi (t+ 1) = ρHi (t)(1− µ) + (1− ρHi (t))(1− p)qHi,i(t) + (1− ρHi (t))p

[
N∑
j=1

Aij
ki
qHi,j(t)

]
,

donde ki =
∑
j

Aij y

qHi,j(t) = 1−

(
1− λMH

NM
inf,j(t)

NM
j

)β
NM,j

N
eff,H
j

(p, pinf )

,

donde N eff,H
j (p, pinf ) denota la población total de humanos en el parche j para valores

de p y pinf dados, mientras NM
j

(
NM
inf,j(t)

)
denota la población total de mosquitos

(mosquitos infectados) en el parche j.

La población de humanos en cada parche, según las probabilidades de desplazamien-

to p y pinf , está dada por

N eff,H
i (p, pinf , t) = NH

i [ρHi (t)(1− pinf ) + (1− ρHi (t))(1− p)] (5.6)

+
n∑
j=1

Aij
kj
NH
j

[
ρHj (t)pinf + (1− ρHj (t))p

]
.

De este modo, suponiendo que la población en cada uno de los parches (nodos) es
idéntica, NH

i = NH , entonces podemos reescribir la expresión (5.6) como

Neff,H
i (p, pinf , t) = NH

1 +
n∑
j=1

Aij

(
ρHj (t)

kj
−
ρHi (t)

ki

)
pinf +

n∑
j=1

Aij

(
(1− ρHj (t))

kj
−

(1− ρHi (t))

ki

)
p

 . (5.7)

Dinámica del vector

Finalmente, la probabilidad que un mosquito, viviendo en el parche i, esté infectado
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en el tiempo t+1 está dada por los mosquitos infectados que no se mueren, debido a que

estos duran infectados por el resto de su vida, y las nuevas infecciones de los mosquitos

sanos está dada por el contacto con la población efectiva de humanos infectados en el

parche i, lo cual, matemáticamente se expresa como

ρMi (t+ 1) = ρMi (t)(1− αµ) + (1− ρMi (t)) qMi (t),

donde qMi (t), la probabilidad que un mosquito sano, en el tiempo t, en el parche i, sea

infectado por un humano infectado, está dada por

qMi (t) = 1−

(
1− λHM

N eff,H
inf,i (pinf , t)

N eff,H
i (p, pinf , t)

)β

,

donde la cantidad de humanos infectados efectivos en el parche i, N eff,H
inf,i , para un valor

de probabilidad de desplazamiento de infectados, pinf , está dado por

N eff,H
inf,i (pinf , t) = (1− pinf )NH

i ρ
H
i (t) + pinf

N∑
j=1

Aij
kj
NH
j ρ

H
j (t)

= NH

[
ρHi (t) + pinf

N∑
j=1

Aij

(
ρHj
kj
− ρHi

ki

)]
, (5.8)

donde, de nuevo, hemos supuesto que la población de humanos en cada parche es la

misma, NH
i = NH .

Ecuaciones dinámicas

Dado que hemos determinado las poblaciones efectivas de humanos y de humanos

infectados en cada parche, ecuaciones (5.7) y (5.8), respectivamente , como λMH , λHM

son pequeños (véase Ec. 5.3), las ecuaciones para ρHi y ρMi , en la aproximación de
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tiempo continuo, pueden ser escritas de la siguiente forma

dρHi
dt

= −µρHi (t)

+p · (1− ρHi (t))

(
n∑
j=1

Aij
ki
βλMH

NM
inf,j(t)

NM
j

NM
j

N eff,H
j (p, pinf , t)

)

+(1− p) · (1− ρHi (t))βλMH
NM
inf,i(t)

NM
i

NM
i

N eff,H
i (p, pinf , t)

, (5.9)

dρMi
dt

= −αµρMi (t)

+(1− ρMi (t))βλHM
N eff,H
inf,i (pinf , t)

N eff,H
i (p, pinf , t)

. (5.10)

Finalmente, considerando las expresiones dadas en (5.7) y (5.8), podemos expresar
las ecuaciones (5.9) y (5.10) como:

dρHi
dt

= −µρHi (t)

+p · (1− ρHi (t))

 N∑
j=1

Aij

ki

βλMHρMj (t)γj

1 +
∑N
l=1 Ajl

(
ρH
l

(t)

kl
−
ρHj (t)

kj

)
pinf +

∑N
l=1 Ajl

(
(1−ρH

l
(t))

kl
−

(1−ρHj (t))

kj

)
p


+(1− p) · (1− ρHi (t))

βλMHρMi (t)γi

1 +
∑N
j=1 Aij

(
ρHj (t)

kj
− ρHi (t)

ki

)
pinf +

∑N
j=1 Aij

(
(1−ρHj (t))

kj
− (1−ρHi (t))

ki

)
p

,(5.11a)

dρMi
dt

= −αµρMi

+(1− ρMi (t))βλHM
ρHi (t) +

∑N
j=1 Aij

(
ρHj (t)

kj
− ρHi (t)

ki

)
pinf

1 +
∑N
j=1 Aij

(
ρHj (t)

kj
− ρHi (t)

ki

)
pinf +

∑N
j=1 Aij

(
(1−ρHj (t))

kj
− (1−ρHi (t))

ki

)
p

. (5.11b)

Denominamos al sistema de ecuaciones (5.11) como Modelo Metapoblacional con

Diferente Movilidad para Humanos Sanos e Infectados, donde γi =
NM
i

NH
es la proporción

entre la población de mosquitos y la población de humanos del parche i. Además, las

ecuaciones (5.11a) y (5.11b) pueden ser reescritas con la ayuda de las definiciones de

Di(t) =
N∑
j=1

Aij

(
ρHj (t)

kj
− ρMi (t)

ki

)
y Ci =

N∑
j=1

Aij

(
1

kj
− 1

ki

)
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como:

dρHi
dt

= −µρHi (t) + (1− p) · (1− ρHi (t))
βλMHρMi (t)γi

1 + (pinf − p) ·Di(t) + p · Ci

+p · (1− ρHi (t)) ·
N∑
j=1

Aij
ki

βλMHρMj (t)γj

1 + (pinf − p) ·Dj(t) + p · Cj
, (5.12a)

dρMi
dt

= −αµρMi (t) + (1− ρMi (t))βλHM
ρHi (t) + pinf Di(t)

1 + (pinf − p) ·Di(t) + p · Ci
. (5.12b)

Por otro lado, en el caso que suponemos que los humanos infectados no se desplazan,

es decir, pinf = 0, las ecuaciones (5.12a) y (5.12b) se reducen a:

dρHi
dt

= −µρHi (t) + (1− p) · (1− ρHi (t))
βλMHρMi (t)γi

1− p ·Di(t) + p · Ci

+p · (1− ρHi (t)) ·
N∑
j=1

Aij
ki

βλMHρMj (t)γj

1− p ·Dj(t) + p · Cj
, (5.13a)

dρMi
dt

= −αµρMi (t) + (1− ρMi (t))βλHM
ρHi (t)

1− p ·Di(t) + p · Ci
, (5.13b)

obteniendo un Modelo Metapoblacional sin Desplazamiento de Humanos Infectados.

Mientras que si suponemos que los humanos susceptibles e infectados se desplazan

con la misma probabilidad, es decir, pinf = p, el sistema (5.12) se convierte en:

dρHi
dt

= −µρHi (t) + (1− p) · (1− ρHi (t))
βλMHρMi (t)γi

1 + p · Ci

+p · (1− ρHi (t)) ·
N∑
j=1

Aij
ki

βλMHρMj (t)γj

1 + p · Cj
, (5.14a)

dρMi
dt

= −αµρMi (t) + (1− ρMi (t))βλHM
ρHi (t)

1 + p · Ci

+p · βλ
HM(1− ρMi )

1 + p · Ci

N∑
j=1

Aij
kj
ρHj , (5.14b)

obteniendo un Modelo Metapoblacional con la Misma Probabilidad de Desplaza-

miento de Humanos Infectados y Sanos.
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5.3. Validación de los modelos

Una vez derivados los Modelos Metapoblacionales (5.12), (5.13) y (5.14), vamos a

simularlos usando el método de Monte Carlo [83], expĺıcitamente tanto los desplaza-

mientos de los individuos a través de la red como los contactos entre ellos y los vectores

de cada nodo de la red, las cuales denominaremos simulaciones de Monte Carlo.

Estas simulaciones de Monte Carlo modelan la propagación del dengue entre parches

conectados tal cual se presentaŕıa en la vida real. Para ello reproduciremos la dinámica

de cada uno de los agentes (humanos y mosquitos), simulando los contactos entre hu-

manos y mosquitos que dan lugar a infecciones entre ambos y también simulando los

desplazamientos de cada individuo entre su nodo asignado y aquellos nodos vecinos.

Este tipo de simulaciones es computacionalmente muy costoso; mientras que, las ecua-

ciones dinámicas dadas por los Modelos (5.12), (5.13) y (5.14),que son aproximaciones

de dicha realidad, resultan siendo de fácil computo. En ese sentido, estamos interesa-

dos en comparar las simulaciones de Monte Carlo con los resultados de las Ecuaciones

dinámicas.

Para comparar los dos modelos, Monte Carlo y ecuaciones dinámicas, suponemos

que los humanos infectados se desplazan con una probabilidad diferente a la de los

humanos sanos (pinf 6= p), considerando dos situaciones en particular: que los humanos

infectados no se muevan (pinf = 0), y que se mueven con igual probabilidad que los

humanos sanos (pinf = p). Para las simulaciones, consideramos dos tipos de redes, una

red Erdös-Rényi y una libre de escala (ver Sección 2.4, página 17) con N = 50 nodos

y un conjunto de poblaciones de humanos y vectores de NH = NM = 2 ∗ 103 en cada

uno de los nodos ( γi = 1), λHM = λMH , µ =0.2, β = 1 y α = 1.

En la Figura 5.2, mostramos que tanto el Modelo (5.14) como el Modelo (5.13) pre-

dicen correctamente el comportamiento de las simulaciones de Monte Carlo en los casos

donde suponemos que los humanos infectados se mueven con la misma probabilidad que

los humanos sanos y cuando los humanos infectados no se mueven, respectivamente, con

lo cual validamos nuestros Modelos (5.12), (5.13) y (5.14).

5.4. Umbral epidémico

En esta sección, calculamos una expresión para el número reproductivo básico R0,

primero para el caso en que consideramos diferentes probabilidades de movilidad para

los humanos susceptibles e infectados, p y pinf , respectivamente. Luego, para el caso
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(a) (b)

(c) (d)

Figura 5.2: Fracción de humanos infectados en redes Erdös Renyi ((a) y (c)) y libre
de escala ((b) y (d)) con N = 50 nodos, para diferentes valores de movilidad p, con-
siderando que los humanos infectados se mueven con la misma probabilidad que los
humanos sanos ((a) y (b)) y que no se mueven, pinf = 0 ((c) y (d)). Los resultados
de las simulaciones de Monte Carlo (MC) están representados por lineas, mientras que
los puntos representan la solución de las Ecuaciones Dinámicas (ED). Los parámetros
usados son γi = 1, µ =0.2, β = 1 y α = 1.

en que consideremos que los humanos infectados no se desplazan, pinf = 0. Por último,

el caso en que los humanos susceptibles e infectados tengan la misma probabilidad de

movilidad pinf = p.

Con el siguiente procedimiento, desarrollamos una metodoloǵıa para obtener una

expresión para el número reproductivo básico, R0, de cada uno de los modelos dados

en la Sección 5.2.
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Sean ρHi = εi y ρMi = ηi; reemplazando en el Modelo (5.12), tenemos:

ε̇i = −µεi + (1− p) · (1− εi)
βλMHηiγi

1 + p · Ci + (pinf − p) ·Di(t)

+p · (1− εi) ·
N∑
j=1

Aij
ki

βλMHηjγj
1 + p · Cj + (pinf − p) ·Dj(t)

, (5.15a)

η̇i = −αµηi + (1− ηi)βλHM
εi + pinfDi(t)

1 + p · Ci + (pinf − p) ·Di(t)
. (5.15b)

Ahora, suponemos que los niveles de infección son bajos (εi ≈ 0 y ηi ≈ 0), entonces
los términos εiηj son despreciables, y el sistema (5.15) se reduce a

µ

βλMH
εi = (1− p) · ηiγi

1− (pinf − p) ·Di(t) + p · Ci

+p ·
N∑
j=1

Aij
ki

ηjγj
1− (pinf − p) ·Dj(t) + p · Cj

, (5.16)

µ

βλHM
ηi = α−1 εi + pinfDi(t)

1− (pinf − p) ·Di(t) + p · Ci
. (5.17)

Puesto que Di(t) depende de εi, tomamos la expansión de Taylor de la función

f(~ε) =
1

(1 + p · Ci) + (pinf − p) ·Di(t)

alrededor de ~ε = 0, y obtenemos que

f(~ε) = f(~0) +∇f(~0) · ~ε+O(‖ ~ε ‖2)

=
1

1 + p · Ci
+

N∑
j=1

∂f

∂εj
(~0)εj +O(‖ ~ε ‖2),

donde

∂f

∂εj
=



− pinf − p
(1 + p · Ci + (pinf − p) ·Di(t))

2 , si i = j

(pinf − p)Aijkj
(1 + p · Ci + (pinf − p) ·Di(t))

2 , si i 6= j.
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Reemplazamos la serie de Taylor de f en (5.16) y (5.17), obteniendo

µ

βλMH
εi = (1− p)ηiγi

(
1

1 + p · Ci
+

N∑
j=1

∂f

∂εj
(~0)εj +O

(
‖ ~ε ‖2

))

+p ·
N∑
j=1

Aij
ki
ηjγj

(
1

1 + p · Cj
+

N∑
l=1

∂f

∂εl
(~0)εl +O

(
‖ ~ε ‖2

))
,

µ

βλHM
ηi = α−1 (εi + pinfDi(t))

(
1

1 + p · Ci
+

N∑
j=1

∂f

∂εj
(~0)εj +O

(
‖ ~ε ‖2

))
.

Ahora, despreciamos los términos de segundo orden o más, es decir, los términos de

tipo εiηj, y εni para todo i, j y n > 1; luego, el sistema se reduce a

µ

βλMH
εi = (1− p) ηiγi

1 + p · Ci
+ p ·

N∑
j=1

Aij
ki

ηjγj
1 + p · Cj

,

µ

βλHM
ηi =

α−1

1 + p · Ci
(εi + pinfDi(t)) .

Por último, al expresar el sistema anterior de forma compacta como(
µ

βλMH εi
µ

βλHM
ηi

)
=

(
0 M

1
α
M̃ 0

)(
εi

ηi

)
,

con

Mij =
N∑
j=1

γj
1 + p · Cj

(
Aij
ki
p+ (1− p)δij

)
, (5.18)

M̃ij =
1

1 + p · Ci

N∑
j=1

(
Aijpinf

(
1

kj
− δij
ki

)
+ δij

)

obtenemos que

R0 =

βΛmáx

 0 λHMM

λMH

α
M̃ 0


µ

, (5.19)

donde Λmáx(A) denota el máximo valor propio de la matriz A.
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Para el caso particular en que los humanos infectados no se desplazan, pinf = 0, la

forma compacta está dada por:(
µ

βλMH εi
µ

βλHM
ηi

)
=

(
0 M

1
α
M1 0

)(
εi

ηi

)
,

donde M está dado por la expresión (5.18) y M1ij =
δij

1 + p · Cj
. Con lo cual resulta que

R0 =

βΛmáx

 0 λHMM

λMH

α
M1 0


µ

. (5.20)

Finalmente, para el caso particular que los humanos sanos e infectados se desplazan

con la misma probabilidad, pinf = p, la forma compacta está dada por

(
µ

βλMH εi
µ

βλHM
ηi

)
=

 0 M
1

α
M2 0

( εi

ηi

)
,

dondeM está dado por la expresión (5.18) yM2ij =
N∑
j=1

(
Aij
kj

p

1 + p · Ci
+

(1− p)
1 + p · Cj

δij

)
.

Con ello, tenemos que

R0 =

βΛmáx

 0 λHMM

λMH

α
M2 0


µ

. (5.21)

5.5. Red de movilidad de la ciudad de Cali

La red de movilidad de la ciudad de Cali considerada en esta tesis consiste de 23

nodos y 430 conexiones que resultaron del procesamiento de la encuesta Origen-Destino

realizada en el año 2010, en la cual se entrevistaron 10.000 personas. En esta encuesta,

a cada habitante encuestado se le preguntó sobre los viajes realizados el d́ıa anterior,

quedando registro sobre el barrio de origen y de destino, modo de transporte usado y

el propósito del viaje: compras, trabajo, regreso al hogar, estudio, negocios, recreación,

salud, comer y otro.
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(a) (b)

(c)

Figura 5.3: Medidas estad́ısticas y topológicas de la Red de Movilidad para Cali. (a) Las
distribuciones acumuladas decrecientes de grado, Pkin y Pkout . (b) Las distribuciones
acumuladas decrecientes de fuerza de conectividad, Psin y Psout . (c) La distribución
acumulada decreciente de peso de las conexiones, Plinks(w).

Cali consta de una población aproximada de 2.369.829 habitantes, la zona urbana

de Cali está conformada por 22 comunas, tiene 248 barrios aprobados y 88 urbaniza-

ciones y/o sectores [34]. La encuesta tiene un tamaño de muestra de 10.000 personas,

reportando 23.626 viajes; 9.937 de las personas encuestadas realizaron viajes de ida y

regreso, resultando un total de 19.874 viajes con un promedio de 2 viajes por persona.

En el contexto de redes, el grafo de movilidad obtenido de esta encuesta contiene

N = 23 nodos, las 22 comunas de Cali y un parche adicional el cual contiene los viajes

realizados a los municipios cercanos a Cali (Candelaria, Jamundi, Palmira, Pradera,

Puerto Tejada, Santander, Villa Rica, Yumbo y otros). De esta forma, dos parches están

conectados siempre que la encuesta reporte la existencia de al menos un viaje entre los
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dos parches. En total, la red tiene 430 conexiones unidireccionales y ponderadas, cuyos

pesos están dados por la cantidad de personas que se desplazan del nodo i al nodo j,

wij. La cantidad que integra la información acerca de su grado y la importancia de

los pesos de sus conexiones es denotada por la fuerza de conectividad de entrada y de

salida de cada nodo y está dada por

siin =
∑
j∈V(i)

wji,

siout =
∑
j∈V(i)

wij,

donde V(i) es el conjunto de vecinos del nodo i1.

En la Figura 5.3, presentamos algunas medidas estad́ısticas y topológicas de la red

de Movilidad de Cali. La Figura 5.3 (a) muestra las distribuciones acumuladas decre-

cientes de grado de entrada y de salida, Pkin y Pkout , proporcionando la probabilidad

que un nodo escogido aleatoriamente tenga grado de entrada kin y grado de salida kout,

respectivamente, donde tenemos un grado mı́nimo bastante alto tanto para el grado de

salida, kout = 9, como para el grado de entrada, kin = 6 y resultan siendo muy parecidas

las distribuciones de grado. La Figura 5.3 (b) presenta las distribuciones acumuladas

de fuerza de conectividad, Psin y Psout , proporcionando la probabilidad que un nodo

tenga una fuerza de conectividad de entrada sin y fuerza de conectividad de salida sout

respectivamente. Notamos que, los pesos de salida tienen una distribución más o me-

nos homogénea lo cual indica que las salidas desde los nodos son bastantes similares

para todos. En cambio, los pesos de entrada vaŕıan mucho, mostrando que hay zonas

de interés común a todas las comunas (centros comerciales, universidades, etc), mien-

tras que otras no presentan un flujo de visitas grande al ser zonas residenciales. Por

último, la Figura 5.3 (c) presenta la distribución de peso de las conexiones, Plinks(w),

proporcionando la probabilidad que una conexión escogida al azar tenga peso w.

Finalmente, la red de Movilidad de Cali es bastante homogénea como se ve en la

distribución acumulada de grado (ver Figura 5.3 (a)), es decir, se acerca más a una red

aleatoria que a una red libre de escala pero con la peculiaridad de ser pesada y dirigida.

En la Figura 5.4, presentamos la Red de Movilidad de Cali donde el grosor de las ĺıneas

representa el peso de las conexiones, el flujo de personas de una comuna a otra, las

ĺıneas delgadas representan un peso bajo, mientras que las ĺıneas gruesas un peso alto.

1En los modelos se reemplaza el término
Aij
ki

por
wij
siout

.
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Notamos que hay poco flujo de individuos en las comunas 1, 16, 21 y 23, las comunas

2, 4, 5, 6, 11 y 15 son las más fuertemente conectadas, y observamos que las conexiones

más pesadas son entre las comunas 2 → 6, 4→ 6, 11 → 4, 15 → 5, 12 → 6, 15 → 6 y

17 → 4.

Figura 5.4: Red de movilidad para Cali, con 23 nodos y 430 conexiones unidireccionales
pesadas.

5.6. Simulaciones numéricas

Para realizar el análisis de la influencia de la movilidad de las personas en la pro-

pagación del dengue en la ciudad de Cali, ajustamos los parámetros de la Tabla 5.1

a la situación de Cali. Se supone que dichos parámetros son homogéneos en todos los

parches de Cali, de tal forma que las diferencias que resulten entre el Modelo Meta-

poblacional (5.12) y el Modelo de Ross Macdonald [86] son debidas a la movilidad de

las personas. Cabe anotar que la tasa de picadura, la probabilidad de transmisión de

humanos infectados a mosquitos sanos y de mosquitos infectados a humanos sanos son
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claramente iguales para todos los parches, mientras que, la tasa de mortalidad de los

mosquitos podŕıa variar entre parches debido a los controles sobre la población de mos-

quitos (uso de insecticidas y larvicidas, controles de los criaderos de los mosquitos, etc.)

y a las diferencias del hábitat para estos. A su vez, las picaduras efectivas en la trasmi-

sión podŕıan variar entre parches como consecuencia de la presencia no homogénea de

población de humanos infecciosos asintomáticos, y, por último, la proporción de mos-

quitos por persona podŕıa variar como consecuencia de que las poblaciones tanto de

humanos como mosquitos son diferentes en cada parche.

Parámetros β λMH λHM µ αµ γ

Valor 0.3352 0.0834 0.2499 0.1 0.0333 1.47

Tabla 5.2: Parámetros del Modelo (5.12) para la Ciudad de Cali.

Para realizar las simulaciones numéricas del Modelo (5.12) para la ciudad de Cali,

utilizamos la red pesada de movilidad para Cali representada en la Figura 5.4 y los

parámetros del Modelo Ross-Macdonald (5.4) estimados en [9] para la ciudad de Cali

y dados en la Tabla 5.2.

(a) (b)

Figura 5.5: Umbrales epidémicos de los Modelo (5.13) y (5.14) para Cali. (a) λHM =
0,2499 y λMH

c en función de la probabilidad de movilidad de los humanos sanos, p. (b)
λMH = 0,0834 y λHMc en función de la probabilidad de movilidad de los humanos sanos,
p.

Debido a que en nuestro modelo contamos con dos fuerzas de infección, para analizar

el umbral epidémico para los Modelos (5.13) y (5.14), hacemos las siguientes conside-

raciones:
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Fijamos λHM = 0.2499 y calculamos λMH
c en función de las probabilidades de

desplazamiento de humanos sanos e infectados,

Fijamos λMH = 0.0834 y calculamos λHMc en función de las probabilidades de

desplazamiento de humanos sanos e infectados.

En la Figura 5.5, observamos una fuerte influencia de la movilidad de las personas en los

umbrales epidémicos λMH
c y λHMc cuando pinf = 0, mientras que, cuando los humanos

infectados se desplazan con la misma probabilidad que los sanos, la influencia de la

movilidad de las personas, p, afecta solo levemente a las fuerzas de infección λMH y

λHM . Además, hay una alta variabilidad en λHMc cuando pinf = 0 con respecto a p

comparado con la variabilidad de λMH
c con respecto a p cuando pinf = 0.

En la Figura 5.6, presentamos la fracción de humanos infectados en función de la

probabilidad de movilidad de la población de humanos sanos e infectados, observando

que, cuando los humanos infectados se desplazan poco comparado con el desplazamiento

de los humanos sanos, la fracción de humanos infectados aumenta; es decir, que hay una

alta influencia en la movilidad de las personas sanas sobre la transmisión del dengue,

consiguiendo los niveles más altos de infección cuando los humanos infectados no se

desplazan pero hay una alta movilidad de humanos sanos.

Figura 5.6: Fracción de humanos infectados en función de las probabilidad de despla-
zamiento de humanos sanos, p, y de infectados, pinf .
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5.7. Efecto del control parcial del vector en las co-

munas de Cali

Para reducir la incidencia del Dengue, una de las opciones es controlar la población

del mosquito mediante el uso de controles qúımicos y biológicos, en los Caṕıtulos 3 y

4, presentamos un modelo, y mediante el análisis de estabilidad y la teoŕıa de control

óptimo, dimos condiciones para reducir la población del mosquito, aumentando la tasa

de mortalidad de sus diferentes estadios.

Dado que hemos establecido la red de movilidad para la ciudad de Santiago de

Cali, tenemos el flujo de personas entre los diferentes parches, lo cual nos permite,

en esta sección, determinar estrategias de control sobre la población del mosquito que

consideren las diferencias espaciales. Primero, analizamos el efecto sobre la propagación

del Dengue al aplicar un mismo control sobre cada uno de los parches simultáneamente.

Dicho control consiste en el aumento de la tasa de mortalidad de los mosquitos, αµ, y

luego, comparamos el efecto de dicho control en un solo parche de Cali.

Figura 5.7: “Inmunización” homogénea de la población de mosquitos de las comunas
de la ciudad de Cali.

Partimos de la situación para Cali con pinf = 0 y αµ = 0,0333 (ver Figura 5.6), y

al ir “inmunizando” los mosquitos de forma homogénea en todas las comunas de Cali,
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es decir, al aumentar la tasa de mortalidad de los mosquitos en todas las comunas de

igual manera, con un aumento de 0.01, tenemos que, para una expectativa de vida del

mosquito de aproximadamente 12 d́ıas, αµ = 0,0833, para desplazamientos de personas

sanas menores al 60 %, no habrá presencia de infecciones de Dengue y para desplaza-

mientos mayores al 60 %, la fracción de infectados no supera al 1.5 % de la población

(ver Figura 5.7).

(a) (b)

(c) (d)

Figura 5.8: “Inmunización” por comuna con una efectividad del 100 % sobre la población
del mosquito. (a) Inmunización de las comunas 1 a 8. (b) Inmunización de comunas
9 a 16. (c) Inmunización de comunas 17 a 22. (d) Fracción de humanos infectados
dados por la inmunización de cada comuna sobre la fracción de humanos infectados sin
inmunización con p = 0.5 y pinf = 0.

Por último, dado que los nodos de la red de movilidad de Santiago de Cali no son

homogéneos (no presentan los mismos grados ni fuerzas de conectividad), podemos

preguntarnos qué tan eficiente es la inmunización de un parche comparada con la in-
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munización en otro parche. Contestamos esta pregunta, calculando el efecto en toda

la ciudad de la inmunización del 100 % de los mosquitos de un solo parche (αµ = 1).

Aplicamos esta inmunización sobre el Modelo (5.13) donde la movilidad de los humanos

sanos con los humanos infectados sin desplazarse, pinf = 0, tiene una fuerte influencia

en la propagación del Dengue. Dicha inmunización la llevamos a cabo sobre cada una

de las 22 comunas de Cali por separado, y analizamos la influencia de la inmunización

de cada parche sobre la propagación del dengue.

Figura 5.9: Fuerza de conectividad de entrada y de salida de las comunas de Cali.

En la Figura 5.8 (paneles (a), (b) y (c)) representamos cómo vaŕıa el número de

humanos infectados en función de p cuando inmunizamos cada una de las comunas

por separado tomando como referencia el caso sin inmunizar (ĺınea azul claro). De los

tres paneles se observan dos tipos de comunas: aquellas donde la incidencia del dengue

apenas se ve afectada y aquellas cuya inmuzación acarrea un decrecimiento significativo

del número de infecciones.

Para averiguar cuáles son las comunas donde focalizar el control, calculamos la

fracción de humanos infectados inmunizada una comuna, I∗hcomuna , sobre la fracción de

infectados, I∗h dada para pinf = 0 y αµi =0.0333, con la probabilidad de desplazamiento

de humanos susceptibles al 50 %, es decir, p = 0.5.

En la Figura 5.8 (d) observamos que los esfuerzos de control debeŕıan focalizarse en

las comunas 1, 3 y 7 dado que su inmunización acarrea una disminución de cerca del 13 %

de las infecciones en el sistema. Asimismo, es notable el casi nulo efecto que produce

la inmunización de las comunas 2, 4, 5, 6, 8, 11 y 15 donde sólo se logra disminuir en

menos de un 2.5 % la propagación de la enfermedad. Con ello tenemos que, claramente

los esfuerzos de control deben estar sobre las comunas 1, 3 o 7, donde la inmunización de

alguna de esas comunas disminuye más la propagación de la enfermedad (ver Figura 5.8
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(d)). Es de anotar que estas comunas no tienen una caracteristica especial en cuanto a

conectividad, es decir, no están en los extremos de la fuerza de conectividad de entrada

ni de salida como se puede apreciar en las gráficas 5.9

5.8. Conclusiones y trabajo futuro

En este caṕıtulo, hemos deducido un modelo de la dinámica de enfermedades trans-

mitidas por vectores con un enfoque metapoblacional, donde se tienen N parches que

están conectados heterogéneamente. Una vez deducidas las ecuaciones dinámicas de

los Modelos (5.12), (5.13) y (5.14), las comparamos con un modelo que considera las

interacciones agente por agente, denotado Modelo de Monte Carlo, el cual simula la

dinámica de transmisión de la enfermedad, simulaciones por agentes son muy costo-

sas computacionalmente. Esta comparación nos ha servido para validar las ecuaciones

obtenidas en redes sintéticas tanto de Erdös-Rényi como en redes libres de escala, las

cuales tienen caracteŕısticas topológicas muy diferentes. Por lo tanto, nos quedamos

con las ecuaciones dinámicas que nos permiten hacer un análisis matemático y son

computacionalmente menos costosas.

Una vez validados, usamos de nuestros modelos para analizar la propagación de

Dengue en la ciudad de Cali, empleando la red de movilidad urbana entre las comunas

que la componen. En particular, hemos analizado la influencia de la movilidad de las

personas sobre la propagación del dengue. Como resultado principal observamos que

cuando las personas infectadas y susceptibles se mueven con la misma probabilidad, el

efecto de la movilidad sobre la propagación del Dengue es muy pequeño. En cambio,

cuando la población de humanos infectados no se mueve, la probabilidad de desplaza-

miento de los humanos sanos aumenta la propagación de la enfermedad, mientras que

cuando fijamos la movilidad de los humanos sanos a medida que los humanos infectados

se desplaza la propagación de la enfermedad disminuye (véase Figura 5.6).

Finalmente, analizamos cuál es el efecto de la inmunización parcial y total sobre

la propagación del Dengue en la ciudad de Cali. Como resultados más importantes

hemos calculado cómo diferentes grados de inmunización afectan la propagación de

la enfermedad y, asimismo, hemos identificado aquellas comunas cuya inmunización

contribuye significativamente a disminuir el número de infecciones.

Como trabajo futuro, podŕıamos precisar o mejorar las estimaciones de las diferentes

probabilidades de desplazamiento correspondientes a cada comuna en la ciudad de Cali,
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poder tener un estudio que estime la distribución espacial de la población del mosquito

en Cali y, aśı, incorporar datos más espećıficos de cada comuna (las poblaciones de

humanos, de mosquitos, etc.) para Cali, logrando tener una mejor aproximación de la

dinámica de transmisión del Dengue en Cali.
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Caṕıtulo 6

Conclusiones y Trabajo Futuro

En esta tesis, presentamos unos análisis que contribuyen al control y a la vigilancia

del dengue a partir de tres enfoques diferentes: epidemiológico, teoŕıa de control óptimo

y teoŕıa de redes.

En el primer enfoque, partimos de un modelo presa-depredador donde describimos

la dinámica poblacional del mosquito (estadio inmaduro y maduro) con la interacción

de un depredador del estadio inmaduro. Determinamos los umbrales de supervivencia

del mosquito con o sin depredación. Luego, ajustamos los parámetros entomológicos

del mosquito para la ciudad de Cali y obtenemos que en Cali siempre habrá presencia

del mosquito Aedes aegypti en ausencia de algún depredador de estadios inmaduros del

mosquito. Posteriormente, mediante el umbral de supervivencia con depredación, da-

mos condiciones sobre las caracteŕısticas biológicas del depredador (capacidad de carga

y tasa de depredación) de los estadios inmaduros del mosquito para controlar dicha

población. Adicionalmente, presentamos una caracterización de algunos depredadores

de la fase acuática del mosquito, deduciendo que los copépodos ciclopoides cumplen

plenamente dichas condiciones siendo esta especie un depredador eficiente para el con-

trol de la población del mosquito. Además, realizamos un análisis de sensibilidad al

umbral de supervivencia del mosquito, con lo cual encontramos que, para disminuir

dicho umbral, una buena opción es disminuir la tasa de ovoposición del mosquito, por

ejemplo, usando controles biológicos, y/o aumentar la tasa de mortalidad del estadio

maduro, convalidando el uso de insecticidas para ejercer control sobre este vector. Tam-

bién, encontramos que para valores pequeños del producto que mide la eficiencia del

depredador (lo cual se da cuando el depredador no se usa como control del estadio inma-

duro del mosquito), la incidencia de la tasa de transición sobre el umbral de crecimiento
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de mosquito con depredación es poca, evidenciando el fracaso en el uso de mosquitos

macho estériles para el control del Aedes aegypti.

En el segundo enfoque, dado que en algunas situaciones el control biológico no es

suficiente para el control de la población de mosquitos, aplicamos la teoŕıa de control

óptimo donde buscamos los controles qúımicos que minimicen el estadio adulto del

mosquito durante todo el periodo, el estadio inmaduro al final del periodo, como medida

de precaución para el periodo siguiente al control, optimizando los recursos, es decir,

minimizando el costo de los controles qúımicos y biológico. Obtenemos la mejor forma

para controlar la población del mosquito al menor costo posible. Luego, a partir de

un conjunto de estrategias o alternativas, dadas por los costos de los controles y el

efecto de estos sobre los estadios del mosquito, desarrollamos una metodoloǵıa que nos

permite determinar la “mejor” estrategia según costo-efectividad, donde la efectividad

la podemos determinar por la cantidad de mosquitos eliminados y/o la cantidad de

controles qúımicos no usados por la estrategia, contemplando tanto la disminución del

vector, lo cual a su vez se refleja en la reducción en la incidencia del dengue, como en el

impacto de los controles qúımicos sobre el medio ambiente. Obtenemos que la estrategia

a seguir no es obvia y que depende de las caracteŕısticas de los costos y los efectos

de los controles. Finalmente, planteamos y resolvemos el problema de control óptimo

con recursos limitados, y le aplicamos la metodoloǵıa desarrollada para determinar

la “mejor” estrategia según costo-efectividad, observando que en algunas estrategias la

cota impuesta sobre los recursos no es suficiente para el sostenimiento del depredador, lo

cual hace no factible dichos problemas y, puesto que, parte de los recursos del problema

de control óptimo está destinado al sostenimiento del depredador.

Por último, en el tercer enfoque, realizamos la deducción de un modelo de la dinámi-

ca del dengue desde un enfoque metapoblacional considerando N parches conectados

heterogéneamente, con el cual analizamos la influencia de la movilidad de las personas

en la propagación de la enfermedad. Una vez deducidas las ecuaciones dinámicas, las

comparamos con un modelo que considera las interacciones agente por agente, deno-

tado simulaciones de Monte Carlo, el cual modela la dinámica de transmisión de la

enfermedad, dichas simulaciones por agentes son muy costosas computacionalmente.

Esta comparación nos ha servido para validar las ecuaciones obtenidas en redes sintéti-

cas tanto de Erdös-Rényi como redes libres de escala. Posteriormente, a partir de una

encuesta origen-destino realizada para la ciudad de Cali, obtenemos la red de movi-

lidad de Cali. Notando que, los pesos de salida tienen una distribución más o menos

homogénea, lo cual indica que las salidas desde los parches son bastante similares entre
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śı. En cambio, los pesos de entrada vaŕıan mucho, mostrando que hay zonas de interés

común a todas las comunas (centros comerciales, universidades, etc), mientras que otras

no presentan un flujo de visitas grande al ser zonas residenciales.

Realizamos las simulaciones numéricas para Cali, ajustando los parámetros del mo-

delo de forma homogénea para todos los parches, analizando aśı la influencia de la

movilidad de las personas en la propagación de la enfermedad, concluyendo que la pro-

babilidad de desplazamiento de las personas afecta considerablemente la propagación

de la enfermedad cuando la población de humanos infectados no se desplaza entre los

parches, mientras que hay una leve influencia cuando los humanos infectados se despla-

zan con la misma probabilidad que los humanos sanos. Finalmente, hemos analizado

cuál es el efecto de la inmunización parcial y total sobre la propagación del Dengue

en la ciudad de Cali. Como resultados más importantes hemos calculado cómo dife-

rentes grados de inmunización afectan la propagación de la enfermedad y, asimismo,

hemos identificado aquellas comunas cuya inmunización contribuye significativamente

a disminuir el número de infecciones.

Trabajo futuro

Según los enfoques de esta tesis, como trabajo futuro, nos proponemos analizar el

modelo presa-depredador considerando la influencia de los cambios de temperaturas

en Cali en los parámetros entomológicos del vector. En la parte de control óptimo,

nos proponemos considerar los niveles iniciales del depredador como una variable de

control. En redes, precisar o mejorar las estimaciones de las diferentes probabilidades

de desplazamiento de las personas en Cali y determinar la proporción de mosquitos por

persona en cada uno de los parches para introducir más heterogeneidad al modelo y

lograr una mejor aproximación a la dinámica del dengue en Cali. Por último, a partir del

modelo metapoblacional deducido y en conjunto con la metodoloǵıa de control óptimo

desarrollada, para el control de la población del mosquito, nos proponemos determinar

estrategias de control que no sean homogéneas y aśı contribuir a un mejor control y

vigilancia del dengue.
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Apéndice A

Desarrollo Numérico

En el desarrollo de esta tesis doctoral, realizamos simulaciones numéricas, tanto

para resolver un problema de control óptimo como para analizar la dinámica del den-

gue en una población heterogéneamente conectada. En el primero, usamos el software

especializado para resolver problemas de control óptimo no lineal, GPOPS II - Next

Generation Optimal Control Software Versión 2.0, año 2014, el cual es un software

de plataforma MATLAB; Mientras que para el segundo, la validación del modelo ma-

temático desarrollado se llevó a cabo mediante simulaciones de un modelo basado en

agentes donde se tiene en cuenta uno a uno, tanto humanos como mosquitos. Estas

simulaciones y las del modelo matemático fueron programadas en C y realizadas en un

cluster de computación que permitió la exploración de los parámetros epidemiológicos

del modelo. En este apéndice, damos una breve descripción del Software GPOPS II

e incluimos uno de los programas del modelo metapoblacional (el que tiene la misma

probabilidad de desplazamiento tanto de humanos sanos como de humanos infectados).

A.1. Paquete GPOPS II

Dado que las aplicaciones de control óptimo han aumentado en complejidad en los

últimos años, el tema de control óptimo ha pasado de la teoŕıa a la computación. En

particular, el control óptimo computacional se ha convertido en una ciencia en śı misma,

resultando en una variedad de métodos numéricos e implementaciones de software.

La gran mayoŕıa de las implementaciones de software de control óptimo involucran

la transcripción directa de un problema de control óptimo de tiempo continuo a un

problema de programación no lineal (PNL), y este tipo de problemas se resuelven
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utilizando paquetes comerciales y de dominio libre (véase una descripción de dichos

paquetes en [77] junto con las referencias exactas).

Desde la década 1980, los métodos de colocación directa se han hecho muy po-

pulares en la solución numérica de problemas de control óptimo no lineales. En un

procedimiento de colocación directa, el estado y el coestado del sistema de optimalidad

(2.4) se discretizan en un conjunto de puntos elegidos apropiadamente en el intervalo de

tiempo. Dicho sistema, en tiempo continuo, luego se transforma en un problema PNL

de dimension finita. El problema PNL resultante se resuelve utilizando las subrutinas

destinadas para este fin (por ejemplo, las subrutinas SNOPT o IPOPT de MATLAB),

iniciando en las condiciones de frontera y luego ajustando las trayectorias de estado y

coestado (mediante aproximaciones polinomiales de un mismo grado máximo o splines)

dentro de cada subintervalo de partición para que ellas satisfagan la dinámica del sis-

tema. La convergencia de estos métodos se consigue mediante el aumento del número

de puntos de colocación (afinamiento de la malla). Sin embargo, la convergencia no se

logra siempre, ya que cuando la distancia entre los nodos vecinos tiende al “epsilon de

la máquina”, el algoritmo numérico debe detenerse sin llegar aún a las trayectoria que

satisfacen la dinámica del sistema.

Por otro lado, existen métodos directos de colocación ortogonal basada en la cua-

dratura Gaussiana. En estos métodos, las trayectorias se aproximan utilizando un poli-

nomio de Lagrange, donde los puntos de colocación (o sea, los nodos de este polinomio)

se eligen para ser puntos asociados con la cuadratura de Gauss. Originalmente, se im-

plementaban métodos de colocación de cuadratura gaussiana en el intervalo entero de

tiempo (el cual puede ser normalizado a [−1, 1]). Por lo tanto, la convergencia de es-

tos métodos se lograba aumentando el número de nodos y el grado del polinomio de

aproximación. Obviamente, la complejidad computacional crećıa drásticamente con el

aumento de grado del polinomio de aproximación. No obstante, para aquellos problemas

con valores en la frontera cuyas soluciones son suaves y no tienen cambios abruptos, los

métodos de colocación basados en la cuadratura gaussiana no requieren muchos punto

de colocación (nodos) y tienen una estructura simple, lo cual hace que estos métodos

convergen exponencialmente [20].

La combinación de los dos enfoques anteriores se conoce como métodos de colocación

ortogonal directa y también suele llamarse métodos pseudoespectrales de Gauss [41, 77,

74]. La selección particular de puntos de colocación (nodos) da origen a diferentes

métodos pseudoespectrales.

Según lo indicado en [41], existen tres tipos básicos de conjuntos de nodos para la
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colocación ortogonal en un método pseudospectral:

los puntos LG (de Legendre-Gauss),

los puntos LGR (de Legendre-Gauss-Radau),

los puntos LGL (de Legendre-Gauss-Lobatto).

Estos tres conjuntos de puntos se obtienen a partir de las ráıces de un polinomio de

Legendre y/o de las combinaciones lineales de un polinomio de Legendre con sus de-

rivadas. Todos estos conjuntos de puntos están definidos en el dominio [−1, 1], pero

difieren significativamente entre śı. El conjunto de los puntos LG no incluye los puntos

extremos, el conjunto de los puntos LGR incluye sólo uno de los puntos extremos y el

conjunto de los puntos LGL incluye ambos puntos finales; además, los puntos LGR son

asimétricos con respecto al origen.

Para cada tipo de conjuntos de colocación (LG, LGR, LGL) fueron elaborados los

métodos pseudoespectrales correspondientes, a saber:

conjunto LG ⇒ método pseudoespectral de Gauss [13];

conjunto LGR ⇒ método pseudoespectral de Radau [51];

conjunto LGL ⇒ método pseudoespectral de Legendre [32].

Estos tres métodos son métodos adaptativos tanto en el número de subintervalos de la

malla como en el grado del polinomio de aproximación dentro de cada subintervalo. Por

lo tanto, permiten tomar ventaja de la convergencia exponencial de un método global

de cuadratura gaussiana en las regiones donde la solución es suave e introducir nodos

adicionales solo en las regiones donde la solución cambia rápidamente.

El paquete computacional GPOPS-II implementa el método pseudoespectral de Ra-

dau aplicando de manera interna y automática un escalamiento del intervalo [0, T ] a

[−1, 1] junto con un refinamiento adaptativo de su partición y permite variar el grado

de los polinomios de aproximación, el número de subintervalos en la malla y el ancho de

cada subintervalo durante el proceso de ejecución. También permite adicionar puntos de

colocación en las regiones donde se necesita más información acerca de las trayectorias

para aśı capturar las caracteŕısticas claves de una solución optima.

La principal ventaja del método pseudoespectral de Radau consiste en que este

método (a diferencia de otros métodos pseudoespectrales) permite utilizar las fórmulas

exactas de las derivadas parciales de f(t, x(t), u(t)), g(t, x(t), u(t)) para calcular el
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gradiente y el Hessiano del Lagrangiano, aśı como el Jacobiano de las restricciones, en

el problema PNL resultante de discretización. Esto contribuye significativamente en la

exactitud de los cálculos y favorece la convergencia del algoritmo numérico [74].

La principal limitación del paquete GPOPS-II consiste en que éste requiere la conti-

nuidad de las primeras y segundas derivadas del Hamiltoniano H(x(t), u(t), λ(t), t) con

respecto a todas sus variables. En particular, el modelo que trabajamos en esta tesis

cumple esta condición.

A.2. Códigos para la dinámica del degue en una po-

blación heterogéneamente conectada

En esta Sección, presentamos los códigos más importatntes desarrollados y usados en

el Caṕıtulo 5, los cuales programamos en C. Primero, presentamos el código del modelo

metapoblacional con la misma probabilidad de desplazamiento tanto de humanos sanos

como de humanos infectados. Luego, el código desarrollado para la validación de este

modelo, el cual denominamos simulación de Monte Carlo.

A.2.1. Método para resolver el modelo metapoblacional con

la misma probabilidad de desplazamiento tanto de hu-

manos sanos como de humanos infectados

Este programa resuelve las ecuaciones dinámicas del modelo metapoblacional. Las

entradas son los parámetros del modelo, la proporción de humanos y mosquitos infec-

tados inicialmente, la red de conexión de los parches, cálcula para cada paso de tiempo

dentro de un horizonte la cantidad de humanos y mosquitos infectados para cada parche,

dando como salida la proporción de humanos y mosquitos infectados en la población.

#include <stdio.h>

#include <math.h>

#include <stdlib.h>

#define T 50000 // Tiempo total de iteraciones

#define N 23

#define kmax 23

/* Septiembre 2.015 este programa resuelve el problema metapoblacional

para diferentes valores de lambda con p variando y el mismo p para
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los infectados*/

int I, J, Kin[N+1], Cin[N+1][kmax+1], Kout[N+1], Cout[N+1][kmax+1],

int nodos, links, g, gg, ggg, tiempo;

double Sin[N+1], Sout[N+1], Win[N+1][kmax+1], Wout[N+1][kmax+1];

double rhoH[N+1],rhoM[N+1], rhoHnext[N+1], rhoMnext[N+1], RhoH, RhoM;

double lambdaH, lambdaM, mu, p, alpha, beta, gama[N+1], c[N+1];

double derivadaH[N+1], derivadaM[N+1], deltat, cantidad;

double deltap,deltalambda;

int Np,Nl,Ip,Il;

main()

{ //Valores de Parámetros para el modelo

lambdaH = 0.2499; // Probabilidad de infección de un humano

lambdaM = 0.0834; // Probabilidad de infección de un mosquito

mu = 0.1; // Tasa de recuperación

p = 0.0; // Proporción de movilidad

deltat = 0.01;

alpha = 0.300; // Factor de reescalamiento para mortalidad del vector

beta = 1.; // Tasa de picadura

deltap = 0.1;

Np = 11;

FILE *fich1,*fich2,*fich3, *Markov;

char file1[40],file2[40],file3[40];

for(I=0;I<=N;I++)

{
Kin[I] = 0;

Kout[I] = 0;

gama[I]=0.;

c[I]=0.;

Sin[I]=0;

Sout[I]=0;

for(J=1;J<=kmax;J++)
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{
Cin[I][J]=0;

Cout[I][J]=0;

Win[I][J]=0.;

Wout[I][J]=0.;

}
}

fich1 = fopen("NetComunasCali.txt","r");

fscanf(fich1," %i %i \n",&nodos, &links);

// Calculando la conectividad

for(I=1;I<=links;I++)

{
fscanf(fich1," %i %i %i\n", &g, &gg, &ggg);

Kin[gg]++;

Kout[g]++;

Sin[gg] += ggg;

Sout[g] += ggg;

Cout[g][Kout[g]]=gg;

Cin[gg][Kin[gg]]=g;

Wout[g][Kout[g]] = ggg;

Win[gg][Kin[gg]] = ggg;

}
fclose(fich1);

Markov = fopen("MarkovCaliComunaVariandoP.txt","w");

for(Ip=1;Ip<=Np;Ip++){
for(I=0;I<=N;I++){

gama[I]=0.;

c[I]=0.;

}
for(I=1;I<=N;I++){

gama[I]= 1.47; // Numero de mosquitos hembra por humanos

c[I]=-1.;
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for(J=1;J<=Kin[I];J++){
g=Cin[I][J];

c[I]+=Win[I][J]/Sout[g];

}
}
for(I=1;I<=N;I++){

rhoH[I] = 0.10;

rhoM[I] = 0.10;

}
for(tiempo=1;tiempo<=T;tiempo++){

for(I=1; I<=N; I++){
//HOMBRES:

derivadaH[I] = lambdaH*beta*(1.-p)*(1.-rhoH[I])*gama[I]*rhoM[I];

derivadaH[I]=derivadaH[I]/(1.+p*c[I]);

derivadaH[I]=derivadaH[I]-mu*rhoH[I];

for(J=1; J<=Kout[I]; J++){
g = Cout[I][J];

cantidad=p*Wout[I][J]*beta*lambdaH*(1.-rhoH[I])*rhoM[g]*gama[g];

cantidad=cantidad/((double)Sout[I]);

cantidad=cantidad/(1.+p*c[g]);

derivadaH[I] +=cantidad;

}
//MOSQUITOS

derivadaM[I] =lambdaM*beta*(1.-p)*(1.-rhoM[I])*rhoH[I];

derivadaM[I]=derivadaM[I]/(1.+p*c[I]);

derivadaM[I]=derivadaM[I]-alpha*mu*rhoM[I];

for(J=1; J<=Kin[I]; J++){
g = Cin[I][J];

cantidad=p*(double)Win[I][J]*beta*lambdaM*(1.-rhoM[I])*rhoH[g];

cantidad=cantidad/(double)Sout[g];

cantidad=cantidad/(1.+p*c[I]);

derivadaM[I] +=cantidad;

}
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rhoHnext[I] = rhoH[I] + deltat*derivadaH[I];

rhoMnext[I] = rhoM[I] + deltat*derivadaM[I];

}
// Actualizacion

for(I=1;I<=N;I++){
rhoH[I] = rhoHnext[I];

rhoM[I] = rhoMnext[I];

}
}
RhoM=0.;

RhoH=0.;

for(I=1;I<=N;I++){
RhoH+=rhoH[I];

RhoM+=rhoM[I];

}

RhoM=RhoM/(double)N;

RhoH=RhoH/(double)N;

fprintf(Markov," %lf %lf %lf\n", p, RhoH, RhoM);

p=p+deltap;

}
fclose(Markov);

}

A.2.2. Validación del Modelo usando el método de Monte Car-

lo

Este programa simula expĺıcitamente tanto los desplazamientos de los individuos a

través de la red como los contactos entre ellos y los vectores de cada parche de la red,

en un horizonte de tiempo. Las entradas son los parámetros del modelo y la propor-

cición de humanos y mosquitos infectados inicialmente. Las salidas son la proporción

de humanos infectados y mosquitos infectados en toda la población. Para cada evento
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del sistema (infectarse, recuperarse, desplazarse, etc), identificamos aquellas variables

cuyo comportamiento aleatorio determina el comportamiento global del sistema. Una

vez identificadas dichas variables aleatorias, usando el método de Monte Carlo gene-

ramos una muestra aleatoria (valores concretos) para dichas variables, y analizamos el

comportamiento del sistema según los valores generados.

#include <stdio.h>

#include <math.h>

#include <stdlib.h>

#define T 2000

#define Tmed 1000

#define N 50 // Cantidad de parches

#define n 50000 // Cantidad de Humanos

#define B 1000 // Cantidad de bolitas en cada nodo

#define m 1000 // Cantidad de mosquitos en cada nodo

#define Nr 1 // Numero de realizaciones

#define kmax 100

#define NormRANu ((float) (0.5*4.656612595521636e-10))

#define NormRANu2 ((float) (0.5*4.656612595521636e-10))

unsigned int irr[256];

unsigned int ir1;

unsigned char ind ran,ig1,ig2,ig3;

int I, J, i, j, k, l, g, gg,Il,Ir, links;

int K[N+1], C[N+1][kmax+1];

int nH[N+1], nM[N+1], vis[N+1];

int Tag[n+1], home[n+1];

int infH[n+1], infHnext[n+1];

int M[N+1][m+1], Mnext[N+1][m+1];

double InfmedH,InfmedM,infmedH,infmedM;

double tiempo;

double beta, lambdaH, lambdaM, mu, alfa, p, deltal;

double pinf, lambdaeff, prob, picaduras, r;
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int Nl;

void ini ran(int SEMILLA)

{
int INI,FACT,SUM,i;

srand(SEMILLA);

INI=SEMILLA;

FACT=67397;

SUM=7364893;

for(i=0;i<256;i++)

{
INI=(INI*FACT+SUM);

irr[i]=INI;

}
ind ran=ig1=ig2=ig3=0;

}
/* Esta funcion produce un numero aleatorio entre 0 y 1 */

void Random()

{
//float r;

ig1=ind ran-24;

ig2=ind ran-55;

ig3=ind ran-61;

irr[ind ran]=irr[ig1]+irr[ig2];

ir1=(irr[ind ran]^irr[ig3]);

ind ran++;

r=ir1*NormRANu;

}
int main()

{
ini ran(1);

char file1[200], file2[200];

FILE *fich1, *fich2;

lambdaH=0.1;
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lambdaM=lambdaH;

deltal=0.02;

Nl=20;

beta=1.0;

mu=0.2;

alfa=1.;

p =0.50; //Probabilidad de Salto

pinf=0.3;

sprintf(file2,"Montecarlo- %dSF- %.4lf.txt",N,p);

fich2 = fopen(file2,"w");

for(I=0;I<=N;I++)

{
K[I]=0;

for(J=0;J<=kmax;J++)

{C[I][J]=0;}
}

//Leyendo la red

sprintf(file1,"SF %d.txt",N);

fich1 = fopen(file1,"r");

fscanf(fich1," %i %i \n",&g, &links);

for(I=1;I<=links;I++)

{
fscanf(fich1," %i %i\n", &g, &gg);

K[g]++;

K[gg]++;

C[g][K[g]]=gg;

C[gg][K[gg]]=g;

}
fclose(fich1);

//BUCLES

for(Il=1;Il<=Nl;Il++)

{
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lambdaM=lambdaH;

InfmedH=0;

InfmedM=0;

for(Ir=1;Ir<=Nr;Ir++)

{
//Infecto algunos individuos

for(I=1;I<=N;I++)

{
for(J=1;J<=B;J++)

{
Random();

if(r<=pinf)

{
infH[(I-1)*B+J]=1;

}
else

{
infH[(I-1)*B+J]=0;

}
}
for(J=1;J<=m;J++)

{M[I][J]=0;}
}

//Asigno la casa

for(I=1;I<=N;I++)

{
for(J=1;J<=B;J++)

{
home[(I-1)*B+J]=I;

}
}
//Dinamica

infmedH=0;

infmedM=0;

for(tiempo=1;tiempo<=T;tiempo++)
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{
for(I=1;I<=N;I++)

{
nM[I]=0;

nH[I]=0;

vis[I]=0;

}
//Muevo a los individuos

for(I=1;I<=N;I++)

{
for(J=1;J<=B;J++)

{
Random();

if(r<p)

{
Random();

r=r*(double)K[I];

g=r;

g++;

gg=C[I][g];

Tag[(I-1)*B+J]=gg;

if(infH[(I-1)*B+J]==1)

{nH[gg]++;}
vis[gg]++;

}
else

{
Tag[(I-1)*B+J]=home[(I-1)*B+J];

if(infH[(I-1)*B+J]==1)

{nH[I]++;}
vis[I]++;

}
}

}
//Infecto y recupero a los Mosquitos
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for(I=1;I<=N;I++)

{
lambdaeff=(double)nH[I]/(double)vis[I];

lambdaeff=lambdaM*lambdaeff;

prob=pow((1.-lambdaeff),beta);

prob=1.-prob;

//prob=beta*lambdaeff;

for(J=1;J<=m;J++)

{
if(M[I][J]==0)

{
Random();

if(r<prob)

{Mnext[I][J]=1;}
else

{Mnext[I][J]=0;}
}
else

{
nM[I]++;

Random();

if(r<=(alfa*mu))

{
Mnext[I][J]=0;

}
else

{Mnext[I][J]=1;}
}

}
}
//Infecto y recupero a los Humanos

for(I=1;I<=N;I++)
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{
for(J=1;J<=B;J++)

{
if(infH[(I-1)*B+J]==0)

{
g=Tag[(I-1)*B+J];

lambdaeff=(double)nM[g]/(double)m;

lambdaeff=lambdaH*lambdaeff;

picaduras=beta*(double)m/(double)vis[g];

prob=pow((1.-lambdaeff),picaduras);

prob=1.-prob;

//prob=picaduras*lambdaeff;

Random();

if(r<prob)

{infHnext[(I-1)*B+J]=1;}
else

{infHnext[(I-1)*B+J]=0;}
}
else

{
Random();

if(r<mu)

{infHnext[(I-1)*B+J]=0;}
else

{infHnext[(I-1)*B+J]=1;}
}

}
}
//ACTUALIZO

for(I=1;I<=N;I++)

{
for(J=1;J<=B;J++)

{
infH[(I-1)*B+J]=infHnext[(I-1)*B+J];
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}
for(J=1;J<=m;J++)

{M[I][J]=Mnext[I][J];}
}
if(tiempo>Tmed)

{
for(I=1;I<=N;I++)

{
for(J=1;J<=B;J++)

{
if(infH[(I-1)*B+J]==1)

{
infmedH++;

}
}
for(J=1;J<=m;J++)

{
if(M[I][J]==1)

{
infmedM++;

}
}

}
}

} //FIN PASO DE TIEMPO

infmedH=infmedH/((double)T-(double)Tmed);

infmedM=infmedM/((double)T-(double)Tmed);

InfmedH+=infmedH;

InfmedM+=infmedM;

}//FIN REALIZACIONES

InfmedH=InfmedH/(double)Nr;

InfmedM=InfmedM/(double)Nr;

fprintf(fich2," %lf %lf %lf\n",lambdaH,InfmedH/(double)n,
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InfmedM/((double)m*(double)N));

lambdaH= lambdaH +deltal;

}//FIN LAMBDAS

fclose(fich2);

}//FIN
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Bacillussphaericus : biocontrolador de vectores que producen malaria, fiebre ama-

rilla y dengue. NOVA- Publicación Cient́ıfica en Ciencias Biomédicas, 7:161–167,

2009. 11
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