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Resumen

Sea H" = {z € R*""'|af+ a3+ - +22 -2, = —1, 241 > 1} y sobre
H™ la pseudométrica dada por <x,y>1 = Y1 + ToYo + - + TuYp — Tpp1Ynst1 - Ol
¢ : M — H" C R*" es una inmersién de una variedad orientada n-dimensional, la
pseudométrica < , >1 define una métrica riemanniana sobre cada espacio tangente a M
en p.

Para cada v € R"*!, definimos la funcién [,: M — R, como l,(z)=(¢(z), v>1 y la
funcién f,: M — R por f,(x) = <l/(a:),v>l, donde v : M — S™ es una aplicacién de
Gauss definida sobre M. Probaremos que si M tiene curvatura media constante y para
algin A € R se tiene que [, = \f,, entonces ¢(M) es una hipersuperficie totalmente

umbilica:

H" ' (v,¢) = {xeH" | (z,v),=c}

o una hipersuperficie de Clifford:
My(r) = {(z,y) eR* I XR™*  zi a3+ .. l‘iﬂ =7, y£+2+y,§+3+- sy — y72L+1 =—1-r%}

Dondel=n—k —1.



Introducciéon

Sean ¢ : M — S™ una inmersién, [, : M — Ry f, : M — R funciones sobre M
dadas por l,(z) = (z,v) y fo(z) = (v(z),v) donde v : M — S™ es una aplicacién
de Gauss. En este trabajo de investigaciéon se generalizara para el espacio H" el
siguiente teorema:

Teorema 0.1. Sea ¢ : M — S™ una inmersion con curvatura media constante de una
variedad orientada de dimension (n — 1). Si para algin vector no nulo v # 0 y para
algin nimero real A, tenemos que l, = \f,, entonces ¢(M) es un hiperboloide o una

hipersuperficie de Clifford.

Este teorema fue demostrado en 2006 por Perdomo Oscar, Alias Luis y Brasil Aldir en
[1] v se usé como una aplicacién para demostrar que el indice débil de estabilidad de
las hipersuperficies compactas en S™ con curvatura media y curvatura escalar constante
debe ser mayor o igual a 2n 4+ 2 cuando M no es una esfera totalmente umbilica ni un
toro de Cliford.

En este trabajo de investigacion empezaremos considerando una inmersion
¢ M — H" C R*"™! de una variedad orientada completa de dimensién n. Para
cada x € M denotaremos el espacio tangente a M en x por T, M y cuando trabajamos
localmente identificamos M con el conjunto ¢(M) C R™! y el espacio T, M con el

subespacio d¢, (T, M) y sobre estos espacios consideramos la métrica

2 2 2 2
<m,:13>1:x1+x2+---+xn—xn+1.

Denotamos por v : M — S™ C R™™! un campo vectorial normal a lo largo de M, es
decir, para cada x de M, v(z) es perpendicular a el vector = y al espacio vectorial T, M.
El operador de forma A, : T,M — T, M esta dado por A,(v) = —dv,(v) = —5'(0),
donde B(t) = v(a(t)) y a(t) es una curva suave en M tal que a(0) = = y o/(0) = v.
Aqui se demuestra que este operador es bilineal y simétrico, por lo tanto, el tiene
n — 1 valores propios k1(z), k1(z), ko(z), ... k,(x) los cuales son llamados curvaturas

principales de M en z y definimos la curvatura media H como el promedio de las



curvatuas principales, es decir

+ Ka(x) + ... Iin_l(l‘).
n—1

H(z) = "22)

Empezamos nuestro trabajo de investigacién dando dos ejemplos de hipersuperficies
sobre H" que son homologas a las esferas euclidianas y a los toros de Clifford de S

definidas en [1] que son mds precisamente la hipersuperficie:

H" (v,¢) = {x € H" : (z,v), =¢, ceR}

1
Para este caso obtenemos que v(x) = W(U + cx) es un campo vectorial normal
+c*)2

c
unitario a lo largo de H" !(v, ¢), por lo tanto el operador A, = ———=———1 donde I
& (v.) V1t
es la aplicacién identidad y encontramos que las curvaturas principales k;(z) son todas
c

iguales a k;(r) = ———=—— para todo x € H" (v, ¢). Estas hipersuperficies las llama-
g (z) NiEr (v, ¢) persup

mos hiperboloides totalmente umbilicos.

Para la segunda hipersuperficie, consideramos k € {1,2,---,n — 1} y definimos

l=n—k—1conr >0, bajo esas condiciones la definimos de la siguiente forma:
Mi(r) = {(z,y) R xR - daiy =1 yio b+ yn —Ynpe=—1-71"}

y obtenemos que

S ).

define un campo vectorial normal a lo largo de My(r). Observe que los vectores en
Twy)M de la forma (v,0) definen un espacio de dimensién % y los de la forma (0, v)
definen otro de dimension [. Para este ejemplo obtenemos que el operador de forma A,
tiene dos curvaturas principales

V1412

Ki(z) = — ”

con multiplicidad algebraica k y



con multiplicidad algebraica [. Estas hipersuperficies al igual que en S™ las llamaremos
hipersuperficies de Cliford.

Cuando definimos las funciones I, : M — Ry f, : M — R por [,(z) = <x,v>1 y
fo(z) = (v(z), v>1 donde v : M — S™ es una aplicacién de Gauss y consideramos que
¢ # 0, junto con el ejemplo H" (v, ¢), vemos que si w € R™ es un vector perpendicular

a v, entonces:

fu = <=1
w mw'

Ocurre exactamente lo mismo con el segundo ejemplo, vemos que si
= ( 0,0 0) € R™!
w Wi, W2, ..., Wet+1,Y,U, ...,

entonces tenemos que

V1472

fu =
T
y si
w=(0,0,...,0, W12, Wey3, ..., Wyi1) € R™
tenemos que
f. = T

= —ly.
V1472

En este trabajo de investigacion vamos a demostrar que estos dos ejemplos son las ini-
cas hipersuperficies con curvatura media constante en H" donde la relacién f,, = AL,

para algun vector w en R"*! es posible, es decir demostraremos el siguiente teorema:

Teorema 0.2. Sea ¢ : M — H" una inmersion con curvatura media constante de una
variedad orientada de dimension (n — 1). Si para algin vector no nulo v # 0 y para
algin nimero real N\, tenemos que l, = Af,, entonces ¢(M) es un hiperboloide o una

hipersuperficie de Clifford.



Capitulo 1

El espacio hiperbdlico

En este capitulo emepzaremos definiendo una pseudométrica sobre H" y demostraremos
que para Tn41 > 1 esta pseudométrica es una métrica riemanniana sobre T,H". Poste-
riormente daremos dos ejemplos de hipersuperficies de H" que son fundamentales en la
demostracion del teorema principal. Luego definiremos sobre hipersuperficies M C H"

los conceptos bdsicos curvaturas pricipales, curvatura media y conexion Levi-civita.

Una métrica riemanniana ¢, definida sobre una variedad diferenciable M, es una fun-
cion definida sobre M que asigna a cada punto m € M un producto punto; es decir,una

forma bilineal, simétrica y definida positiva, sobre el espacio tangente T, M

Im Ty M X T, M — R

0
tal que para cada vecindad coordenada U, g y las funciones g;; = ¢ <(9_’ 8_> , definidas
€T; X
0
por g y los marcos coordenados —, ¢ = 1,2, ..., n. son de clase C"°. Una pseudométrica

8.1'1‘

riemanniana o una semimétrica riemanniana g* sobre una variedad M, es una funcién
bilineal, simétrica, que es no degenerada en cada punto m € M, es decir, g*(x,y) = 0
para cada y € T,,M, si y solo si, x = 0. Lo anterior es equivalente a decir que el tinico

vector que es perpendicular a todos es el vector nulo, o en otras palabras si se considera

0
8.%‘1'

matriz de la primera forma fundamental (g;;), no degenerada significa que es invertible

una base local {—1} coni = 1,2,...,n de espacios vectoriales tangentes a M en m y la

6



pero no necesariamente definida positiva.
Consideraremos el conjunto R"*! y sobre ella la métrica riemanniana
< ,> (R RS R

(z,y) = T1y1 + Taya + T3Y3 + -+ + Tln + Tnp1Ynta
y el conjunto
H'={z e R"" |af +a5+ai+  +a2—a2,=—1, x4 > 1}.
No es dificil verificar que la funciéon dada a continuacién definida sobre H",
<,>1:H"><H"»—>R
(T,9) = T1y1 + Tay2 + T3Y3 + - + TlYn — Tnt1Ynt

define una pseudométrica sobre H" e induce una métrica riemanniana sobre cada espacio

tangente a

H'={r e H" |2} + a5 +a3+ - +a, — 2o, =—1, donde wx,4; >1}

n

Para demostrar que define una pseudométrica, tomemos m € H" y consideremos la

parametrizacién

ViR xR — H"

dada por ¥ (z,y) = <gp(x) senh y, cosh y) donde x = (1, %9, 73,...,T,_1) y ©(z) es una
parametrizacién de S™1.

Asi que derivando con respecto a cada x; y con respecto a y obtenemos en su orden:

oY _(0p .
a—xz(a;,y) = ((%i (x) senhy,O) donde =1,2,3,...n—1,

0

a—?(z,y} = <gp(x) cosh y, senh y)

Por lo tanto concluimos que

o O Dy O
<3x,~’ 3x2>1 = <(@_xz Senhy,O), (8ZEZ Senhy,0)>1
Lo S



Por otro lado, también tenemos que

oy 0
<a—Z, (9_13//} = |l¢(@)]3 cosh® y — senh® y = cosh®yy — senh®y = 1.

¥ K
ay’axl

0
Lo que demuestra la afirmacion. y < >1 = 0 ya que <a—¢, w(aﬁ)>1 =0, denotare-
Y

mos H} de la misma forma que H".

1.1. Dos ejemplos de hipersuperficies de H"

Uno de los ejemplos tipicos de hipersuperficies del espacio hiperbdlico H" son las anélo-

gas a las esferas euclidianas en S™, es decir:
-1
H" ' (v,c) = {z €H" | 101+ 2203 + - -+ + TV — Tnp1Uns1 = CJ.

y suponemos v € R"™! con |[v||; = 1y en este trabajo las llamaremos hiperboloides no
euclidianos.
Para demostrar que es una variedad, consideramos las funciones fi(z) y fo(z), dadas a

continuacion, donde = = (1, xa, ..., Ty, Tpi1):

file) =af+ag+ - —an
f2($) = T1V1 + X2V2 + - + TpUp — Tnt1Unt1
Luego sus respectivos gradientes son:
gmd(fl(x)) = 2(21, T, ..., Tpg1, —Tny2)
grad(fa(z)) = (v1,02,V3. .., Upy1, —Unt2)

Argumentemos por contradiccién suponiendo que existe A € R no nulo tal que:

grad(fl(x)) = )\grad(fg(x))
<gmd(f1(:1:)),grad(fl(:r;))>1 = )\<grad(f2(:c)),gmd(fl(:c))>1
—4=2)\c.



Asi tenemos dos posibilidades para ¢, que ¢ = 0 6 que ¢ # 0. Si ¢ = 0 es claro que serian

linealmente independientes, pues se tendria una contradiccién (-4=0).

2
Sic # 0 entonces A\ = —— y:
c

2 2 2 4 2
H/\gmd(f2($)) = H — —(v1,v2,V3. .., Up, —Uny1) ’ Y (V1,v2, V3. .., Up, —Vnq1) ’
1 c 1 c 1
2
H)xgrad(fg(x)) ==
1 c
Por otro lado, tenemos que ||grad(fi(z))||? = —4, por tanto
4
2=

lo que contradice el hecho de que exista tal A € R y es imposible que sean linealmente

dependientes. Ahora considerando la funcién F(z) = (fi(z), fa(z)) se tiene que
H" ' (v,c) = F'(=1,¢)

y por tanto se concluye que H" (v, c) es una hipersuperficie de H".

Para nuestro segundo ejemplo, sea k € {1,2,--- 'n — 1}, definamos | = n — k — 1

y sea r # 0. El conjunto M, (r) definido como se sigue es una hipersuperficie de H" !
Mi(r) = {(z,y) ER*I xR ai+ad+. .. aipy =17, YipatUhaat  Hyn—ynp = —1-77}
De igual forma como el ejemplo anterior, consideremos las funciones:

filz,y) =t + a5+ +ag + 2k,

F2(2,9) = Yy + Uiz 0+ Yn — Y
Observe que sus respectivos gradientes son:

grad(f(z,9)) = 21,22, -, 7841,0, .., 0)

g?"(ld(fg(l’, y)) = 2(()’ 07 cee 707 Yk+2, Y435+ - -, Yn, _yn-‘rl)



por lo tanto, tenemos que

(grad(fi(z,y)), grad(fi(z,y))), = 4r°
(grad(fo(x,y)), grad(fo(z,y))), = —4(1 + 1)
<g7’ad(f1(3:, y)) ’ gr’ﬁad(f2($; y)) >1 =0

Asi, los gradientes son linealmente independientes. Ahora, formando la funcién

F<$7y) = (f1(x,y),f2(:v,y))

tenemos que

My(r) = F(r*, =1 —1%),

por tanto My (r) es una hipersuperficie de H". Las hipersuperfices My (r) y todas aquellas
que salvo un movimiento rigido son iguales para algtin k£ y algin r, estas hipersuperficies

las llamaremos hipersuperficies de Cliford de H".

1.2. Aplicacion de Gauss, operador de forma y co-
nexién Levi-civita sobre H"

En esta seccién empezaremos definiendo la aplicacion de Gauss sobre una hipersuperficie
M, y a partir de ella el operador de forma A,, con z € M. Demostraremos al igual que
como en S", que el Operador de Forma A, es un operador lineal, autoadjunto de T, M

en T, M.

Definicién 1.1. Sea M wuna hipersuperficie de H", diremos que la funcion

v: M cC H" = R define una aplicacion de Gauss sobre M si y solo si:
1. (v(z), V(ZE)>1 =1 para todo x € M
2. (v(x),x), =0
3. <V(x),w>1 =0 para todo w € T, M

10



1
La funcién v(z) = ——— (v + cz) donde ¢ > 1 y v € R"" es fijo con ||v]|; = 1 tal
(1)
que <x, v>1 = ¢ para todo x € H". Define una aplicacién de Gauss sobre H" (v, c).

En su orden observe que:

1. Para todo z € H" !(v, ¢) se tiene:

1
Traite) T
(1+¢?) (14 ¢?)

1
= 1+C2<v—|—c:c,v—|—c:c>l

1

- (<v,v>1 +2¢(v, ), + Xz, w>1)

1

<V(ZE),V(ZL‘)>1 = < (v+cx)>1

-

1
=1

2. Para todo x € H"(v, ) se tiene:

1
@) o) =

——(vHca),x
1+02)5( ) >

1

1
- m«v + cx),x>1

1

_ <<U,x>1 T c<x,x>1)

1+02)%

=

(
=0

3. Siw € T,M entonces

<gradf1(x),w>1 =0
<gradf2(:v),w>1 =0
Es decir;
T1Ww1 + ToWa + -+ + TplWy — Tpp1Wnsy = 0 = (2, w), (1.1)
VW] + VoW + -+ -+ VW, — Vp Wy = 0 = (v, W), (1.2)

11



luego:
1
<1/(x),w>1 = <m(v + cm),w>1
1
m (<U, U}>1 + C<.T, w>1>

%(04— c0) por (1.1) y (1.2)
1—|—02)2

(
=0
Para la hipersuperficie M(r) de H" tenemos que una aplicacién de Gauss es

De la misma forma que con la hipersuperficie anterior, observe que:

1. Para todo z € My(r) se tiene:

V1472 r V1472 r
X X

<V(x,y),l/(m,y)>1:<( r ’my)>( , ’my)>1

1+7? 2 2 2 r’ 2 2 2 2
=3 (27 + 25+ "+$k+1)+m(yk+2+yk+3+'”+yn+1 — Yni2)
1+ r? 9 r? 9

=3 7’+1+r2(—1—r)

=1+7r*—7?

=1

2. Para todo x € My(r) se tiene:

<V($,y),(l',y)>1:<( 1:_T2 ];v\/ﬁy)v(*xﬂy»l

1+ r2 r
R IR sy IR N

[
)

12



3. Si tenemos que (w,t) € T(y,)M, observe que

0= (grad fi(x,y), (w,t)),
0 = (grad fo(z,y), (w, 1)),

Es decir;
0 = 2(zywy + Tows + -+ + T W) = {(2,0), (w, ),
0 = 2(Yrsotise + Yrsstirs + -+ Ynbn — Ynritnsr) = ((0,), (w, t)>1

por lo tanto:

(via)s (0 0), = (50 o=
(

Proposicion 1.1. La diferencial de la aplicacion de Gauss es una aplicacion lineal de
T.M en T, M.

Demostracion. La linealidad es obvia, para demostrar esta proposiciéon demostraremos
que dvy(v) € T,M y (dvy(v),v(z)), = 0. Sea M C H" una hipervariedad de H",
v : M — R™! una aplicacién de Gauss y «(t) una curva sobre M tal que a(0) = z y

a/(0) = v, donde v € T, M. Por definicién de la aplicacién de Gauss tenemos que:

(dvy(v),v(z)), =0 entonces v(x)Ldy,(v).

13



Por otro lado, sabemos por definiciéon que:

<V(oz(t)), a(t)>1 = 0.
Luego

d

a(@(a(t»,a(ml) 0

t=0

(dvy(v),z), + (v(z),v), =0 como v € T, M, entonces vLv(x) y asi
(dvy(v),x), = 0.

Por tanto, hemos demostrado que dv,(v) € T, M. R

Definicién 1.2. Llamamos Operador de Forma de una hipersuperficie M C H" a

la aplicacion lineal A, : T,M — T,M definida por:
A, (v) = —=dvg(v).

El operador A, asf definido es un operador simétrico, es decir (A, (v),w), = (v, A(w)),

donde v, w son vectores cualesquiera de 7T, M.

Supongamos una parametrizacién ¢ : U C R" ' — M de una vecindad alrededor de

un punto z € M.

Sea (ud,u,... ug~") = my consideremos las curvas sobre la superficie M dadas por
o (t) = P (up,ud, ... ub+t,..ug™") coni=1,2...,n—1sean v = a}(0) = %(uo)
yow=al(0) = 2 ().

Ahora, consideremos la curva sobre el espacio tangente ((t) definida de la siguiente
forma:
oY

B(t) :Cl{;(t) = a_uj(uévugv'"7u6+t7"'au8_1)a

observe que 5(0) = /(0) = w. Entonces tenemos que

(V(ei(t). B(t)), =0

14



y por lo tanto

Por tanto,

<de(U),w>1 = —<V(m),%(0)>l (1.3)

Haciendo exactamente lo mismo intercambiando ¢ con j tenemos que

(dvm(w),v), = —<u(m),%§;j(0)>1 (1.4)

Entonces por (1.3) dado que 9 (t) es de clase C*™ se tiene que

<Am(v),w>1 = <U,Am(w)>1

asi hemos demostrado que A, es simétrico, luego por algebra lineal A, es diagonalizable
lo cual implica que A, tiene exactamente n—1 valores propios reales k1 (), k2(x), .. ., Kn_1(T)
que llamaremos curvaturas principales de M en el punto z, la curvatura media
H en el mismo punto se define como el promedio de las curvaturas principales, es decir

k1(x) + ko(z) + Kk3(z) + - - + Kpo1 ()

H(z) = n—1

y la norma del operador A, se define por
[A:]1? = ka(2)? + w2(2)® + Kg(2)? + -+ + Ky (@)

Para H" !(v, ¢) tenemos que
c

p=——
(1+ )
Donde I es una matriz cuadrada de orden n — 1, asi los valores propios de A, para
cualquier x son k;(z) = % _coni= 1,2,...,n— 1y por tanto:
(1+¢)
H(z) = ———< (1.5)
(1+¢?)
2 ¢
A= ———(n—1 1.6
A = (=D (1.6

15



Son constantes para cada punto x de H" (v, ¢).
Considerando la hipersuperficie My(r) tenemos que la matriz asociada a la diferencial

del operador de forma esta dada por:

V14712 Ik
A(z,y) = — "

r

ik (n—1)x (n—1)

V1472

Por tanto, las curvaturas principales de M en (z,y) son k;(z,y) = ———— con

,
i:1,2,...,kyr§j(x,y):—ﬁ con j=1,2,...,1 de donde:

r k V1472 l
+r2\n—1 T n—1
A |2 = —k l 1.
|| ($,y)|| 1 _|_,’,_2 + TZ ( 8)

Son constantes para cada (x,y) en My(r).

Definicién 1.3. Una conexién afin V : x(H") x x(H") — x(H") definida sobre H"

en un punto p € H" estd dada por:
(vXY)p = dY}?(Xp) + <dY;9(Xp)a P>1P

X(H™) denota el conjunto de campos vectoriales definidos sobre H", X, es el campo

vectorial X evaluado en p y dY, es la diferencial del campo vectorial Y en p.

Observe que esta conexion esta bien definida ya que estd dada en términos de la
diferencial de un campo y la diferencial de un campo estda bien definida. Para pro-
bar las propiedades de conexion, sean X,Y, 7 campos vectoriales tangentes a H" y
f, g funciones diferenciables definidas sobre H". Supongamos que la curva «a(t) es di-
ferenciable sobre H" con a(0) =p y «’(0) = f(p)X(p) + g9(p)Y (p), entonces tenemos

que:

16



(VixigyZ)p = dZ,(f X, + gY,) + (dZ,(f X, + gY,), P), P
= fdZ,(X,) + gdZy(Y,) + (fdZ,(X,) + gdZ,(Y,), P), P
=1 (42,(x,) + <dZ D) P, P )+ g(dZ,(%,) + (dZ,(Y,), P), P)

= (fVXZ)p + (QVYZ)p
2. Aqui supongamos que a’(0) = X (p)

(Vx(v +2)) = (@Y, +d2,)(X,) +((aY, +dZ,)(X,). P), P
= dY,(X,) + dZ,(X +<<dY ) +dZ,(X, >P>1
(@Y, (X)) + (Y, (X,), P),P)+ (dZ,(X,)+(dZ,(X;). P), P)

= (VXY)p + (VXZ)p

3. Al igual que el paso anterior suponemos que a’(0) = X(p)

d

(VafY)y = 5 (F@@)Y (alt)+ (fa@)Y (alt)P),P)

t=0
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= (XN )Y, + f()dY,(Xy) + (X)) D), + f(p)dY,(X,), P), P
:(Xf)(p)(%ﬂm,,mlp) +f(p)< X,) + (dY,(X,), P),P )

(Vx/fY), = (X(f)Y + fVxY),

Proposicion 1.2. La conexion V es la conexién Levi Civita.

Demostracion. Demostremos que la conexién es simétrica:

(VxY), = (VyX), = dY,(X,) + (dY,(X,), P), P — dX,(Y,) — (dX,(Y,), P), P
= Y, (X,) = dX,(Vy) + ((aY,(X,) — dX,(V;)). P), P
= (XY), = (YX), + ((XY), = (YX),, P),P

Y, +

(
= [X, Y], <[XYpaP>1
=X
= [X,Y]

Ahora demostremos que V es compatible con la métrica, tenemos entonces que:

(VxY, 2),(p) = {d, <dY< P),P. Z),

(Y,VxZ) (p) = <Y dZy(X,) + <dZ »): P),P),

(VxY,Z) (p) +(Y,VxZ),(p) = (dY, <dY (Xp), P), P, Z,),
+ (Y, dZ,(X,) + <dZ »): P),P),

(V5. 2), + (v.Vx2), ) () = X(, z>1 p)
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Capitulo 2

Resultados principales

En este capitulo consideramos una hipersuperficie M C H™ y empezaremos definiendo
las funciones ly, fo : M — R, calcularemos el gradiente de ambas, luego mostrare-
mos que cuando las definimos sobre H" (v, c) presentan la relacién f, = M, siempre
que w € R sea perpendicular a v € R". Los toros de Clifford, es decir las hi-
persuperficies My(r) tambien presentan la misma relacion f, = Al,. Posteriormente,
demostraremos nuestro teorema principal que establece que estas hipersuperficies de H"
son las unicas con curvatura media constante donde la relacion encontrada antes es

posible.

Sea w € R*™  un vector fijo, M C H*, v : M — R""! una aplicacién de Gauss

y definamos las funciones [, f, : M C H" — R de la siguiente manera:

lu(m) = (w,m), y  fulm)= (w,v(m)),.

Para nuestro caso, considerando nuestra hipersuperficie H" (v, ¢) tenemos que

fo(m) = ——(v+cm,w)..
(m) (1+02)§< )
Sic# 0y w € R es perpendicular a v, entonces como I,(m) = <m,w>1 y
fuw(m) = ;1@ + cm,w>1, se concluye que
(1+)

c

fuw(m) = ﬁlw(m)
19



Ahora considerando M, (r) y tomando (w,0) = (wy,ws, ..., wx1,0,0,...,0) € R*

tenemos que

1+17r2 r
oo (e

=Y ), . 0)),

VIT?

- r l(w,O) (ZL',:I/)

y),(wl,wg,...,wk+1,0,0,...,0)>1

De igual manera podemos obtener

r

[ ).
m (0,t)< y)

f(O,t) (ZE, y) =

ahora de manera general definiremos el concepto de vector gradiente sobre una hiper-

superficie M contenida en H" de la siguiente forma:

Definicién 2.1. Sea M C H" una hipersuperficie Riemanniana, X un campo vectorial
tangente definido sobre M (es decir X (p) € T,M para todo m € M) y f una funcion
diferenciable definida sobre M .Definimos la divergencia del campo X como la funcion
divX : M — R dada por div(X)= traza de la aplicacion lineal Y (p) — Vy X(p) y el

gradiente de f como el inico campo vectorial V [ sobre M dado por
<Vf(m),v>1 =dfp(v), meM, veTl,M,

El operador lapaciano A : C°(M) — C*(M) lo definimos por Af = div (grad f)

Proposicion 2.1. Sea M C H" una hipersuperficie orientable, entonces:

1. Viy(m)=w"

2. Vfulm)=—A,(w")

Donde w' y wt son la parte tangencial y normal de w con respecto a Ty, M
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Demostracién.
1) Sea a : (—¢,€) — M una curva sobre M tal que «(0) = my a’(0) = v, conv € T,, M.

Entonces:

V(1)) = 5 ((alo).w), )

Asi tenemos que (V [,)(m) =w',

t—oz <U’w>1 = <U7wL+wT>1 = <U7wL>1+<U’wT>1 = <U7wT>1'

2) Tomando la curva a(t) que tenemos en 1) se tiene que:

Vtolm) = g (wotew), )|
= _<w’Am(U)>1
=—(wr+w', An(0)),,
= —(w’, An(v)),
y como A es simétrico tenemos que V, f,(m) = —(An(w’),v), vy en consecuencia

Vfw(m) = —An(w’)

Prosigamos demostrando los siguientes lemas que seran necesarios en la demostracion

del teorema principal

Lema 2.1. Sea M C R"™! wuna hipersuperficie suave y sea o : (a,b) — M una curva

tal que:

a’(t) = f(t)a'(t) + N(t),
donde f : (a,b) — R es una funcién suave y N : (a,b) — R es un campo vecto-
rial normal a lo largo de o, es decir N(t) es perpendicular a ThuM. Asumimos que
la’(t)| # 0 para cada t € (a,b). Si s = s(t) es el paramétro de longitud de arco para «,

entonces [(s) = a(t(s)) satisface que 5" (s) es un campo vectorial normal a lo largo de

B, es decir B es una geodésica en M.
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Demostracion Se tiene que

N GO)
por lo tanto,
B"(s) = o (t(s)[t'(s)]* + o/ (t(s))t"(s) (2.1)

Como

Reemplazando en (2.4) tenemos:

B"(s) = [f(t(s)e/ (t(s)) + N (t(s))][t'(s)]* + o/ (t(s))"(s)
= f(t(s))e (t(s))[t'(s)]* + N(t(s)[t'(5)]* + o (t(5))t"(s)
= f(t(s))B' ()t (s) + o (t(5))t"(s) + N (t(s))[t'(s)]*

— FHNF ) + G (6) 4 NI
= L)+ B (5) + N o)
t//(8>

Llamemos g(s) = f(t(s))t'(s) + 7(s) y G(s) = N(t(s))[t'(s)]?, por tanto tenemos
B"(s) = g(s)3'(s) + G(s). Como G(s) = [t'(s)]?N(t(s)) es perpendicular a Ty M se

concluye que

29(5) = 2(8"(5),8/(5)), = (8"(5),8/(5)), + (8"(5). 5(5)), = == ((8'(5), 8(5)), ) =0

Por tanto [3(s) es una geodésica. M

Lema 2.2. Sip;(z) = bix+cy, pa(x) = bex+co, p3(x) =bsr+es,. .., pr(x) = brr+ey,
Ci Ccj . . .
son k polinomios de grado 1 con la propiedad de que » #+ b_] siempre que i # j. Entonces
l J
los polinomios

k
= [Ipi(x), tal quej#:i
j=1
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Son linealmente independientes, mds aun una ecuacion de la forma

a a a a
R B
b1 P2 P3 Pk

con c constante, no es verdadera a no ser que cada a; Yy c sea cero.

. C . Ci . . Ci
Demostraciéon Por la condicién sobre los niimeros b se tiene que si x = —— entonces
i i

cada polinomio ¢; se anula excepto el polinomio ¢;. Por lo tanto, si
a1q1 () + asqe(z) + asqz(z) + - - + aggr(z) =0

C.

Tomando z = —— se tiene que a; = 0. Por lo tanto, los polinomios ¢; son linealmente
i

independientes.

Por otro lado, note que la segunda ecuacion en el lema puede ser escrita como
a1q1 + a2q2 + asqs + - - + apqr = cR

donde R es un polinomio de grado k. Como la expresién de la izquierda de la tdltima
ecuacion es un polinomio de grado k — 1. Entonces se debe dar que la constante ¢ del
lado derecho debe ser cero. Por tanto, la segunda parte del lema se sigue por la inde-

pendencia de los polinomios. W

2.1. Demostracién del teorema principal

Teorema 2.1. Sea ¢ : M — H" una inmersion con curvatura media constante de una
variedad orientada n-dimensional. Si para algin vector no nulo v # 0 y para algin
nimero real \, tenemos que l, = \f,, entonces (M) es una hipersuperficie H" (v, c)

o una hipersuperficie My(r).

Demostracién Como los argumentos son locales y la tesis del teorema es sobre ¢(M)

y no sobre M, identificamos M con ¢(M) y T, M con Ty, M.
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Si multiplicamos la ecuaciéon [, = Af, por una constante apropiada podemos asumir
que ||v||; = 1.
Supongamos que [, no es constante, pues de ser asi ¢(M) C H" (v, c) para algin c,
ya que:

M ={zeH": (z,v), =c}
lo que implica por la completez de M que ¢(M) = H"(v, ¢).
Retomando nuestro supuesto inicial de que [, no es constante, entonces A # 0 y sea

z € M tal que Vi, (x) =v'(z) no es nulo. Luego como

b(z) = Afo(2),

entonces tomando el gradiente a ambos lados de esta ecuaciéon y reemplazando la con-

dicién Vi,(z) = v (z) obtenemos que
Aol (2) =V, (2)
asi por proposicién (2.1) tenemos que V f,(r) = —A(v") entonces:
AT (z)) = =210 (2). (2.2)
Sea «(t) una curva integral del campo vectorial v'(z) tal que a(0) = . Puesto que
o' (t) =v'(aft)), entonces:
o (t) = v+ l(alt)a(t) — fola))v(alt))l(alt)) (2.3)
y como f,(a(t)) = A ,(a(t)), entonces:
o/(t) = v+ l(a(t)a(t) = A lu(a(t)r(a(t)
= v+ L (a(®)(at) =X v(a(t)))

luego derivando

(1) = 2 (1oa(®)) (a(t) ~ 2wl (1) + L (o) (/1) = X2 (v(a()

= (Vh(a(t)), (1)), (a(t) = A 'w(a(t)) + L(a®) (a'(t) + A A(a' (1)) )
= (/(t), &/ (t)),a(t) — (o' (t), &' (t)), A" v (a(t) + L(a(t)a (t) + L(a(t) AN A( (1))
o(t) = [l (®)][*a(t) — o/ OIPA™ v (a(t)) + Lo(a(t)a’ (t) + L(a(t)) AT A(v (aft)))
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Y reemplazando (2.3) se tiene:

o () = [lo/ (D)at) — [l (OIPA w(al(t)) + L))o’ (£) — A2, (a(t)o T (alt))
= [l (®)](a(t) = X w(a(t)) + La()(1 = A2 (#)
= L(a()(1 = A 2)a/(t) + [/ @) (alt) = A w(a(t))
= f(t)a’(t) + N (1)
donde f(1) = L(a(t) (1 =A%) y N(t) = [l (0 (a(t) = A 'w(a(t) ). Luego si s = s(1)
es el pardmetro de longitud de arco para la curva a con s(0) =0 y t = t(s) es la

funcién inversa de s = s(t), por lema (2.1) tenemos que [(s) = a(t(s)) es una geodésica.

Como (3"(s) es perpendicular a Tz M tenemos que:

B"(s) = —=(B"(s), B(s)),8(s) + (8"(s), v(B(5))),»(B(s)) (2.4)

Observe que como (f'(s), '(s)), = 1, entonces:

(B8"(s),v(B(s))), = (B'(s), A(B'())), = 0
(B"(s),v(B(s))), = (B(s), =A"B'(5)), =0
(B"(s),v(B(s))), + A7(B'(5), 8'(s)), =0
(B"(s),v(B(s))), = =A""

y asi, reemplazando estos valores en (2.4) tenemos que:

B"(s) = B(s) = A" (B(s)) (2.5)
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Ahora derivando de nuevo la ecuacién (2.8) tenemos que:
/ " !/ 1 /
(8(5)) = B(s) + AP A(B(5)) (2.6)
"
(8(5)) = B(s) = A28(s) (2.7)
"
() = (1 =x2)8() (2.8)
Observe que se dan tres casos para 1 — A2 que son:
1-X2%2<0, 1-X22=0, 1-X2>0.

Caso 1: (1-A"2<0)

Sea —p? =1 — A\72 < 0, asi vemos que la ecuacién (2.8) se convierte en

(B'(s))" = —p*B'(s)

Esto implica que '(s) se mueve a lo largo de un circulo y entonces una solucién de esta

ecuacion diferencial es:

Bs) = p~ sen(ps)3(0) + p~2(1 = cos(ps) ) 8"(0) + B(0) (2.9)

y por lo tanto

B(s) = cos(ps)B'(0) + p~*sen(ps) " (0)

De la definicién tenemos que:

=7 / _ O/(O) _ UT(*T)
pO) =z O =0 = o o

y (8(0),58(0), =1,

y usando (2.5) concluimos que:

(8"(0),8'(0)), = (8"(0),v"(x)), =0, (B8"(0),8"(0)), =p* v (B(0),8(0)), = —1.
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con estos valores obtenemos que ||f'(s)|1 = 1y que ||3(s)||s = —1, Por otro lado, como

L(B())) = (B(s),v),
— (p" sen(ps)B'(0) + p2(1 = cos(ps) ) 8"(0) + B(0), v),
— p~ sen(ps) (5(0), v), + p~2(1 = cos(ps) ) (8"(0), v), + (B(0), v),

Pero, como tenemos que v' (z) = v + I,(z) — f,(x)v(z), entonces:

' @)} = (v+ @)z = fulz)v(@), v+ L(@)z = fo(z)v(z)),
=1+ (1=XA"H[l(2)]?

— 1= [l ()]
Y como —p? < 0, tiene sentido la circunferencia
lo" @)[1F + p*[lo(2)] =1
Luego es posible encontrar un s; € ( — %, %) tal que:
—plo(z) =cos(ps1) vy [lv ()] = sen(psy). (2.10)

por lo tanto volviendo a [,(/5(s) y reemplazando (2.10) tenemos que

L,(B(s)) = p~'sen(ps) sen(ps1) + p~ " cos(ps) cos(ps1) (2.11)

= p ' cos(ps — psy) (2.12)

Si s € (0,s1), observe que I, (8(s)) # £p~* y por lo tanto [[v" (2)[|; # 0y entonces S3(s)

estd en la curva integral del campo v (z) y por lo tanto 3(s) también estd en M. En
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particular 8(s1) € M, I(8(s1)) =0y N =1,%(0) es diferente de vacio.
De ahora en adelante, consideramos que x es un punto de N, es decir [,(z) = 0.
Observe que N es una variedad de dimesién n — 2 de H" ya que 0 es un valor regular

de la funcién [,(z). Més atn, para todo = € N tenemos que
Vi,(x) =v+l,(x)x — fo(z)v(z) =0

es un vector constante pues [,(z) = 0y por lo tanto N es una hipersuperficie totalmente
geodésica de M. En particular, todas las curvaturas principales de N son también
curvaturas principales de M, y también tenemos que para todo x € N, v € T,M y
Ay(v) = Xlv, por lo tanto, podemos tomar todos los vectores vy, vs,v3. ..,V o €0
T, M ortogonales a v, tal que A, (v;) = —A\v;.

Como los v; son perpendiculares a v = VI,(z), entonces ellos forman una base para
T,N y como N es totalmente geodésica, se tiene que Ai, Ao, A3, ..., \,_o son curvaturas
principales de M en el punto z.

Bajo el supuesto de que z € N, tenemos que 5'(0) = v, B7(0) = z — X 'v(z) y

reemplazando estos valores en la ecuacién (2.21) tenemos que
B(s) = p~lusen(ps) — p 2 (z — X' (x)) cos(ps) + z + p % (z — A 'v(x)) (2.13)
Derivando dos veces la ecuacién (2.13)
B"(s) = —pvsen(ps) + <x — )\_ly(m)> cos(ps). (2.14)

e igualando con (2.5) obtenemos:

v(B(s)) = AB(s) + Apvsen(ps) — (Az — v(x)) cos(ps) (2.15)
Recordemos que si s € (=7,7) 7(t) es una curva suave en N tal que 7(0) = =y

~'(0) = v;, entonces por (2.13) obtenemos la curva:

Ys(t) = p~tusen(ps) — p 2 (Y(t) — A w(y(1))) cos(ps) + (L) + p~2 ((t) — AT w((t)).

Pero observe que 7(t) es una curva en M tal que 75(0) = 5(s) y derivando esta curva
1) = = (7 (1) + AT A1) ) cosps) + /(1) + p2 (7 (1) + AT AR (W) ).
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y evaluando en ¢ = 0 obtenemos:
7 (0) = —p2 <vi + A_lA(vi)) cos(ps) +v; +p 2 (vi + )\_IA(vi))
Puesto que A(v;) = \v;, reemplazando y factorizando v; obtenemos:
~(0) = ( —p 21+ AN cos(ps) + 1+ p (1 + )\_1)\2-)>vi. (2.16)

Reemplazando en la ecuacién anterior p? = A2 — 1 y simplificando en (2.16) se sigue

que

—MA + ) cos(ps) + (1 + W))U.

%@)Z( Y (2.17)

por lo tanto, esto implica que estos vectores estan Tpg()M, ya que por contunuidad,

como la ecuacién

—AA 4+ N;) cos(ws) + (1 4+ A\) =0

tiene un numero finito de soluciones, sobre (—%, %) se concluye que los vectores v; estan
en T M para todo s € (—%, %)
Recordemos que —A~! es una curvatura principal de M en 3(s). Para calcular las otras

n — 2 curvaturas principales, usaremos la ecuacién (2.15), evaluada en 74(t) es decir:

v(75(t)) = Ms(t) + Apvsen(ps) — (Ay(t) — v(y(t)) cos(ps) (2.18)

Calculando el diferencial evaluado en 7%(0), teniendo en cuenta que 7'(0) = v;, usando

(2.18) y simplificando obtenemos:

av(11(0)) = =210 + A (7/(0) = X dw(5/(0)) ) cos(ps)

(L= A+ AN cosps) 5,
=AM+ Ai) cos(ps) + (1 +AN)T

Asioy(vi) = [= A+

Es decir que las otras n — 2 curvaturas principales de M en ((s) son:

(1= A)A(1 + A7\ cos(ps)
=AM+ A cos(ps) + (1 4+ A\;)

M(B(s) = =\ + (2.19)
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Observe que cuando s = 0, es decir en x, tenemos que \;(z) = A; para todox € M,y
si A, = —A71 entonces \;(8(s)) = —A7!, es decir serfa constante para todo s.

y ahora como por hipdtesis M tiene curvatura media constante y N es una hipersu-
perficie de H"*(v,0), entonces si todas las curvaturas principales de N son constantes
y son iguales a A 0 a A™! entonces M es una hipersuperficie de Clifford en el caso en
que N toma ambos valores ¢ es un hiperboloide totalmente umbilico si las curvaturas

principales de N son iguales a —\7!.

Usando que los puntos 3(s) son puntos de ¢(M), entonces ¢(M) debe estar contenido
en H"!(v,0) 0o en My(r) y como M es completa, entonces ¢(M) debe ser H" (v, 0) o
en My(r). Aqui se teminarfa la prueba si las curvaturas principales de N son —A~1 o .
Si las curvaturas principales de N no son —A~! o ), entonces como la curvatura media

es constante, tendriamos por (2.19) que:

aq Qa;
... = tant
MO ) cos(ws) — (L) T A ) cos(ws) — (1 Ay comstante
Donde Ay,...\; son las curvaturas principales de N que no son iguales a —A™! o a

i, pero esto no puede ser, pues esta ecuacién contradice el lema 2.2, ya que puede
14+ A\ 14+ AN

AA—A) T A A

verificarse que si \; # \;, entonces , por lo tanto, se demostraria

el teorema.

Caso 2 (A = =+1)

La ecuacién (2.8) se transforma en:
"
(8() =0

y entonces 3(s) = @ y por lo tanto §'(s) = @s + b. Pero como (B'(s),B'(s)), =1
debe darse para todo s, entonces <c?, 6>1s2 + 2<6, 5>18 + <l;, 5>1 =1 lo que implica que
a, 6>1 =0, <b, b>1 =1y p(s) = by por lo tanto B(s) = @s?+bs+cy cémo B(0) = z,

entonces ¢ = z y por lo tanto, 3(s) = ds* + bs + 2. Como B(s) debe satisfacer que
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(B(s),B(s)), = —1 para todo s, pero

(B(s), B(s)>1 =(a, a>184 + 2(a, b>153 + (b, b>152 +2({a, :1:>1 + <b,x>1)s —1
=s*({a, a>152 +2(a,b) s+ (b,b),) + 2((a,z), + (b, z),)s — 1
=s*+2({a+b,z))s—1

y es imposible que sea igual a —1 para todo s, ya que solo alcanza esos valores en s = 0

yens= —2<a + b,$>1. Por lo tanto, A # +1

Caso 3
Volviendo a la ecuacién (2.8) y sabiendo que 1 — A=2 > 0, tenemos que el vector 3'(s)
se mueve a lo largo de una hipérbola.

Definamos p = v/1 — A~2, entonces una solucién de la ecuacién diferencial (2.8) es:
B'(s) = B'(0) cosh(ps) + p~'”(0) senh(ps). (2.20)
Integrando de nuevo tenemos que
B(s) = p~'B'(0) senh(ps) + p~*8"(0) cosh(ps) + B(0) — p~?8"(0), s€R  (2.21)

teniendo en cuenta que:

(8"(0),8'(0)), = <5"(0),UT(x)>1 =0, (8(0),8"(0)), = —p*
(8"(0), 5(0)), = 1, (B'(0),5(0)), = 0.

ambas satisfacen que ||5'(s)[y = 1y que (3(s), 5(s)), = —1, para todo s € R.
Asi:

L (8(5)) = (p18'(0) senh(ps) + p~25"(0) coshi(ps) + B(0) — p~25"(0), 0),
= p~'senh(ps)(6'(0),v), + p~? cosh(ps){"(0),v), + (B(0),v), — p*(8"(0),v),
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L (B(s)) =p~'senh(ps)|[v” (z)|| + p~2 cosh(ps)(B(0) — A~ (5(0)),v), + L(z)
= p 2(B(0) = A (B(0)),v),
=p~ ' senh(ps)|[v" (z)|| + p~2 cosh(ps)l,(x) — p~* cosh(ps)A 2L () + L(x)
— p 2 ly(@) + p AT (2)

Lo(B(s)) =p" senh(ps)[v" ()| + p~* cosh(ps)(1 = A7)l (@) + lo(2) — p*(1 = A7)l (x)
Por lo tanto, tenemos que:
1 (8(5)) =p~" senh(ps) [0 (2)]] + cosh(ps)Lu(z). (2.22)
Por otro lado, sabemos que
v (2) = v+ ly(z)z — f,(2)v(z) paratodo z € M
Y teniendo en cuenta que ||v||; = 1,entonces

[o" @)} = (v + @)z = fole)(@),o +L(@)e - fol@)(a),
= 1+ [L(@)] = [fo()]?
= 1+ (@) = W @))
=1+ (1 =2 [l(2))?

o™ (@)IIF =1+ p*[l()]*.
Por lo tanto,
Pllo(@)]? = o (@)} = -1
Pero existe un s; € R tal que:
—plu(z) = senh(psy), [|v" (z)]| = cosh(ps:)
Entonces reemplazando estos valores en (2.22) tenemos que:

l,(B(s)) =p~" senh(ps) cosh(psi) — p~" cosh(ps) senh(ps;) (2.23)

l,(B(s)) =p~"senh (p(s — s1)) (2.24)
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Vemos que si s € (—s1, 1) entonces [, (3(s)) Si s € (0, s1), observe que I, (8(s)) # xp~*
y por lo tanto ||v" (z)||; # 0 y entonces 3(s) estd en la curva integral del campo v (z)
y por lo tanto S3(s) también estd en M. En particular 8(s1) € M, [(B(s1)) = 0y
N =;1(0) es diferente de vacio. El argumento de la prueba es igual al del caso 1 y los

calculos son casi idénticos.
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