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Abstract
A set {a1,az2,...,an,...} of positive integers is called a Bj [g]—set, if the number of representa-
tions of any = as a; —aj, a; # a;, is at most g. In this paper we use basic properties from Fourier
analysis on Zy and we follow the Ben Green style [1], to show with a different method, the best
upper bound known so far for the maximum cardinal of a By [g]—set contained in {1,2,...,N}.
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Resumen
Un conjunto A de enteros positivos se llama un conjunto B; [g], si todo entero puede represen-
tarse como diferencia de dos elementos distintos de A, a lo sumo en g formas. En este articulo
usamos propiedades basicas del analisis de Fourier sobre Zy y seguimos el estilo de Ben Green
[1] para mostrar con un método diferente, la mejor cota superior, conocida hasta el momento,
para el maximo cardinal de un conjunto Bj [g] contenido en {1,2,..., N}.

Palabras y frases claves: Conjuntos Bj [g], transformada de Fourier sobre Zy.

1 Introduccién

Un conjunto A de enteros positivos es un conjunto Bj [g], 0 un conjunto en la
clase B, [g], si para cada entero d, la ecuacion d = a1 — az, ai,a2 € A, a1 # as,
tiene a lo sumo g soluciones.

Si A es un subconjunto finito de N = {1,2,...} y d es un entero, el nimero
de soluciones de la ecuacion d = a1 — ag, a1,a2 € A, se denota por d4(d). De esta
manera A es un conjunto B; [g] si para todo entero d # 0, d4(d) < g.

El problema general a considerar en este trabajo es determinar el méximo
cardinal de un conjunto, seleccionado de los primeros N enteros positivos, que
esté en la clase B, [g]. El camino natural a seguir es estudiar el comportamiento
asintotico de la funcién

F5,(N) = méx{|A|: A C {1,2,...,N},A € By [g]}.

Respecto a esta funcion, Trujillo, Garcia y Velasquez demuestran en [2] el siguiente
teorema.

Teorema 1.1. Sean g e Ny AC {1,2,...,N}, A € By [g]. Entonces

Fy,(N) < (gN)/? + (gN)'/4 + 1. (1)
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La prueba, que se presenta en [2|, del teorema anterior es un calculo directo que se
apoya en la desigualdad de Cauchy-Schwarz y en la definicién de conjunto B [g].

En la seccién 2 de este articulo se presentan, sin demostraciéon, algunos resul-
tados basicos del anélisis de Fourier sobre Zy. El lector interesado en ampliar los
detalles puede consultar [3|. En la seccion 3 se usa la convolucion definida sobre Z
para caracterizar los conjuntos B; [g]. Finalmente se prueba en forma alternativa
el Teorema 1.1. Para ello se siguen las ideas desarrolladas por Ben Green [1] en el
caso g = 1.

2 Analisis de Fourier sobre Zy

Sea V el espacio vectorial de todas las funciones de valor complejo definidas sobre
Zpy. La transformada de Fourier sobre Zy, de una funcién f € V', denotada por

A~

f, se define por
f(r) = Z fl@)w™, donde w = 2™/,
TELN

Adicionalmente, si f,g : G — C son funciones sobre un grupo abeliano G, la
convolucion de fy g, denotada f x g, se define por

(f*9)(x) =Y fw)gly— =), (2)
yeG

donde Z indica el complejo conjugado de z. Similarmente al caso real, en la trans-
formada de Fourier sobre Zy se resaltan las siguientes propiedades.

Propiedad 1. 5i f,g € V, entonces se tiene

(a) Formula de Parseval

> Fe@ = S F)a.
re€LN

rELN

(b)

— ~ JE—

(f +g)(r) = f(r)g(r).

Ejemplo 2.1. Sean A, B C Z. En lo que sigue del articulo siempre se identificard
un conjunto con su funcion caracteristica. Ast, por ejemplo A(x) estd definida por

1 si z€A,

A(x):{ 0 si x¢A.

Ahora bien, teniendo en cuenta (2), se tiene que
(AxB)(x)=>_ Aly)Bly — x).
yEZ

Note que (A B)(x) cuenta el nimero de parejas (a,b) € Ax B tales que x = a—b.
En particular, (A* A)(x) = da(x). Claramente (A A)(0) = |A].
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3 Otra prueba del teorema 1.1

Antes de presentar los resultados que conducen a (1), considere el siguiente ejem-
plo.

Ejemplo 3.1. Sea A ={1,3,4,5,6,7}. En la Tabla 1 se presentan las diferencias
(a —a',a # a’') de los elementos del conjunto A.

Tabla 1. Diferencias Tabla 2. Version modular
-1 178 4 5 6 7 -8 4 5 6 7
1 2 38 4 5 6 1 2 8 4 5 6
31 -2 12 3 4 3|6 12 3 4
41-8 -1 1 2 3 415 7 1 2 3
51 -4 -2 -1 1 2 514 6 7 1 2
6|-5 -8 -2 -1 1 613 &5 6 7 1
71-6 -4 -8 -2 -1 712 4 5 6 7

Claramente d4(d) = 04(—d). Como A € By [4], tenemos que (A x A)(d) < 4
para todo d # 0. Ahora considere la version modular de A x A, para ello vea al
conjunto A como subconjunto de Zg en la forma natural. En este orden de ideas,
la Tabla 1 se convierte en la Tabla 2. Note que en la nueva version no es cierto
que (A= A)(d) <4, para todo d # 0. En general, Si A € By [g], entonces

(Ax A)(d) <g, paratodo entero d # 0, (3)

pero en la version modular de A * A, es decir, considerando al conjunto A como
subconjunto de Zy para algin entero positivo N, ya no es cierta la desigualdad
(3) que, sin embargo, es vdlida para algunos valores apropiados del entero d, tal
como se revela en la siguiente prueba.

Demostracion del Teorema 1.1. Considere al conjunto A como subconjunto
de Z N4y, donde u < N es un entero positivo que se define mas adelante. Sea [
la funcion caracteristica del conjunto {1,2,...,u} y defina a E por la siguiente
expresion

E= Y (AxA)(a)I*I)(). (4)

TELN4u

Se acota F superior e inferiormente. En primera instancia, en la version modular
de Ax A se tiene que (AxA)(x) < g para 0 < |z| < u, adicionalmente (I*I)(x) =0
para u+ 1 <x < N — 1. Con lo cual se obtiene

E<|Alu+g Y (I«I)(z)=[Alu+2g Y (IxI)(x).

0<|z|<u 0<z<u

Ahora, por definicion de convolucion, (I x I)(s) = u —s, s = 1,2,...,u, en
consecuencia

E <|Alu+ gu(u—1). (5)
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En segunda instancia, aplicando los resultados de la Propiedad 1, de (4) resulta

B= ot S AP0 > oo = A
N +u ~“ N+u N+u
TGZN+u
Es decir Al
u
E > . 6
~ N+u (©)
Del acotamiento en (5) y (6) se sigue
A 2,2
‘N|+“u < |Alu+ gu(u—1),
esto es N N
+u +u
AP < (TE) g (Y5 ) e )
u u
3\ 1/
Sea u = L(N?s) | + 1, donde |-] es la funcién parte entera. Con lo anterior, de

(7) se obtiene
JA]> < ((gN)Y* +1)|A] + gN + (gN)3/*.

Completando cuadrados en la tultima expresion se llega a que

2 2
<|A| B (9N)12/4 + 1) . ((gN)12/4 1 (gN)1/2> N

De donde |A] < (gN)"/? + (¢N)/* +1. O
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