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Resumen.

En este trabajo de grado se pretende caracterizar las principales heuristicas y sesgos
utilizados por los estudiantes de la licenciatura en matematicas de la Universidad del Valle al
resolver un cuestionario ya validado usado en la investigacion de (Guerrero et al., 2017) en
estudiantes de bachillerato, dicho cuestionario contiene dos problemas con dos items cada uno

sobre el juego equitativo.

Para la recoleccion de los datos el cuestionario se aplico en una muestra de veinte
estudiantes del curso de didactica Il que se oferta en sexto semestre de la licenciatura en
matema@ticas para el analisis de los resultados se tomaron de manera no aleatoria a seis de ellos
por lo interesante de sus respuestas, a dichos estudiantes se les realiz6 una entrevista

semiestructurada las cuales fueron grabadas para su posterior analisis cualitativo,

Para el andlisis de sus respuestas se tuvo en cuenta los trabajos realizados por (Tversky y
Kahneman, 1974), (Tversky y Kahneman, 1982), sobre heuristicas y sesgos, (Lecoutre, 1992)
sobre el sesgo de equiprobabilidad y el trabajo de (Diaz, D. 2013) sobre el surgimiento de la idea

de juego justo.

Como resultado de este estudio, se pudo identificar que el sesgo de equiprobabilidad fue
el mas recurrente entre los participantes, y la heuristica de representatividad también se

manifestd de manera significativa en sus respuestas.

Palabras clave; Heuristicas. Sesgos. Juego justo. Docentes en formacion.



Abstract.
This degree work aims to characterize the main heuristics and biases used by students of
the degree in mathematics of the Universidad del Valle when solving an already validated
questionnaire used in the research of (Guerrero et al., 2017) in high school students, said

questionnaire contains two problems with two items each on fair play.

To collect the data, the questionnaire was applied to a sample of twenty students of the
didactics 111 course offered in the sixth semester of the degree in mathematics. For the analysis of
the results, six of them were taken in a non-random manner. interesting from their responses, a
semi-structured interview was conducted with these students, which were recorded for

subsequent qualitative analysis.

For the analysis of their responses, the work carried out by (Tversky and Kahneman,
1974), (Tversky and Kahneman, 1982), on heuristics and biases, (Lecoutre, 1992) on
equiprobability bias and the work of (Diaz, D. 2013) on the emergence of the idea of fair play

were considered.

As a result of this study, it was possible to identify that equiprobability bias was the most
recurrent among participants, and representativeness heuristics also manifested significantly in

their responses.

Keywords: Heuristics. Biases. Fair play. Teachers in training.
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Introduccion.
Este trabajo de grado tiene como finalidad identificar y caracterizar los principales sesgos
y heuristicas que presentan un grupo de estudiantes de la licenciatura en matematicas de la
Universidad del Valle, al responder un cuestionario con situaciones que involucran el juego

equitativo o juego justo.

Realizar esta investigacion es importante porque la formacién de docentes de
matematicas debe orientarse también al desarrollo del pensamiento aleatorio como aspecto
fundamental en la actual sociedad que vive una era digital sin precedentes en la historia de la
humanidad, el surgimiento de la cuarta revolucion industrial, la inteligencia artificial y la
realidad aumentada solo pudo emerger por el inmenso avance en las ciencias de la computacién

y el procesamiento de grandes volimenes de datos.

Wilmer Lopez, decano del programa de ingenieria de sistemas de la Universidad Sergio
Arboleda, afirma que esta revolucion no tiene vuelta atras, la sociedad esta en un proceso de
digitalizacion cada vez mas acelerado, cada dia habrd mas dispositivos digitales con mayor
capacidad de transmision de datos, el ser humano debe asumir este desafio que le plantea el

mundo digital.

El desarrollo del pensamiento aleatorio solo es posible si los profesores tienen una buena
fundamentacion en sus cursos de probabilidad y estadistica que permita desarrollar en ellos este
pensamiento que posteriormente habran de compartir con sus estudiantes en el colegio,
estudiantes que el colegio debe preparar para hacer frente a esta realidad de un mundo cada vez
mas digitalizado y que impone nuevos desafios, pero en su formacion los profesores suelen

presentan muchos vacios y cometer errores al momento de ensefiar probabilidad (Leén, J. 2017).



En este sentido es importante identificar y caracterizar, dentro del cimulo de situaciones
que circundan el pensamiento aleatorio, lo inherente a las intuiciones y sesgos alrededor de los
juegos equitativos por este motivo se hace necesario llevar a cabo esta investigacion ya que
permite identificar razonamientos intuitivos, creencias y sesgos alrededor de los juegos
equitativos por parte de los estudiantes y generar una concientizacion de la presencia de este tipo

de razonamientos que suelen llevar a errores sistematicos (Tversky & Kahneman 1982),

Para el desarrollo de este trabajo se toman como antecedentes diferentes investigaciones
realizadas en torno al juego equitativo entre ellas encontramos la realizada por (Azcarate, 1995)
quien propuso a 57 profesores tres items sobre juegos equitativos en el contexto del lanzamiento
de dos dados, mientras que (Ortiz, Batanero y Contreras, 2012) analizaron el conocimiento sobre
el juego equitativo en 167 futuros profesores proponiendo la solucion a dos problemas abiertos,
(Mohamed, 2012) evalua los conocimientos de 283 futuros profesores de educacion primaria en
relacion a la idea de juego equitativo a través de sus respuestas a una tarea abierta, (Guerrero et
al. 2017) estudia las respuestas de una muestra de 63 estudiantes de bachillerato a dos tareas
sobre juego equitativo, analizando los errores mostrados por los estudiantes y comparandolos

con los resultados obtenidos en otras investigaciones.

Los trabajos anteriores dejan en manifiesto una preocupacion por este tema, ya que
muchos estudiantes y docentes en formacion exhiben ciertos errores sistematicos y estrategias
mentales que los llevan a resolver problemas en torno al juego equitativo mediante

razonamientos incorrectos, que luego los llevan a dar respuestas equivocadas.

El capitulo I describe la contextualizacion del problema, en donde se aborda el relevante
papel que tiene la probabilidad en nuestra vida diaria y en la escolaridad, ya que muchas

situaciones a las que nos vemos enfrentamos cada dia involucran incertidumbre y toma de
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decisiones. Adicional a esto, la ensefianza de este tema presenta diferentes problematicas no solo
en los estudiantes sino también en los docentes, una de las razones que se expone es la poca
formacion que han recibido los profesores a lo largo de su carrera profesional y los vacios que se
llevan al culminar sus estudios de pregrado, lo cual lleva al planteamiento de una pregunta
problema. Seguido de esto se plantea la justificacion, en la que se plasma la importancia que
tiene llevar a cabo esta investigacion, teniendo en cuenta esto y los diferentes antecedentes ya

mencionados se plantean los objetivos que direccionan esta investigacion.

Posterior a ello, en el capitulo Il se desarrolla el marco tedrico en el que se fundamenta
este trabajo de grado, donde se definen los sesgos y heuristicas en base a los trabajos realizados
por Amos Tversky y Daniel Kahneman, el sesgo de equiprobabilidad ampliamente estudiado por
Lecoultre y sus colaboradores. Al final de este capitulo se desarrolla la idea de juego justo

apoyado en el trabajo de investigacion de (Diaz, D. 2013).

En el Capitulo 111, se aborda la metodologia empleada en esta investigacion, la cual se
identifica claramente como cualitativa. Ademas, se presenta un analisis preliminar del
instrumento de recoleccién de datos y su proceso de validacion. Se describe el tipo de poblacion
a la que se aplico el instrumento de recoleccion de datos, asi como el tratamiento aplicado a los

datos obtenidos.

En el Capitulo IV, se lleva a cabo la discusion de las respuestas obtenidas mediante el
instrumento de recoleccién de datos. Estas respuestas son fundamentales para el desarrollo tanto

del objetivo general como de la pregunta problematizadora que guian esta investigacion.

Por ultimo, en el Capitulo V, se presentan las conclusiones derivadas de este trabajo.

Estas conclusiones estan enfocadas en lograr cada objetivo especifico, asi como el objetivo



general. Ademas, se plantean algunas consideraciones finales que sugieren posibles

investigaciones futuras a nivel local relacionadas con el juego equitativo.

11
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Capitulo I: Problematica
Descripcion del Problema
La Educacién Matemaética se ha reconocido como un campo de investigacion y saberes,
en los cuales se presentan dificultades alrededor de los procesos de ensefianza y aprendizaje
(DUVAL, 2016), debido a la naturaleza abstracta de sus objetos, en la cual han surgido
diferentes teorias con el proposito de identificar como los estudiantes adquieren y construyen

nuevos conocimientos.

En Colombia desde 1998 se han establecido los lineamientos curriculares en Matematicas
que son las orientaciones epistemoldgicas, pedagdgicas y curriculares que define el Ministerio de
Educacion Nacional (MEN). Ademas, con el apoyo de la comunidad académica educativa para
apoyar el proceso de fundamentacion y planeacion de las areas obligatorias y fundamentales
definidas por la Ley General de Educacion en su articulo 23 (MEN, 1998 y 2006). Asi como
también es necesario referirse a la Ley 115 de 1994 que da a conocer las normas generales para
controlar el Servicio Publico de la Educacion, fundamentandose en los principios de la

Constitucion Politica sobre el derecho que tiene toda persona a la educacion.

En el proceso de elaboracion de los planes de estudio por ciclos, niveles y areas; los
lineamientos curriculares se constituyen en referentes que apoyan y orientan esta labor
conjuntamente con los aportes que han adquirido las instituciones y sus docentes a través de su
experiencia, formacion e investigacion (MEN, 1998), apoyados por los Derechos Bésicos de
Aprendizaje (DBA) conforman una estructura en la cual se establecen unos topicos en los cuales
las instituciones educativas desarrollan su curriculo, y aun asi, los lineamientos, los DBA y los
estandares no hacen una profundizacion que identifique los conceptos que debe aprender un

estudiante sobre la probabilidad (Ledn, José. 2017).
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Respecto a las medidas de tendencia central, podemos observar que en los estandares
(2006), se empieza a sugerir un tratamiento desde grado quinto con la mediana y
progresivamente llegan al calculo de estas medidas desde los datos agrupados y no agrupados
hasta las tablas de frecuencias. Sin embargo, en este constructo curricular no se establece un
vinculo entre la media aritmética con su generalizacion que es la Esperanza matematica ademas,
seria también interesante recomendar desde estos ambitos académicos la incorporacion de la
historia de las matematicas como un articulador del proceso de la ensefianza, por ejemplo para el
caso de la esperanza, entender que viene ligado a contextos sociales como las apuestas y a su vez
desde contextos de juegos justos desde el siglo XV1I con el famoso problema de los puntos o

reparto de la apuesta que sera tratado en este documento.

No introducir el concepto de juego justo durante la educacion primaria priva a los
estudiantes de la oportunidad de desarrollar un pensamiento critico y riguroso sobre los juegos de
azar que implican recompensas. De esta manera la toma de decisiones queda a merced de las
creencias y la intuicién del ciudadano, quien no podra analizar el juego desde los fundamentos
matematicos desarrollados por el razonamiento probabilistico, sino que recurrird a heuristicas
que le permitan validar de manera inmediata que tan factible es entrar a un juego. En
Investigaciones realizadas por Batanero, Arteaga, Ortega (2014); Alsina (2016) y Diaz (2007);
se ha identificado que la falta de desarrollo del razonamiento probabilistico en los estudiantes
conlleva a que estos utilicen heuristicas que pueden generar sesgos, dificultades y errores en
torno a los fendmenos aleatorios; es por esto que la formacidn del docente en estadistica y
probabilidad es de vital importancia, para llevar a cabo un buen proceso que permita el desarrollo

del pensamiento estadistico y aleatorio lo cual posibilitara al ciudadano tomar buenas decisiones
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en el futuro o al menos, tomar decisiones conscientes que provengan de aplicar las leyes de la

probabilidad y la estadistica.

Los juegos de suerte y azar se encuentran muy arraigados en nuestra cultura, algunos
muy inocentes como lanzar dados cuando juegas parques entre amigos o participar en la rifa que
realiza alglin compariero, otros no tanto que implica apostar dinero en casinos, asi gran parte de
la poblacion colombiana se ve envuelta en este tipo de juegos, Por ejemplo (Pérez, Odriozola
2017) afirman que los colombianos sufren una tendencia luddpata en su adolescencia, esto
debido a que no hay un control sobre los sitios de apuesta, los cuales permiten que muchos
jovenes realicen apuestas indiscriminadamente y sin ninguna supervision (en este sentido las
apuestas pueden resultar perjudiciales para la salud mental de algunas personas). También se ha
encontrado que uno de los principales factores que influyen en esta practica del juego es el nivel
socioecondmico, esto debido a una mayor necesidad de recursos econémicos, viendo en los
juegos de azar una oportunidad para obtenerlos, dados el desempleo o subempleo que incide en

ellos (Pérez, Odriozola, 2017).

El 11 de diciembre de 2022, el diario "El Colombiano" de la ciudad de Medellin publico
un articulo titulado "100.000 apuestas diarias se realizan en Colombia por el Mundial de futbol
de Qatar". Este articulo presenta los resultados de una investigacion realizada por Coljuegos, el
ente regulador de las apuestas en Colombia. Segun el informe, se ha evidenciado un significativo
crecimiento en las apuestas en linea. En el afio 2020, los juegos operados por internet registraron
apuestas cercanas a los $8 billones de pesos. Para el afio 2021, esta cifra se duplic6 alcanzando
los $16 billones de pesos. Hasta octubre de 2022, se han reportado apuestas por $21 billones de
pesos, y se espera que al final del afio esta cifra llegue a los $26 billones de pesos, todo ello

motivado por la emocion que genera la Copa del Mundo.
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La investigacion también revela un notable aumento en el nimero de apostadores en los
altimos afos. Segun cifras de Coljuegos, en 2017 habia 264.000 usuarios, pero en 2018, esta
cifra dio un gran salto llegando a 1,6 millones de jugadores, lo que representa un incremento del
542%. Esto demuestra un solido crecimiento en el sector. Asimismo, para agosto de 2022, el
numero de personas utilizando estas plataformas se elevo a 7 millones. Estos datos muestran
claramente una tendencia positiva en el aumento de usuarios en el ambito de las apuestas en linea
(Rendon, O. 2022). Lo anterior evidencia la gran aceptacion que este tipo de apuestas tiene entre
un segmento importante de la poblacion colombiana, especificamente en lo que respecta a las
apuestas en linea. Sin embargo, es importante destacar que esta discusion se limita
exclusivamente a las apuestas en linea, sin tener en cuenta otros tipos de apuestas como las

realizadas en casinos y loterias.

Por otro lado, es necesario cuestionar si un juego paga adecuadamente, es decir, si el
premio otorgado en una apuesta es justo, es asi que, tomaremos como ejemplo el caso de la
loteria del Chontico, que paga 400 pesos por cada peso apostado, esto implica que si apuestas
1000 pesos, recibiras un premio de $400,000 pesos. ¢Es justo recibir esta cantidad por los 1000

pesos apostados?

En un juego justo o equitativo, entra en juego el concepto de esperanza matematica o
valor esperado, lo cual es un concepto matematico que surge al preguntarse coémo se debe
repartir el premio de manera justa en una apuesta. La esperanza matematica, vista como utilidad
esperada, es un indicador de esa equidad. Al realizar la apuesta mencionada anteriormente esta
da como resultado 400000*(1/1000)-1000*(999/1000) = - 599, un valor que es negativo, los
resultados indican que, en promedio, se pierden casi 600 pesos por cada 1000 pesos apostados en

este juego. Esto implica que el juego es ventajoso para la empresa "El Chontico”, sin embargo, la
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educacion que se recibe sobre la estructura de estos juegos, le hacen creer a los ciudadanos que
es una apuesta viable, es por eso que la esperanza matematica juega un papel importante y para
que este concepto sea interpretado de la manera correcta, es necesario que el docente conozca y
pueda identificar los sesgos que provienen de aplicar una heuristica a las situaciones de azar

(Batanero, 2001).

Respecto al contexto de las apuestas como aspecto clave en el momento de relacionar la
probabilidad y la sociedad, las directivas nacionales en cabeza del Ministerio de Educacion
Nacional (MEN, 1997), promueven el desarrollo del pensamiento aleatorio y se pretende que se
trabajan justamente estos topicos, ya que, en Colombia desde el MEN se llevé a cabo un plan de
apoyo docente llamado Todos a Aprender que sirve de fundamento a los docentes en su labor de
ensefianza, basados en los Estandares Basicos de Competencias en Matematicas y los
Lineamientos Curriculares de Matematicas en los que se mencionan los cinco tipos de
pensamiento matematico que se desean desarrollar en los estudiantes en la educacién escolar,
uno de ellos es el pensamiento aleatorio y los sistemas de datos y se aborda el concepto del valor

esperado o0 la esperanza matematica.

En otros paises como Espafia se ha planteado la ensefianza de la esperanza matematica en
la escolaridad (Batanero, 2005), sin embargo, se ha encontrado que los docentes no tienen una
buena formacion en sus bases de estadistica (Ledn, 2017). Ademas, se ha encontrado que la
formacion de los profesores en la construccion y significacion de contenidos en estadistica y
probabilidad posee deficiencias y limitantes para atender a las necesidades del estudiantado en
los niveles béasico, medio y superior (Ledn, 2017), lo cual nos lleva a hacernos la siguiente
pregunta problema situdndonos en nuestro contexto nacional mas precisamente en la Universidad

del Valle.
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Pregunta problema
¢ Cuales heuristicas usan los estudiantes de la Licenciatura en Matematicas de la

Universidad del Valle para resolver problemas relacionados con el juego equitativo?

Objetivos
Caracterizar las heuristicas que emplean los estudiantes en formacion de la Licenciatura

en Matematicas para resolver problemas relacionados con el juego equitativo.

Objetivos especificos.
e Identificar sesgos y heuristicas usadas en la resolucion de problemas relacionados
con juegos de azar y situaciones de incertidumbre.
e Elaborar una rejilla de analisis de las principales heuristicas y sesgos que existen
relacionados con la esperanza matematica en ambientes de juego equitativo.
e Evaluar estrategias de intervencion para mitigar los sesgos determinados al

resolver los problemas relacionados con los juegos justos.
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Justificacion.

El presente trabajo de grado se enfocara en la identificacion de los sesgos y heuristicas
usadas por los estudiantes de la Licenciatura en Matematica en la resolucién de problemas que
involucran el juego equitativo. El propdsito de este trabajo es hacer un llamado de atencion a la
comunidad educativa sobre estos razonamientos intuitivos que utilizan los estudiantes para la
solucion de problemas en probabilidad y estadistica, razonamientos que llevan a errores
sistematicos, que son utilizados aun por personas con una buena formacién matematica como lo

afirma (Tversky y Kahneman 1982).

Estos errores tienen una base psicoldgica, y la sola comprension de las leyes que
gobiernan en azar y la incertidumbre no son siempre suficiente para superarlos, si el sujeto no
toma conciencia de ellos, por lo que es muy importante que el profesor de matematicas

reconozca estos sesgos cuando sus estudiantes los manifiesten (Batanero, 2001).

Son numerosos los trabajos que se han realizado sobre el uso de heuristicas en estudiantes
universitarios, uno de ellos llama mucho la atencion, en una evaluacion llevada a cabo sobre
razonamiento probabilistico en la Universidad de Granada en Espafia a estudiantes del
magisterio, se encontrd en una prueba realizada a una muestra de 130 estudiantes, el 60% de
ellos uso la heuristica de representatividad, mientras un 66% presentaron el sesgo de
equiprobabilidad y el 73% mostraron el enfoque de resultados, los resultados de esta prueba son
preocupantes ya que son profesores en formacion que luego pueden transmitir estos

razonamientos a sus estudiantes (Diaz, C. 2003)

Por lo anterior es muy importante avanzar en este tipo de estudios que mejoren la
comprension sobre los razonamientos intuitivos y las creencias de los estudiantes ya que esto

tiene implicaciones en el aprendizaje y la ensefianza de la estadistica, que terminan afectando
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areas de la estadistica como el muestreo, la probabilidad condicional y el teorema de Bayes, la

inferencia estadistica y la regresion lineal (Diaz, C. 2003).

Antecedentes.

A continuacion, se presentan algunas investigaciones que se han realizado sobre sesgos y
heuristicas relacionados con el concepto de juego justo o juego equitativo, que dejan de
manifiesto la presencia de este tipo de razonamientos intuitivos y creencias, en profesores en

formacion.

Entre ellas encontramos la investigacion realizada por Azcarate, P. (1995), quien
propuso a 57 profesores tres items sobre juegos equitativos en el contexto de lanzamiento de dos
dados. Los participantes mostraron dificultad para identificar los juegos equitativos y presentaron
errores al calcular la probabilidad de los sucesos involucrados en el juego. Sus argumentos para
decidir si el juego es equitativo se basaron en la equiprobabilidad de los resultados (solo en este

caso lo consideran equitativo).

Como parte de un estudio mas amplio sobre el conocimiento matematico para la

ensefianza de la probabilidad, Ortiz, Batanero y Contreras. (2012) analizaron el conocimiento
sobre el juego equitativo en 167 futuros profesores. La mayoria de los participantes fue capaz de
diferenciar juegos equitativos y no equitativos y utilizaron estrategias correctas para comparar las
probabilidades de ganar los diferentes jugadores, aunque hay errores de razonamiento

proporcional, respuestas incompletas o no respuestas.
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En un estudio mas amplio Mohamed, N. (2012) evalta los conocimientos de 283 futuros
profesores de Educacion Primaria en relacion a la idea de juego equitativo a traves de sus
respuestas a una tarea abierta. En este estudio, pocos futuros profesores aplican correctamente la
idea de juego equitativo para resolver el problema. El autor detecta errores en calculos de
probabilidad, falta de capacidad combinatoria, ademas de que la cuarta parte de los participantes

no contesta al problema.

La siguiente investigacion es de vital importancia para el desarrollo de este trabajo, ya
que los items construidos y validados en ella se contextualizan especificamente para su
aplicacion en nuestra muestra. Esto permitird una comparacién posterior de los resultados

obtenidos.

En el estudio realizado por (Guerrero et al., 2017), se analizé una muestra de 63
estudiantes de bachillerato a quienes se les presentaron dos tareas, cada una con dos items
relacionados con el juego equitativo. Estos resultados fueron comparados con los obtenidos por

otros autores en investigaciones previas.

Este trabajo proporciona informacidn relevante sobre los tipos de errores que los
estudiantes cometen al resolver problemas que involucran el juego equitativo. Entre los
resultados destacados de este estudio, se observo que los estudiantes son capaces de identificar si
un juego es equitativo cuando se presenta la ganancia de un jugador. Sin embargo, enfrentan
dificultades cuando se trata de situaciones en las que el jugador con mayor probabilidad de ganar

recibe un premio menor.

Los resultados de las investigaciones realizadas a docentes y a futuros docentes muestra

una gran preocupacion que es respaldada por los pobres resultados obtenidos cuando se les pidié
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resolver problemas que giran alrededor del concepto de juego equitativo, problemas que dejan al
descubierto su falta de capacidad combinatoria, errores de razonamiento proporcional y
respuestas incompletas o no respuesta a las preguntas presentadas. Estos estudios sirven como

antecedentes del presente trabajo para comparar resultados con investigaciones similares.
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Capitulo I1: Marco teorico

Marco tedrico.

En este apartado se presenta el marco tedrico el cual tiene como componente principal el

caracterizar los sesgos y las heuristicas, como también definir qué es un juego justo.

Heuristicas y sesgos.

Las personas, en su vida cotidiana, no tienen un razonamiento estadistico correcto
cuando realizan inferencias basadas en la intuicion sobre acontecimientos inciertos, bien porque
no han aprendido las leyes de la probabilidad o bien porque los problemas superan sus
capacidades para desarrollar dicho calculo. En lugar de usar un célculo de probabilidades
normativo, confian en reglas que simplifican los problemas, llamadas heuristicas que son las que
guian sus juicios. Estas reglas son aparentemente validas, pero a menudo llevar a las personas a

caer en sesgos predecibles (Diaz, C. 2005)

En los estudios realizados por (Kahneman et al, 1982), las heuristicas resultan ser
procesos mentales que utilizan las personas para reducir la complejidad de un problema, de tal
forma que el problema se simplifique y sea accesible al resolutor. Aunque nos llevan a dar una
solucion inmediata al problema, no se garantiza que esta solucion sea correcta (Batanero, C.
2001). Es decir que las heuristicas son razonamientos que reducen la complejidad de un
problema, pero no garantizan la solucién correcta de este, dado que en ese proceso de reducir la
complejidad se omite informacion relevante llevando asi a cometer errores sistematicos y
predecibles llamados sesgos. El término heuristica del que se habla en este trabajo es diferente al
que usaba Polya para la resolucion de problemas donde la heuristica es resultado de una

experiencia resultante y de la observacion de los métodos de otras personas (Batanero, C. 2001).
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Heuristica de representatividad.

Algunos problemas de probabilidad presentes en la vida diaria tienen relacion con la
pertenencia de un elemento a una categoria, pero para resolver estos problemas se confia en la
utilizacion de la heuristica de representatividad que consiste en estimar la probabilidad de un
evento por el grado de similitud entre una muestra y una poblacién (Tversky y Kahneman,

1974).

La representatividad se usa para predecir resultados y, generalmente, produce buenas
respuestas, ya que las muestras y los resultados mas representativos tienen una mayor
probabilidad de ocurrencia. Sin embargo, el hecho de fijarnos sélo en la similitud de la muestra
con la poblacion puede llevarnos a ignorar otros elementos esenciales de la informacion, como la
variabilidad del proceso de muestreo, ocasionando algunos errores (Diaz, C. 2005). El uso de
esta heuristica lleva a cometer los siguientes errores: la insensibilidad al tamafio de la muestra,
concepciones erroneas sobre el azar y la falacia de la conjuncion (Diaz, C. 2003), de las cuales se

desarrollan a continuacién.

Insensibilidad al tamafio de la muestra.

Segun Tversky y Kahneman (1974), se hace una extensién indebida de la ley de los
grandes numeros, creyendo en una "Ley de los pequefios nimeros", por la que pequefias
muestras serian representativas en todas sus caracteristicas estadisticas de las poblaciones de
donde proceden. Este error puede implicar la sobreestimacion de la potencia de los métodos
estadisticos, estimacion a la baja la amplitud de intervalos de confianza y expectativas
injustificadas en la replicabilidad de experimentos realizados con pequefias muestras (Diaz, C.

2003).
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Un pequerio ejemplo facil para entender de la insensibilidad al tamafio de la muestra se
presenta cuando lanzamos una moneda y medimos la proporcion de veces que sale cara,
esperamos que se acerque al 50% (si la moneda no esta cargada), en una muestra grande,
digamos unos 1000 ensayos, pero en muestras pequefias esto no suele ser asi, si tomamos una
muestra pequefia de 3 ensayos la proporcion de caras es mas variable, el resultado podria ser 0%
si no aparece ninguna cara, 33% si solo aparece una cara, 66% en caso que se obtenga dos caras

y 100% cuando el resultado sean tres caras.

La ley de los grandes numeros afirma que, a medida que el tamafio de la muestra se hace
maés grande los resultados deberan converger a una proporcion mas estable, en el ejemplo

anterior al aumentar el tamafio de la muestra se espera que el nimero de caras tienda al 50%.

Concepciones errdneas sobre el azar.

Se espera que en una secuencia pequefia de resultados represente fielmente las
caracteristicas de un proceso aleatorio. Por ello, al lanzar una moneda al aire, se cree mas
probable una secuencia del tipo C+C+C+, que las secuencia +++CCC o CCCCCC. Este error
lleva a la falacia del jugador donde el azar se ve como un proceso auto corrector, en el que una

desviacion en una direccidn induce otra contraria para restablecer el equilibrio (Diaz, C. 2003).

La falacia del jugador también conocida como falacia de Monte Carlos en los casinos,
consiste en un pensamiento erroneo que se presenta en los juegos de azar y consiste en
considerar que los sucesos pasados en un experimento aleatorio afectan resultados futuros, por
ejemplo, alguien que presenta esta falacia tiene la creencia que si al lanzar una moneda
equilibrada 10 veces seguidas dando como resultado la secuencia C+C+CCCCCC, en el

siguiente lanzamiento existe mayor probabilidad que se dé el resultado contrario, es decir que se
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obtenga un +, pero como la moneda es equilibrada y cada lanzamiento es independiente, la

probabilidad permanece constante para cada lanzamiento.

Falacia de la Conjuncion

Uno de los errores tipicos causados por la heuristica de la representatividad es la falacia
de la conjuncidn, que consiste en estimar para la probabilidad de la interseccion de dos sucesos
un valor mayor que la estimada para probabilidad simple de uno de los sucesos Diaz (2003). Es
decir que se considera que la P(ANB) > P(A) o P(ANB) > P(B), lo que es erréneo a la vista del
calculo de probabilidades. Se suele dar en el calculo de la probabilidad de un suceso en un
espacio muestral producto, caso en que puede producirse un gran contraste entre
representatividad y probabilidad. Una de las reglas basicas de la probabilidad es que cuanto méas
especificamos un suceso, menor es su probabilidad (Tversky y Kahneman, 1982), para explicarlo

y gque quede mas claro se usara el siguiente ejemplo.

“Linda tiene 31 afos, soltera, franca y muy brillante. Se especializo en filosofia. Como
estudiante, estaba profundamente preocupada por temas de discriminacion y justicia social, y
también particip6é en manifestaciones antinucleares.” Ante esta informacion sobre Linda, ;cual

de las siguientes es més probable? (Tversky y Kahneman, 1982).

a. Linda es una cajera de banco.

b. Linda es cajera de banco y participa activamente en el movimiento feminista

A la mayoria de individuos a los que se les presenta este ejemplo optan por la opcion
b, sin embargo, es aqui donde se evidencia la falacia de la conjuncion, que se produce cuando
aceptamos erréneamente que un conjunto de circunstancias aparentemente relacionadas entre si

son mas probables o susceptibles de suceder que una sola general. (Tversky y Kahneman, 1982)
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Sesgo de Equiprobabilidad.

Lecoutre (1992) describe la creencia de los sujetos en la equiprobabilidad de todos los
sucesos asociados a cualquier experimento aleatorio. Lecoutre y sus colaboradores defienden que
ello no es debido a la falta de razonamiento combinatorio, sino a que los modelos combinatorios
no se asocian facilmente con las situaciones en que interviene "el azar", como ejemplo de este
sesgo, Lecoutre utiliza el siguiente ejemplo, se le pregunta a diferentes individuos si al lanzar dos
dados hay la misma probabilidad de obtener un cinco y un seis, que la de obtener dos veces un
cinco, esta prueba demuestra que aquellos sujetos que presentan el sesgo de equiprobabilidad
aseguran que la probabilidad que salga un cinco y un seis es igual a la que salga un doble cinco.
para clarificar un poco el asunto se muestra la solucion correcta del problema antes mencionado,
el evento A = “en ambos dados sale 5 en la cara superior”, entonces A = {(5,5)} y el evento B =
“sale 5 y 6 en la cara superior de ambos dados”, entonces B = {(5,6), (6,5)}. Aqui es facil
observar que el evento B tiene mas elementos que el evento A, por lo tanto, P(B) > P(A), he aqui

el error.

Juego justo o equitativo.

Un juego es justo cuando ningln jugador tiene ventaja frente a su competidor o
adversario, esto se logra cuando ambos competidores tienen la misma probabilidad de ganar el
mismo premio o si alguno de los dos tiene menor probabilidad de ganar, el juego se equilibra
dando un mayor premio cuando éste gane, de tal forma que el premio que recibe es inversamente
proporcional a la probabilidad de ganar, dicho de otro modo, si un jugador tiene ¥ de
posibilidades de ganar, su premio debe ser el triple del premio que recibe su competidor cada vez

que gana (Guerrero, H et al., 2017).
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El problema del juego justo o equitativo es muy famoso ya que su solucion tardé mas de
un siglo en llegar, desafiando a grandes matematicos como Pacioli, Tartaglia y Cardano, que
proponian soluciones gque luego eran rechazadas por la comunidad matematica de la época, la
solucion de este problema comenzo a ver la luz con los trabajos realizados por dos matematicos
franceses muy famosos, Blaise Pascal y Pierre de Fermat pero quien paso a la posteridad por la
solucion de este problema fue el matematico e inventor neerlandés Christiaan Huygens en su
obra De ratiociniis in ludo aleae( Razonamientos sobre los juegos de azar) publicada en 1656, en

esta obra se da la solucion al problema del reparto de una apuesta.

Un trabajo muy completo y detallado de los trabajos de Huygens sobre el problema del reparto
de una apuesta se encuentra en Diaz. D. (2013). Analisis Histdrico-Epistemoldgico del
surgimiento de la Esperanza Matematica, aqui se hace un recorrido histérico desde cuando surgid

este problema hasta la solucion dada por Huygens en sus trece proposiciones.



Capitulo I11: Metodologia.

Metodologia

En este apartado se presentan aspectos relevantes que son parte fundamental para el
desarrollo metodoldgico del trabajo de grado, el cual se enmarca en un enfoque cualitativo de
investigacion para la recoleccion y andlisis de la informacion, también se daré una descripcion
la poblacion a estudiar y el analisis a priori del instrumento que se usaré para la recoleccion de

informacion.

Tipo de investigacion.

Para este trabajo de grado se optd por utilizar un método cualitativo para la recoleccion
de datos como las estrategias investigativas clinicas, ya que para ahondar en el fendbmeno de
interés los investigadores buscan tener cierto control sobre la forma en que recogen la
informacidn, con el fin de llevar un control sobre el tema que se esta investigando (Bakker y
Eerde, 2015), ademas que permite identificar formas de pensamiento o de interpretacion de un
fendmeno en particular, como en este caso los sesgos y las heuristica usadas para resolver
problemas que involucran el juego equitativo, de esta forma se pretende que se revelen
descripciones, concepciones, procedimientos y justificaciones Gtiles para profundizar en los

fendmenos investigados y explicarlos (Kelly y Lesh, 2000).

Con el fin de recolectar informacion, se recurre a la entrevista semiestructurada como
estrategia para recopilar ideas espontaneas y auténticas de personas o grupos de personas,
opiniones o puntos de vista para analizar a partir de ellas procesos de razonamiento,
concepciones e incluso detectar estructuras de pensamiento que subyacen a las ideas expuestas

(Camargo, L. 2020).
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Caracterizacion de la poblacion.

La poblacion a la que se le aplico el instrumento para la recoleccion de datos, fueron los
estudiantes de la Licenciatura en Matematica de la Universidad del Valle ubicada al sur de la
ciudad de Santiago de Cali en la sede Meléndez, en el curso de Didéactica Il1: Desarrollo del
pensamiento estocastico y aleatorio, la aplicacion de este instrumento tuvo una duracion de 50
minutos y se realizd a una muestra de 20 estudiantes, posteriormente seis de ellos se
seleccionaron de manera no aleatoria como unidades de interés para realizar una entrevista
semiestructurada con el fin de profundizar e indagar en detalle sobre las respuestas dadas en la

solucién del instrumento.

Analisis a Priori.

A continuacion se realizara el andlisis a priori de cada una de las preguntas del
instrumento realizado a un grupo de 20 estudiantes de la licenciatura en matematicas de la
Universidad del Valle que se encuentran cursando el curso de didactica I11 que aparece ubicado
en la malla curricular del programa en sexto semestre, la finalidad de dicho instrumento es
recabar informacidn sobre los razonamientos y argumentos utilizados por los estudiantes en la
solucion de problemas que involucran el juego equitativo y buscar la presencia de heuristicas y

SEesgos en sus respuestas.

En la figura 1 se muestran dos problemas, cada uno de ellos con dos preguntas, para la

solucion del cuestionario se dio un tiempo de 50 minutos.
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Figura 1: Cuestionario. Tomado de: Adaptacion realizada de Guerrero.

Problema 1. Ana considera que es muy buena en los juegos de suerte v azar asi que le
propone a su amiga Maria en la hora de descanso al medio dia el siguiente juego. Se lanzan
al aire dos monedas legales, esto quiere decir que en cada moneda se tiene igual
probabilidad de salir cara o cruz. Luego observan el resultado.Ana gana 1000 pesos si
aparecen una o dos caras y Maria gana 1000 si no aparece ninguna cara.

a. 8i jugaras ;Prefieres ser Ana o Maria? ;Por qué?

b. Un juego ez justo cuando no favorece a ningln participante, es decir, ninguno tiene mas
ventaja que el otro. ;Qué cantidad deberia ganar Maria para que el juego fuera justo?

Problema 2. Miguel v Luis salen del colegio tras una agotadora jornada, camino a casa
Luis le propone a su compaiiero Miguel el siguiente juego mientras beben una refrescante
limonada en una cafeteria. Se lanza un dado justo de seis caras. esto quiere decir que al
lanzarlo, cualquiera de los seis resultados obtenidos tiene la misma probabilidad de salir.
Miguel gana 1000 pesos si el nimero obtenido ez 1. 2. 3, 0 4. Si el nimero s 5 0 6 Luis
gana 3000 pesos.

a. ;Tiene alguno de los chicos ventaja en el juego? ;Por qué?

b. ;Cuanto piensas que ganara aproximadamente cada chico si juegan 60 veces al juego?

Analisis a priori problema 1

El primer problema trata una situacion que consiste en el lanzamiento de dos monedas,
cuyo espacio muestral es Q = {CC, CX, XC, XX} siendo C el suceso obtener cara 'y X el suceso
consistente en obtener cruz. Puesto que los experimentos son simples (el lanzamiento de una de

las monedas no afecta el resultado de la otra moneda), entonces son independientes, la
. . 11 1
probabilidad de cada uno de los sucesos en el experimento es P(x) = >3 = 2 donde x es

cualquiera de los resultados del experimento.
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Si definimos los sucesos A = “gana Ana “y M = “gana Maria”, las probabilidades que

cada una de ellas gane son: P(A) = 3 *- - = % = 0.75, la probabilidad que gane Ana mientras

NI

que P(M) = i: 0.25 es la probabilidad que gane Maria.

Respondiendo a la pregunta, ¢ Prefieres ser Ana o Maria? La respuesta que se espera por
parte de los estudiantes es que respondan que prefieren ser Ana, dado que Ana tiene ventaja al

tener mas probabilidad de ganar que Maria.

Para responder a la segunda pregunta se recurre a la propiedad de que un juego es justo o
equitativo si la probabilidad de ganar es inversamente proporcional al premio, es decir que para
que el juego sea justo quien tiene menor probabilidad de ganar recibird un premio mayor que
cumpla con la propiedad antes mencionada. A la pregunta, ¢ Qué premio deberia ganar Maria
para que el juego sea justo? La respuesta es que Maria gane 3000 pesos cada vez que salgan dos

cruces, el triple del premio que gana Ana cada vez que gana.

También se espera, en el juego de Ana 'y Maria que algunos de los estudiantes que
respondieron la prueba, presenten el sesgo de equiprobabilidad al creer que cuando se lanzan dos
monedas al aire cualquiera de los eventos, “ no salga XX “, es decir que el resultado favorece a
Ana, y el evento “ salga XX “, el resultado que favorece a Maria, son igual de probables, lo que
es un resultado erréneo y sumado a que tanto Ana como Maria ganan 1000 pesos cada vez que
resultan ganadoras, se crea que el juego es justo al no favorecer a ninguna de ellas ya que tienen

la misma probabilidad de ganar y reciben igual premio cada vez que ganan.
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Analisis a priori problema 2

En el problema 2 se lanza un dado Justo, asi que cada uno de los resultados es igual de
probable que ocurra. Miguel gana si al lanzar el dado ocurre uno de los siguientes resultados {1,
2, 3, 4}, es decir que gana en cuatro de los resultados obtenidos al lanzar el dado, en caso

contrario gana Luis.

Sea el evento M =" gana Miguel” y el evento L = “gana Luis”. Luego la probabilidad de
ganar Miguel es P(M) = %y la Probabilidad de ganar Luises P(L) = 2 es decir que Miguel
tiene el doble de probabilidad de ganar que Luis. Por cada ronda de juego se espera que Miguel

gane 1000 - 6 - % = 4000 pesos, mientras que por cada ronda del mismo juego se espera que

Luis gane 3000 - 6 - % = 6000 pesos, esto pone en una situacion de desventaja en el juego a

Miguel frente a Luis, aunque Luis tiene la mitad de probabilidad de ganar que Miguel, su premio

es tres veces mayor que el que gana su competidor cada vez que le resulta favorable.

Una de las opciones de respuesta que podemos esperar en la solucion del instrumento,
esta relacionada con indicar que Miguel tiene la ventaja al jugar por presentar mas resultados a
su favor, es decir que tiene mas probabilidad de ganar cada vez que se lanza el dado, de igual
manera se espera que algunos estudiantes solo centren su atencion en la cantidad de dinero que
gana Luis para afirmar que por esta razon tiene la ventaja en el juego frente a Miguel cuando el
resultado le favorece (como ocurre cuando las personas juegan chance o Baloto), ambas
respuestas no ofrecen razones suficientes que apoyen la afirmacion de cual de los dos jugadores

tiene la ventaja en el juego.

Ademas de lo anterior se esperan respuestas que presenten el sesgo de equiprobabilidad

al lanzar el dado, como los resultados son aleatorios, entonces los eventos que favorecen a cada
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uno de los participantes del juego tienen la misma probabilidad de ocurrencia, tampoco se
descarta la aparicion de concepciones erroneas sobre el azar en forma de creencias personales
que afirman que resultados como el sacar el 5 o el 6 tienen mayor probabilidad de ocurrencia que

sacar el nimero 1.

En la pregunta dos del problema dos se pregunta por, ;Cuéanto piensas que ganara cada
chico si juegan 60 veces al juego? Para dar respuesta a esta pregunta se realizan los siguientes

célculos que son similares a los realizados en la pregunta 1 del problema 2.

La ganancia de Miguel en una serie de 60 juegos dependeré de la cantidad de juegos que
logre ganar, se estima que en 60 juegos gane aproximadamente 40 de ellos, dado que su
probabilidad de ganar es § de los 60 juegos ganara % +60 = 40 juegos, de cada uno de estos
juegos recibe 1000 pesos, finalmente su ganancia serd de 40000 pesos aproximadamente. En el
caso de Luis se espera que este gane en 20 de los 60 juegos, como Luis gana 3000 pesos cada
Vez que gana, su ganancia total se espera que sea aproximadamente de 60000 pesos. Estos son
valores aproximados, pero se puede observar una diferencia importante entre las ganancias de

uno y otro jugador. Este ultimo resultado apoya la afirmacion que el juego es favorable a Luis.

Tabla 1: Analisis a priori del cuestionario.

Problema # 1 Lo esperado La clave. (Opcidn correcta)
¢Prefieres ser Ana o | La respuesta que se espera de los | Efectivamente, Ana tiene ventaja
Maria? estudiantes es que prefieren ser en este juego, si el juego se
Ana, dado que el juego paga la prolonga lo suficiente Maria con
misma cantidad de dinero a ambas | seguridad va a perder dinero dado
jugadoras para vez que salen que cada uno de los resultados de
favorecidas la ventaja esta en lanzar las dos monedas son

quién tiene mas probabilidad de equiprobables (las monedas son
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ganar, en este caso Ana tiene una
probabilidad de 0.75 de ganar el
juego frente al 0.25 de Maria.

Se espera que se calcule mal el
espacio muestral Q = {CC, CX,
XC, XX}, asumiendo que al
lanzar las dos monedas los
resultados CX y XC son un
mismo resultado y de esta manera
la probabilidad de ganar Ana sera
0.67 y aunque el estudiante
responda que prefiere ser Ana
Ilega por un razonamiento
equivocado.

legales), pero en tres de ellos gana
Ana, por lo tanto, el juego
favorece a Ana si este se juega de
manera prolongada porque la
probabilidad de ganar Ana tiende a
0.75 (Ley de los grandes
numeros).

¢ Qué premio
deberia ganar Maria
para que el juego sea
justo?

Se espera una respuesta que diga
que Maria al tener una
probabilidad més baja de ganar,
esta reciba un premio mas grande
que Ana para equilibrar el juego,
pero esta es una respuesta vaga al
no decir el valor numérico exacto
del premio que debe recibir Maria.

Para dar respuesta a esta pregunta
se espera gue los estudiantes
respondan usando razonamientos
intuitivos y heuristicas para llegar
a la respuesta por métodos de
ensayo Yy error dando como
resultado que Maria debe ganar
3000.

La respuesta es que Maria gane
3000 pesos cada vez que salgan
dos cruces, el triple del premio que
gana Ana que tiene tres veces la
probabilidad de ganar de Maria, de
esta forma se equilibra el juego y
se convierte en justo o equitativo.

Problema # 2

Lo esperado

La clave. (Opcidn correcta)

¢ Tiene alguno de los
chicos ventaja en el
juego? ¢Por qué?

Se espera que se fijen en
obviedades como que Miguel
tiene la ventaja en el juego por
tener mayor probabilidad de ganar
olvidandose del premio que recibe

La respuesta correcta es que Luis
tiene la ventaja en el juego porque
aungue Miguel tiene el doble de
probabilidad de ganar que Luis, el
premio que recibe Luis no es el
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Luis cada vez que el juego le
favorece, pero también respuestas
del tipo que Luis tiene la ventaja
porque gana més dinero que
Miguel cada vez que el juego le
favorece.

doble sino el triple del premio que
recibe Miguel, dando a este la
ventaja en el juego cuando juegue
de manera prolongada.

¢Cuanto piensas que
ganara
aproximadamente
cada chico si juegan
60 veces al juego?

Se espera que realizando algunos
ensayos o recurriendo a la
proporcionalidad lleguen a la
cantidad aproximada de veces que
gana cada jugador y lleguen a qué
Miguel gana aproximadamente 40
de los 60 juegos y como en cada
juego favorable gana 1000 pesos,
al final termine ganando 40000
pesos mientras que Luis ganara
aproximadamente 20 de los 60
juego obteniendo asi una ganancia
de 60000 pesos.

Para dar respuesta a esta pregunta
se recurre a la proporcion que cada
uno de los jugadores gane el juego
en 60 ensayos del mismo, en el
caso de Miguel se espera gane de
manera aproximada en 40 de los
60 ensayos, esto es apoyado por la
ley de los grandes numeros que
afirma que al aumentar de ensayos
la frecuencia de que suceda un
cierto evento tiende a ser
constante.

Como Miguel gana
aproximadamente 40 juegos y
cada vez que lo hace gana 1000
pesos, su ganancia global sera de
unos 40000 pesos mientras que
Luis ganara mas o menos 20 de los
60 juegos disputados y en cada
juego se embolsa 3000 pesos, su
ganancia aproximada es de 60000
pesos al final del juego.

Aplicacion del Instrumento.

En esta fase del trabajo se llevo a cabo la aplicacion del instrumento a un grupo de 20

estudiantes de la licenciatura en matematicas que cursan la asignatura didactica I11: desarrollo del

pensamiento estocastico y aleatorio ubicado en sexto semestre, la mayoria de los estudiantes de

este curso no habian visto el curso de estadistica que se encuentra ubicado en quinto semestre
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segun la estructura curricular del programa académico de la licenciatura en matematicas
(Resolucion 239 del 2020). Durante la aplicacion del instrumento se les solicité a los estudiantes
que leyeran con calma cada una de las preguntas y que respondieron segun sus conocimientos
previos adquiridos en el colegio y en su paso por la universidad, durante la aplicacion se trato de
no dar mayor informacion sobre la solucion de los problemas ya que nos interesaba respuestas

espontaneas en la que se pudiera apreciar sus intuiciones y creencias.

Analisis de resultados

Ya teniendo los resultados de los cuestionarios, se procedio a la revision de cada uno
pregunta por pregunta de manera detallada a la luz del analisis a priori realizado con antelacion
para revision de las respuestas dadas por los estudiantes al resolver el cuestionario. En la revision
de cada uno de los cuestionarios se obtuvieron variedad de respuestas que van de respuestas
correctas, respuestas incorrectas y no respuesta. Al revisar cada uno de los cuestionarios se
eligieron de manera no aleatoria a 6 de los estudiantes para realizarles una entrevista para
continuar ahondando sobre las preguntas realizadas en el cuestionario, la eleccion de estos
estudiantes se hizo con base a lo interesante y llamativo de sus respuestas a las preguntas

realizadas en el instrumento.

Entrevista Semiestructurada

Seleccionados los 6 estudiantes de manera no aleatoria se acordé con cada uno de ellos
realizar una entrevista para profundizar en las respuestas dadas al resolver el cuestionario, dichas
entrevistas se realizaron de manera virtual con la ayuda de Google Meet y fueron grabadas en
OBS Studio y Microsoft Clipchamp para tener registro de las entrevistas realizadas como parte

importante de la recoleccion exhaustiva de datos y toma de notas del entrevistador (Soto 2014).
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En estas entrevistas se tuvo en cuenta el protocolo que implica la realizacion de una
entrevista semiestructurada, como explicar de qué va a tratar la entrevista, pedir consentimiento
al entrevistado para la grabacion de la entrevista y garantizar la confidencialidad de esta, generar
un ambiente que haga que el entrevistado se sienta comodo, esto con la intencidn de recopilar
ideas espontaneas y auténticas, pero también para identificar concepciones y procesos de

razonamiento ingenuos (Camargo, L. 2020).
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Capitulo 1V: Presentacion de resultados.

Anélisis

Después de la adaptacion del instrumento que se aplicé a 20 estudiantes de la licenciatura
en matematicas de la Universidad del Valle en el curso didactica I1: desarrollo del pensamiento
estocastico y aleatorio, en donde la mayoria de sus estudiantes se encontraban en sexto semestre
y semestres superiores. Con el objetivo de determinar su nivel de conocimiento estadistico se les
realizo la siguiente pregunta “;Ya curso la asignatura de estadistica o tiene formacion en
estadistica recibida en otros programas técnicos o universitarios?” 10s datos obtenidos fueron

los siguientes:

Figura 2: Comparacion de estudiantes que han visto estadistica.

Estudiates que han cursado o visto un curso de
estadistica.

IO
[T

=]

Namero de estudiantes
f=:]

[=TRN B - ]
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Segun el grafico anterior, podemos inferir que de los estudiantes de la Licenciatura en
Matemaéticas que se encuentran en sexto semestre, por lo menos 16 de ellos no han tomado
ningun curso de estadistica en su carrera. En contraste, los otros 4 si han tenido experiencia con

cursos de estadistica de otras carreras o por eleccion propia.

Tras aplicar el instrumento a los 20 estudiantes de la Licenciatura en Matematicas, se
eligieron 6 de ellos para llevar a cabo una entrevista semiestructurada de los cuales solo 3

respondieron la entrevista. La seleccidn de estos 6 estudiantes se basé en la calidad de sus
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argumentos y la forma en que presentaron sus respuestas, ya que se pudo observar un
razonamiento interesante en las respuestas correctas como en las incorrectas. Estos 6 estudiantes
seleccionados respondieron que ninguno ha visto un curso de estadistica durante el desarrollo de
su carrera Licenciatura en Matematicas, los cuales seran mencionados en el analisis como

Estudiante 1, Estudiante 2, Estudiante 3, Estudiante 4, Estudiante 5 y Estudiante 6.

Después de hacer una revision exhaustiva del instrumento se observd en cada una de las
respuestas de los estudiantes, que la mayoria solo se fijaban en la probabilidad y dejaban de lado
el premio, argumentando querer ser Ana porque tenia mas probabilidades de ganar y que cuando
se les preguntaba si podian arreglar el juego para que fuera justo estos buscaban volver el juego
equiprobable, esta creencia equiprobable la defiende Lecoutre y sus colaboradores argumentando
que ello no es debido a la falta de razonamiento combinatorio, sino a que los modelos
combinatorios no se asocian facilmente con las situaciones en que interviene "el azar" (Lecoutre,
1992), lo mismo sucedia en el caso de Luis y Miguel, donde argumentaban que les gustaria ser
Miguel dado que tenia la mayor probabilidad para ganar, desligando totalmente el premio a

ganar de la justicia de los juegos.

Si analizamos el problema 1, pregunta (a) los seis estudiantes seleccionados prefieren ser
Ana debido a que esta presenta mayor probabilidad de ganar, de los seis, tres estudiantes
desarrollaron correctamente el espacio muestral del juego entre Ana Y Maria, Q ={CC, CX, XC,
XX}, de los faltantantes, dos de ellos no escriben el espacio muestral y realizan afirmaciones
mediante estimaciones, basandose Unicamente en el porcentaje y partiendo de que si de las
cuatro posibilidades, Ana tiene un 75% de ganar deberia ganar 250 pesos, por el contrario Maria
que tiene un porcentaje de ganar de 25% deberia ganar 750 pesos, es decir, que estan

relacionadas inversamente proporcional los porcentajes de ganar con el premio, por otro lado, el
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estudiante que falta escribe el espacio muestral pero lo hace mal, afirmando que Ana solo tiene
dos opciones de ganar, dado que {C,X} y {X,C}, son el mismo resultado para él, esta prueba
demuestra que aquellos sujetos que presentan el sesgo de equiprobabilidad aseguran que la
probabilidad que salga un evento {CX} y el evento {CC} es igual para ambos casos (Lecoutre,

1992).

Empezaremos por analizar el apartado (a) del primer problema que dice: “Si jugaras
/ Prefieres ser Ana o Maria? ;Por qué?”, en el cual el estudiante 1 calcula bien el espacio
muestral, construye una tabla de posibles resultados con el ganador, como se ilustra a

continuacion.

llustracion 3:Tomado del cuestionario.

Podemos observar un claro dominio en el calculo del espacio muestral, lo mismo sucede
con el Estudiante 2 quien no realiza una tabla pero si escribe el evento cuyos resultados dan
como ganadoraa Ana, el evento A = {CC, CX, XC} cuya probabilidad es P(A) = 3/4; el evento
que da a Maria como ganadora es M = {XX} y su probabilidad es P(M) = 1/4 lo que muestra
claramente las posibilidades de cada jugador. Ambos estudiantes argumentan que desean ser Ana
debido a que presenta mayor probabilidad para ganar. Mientras que para el Estudiante 3 y el
estudiante 4, se calcula la probabilidad en casos favorables de casos totales, llegando a una

probabilidad de 75% y de 25% lo cual es acertado, sin embargo, no hace un boceto o célculo del
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espacio muestral, y manifiestan querer ser Ana debido a que tiene una probabilidad del 75 % de

ganar.

Los estudiantes 3 y 4 realizan un analisis basandose en las posibilidades que tiene cada
una de las jugadores que se encuentran en el juego, donde claramente argumentan que desean ser
Ana dado que, esta tiene un 75% de probabilidades de ganar o bien que se tiene 3 posibles
combinaciones para ganar, en el caso contrario, Maria solo tendria un 25% de probabilidad o en

su defecto, solo una oportunidad para ganar.

El estudiante 5 al igual que el Estudiante 6 presentan una dificultad al construir el espacio
muestral dado que estan considerando que {C,X} es igual que {X,C}o cual implica el sesgo de
equiprobabilidad, al considerar que un suceso es igual al otro, esto debido a la creencia de los
sujetos en la equiprobabilidad de todos los sucesos asociados a cualquier experimento aleatorio
como lo afirma (Lecoutre, 1992) por lo cual llegan a la conclusion de que los casos totales son
solo 3, en ambos casos afirman querer ser Ana dado que tiene mas posibilidades, sin embargo, lo
hacen considerando que Unicamente se tienen 3 resultados posibles {CX, XX, CC} por lo cual
presentan la dificultad de reconocer el espacio muestral tal como lo indica Andrade al afirmar
que: “Los estudiantes tienen problemas para establecer los espacios muestrales

correspondientes a experimentos aleatorios, incluso tras identificar éstos adecuadamente”

(Andrade, L. 2013).

Ahora cuando analizamos el apartado (b) del problema 1 podemos identificar que los
Estudiantes 1 y 2 han respondido de manera adecuada, en el caso del estudiante 1 afirma que:

“Maria deberia ganar 3000 dado que Ana tiene 1 caso en contra se gana 1000y Maria tiene
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tres casos en contra, entonces, por esa razon deberia ganar 3000 10 cual es correcto de acuerdo
con (Guerrero, 2017) cuando afirma que el juego justo relaciona inversamente la probabilidad
con el premio a ganar de cada una, ademas, lo hace con los valores predeterminados en el
enunciado, por otro lado el estudiante 2 afirma lo siguiente: “Para que el juego sea justo, de
acuerdo a lo que gana cada una, podria ser que Ana gane 500 pesos y Maria gane 1500
pesos...” En este caso el estudiante ha respondido de manera adecuada, pero con valores
diferentes a los entregados en el problema 1. Sin embargo, contintia argumentando lo siguiente
“... O que Maria gane 3 veces mds que Ana en su defecto ya que Ana tiene 3 veces mds
probabilidades que Maria” aqui podemos observar la relacion inversa entre la probabilidad y el
valor del premio a ganar, determinando de manera adecuada lo que significa que un juego sea
justo, ya que, un juego es justo cuando ningun jugador tiene ventaja frente a su competidor o
adversario, si un jugador tiene 5 de posibilidades de ganar, su premio debe ser el triple del

premio que recibe su competidor cada vez que gana (Guerrero, H et al., 2017)

Los estudiantes 3 y 4 utilizan una regla de 3 simple para determinar la cantidad de premio
que debe ganar cada una de las participantes del juego, ambos usan una base de 1000 como el
valor total y luego de realizar un célculo simple con el porcentaje de cada una de las
participantes concluyen que Ana solo deberia ganar 250 pesos y que Maria deberia de ganar 750
pesos, lo cual esta bien relacionado, considerando que, un juego es justo cuando se equilibra
adecuadamente el premio con la probabilidad de ganar, en el caso anterior Maria deberia ganar 3
veces mas dado que su contrincante tiene 3 veces mas probabilidades de ganar, ya que, su premio
debe ser el triple del premio que recibe su competidor cada vez que gana (Guerrero, H et al.,

2017).
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Cuando analizamos los resultados de los estudiantes 5 y 6 podemos observar que realizan
mal el espacio muestral, esto debido a que estan considerando que sacar {CX}, {CX} ambos
tienen la misma probabilidad que {CC}, lo cual esta relacionado directamente al sesgo de la
equiprobabilidad, asumiendo que estos sucesos deben tener la misma probabilidad (Lecoutre,
1992) a la hora de ajustar los valores de la apuesta también los ajustan mal, esto debido a que
para ellos una jugadora tiene dos posibilidades de ganar mientras que la otra solo tiene una
probabilidad, el estudiante 5 habla de igualdad de condiciones al referirse que “Para la
realizacion de dicho juego, las condiciones deberian ser las mismas...” asumiendo que ambas
participantes deberian de tener las mismas probabilidades para ganar, asi también, indica que las
participantes tienen la misma suerte “... Si Ana en la primera ronda tira y salen dos caras y
Maria cuenta con la misma suerte, Maria estaria en una desventaja de 2000...” cuando el
estudiante 5 se refiere a la misma suerte, se asume que Maria y Ana ganan una ronda seguida
cada una, lo cual conlleva a que ambas estén empatadas en cuestiones de premio, sin embargo,
estas ignoran otros elementos esenciales de la informacion, como la variabilidad del proceso
(Diaz, C. 2005). Ademas que desde un inicio estan realizando el analisis con el sesgo de

equiprobabilidad, lo cual conlleva a repartir de manera incorrecta el valor del premio.

Al analizar las preguntas del problema 2 apartado (a), se puede observar que tuvieron un
mayor grado de dificultad por parte de los estudiantes que realizaban la prueba, ya que, muchos
no responden la pregunta de manera operacional, sino que se basan en argumentos, por ejemplo,
el estudiante 1 afirma que “Miguel tiene la ventaja en el juego de los dados ya que tiene 4 casos
a favory dos en contra...” Aludiendo Unicamente a la probabilidad como factor determinante en
la justicia del juego de azar, asi mismo relaciona el valor de la apuesta afirmando que si se

tuviera en cuenta el premio entonces la ventaja la tendria Luis, ya que, “Miguel tendria que
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Jjugar 3 veces, para igualar el dinero de una de las victorias de Luis.” Aqui podemos observar
cdémo presenta insensibilidad al tamafio de la muestra, asumiendo que al jugar 3 veces, en las 3
veces va a ganar Miguel, recordemos que Tversky y Kahneman (1974) indican que se hace una
extension indebida de la ley de los grandes nimeros en muestras pequefias, como en el caso

anterior donde erroneamente se piensa que al jugar 3 veces, al tener una mayor probabilidad de

ocurrencia, Miguel va a ganar en todos los juegos.

El estudiante 2 calcula la probabilidad de cada uno de los participantes y relaciona el
premio a ganar con la probabilidad e identifica que el premio es mayor para uno de los
participantes, asumiendo que a largo plazo Luis tendria ventaja, aunque gane menos, este
procedimiento lo hace la siguiente manera, calcula la probabilidad de victoria de Luis y miguel
por separado luego realiza una igualacion de razones, donde indica el premio de miguel es al
premio de Luis al igual que lo es la probabilidad de Miguel a la probabilidad de Luis, con lo cual
se aproxima bastante a el analisis del juego justo dado por las probabilidades y el premio
esperado, dado que, el premio que recibe es inversamente proporcional a la probabilidad de

ganar (Guerrero, H et al., 2017).

Si analizamos la respuesta del estudiante 3 podemos observar que esta calcula
Unicamente la probabilidad y con eso basa su argumento de que Miguel tiene la ventaja,
ignorando por completo el premio, el estudiante 4 presenta la solucion en una regla de 3,
partiendo del 100% del valor aportado que en este caso es de 3000 que es el valor a ganar de
Miguel, por otra parte relaciona la regla con la probabilidad de ganar de Luis, por lo cual esta
relacionando inversamente el premio con la probabilidad, lo cual es un analisis correcto, aqui
aproxima el valor dado a 2000 pero dejandolo sin ninguna interpretacion acertada respecto al

calculo mediante la regla de 3.
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Mientras que el estudiante 5 inicia reconociendo que existen diferentes condiciones,
relacionando de manera adecuada las posibilidades que tiene cada uno para ganar con el premio
que recibe cada uno al ser el ganador sin embargo cuando trata de ejemplificar dicha diferencia
cae en una heuristica al decir “... Por lo tanto, aunque Miguel tenga mas aciertos que Luis, Luis
en dos aciertos igualara y sera mayor su ganancia.” Se puede observar una heuristica Ilamada
insensibilidad al tamafio de la muestra al creer que sin importar cuantos aciertos lleve Miguel, en
dos aciertos puede o igualar o superar dicho monto, la insensibilidad en el tamafio de la muestra
consiste en confiar en las muestras pequefias pero, en las muestras pequefias existe una mayor
variabilidad y puede que en principio Miguel tenga ventaja en el juego y en una serie corta de
resultados del juego gane, pero la ley de los grandes nimeros dara como ganador con seguridad a
Luis, esto porque se confia en la utilizacion de la heuristica de representatividad que consiste en
estimar la probabilidad de un evento por el grado de similitud entre una muestra y una
poblacion” (Tversky y Kahneman, 1974), sin tener en cuenta aspectos como la variabilidad. Lo
que finalmente los lleva a entrar en las concepciones erradas sobre el azar, donde se piensa que el

azar es un corrector, donde los eventos pasados afectan a los efectos futuros (Diaz, C. 2003).

Ahora el estudiante 6 presenta una concepcion directa desde su percepcion del problema,
ya que considera que el juego es justo basandose unicamente en el enunciado, sin realizar ningun
calculo ni un andlisis profundo de la problematica, sin embargo, un juego es justo cuando ningun
jugador tiene ventaja frente a su competidor o adversario (Guerrero, H et al., 2017), pero para el
estudiante 6, basta con que se tenga una mayor probabilidad para determinar que un juego es
justo o no, y se sabe que, esto se logra cuando ambos competidores tienen la misma probabilidad

de ganar el mismo premio o si alguno de los dos tiene menor probabilidad de ganar, el juego se
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equilibra dando un mayor premio cuando éste gane. (Guerrero, H et al., 2017), es decir que el

premio también forma parte de la justicia de un juego.

Durante la entrevista, se le obliga a relacionar las probabilidades en razones, indicando al
estudiante 6 que Luis tiene dos tercios la probabilidad de ganar y que Luis por el contrario solo
tiene un tercio la probabilidad de ganar, indicando que “Ahora que me pongo a pensar, Miguel
ya no tiene ventaja, cuando respondi me fije Gnicamente en quien tenia mas nimeros para
ganar...” s decir que ignoro por completo el premio, posteriormente el entrevistador le
modifico la reglas convirtiendo el juego para que este fuese justo sin importar qué competidor se
elija ser, sin embargo, el estudiante 6, ahora solo se fijo en el premio “Creo que preferiria ser
Luis, dado que gana mds” esto sin importar que Miguel ganaba mil pero sus probabilidades eran
5 mientras que Luis ganaba cinco mil pero su probabilidad de ganar solo era 1, cumpliendo con
las condiciones para que este sea un juego justo, un juego es justo cuando ningun jugador tiene
ventaja frente a su competidor o adversario, esto se logra cuando si alguno de los dos tiene
menor probabilidad de ganar, el juego se equilibra dando un mayor premio cuando éste gane

(Guerrero, H et al., 2017).

Si analizamos el apartado (b) del segundo problema encontramos que 4 de los estudiantes
si pueden calcular de manera correcta el valor que ganaré cada jugador en una cantidad
determinada de lanzamientos del dado, dos de los cuales realizan una regla de 3 para dar una
solucion al problema planteado, utilizando el nimero de lanzamientos equivalente al 100% v el
porcentaje de ganar en relacion con el nimero totales de juegos que van a jugar, utilizando esta
regla, hayan el nimero de juegos que cada jugador va a ganar y finalmente multiplicando por el

valor que gana cada jugador. obteniendo el valor esperado, esta manera de calcularlo es valida
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dado que representa la esperanza matematica al finalizar todos los calculos.

(Probabilidad) (Numero de juegos) (Valor de victoria) = E(x)

El estudiante 1 puede calcular de manera adecuada el valor de las probabilidades, la cual
se ensefia de manera tradicional en valores posible de valores totales, sin embargo cuando se
habla de calcular del valor este indica que “No se puede calcular cuanto dinero gana cada uno
de ellos por la cantidad de juegos y sus porcentajes de victorias” quedandose Unicamente con la
definicion de probabilidad, sin poder realizar un andlisis que le permita predecir sucesos futuros
basandose en la probabilidad, recordemos que este suceso puede ser claro Unicamente cuando se
realizan suficientes ensayos (Tversky y Kahneman, 1974), cuando se le vuelve a realizar la
pregunta en la entrevista este indica que “la probabilidad no va de la mano con el premio, lo
que venga relacionado con el premio es un valor agregado” separando por completo la
probabilidad con el premio, dejando Unicamente sus concepciones del azar, por el contrario
Guerrero (2017) nos indica que un juego es justo cuando ningun jugador tiene ventaja frente a su

competidor o adversario.

El estudiante 2, el estudiante 3, el estudiante 4 y el estudiante 6, relacionan directamente
la variable con los valores de la probabilidad y el premio. llegando de manera concreta a la
respuesta esperada, es asi que multiplicando el valor a ganar por cada acierto por la probabilidad
de cada jugador y el resultado es multiplicado por los juegos a jugar, llega al valor esperado,
siendo este 40.000 para Miguel y 60.000 para Luis, esto coincide con lo que se esperaba que
respondiera el estudiante, con la Unica diferencia que el estudiante 2 realiza la operacion

concreta, el estudiante 3 y 6 la construyen mediante una regla de 3 simple.
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La siguiente tabla representa un resumen de las heuristicas encontradas en los estudiantes

seleccionados.

Tabla 2: Rejilla de Analisis.

Pregunta 1

Pregunta 2

Apartado (a)

Apartado (b)

Apartado (a)

Apartado (b)

Estudiante | No presenta Analiza Presenta la No puede realizar
1 heuristicas, correctamente lo heuristica de un analisis que le
responde de que significa que [ insensibilidad al permita predecir
manera correcta, sea un juego justo, | tamafio de la sucesos futuros
calculando el por lo cual reparte | muestra, pues basandose en la
espacio muestral y | inversamente asegura que con probabilidad, es
determinando las proporcional el solo dos aciertos | decir, que
probabilidades valor del premio Luis puede Unicamente
Q={CC, CX, XC, [ con laprobabilidad | superar una racha | calcula la
XX} de victorias probabilidad sin
Miguel, en donde | realizar un analisis
no esta posterior, y
considerando la posteriormente
variabilidad de los | desliga el premio
datos, que en del juego
muestras pequefias | argumentando
no toma la forma | como un valor
general de la agregado a la
probabilidad. competicion.
Estudiante | No presenta Analiza Relaciona Calcula de manera
2 heuristicas, correctamente lo adecuadamente la | adecuada la
responde de que significa que | probabilidad y probabilidad para
manera correcta, sea un juego justo, | valor a ganar, por | predecir los

calculando el
espacio muestral y
determinando las
probabilidades.
Q= {CC, CX, XC,
XX}

por lo cual reparte
inversamente
proporcional el
valor del premio
con la probabilidad

lo cual estima que
es mejor ser Luis
que a la larga
obtendra ventaja
dado que tiene
mayor premio. es
decir tiene una

posibles juegos
que puede ganar
cada jugador en
un total de 60
lanzamientos y
valor a ganar.
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buena nocion que
el juego es injusto
ya que uno de los
jugadores tiene
mayor premio
aunque tenga
menos
probabilidades de
acierto.

Estudiante | No presenta Analiza No presenta una Calcula de manera
3 heuristicas, correctamente lo buena nocion de adecuada la
responde de que significa que [ juego justo, pues | probabilidad
manera correcta, sea un juego justo, | desliga el premio | utilizando una
determinando las por lo cual reparte | como parte del regla de 3 para
probabilidades de | inversamente juego y basa sus predecir los
75% y de 25% proporcional el argumentos posibles juegos
valor del premio Unicamente en las | que puede ganar
con la probabilidades de | cada jugador en
probabilidad, cada jugador. un total de 60
usando una base lanzamientos y
diferente del valor a ganar.
premio.
Estudiante | No presenta Analiza No presenta una No responde la
4 heuristicas, correctamente lo buena nocion de pregunta de
responde de que significa que [ juego justo, pues | manera que sea
manera correcta, sea un juego justo, | desliga el premio | posible identificar
determinando las por lo cual reparte | como parte del si presenta alguna
probabilidades de | inversamente juego y basa sus heuristica.
75% y de 25% proporcional el argumentos
valor del premio Unicamente en las
con la probabilidades de
probabilidad, cada jugador.
usando una base
diferente del
premio.
Estudiante | Presenta el sesgo No presenta la Presenta heuristica | Calcula de manera
5 de nocion de juego de insensibilidad | adecuada la
equiprobabilidad al | justo dado que no | al tamafio de la probabilidad para
considerar que la tienen en cuenta la | muestra asume predecir los

probabilidad del
evento {XC} es
igual a {CX},

variabilidad de los
datos en muestras
pequenas.

que con solo dos
aciertos Luis
puede superar una
racha de victorias

posibles juegos

que puede ganar
cada jugador en
un total de 60
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Miguel, en donde
no esta
considerando la
variabilidad de los
datos, que en
muestras pequefas
no toma la forma
general de la
probabilidad.

lanzamientos y
valor a ganar.

Estudiante
6

Presenta el sesgo
de
equiprobabilidad al
considerar que la
probabilidad del
evento {XC} es
igual a {CX}.

No presenta la
nocion de juego
justo, dado que no
tienen en cuenta la
variabilidad de los
datos en muestras
pequefas.

No presenta la
nocion de juego
justo, ya que para
él, basta con que
el jugador que
tiene méas
probabilidades de
ganar, gane menos
premio, sin que
este se encuentre
desproporcionado

Calcula de manera
adecuada la
probabilidad
utilizando una
regla de 3 para
predecir los
posibles juegos
que puede ganar
cada jugador en
un total de 60
lanzamientos y
valor a ganar.
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Conclusiones.

Del anterior trabajo podemos concluir que los estudiantes de la Licenciatura en
Matematicas de la universidad del valle, que se encuentran cursando sexto semestre o superiores,
presentan sesgos Y heuristicas cuando se los enfrenta a situaciones que estén permeadas de azar,
en el caso particular del trabajo anterior, estas se ven reflejadas cuando deben resolver problemas
donde debian volver el juego justo, estos inmediatamente modificaban la probabilidad del juego,
volviéndolo equiprobable, desligando el premio del concepto del juego justo, segun los
resultados esperados, se esperaba una fuerte tendencia a querer escoger el participante que
tuviera la mayor probabilidad, dado que, el mismo concepto de juego justo no es claramente

definido ni estudiado en ninguno de los niveles de escolaridad de este pais.

En los estudiantes seleccionados, el mayor sesgo encontrado fue la equiprobabilidad, y
esto se debe al tener la idea errdnea de que un suceso es igual a otro dadas sus caracteristicas, del
problema 1, tenemos que para los estudiantes la probabilidad de obtener {C,C} es igual a la
probabilidad de obtener {X,C} esto debido a la creencia errénea que la mayoria de los sucesos
estan relacionados de manera equiprobable, esto debido a la dificultad de establecer conexiones
entre los modelos combinatorios y los sucesos donde interviene el azar (Lecoutre, 1992), ligado
al sesgo anterior el estudiante realiza el analisis de manera incorrecta, ya sea cuando se debia
balancear el premio para que el juego fuese justo, estos argumentaban que el jugador con menos
probabilidad debia ganar el doble de lo que ganaréa el jugador con mayor probabilidad, por otro
lado, con la probabilidad, dado que para los estudiantes que presentan este sesgo, existian solo

tres posibles resultados {CC, CX, XX}

Al realizar preguntas donde se deben establecer unas condiciones, para que el juego sea

justo, la mayoria solo se fijaban en la probabilidad y dejaban de lado el premio, argumentando
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querer ser el participante con mayor probabilidad de ganar, dejando de lado el premio, el cual
también se podia redistribuir para volver el juego justo, ya que, el premio y la probabilidad son
inversamente proporcionales, esto quiere decir que a mayor probabilidad menor debe ser el
premio recibido, y a menor probabilidad mayor debe ser el premio a ganar, aun asi, cuando se les
preguntaba si podian arreglar el juego para que fuera equitativo estos buscaban volver el juego

equiprobable, resultados que coinciden con los obtenidos por Azcarate, P. (1995)

En la resolucion del problema dos, item (a), la gran mayoria de los estudiantes
enfrentaron dificultades al responder quién tenia ventaja en el juego, si Miguel o Luis. A
diferencia del problema anterior, en este caso tanto la probabilidad de ganar de cada jugador
como el premio a obtener eran diferentes, lo que hacia la decisién mas complicada. Algunos
afirmaron que Miguel tenia ventaja basandose Unicamente en la probabilidad de ganar, mientras
que otros se enfocaron solo en el premio que Luis recibiria. Sin embargo, estas respuestas no
eran suficientes para responder apropiadamente a la pregunta del cuestionario, ya que omitian

informacion necesaria.

Otros estudiantes intentaron resolver el problema utilizando una heuristica, tratando de
observar casos donde uno u otro jugador ganaba en algunos ensayos. Si bien esto puede ser util
para identificar la tendencia a ganar mas dinero, tiene el riesgo de caer en la heuristica de
representatividad, y como consecuencia, en la insensibilidad al tamafio de la muestra. Por
ejemplo, en una simulacion con un nimero reducido de ensayos del experimento de lanzar un
dado, podria ocurrir que Miguel ganara mas dinero que Luis, llevando al estudiante a afirmar que
Miguel tiene ventaja en el juego. No obstante, no se estaria considerando que en muestras
pequefias la variabilidad es alta, y que esta variabilidad disminuye a medida que se aumenta el

numero de ensayos en las simulaciones, como respalda la ley de los grandes nimeros.
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Asi, se pudo evidenciar la aparicion de la insensibilidad al tamafio de la muestra en la

solucion de este problema sobre juego equitativo.

Una de las heuristicas identificadas en este apartado fue la heuristica de representatividad
puesto que los estudiantes creian que en pequefias pruebas iban a surgir patrones regulares de
probabilidad, es ahi donde asumen que se si un Luis a ganado un namero determinadas de veces,
el que tiene menor probabilidad con solo dos veces seguidas que gane, lo igualara o lo superarg,
dando a entender que hay una mala extension del teorema de los grandes nimeros, al aplicarlo a
pequefias muestras, esta heuristica conduce directamente a la insensibilidad al tamafio de la
muestra al creer que en muestras pequefias el azar se va a comportar de tal manera que si Luis
gana 4 juegos el quinto lo ganara Miguel, pero recordemos que este es un evento independiente,
por lo que el resultado anterior, no afecta a evento futuro cada chance tiene la misma

probabilidad de salir en cada turno (Diaz, C. 2003).

Del parrafo anterior también se desprenden la concepciones erradas del azar, donde los
estudiantes pueden inferir de manera equivocada que el azar es un corrector de eventos, es asi,
como en una racha de seis aciertos por parte de Luis, se cree mas probable que el séptimo
lanzamiento sea Miguel quien gane la ronda, dado que este aiin no ha ganado y la probabilidad
nos hace creer que de seis lanzamientos minimo 2 ganara Miguel, lo cual es una mala
interpretacion de la ley de los grandes nimeros que asegura que en juegos extensos Miguel
tendra la ventaja, pero en muestras pequefias, la variabilidad de los datos podria llevar a una

racha ganadora de Luis (Tversky y Kahneman, 1974).

Durante una de las entrevistas, surgié un resultado inesperado en el que se pregunto al
estudiante 1 si consideraba justo el juego entre Ana y Maria. Su respuesta afirmativa se basé en

que, si ambos jugadores estan de acuerdo con las condiciones de un juego, entonces este es justo.
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A pesar de que se le presentaron diversas situaciones con juegos de azar y loterias, el estudiante

mantuvo su respuesta inicial.

Es importante recordar que este estudiante, al igual que los otros cinco entrevistados, ain
no ha cursado la materia de estadistica. Por lo tanto, sus respuestas reflejan en gran medida sus
intuiciones y creencias. Esto resalta la necesidad de desarrollar el pensamiento estadistico y

aleatorio para superar este tipo de razonamientos que conducen a concepciones erroneas.

Respecto al objetivo donde se pretende identificar las heuristicas, se pudieron caracterizar
la heuristica de representatividad, insensibilidad al tamafio de la muestra, concepciones erradas
sobre el azar que afectan directamente a la concepcion de un juego justo, dado que estos errores,
Ilevaban a unos razonamientos errados que hacian que los datos obtenidos no fueran los que se
debian calcular haciendo que se omitieron datos o que por el contrario se utilizaran datos basados
en estas heuristicas, por lo cual se mencionan a continuacion cuales son estas heuristicas que

afectan la interpretacion de un juego justo.

Se identifico la heuristica de la insensibilidad al tamafio de la muestra, dado que, los
estudiantes pretendian que en muestras pequefias se pudiera evidenciar que los aciertos del
jugador que tenia mayor probabilidad en este caso Luis, fueran superados en tan solo dos aciertos
del jugador que tiene menor probabilidad pero mas premio, esto dado a una mala interpretacion
del teorema de los grandes numeros dado que este asegura que Luis si tendra una ventaja, pero
esta ventaja sera visible Gnicamente en muestras grandes, esto quiere decir que, se toma a las
pequefias muestras como representativas en las caracteristicas de las poblaciones de donde

proceden. (Diaz, C. 2003).



55

Otra de las heuristicas identificas fue la equiprobabilidad, en el apartado (a) de la
pregunta 1, donde se consideraba que la probabilidad de obtener {CX} es exactamente la misma
que obtener {XC}, esto indica que estan observando el suceso como uno solo, lo cual los lleva a
caer en dicha heuristica, la cual afecta mas adelante la manera en como pueden relacionar la
probabilidad con el valor del juego, una declaracion de la creencia de un individuo, de que todos
los eventos asociados con cualquier ensayo aleatorio tienen la misma probabilidad. Lecoutre
argumenta que esto no se debe a la falta de razonamiento combinatorio, sino a la dificultad de
hacer conexiones entre los modelos combinatorios y las situaciones en las que entra en juego el

"azar". (Lecoutre, 1992).

Al identificar cada heuristica utilizada por los estudiantes y elaborar la tabla de analisis,
es posible identificar con precision la heuristica que utilizaron en cada pregunta del instrumento
y entrevista, correlacionando cada apartado directamente con las respuestas de estos 6

estudiantes de acuerdo con la dificultad de la pregunta en cada problema.

Segun los resultados de la rejilla, se puede observar que las estrategias donde una hay
buena formacion en matematica, no es suficiente para resolver los problemas donde el azar juega
un papel importante, dado el contexto, donde los juegos de azar forman parte casi diaria de los
colombianos, seria de prudente ensefiar estos contenidos en probabilidad que le permitan a los

colombianos tener una herramienta en la cual evaluar si es viable participar en los juegos de azar.

Dadas la limitaciones que presentamos, sélo pudimos realizar dicha prueba a un total de
20 estudiantes de sexto semestre de la Licenciatura en Matematicas de la universidad del valle en
donde al final se analizan 6 estudiantes que permitieron que se realizara una entrevista
semiestructurada, la cual permite profundizar en las creencias que presentaban sobre los juegos

equitativos, es decir, que pudimos identificar y analizar dichas heuristicas de una muestra
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pequefia de la poblacion y que finalmente estas heuristicas no se van a solucionar dado que, la
nueva reforma en la educacion matematica de la Universidad del Valle ha limitado los cursos de
la linea de la estadistica aun con los requerimientos que se estan exigiendo, ademas que sélo
abordamos dos problemas que fueron adaptados a nuestro contexto del trabajo de Guerrero
Trevifio, H., Ortiz de Haro, J. J., & Contreras Garcia, J. M. (2017), recordemos que en nuestro
contexto los juegos de azar se encuentran presentes en los &mbitos cotidianos, lo cual hace
propicio que se pueda profundizar en los juegos de azar locales y se permita concientizar a la

poblacidn sobre la equidad de estos juegos.

Con el fin de mitigar las heuristicas y sesgos usados por los docentes en formacién, se ha
disefiado una ficha de laboratorio, la cual plantea la solucion del enunciado 2 a través de una
serie de pasos y preguntas que encaminan a traves de la experimentacion en el juego de dos
competidores determinar la justicia del juego, en el cual un jugador tiene una ventaja notable en
cuestiones de la probabilidad, pero a su vez el otro participante posee un mayor premio cuando
éste acierta, es asi como cada pregunta encamina a la reflexion por cada paso que se avanza en la

ficha técnica.
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UNIVERSIDAD DEL VALLE
Facultad de Educacién y Pedagogia

Escuela de Educacion en Ciencias, Tecnologias y Culturas.
Urcliivle\r;silflad
el valie

Cali, abril 17 de 2023
Instrumento Trabajo de Grado.

Adaptado de: Guerrero, H., Ortiz de Haro, J. & Contreras, J. (2017) Evaluacion del
conocimiento sobre esperanza matematica y juegos equitativos en estudiantes de bachillerato. Se
ha tomado el presente instrumento con el fin de recabar informacidn acerca de cdmo se toman
decisiones en circunstancias de incertidumbre. El objetivo principal es identificar los
razonamientos y heuristicas utilizadas para llegar a la solucion de los problemas planteados, a
través de las respuestas obtenidas.

Nombre completo:

Programa al que pertenece:

Semestre que cursa actualmente:

¢ Ya curso la asignatura de estadistica o tiene formacion en estadistica recibida en otros
programas técnicos o universitarios?

Problema 1. Ana considera que es muy buena en los juegos de suerte y azar asi que le propone a
su amiga Maria en la hora de descanso al medio dia el siguiente juego. Se lanzan al aire dos
monedas legales, esto quiere decir que en cada moneda se tiene igual probabilidad de salir cara o
cruz. Luego observan el resultado.

Ana gana 1000 pesos si aparecen una o dos caras y Maria gana 1000 si no aparece ninguna cara.

a. Si jugaras ¢Prefieres ser Ana o Maria? ;Por qué?

b. Un juego es justo cuando no favorece a ningun participante, es decir, ninguno tiene mas
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ventaja que el otro. ;Qué cantidad deberia ganar Maria para que el juego fuera justo?

Problema 2. Miguel y Luis salen del colegio tras una agotadora jornada, camino a casa Luis le
propone a su compafiero Miguel el siguiente juego mientras beben una refrescante limonada en
una cafeteria. Se lanza un dado justo de seis caras, esto quiere decir que al lanzarlo, cualquiera de
los seis resultados obtenidos tiene la misma probabilidad de salir. Miguel gana 1000 pesos si el
ntmero obtenido es 1, 2, 3, 0 4. Si el nimero es 5 0 6 Luis gana 3000 pesos.

a. ¢ Tiene alguno de los chicos ventaja en el juego? ¢Por qué?

b. ¢Cuanto piensas que ganara aproximadamente cada chico si juegan 60 veces al juego?

Nota: Los datos obtenidos mediante la siguiente encuesta seran utilizados Gnicamente con fines
académicos, para lo cual solicitamos firme a continuacion la
Autorizacion para el proceso de los datos:

Referencias.

Guerrero Trevifio, H., Ortiz de Haro, J. J., & Contreras Garcia, J. M. (2017). Evaluacion del
conocimiento sobre esperanza matematica y juegos equitativos en estudiantes de bachillerato.
Avances de Investigacion En Educacion Matematica, 11.
https://doi.org/10.35763/aiem.v1i11.170
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Juego Equitativo

Pensamiento Estadistico

El juego equitativo es un concepto fundamental en
la teoria de la probabilidad y tiene una amplia
aplicacion en diversos contextos, incluyendo el
ambito educativo, como lo veremos en el siguiente
juego:

“Miguel y Luis salen del colegio tras una agotadora
jornada, camino a casa Luis le propone a su compafiero
Miguel el siguiente juego mientras beben una
refrescante limonada en una cafeteria. Se lanza un dado
justo de seis caras, esto quiere decir que al lanzarlo,
cualquiera de los seis resultados obtenidos tiene la
misma probabilidad de salir. Miguel gana 1000 pesos si
el nimero obtenido es 1, 2, 3, 0 4. Si el nUmeroes 50 6
Luis gana 3000 pesos.”

a. ¢ Tiene alguno de los chicos ventaja en el juego? ¢ Por
qué?

b. ¢ Cuanto piensas que ganara aproximadamente cada
chico si juegan 60 veces al juego?

Para dar respuesta a estas preguntas, vamos a repartir
entre 2 jugadores un total de 100 mil pesos para cada
jugador, jugando de la misma manera que Luis y
Miguel, sin embargo, vamos a modificar el monto de
la apuesta, ahora cada que salga 1, 2, 3 0 4, Miguel
ganara un total de $ 2 000 y Juan ganara un total de
$ 10000 si sale 5 0 6.

Instrucciones

e Realizar el juego durante 10 rondas.

Compara el total de victorias de cada jugador.
Compara la cantidad de dinero de cada jugador al
finalizar las 10 rondas.
Podemos recordar que la probabilidad se puede
expresar Como:

Casos Favorables .
= Probabilidad

Casos Totales

¢Cual es la probabilidad de cada jugador de
ganar? Compara los resultados. (organiza la
probabilidad en casos favorables de casos totales).
Al analizar los numeradores de las comparaciones
de las probabilidades, ¢qué puedes observar?
Con el andlisis anterior responde la pregunta a.
¢Cuanto dinero podria esperar ganar Miguel, si
participa en 6 juegos?

¢Cuénto dinero podria esperar ganar Luis, si
participa en 6 juegos?

Con el analisis anterior responde la pregunta b.
Comparando la probabilidad entre los dos
jugadores, ¢Cuanto dinero deberia de ganar Juan
para que el juego sea justo, para ambos
jugadores?

¢Qué condiciones deberian cumplirse para
determinar que un juego sea justo?

Con base en la pregunta anterior responde ;,Cémo
es la relacion de la probabilidad con el valor de la
apuesta?

Elaborado por: Jeisson Miranda Fajardo
Fecha: 06 de junio de 2023

SOPORTE DE FICHA N.° SP-009

Objetivos:
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- Mostrar la generalizacion de la media aritmética en el analisis de la justicia de los juegos
de azar.

- Desarrollar el pensamiento estocastico utilizando la esperanza matematica.

Materiales requeridos:

Los materiales que se necesitan para trabajar la ficha son los siguientes, un dado (4 Dados, rojo,
azul, amarillo y verde) y billetes didacticos (13 billetes de 2.000, 16 billetes de 5.000, 16 billetes
de 10.000, 16 billetes de 20.000, 17 billetes de 50.000, 19 billetes de 100.000 y 8 paquetes de
monedas)

Andlisis y estrategia de solucion:

“El juego equitativo es un concepto fundamental en la teoria de la probabilidad y tiene una amplia
aplicacion en diversos contextos, incluyendo el &mbito educativo. Sin embargo, en este constructo
curricular no se establece un vinculo entre la media aritmética con su generalizacion que es la
Esperanza matematica ademads, seria también interesante recomendar desde estos ambitos
académicos la incorporacion de la historia de las matematicas como un articulador del proceso
de la ensefianza.”

Se lanza un dado Justo, asi que cada uno de los resultados es igual de probable que ocurra. Miguel
gana si al lanzar el dado ocurre uno de los siguientes resultados (1, 2, 3, 4), es decir que gana en
cuatro de los resultados obtenidos, en caso contrario gana Luis.

Sea el evento M = gana Miguel” y el evento L = “gana Luis”. Luego la probabilidad de ganar

Miguel es P(M) = % y la Probabilidad de ganar Luis es P(L) = % Por cada ronda de juego se
espera que Miguel gane 1000 * 6 *% = 4000 pesos, mientras que por cada ronda del mismo

juego se espera que Luis gane 3000 -6 % = 6000 pesos, esto pone en una situacion de

desventaja en el juego a Miguel frente a Luis, aunque Luis tiene la mitad de probabilidad de ganar
que la que tiene Miguel, su premio es tres veces mayor que el que gana su competidor cada vez
que se le da el resultado favorable.

La ganancia de miguel en una serie de 60 juegos sera G(M) = 1000 * 60 *% = 40000 pesos

en 60 ensayos, para la ganancia de Luis se hace un célculo similar, G(L) = 3000 * 60 *% =

60000 pesos. Estos son valores aproximados pero se puede ver ya una diferencia importante entre
las ganancias de ambos al jugar este juego. Este ultimo resultado apoya la afirmacion que el juego
es favorable a Luis.
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Generalidades: Se sugiere comparar las probabilidades de la forma casos favorables sobre el total
de casos y simplificar dichas expresiones para poder observar la minima expresion, y poder
comparar los numeradores de las facciones con el fin de determinar cuanto debe ser el valor que
debe ganar cada jugador para que el juego sea justo, se sugiere recordar que el valor a ganar es
inversamente proporcional a la probabilidad, esto quiere decir que, a moyor probabilidad, menor
debe ser el valor a ganar.
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