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Resumen

Desde el marco de la teoria cuantica de campos, la descripcion de los estados ligados de quarks,
como protones y neutrones, es elusiva en la regién de bajas energias de interaccion pues estan
dominantemente bajo la influencia de la fuerza de color. En este régimen, no es aplicable el cdlculo
perturbativo de Feynman usual en términos de la teoria subyacente, la cromodindmica cuantica
(QCD), debido a los grandes valores que puede tomar la constante de acoplamiento fuerte. En vista
de dicha dificultad, algunos métodos alternativos se pueden usar como herramientas para extraer
informacién indirecta de las estructuras fundamentales mediante el estudio de las propiedades
globales del hadrén, como su carga eléctrica. En este trabajo se estudia la electrodindmica cuantica
escalar (SQED) con el objetivo de tener una primera aproximacién sencilla en la descripcién de la
interaccién electromagnética de los piones cargados 7% y servir a su vez como introduccion la teorfa
cuantica de campos. Primero, se realiza una revisién de los conceptos bésicos referentes al tratamiento
cuantico de los campos y la obtencion de las reglas de Feynman para los procesos de dispersion. Luego,
proponemos y desarrollamos la descripcién de la interaccion electromagnética para piones mediante
un campo escalar complejo (Klein-Gordon) acoplado al campo electromagnético. Calculamos las
secciones eficaces de dispersién para los procesos de Compton, 7ty — w%~, fotoproduccion,
vy — 7™, y realizamos una comparacién con las mediciones experimentales disponibles.

Palabras clave: Fotoemision de piones, dispersiéon Compton de piones, cuantica de campos , electro-
dindmica escalar.
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Capitulo 1

Introduccion

La fisica de particulas elementales describe el comportamiento de las particulas fundamentales y sus
interacciones con las fuerzas de la naturaleza, ambas son tratadas como excitaciones en campos
cuanticos que permean el espacio y que son consideradas hasta ahora las entidades esenciales del
universo.

La descripcién mas exitosa en este momento de los constituyentes de nuestro universo empleando la
teoria de campos, es el modelo estandar de particulas elementales, que expresa como las particulas de
materia conocidas interactian entre si a través de tres fuerzas fundamentales, sin incluir la gravedad:
el electromagnetismo, la interaccién débil y la interaccién fuerte o de color. Estas fuerzas, al igual
que las particulas materiales, tienen asociadas un campo. La fuerza electromagnética describe las
interacciones entre los objetos con carga eléctrica, la fuerza débil o de sabor, media los procesos de
decaimiento como las desintegraciones radioactivas, y la fuerza de color explica la dindmica en el
interior de los nicleos atémicos, e incluso de los protones y neutrones, impidiendo que se separen, lo
cual brindé indicios de su estructura interna [1J.

Hoy en dia sabemos que el modelo estdndar no es una teoria completa, y presenta dificultades para
describir algunos fenémenos de la naturaleza, por ejemplo, la interacciéon de color a bajas energias,
descrita de primeros principios a partir de la cromodindmica cudntica (QCD). La herramienta usual
para tratar las interacciones de las fuerzas con la materia es el calculo perturbativo de Feynman,
capaz de hacer predicciones precisas, como en el caso de la electrodinamica cudntica, pero que para
bajas energias de la QCD es insuficiente, pues las interacciones no son susceptibles de una expansién
perturbativa (ver por ejemplo [I]). Por lo anterior, trabajar con la teoria subyacente de las fuerzas
de color puede ser una tarea dificil de afrontar en el régimen de energias bajas. Para saldar dicho
impedimento se emplean métodos alternos, como la construccién de lagrangianos efectivos, caso
de la teoria quirial de perturbaciones, o simulaciones numéricas de lattice QCD, que han realizado
predicciones acordes a las medidas experimentales, como la polarizacion eléctrica y magnética de los
mesones 7, cuantificados en los coeficientes o y B, respectivamente, que miden la rigidez de la
estructura del mesén [2], asi como de sus masas y factores de forma [3].

El problema de la descripcion de la fuerza de color atane a las particulas del modelo estdndar que la
experimentan, los quarks (¢), que a su vez son las tnicas particulas que estén bajo influencia de las
tres interacciones. Por accion de la fuerza de color, los quarks solo estdn presentes en la naturaleza
en estados confinados denominados hadrones, que generalmente son trios (¢qq) conocidos como
bariones, entre los que se encuentran los protones o los neutrones; y parejas quark-antiquark (¢q)
llamados mesones.

En ocasiones, para los procesos en los que hay involucrados estados ligados, se debe tener en cuenta
las estructura y la interacciéon entre los componentes fundamentales. Para el caso de los mesones y
bariones se tiene la dificultad de precisar su estructura interna; esto implica también imprecisién
en las observables obtenidas a partir de las interacciones de dichas particulas. En busca de tener
una descripcién aproximada de estos estados ligados, optamos en este trabajo por el estudio de su
electrodindmica, y comenzar con los estados mas simples, los mesones, lo que motiva el estudio de
la electrodindamica de mesones.

Los piones 7,7+, 7%, son los mesones més ligeros al estar compuestos por los quarks menos masivos,
up (u) y down (d), confinados fuertemente segiin la QCD, y que son de forma mayoritaria los
mediadores de la fuerza de color entre los protones y neutrones, manteniéndolos unidos en el nicleo
atomico [I]. Estos estados ligados tienen espin 0, lo que simplifica su tratamiento, de modo que
se podrian describir en un intento inicial a través de la ecuacién de Klein-Gordon, cuya solucion



corresponde a un campo escalar complejo de espin 0 [4]. Mediante el acople del electromagnetismo
al campo de Klein-Gordon se obtiene la electrodindmica escalar (SQED), que por la hipétesis
anterior, podria modelar aproximadamente los procesos de dispersién para los piones cargados como
7T+’y — 7r+'y oYYy — Tt

En el presente trabajo se propone el estudio de la SQED con el fin de obtener una primera
aproximacion sencilla en la descripcién de la electrodindmica de los piones cargados 7 = (ud),
7~ = (ud) y servir a su vez como introduccién préctica a la cudntica de campos para un nivel de
pregrado, al revisar los fundamentos tedricos que sustentan la descripciéon. La SQED como modelo
tiene pues una intencién pedagdgica, que como aproximacion seria valida para bajas energias del
fotén (grandes longitudes de onda) en las cuales el campo electromagnético interactiia con el pién
como un punto sin estructura, es decir como una particula puntual y no con sus constituyentes
individualmente.

Aunque este modelo se plantea en la literatura como es ejemplo [5], no se trabajan muchos su
secciones diferenciales de dispersion, pues tiene un objetivo educativo més que descriptivo al dejar de
lado la composicién interna de los mesones, y sus efectos en observables como las polarizabilidades.
Estas cualidades se pueden generar en modelos més realistas, introduciendo efectos de la estructura,
y verse como desviaciones respecto a lo deducido para los piones puntuales [6]. Por lo tanto es
usual encontrar en la literatura para la SQED el efecto Compton desarrollado, al ser un proceso
representativo en las electrodindmicas, pero no la fotoemisiéon de piones, cdlculo que aqui se efectia.

Es preciso obtener resultados experimentales que permitan verificar las predicciones de la teoria,
pero experimentalmente existe dificultad en el estudio de piones, pues estas particulas generalmente
estdn de manera virtual al interior de los nicleos atémicos, o son producidos en procesos de colisién
junto a otras particulas. En el primer caso, por particulas virtuales nos referimos a excitaciones
espontaneas de los campos, permitidas por el principio de incertidumbre de Heisenberg para tiempo
y energia, por el cual particulas puede crearse y destruirse sin que sea posible su medicién. Por otra
parte para las dispersiones que se pueden producir en los experimentos, se ven afectadas por la
presencia de otras particulas (background) como se mensiona en [7]. Ejemplo de esto es el estudio
de la fotoemisién de piones tratada en [§], donde se produce en el experimento alrededor de 5 veces
més la particula muén que el pién, a demas del hecho de que tanto el muén como el pién son
particulas inestables que se desintegran en otras, con tiempos de vida medios alrededor de 2,6.1078
para un pién, mucho menor que el de un muén de 2,2.107%, por lo que se dificulta la medicién
exclusiva de los piones haciendo que estos procesos no sean observables limpias desde el punto de
vista experimental.

Debido a la dificultad para medir piones, es necesario realizar aproximaciones y extraer informacién
con otros mecanismos, como es el caso de dispersion Compton que se estudia a través de la produccion

de piones por radiacién de desaceleracién 7+ 2 — 7+ Z~, fotoproduccién con protones yp — ywn o
la produccién de pares con fotones vy — w7~ [9].

Para la fotoemisién vy — 77—, ademds de dar informacién sobre la dispersién Compton, relacionada
a través de la llamada simetria de cruce, su seccién eficaz de dispersiéon da cuenta de tres regimenes
diferentes dindmicos en un rango de pocos MeV: para hadrones alrededor de 0.5 Gev, de resonancias
a 1.2Gev, y de quarks a 1.6 Gev [10].

En el caso del proceso ym — ~m, puede ser estudiado en colisiones de protones, por ejemplo, con un
blanco fijo sobre el que incide un haz, en estas colisiones se producen otras particulas copiosamente,
imposibilitando una medicién limpia de los piones. Sin embargo, es posible extraer informacion a
través de otros procesos [2], como:

» La radiacién de piones por fotoproduccién en protones vp — prTn se ha estudiado en el
experimento MAMI, del que se obtuvieron las polarizabilidades del pién con gran incertidumbre
[11].

» La aniquilacién vy — 777, que se puede extraer de e e~ — e~ e~ w7, pues existe el paso
intermedio e"e~ — e~ e~ y*y*, en el que los fotones virtuales se aniquilan [6]. Este canal ha
sido observado en experimentos como PLUTO, SLAC MARK II]12], TASSO[L3], CELLO[14],
DELCO[15], TPC/2v[16], TOPAZ[17], MD-1[1§], y mas recientemente por el detector BELLE
[19].

= En 2018, la colaboracion COMPASS en el CERN, estudié indirectamente la dispersion



Compton de piones a través de la técnica Primakoff [7], que usa el proceso 7+ 7 — w1 Z~,
considerando que particulas incidentes en un nucleo pueden ser dispersadas por fotones del
campo electromagnético intenso en las vecindades del ntcleo.

Las polarizabilidades de los piones cargados han sido obtenidas a partir de los datos de las
colaboraciones MAMI, SLAC, MARK II, y COMPASS, este ultimo es el que ha obtenido resultados
con mejor precision y que son consistentes con lo calculado desde la teoria quirial de perturbaciones

2].

Dado el interés experimental por el estudio de las transiciones 7t~ — 77y y vy — nt7~, y por su
relevancia en la informaciéon que pueden brindar en la descripciéon de los mesones ligeros, se pretende
en este trabajo realizar una revisiéon detallada de estos dos procesos desde el punto de vista de la
SQED, que pueda ser utilizada como punto de partida para la implementacién de modelos méas
sofisticados.

El presente trabajo esté estructurado de la siguiente manera. En el Capitulo 2 se realizard una
revision de los conceptos y herramientas tedricas necesarias para los cdlculos de la seccién transversal
de dispersién. Se dard una descripcién de la teoria del campo basada en lo expuesto en [20], 21].
Posteriormente, en el Capitulo 3 se tratard la cuantizacién del campo escalar complejo y su relacién
con los piones cargados [4], con lo que se presenta el cdlculo de la seccién transversal de los procesos
vy — wta~ y 7ty — 7T, para luego compararla con el resultado de la fotoemisién obtenida de los
datos experimentales. Finalmente, se presentan en el ultimo capitulo las conclusiones y perspectivas.



Capitulo 2

Generalidades

En el presente capitulo se hara una revisiéon de los conceptos y herramientas propias de la teoria
cuantica de campos, preliminares para realizar calculos elementales de la electrodindmica escalar.
Antes de proceder con los desarrollos, estableceremos las convenciones de notacién a utilizar en los
capitulos siguientes:

= Se emplearan las unidades naturales, en las que las constantes fisicas tienen un valor de 1,
como son la velocidad de la luz ¢ y la constante de Plank A. Sélo se haran explicitas y tomaran
sus valores nominales cuando sea indicado.

» Se usard la convencién de Einstein, sumando sobre indices repetidos, z,y* = Zu x, Yyt

recorriendo todos los valores que puede tomar el indice. Los caracteres griegos abarcaran las 4
coordenadas espacio-temporales, mientras los indices latinos, solo las espaciales, a menos que
se indique lo contrario.

» Siendo x y y dos cuadrivectores, se entenderd el producto interno entre ellos como zy = x,y".
» El tensor métrico de Minkowski estard denotado por g"” y la signatura a emplear serd (+———).

= En el caso de que se tenga una funcién f de una variable continua z, las notaciones f(z) y fz
seran equivalentes.

Ya establecido lo referente a la notacién utilizada, se procede en la siguiente seccién el desarrollo
de los conceptos més importantes. Al hablar de teoria de campos, un punto de partida natural es
estudiar la nocién de campo.

2.1. Campos en mecanica clasica

Un campo es la asignacion de objetos mateméaticos con puntos de un espacio. Estos objetos pueden
ser de cualquier tipo como escalares, vectores, matrices, etcétera. Es comun en fisica utilizar las
correspondencias entre puntos del espacio de posiciéon con un escalar o vectores como los campos de
potencial o de fuerza.

Con lo anterior, si se quiere conocer la evolucion de un sistema conformado por un conjunto de
campos escalares {¢1, ¢, ..., on} := {¢;} definidos en cada punto del espacio ¢;(z), se puede escribir
la accion:

5= / AL ({65} {0u67)), (2.1)

donde j recorre todos los elementos del conjunto. Para encontrar las ecuaciones de movimiento se
utiliza el principio de Hamilton, §.5 = 0, llegando a las ecuaciones de Euler-Lagrange para campos:

oL oL
0=5g O <M,m> | 22)

En el caso en que el campo es vectorial, solo es necesario sustituir ¢ — ¢” en Ec. (2.2)). Al ser
descritos por una densidad lagrangiana, los campos obedecen algunas leyes de conservacion obtenidas

4



apartir del momentum generalizado II¥, o la densidad hamiltoniana H, segin las definiciones usuales,
las cuales se hallan a partir de:

oL
= —=_
I~ 9(00d)

en donde los campos juegan el papel de coordenadas generalizadas.

H= / d*z (I;,¢% — L), (2.3)

2.2. Cuantizacion del campo electromagnético

Teniendo los referentes de la mecanica clasica, lo siguiente es el tratamiento desde el formalismo
cuantico para los campos. Lo anterior nos lleva a la pregunta ;cémo volver a los campos entidades
cudnticas?

La forma estandar de cuantizar un sistema clasico es por medio de la cuantizaciéon candnica, o
método de Dirac, que se sirve de la similitud entre las ecuaciones de movimiento de la mecénica
hamiltoniana y las ecuaciones de Heisenberg para operadores en mecanica cuantica. Esto ultimo
afirma que un sistema clasico se puede cuantizar al promover los brackets de Poisson a conmutadores,
y los observables a operadores. Para las variables conjugadas posicién y momentum se tiene la
correspondencia [20]:

{qiapj} = 51’]’ — [q},p}] = Lh(SZJ (24)

La pregunta subsecuente es ;cémo puede cuantizar un campo? Al estar presente en todo el espacio
no se hace evidente una variable de posicién analoga a ¢, mas que el campo mismo, pero al poder
tomar cualquier valor en cada punto, tienen infinitos grados de libertad. En todo caso, esta serd la
variable favorecida. Para tener una intuicién més organica de la eleccién, analizaremos el caso del
campo electromagnético.

Consideremos el lagrangiano conocido para el campo electromagnético:

1
EEM = _Z]:;W]:HV - A,uJMa (25)

—,

en donde F* = 0, A" — 0, A" es el tensor de Faraday, con A" = (¢, A) el cuadrivector potencial, y

JH = (p, J' ) el cuadrivector de corriente. Hallamos la cinemadtica a partir de la Ec. 1' de donde se
obtienen las ecuaciones de Maxwell:

VE = P, VXE:j+8tE7

V-B = 0, VxE=-§B. (2.6)

Los campos eléctrico E y magnético B se pueden escribir en términos del potencial escalar ¢(t,7) y
vectorial A(t,7), con t el tiempo y 7 vector de posicién, tal que:

E=-V¢—9,A, B=VxA. (2.7)

Podemos observar que las definiciones de campo magnético y eléctrico son invariantes bajo las

transformaciones de gauge ¢ — ¢ + Orx ¥y A A- Vx, siendo x(t¢,7) una funcién escalar.
Introduciendo estas transformaciones en las ecuaciones de Maxwell Ec. ([2.6]), obtenemos:

—,

H¢ — 009+ V-A)=p, (2.8)
OA+V(96+V-A) =7 . (2.9)

Con 00 = 9? — V? el operador de dAlambert. Escogiendo la condicién V - A= 0, conocido como
gauge de radiacién o de Coulomb, y tomando el caso en el que se esta fuera de la distribucién de

fuentes p =0y J = 0, se llega a la ecuacién del potencial de Coulomb Ec. 1)
Vi =0, (2.10)

cuya solucién tiende a 0 en el infinito, de manera que las Ecs. (2.9)), lejos de las fuentes, obedecen la



ecuacion de onda ([2.11]), con soluciones arménicas de ondas planas:

04 = o, (2.11)

= A(t,7) = Ape rtET) = Lok, (2.12)

donde x = (¢,7) es el cuadrivector de posicién, y k = (wg, k) el cuadrivector de onda. De las Ecs.
(2.7) y la condicién de gauge actuando sobre la solucién en la Ec. (2.11)), se tienen las siguientes
relaciones:

-

k-A=0, (2.13)
B=VxA, E=-9A (2.14)

Considerando la condicién de transversalidad en la Ec. 1) podemos descomponer A en una base
de vectores €7, €5, ortonormales y ortogonales a k. Explicitamente estas condiciones son:

-

G- & =0y, & k=0. (2.15)

Empleando las ondas planas de la Ec. |) y la transversalidad en Ec. 1) el potencial A se
puede expresar como combinacién lineal de los modos normales; los cuales son una base infinita y
continua. Por facilidad se puede volver numerable, discretizandola al poner el potencial dentro de

una caja cubica de volumen V = L3 y requiriendo las condiciones de frontera periédicas tales que:

— —

A7) = A(t, 7+ L1) (2.16)

para cualquier 7 contenido en la caja, con 1 como el vector unidad de R3. Por tanto, en general
podemos escribir que:

A 1 - —ikx * _ikx
A(t,7) = g D E(Aswe ™ 4 AGe™) (2.17)
sk

La expresién anterior coincide con la descomposicién de Fourier del campo, con los indice s sumando
sobre los dos estados de polarizacién, y k recorriendo sus valores permitidos: ky; = 2mn/L;, donde

n es entero e ¢ referencia a las coordenadas espaciales x, y, z. Dado que A es real, se escribe la suma
de los términos con su conjugado complejo. Cuando V — co = d3k = (27)3/V? el limite continuo
se puede escribir como una transformada de Fourier:

A = d3k = —ikx *x _tkx
A(t,7) = /(27T)3/2 €s(Agre k +Ask€k ), (2.18)

las amplitudes han absorbido términos a conveniencia para dar la normalizacion.
Ahora, sabemos que la energia del campo electromagnético esta dada por:

o= ;/d%( B2 +1B12) . (2.19)
Con el fin de calcular la energia es necesario encontrar explicitamente los campos eléctrico y

magnético, para lo que podemos utilizar la Ec. (2.14)), obteniendo asi que el hamiltoniano estaré
dado en términos inicamente del vector potencial con:

o 3k o . ,
B = / ERIE ik x &(Age FT — A% k) (2.20)
S
o d*k .o —ikx *x _ikx
E = P D iwpa(Age” T — Ale’ ), (2.21)
S
Se hallan las normas de E y B , teniendo presente que wy = w_j = | = E|, y como consecuencia de

que el potencial A es real, es necesaria la condicién A%, = As_j. De esta manera, podemos verificar



que:

31512 d*k d°K 3 - - —ikx * ikx
Pl E|? = 7 ) 75d T & Eywp wi (Age T — AZ )
X (A /k/e —A s'k’'€ —ik! r)

Bk B . . . .
:/ (2m)372 (2m)3/2 £ Egwrwr (21)° (A Ay + AspAsrr)

X 8(k — k) — (AgeAgis + Ay Ay )3k + 1)
= 0. (2.22)

Con lo anterior, el valor de H serd sélo debido a la contribucién del término magnético:

d3 3’2_ d?’k dgk/ 3 ki A —ikz A* ikx
z|B|” = W 3/2 Z X €) Xﬁs)( sk€ — Age™)

X (Agpe™ % — A% e*T). (2.23)

Para las operaciones entre vectores de onda y vectores de la base ortogonal, se emplea la identidad
(@xb)-(cxd)=(@-e)yb-d)—(a-d)(c-b):

(kX&) (K x&)=(k-K)E- &)—(k-&)K &)= (k- k). (2.24)

Prosiguiendo con la integral de la norma cuadrada del campo magnético, y remplazando la identidad
anterior, se obtiene que:

, &3k . .
/d3$|B’2 = / (27.(. 3/2 27T 3/2 Z ((ASkAs’k;/ + Ask’As/k’/)
x 6(k — k ) = (Ask As + Agp Ay )o(k + &)
_ / k2> WHAGAL + Al Ag). (2.25)

Finalmente, se puede calcular la energia del campo como:

M= [ YAl + A (2.26)
S

redefiniendo adecuadamente las amplitudes Agp:
Ask = \/217ka5k ; (2.27)
= H = /d%Z %(aska:k + alask). (2.28)

S
La expresién anterior para la energia evoca al hamiltoniano de osciladores arménicos desacoplados

o'

Ho =Y “Hlasaly, +alya). (2.29)

k

Lo anterior sugiere identificar a los coeficientes de Fourier y los operadores de creacién y aniquilacion,
Qg — Ok, Y Qo — &lk, con las respectivas relaciones de conmutacién:

lask, @), = i0s00(k — K) lask, a] = [al,,al,] = 0. (2.30)

Tras escribir la Ec. 1} sélo en términos de dik, ask, v usando las propiedades de conmutacién,



se obtiene una constante sumando, que al ser integrado diverge; pero dado que el espectro del
operador corresponde con la energia del sistema, y sélo es posible medir las diferencias de energia,
se pueden remover dicha constante. Para eliminar esta divergencia, se introduce el ordenamiento
normal denotado por punto dobles :expresién:, que ubica todos los operadores de creacién a la
izquierda de los de aniquilacién, sin poner la constante que emerge del conmutador ejemplificando:

: ajka;ka;q,alq D= a;kajqajkalq . (2.31)

Aplicado lo anterior al hamiltoniano del electromagnetismo (ver Ec. (2.29)) se obtiene:

CH = /d?’kz : %aik%k i (2.32)

Usando el formalismo de los operadores escalera, se da la caracterizacién de los estados propios del
hamiltoniano, en términos de operadores de creaciéon actuando sobre el vacio:

Qs L
Sjrj

(as;k;)"7°
{n;}) = |n1,ng,...) = —=0) , (2.33)
1,72 |J| il

donde este vacio se podra ver como el producto tensorial de osciladores armnicos y la accién de

Qg g, ¥ s;k; €8 crear o aniquilar excitaciones en el campo con momentum k; y polarizacién s;.

Exitaciones que se pueden interpretar como particulas, en este caso del campo electromagnético,
fotones (7).

Promoviendo las amplitudes A a operadores, se induce el potencial A al mismo estatus. Esto lo
sugiere como una posible coordenada generalizada para el proceso de cuantizacién candnica, puesto
que el vector potencial esta presente en el hamiltoniano, ahora cuantizado. Lo siguiente es encontrar
la variable conjugada, es decir el momentum generalizado IT#:
" (z) = dLen (2.34)
dAu(QC)

Se parte del lagrangiano para un campo electromagnético sin fuentes:

1 1
Lum = _Z}‘wa' = —Z(aﬂA,, —0,A,) (0" A” — 0 AY)

1
= iauAV(auAV — LAy, (2.35)
y sustituyendo las Ecs. (2.35]) en Ec. (2.34), se sigue que:
m = —For, (2.36)

En este caso I1%(z) = 0, la cual serfa la utiica variable conjugada con la que A° tendrfa un conmutador
no nulo. En vista que todos los conmutadores para A° son 0, para efectos préacticos, la componente

temporal del campo se puede fijar a A° = 0, con lo que sélo quedan los momentos de componentes
espaciales, usando la Ec. (2.14)), quedan:

I = —AJ = FJ . (2.37)

Lo siguiente es encontrar los conmutadores de los operadores de campo, exigiendo la condicién
20 = 9/0. Para no tener interacciones instantdneas a distancia, y usando las relaciones de conmutacién

de los operadores de creacion y destruccién agpg, di, w en Ec. 1} es directo verificar que:

[Aj(x)7Al(y)]x0:y0 = [Hj(x)7ﬂl(y)]x0:y0 =0. (238>



Por otro lado los conmutadores del potencial y el momentum quedan de la forma

, d3kd3k’ [w
[A](x>7nl< ) 26330 0 le/ kgs 'gs’

X [(aske_m +ale’™), (agpe™ — alye V)]
= 104040 i10(x —y) . (2.39)

Se puede notar que al escoger el campo como variable candnica se obtienen las variables de conmu-
tacién esperadas. Aqui se cuantizé pues, el campo electromagnético a través de la descomposicién
de Fourier y promoviendo a operadores de creacién y destruccién de osciladores armonicos a los
coeficientes de Fourier, obteniendo relaciones de conmutacion equivalentes para los operadores de
campo. Con base al breve ejemplo anterior, se identifica al campo como variable generalizada y su
momentum generalizado como las variables conjugadas para realiza la cuantizaciéon de los campos
con el método de cuantizacién canédnica.

2.3. Cuantizacion canonica

La aplicacién de este método de cuantizacién a campos, se puede resumir en los siguientes pasos:

1) Escribir la densidad lagrangiana £ de la teoria clasica que se quiere tratar en términos de los
campos ¢;.

11) Encontrar el momentum II; asociado a un conjunto de campos {¢;} en L, para luego hallar el
hamiltoniano H y obtener las ecuaciones de movimiento.

111) Imponer relaciones de conmutacién entre la densidad del campo y el momentum, promoviéndo-
los a operadores:

Hj(y)} = ih6;;6°(x — y) ,

20=40

[0,

[(@)i, &5 ()] oo = i), 1L (y)] oo = O

1v) Expresar los operadores de campo en el espacio de posicién a través de la superposicién de las
soluciones para las ecuaciones de movimiento, junto con operadores de creacién y destruccion
en el espacio de momentum.

2.4. Operadores de campo

Ya con la metodologia para la cuantizacion, es razonable preguntar, cual es el significado de los
operadores de campo, similares a A, que emergieron en el proceso. En general se puede tomar la

descomposicion en ondas planas de un campo real arbitrario ®, de manera analoga a la realizada
para el campo electromagnético en la Ec. (2.18]), teniendo en cuenta que:

: k1 e ot ke
@x—/wm(ake +6Lk€ ) (240)

Sobre los coeficientes de normalizacién fuera de los paréntesis, vale la pena preguntar cémo cambian
bajo las transformaciones de Lorentz, pues d°k no es invariante. Para avanzar en este punto se

analiza el factor d*p sobre las 4 variables espaciotemporales, y para asegurar de que se habla de una
particula real se exige que se cumpla la conservacién de cuadrimomentum, tal que:

d'p 5(p* —m*)0(p°), (2.41)

donde el delta garantiza la conservacién de energfa-momentum y la funcién de Heaviside 6(p") toma
las particulas con energias positivas, lo que queda evidenciado posteriormente al efectuar la integral,



para la cual se usa la siguiente identidad:

1
6(f(z)) = Z m5($)a (2.42)
{z|f(xy)=0}
con x como los ceros de f. El argumento de delta es (po)2 — P2 —m?, sise toma z = E, f se anula

en p' = E, = £1/p2 +m? y f'(E) = 2|E| en consecuencia al integrar la Ec. (2.41)) respecto a la
energia queda que:

d*p

/d4p5(p2 —m?)o(p°) = / o6 |(5((10°)2 +E5)0(0°) + 0((0°)* — E)O(°))
P

&p

2E,’

donde se tienen implicitas las condiciones de conservacién del cuadrimomentum, y sélo se admiten

particulas con energia positiva. Con lo anterior se puede escribir la identidad para la completes de
la base del espacio de momentum como:

4 2 —m? 0 3
1= / d p(S(p(QW)3 )0(p )!p)<p\ —/@;sgz%lpﬂp! : (2.43)

3 . . . . .
con @Jfﬁ un invariante de Lorentz. El factor (27)? se incluye, teniendo en cuenta que viene de
D

la normalizacién de las ondas planas justificada en la Ec. (2.18]), y recordando el hecho de que
(7)) =068 (7—7), se puede establecer la relacién

p) = 2m)**\/2E, i) . (2.44)

Volviendo a la descomposicién en modos normales (ver Ec. (2.40])), ésta a su vez se puede separar
en la suma de funciones armonicas con frecuencias positivas y negativas tales que:

(ix = anc + QASI: )
R B3k 1 " R ek 1 ,
_ - S 1,71 T — e ~t ik
bo = / G e ke e / (2m)32 2wy BC (245)

|x) v |k) son kets de la base de posicién y momentum. De la identidad de completes en la Ec.
y normalizacién en Ec. (2.44) se tiene que:

~ B3k 1. Bk 1
T — - tkx AT — v ikx
¢2[0) / )i v 0 / ni vz M

3 3
:/(;’753,2;<k|x>|k> = (/(;l?f)g?ik@(kI) |z) = 1fz), (2.46)

donde |z) es el estado de la base en el espacio de posicién localizado en z. Por lo que se hace explicito

Para ver el efecto de los operadores de campo, se deja actuar sobre el vacio, teniendo presente que
*2 43)

que el efecto de QSL es el de crear una particula con posicion localizada. De aqui es inmediato que
bajo el mismo razonamiento aniquila una particula en la posicién z.
Y X

$LI0) = |z) $s|z) = 10). (2.47)
En general, podemos ahora considerar el caso en el que b, es complejo:

. Bk 1 ke ot
b= ———(age ™ 4 bl et 2.48
| i e e (2.48)
Cabe notar que en este caso, las amplitudes que acompanan a las funciones arménicas no son el

conjugado del otro. En consecuencia, ®, se puede escribir como una combinacién lineal de dos
campos reales independientes:

A

B, = Dy(z) +idDy(x) | (2.49)
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donde es de observar que 2&,(z) = &, + ol y 2Py () = P, — &}, Los campos explicitamente son:
- Bk 1
o, _ = (ape ik AT etk 7 2.50
(@)= [ oy g ane ™ + ™) (2.50)
- Bk 1 e ot
by () = bre T 4 bl &™), 2.51
@) = [ G g e 4 e (251)

Cada campo con sus operadores af, @ y bf, b tiene la capacidad de crear o aniquilar excitaciones,

analogo a las Ecs. 1) Por tanto, se asocian dos tipos de particulas al campo o, que como se
desarrolla mas a fondo en [4], resultan ser particulas idénticas una de la otra a excepcién de sus
cargas eléctricas que son opuestas. Siendo esta la relacién que existe entre partlculas y antiparticulas,

se asocia <I>Jr a crear una particula y destruir una antiparticula, mientras o, produce el efecto
contrario.

2.5. Propagadores

Sea una ecuacion diferencial:

R X (x) = ¢(x), (2.52)
se define la funcién de Green para el operador diferencial R tal que:
RG(z,y) = d(x —y). (2.53)

Encontrar la funcién de Green del operador R es equivalente a resolver la ecuacién diferencial, pues:

/]%[qﬁ(x) (x,y) du—/éa:— y)dy ,

En el caso en que X (x) = ¢(z), se puede entender que la accién de la funcién de Green sobre ¢, es
propagarla de un punto y a x:

- / Gz, y)é(v)dy. (2.54)

Por otro lado, si se tiene un estado |¢), la probabilidad de que esté en una posicién z, estd dada por
la proyeccién:

(2]g) = / dyly)ylo) = / dyzly)b(y). (2.55)

Comparando Ec. (2.55)) con la Ec. (2.54)), se identifica la funcién de Green con la proyeccién de las
dos bases espaciales:

(aly) = (0/¢20}|0) = G(z,y) . (2.56)

En el caso de tener un campo complejo como en la Ec. 1 , un propagador de la forma @xéz o}

@Li)x solo incluird un tipo de particula, dejando de lado su antiparticula. Para incluir ambas, se
define el propagador de Feynman Ap(x — y) mediante:

iAp(z—y) = 0(2° — )0, @] + 0(y° — 2°) D] D, . (2.57)

Siguiendo este andlisis, se es capaz de obtener el propagador de Feynman para el fotén, A% (z — y),
pudiéndose escribir como:

v —ikx
A (x—y) = — 9" /d4k ° : (2.58)
F (2m)?2 k% + ie

Una discusién completa acerca de la cuantizacién de un campo vectorial sin masa se puede encontrar
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en [5l 20].

2.6. Calculo perturbativo

Establecidas las bases de los campos cudnticos, lo que se sigue es utilizarlos para computar observables
que se puedan verificar experimentalmente. Con este fin se empleard el calculo perturbativo de
Feynman, que permite encontrar teéricamente cantidades medibles para campos que interactian. A
continuacién se revisaran las herramientas mas relevantes para nuestro estudio.

2.6.1. Marco de interaccion

La evolucién dindmica de un sistema cudntico, se puede expresar de diferentes maneras equivalentes,
siendo los marcos de Schrodinger y Heisemberg ejemplos de ello. En el primero son los estados los
que evolucionan en el tiempo, y en el segundo los operadores.

El marco de interaccién o de Dirac[2]], es una manera alternativa, en la que tanto el estado como el
operador dependen del tiempo. Partiendo de un hamiltoniano que se puede separar en dos partes:

ﬁ:ﬁo—i-ﬁl, (2.59)
donde Hj representa el terrhino que es solucionable analiticamente, y H; es conocido como el
hamiltoniano de interaccién. Las transformaciones unitarias que llevan un estado |¢) y un operador
O del marco de Schrodinger al de Dirac son:

O; = eflotHe=itlot Wi () = ety (t)) (2.60)
Para la evolucion temporal del operador O se tiene:
d An A d 4 AA A
| —Or = UHOU' +i(—0) —UOHU"
tar ! U <dt ) , 0
SA d
= [0, Holr + <O) : (2.61)
at ),

Las transformaciones inducen sobre el estado [¢(z)) la dindmica:
d . . . o
i Ur(®) = e (Hy+ ) e Moty 1))
= Hil$s(t) , (2.62)

donde Hj = et f'e~Ho! FEn resumen, se tiene que las definiciones en la Ec. 1’ conducen a
las ecuaciones de movimiento:

d 4 A A .d .

i;0=10.Hol i 0r(t)) = Hilv(0)r) | (2.63)
dt dt

que son, respectivamente, una ecuaciéon de Heisemberg para un O que no depende explicitamente de

t y una de Scrhrodinger para [1)(t)). La ecuacién del ket se puede escribir en términos del operador

de evolucién temporal U (ty, ) sabiendo que |¢)(t, z)) = U(t, to)|4(t, z)), convirtiendo a la Ec. (2.62)

en: A o
i0Ur(t, to)|v1(to)) = HiUr(t, to)[¢1(to)), (2.64)
donde [¢)(tp)) es un ket arbitrario y constante que se puede omitir. De esta forma,
A,Us(t,to) = HU(t,to) , (2.65)

que es similar a la expresion para el operador de evolucién temporal conocido. El hamiltoniano en
el marco de interaccién da lugar a la solucién

Urlt,to) = T { i g o)} (2.66)

donde T es el simbolo de ordenamiento temporal que da todos los posibles ordenamientos para los
productos de un conjunto de operadores {H;(x,,)}, evaluadas en una serie de puntos {x,}, siendo p
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todas las posibles permutaciones en las que {z; > ;> ... > zp, }.

Por ejemplo, en el caso del producto de dos operadores fl(x), B (y) el operador T actia como:
T{A.B,} = 0(z° —y")A,B, +6(3° — 2°)B,A, , (2.67)

disponiendo los operadores en orden decreciente de los argumentos temporales.

2.6.2. Matriz de dispersion

La cuantizacién candnica es de aplicacién practica en aquellos campos con ecuaciones dindmicas,
que se pueden solucionar analiticamente para poder expresar los operadores de campo en términos
de funciones conocidas, por lo general son teorias que describen particulas libres. Para los casos con
interaccion, al no conocer las soluciones, no es posible hacer una expansion explicita del campo en
términos de operadores de creacién y destruccion, por lo que es necesario usar métodos alternos,
por ejemplo la teoria de perturbaciones.

Se introduce la matriz de dispersién S, como el operador que contiene la informacién de las
interacciones entre campos, y permite expresar la proyeccién de dos estados arbitrarios, [¢) y |¢),
en términos de las soluciones del campo libre [¢yipre) v |drivre) [21]:

(B0 = (Bribre| S| Wuibre) » (2.68)

El operador S se puede encontrar en el marco de Dirac cuando las interacciones decaen con la

distancia considerando que la parte del hamiltoniano Hj en la Ec. 1D que impide encontrar una
solucién analitica, tiende a cero como se ilustra en la Fig.

H,

i

R N

>
»>
‘ x

Figura 2.1: Esquema de un potencial genérico que decae con la distancia.

En consecuencia, de las ecuaciones para operadores y estados del marco de interaccion, Ecs. (2.63)),

la expresién que da la dinamica de los estados se anula junto a H;j. Por otro lado, la ecuacién para
operadores es la ecuacién de Heisenberg, con el hamiltoniano de una teoria libre cuyas soluciones
si se conocen, lo que es de esperarse, pues si las particulas se encuentran separadas una distancia
grande, se comportaran asintéticamente como libres.

Se tiene que para particulas con estados v, ¢, y Ur como el operador de evolucién temporal, la
proyeccién de un estado sobre otro en el marco de interaccion es:

<¢incial‘1/}final> :<¢libre|UIT(07 *OO)UI(Oa *OO)|wlibre>
=(@ribrel U1 (00, —00)[ribre) ; (2.69)

por ende se llega a la asociacién del operador S con U 1(00, —00) para el que se obtiene la expresion

explicita de la Ec. (2.66)):

Ur(oo, —00) = T{1 — i/d4:cﬁ1(a:) + (_;)2 /d4xd4yﬁ1(a:)ﬁ1(y) + ...} (2.70)

Como inicialmente las particulas se consideran separadas sin relacionarse, no se sabe con exactitud de
qué forma se va a dar la interaccién, y pueden haber varias posibilidades. Estos factibles mecanismos

estan representados por cada término en la expansion de S, lo que sera evidente mas adelante en los
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diagramas de Feynman. De aqui, definimos la matriz de transicién T como:
S =1+, (2.71)

donde el término 1 representa el caso trivial en el cual no hay interaccién y las particulas viajan

como estados libres, dejando los procesos no triviales en 7T'. Por tdltimo, pensando en que la matriz
de transicion debe cumplir con la conservacion del cuadrimomentum, para que tenga sentido
especificando procesos fisicos, se determina la amplitud invariante M de estados iniciales con
momentos {p;} y finales {p;} como:

(i T Hpi}) = 2m)* 6" (S50 — Sipi)iM, (2.72)

donde el delta contiene la informacion dinamica y M el cardcter propio de la interaccién.

2.6.3. Contracciones y teorema de Wick

Para los calculos usando la matriz de dispersion S, seré ntil estudiar los valores esperados de la
forma:
(OIT{] ] &;(z;)}0), (2.73)
J

con @(m]) = QET(ZU]') + gzg(xj), pues estas expresiones seran recurrentes en los desarrollos.

Al expandir la Ec. (2.73) se tiene el ordenamiento temporal para la suma de productos con operadores
de creacion y destruccion. Estos valores esperados se pueden simplificar en términos del ordenamiento
normal, pues la diferencia entre el temporal y normal, es la colocacién de los operadores. Se tiene la

ventaja en el ordenamiento normal que su valor esperado de vacio es 0, dado que &\0} = (O\éT =0,
lo que simplifica los calculos.

Para escribir un ordenamiento en términos del otro, se analiza en qué difieren. Sean los campos
d(z) = p(x) + o' (x) v U(y) = ¥(y) + 1T (y), se define la contraccién entre los operadores como

O(2)U(y) =T {d(x)(y)} — : P(x)V(y) :
= T{L] + oLby + Gl + duthy} — (SLD) + dLby + V] b + dathy)
= T{éld}y + é:ﬂ&g} - (éiﬂ/}y + 1[’;5&:3) ) (2-74>

que simplificado queda de la forma

1

b(2)¥(y) = 0(a° —y°)[do, D] + 0(y° — 2°) [y, O] - (2.75)
De aqui, el valor esperado del vacio para la contraccion, coincide con el del ordenamiento temporal:
(0] (2)¥(y)[0) = (OUT{P(x)¥(y)}— : () ¥(y) :)[0)

= (0]T{®(x)¥(y)}|0) . (2.76)
Esta asociacién de la aplicacion de T' y la contraccién, son equivalentes a la definicién en Ec. (2.57))
del propagador de Feynman Ap(x — y) para un campo ®,:

[

iAp(z —y) = T{®, D]} = 0, 9] . (2.77)

Por otro lado, los operadores de creacién y destruccion de momentum, no son afectados por el
ordenamiento temporal al no tener explicitos el tiempo; por tanto se pueden poner dentro o fuera
del mismo, permitiendo extender la contraccién como el producto:

2 ~ z A~ = ~
T{®(z)}a, = T{P(x)ap} = P(x)ay . (2.78)
Los conmutadores en Ec. ([2.75)), tras actuar sobre los kets, arrojan funciones, por lo que el
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Figura 2.3: Diagramas correspondientes a particula antiparticula del campo ® intercambiando un
fotén (izquierda), y el el campo @ interactuando con sigo mismo en la posicién x (derecha).

ordenamiento normal no tiene efecto sobre ellas al ser solo ntimeros, permitiendo escribir:

T(6(@)(y)}) = b)) — D(2)T(y) - (2.79)

este resultado, al ser generalizado a una cadena de productos con operadores {A;}, se conoce como
el teorema de Wick:

n n
. . todas las contracciones | .
T{ HAZ} _' ]._[AZ + { posibles para los campos} o (2.80)
i=1 i=1

Para la prueba del caso general se puede revisar Ref. [22].

2.6.4. Reglas y diagramas de Feynman

A las contracciones de operadores se les puede dar una interpretacién fisica. Por ejemplo, ya se

mostré que la contraccién de CI’;L con ®, corresponde al propagador que crea una particula en la
posicién y, para destruirla en el punto x. Asi mismo se puede dar interpretacién a la contracciéon de
un operador de campo de posicién con uno de momentum p

. .
®(z)ap = (0@ (2)ap|0) = (z[p), (2.81)

representando la probabilidad de llegada de una particula de momentum p a una posicién z. Siguiendo
esta idea, se asocian pictogramas que den cuenta de estas interpretaciones a cada contraccién como
se puede observar en la Fig.

Se asumira la convencién de que en este tipo de dibujos, el tiempo avanza de izquierda a derecha.
En el caso de los productos de contracciones, estos bosquejos se juntan para formar figuras mas
complejas que representan procesos de dispersién compuestos, como se ejemplifica en Fig. (2.3).

La utilidad de estos dibujos es que permite tener representaciones esquematicas de los términos que
surgen tras la aplicacién del teorema de Wick a una teoria cuantica de particulas y su relacién con
las interacciones. De la misma forma en que obtienen los diagramas, se puede partir de los dibujos,
v las reglas de correspondencia de sus partes a las contracciones, para reconstruir los elementos de
la matriz de dispersion, y a su vez la amplitud invariante, sin tener que realizar explicitamente la
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Figura 2.4: Haz de particulas B incidiendo sobre un blanco A.

expansién de S.

Estos dibujos, y las reglas de reciprocidad con M para una teorfa cuantica de campos, son conocidos
como diagramas y reglas de Feynman.

2.6.5. Regla de oro de Fermi

Hasta ahora, lo expuesto permite el entendimiento y tratamiento de campos cuanticos, pero no se
ha planteado la forma de realizar predicciones de cantidades medibles. Esta brecha entre lo tedrico
v lo experimental es conectada a través de la regla de oro de Fermi, que posibilita el calculo de
secciones transversales de dispersion (o) o anchos de desintegraciéon (I).

En fisica de particulas, los experimentos que se efectiian son colisiones de particulas en las que se
conocen los estados antes de los choques, y que después de la colisién en el punto de interaccién,
los productos de la misma son detectados a través de sensores, lo que posibilita la medicién de la
seccion transversal. La prediccion de o puede efectuarse a partir de lo ya desarrollado en el capitulo
previamente.

Si consideramos el escenario (ver Fig. [2.4) en que se dispara un rayo de particulas tipo B, con
densidad volumétrica pg, a un blanco de particulas A, de densidad volumétrica pa, y si es N la
cantidad de colisiones entre A y B, se define la seccién transversal o [22]:

N
o= —"-,
palapslp
nétese que esta expresion tiene unidades de area inversa, convencionalmente medida en barns

(16 = 10~2*cm?). Experimentalmente, por lo general, las densidades tienen mayor valor en el centro
de los haces, pero si se asume el caso en que sea casi constante, se puede aproximar:

oNaN,
N = alAlB/dQ:cpA(x)pB(x) = # . (2.83)

(2.82)

Ahora, la probabilidad P de pasar de un estado inicial |[p4¢p) a uno final es

P(AB = C D...) = [(bcop..|0a05) | (2.84)

y escribiendo los estados en una posicién determinada, a través de los operadores de campo se
obtiene

3
6) =10 = [ G Ik (289

Esta ecuacién es util para expresar los estados asintéticos incidentes y resultantes de los choques,
que son ondas planas de la forma

[ Pka BPkp da(ka)dp(kB) i, ,
‘¢A¢B>m—/(2ﬂ_)3(2ﬂ_)3 S E e \kakB)in (2.86)
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_ &py ¢¢(py)
out{Gcdp...| = ];[ CRENED out{pepp---| (2.87)

donde f recorre todas las particulas resultantes. in y out denotan entrante y saliente, respectivamente,
y el pardmetro de impacto b se incluye explicito en el término e~ %5

Trabajando con el bracket en el espacio de momentos

o pepD- | kAkB)in = tlir&(pCpD...yUT(o,t)U(o,—t)ykAkB>
= lim (pcpp...|e" ¥ |kakp)
t—o0

= (pcpp--|Slkakp). (2.88)

De esta manera, se llega naturalmente a la matriz de dispersién S, que como ya se explico en la
seccion sus términos representan las posibles interacciones entre las particulas involucradas en
el proceso. Ignorando el caso en que las particulas no interactiian, queda la parte de la matriz de
transicion . -

(pepp...|iT|kakp) = (47)20W (k4 + kp — Sip;)iM, (2.89)
donde se ve que la amplitud invariante M = M(ka,kp — {ps}) contiene la informacién sobre la
transicién del estado inicial al final, relacionada al hamiltoniano de interaccién, mientras los delta
de Dirac, resguardan la conservacion de las cantidades cinéticas.

Ahora, usando la completes de la base de momentum Ec. (2.46)), para la norma del estado

1= (padp|dads) = ¢A¢B’/ & p]32]15 {p; 1) {p;}Paos), (2.90)

de aqui que la proyeccién del estado final sobre una pequena parte del espacio, es la probabilidad de
que se haga una transicién a un estado cuyo momentum esta contenido en una regién d>pcd>p D...d3p#

_ d3pj 1 , 2
P(AB =€ Do) = | [] g | 1esioass) (2:91)

La cantidad N de colisiones esta dada por la probabilidad P, de que se de la interaccién entre las
particulas, multiplicada la cantidad de las mismas:
N = /d%anAP(b). (2.92)

Remplazando Ec. (2.92) en Ec. (2.83), se obtiene la seccién transversal en términos de la probabilidad
de colisién:

N
= = [ d*bP(b). 2.93
o= [ (23)
Sustituyendo la probabilidad P de la Ec. (2.91) y expresando los estados como operadores de campo
actuando sobre el vacio, igual que en Ec. (2.85)), se tiene la seccién transversal diferencial

B d?’pf 1 k; ¢k d3k/ ¢k/
o= Wisefrar; ) [ 11 i 2B
X e —ib(k _kL)out<{p}J|{k} >2n0‘1t<{p}J’{k}>zn' (294)
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Se trabaja aisladamente una parte de do:

* 3
[ [k T [ Che Ta sk

2m)% [2E},, 2Ek,

3 *
:/ ékﬁ f% / o T 41h )
m)° 2B, 2Ek,
( 21 )4 (iM)"6D (K] + iy — Spy) (2.95)

Ahora se toma un sistema de referencia en que las velocidades de ambas particulas son colineales
al eje z. Fijandonos en la integral respecto a d3k’A y separandola en la parte dependiente de z, y
perpendicular (d?k’ydk’,.), se tiene:

/ PRk~ T (ipq) 5@ (k% — )6 K + K — D)

§(K'4+ K'p — L;pit)6(E'y + E'p — 5E)) . (2.96)
Ko = kg y
KL= ijjl — kﬁ = kj. Por otro lado, para dk’;, la energia tiene dependencia del momentum en
direccion z

/ dk'y, d* Ky

Las integraciones respecto a d2k{4 son inmediatas y se obtienen las condiciones

Pey Pk (iM
2By, ‘/2Ek/
:/dk/ ¢k?A Qbk (iM
X(s(\/(/aZ) —mA—l—\/k’Z )2 —m — 5,E;)

Lo que se sigue es usar la identidad de §(g(z)) en la Ec. (2.42)), para tratar la funcién dentro de la
distribucién de Dirac:

A+ K —Xpi)o(E + E'p — X E;)

*

. 2.97
k/Z _E pZ k/Z ( )

9(@) = \JOR)2 —md+ [ (Sypit = K3)2 - mi, — BB
Ky K,
=4(x) = B, ET'; =va—vp, (2.98)

donde v4 — vp es la velocidad relativa entre la particula A y B. Poniendo esto junto en la seccién

transversal diferencial Ec. (2.97)

B d*p; 1 dgkA d3kB Pka iy
o=\ aehas; ) | Gonficonys vy = oh D

( G, Gy (M) ) | (2.99)

/2E, \/2E, [va — vB|

Como los paquetes de onda estan inicialmente muy localizados alrededor de los valores centrales py
v pB, las funciones suaves de k4 junto a kg, se pueden evaluar en los momentos pa v pg, y extraer
de la integral, dejando asi

w- (11 dp; 1 M2 / d%A d3k3
(2m)32E | 2E,,2E,,|va — vB|

X |o%, \2|¢ZB\2(2W)45(4)(1<:A +kp—Xp;) . (2.100)

Los detectores usados en estos casos, no tienen la resolucién suficiente como para captar las
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variaciones de la medicién por efecto de los pequenos cambios en ¢4 y ¢ respecto k4 y kp; por lo
cual, se pueden aproximar también k4 y kp en la distribucién de Dirac con los valores centrales
pA Y PB, dejando solo las integrales actuando sobre las normas cuadradas de las funciones de onda
|6a|? v |#B]?, que al estar normalizadas son 1, dando el resultado

d’p; 1 M2
(2m)32Ef | 2E,,2Ey,,|va —vp|

do = | (2m)*6"W(pa+pp —%ip) [|
J

(2.101)

El factor de la izquierda es invariante de Lorentz y se le conoce como espacio de fase invariante

relativista para n cuerpos

dgpj 1
—. 2.102

(27‘(‘)3 2Ej ( )

2m)*W (pa + pp — ;1)) H

El divisor de velocidades colineales en la Ec. (2.101)), se pueden trabajar con un poco de élgebra,
para convertirlo en una expresion invariante de Lorentz manifiesta de forma evidente

EiE%]vA — vB|2 = EiE?B (UZ‘ + v% — ZUAUB)
= E3p% + (p4 + mA)ps — 2EAEppaps
= (pi + mB)a + mAph + Paps — 2EAEppaps + mihmp — mimp
= (p% +mB)(Ph +m2) + Pavy — 2BAEppaps — mim}p
= E3ER + paps — 2EAEppapp — m%mbp

2 12 2 212 2 9
= (E4Eg — papp)” —mimp

= (pauply)® — mimy . (2.103)
Se puede escribir finalmente la seccién transversal en términos de la amplitud invariante mediante
1 d3p; 1
0= — [IMPCR S pa o - o) [] gy - (200
4\/ (paurp)? — mimi ‘ !

La Ec. (2.104)) establece una relacién con M, calculable a partir de los diagramas de Feynman y
obtener un valor para o, que se puede medir experimentalmente, proporcionando una forma de
hacer predicciones que puedan ser verificadas con los resultados experimentales.

2.6.6. Seccion transversal en el CM

En el caso especial desde el sistema de referencia es el del centro de masa (CM), para la reaccién
A+B—C+D, (2.105)

la seccion transversal se puede llevar a una expresiéon ain mas simple gracias a la restriccion
pa = —pp := pr. Comenzando por el factor dentro de la raiz cuadrada en la Ec. (2.104)), se obtiene
[\2 2 9 _ pr —DpI| .
(pAMpB) —mympg = FEAEg|l— — —| = (EA +EB)‘p]| . (2.106)
E4s Ep
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Prosiguiendo con la parte integral

d3pcd®pp
Ec FEp

Vit + i+

_ |2 2 [ 2
_ /|M|25(EA+EB \/pc+mc \/Pc+mp)3

I = /IM\25(4)(pA+pB—pc—pD)

dPped®pp

d*pc : (2.107)
Vi + me v+

—

se obtiene la condicién —pp = pc.

Para continuar se expresa la integral en coordenadas esféricas d®pc = p2dpdS), con p = |pc| y
Er+Ep=F:

0(y/p* +mg 4/ p? +m}, — E)
I:/M|2 \/ ¢ \/ D p2dpdQ) . (2.108)

De aqui se hace el cambio de variable con el argumento de la distribucién delta Dirac:
u=Fc+ FEp—F,

d
= du = up dp ,
\/p2+m%\/p2+m2D
7= 25(u— B)2 dpdq = 2ﬁd9( 2.1
= 1= [IMPo(u - B)2 dpin = [IMPLan] . (2:109)

por lo que Ec + Ep = Eao 4+ Ep. p := pr es la norma del momentum final en términos de u, que se
puede despejar de la Ec. (2.109) cuando u — E

2 2 2\ 2
mg —miy, —4(Fa + Eg) 9
= = — . 2.110
p ’pF‘ \/( 2(EA+EB) "D ( )

Combinando el factor de la Ec. (2.106]) y el resultado de la integral en la Ec. (2.109) , se tiene que

la seccién transversal es

1 IpF|
o= - MPP—"—dQ, 2.111
(8w>2<EA+EB>|pIr/ M B T Es (2111)

reorganizando se llega a la expresién general para la seccidén transversal diferencial de dos particulas
colisionando en el centro de masa

do |M|? el
dQ  (8m)2(Ea+ EB)? |p1]

(2.112)

Hasta este punto disponemos de las herramientas necesarias para cuantizar un campo genérico,
asi como utilizar las herramientas del calculo perturbativo de Feynman para predecir las secciones
transversales en colisiones de distintos tipos de particulas. En el siguiente capitulo, se presenta la
cuantizacion de un campo escalar complejo asi como algunos procesos de dispersién en los que se
ven involucrados y realizar un andlisis fenomenolégico de nuestros resultados.
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Capitulo 3

Electrodinamica cuantica escalar para
mesones T

Establecidas las herramientas basicas de la cuantica de campos, se pueden analizar la dispersién
de particulas en presencia de una interaccién. Lo que haremos en este capitulo serd proponer el
modelamiento de la interaccién de los piones cargados 7™ y 7~ con el campo electromagnético
(fotones), a través de la electrodindmica cudntica escalar (SQED), que se obtiene del acoplamiento
del campo de Maxwell a un campo escalar de Klein-Gordon.

La hipdtesis que motiva nuestro estudio es que los piones tienen espin 0, y el campo de Klein-Gordon
describe particulas puntuales con esta caracteristica. Ha de tenerse presente que los piones si tienen
estructura, de la que en nuestro modelo no se dara ninguna consideraciéon. Dicha limitaciéon nos
hace esperar que nuestros resultados reproduzcan la fisica en determinado régimen energético, aquel
en que el campo electromagnético tiene una longitud de onda lo suficientemente grande como para
considerar que interactia de forma puntual con los piones.

De esta hipdtesis se efectuard la cuantizacién del campo y realizaran calculos tedricos, de los cuales

se obtendra una prediccién de seccién eficaz para los procesos 7~y — m~y y vy — 7 7. Este
altimo serd comparado directamente con resultados experimentales.

3.1. Ecuacion de Klein-Gordon

Para obtener la ecuacién de Klein-Gordon, podemos partir de la relacién de energia-momentum en
relatividad especial
L g2 22 2
pup" = E° —p= =m*, (3.1)
siendo m la masa de los piones, F su energd, y p su momento lineal. Se sustituyen los operadores
correspondientes de mecénica cudntica: £ — idy y p — —iV, lo que da la ecuacién

(0,07 +m?) w(x) =0 . (3.2)

Las soluciones para el campo 7, son funciones armoénicas de la forma:
Ty = moe PY | (3.3)

siendo p el cuadrimomento y x la cuadriposicién. El resultado es andlogo al de las ecuaciones de
Maxwell en el gauge de radiacion en la Ec. (2.11]), de modo que se podra hacer, en su momento, una
descomposicion en modos normales para el campo, andloga a la efectuada en el capitulo anterior

(ver Ec. (2.40))).

Al ser m un campo escalar, su misma definicién dicta que cuando se cambia de sistema de referencia,
el valor no se transforma por boost o rotaciones de Lorentz, asi pués se puede pensar que las
particulas que representan no tienen una direccién en la que apuntan, lo que permite asociar el
campo de Klein-Gordon a particulas con espin 0, al igual que los piones.
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3.2. Acople minimo

Dado que es de interés la electrodinamica del campo de Klein-Gorodon, veremos en esta seccién como
acoplar el campo escalar al electromagnetismo. Se comienza con el lagrangiano de Klein-Gordon:

L = Oyl — m2min, . (3.4)

Ahora L, es invariante bajo transformaciones de fase complejas globales 7, — eXr,. Si se fuerza
la transformacién a ser local x = x(z), el lagrangiano se torna en

KG

(Ol — 10X e ) (Mg 4 10 X pT) — mP T, (3.5)

Por ende para construir a partir de £, uno invariante bajo transformaciones de fase locales, los
nuevos términos deben cancelarse, lo que se logra al introducir la derivada covariante

D, =0, —iqoy(x) , (3.6)
donde ¢ es una constante, y 7(z) junto a a,(z) transforman de modo que: m(z) — eX7(x) como

a, = o) — %éhx(ac). Con esta derivada modificada se logra que los términos adicionales que
surgen de la fase se cancelen si se toma el nuevo lagrangiano

L= D;Wanﬂ'x —m?rin, . (3.7)

La ley de transformacién para ay,(x) coincide con las mismas que dejan invariantes las ecuaciones
de Maxwell en la Ec. (2.7), identificando asi a () con el cuadripotencial electromagnético A, (x).
Remplazando la derivada y obviando la dependencia respecto a x, el lagrangiano es

L= g" (0, —ieA,)m(0, + ieA,)r" — m2rr (3.8)
= OO —ieA, + OymrieAF + (e A, A — mP )T

= OOt — m*nr* 4+ ieA, (M7 )m — n* (0" )] + e* A Al

4
Para hacer la escritura mas compacta, se define el gradiente bidireccional 7*0,,7 := 7*(0#7)—(0!7*),
con el que la Ec. (3.8) se reescribe como

g
L=L,, —ier' d,mA" + *nlr A, A" (3.9)

En los sumandos que surgen de hacer el lagrangiano invariante, se tiene explicita la interaccién
entre el campo pidnico y el potencial electromagnético. A este procedimiento en el que surge una
fuerza, al promover una simetria global a local, se le denomina acople minimo.

Si en la Ec. se agrega el término dindmico del campo de Maxwell, se escribe entonces el
lagrangiano completo para un campo escalar y el electromagnetismo interactuantes, conocido como
el lagrangiano de la SQED

L=Lxg+LEm+ LA, (3.10)

en donde L4 es el lagrangiano de acople que contiene los términos cruzados entre 7y A,,.

3.3. Cuantizacion de la electrodinamica escalar

La cuantizacion candnica del campo electromagnético ya se efectud en el capitulo pasado, por lo
tanto sélo falta aplicar dicho proceso a la parte escalar y de acople del lagrangiano para la SQED.
Del desarrollo anterior, la Ec. esta en términos de los campos, asi que se tiene el primer paso
de la cuantizacion. Lo siguiente es encontrar el momento generalizado asociado al escalar mediante

oL
= = Oom* — ieA'1* = Dor* . 11
3@or) Oo™ — ie 0T (3.11)
Con esto se puede hallar el hamiltoniano de la SQED
H=Mr+1I"7t" — Lxg — La— Hg - (3.12)
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La parte correspondiente al campo electromagnético no cambia, y el término £, se puede dejar
simplemente expresado.

Aislando los tres primeros sumandos de la Ec. (3.12)), y usando dgm* = I + ieA°7* de la Ec. (3.11)),

se obtiene
U7 + [I*7* — g7 + Va*Vr 4+ m2n*n

= II(IT* — ieA%7) + IT*(IT + ieA%7*)
— (IT + ie A°7*)(IT* — ieA%7) 4+ Va* Vi + mPr*n

= [I*II + V7'V + m27r*7r} + (A% 2 r* . (3.13)

Lo que estd entre corchetes corresponde al hamiltoniano de Klein-Gordon libre, permitiendo escribir
H como
H = Hgg+ Hpp + (A% — L4 . (3.14)

Se define el hamiltoniano de acople H4 tal que

<~
Hyp =ieA,(n*0,m) + 2 (A% r*r — e A, Alrr™ . (3.15)

Entonces, el hamiltoniano total se puede escribir mediante tres partes: las provenientes del campo
escalar y vectorial, junto con el elemento que incorpora ambos

H=Hgec+ Hppm +Hy - (3.16)

Prosiguiendo con el tercer paso de la cuantizaciéon candnica, se promueven a operadores m — 7, II —
II, con las relaciones de conmutacién

[fr(:c)“ ﬂj(y)]xozyo = Lh‘sij‘sg(fx -y,
[fr(ﬂf)iﬁj(y)]xozyo = [ﬁ(x)i,ﬁj(y)]mozyo =0. (3.17)

Se establecen conmutadores andlogos para el conjugado del campo. Haciendo una descomposicion
en modos normales, los operadores de campo son

- &’k Lo ke | Gt o—ika

o / (27)3/2 \/2wy, (Aye™ +bie™) 19

Ay = / k1 D ean(Core™™ + el ek (3.19)
’ (27)3/2 /2wy, . T sk ' '

Ahora se encuentra el propagador de Feynman para el campo escalar usando la definicién en la Ec.

2.57)
<O’7}mﬁ;|0> _/Nka’d?)k‘dSk/(O(&ke_ikx+I;L€ikx)(i)k/€_ikly+d£,€ik,y)|0>

— / Ny Ny d®kd®k (0lagal, [0)e =2y

= / N2d3 ke *@=y) (3.20)
Como <0|frg,frx|0> es el conjugado complejo de la Ec. 1) el propagador queda:
d3k - ;
A o — ="y 0 _ 0y, ,—tk(z—y) 9 0 .0\ ik(z—y) ] 21
iAr(e—1) = [ G0 o )e M Lol —a)e ) o)
A la Ec. (3.21)) es posible tomarla como
1 e~ tk(z—y) eik(z—y)
lm ——— [ 2ind®k [ 0(2° — ) ———- +0()° — 2¥) ———— 3.22
Alir%)4z‘(27r)4/ ' (“ DerE—m PV 5 rEmr ) (3:22)
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Figura 3.1: Trayectoria para el propagador en el plano complejo de k°.

lo que recuerda el teorema del residuo para integrales. Con esta idea en mente, se puede escribir el
propagador, de forma compacta usando la integral de linea

Ap(z) = lim —i j'{ dk e (3.23)
e r (2m)* kg — (B), —iA)? '

siendo I' la trayectéria en el plano complejo ilustrado en la Fig. (3.1)).

Al desarrollar la integral, sélo la parte sobre el eje real es no anula. El resultado se puede simplificar,
pues, tomando A? ~ 0 y 2iAE}, = €. Se escribe el propagador del campo escalar como

. d4k‘ e—ikm
Ap(x) = —z/ G —me e (3.24)

3.4. Calculo perturbativo para la SQED

Con el fin de realizar cédlculos procederemos a encontrar la matriz de dispersiéon en el marco de
Dirac. Segin las ecuaciones para esta representacion (Ec. (2.6])), la transformacién del hamiltoniano

de acople H,, hard de hamiltoniano de interaccién.

Sabiendo que el operador de evolucién temporal U(t,ty) conmuta con las derivadas espaciales Oy,
pero no con la temporal, facilitara el procedimiento de pasar de un marco a otro, asi como eliminar

oot y 0ot de H 4 antes de realizar la transformacién

Hy= zeTrTakﬂAk +ie[aTdor — (Do) 7] A® — 217 A, AF — 2717 (AD)?
_ erlOpi AP + et (11 — jeA%%) A°
— (1 + ier") 7] A® — 2717 A, AF — ?7T7(A°)?

o
= iert i AR + ei(#TTIT — TI7) A® + 27 7 (A)? 4 2717 A, AP | (3.25)
sin la dependencia de las derivadas temporales, pasar al marco de interaccion es inmediato
H; =UHAUT

. > - . . . .
= Ulier 10, 171A* + ei(nT 10T — T117) A°
+ 171 (A%)? — 2711714,1AM 0T
leﬁlakﬂ'[Ak + 62( THT f[[ﬁ'[)/io + 6’2 TA (AO) + 627}}7?[/1[#/1!; . (3.26)
Esta expresion es similar a la Ec. , por lo que se puede revertir el procedimiento y ponerlo en

términos de Og7iy v 307?}. Adoptando el ordenamiento normal, se obtiene finalmente el hamiltoniano
en el marco de Dirac de la forma

i A TS A 24 Aua At 2-T~ 40 40 .
Hp =:ieAp, 0,71 — e“ Ar Af iy + e*nnAj AT - (3.27)

En la Ec. (3.27)), el ultimo sumando no es covariante de Lorentz, alarmante a primera vista; sin
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embargo, como veremos mas adelante, se anulara por un contratérmino proveniente del orden 2.

Con el hamiltoniano de interaccién ya determinado, se prosigue a encontrar la matriz de dispersion.
Para simplicidad en la escritura, el subindice I y el simbolo de operador se eliminan, sobreentendiendo

que se esta en el marco de interaccién y se trabaja con operadores. La expansiéon de S es por tanto

_ )2
s=1{1- i/d4mHI(x) + (22) /d4a:d4yHI(1:)H1(y) i)
=1+85W 453 .. (3.28)

Lo que se desea estudiar son los procesos en los que dos particulas entran, interactian y salen, de
manera que tendremos productos de la forma

(d'¥|SIpa) = (Olag ey Sciyall0) . (3.2)
éste ultimo representa por ejemplo, la dispersién Compton.
Para aplicar el método perturbativo en este tipo de procesos, es necesario encontrar todas las

posibles contracciones que se pueden dar al momento de usar el teorema de Wick. Para esta tarea,
basta con tomar hasta el orden 2 de S, que explicitamente es

g — @'/d4xT{HI(93)}

>
= —i/d4xT{: i€ AL 0Ty + €2 Ay Aol — e2rim, AQAD Y (3.30)

—3)2
— 2|) / d*zd*yT{H,Hp,}

(9]
T~
®
>
|
—

—~

- 2Z> /d4xd4yT{(ieA§(7Tl8mrz) — & Ay Alfimyml + (A7) nlmy)

ud
x (ieAy, (w0, — €® Ay, Aymyml + €2 (A9)?mlm,) . (3.31)

Como son interacciones entre dos particulas, los operadores de creacién y destruccién de momentos
deben quedar apareados, de lo contrario, tras hacer la contraccion, los productos internos se anularan
por la ortogonalidad de los kets. S6lo los términos resultantes de orden e? son los que aportan a la
amplitud invariante.

Se comienza con la contribucién en S, que consta tnicamente, de pares entre operadores de
campo, y de creacién-destruccién de momentos

] d4q —iT T
bpﬂ””:/ P ATEAA "+ b )|0)
dq -
_ T iz
- | e
~ T4y )i = Ny 3.32)
- (27[')3/2(2Eq)1/2 D q)e - pe ) ( .

] 'k | |
F_ —ikx T ikzy T
Al = / B2 D chlerse™™ 4 e )egp0)
S

ik y B}
- / (zﬂ)a/z(ZEp)l/zze’Wk — @) =Ny e (3.33)
A A

Con procedimientos analogos se encuentran las otras contracciones, entre los operadores de campo
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en posicién y ag, by, ¢g. En resumen

7'('3;(1;; = Nye P Toby = NyelP
n : n

_ ikp T —ikp
chap = Npe'™ | b, = Npe ,
— . — .
Alicqg = Nyehe'?® | Alicl = Nyehe 1",

Todas las otras combinaciones posibles se anulan.
Ahora, para las contracciones que se encuentran en S se parte de
\2:2
9y _ (=9)% 4, A 2 by 5
s = COF / dhad yT{e? : (mldyme AL)(xlOm, AY) -} |

y se asume la convencién, d, es respecto a x y 9, a y. Los operadores a, y ag deben quedar apareados
con el campo pidnico, de modo que se toman sélo los términos tales que tengan la contracciéon

62

<[ 1.«
s = 5 / died yT{: 2710, 7, Alnld,m AL 2} | (3.34)

. t . 1
donde el factor 2 surge de que la contraccion m,...my es equivalente a mz...m,, tras renombrar las

variables z < y.

Para encontrar w;, es conveniente analizar la derivada del propagador
By, Ar(z —y) = 8, (O|T{m;7}}|0)
, (002 = y%)ymem] +0(y° — 2°)mfms|0)
| — guod(z¥ — yo)ﬂ'wﬂ'; +0(z° — yo)ﬂxﬁyy 7T;5
+ guod(y° — .%‘0)77';71'35 +6(z° — yo)(?,,y 7T;57TI|O>
= (018(y° — 2°)guolmf, ] + T{ml, 8y, 7, }|0) | (3.35)

-9,
=(0

donde [71';, Tz] es conocida como la funcién de Pauli-Jordan, que después de expresar los campos por
su transformada de Fourier queda explicita como

3
A~ 9) = ) = | @;l)j’;w

El termino que contiene la expresién anterior en la Ec. (3.35]) se anula al ser integrado con el delta de

Dirac, pues los argumentos de ambas exponenciales se hacen 0. Se encuentra entonces la contraccién
como

(e=iP(@=v) _ ¢ip(a=v)) (3.36)

1
Oy, Ap(x — y) = (0|T{x], Dy, 7y }0) = 700y, . (3.37)

Si se sigue derivando la Ec. (3.37)) respecto a x* se encuentra que
10,0, Ap(x —y) = 8M8V<O]T{7rx7rg5}\0>
= 0,(0|T{m0, 7] }|0)
= 9,,(0](0(z° — yo)wxﬁywl +6(y° — 560)81,71'2/71'3;)’0>
= <O](g#05(x0 — yO)Trm&,ﬂ'; + H(xo - yo)auwx&,ﬂ';;
— 9u06(y° — ZL‘O)ayT(';S?T;E +6(y° — :BO)OHWL&,WQMO)
= (0|T{0um0y )} + 6(2° — y°) (s, )] [0) . (3.38)

1
El término del ordenamiento temporal en Ec. (3.38)) se identifica como la contraccién 0,7, ,,772/

)
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mientras que el dltimo viene dado por

9u08(2° = y°)(0l[mz, Bymf]10) = 906 (2° — y°)By Al — )
d3p . .
— o_,0 ; ip(z—y) —ip(z—y)
guod(z” —y )/a (277)32wp1p”(6 +e ) - (3.39)

Para v # 0 los sumandos espaciales se anulan mutuamente, lo que queda evidente al expresar
el integrando como el producto de una funciéon par con una impar py(e’p(x_y) + e_””(“’c_y)) =
pyCos(p(x —y)), y cuya integral es 0. Diferente es el caso v =0, w, = po

9u06(2° = y°)(0| [z, &, ][0}
d3p - ip(x— . d3p —ip(z—

= 9u06(z° — %) 00 ( / G pla—y) | / o o y))

= igu00(z° — y°)g,00*(Z — ) . (3.40)
En resumen,

9u06(2” = y”)(Ol[mz, ,]10) = iguoguod™ (z —y) - (3.41)
Como consecuencia, la contraccién de las derivadas de operadores de campo se puede escribir:

. .
6#7%81,7?;5 =i0,0,Ap(z —y) — zgﬂogyoé(‘l) (x—y) . (3.42)

Insertando los resultados de las contracciones en la Ec. y Ec. en la Ec. ,
Sg% = 62/d4$d4yT{(ﬂ';8ﬂﬂ'£ - M?T;;ﬂ'w)(ﬂ';jayﬂ'y - 8V7T;7Ty) n ARATY
= 62/d4xd4y : (ﬂﬁ#&jﬁﬂy — #ﬂiﬁlﬁywy
+ 0,7, 7@7,,77;57@ -7 @ﬂ@r my) AR AL
=e? / d*zd'y : (710,710, Ap(x — y) — Ouml O,y iAR(x — y)

+ Oy myidy Ap(x — y) — mim, (10,0, Ap(z — y)
— igu0gu08™ (z — ) == ALAY
—ie? [ d'adYy : (x1O, A — y)Oym, — i §W(z —y))) = ALAY 4
=1e raty : (ﬂx H (iL' y) vy — 1910910 (iL’ y))) Ay - (3 3)
Trabajando la parte no covariante de la Ec. (3.43))
62/d4xd4y : Wlﬂyguogy()éM) (x — y)AgAZ = —ieQ/d4ac : TI'lﬂ'x i AgoAgo t - (3.44)
Este dltimo término se cancela con el no covariante de (V). Se puede probar que esto sucede con
las partes no covariantes de todos los ordenes en la expansién de la matriz S, como se comenta en

[23]. Por lo tanto, se pueden escribir sin las partes covariantes, para lo que se suele introducir el
ordenamiento temporal modificado 7 que las ignora, por ejemplo,

descartado
0,0y Ap(x —y) = (0|T{0, 70,1y} + (5(900 — YD, 0,myl|0)
1
= 0, Oumy , (3.45)

permitiendo reescribir sin alteracién en el resultado el hamiltoniano de interaccién, y los elementos
de la matriz S, sin la parte no covariantes. En particular tenemos que
)

<
H[ = Z'eA[Mﬂ'}auﬂ'[ - GZAIMAl;ﬂ'[ﬂ'} N
1 .
51(3,3 = 162/d4$T{: A Abyrl o}

4
S = ie® / ded*yT{: Ti0,A(x — 1)0,m, Al AV} (3.46)
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Hasta este punto de nuestro desarrollo, se tienen las primeras contribuciones para los procesos
de dos particulas. Con el fin de encontrar las reglas de Feynman se analizara el efecto Compton

7~y — 77 dado por el producto Ec. (3.29).
(1)

Se prosigue a calcular el aporte de S By bara la transicién del estado inicial al final de la forma

, 1, 1y T ]
(q'p’]Sl(Blﬁ)Y]pq) = Npr/Nka/Z€2/d4:U : (ap/)\/ﬂlﬂgca;/\cq/Agchg
1, 1y ]

+ apwﬂ};ﬂgga;/\cq/Agchz) :
= N,N, N Nyie® / d*ze?' e (27T e (K, N) e (K, N)
= NNy NN (20) 26D (' + k' — p — k)2ie%e, (k, \e (K, N) . (3.47)

Por otro lado las contribuciones del segundo orden S son:

ud
Sﬁi = ie? / d*zd*y(0laycy : TLOLA(x — )a 7y ARAY : alel|0)

[
I =1 |
:i62/d4xd4y<0|ap/cq/7r;8#A( )8,,7ryA“A”

Lo o L
+ ey agThOA (e — y)dym, ALA

Ak N s PO B

_ ie? / dLxdy (0 (xLBN A (@ — )O(bymy) (ag ALAZal + ag ALATGI0) . (3.48)

Para proseguir con el céalculo, se tiene en cuenta la transformada de Fourier del propagador en el
espacio de coordenadas

Ap(z —y) = / (;l:;e—ik(w—y)AF(k) , (3.49)

posteriormente se inserta esta forma del propagador en S de la Ec. 1)

d*k
S(B?fz :ieQNp/Nq/Nqu/d4xd4y/ (2 )4AF(k‘) zp :ca e —ik(z— y)a e—lpy

X (g, N)e¥ (g, A)e' e 4 e (g, \)e” (¢/, N )e ™" 7e™Y] . (3.50)

Se puede simplificar el elemento sobre el que actian las derivadas parciales como

e & .y .
€70y M0, e = (i) (kyy — p) () (b + py !0 TR (3.51)
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g q, g ql g q,/
W i pt+q i : p—d :
p pp P p i
Figura 3.2: Diagramas de Feynman para dispersién Compton en SQED.

y se sustituye en S dela Ec. 1) junto a las contracciones de los operadores de campo

d*k . ) '
51(92% = eQNp/Nq/Nqu / d4xd4y/ (27r)4zAF(k)(—Z)(k‘” — p;)(—z)(k;u _ py)

> ei(p’fk)acfi(pfk)y[eu(q/7 /\’)e”(q, )\)eiq’xefiqy + e,u(q’ )\)Ey(q/7 )\/)efiqa:eiq’y]

4
= Ny Ny NNy [ () (=i) e+ ) (=0 + ) 2"

(g, N)e” (g, D () + ¢ — k)sW (p+ g — k)
+ (g, Ve (¢, N)oW (' — g — k)W (p— ¢ — k)]

= Np’Nq’Nqu€2(27r)45(4) (p/ + q/ —p—q)
(=) (p+q+ )" (¢, N)iAp(k)(—i)(p + g+ p)ve’(q, \)
(=i)(p— ¢ + 1) (g, NiAr(E) (=) (p — ¢ +p)e’(d', N)] . (3.52)

Juntando las contribuciones resultantes hasta orden 2 de la Ec. (3.47) y Ec. (3.52)), se encuentra la
amplitud invariante correspondiente, usando su definicién en la Ec. ([2.72)

S+ 2 = Ny Ny NNy} W+ —p— M . (3.53)
donde se identifica M explicitamente como
M =2ig" e, (¢, N e, (q, )

+ (=) +a+0).e"(d, N)Ar(p+ @) (=i)(p + g+ p)ve’(q, N)

+ (=) (p—q +0)u (¢, NAr(p — ¢)(=i)(p — ¢ + p)ue’(d, N) . (3.54)

La amplitud encontrada viene de las contracciones en la Ec. (3.47)) y Ec. (3.48)), que reescritas juntas
son de la forma

L, e o oo [
2ay T pal ey Al Agch + (05710, A (@ — )0y (myby) (ag AL AYal + ag Al AYal) . (3.55)

Segun lo discutido en el capitulo anterior, se le pueden asociar entonces los diagramas de Feynman
mostrados en la Fig. 3.2

Con la amplitud, y a partir de los diagramas en la Fig. [3.2] se pueden deducir las reglas de
Feynman a partir de la correspondencia de las contracciones y las partes del pictograma, mismas
que discutiremos en la siguiente seccién.

3.5. Reglas de Feynman para SQED

A continucacion presentamos las reglas de Feynman para para la SQED.

1. Para cada linea externa se asocia la interpretacion y factores en M:
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a) m~ entrando con momentum p
se asocia a unfactor de 1.

b) 7~ salieno con momentum p
se asocia a unfactor de 1.

¢) 7 entrando con momentum p
se asocia a unfactor de 1.

d) 7T salieno con momentum p
se asocia a unfactor de 1.

e) v entrado agrega las componentes
del vector de polarizacion €, (k) con
k el cuadrivector de onda..

f) ~ entrado anaden las componentes

del vector de polarizacién conjugado

Tt NN NN

2. Cada linea interna esta asociada a un factor ¢Ag, si es un pién o iA*, si es un foton:

_igP“

i (k) =

p? +ie

. > . UAVAVAVAVAVAVAVA |

3. La conservacion del momentum se mantiene en cada vértice. Los vértices son de dos tipos: dos
piones y un fotén tienen asociado a un coeficiente —ie(p’" — p*), con p el momento inicial y p’
el final; o de dos piones y 2 fotones, con un factor 2ie?gH”.

D 2

4. Cada loop cerrado de dos fotones es asociado a un factor 1/2.

Esta ultima norma se justifica en que por la tercera regla, habria que poner a cada vértice un
factor 2, pero este tipo de diagramas viene asociado a los ordenamientos temporales de la forma
T{H;(x)H;(y)}, que conllevan a las contracciones del tipo

T

——F—— 1 : ——
Au(x) Ay () A" (y) A”(y) + Ap() A (2) A% (y) A" (y) (3.56)

las cuales, como en la Ec. (3.47 ), son iguales, y lanzan un factor 2, no 4 que serfa la doble cuenta
que compensa esta cuarta regla.
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Figura 3.3: Dispersion Compton de un fotén por un pién.

3.6. Seccién transversal de dispersion

Ya con las reglas de Feynman, se pueden construir las contribuciones a cualquier orden para la
amplitud invariante de los procesos que involucran dos mesones 7w y dos fotones, para que a partir
de ella podamos encontrar la seccién transversal de dispersién.

3.6.1. Dispersion Compton

Para la dispersién de Compton 7~ — 7~ 7, desde el sistema de referencia del laboratorio, como se

1lustra en la Fig. , un pién en reposo es impactado por un fotén. Se definen las variables ¢, u, s
com

=+’ =0 +4d)
=p-7)=@—-4q)
=p-4) =0 -q?, (3.57)

conocidas como las variables de Mandelstam.

Retomando la amplitud de la Ec. (3.54)), y adoptando la notacién para las polarizaciones € = €(q, A)*
y € = e(q’, \)*, se puede reescribir
M =e*¢” [2igu, + (=) + ¢ + 1) Ar(p+ @) (i) (p+ q+p)y
+ (=)0 — g+ 1) AF(p — ¢) (=) (p — ¢ + )]
=e"T, ", (3.58)

con T}, como el tensor de Compton.

Lo comun en estos experimentos de dispersion es que no se conoce en cual de los 2 estados de

polarizacién estén los fotones, de manera que la amplitud invariante cuadrada resultante |M|?, para
el proceso que se espera medir, debe promediarse respecto a los estados iniciales posibles y sumar
sobre los finales. En este caso, son 2 los estados factibles de polarizacion para el fotén inicial de
modo que la amplitud invariante al cuadrado es

_ 1 - ‘
|M? = 3 D T (7 Toye™)" . (3.59)
AN

Usando la identidad "% €(p, A)e(p, A)” = —gH”, se tiene simplemente:

1
[M[* = ST T (3.60)
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Tras sustituir en la Ec. (3.60) el tensor Compton y su conjugado explicitamente, se llega a

4 2 / /2 /N2 / 2
—i2_ € (o, 2+ 20 +d)° | 2p—d) (2 —q)
P =5 (# G—m2? T (u—m2p
2 / / / IANZ
+ 2p+q)u(20" — )" (2P + ¢ )u(2p — ¢)

(t —m?)(u — m2)

4 4
@t 0u + ) -

t—m? —5(2p = )2 - q)“) : (3.61)

. 2 . . . .
Considerando que para los fotones se cumple ¢> = ¢’ = 0, se tienen las siguientes relaciones
cinematicas:

, m?—t , ot
pr=——, ¢ =-7
2
S m- —Uu
p'qu’~q’=§—m2, pd=pg="—5—,
stu+t=2m?. (3.62)

Utilizando las expresiones anteriores para poner a |M|? completamente en términos de s,u y t, se

obtiene de la Ec. (3.61]) que
2\ 2 2\ 2
4244 s+m 44 u—+m
s —m? u—m?

1 5
R Py e [2(75 4m?)? 4 4t (6m2 N 275)]

+8 <8 e _Sm2>] . (3.63)

Ahora, del sistema de referencia, se toman los cuadrimomentos iniciales genéricos: p = (m,0,0,0),w =
(w,0,0,w) y para el fotén final w' = W'(1, sind, 0, cosd). De aqui que las variables de Mandelstam
explicitamente dan

4

¢
2

(M =

s =m?+ 2mw ,
uw=m?—2mw' ,
t=—2m(w—w') = —2ww'(1 — cos?h) . (3.64)

Es de hacer notar que ¢, implica la conocido relacion de Compton para longitud de onda:

(1, _ 1) = L cos) . (3.65)

w w m

Simplificando Ec. (3.63) con Ec. (3.64) se llega a la expresion:
|IM|? = 2(1 + cos?d) . (3.66)

Los detalles algebraicos de la simplificacion, son extensos aunque directos, por lo que se omiten.
Para calcular la seccién transversal, se sustituye |M|? en la regla de oro de Fermi Ec. (2.104)), tal
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Figura 3.4: Seccién diferencial para Compton de piones.

que:
_ 1 2 2 24t L s d*p! d*q
77 o / 26 (Lt cosO)(4m) "0+ 4 =P~ D s n raE,
_ az 1 20 5(4) / / 5 /2 2 @ /0 d4 /d3q/
=~ [ (L4 cos0)0 0 +d —p—q)d(p" —mI)O(p")d ' —-
a2 e 2 / / 1 !
= mw/ (14 cos*0)0(2m(w — w') — 2ww' (1 — cosh))w'dw'd
0

w/

042
N 2m2w/ |1+ 2(1 — cosb)|

A fin de simplificar, vale la pena usar la relacién de Compton (3.64)), y encontrar la razén w/w':

w w
-1+ (- :
m( 6080), (368)

w/

(1 + cos®0)dS . (3.67)

con lo que finalmente se obtiene la seccion transversal diferencial, que volviendo al sistema SI es:

do (ach)? (w2
0= o (w (1+ cos®6) . (3.69)

En el caso de bajas energias, el foton y el pion, no trasmiten el suficiente momentum, como para
que se dispersen en angulos grandes respecto a z, en conjunto con la variable ¢ en la Ec. (3.64),

implica que w &~ w’. Aplicando esta aproximacién en la Ec. (3.69) se tiene:
do o?
Q) 2m?2

este resultado recuperar el limite clasico para la dispersién de cargas eléctricas por luz sin polarizar,

obtenida por Thompson en la que no se tiene en cuenta el espin de las particulas, y la luz es tratada

como una onda que incide sobre la particula cargada haciendola oscilar y por tanto emitir radiacién
electromagnética por aceleracion.

(1 + cos0) , (3.70)

Para proseguir con los calculos, se especifica la masa del pién proporcionada por el Particle Data
Group [24]:
m ~ 139.57MeV . (3.71)

En Fig. (3.4)) se muestra graficamente la seccién diferencial en funcién del dngulo € respecto al
eje z para diferentes energias de radiacién. De la gréafica se puede decir que conforme se aumenta
la energia, la distribucién angular de la funcién tiende a ser mayor para angulos de transimision,
es decir las trayectorias se concentran al rededor del angulo 0 y disminuyendo para reflexiones o
dispersiones en direcciones abruptas, indicando que como es de esperarse, a mayor energia la luz
adquiere un comportamiento corpuscular, en contraste a las bajas energias aproximadas por la Ec.
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(3.70) donde se comporta como una onda.

Para este fendmeno no se cuentan con datos experimentales con los que comparar, pues los piones
se producen en medios con particulas de fondo que interfieren con la medicién. En la practica, para
estudiar indirectamente el efecto Compton se analizan datos de procesos en los que contribuye
a la amplitud, por ejemplo el efecto Primakoff de desaceleracion con ntcleos 1= 2 — 7w~ Z~v o la
fotoproduccién de piones a partir de protones yp — yn ' n, teniendo mediciones en las que estd
implicito como se discute con detalle en [2].

Se concluye que pese a la ausencia de datos, con lo desarrollado se evidencia que hay coincidencia con
el limite clasico, de aqui que la SQED tiene éxito al recrear para bajas energias el comportamiento
de las particulas cargadas, en el que no hay efectos por espin.

3.6.2. Fotoemisién de piones

En esta seccién, se estudiarg la fotoemisién de piones vy — 777~ desde el centro de masa, motivados
por el hecho de que hay datos experimentales con los que contrastar resultados teodricos. El proceso
se esquematiza en Fig. (3.5)).

Figura 3.5: Fotoemisién de piones desde en CM.

Como se muestra en Fig. (3.6]), se construyen los diagramas que describen este proceso hasta el
orden dos.

qf / q /

q P 4 P

Figura 3.6: Diagramas para la fotoemision de piones.

Usando las reglas de Feynman, las amplitudes correspondientes vienen dadas:

v

M= (—ie)(p— g+ p)u'Art)(—p + ¢ —p)ue”,
M = (—ie)(p— ¢ + p)ve Ap(u)(—p' + q — p)ue" |
M* = 2iee,€ g . (3.72)

Es de hacer notar, que los diagramas son los mismos, que para la dispersion Compton, pero rotados,
y las amplitudes de ambos procesos Ec. (3.61)), junto a Ec. (3.72)), se diferencian en que p’ — —p' y
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q — —q. Esto se explica tomando por ejemplo s = (p+ ¢)?, si p o q son negativos, significarfa que la
particula viaja en la direccién contraria, no solo en el espacio, también en el tiempo. Con ayuda de
los diagramas esto se entiende fisicamente como una antiparticula yendo hacia el futuro pero en la
direccién opuesta. De aqui que el canal s de Compton 7~ — 7~ también sea el t = (p — ¢q)? para

la fotoemisién vy — w7 ~. De forma general implica, que si un proceso se puede dar, también es
posible el que cambia una particula, por su antiparticula en la trayectoria contraria. A esta relacién
se le llama simetria de cruce.

Como la amplitud invariante para la dispersién Compton Ec. (3.63)), es una funcién analitica de
s, t,u, para que represente la fotoemision por la simetria de cruce, sélo hay que realizar la sustitucién
s —t,t — s, ademas de recordar, que se promedia sobre los estados iniciales de polarizacién, y se
suma sobre los finales; es decir que se divide por 4 y no 2, se llega a la amplitud cuadrada:

+ 2\ 2 2\ 2
42+4< +m2> +4<u+m2>
t—m uUu—1m

+ 5o m2)1(u - [2(3 am?)?  4s (6m2 _ 25)]

+ 8(t — _tm2>] . (3.73)

Haciendo uso de las ligaduras propias del centro de masa: wg = wy, Ep = E,/, = —
se pueden encontrar las variables de Mandelstam explicitamente como:

t =m? —2FEw + 2|plwz ,
u=m?—2FEw — 2|plwz ,
s = 4w? | (3.74)

con cosf = x. Se Inserta la amplitud invariante en la seccién transversal de dispersion Ec. (2.112), y
teniendo en cuenta, que para la energia del CM (masa invariante) se tiene la igualdad F = 2w, la
seccion transversal esta dada por:

aN2 1 [E? RS —
— —m2 2
o= (62) E3V T m /xo |IM|“dx . (3.75)

En este punto, se vuelve del sistema de unidades naturales al SI, e integrando Ec. (3.75)), se llega
finalmente a la expresién:
o (ahc)? p [ 16m*z n 4m?(2m? — Ez)t 1 (2pz
o= an —
E3 E* 4+ (4m? — E?)(zE)? E3p E

4

¢
4

M =

2y

x1

. (3.76)

x0
con p = /E2/4 —m? y la masa de Ec. (3.71).

Experimentalmente se tiene que los procesos con piones son dificiles de estudiar, pues estan de
manera virtual al interior de los ntcleos atémicos, y no se conoce su distribucién en los mismos; o
se producen con colisiones en conjunto a otras particulas, que dificultan su estudio exclusivo[7].

Con el fin de estudiar la fotoemisién, se opta por usar el proceso e” e~ — e"e ' nw~ [0, 25], que
estd entre los méas limpios. Se aprovecha el paso intermedio e”e™ — e~ e~ v*y* con v* como fotén
virtual. Para las colisiones en que los electrones se dispersan en angulos pequenos, los v* se pueden
considerar casi reales, lo que sirve para aproximarse al proceso deseado vy — 77 7~. Como los
angulos no deben ser grandes, lo usual es que los datos se toman en el rango |cosf < 0.6 [10].

En la Fig.(3.7]), se muestra el o tedrico encontrado, y datos del detector Mark II en el SLAC[25].
De la Fig.(3.7) se observa primeramente, que la curva y los datos son de los mismos ordenes de
magnitud. Se tiene que la seccién transversal se anula aproximadamente en 0.278GeV/c?, lo que
coincide con la energia umbral de dos veces la masa en reposo, para producir piones.

Para el rango de energias de 0.2 a 0.9GeV/c? la curva cae entre las barras de erro de los primeros
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Figura 3.7: Seccién transversal de dispersién para fotoemisién de piones cargados en funcién de la
energia del centro de masa.

datos al rededor del méaximo. Para estos datos la incertidumbre es grande y no se puede concluir
que se tenga una descripcion presisa del comportamiento por lo que nos podemos limitar a afirmar
que el modelo es una descripcion aceptable en las proximidades del méximo hasta mejorar en la
precisién de las medidas y que se puede considerar que la luz en ese rango de baja energia, no ve los
quarks constituyentes de los piones, sino los piones como particula puntual, lo que es hipétesis del
modelo tratado. Con forme la curva se distancia del méximo, entre 0.4GeV/c? y 0.6GeV/c?, no hay
suficientes datos para sugerir una semejanza, y los que hay llegan a coincidir con la curva, por lo tanto
respecto a este rango no se pueden hacer conclusiones. Desde 0.6GeV/c? hasta aproximadamente

0.9GeV/c? la curva cae en el error de la mayorfa de los datos.

Al incrementa la energia de la luz, pierde validez el tratar de los piones como puntuales y entra
a jugar la estructura interna, es de esperarse que a este punto el modelo falle, en concordancia a
la Fig.. La seccion en la que se da discrepancia insalvable, de los datos y el resultado tedrico,
se puede dividir en dos partes: entre 0.9 y 1.4GeV/c? se comienza a dar la suficiente energia como
para que se creen las llamadas resonancias, estados intermedios entre los fotones iniciales y los
piones finales, que son particulas que se desintegran rapidamente via interacciéon de color. Y de
1.4GeV/c? en adelante, los fotones tienen tanta energfa como para interactuar individualmente con
los cimponentes del pion, por lo que la ultima parte de la gréafica esta regida por la dindmica de los
quarks.

Con lo anterior se puede decir que, en un rango en que los fotones tienen una energia menor a
0.9GeV/c?, hay congruencia parcial entre los datos experimentales y el resultado tedrico del modelo
propuesto, siendo este ultimo una descripcion aproximada pero no suficientemente precisa del
fenémeno. Por lo que es 1til como primera aproximacién, y sirve de referencia para modelos mas
realistas.
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Capitulo 4

Conclusiones

A partir de la SQED se modelaron las interacciones electromagnéticas de piones, trabajando la
dispersién Compton 7%y — 7%y y la fotoemisién vy — 777 ~. En el primer canal a bajas energfas,
se recupero la seccién transversal de dispersion de Thompson para interaccion radiacion materia.
Mediante la simetria de cruce se pudo establecer una relacién entre ambos procesos siendo capaces de
calcular a partir de la amplitud de Compton la seccién de dispersion para fotoemisién. Posteriormente
se realiz6 un analisis fenomenolégico para la seccién transversal de la fotoemision donde comparamos
con los datos experimentales del experimento SLAC, y se encontré un acuerdo parcial para los
fotones con masa invariante menor a 0.9GeV .

El hecho de que la fotoemisién haya sido modelada en el régimen de bajas energias, se explica
a través de que en este rango, la longitud de onda de los fotones es lo suficientemente grande
para que el campo electromagnético no vea la estructura de los piones, y se de la interaccion de
forma aproximadamente puntual. A su vez, la discrepancia de los datos en la regién entre 0.9GeV
y 1.4GeV es manifestacién del hecho en que se cuenta con la suficiente energia para producir los
estados excitados conocidos como resonancias. Por otro lado, después de los 1.4GeV, los fotones
tienen suficiente energia como para interactuar individualmente con los quarks.

Haber obtenido resultados acordes al fenémeno que se modeld, confirma los métodos tratados: se
logra una descripcién cudntica partiendo de campos cldsicos empleando el método de la cuantizacién
canonica, donde las variables candnicas que se promueven a operadores son los campos y sus
momentos generalizados, y por otro lado, que se genera el acople al electromagnetismo de una teoria
cuyo lagrangiano es invariante bajo cambios de fase compleja globales, promoviendo la invarianza
global a local.

Con lo anterior se puede concluir que, los piones cargados interactuando con el electromagnetismo,
pueden ser descritos aproximadamente aunque no con precision por la SQED, para procesos en los
que la longitud de onda de los fotones es grande, tal que el campo electromagnético percibe a los
piones como puntos sin estructura.

Por dltimo, se puede agregar que, actualmente la electrodindmica de los piones es de interés por su
relevancia para determinar la estructura interna de los mismos, y por ende tener informacién de
la QCD a bajas energias, como es el caso de la determinacion de los coeficientes de polarizacion
eléctrica a; y magnética [, discutido a fondo en [26]. La importancia del entendimiento, viene de
la mano con la perspectiva de mejores mediciones de estas cualidades electromagnéticas, que se
vienen realizando como se proyecta en [8], por la colaboracién COMPASS del CERN, el GlueX en
el Jefferson-Lab[27] o el laboratorio Frascati. El panorama a futuro a partir de lo desarrollado, serd
optar por modelos mas realistas en los que se agregue informacion sobre los quarks y la estructura
de los piones con lagrangianos efectivos, como es la teoria quirial de perturbaciones.
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