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Resumen

Desde el desarrollo de la teoría de la relatividad general en 1915, se ha buscado calcular
las cargas conservadas en los espaciotiempos curvados . Con el surgimiento de los agujeros
negros en 1916 como solución a las ecuaciones de campo de Einstein, y su posterior estudio
termodinámico en los años 70, se han utilizado distintos métodos para encontrar las canti-
dades conservadas asociadas a estos astros. En este trabajo se presentan tres métodos para el
cálculo de cargas conservadas en diferentes tipos de espaciotiempo

El primero de ellos, conocido como método ADM, fue desarrollado por Arnowitt, Deser y
Misner en 1962 y considera un espaciotiempo globalmente hiperbólico y asintóticamente
plano para obtener la masa del agujero negro de Schwarzschild. El segundo método, de-
scubierto en 1982 por Abbott y Deser y posteriormente perfeccionado por Deser y Tekin
en 2002 y 2003, denominado método ADT, amplía el estudio de cargas conservadas, ya
que se centra en aplicar el teorema de Noether utilizando las simetrías asintóticas de una
métrica de fondo (es decir, sus vectores Killing), la cual será perturbada para construir el
espaciotiempo del agujero negro que hay que analizar. En este caso se estudió el agujero
negro de Schwarzschild-dS. Finalmente, ambos métodos se extienden al utilizar el método
cuasilocal, que fue desarrollado por Kim, Kulkarni y Yi en 2013. Este método contiene al
método ADT en su forma procedimental, pero difiere en su enfoque, ya que permite que
la métrica de fondo en cuestión sea genérica (no necesariamente una solución de vacío).
En conjunto con una corriente de Noether off-shell y unas direcciones fijas contravariantes
Killing, el método de Kim, Kulkarni y Yi permite la construcción de una carga conservada
de manera cuasilocal, relacionando los potenciales de Noether y ADT de manera off-shell, e
integrando los factores libres de una solución por un camino de parámetros. Este método se
utilizó para calcular la masa del agujero negro de Lifshitz.

Palabras clave: Teoría de la relatividad general, agujeros negros, cargas conservadas, masas
de agujeros negros, termodinámica de agujeros negros, método ADM, método ADT, método
Cuasilocal, simetrías asintóticas, agujero negro de Schwarzschild, agujero negro de Lifshitz.
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Abstract

Since the development of the theory of general relativity in 1915, efforts have been made to
calculate the conserved charges in curved spacetimes . With the emergence of black holes in
1916 as a solution to Einstein’s field equations and their subsequent thermodynamic study in
the 1970s, various methods have been used to find the conserved quantities associated with
these celestial bodies. This paper presents three methods for calculating conserved charges in
different types of spacetime.

The first of them was developed by Arnowitt-Deser-Misner in 1962 and is known as the ADM
method (with the initials of its creators). It considers a globally hyperbolic and asymptotically
flat spacetime for the calculation of the mass of the Schwarzschild black hole. The second
method was discovered in 1982 by Abbot-Deser and later perfected by Deser-Tekin in 2002
and 2003,called the ADT method. This extends the study of conserved charges by focusing
on applying the Noether theorem using the asymptotic symmetries for a background metric
(i.e. its Killing vectors), which will be perturbed to construct the black hole spacetime under
analysis. In this case, the Schwarzschild-dS black hole was studied. Finally, both methods are
extended by using the Quasilocal method, which was developed by Kim-Kulkarni-Yi in 2013.
It contains the ADT method in its procedural form, but it differs in its essence, as it enables
the background metric under consideration to be generic (not necessarily a vacuum solution).
This, together with an off-shell Noether current and fixed contravariant Killing directions,
allows the construction of a conserved charge in a quasi-local way by relating the off-shell
Noether and ADT potentials and integrating the free factors of a solution along a parameter
path. This method was used to calculate the mass of the Lifshitz black hole.

Keywords: General relativity, black holes, conserved charges, black hole masses, black holes
thermodynamics, ADM method, ADT method, Quasilocal method, asymptotic symmetries,
Schwarzschild black hole, Lifshitz black hole.
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1
Introducción

„¿Qué es lo que da vida a las ecuaciones y crea un
universo para que ellas lo describan?

— Stephen Hawking

En 1905 Albert Einstein cambió radicalmente nuestra comprensión del tiempo al proponer
que no es absoluto, como se había creído desde los tiempos de Sir Isaac Newton en el siglo
XVII. Esta nueva perspectiva trajo consigo una redefinición de los fundamentos de la física,
permitiendo que dos observadores pudieran percibir un mismo evento de forma diferente, sin
que ninguna de las dos perspectivas fuera más verdadera que la otra. En lugar de considerar
que cada suceso tenía una descripción espacial y temporal distinta para cada observador,
ahora se entendía que cada observador experimentaba el mismo universo de forma unificada,
con coordenadas espaciales y temporales que variaban según el marco de referencia utilizado,
configurando de esta manera la noción de espaciotiempo. Así, cada marco de referencia se
volvía independiente en la descripción del universo, y los observadores podían tener una
comprensión propia y coherente del espaciotiempo en el que vivían.

Fue Hermann Minkowski, profesor de Einstein, en 1907, quien se planteó seriamente describir
matemáticamente la nueva noción de espaciotiempo, inspirándose en la geometría hiperbólica.
Su formalismo cuatridimensional del espaciotiempo fue usado como fortín matemático entre
1907 y 1915 por Einstein , el cual, añadiendo la geometría Riemanniana de Bernhard Riemann
y el cálculo tensorial de Tulio Levi-Civita, consiguió en 1915 revolucionar nuevamente la física,
llevando la estafeta del conocimiento más lejos, al declarar que si se considerara su desarrollo
de 1905 (conocido como teoría de la relatividad especial) para un marco de referencia sujeto
a un observador acelerado uniformemente, existiría una equivalencia entre este sistema y
uno asociado a un observador en caída libre dentro de un campo gravitacional uniforme.
Así, Einstein concluyo que la fuerza gravitacional no era más que una ilusión emergente de
un fundamento geométrico intrínseco a la curvatura de un espaciotiempo curvado por la
presencia de materia-energía en él.Esta extensión de su teoría de la relatividad especial es
conocida como teoría de la relatividad general.

1



Las ecuaciones que describen cómo se curva el espaciotiempo en presencia de materia-energía,
vienen dadas por:1

Rµν −
1
2gµνR+ Λgµν = 8πG

c4 Tµν (1.1)

Donde la variable gµν es conocida como tensor métrico y se encarga de codificar el "ADN" es-
paciotemporal(la información intrínseca del espaciotiempo), permitiendo a entes geométricos
que la contienen, como el tensor de Riemann Rµν y su escalar R, detallar la curvatura causada
por una cantidad de materia- energía, representada por el tensor de energía-momento Tµν .
Además, si se considera un espaciotiempo en expansión o contracción, es necesario considerar
la cantidad Λ denominada constante cosmológica.

En 1916, un año después de la publicación de la teoría de la relatividad general, Karl
Schwarzschild encontró una solución a las ecuaciones, que describe el espaciotiempo en
ausencia de materia y con simetría esférica. Esta solución predecía la existencia de regiones
en el espaciotiempo cuyo interior y frontera eran desconectados causalmente de su exterior,
es decir, regiones en las que cualquier objeto que entrara se perdería en su interior, destinado
a terminar destruido en el centro de esta región esférica, denominada singularidad, un
punto de densidad y curvatura infinita. A estos objetos se les dio el nombre de agujeros
negros, siguiendo la idea de que ni la luz podría escapar de ellos. A pesar de que Einstein no
consideraba realistas estas soluciones, especialmente por la existencia de estas singularidades,
en 1939 Robert Oppenheimer y Hartland Snyder propusieron la existencia de estos objetos
como consecuencia de la explosión de estrellas que se convierten en supernovas. Esto llevó en
1983 a Subrahmanyan Chandrasekhar a publicar un estudio fundamental sobre la formación
de estos astros como resultado del colapso estelar.

Teniendo ya una explicación plausible para la formación y existencia de estos astros, en
la comunidad científica nació mucho más interés por ellos, en particular, en el circulo de
Jhon A.Wheleer, en Princeton, uno de sus estudiantes, Jacob Bekestein, se percató de que
la naturaleza teórica de estos objetos tenia un choque directo con la segunda ley de la
termodinámica aplicada a todo el universo como un sistema físico aislado, y dado que la
entropía en un sistema aislado nunca decrece, entonces, ¿qué pasaría si objetos que se
encuentran en el exterior del agujero negro y que aportan a la entropía del universo cayeran
en su interior?: Igual debería seguirse cumpliendo la segunda ley, por lo que estos hoyos
negros deberían tener una entropía asociada para que se mantenga una coherencia con las
leyes de la termodinámica.

Fue así como Jacob Bekestein descubrió en 1972 que existe una entropía asociada a estos
objetos, la cual es proporcional a su área. En 1975 un joven inglés doctor en física, llamado
Stephen Hawking, llega a la equivalencia exacta entre entropía y área, completando así la
investigación hecha por Bekestein. Tiempo después el mismo Hawking encontraría que estos
objetos negros no eran tan obscuros como se pensaba, sino que emitían una radiación de

1Las cuales provienen de variar la conocida como acción de Einstein-Hilbert S =
∫ [ 1

2κ
(R− 2Λ) + LM

]√
−g d4x
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partículas, consecuencia de la existencia de partículas virtuales que nacían y desaparecían
en el vacío del espaciotiempo. Esto dotaba de una temperatura a estos objetos, la cual es
conocida en su honor como "Temperatura de Hawking". Con esta temperatura y con una
entropía para el sistema, se desarrolló una rama de estudio en torno a estos astros, que lleva el
nombre de termodinámica de los agujeros negros, la cual consta de cuatro leyes fundamentales
para su análisis termodinámico. En este caso se consideran las leyes para un agujero negro
rotante y con carga eléctrica:

Ley 0 1ra Ley 2da Ley 3ra Ley

κ = cte dM = TdSBH + ΩdJ + ΦdQ SBH + Sext ≥ 0 Imposibilidad de κ = 0

La ley cero establece que cualquier observador que se encuentre en el horizonte de eventos
de un agujero negro sentirá el mismo tirón gravitacional a lo largo de toda el área de este.
La primera ley garantiza que la energía total del agujero negro-su masa- es equivalente a las
demás cantidades termodinámicas que este arrastra, por lo que su masa variará dependiendo
del cambio en su entropía, carga eléctrica y rotación. La segunda ley menciona que la entropía
del agujero negro y la entropía del exterior a éste siempre aumentarán en conjunto. Por
último, la tercera ley establece que es imposible crear agujeros negros con gravedad superficial
nula a través de procesos físicos finitos. En conjunto, estas leyes permitieron estudiar distintos
tipos de agujeros negros soluciones de la ecuaciones de campo de Einstein.

1.1 Motivación y Declaración del Problema

Dentro del contexto de la termodinámica de agujeros negros, durante mucho tiempo se asumía
el cumplimiento de la primera ley para la obtención de la masa de estos como soluciones de
las ecuaciones de Einstein, es decir, dado el cálculo de la entropía, temperatura, momento
angular, carga eléctrica, se aceptaba la equivalencia entre la adición de estas cantidades y la
masa del espaciotiempo estudiado. Esto radicaba un problema en los fundamentos del análisis
termodinámico de estos astros, pues debería existir una manera clara y precisa para obtener
cargas conservadas en cualquier tipo de solución a las ecuaciones de campo de Einstein con
o sin materia, de tal manera que, en particular, para la masa, se pudiera verificar desde
primeros principios la equivalencia de esta con las demás cantidades físicas involucradas.
Nunca se llegó a forma única para obtener estas cantidades conservadas, en cambio, sólo se
consiguieron distintos métodos dependientes de la geometría y topología del espaciotiempo
que enmarcaba cada solución de agujero negro estudiada.2

2Como en el caso en donde se considera un espacio tiempo con constante cosmológica, la cual genera una
topología distinta a la plana en el infinito espacial.
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El problema se agravó cuando se consideraron soluciones tipo agujero negro para teorías con
correcciones cuadráticas al tensor de curvatura3 en la acción de Einstein-Hilbert. Un ejemplo
de soluciones tipo agujero negro para estas modificaciones de gravedad anteriormente
mencionada son los agujeros negros Lifschitz, los cuales nacieron en el contexto de la
correspondencia AdS/CFT para estudiar sistemas no relativistas a temperatura finita. Así, para
este ejemplo y muchos otros, se necesitaron métodos de cálculo más general, pues la geometría
y topología de estos espacios sobrepasaban las normalmente emergentes de las ecuaciones
Einstein. Además, se despertó la necesidad de estudiar la termodinámica de este tipo de
agujeros negros teóricos con la intención de perfeccionar y ampliar el diccionario brindado
por la correspondencia Gauge/Gravity. De tal manera, tener la certeza de que las leyes de
la termodinámica provenientes del pensamiento clásico de Hawking se podrían extender a
estos, llevaba a una irremediable necesidad de verificación de estas leyes termodinámicas
desde primeros principios, es decir, en el caso del la primera ley, corroborar de manera
independiente cada uno de los lados en la equivalencia, lo que llevó a construir nuevos
métodos para el cálculo de cargas conservadas en espaciostiempos provenientes de teorías
que modifican la acción de Eintein-Hilbert, en particular, para calcular la masa de agujeros
negros en este nuevo y más general contexto.

1.1.1 Algunas referencias

[Sus09; Tho95; GR17; RT10; HP12]

1.2 Estructura de la tesis

Capítulo 2

En este capítulo se estudia el método Arnowitt-Deser-Misner (ADM) para calcular la masa
de un agujero negro Schwarzschild. Para ello se considera un espaciotiempo globalmente
hiperbólico, de tal manera que se pueda hacer una foliación a este, mediante una familia
de 3-variedades de Cauchy, permitiendo tomar una dirección particular temporal para todo
el espaciotiempo, lo que da una fragmentación 3 + 1, y la creación de unas variables, que
permiten describir la geometría y dinámica de este espaciotiempo, denominadas variables
ADM. Así, finalmente, al tomar una asintoticidad plana, se obtiene la masa ADM del agujero
negro en cuestión.

Capítulo 3

En este capítulo se estudia el método Abbot-Deser-Tekin (ADT) para calcular la masa de un
agujero negro Schwarzschild-dS. El proceso comienza al considerar la métrica del agujero
negro a partir de una métrica de fondo dS y de una perturbación a esta no necesariamente

3En este caso el lagrangiano que compone la acción tomará la forma L = L
[
g,R,R2, RµνRµν , · · ·

]
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pequeña, y que se desvanece en el infinito espacial. Esto permite estudiar las ecuaciones
linearizadas y obtener una cantidad conservada para estas, así, al tomar la diferencia entre
la métrica del agujero negro y la métrica de fondo, es decir, una solución de vacío, es
posible obtener la perturbación de tal manera que al usarla en conjunto con un campo Killing
de la métrica de fondo se puede encontrar una expresión para las cargas conservadas del
espaciotiempo en cuestión, y en particular, obtener la masa del agujero negro al considerar
un vector Killing temporal.

Capítulo 4

En este capitulo se estudia el método cuasilocal, el cual se utiliza para la obtención de la masa
del agujero negro tipo Lifschitz en tres dimensiones. Con este propósito se construyen de
manera off-shell las corrientes de Noether y ADT, posteriormente se obtienen sus potenciales
asociados y una relación entre ellos, de tal manera que, al considerar un camino de parámetros
para los factores libres en el espacio de soluciones, se obtiene una carga conservada de manera
cuasilocal. Finalmente, tomando la métrica del agujero negro Lifschitz, se obtiene su masa
al construir dicha carga conservada a partir del término de borde y potencial de Noether
asociados al lagrangiano del sistema.

1.2 Estructura de la tesis 5





2Método ADM

„El espaciotiempo le dice a la materia cómo moverse; la
materia le dice al espaciotiempo cómo curvarse.

— John Archibald Wheeler

Las ecuaciones de campo de Einstein son el fundamento para el estudio del espaciotiempo
como ente dinámico a merced de la materia sumergida en él. Desde su desarrollo en 1915,
las soluciones estudiadas venían de variadas simplificaciones-dadas por simetrías-al sistema,
de tal manera que, al pensar en espaciotiempos más generales, las soluciones se presentaban
como un difícil reto teórico. Para atacar estas dificultades, se construyeron dos caminos, uno
se da mediante el uso de métodos numéricos, mientras que el otro se basa en perturbaciones.
Para llegar a soluciones numéricas, es necesario reformular las ecuaciones de Campo como
un problema de valor inicial o de Cauchy, el cual se basa en una formulación 3 + 1 del
espaciotiempo, en donde se estudia la dinámica de éste mediante la evolución temporal de una
hipersuperficie(3-variedad) tipo Cauchy, con los campos definidos en esta. Esta reformulación
fue desarrollada por R. Arnowitt, S. Deser y C.W. Misner[ADM62], completando todo su
desarrollo para principios de los 60´s.

2.1 Descomposición 3 + 1 del espaciotiempo

Para comenzar, se debe tener una forma para describir el espaciotiempo cuatridimensional
de tal manera que se diferencie la parte espacial de la temporal de este. Este reparto es
conocido como descomposición 3+1 y garantiza una independencia entre las tres coordenadas
espaciales y la temporal.Para visualizarlo, piense que la variedad espaciotemporal M es
foliada por una familia de hipersuperficies espaciales {Σt}t∈R.

Ahora, si se desea estudiar la dinámica de este espaciotiempo, no es suficiente una descom-
posición, se necesita preservar la causalidad dada esta fragmentación, para ello, primero
se debe tener claro que la descomposición induce una nueva descripción para la variedad
M, es decir, existirán curvas integrales, campos vectoriales y 1-formas regidas por esta,
de esta manera, se tendrán curvas tipo espacio, tipo tiempo o tipo nulas, provenientes de
campos vectoriales con características causales específicas asociadas construidas a partir de la
descomposición 3 + 1.
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Definición 1. Dada una estructura causal sobre la variedadM, se define una hipersuperficie
acronal como una subvariedad N tal que ninguno de sus puntos se encuentra conectado por
una curva temporal futura, de tal manera que todas las curvas tipo tiempo la cortan una única
vez.1 Adicionalmente, si el conjunto de campos vectoriales en N es de carácter espacial, y
toda geodésica nula la corta una sola vez, se dirá que esta hipersuperficie acronal es suave y
completa, y se le llamará hipersuperficie de Cauchy.

Definición 2. Se dirá que un espaciotiempo M es globalmente hiperbólico, si él per-
mite una foliación por hipersuperficies del tipo Cauchy. Donde cada elemento Σt de la
familia de hipersuperficies representará una superficie de nivel de un campo t̂ sobre la
variedad.[SA16][CN22]

2.2 Funciones Shift y Lapse

Para estudiar la dinámica de este espaciotiempo dada la descomposición 3 + 1 es necesario
describir la geometría de esta foliación, por lo que cada 4-vector t tendrá una descomposición
espacial y temporal coherente con la fragmentación ya hecha. Los vectores que hacen parte
de esta descomposición los llamaremos funciones Shift y Lapse respectivamente.

Dado un 4-vector t = tνeν en un punto q ∈ Σt, se puede ver su descomposición mediante el
uso de la métrica transversa γµν tal que, al mirar por componentes, se tiene:

γµν t
ν = (δµν − nµnν)tν

= δµν t
ν − nµnνtν

= tµ − (t · n)nµ

⇒ tµ = γµν t
ν − (t · n)nµ

tµ = Nµ +Nnµ (2.1)

Como se puede ver en la ecuación (2.1), tenemos una escritura para tµ en términos de dos
vectores de naturaleza distinta. Por un lado Nµ = γµν t

ν representa la proyección del 4-vector
t sobre la hipersuperficies de Cauchy, esto es, Nµ representa un 3-vector tipo espacio, el cual
es tangente a Σt en el punto q,es decir, Nµ ∈ Tq(Σ). Esta función se conoce como Shift. Por
otro lado, se tiene N = t · n como la magnitud de la proyección de t sobre el vector normal a
Σt en el punto q. Esta otra función se denomina Lapse, y sus formas geométricas se pueden
observar en la siguiente figura:

1Nótese que no toda hipersuperficie espacial es acronal, se puede tener una hipersuperficie cuyos campos
vectoriales sean todos tipo espacio, pero en la que existan curvas temporales que la corten en más de un punto.
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Fig. 2.1.: Foliación por hipersuperficies de Cauchy, junto con las variables Lapse y Shift, formando el
vector temporal que describe una trayectoria arbitraria.

En este punto, merece la pena mencionar la aportación física que carga la función Lapse
para la descripción de la dinámica de un observador dada la descomposición. Para ello note
que la función Lapse no es más que la magnitud necesaria para normalizar el vector nµ

dada la función global t̂, es decir N = (∇t̂ · ∇t̂)1/2 = 1√
−g00 y representa la variación del

tiempo propio medido por un observador que se mueve en dirección normal nµ entre pares
de hipersuperficies.[Wal10]

2.3 Componentes de la métrica inducida

Es claro que hecha la descomposición y teniendo un par de funciones Lapse y Shift que per-
miten describir la evolución temporal entre puntos de distintas hipersuperficies, es necesario
construir algo que permita medir en cada hipersuperficie. De esta manera, se define la métrica
inducida2:

γµν = gµν + nµnν (2.2)

Donde gµν es la 4-métrica de la variedad ambienteM, y nµ son los 4-vectores covariantes
normales a cada Σt. Usando nµ = (−N, 0, 0, 0), n0n0 = −1 y Nµ = γµν t

ν , se obtienen la
forma explícita para las componentes contravariantes del vector normal, la función Shift y el
vector temporal:[SA16]

nµ =
(

1
N
,
N i

N

)
Nµ =

(
0, N i

)
tµ = (1, 0, 0, 0) (2.3)

2Nótese que aquí se ha escrito la métrica inducida como una 4-métrica, al igual que gµν . Esto es sólo una
extensión, pues debe notarse que γ0µ = 0, para µ = 0, 1, 2, 3
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Junto con las relaciones (2.2) y (2.1), los anteriores resultados son útiles para encontrar las
componentes del tensor métrico g, obteniendo3

gµν = γµν − nµnν

= γµν − 1
N2 (tµ −Nµ)(tν −Nν) (2.4)

Finalmente,como consecuencia de la naturaleza 3-dimensional de γ, se tiene que γ00 = γµ0 =
0, además, una reescritura directa para el vector temporal es tµ = δµ0 .Ambas conclusiones se
pueden usar para conseguir las componentes para gµν , como sigue:

g00 = − 1
N2 (t0 −N0)2

= − 1
N2

gµ0 = − 1
N2 (tµ −Nµ)

= N i

N2

gij = γij − 1
N2 (ti −N i)(tj −N j)

= γij − N iN j

N2

Dichas componentes permiten escribir de forma matricial gµν y su inversa gµν

gµν =
(
− 1
N2

Nj

N2
N i

N2 γij − N iNj

N2

)
gµν =

(
NiN

i −N2 Nj

Ni γij

)

De igual manera, se halla la forma matricial para el tensor métrico γ usando (2.2), en
componentes contravariantes y covariantes respectivamente:

γµν =
(
N iNi N i

N i γij

)
γµν =

(
0 0
0 γij

)

Una conclusión clave entre las matrices g y γ es la relación que tienen sus determinantes,
esto es

g = −N2γ →
√
−g = N

√
γ (2.5)

resultado de la naturaleza inducida del tensor métrico γ.

Como colorario y conclusión final, basta decir que al conjunto de tensores N,N i y γab se le
denomina variables ADM4 y permite describir completamente la dinámica del espaciotiempo
cuatridimensional dada la descomposición 3 + 1, es decir, mientras γ se encarga de la
geometría intrínseca para cada Σt, las variables Shift y Lapse dirigen cómo cada elemento
intrínseco a las hipersuperficies varía en el tiempo t̂.

3Nótese que nµ = 1
N

(tµ −Nµ)
4De ahora en adelante, durante este capitulo, los índices y superíndices latinos representarán coordenadas sobre

las hipersuperfices, mientras que las coordenadas completas de la 4-variedad espaciotemporal se denotarán
por letras griegas .
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2.4 Descomposición del tensor de Riemann

En relatividad general la dinámica de un sistema se estudia partiendo del análisis geométrico
del espaciotiempo, como lo denota la frase clásica de Jhon A. Wheeler que abre este capitulo y
que pronunció con la intención de explicar las ecuaciones de campo de Einstein: la curvatura
del espaciotiempo dictamina cómo ha de moverse la materia dentro de este, por lo que, si se
desea estudiar la dinámica de la 4-variedad usando las variables ADM, es menester analizar
las cantidades geométricas que permiten estudiar la curvatura de esta 4-variedad en cada
uno de sus puntos. Para esta tarea, se utilizan las nuevas variables Lapse y Shift junto con la
métrica inducida γ, consiguiendo una descomposición para el tensor de Riemann 4Rdcab y
para el escalar de curvatura 4R de la 4-variedad en términos de una componente sobre las
hipersuperficies Σt y un término perpendicular a estas.

Valiéndose de la definición para el tensor de curvatura extrínseca[DM20, pág 10]:

Kab = −4∇bna = −∂bna + 4Γdband

Se conoce que nµ = (−N, 0, 0, 0), así que ∂bna = 0, además 4Γµbanµ = −4Γ0
baN , por lo que

se obtiene5,6:
Kab = −4Γ0

baN = −N
[
g00 4Γ0ab + g0cΓcab

]
Sustituyendo g00 = − 1

N2 , g0c = Nc

N2

Kab = −N
[
− 1
N2

4Γ0ab + N c

N2 Γcab
]

Luego, ya que 4Γ está sobre todo el espacio ambiente, entonces:

4Γµνδ = 1
2
(
∂δgµν + ∂ν gµδ − ∂µgνδ

)
⇒ 4Γ0ab = 1

2
(
∂bg0a + ∂ag0b − ∂0gab

)
De la sección anterior, se tiene que g0a = Na, g0b = Nb y gab = γab , por lo que la expresión
final para el tensor de curvatura extrínseca será:

Kab = −N
[
− 1

2N2
(
∂bNa + ∂aNb − γ̇ab

)
+ N c

N2 Γcab
]

= 1
2N

(
∂bNa + ∂aNb − γ̇ab

)
− N c

N
Γcab

= 1
2N

[
∂bNa + ∂aNb − γ̇ab − 2N cΓcab

]
= 1

2N

[(
∂bNa −N cΓcab

)
+
(
∂aNb −N cΓcab

)
− γ̇ab

]
= 1

2N

[
3∇bNa + 3∇aNb − γ̇ab

]
(2.6)

5Recuerdese 4Γµ
νσ = gµδ 4Γδνσ

6 Γcab ≡ 3Γcab
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Ahora, note que se puede hacer uso de la ortogonalidad entre los vectores n⃗ y las hiper-
superficies Σt cuyos vectores base para TpΣ denotaremos por {ei}|p, de tal manera que se
cumple (ei · n⃗) = 07, para reescribir el tensor de curvatura extrínseca propuesto en(citar
preliminares):

Kab = −eb · 4∇an⃗ ⇒ Kab = n⃗ · 4∇aeb (2.7)

Además, recordando cómo se define la conexión afín sobre las hipersuperficies a partir de sus
vectores base y de la derivada covariantes en estas,

Γcab ≡ 3Γcab = ec · ∇bea (2.8)

es posible escribir 4∇aeb bajo una descomposición normal y tangente a las hipersuperficies8:

4∇aeb = −Kab n⃗ + 3Γcabec (2.9)

Note que al realizar el producto escalar de (2.7) con los vectores n⃗ y ej se recuperan las
expresiones (2.5) y (2.6) respectivamente. Usando esta descomposición, se puede calcular[4∇a,4∇b] ec de tal forma que se pueda conocer la curvatura en cada punto de la 4-variedad
M, esto es, conocer la expresión del tensor de Riemann:

[4∇a,4∇b] ec ⇒

• 4∇4
a∇bec =4 ∇a

[
−Kcb n⃗ + 3Γdcbed

]
= −

(
∂aKcb

)
n⃗−Kcb

4∇an⃗ +
(
∂a

3Γdcb
)
ed + 3Γdcb4∇aec = ...

Como Kab = −eb · 4∇an⃗ ⇒ −ebKab = 4∇an⃗, se puede usar la identidad γdbγ
db = 1 para

reescribirla de tal modo que −γdbebγdbKab = −Kd
aed = 4∇an⃗,

... = −
(
∂aKcb

)
n⃗ +KcbK

d
aed +

(
∂a

3Γdcb
)
ed + 3Γdcb

[
−Kda n⃗ + 3Γldael

]
= −

(
∂aKcb

)
n⃗ +KcbK

d
aed +

(
∂a

3Γdcb
)
ed − 3ΓdcbKda n⃗ + 3Γdcb3Γldael

• 4∇4
b∇aec =4 ∇b

[
−Kca n⃗ + 3Γdcaed

]
= −

(
∂bKca

)
n⃗−Kca

4∇bn⃗ +
(
∂b

3Γdca
)
ed + 3Γdca4∇bec

= −
(
∂bKca

)
n⃗ +KcaK

d
bed +

(
∂b

3Γdca
)
ed + 3Γdca

[
−Kdb n⃗ + 3Γldbel

]
= −

(
∂bKca

)
n⃗ +KcaK

d
bed +

(
∂b

3Γdca
)
ed − 3ΓdcaKdb n⃗ + 3Γdca3Γldbel

7 0 = 4∇a(ei · n⃗) = (4∇an⃗) · ei + n⃗ · (4∇aei) ⇒ (4∇an⃗) · ei = −n⃗ · (4∇aei)
8 Kab = n⃗ · 4∇aeb ⇒ Kab n⃗ = −(4∇aeb)⊥

3Γcab = ec · ∇bea ⇒ 3Γc
abec = (4∇aeb)∥
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Finalmente, al hacer 4∇4
a∇bec −4 ∇4

b∇aec:

=
[(
∂bKca − 3ΓdcbKda−3ΓdabKcd

)
−
(
∂aKcb − 3ΓdcaKdb − 3ΓdabKcd

)]
n⃗ + ...

...+
[
KcbK

d
a −KcaK

d
b + 3Rdcab

]
ed

Donde 3Rdcab = ∂a
3Γdcb− ∂b3Γdca + 3Γlcb3Γdla− 3Γlca3Γdlb y recordando la definición para la

derivada covariante de un tensor (2,0): ∇βTµν = ∂βTµν − Tαν Γαµβ − TµαΓανβ , el resultado
final para el conmutador

[4∇a,4∇b] ec en términos de su parte normal y tangencial a las
hipersuperficies será:[

4∇a,4∇b
]

ec =
[
∇bKca −∇aKcb

]
n⃗ +

[
3Rdcab +KcbK

d
a −KcaK

d
b

]
ed (2.10)

De donde se obtienen las siguientes ecuaciones:

Gauss-Codazzi Codazzi-Mainardi

4Rdcab = 3Rdcab +KcbK
d
a −KcaK

d
b

4R⊥
cab = ∇bKca −∇aKcb

Las cuales representan las componentes normales y tangenciales a las hipersuperficies de
Cauchy para el tensor de Riemann de la 4-variedad ambiente M. Continuando con el
proceso de obtención de cantidades geométricas para este espacio globalmente hiperbólico,
se puede obtener el escalar de curvatura 4R en términos del tensor de Riemann antes
calculado:[CN22]

4R ≡ 4Rµνµν = 4Rabab + 2 4Rµ⊥
µ⊥ (2.11)

Con ”⊥” el símbolo para indicar la contracción de cualquiera de las componentes del tensor
con un vector normal n⃗, tal que 4R⊥

ναβ ≡ 4Rρναβnρ. Ahora, dada la expresión (2.9), basta
encontrar el segundo término de esta, ya que su primer término viene dado por la ecuación
de Gauss-Codazzi. De tal manera, usando la definición para el tensor de Riemann9:

[∇α,∇β]nν = Rρναβnρ ≡ R
⊥
ναβ

⇒ gµνRρναβ = gµν∇α∇βnν − gµν∇β∇αnν

= ∇α∇β(gµνnν)−∇β∇α(gµνnν)

Rρµαβ = ∇α∇βnµ −∇β∇αnµ ≡ R⊥µ
αβ

Tomando β → µ ,
R⊥µ

αβ = ∇α∇µnµ −∇µ∇αnµ

9En este punto, para facilitar la escritura, las derivadas covariantes con índices griegos denotarán la conexión
sobre M.
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Proyectando la componente α del tensor de Riemann sobre el campo vectorial normal:

nαR⊥µ
αβ = nα∇α∇µnµ − nα∇µ∇αnµ

Reescribiendo los términos de esta expresión,

• nα∇α∇µnµ ⇒ ∇α(nα∇µnµ) = (∇αnα)(∇µnµ) + nα∇α∇µnµ

→ nα∇α∇µnµ = ∇α(nα∇µnµ)− (∇αnα)(∇µnµ)

• nα∇µ∇αnµ ⇒ ∇µ(nα∇αnµ) = (∇µnα)(∇αnµ) + nα∇µ∇αnµ

→ nα∇µ∇αnµ = ∇µ(nα∇αnµ)− (∇µnα)(∇αnµ)

Se obtiene,

nαR⊥µ
αβ = ∇α(nα∇µnµ)−∇µ(nα∇αnµ)− (∇αnα)(∇µnµ) + (∇µnα)(∇αnµ)

Intercambiando los índices mudos α ↔ µ en el primer término, es posible factorizar la
derivada covariante ∇µ para los dos primeros términos,

nαR⊥µ
αβ = ∇µ(nµ∇αnα − nα∇αnµ)− (∇αnα)(∇µnµ) + (∇µnα)(∇αnµ)

Nombrando ∆µ = nµ∇αnα − nα∇αnµ, y recordando las expresiones para el tensor de
curvatura extrínseca y su escalar,

(∇µnα)(∇αnµ) = KµαK
µα = KabK

ab, ∇µnµ = −K

Se obtiene la expresión para el segundo término geométrico en (2, 9),

R⊥µ
⊥β ≡ n

αR⊥µ
αβ = ∇µ(∆µ)−K2 +KabK

ab (2.12)

Finalmente, usando la ecuación de Gauss-Codazzi, se contraen en pares los índices para el
tensor de Riemann, tal que:

gµc 4Rdcab = gµc 3Rdcab + gµcKcbK
d
a − gµcKcaK

d
b

4Rdµab = 3Rdµab +Kµ
bK

d
a −Kµ

aK
d
b

Contrayendo los índices b con a y µ con b, se consigue,

4Rabab = 3Rabab +Kb
bK

a
a −Kb

aK
a
b

=3R+K2 −KabK
ab

Tomando este último resultado junto con (2.10), finalmente se puede obtener el escalar de
curvatura de (2.9) al sustituir:

4R =3R+K2 −KabK
ab + 2

[
∇µ(∆µ)−K2 +KabK

ab
]
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4R =3R+KabK
ab −K2 + 2∇µ(∆µ) (2.13)

2.5 Formulación Hamiltoniana en relatividad general

2.5.1 Acción de Einstein-Hilbert en la descomposición 3+1

Conocida la densidad Lagrangiana de Hilbert LH =4R
√
−g 10, es posible usar las equivalen-

cias en la formulación ADM de los términos geométricos en esta (2.13)y (2.5), para conocer
su expresión lagrangiana bajo la descomposición 3 + 1:

LH =
[

3R+KabK
ab −K2 + 2∇µ(nµ∇αnα − nα∇αnµ)

]
N
√
γ (2.14)

Como se explicó en la sección 2.1, la 4-variedad M espaciotemporal queda foliada por
hipersuperficies de Cauchy. Este formalismo 3 + 1 permite repensar el 4-volumen V como
la unión de dos hipersuperficies de Cauchy Σt2 y Σt1 (para t2 > t1) conectadas por una
hipersuperficie tipo tiempo T [DM20]. Tomando esto de manera infinitesimal, es admisible
reescribir la acción de Einstein-Hilbert SH como:

SH =
∫ t2

t1
dt

∫
Σt

[
3R+KabK

ab −K2 + 2∇µ(nµ∇αnα − nα∇αnµ)
]
N
√
γd3x (2.15)

De esta acción, se puede identificar un término de borde, el cual será añadido al término de
borde de la acción gravitacional SG y jugará un papel esencial en la descripción de la geometría
interior del espaciotiempo. Usando el teorema de Stokes generalizado y considerando el
factor (16π)−1, se obtiene

1
8π

∫
V

√
−g∇µ(nµ∇αnα − nα∇αnµ)d4x = 1

8π

∮
∂V
ε(nµ∇αnα − nα∇αnµ)

√
|h|rµd3x (2.16)

Donde h es el determinante de la métrica inducida por gµν en ∂V, mientras que dσµ =
εrµ
√
|h|d3x es el elemento de volumen orientado sobre ∂V por el vector unitario rµ a éste.

Con el propósito de calcular la contribución que hace cada una de las hipersuperficies
mostradas en la Figura 2.2 a la integral de superficie (2.16), es indispensable reescribir el
segundo término dentro de ella. Para ello nótese que,

nα[(∇αnµ)rµ + nµ(∇αrµ)] = nα∇α(nµrµ)

nα(∇αnµ)rµ + nαnµ(∇αrµ) = 0

⇒ nα(∇αnµ)rµ = −nαnµ(∇αrµ)

10Omitiendo el factor (16π)−1
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Fig. 2.2.: Elemento de 4-volumen espaciotemporal V, cuya frontera ∂V se compone de dos hiper-
superficies de Cauchy Σt2 y Σt1 y una hipersuperficie tipo tiempo T . El vector normal
al 3-volumen ∂V corresponde a rα, el cual da la orientación al elemento diferencial de
3-volumen dσα.Las fronteras de las hipersuperficies de Cauchy ∂Σt formarán una foliación
para la hipersuperficie T y en tal caso se les denotará como St.

Por lo que (2.16) queda,

1
8π

∮
∂V
ε
[
(∇αnα)nµrµ + nαnµ(∇αrµ)

]√
|h|d3x (2.17)

Ahora, dado que ∂V ≡ Σt2

⋃
Σt1

⋃
T , se pueden obtener las contribuciones para cada hiper-

superficie al considerar que ε = −1→ εrµ = −nµ para Σti , mientras que ε = 1→ rµ para T :

Σt2

Sustituyendo, nαnµ(∇αrµ) = −nαnµ(∇αnµ) = 0 y (∇αnα)nµrµ = −(∇αnα)nµnµ = −K

1
8π

∫
Σt2

ε(nµ∇αnα − nα∇αnµ)
√
|h|rµd3x = − 1

8π

∫
Σt2

K
√
|h|d3x (2.18)

Σt1
11

Sustituyendo, nαnµ(∇αrµ) = nαnµ(∇αnµ) = 0 y (∇αnα)nµrµ = (∇αnα)nµnµ = K

1
8π

∫
Σt1

ε(nµ∇αnα − nα∇αnµ)
√
|h|rµd3x = 1

8π

∫
Σt2

K
√
|h|d3x (2.19)

Tomando las ecuaciones (2.18) y (2.19) se puede ver que no hay contribución a la integral
de borde por parte de adición de las hipersuperficies de Cauchy Σt2 y Σt1 . La contribución
vendrá entonces de la hipersuperficie tipo tiempo T ,

T

Al considerar la hipersuperficie tipo tiempo, se tiene que rµ⊥nµ → (∇αnα)nµrµ = 0
11Nótese que para esta hipersuperficie, el vector εrµ = (−1)(−nµ) = nµ
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1
8π

∫
T
ε(nµ∇αnα − nα∇αnµ)

√
|h|rµd3x = 1

8π

∫
T
nαnµ(∇αrµ)

√
|h|d3x (2.20)

Finalmente, tomando esta contribución junto con el término de borde SB de la acción
gravitacional, se puede reescribir un termino de borde,

S̃B = 1
8π

∫
T
nαnµ(∇αrµ)

√
|h|d3x− 1

8π

∫
T
K
√
|h|d3x

... = 1
8π

∫
T

(nαnµ∇αrµ −K)
√
|h|d3x = 1

8π

∫
T

(nαnµ∇αrµ +∇αrα)
√
|h|d3x

1
8π

∫
T

(nαnµ∇αrµ + gαµ∇αrµ)
√
|h|d3x = 1

8π

∫
T

(nαnµ + gαµ)∇αrµ
√
|h|d3x (2.21)

Con el propósito de simplificar esta última expresión, se puede pensar en una foliación para
T mediante 2-variedades St, las cuales corresponderán a la frontera de las Σt, es decir,
St = ∂Σt.De esta manera, es posible definir una extensión para el tensor de curvatura
extrínseca en virtud del encaje de St en la las 3-variedades de Cauchy.

κij = −∇irj + ri∇r⃗rj

Donde los índices i, j indican que se está trabajando con la conexión sobre Σt, mientras que
ri será el vector normal a St. Bajo la misma línea de trabajo, es posible obtener una expresión
para la curvatura escalar mediante el uso de la métrica inducida h,

κ = hijκij = hij(−∇irj + ri∇r⃗rj)

= −hij∇irj + hijri∇r⃗rj
= −hij∇irj + rj∇r⃗rj
= −hij∇irj

⇒ κ = −∇iri (2.22)

Ahora, se pueden extender κij y κ a la 4-variedadM mediante el uso de la métrica g y los
proyectores(citar los preliminares),

κµν = γαµγ
β
ν∇αrβ

= (δαµ + nµn
α)(δβν + nνn

β)∇αrβ
= ∇µrν + nνn

β∇µrβ + nµn
α∇αrν + nµnνn

αnβ∇αrβ
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Luego,

κ = −gµνκµν
= −gµν [∇µrν + nνn

β∇µrβ + nµn
α∇αrν + nµnνn

αnβ∇αrβ]

= −gµν∇µrν − gµνnνnβ∇µrβ − gµνnµnα∇αrν − gµνnµnνnαnβ∇αrβ
= −gµν∇µrν − nµnβ∇µrβ − nνnα∇αrν − nνnνnαnβ∇αrβ

cambiando µ→ α, β → ν en el segundo término,

⇒= −gµν∇µrν − 2nνnα∇αrν + nαnβ∇αrβ

nuevamente, cambiando ν → β en el segundo término,

⇒= −gµν∇µrν − nαnβ∇αrβ

Finalmente, cambiando µ→ α, ν → β en el primer término,

⇒ = −gαβ∇αrβ − nαnβ∇αrβ
κ = −(gαβ + nαnβ)∇αrβ (2.23)

Con este último resultado se puede reescribir S̃B (2.21) en términos de la curvatura escalar
sobre St, al usar la relación

√
|h| = N

√
σ,12 entre las métricas de ∂V y ∂Σt,

S̃B = − 1
8π

∫ t2

t1
dt

∮
St

κN
√
σd2x (2.24)

Considerando este nuevo término de borde junto con la reescritura del término no dinámico
S0 en función de κ0,13 es decir, dependiente de la curvatura extrínseca de St encajada en
un espacio plano, es posible escribir completamente la acción gravitacional SG 14bajo el
formalismo 3 + 1, usando (2.15) y (2.24),

SG = 1
16π

∫ t2

t1
dt

[∫
Σt

( 3R+KabK
ab −K2)N√γd3x− 2

∮
St

(κ− κ0)N
√
σd2x

]
(2.25)

2.5.2 Hamiltoniano y variables canónicamente conjugadas

Para obtener el Hamiltoniano total H de nuestro sistema, es necesario tener claro cuáles
variables dentro de la acción gravitacional pueden ser consideradas como dinámicas. En
este caso, la acción gravitacional SG depende de γij , γ̇ij , N , N i y de las derivadas espaciales

12Análogamente a la relación entre los determinantes de γ y g en (2.3).
13Dado que la forma funcional del término no dinámico es igual a la de SB, el proceso para restringirla a St es

análogo al hecho en esta subsección.
14En este caso SG = S̃H + S̃B + S0, donde S̃H es (2.15), sin el término de borde

18 Chapter 2 Método ADM



de estas últimas [DM20]. Esto se puede ver muy claramente en el lagrangiano de este
sistema.15

L =
∫

Σt

( 3R+KabK
ab −K2)N√γd3x− 2

∮
St

(κ− κ0)N
√
σd2x (2.26)

En donde este Lagrangiano total L puede verse como la adición de dos densidades la-
grangianas L0 = ( 3R + KabK

ab −K2)N√γ , y LB = (κ − κ0)N
√
σ,16 integradas sobre el

volumen determinado por Σt, y su frontera St respectivamente. Dado que en (2.25) no se
encuentran explícitamente las derivadas temporales de las funciones Lapse y Shift, estas no
podrán ser consideradas un conjunto válido de variables dinámicas. De esta manera, nuestras
coordenadas generalizadas vendrán dadas únicamente por γij , cuyo momento canónicamente
conjugado πij viene dado por la derivada parcial de la densidad lagrangiana con respecto
a γ̇ij .

17 Para obtener la forma explícita para este momento, se debe notar que LB es inde-
pendiente de γ̇ij , por lo que el cálculo se reduce a πij = ∂L0

∂γ̇ij
. Si se consideran los siguientes

resultados previos:

Dada la expresión (2.6) para la curvatura extrínseca, y que 3R es un tensor espacial,

∂Kab

∂γ̇ij
= − 1

2N
∂γ̇ab
∂γ̇ij

= − 1
2N δiaδ

j
b ,

∂3R

∂γ̇ij
= 0 (2.27)

Se puede cálcular la forma de πij:

πij = ∂L0
∂γ̇ij

= ∂

∂γ̇ij

[
−γrkKrkγ

slKsl +KabK
abN
√
γ
]

= N
√
γ

[
−γrkγsl ∂

∂γ̇ij
(KrkKsl ) + ∂

∂γ̇ij
(γpaγqbKpqKab )

]

= N
√
γ

[
−γrkγsl

(
∂Krk

∂γ̇ij
Ksl +Krk

∂Ksl

∂γ̇ij

)
+ γpaγqb

(
∂Kpq

∂γ̇ij
Kab +Kpq

∂Kab

∂γ̇ij

)]

=
√
γ

2
[
γrkγslδirδ

j
kKsl + γrkγslδisδ

j
lKrk − γpaγqbδipδjqKab − γpaγqbδiaδ

j
bKpq

]
= √γ

[
Kγij −Kij

]
(2.28)

También es posible ver la traza de πij , usando γabγab = γbb = 3, así:

π = γijπ
ij = γij

[√
γ
(
Kγij −Kij

)]
= √γ

(
Kγijγ

ij − γijKij
)

= √γ(3K −K) = 2√γK (2.29)

15No consideraremos el término 1
16π

de aquí en adelante.
16Así, la densidad lagrangiana total será L = L0 + LB
17Nótese que πN = ∂L

∂Ṅ
= 0 y πNi = ∂L

∂Ṅi = 0
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Despejando K en términos de π, usando la anterior expresión, se tiene,

•K = π

2√γ (2.30)

Sustituyendo K en (2.28) es posible obtener Kij en términos de πij y su traza,

πij = √γ
(

π

2√γ γ
ij −Kij

)

⇒ • Kij = 1
2√γ

(
πγij − 2πij

)
(2.31)

Finalmente, es posible obtener γ̇ij en términos del momento conjugado y su traza, al utilizar
la expresión (2.6) y sustituir el valor de Kij ,

Kij = 1
2N (∇iNj +∇jNi − γ̇ij)

2NKij = ∇iNj +∇jNi − γ̇ij
⇒ γ̇ij = ∇iNj +∇iNi − 2NKij

= ∇iNj +∇jNi − 2N
[

1
2√γ

(
πγij − 2πiij

)]

⇒ • γ̇ij = ∇iNj +∇jNi −
N
√
γ

(
πγij − 2πij

)
(2.32)

Con las equivalencias (2.5.2),(2.31) y (2.32), se puede reescribir la densidad lagrangiana L0

en dependencia de πij y π,

L0 = N
√
γ
(

3R−K2 +KijKij

)
= N
√
γ

3R−
(

π

2√γ

)2

+ 1
2√γ

(
πγij − 2πij

) 1
2√γ (πγij − 2πij)


= N
√
γ

[
3R− π2

4γ + 1
4γ
(
πγij − 2πij

)
(πγij − 2πij)

]

= N
√
γ

[
3R− π2

4γ + 1
4γ
(
π2γijγij − 2πγijπij − 2πijπγij + 4πijπij

)]

= N
√
γ

[
3R− π2

4γ + 1
4γ
(
3π2 − 2πγijπij − 2πγijπij + 4πijπij

)]

= N
√
γ

[
3R− π2

4γ + 3π2

4γ −
1

4γ
(
2π2γijπ

ij
)

+ 1
γ
πijπij

]

= N
√
γ

[
3R− π2

4γ + 3π2

4γ −
1
γ
π2 + 1

γ
πijπij

]

= N
√
γ

[
3R+ 1

γ
πijπij −

1
2π

2
]

⇒ L0 = N
√
γ3R+ N

√
γ

(
πiiπij −

1
2π

2
)

(2.33)
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Por lo que la densidad Hamiltoniana H0 correspondiente a L0 será:

H0 = πij γ̇ij − L0

= πij
[
∇iNj +∇jNi −

N
√
γ

(πγij − 2πij)
]
−N√γ 3R− N

√
γ

(
πijπij −

π2

2

)

Dado que πij = πji,

= πij∇iNj + πij∇jNi −
N
√
γ

(
ππijγij − 2πijπij

)
−N√γ 3R− N

√
γ

(
πijπij −

π2

2

)

= 2πij∇iNj −
N
√
γ

(
π2 − 2πiiπij

)
−N√γ 3R− N

√
γ

(
πiiπij −

π2

2

)

= 2πij∇iNj −
N
√
γ
π2 + N

√
γ

π2

2 + 2N
√
γ
πijπij −

N
√
γ
πijπij −N

√
γ 3R

= 2πij∇iNj −
1
2
N
√
γ
π2 + N

√
γ
πijπij −N

√
γ 3R

= 2πij∇iNj −N
√
γ 3R+

√
N
√
γ

(
πijπij −

π2

2

)
= · · ·

Tomando en cuenta que,

∇i
(
πijNj

)
=
(
∇iπij

)
Nj + πij (∇iNj)⇒ πij∇iNj = ∇i

(
πijNj

)
−
(
∇iπij

)
Nj

Se tiene densidad Hamiltoniana volumétrica:

· · · ⇒ H0 = 2∇i
(
πijNj

)
− 2

(
∇iπij

)
Nj −N

√
γ 3R+ N

√
γ

(
πijπij −

π2

2

)
(2.34)

De igual manera, es posible obtener la densidad Hamiltoniana que le corresponde al La-
grangiano LB, de manera trivial como HB = −LB, pues no se tiene más que una variable
dinámica, por lo que H queda:

H =
∫

Σt

H0d
3x+ 2

∮
St

(κ− κ0)N
√
σd2x (2.35)

Al integrar sobre Σt el primer término de la ecuación (2.34), se puede aplicar el teorema
de Stokes generalizado en éste, transformando esta integral volumétrica en una integral de
contorno, es decir,[DM20]

2
∫

Σt

∇i
(
πijNj

)
d3x = 2

∮
St

Ni
πij
√
γ
rj
√
σd2x
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De esta manera, el Hamiltoniano total del sistema H estará constituido por una parte
volumétrica HΣ y otra parte de borde HS , como sigue18:

HΣ =
∫

Σt

[
−2
(
∇iπij

)
Nj −N

√
γ 3R+ N

√
γ

(
πijπij −

π2

2

)]
d3x (2.36)

HS = 2
∮
St

[
N(κ− κ0) +Ni

πij
√
γ
rj

]
√
σd2x (2.37)

2.6 Masa ADM

Cuando se impone que los campos tensoriales γij yKij satisfagan las ecuaciones de movimiento
en el vacío, el término volumétrico (2.36) del Hamiltoniano total desaparece. Esto se puede
ver al tomar una reescritura para este.
Sean,

B0 = √γ 3R+ 1
√
γ

(
πijπij −

π2

2

)

Bj = −2∇iπij

Reescrituras para los términos del Hamiltoniano volumétrico, los cuales permiten verlo de
una manera compacta, es decir,

HΣ =
∫

Σt

[
NB0 +NjB

j
]
d3x =

∫
Σt

NµB
µd3x

Ahora, recordando que δN y δN i son distintos de cero en el interior del espaciotiempo,
entonces la variación de la acción con respecto a cada una de las variables ADM será,

δS
δN

= B0 δS
δNj

= Bj (2.38)

Por lo que al extremar, se obtendrá de manera clara que B0 = 0 y Bj = 0 al satisfacerse las
ecuaciones de movimiento en el vacío, lo que implica que HΣt desaparece. De esta manera,
la unica contribución al Hamiltoniano total H vendrá por cuenta del término de frontera
(2.37).

Para garantizar que este Hamiltoniano H = HS represente una buena definición para la
energía total del espaciotiempo, se deben imponer ciertas restricciones sobre la geometría
asintótica de las 3-variedades Σt que folianM, además de tomar una elección adecuada para
las variables Lapse y Shift.

Definición 3.Sea una 4-variedad (M,g) espaciotemporal globalmente hiperbolica, foliada
por una familia {Σt}t∈R de hipersuperficies tipo espacio. Se dice que un espaciotiempo
18Es decir, H = HΣ +HS
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es asintóticamente plano si y sólo si existe en cada Σt una métrica de fondo fij , tal que:
[DM20]

1. fij es plana excepto en un subconjunto compacto C ⊂ Σt.

2. Dado un sistema de coordenadas (yi) en Σt. Fuera de C se tendrá que fij = diag(1, 1, 1)
y la función radial r(yi) será no acotada.

3. Cuando r →∞ los campos tensoriales γij , Kij y sus derivadas muestran el siguiente
comportamiento asintótico:

γij = fij +O(r−1)
∂γij
∂ya

= O(r−2)

Kij = O(r−2)
∂Kij

∂ya
= O(r−3)

(2.39)

Considerando un marco de referencia tipo Lorentz (ξµ), de tal manera que ξ0 = constante,
se reproduce la región asintóticamente plana de Σt, en donde las coordenadas sobre ésta van
como yi = yi(ξj), mientras que enM las coordenadas serán xµ = xµ(ξα). Un observador en
reposo (en el marco de Lorentz) se moverá con una 4-velocidad,

uµ = ∂xµ

∂ξ0 = ∂xµ

∂τ
(2.40)

Dado que uµu
µ = −1 y uµ es ortogonal a la hipersuperficie dada por el tiempo propio

constante ξ0 = τ = constante, la cual es equivalente a Σt asintóticamente plano, entonces en
infinito,

uµ = nµ (2.41)

Por lo que al tomar la expresión (2.1),se logra describir el vector tangente ∂t a yi = constante

en términos de las funciones Lapse y Shift,

∂xµ

∂t
= Nnµ +N i∂x

µ

∂yi
= Nuµ +N i∂x

µ

∂yi
(2.42)

Si se toma N = 1 y N i = 0, se logra una equivalencia entre la 4-velocidad del observador en
reposo y el vector tangente a curvas constantes sobre el infinito asintótico de las hipersuperfi-
cies de Cauchy, lo que valida el hecho de tener un observador estático para esta región en
cuestión.

Finalmente, conocidas las restricciones para la frontera de Σt y los valores necesarios que
deben tomar las funciones Lapse y Shift para garantizar un observador estático en esta región,
se puede garantizar una expresión para la energía del espaciotiempo, al adicionar la constate
multiplicativa (16π)−1 en (2.37):

MADM = lim
St→∞

1
8π

∮
St

(κ− κ0)
√
σd2x (2.43)
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2.6.1 Masa del agujero negro de Schwarzschild

Considerando el espaciotiempo de Schwarzschild, en las coordenadas estándar(t, r, θ, ϕ) se
tiene el siguiente elemento de línea,

ds2 = gµνdx
µdxν = −

(
1− 2m

r

)
dt2 +

(
1− 2m

r

)−1
dr2 + r2

(
dθ2 + sen2θdϕ2

)
(2.44)

luego, la métrica inducida γ sobre cada Σt al usar la coordenadas (r, θ, ϕ) en ésta viene dada
por

γij = diag

[(
1− 2m

r

)−1
, r2, r2sen2θ,

]
(2.45)

Cuya métrica plana de fondo f se puede ver en coordenadas esféricas (r, θϕ) como:

fij = diag
(
1, r2, r2sen2θ

)
(2.46)

Ahora, el escalar de curvatura extrínseca κ en el borde St viene dado por κ = −∇ini,19

κ = ∂in
i + Γikink (2.47)

Recordando que las componentes contravariantes del vector normal a St vienen dadas por

ni =
(√

r − 2m
r

, 0, 0
)i

(2.48)

y que los símbolos de Christoffel para γ son:

Γrrr = − m

r(r − 2m)
Γrϕϕ = −(r − 2m)sen2θ

Γrθθ = −(r − 2m)

Γϕrϕ = 1
r

Γθrθ = 1
r

Γϕθϕ = cotθ

(2.49)

Se obtiene la expresión explícita para la curvatura extrínseca

κ = −
[
∂i

(√
r − 2m
r

)
+
√
r − 2m
r

(
Γrrr + Γθrθ + Γϕrϕ

)]

= −

 m

r2
√

r−2m
r

+
√
r − 2m
r

(
− m

r(r − 2m) + 2
r

)
= −2

r

√
r − 2m
r

(2.50)

19En esta parte nombramos ri = ni, para evitar confusiones con la naturaleza de r⃗, el cual es normal a St.
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De manera similar se puede obtener la curvatura escalar κ0 para St como una incrustación en
un espaciotiempo plano (m = 0), al utilizar los símbolos de Christoffel para la métrica fij ,

Γθθr = 1
r

Γrϕϕ = −rsen2θ

Γrθθ = −r

Γϕrϕ = 1
r

Γθϕϕ = −senθcosθ

Γϕθϕ = cotθ

(2.51)

κ0 = −
(
Γθθr + Γϕrϕ

)
= −2

r
(2.52)

Finalmente, si se describe St como una 2-esfera con radio r, entonces el determinante de la
métrica σ inducida en éste tendrá la forma σ = r2senθ.Tomando esta última consideración
junto a los valores de las curvatura escalares en (2.43), se obtiene la masa m para el agujero
negro Schwarschild para un espacio asintóticamente plano:

MADM = 1
8π lim

St→∞

∮
St

(κ− κ0)
√
σd2x

= − 1
4π lim

r→∞

∫ π

0
dθ

∫ 2π

0
dϕ

1
r

(√
r − 2m
r

− 1
)
r2senθ

= − lim
r→∞

r

(√
r − 2m
r

− 1
)

= m (2.53)
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3Método ADT

„A partir de ahora el espacio por sí mismo y el tiempo
por sí mismo están condenados a desvanecerse en
meras sombras, y solamente una especie de unión de
los dos conservará la independencia.

— Hermann Minkowski

A principios del siglo XX, la matemática Emmy Noether postuló que todo sistema de leyes
físicas que contenga algún tipo de simetría continua tendrá asociado una ley de conservación
para una cantidad física particular. Después de la construcción de la Relatividad General
en 1915, y con la lupa del desarrollo hecho por Noether en 1918, multitud de físicos se
preguntaron sobre cómo las simetrías de ciertos espaciotiempos podrían hablar sobre las
cantidades conservadas en estos, algo que se denominó cargas conservadas. En estos términos,
las direcciones dadas por los campos Killing alimentaban justamente el hambre por encontrar,
en el caso de una teoría completamente geométrica(como es el caso de la relatividad general),
cantidades conservadas, pues como base se tenía que el tensor métrico era invariante al
movilizarlo por alguna de estas direcciones. Por lo que estudiar a partir de las simetrías
geométricas las simetrías asociadas con el tensor de energía-momento fue un claro camino
para conseguir información de cantidades conservadas del espaciotiempo en presencia o no
de materia.

El método de Abbott-Deser-Tekin (ADT), el cual se encuentra descrito en un conjunto de
artículos[AD82],[DT03],[DT02], tiene su fundación en el año 1982, y se basa fuertemente
en el uso de las simetrías de un espaciotiempo de fondo medidas por sus killings asociados,
asegurando que al perturbar esta solución de vacío para construir una solución nueva (no
necesariamente solución de vacío), se puede, en el borde espacial, restringir a nulidad lo
perturbado, de tal manera que se puedan calcular cantidades conservadas de la solución
perturbada, mediante las simetrías de borde del espaciotiempo de fondo.
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3.1 Cantidades conservadas

Dado un espaciotiempo cuatridimnesional con constante cosmológica Λ, las ecuaciones de
movimiento que describen este espacio al considerar la ausencia de materia serán:

Rµν − 1
2Rg

µν + Λgµν = 0 (3.1)

La presencia de un término Λ acompañando al tensor de Einstein induce un grado extra
de libertad para describir la topología del espaciotiempo en cuestión. Particularmente, las
soluciones máximamente simétricas con Λ ̸= 0 caracterizan una 4-variedadM con curvatura
constante positiva Λ > 0 en todos sus puntos o constante negativa Λ < 0 en los mismos. A las
soluciones de vacío que acompañan a cada elección de Λ se les conoce como de Sitter (dS) y
Anti de Sitter (AdS), respectivamente, dado el signo para la constante cosmológica.1

En este formalismo se aprovechan fuertemente las simetrías subyacentes para las soluciones
de vacío (A)dS,2 para estudiar otras soluciones a (3.1), como es el caso de los agujeros negros
dS-Schwarzschild. El enfoque que se tomará es un caso simplificado para el método ADT;
su fuerza se extiende más allá de lo aquí tratado; para ver la forma general de este veáse
[DT02][DT03]. Bajo estas circunstancias, se comienza pensando la métrica gµν solución para
(3.1), como la adición de dos 2-tensores simétricos ḡµν y hµν

gµν = ḡµν + hµν (3.2)

El primero de ellos representa la solución de vacío maximalmente simétrica (A)dS, mientras
que el segundo será una perturbación(no necesariamente pequeña) a esta métrica de fondo,
el cual decae en infinito.

Fig. 3.1.: Representación de la ecuación (3.2), en donde gµν representará la métrica de un agujero
negro, ḡµν será la métrica de fondo solución a las ecuaciones de campo sin presencia de
materia, y hµν será la perturbación que decae rápidamente en el infinito espacial. En la
figura se han considerado superficies con tiempo constante

1Estas soluciones describen un universo en expansión (caso dS) o contracción (caso AdS) con aceleración
constante.

2De ahora en adelante, para hablar de las soluciones AdS y dS de manera conjunta, se utilizará (A)dS.
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Basándose en esta división , es posible expandir la parte izquierda de (3.1) de tal manera que
se obtienen las ecuaciones de movimiento repartidas en distintos términos, clasificados según
el orden para la perturbación hµν que contengan (ver [A.1] para un desarrollo completo), es
decir,

G(0)
µν + GLµν +B(2)

µν + C(3)
µν +D(4)

µν + E(5)
µν + F (6)

µν = 0 (3.3)

En particular, nótese que G(0)
µν = 0 pues representa las ecuaciones en (3.1). Por otro lado,

GLµν representa las ecuaciones de movimiento linearizadas en hµν , las cuales pueden ser
despejadas de tal manera que los términos cuadráticos y de mayor orden para hµν se puedan
agrupar en un lado de la equivalencia para definir la densidad tensorial de energia-momento
Tµν del campo gravitacional

LRµν − 1
2 ḡ

µνRL − Λhµν = (−ḡ)−1/2 Tµν (3.4)

Aquí las cantidades geométricas en términos lineales de la perturbación se tienen como:

LΓαµν = 1
2
(
∇̄µhαν + ∇̄νhαµ − ∇̄αhµν

)
RLµν = 1

2
[
−□̄hµν − ∇̄µ∇̄νh+ ∇̄α∇̄µhαν + ∇̄β∇̄νhµβ

]
RL = −□̄h+ ∇̄α∇̄ρhαρ − Λh


(3.5)

Para mayor detalle de cómo se obtienen estas expresiones linearizadas consúltese el apéndice
(A.1.1). Una característica notoria para las ecuaciones en (3.4) es que estas al obedecer las
identidades de Bianchi permiten concluir que (ver A.1.2):

∇̄µLGµν = ∇̄µ
(
LRµν −

1
2δ

µ
νR

L − Λhµν
)

= 0 (3.6)

Lo que conlleva que ∇̄µ
[
(−ḡ)−1/2 Tµν

]
= 0, al ver el lado derecho de (3.4). Dado que

la nulidad de divergencia covariante no garantiza una cantidad conservada,- pues su con-
servación depende fuertemente de los espacios vectoriales TpM a cada punto (p) de la
4-variedad M espaciotemporal de fondo-3se puede construir una nueva cantidad tenso-
rial Wµ ≡ (−ḡ)−1/2 Tµν ξ̄ν , tal que al usar las ecuaciones de Killing ∇̄µξ̄ν + ∇̄ν ξ̄µ = 0 y
las simetrías del tensor energía-momento Tµν = T νµ, se concluya que dicha cantidad se
manifieste globalmente conservada. Para conseguir esto, se procede como sigue:4

3Nótese que ∇̄µT
µν = ∂µT

µν + Tαν Γ̄µ
αµ + TµαΓ̄ν

αµ por lo que ∇̄µT
µν = 0 no garantiza necesariamente la

nulidad para ∂µT
µν = 0.

4Para efectos de cálculo, se considerará en lo siguiente la densidad tensorial T̃µν = (−ḡ)−1/2 Tµν .
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Primero, se prueba que Wµ es covariantemente conservado:

∇̄µ
(
T̃µν ξ̄ν

)
= ∇̄µT̃µν ξ̄ν + T̃µν∇̄µξ̄ν

= ∇̄µT̃µν ξ̄ν + 1
2
(
T̃µν∇̄µξ̄ν + T̃ νµ∇̄ν ξ̄µ

)
= ∇̄µT̃µν ξ̄ν + 1

2 T̃
µν
(
∇̄µξ̄ν + ∇̄ν ξ̄µ

)
= 0 (3.7)

Por otro lado, desarrollando la derivada covariante del tensor Wµ,

∇̄µ
(
T̃µν ξ̄ν

)
= ∂µ

(
T̃µν ξ̄ν

)
+ Γ̄µµσT̃ σν ξ̄ν = 0

se utiliza la identidad Γ̄µµσ = 1√
−ḡ∂σ (

√
−ḡ) -ver (B.1)-, y se consigue finalmente que Wµ es

conservado:

∇̄µ
(
T̃µν ξ̄ν

)
= ∂µ

(
T̃µν ξ̄ν

)
+ 1√
−g

∂σ
(√
−g
)
T̃ σν ξ̄ν

= 1√
−g

[√
−g∂µ

(
T̃µν ξ̄ν

)
+ ∂µ

(√
−g
) (
T̃µν ξ̄ν

)]
= 1√
−g

∂µ
(√
−gT̃µν ξ̄ν

)
= 0

⇒ ∇̄µ
(
Tµν ξ̄ν

)
= ∂µ

(
Tµν ξ̄ν

)
= 0 (3.8)

De esta manera, si se asume que la perturbación hµν se anula en el infinito espacial y
adicionalmente se tiene en cuenta que sólo cantidades integrales que contienen divergencias
de tensores contravariantes permiten definir cantidades invariantes, es posible construir una
cantidad conservada (dependiente del tiempo) asociada al vector Killing ξ̄ν , mediante el uso
de (3.8), como:

E(ξ̄) = 1
8πG

∫
d3xT 0ν ξ̄ν (3.9)

Esta cantidad es denominada Energía Killing cuando ξ̄ es vector tipo tiempo.

3.1.1 E(ξ) como una integral de flujo para un superpotencial

Para reescribir la energía Killing en términos de una integral de flujo es necesario escribir Tµν

en términos de un superpotencial Kµανβ, siguiendo [TWM00, cap. 20] . Para ello se utiliza
(3.4)-el desarrollo completo se puede encontrar en (A.2)- y se sustituyen todas sus cantidades
linearizadas (3.5), consiguiendo:

(−ḡ)−1/2Tµν = ∇̄α∇̄βKµανβ +Xµν (3.10)

Con
•Kµανβ = 1

2
[
ḡµβHνα + ḡναHµβ − ḡµνHαβ − ḡαβHµν

]
(3.11)
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•Xµν = 1
2
[
∇̄α, ∇̄ν

]
Hµα − ΛHµν (3.12)

Donde Hµν = hµν − 1
2 ḡ
µνh, el cual es un 2-tensor simétrico, consecuencia de que ḡµν y hµν lo

son.

Aquí el tensor K tiene las simetrías del tensor de Riemann, lo cual se puede verificar fácilmente
usando (3.11):

Kµανβ = 1
2
[
ḡµβHνα+ḡναHµβ − ḡµνHαβ−ḡαβHµν

]
Kαµνβ = 1

2
[
ḡαβHνµ + ḡνµHαβ−ḡανHµβ−ḡµβHαν

]
 Kµανβ +Kαµνβ = 0

Kµανβ = 1
2
[
ḡµβHνα+ḡναHµβ − ḡµνHαβ−ḡαβHµν

]
Kµαβν = 1

2
[
ḡµνHβα+ḡβαHµν−ḡµβHαν−ḡανHµβ

]
 Kµανβ +Kµαβν = 0

Kµανβ = 1
2
[
ḡµβHνα+ḡναHµβ − ḡµνHαβ−ḡαβHµν

]
Kνβµα = 1

2
[
ḡναHµβ+ḡµβHνα − ḡνµHβα−ḡβαHνµ

]
 Kµανβ −Kνβµα = 0

(3.13)

Mientras Xµν se puede reescribir al reemplazar el conmutador por su desarrollo en tensores
de Riemann, [

∇̄α, ∇̄ν
]
Hµα = R̄ νµ

α ρH
ρα + R̄ να

α ρH
µρ

= R̄ν µ
αρ H

ρα + R̄νρH
µρ

= R̄µ ν
ρα Hρα + R̄νρH

µρ

= R̄µ ν
ρα Hρα + ΛδνρHµρ

= R̄µ ν
ρα Hρα + ΛHµν

sustituyendo en (3.12), se tiene:

Xµν = 1
2R̄

µ ν
ρα Hρα + 1

2ΛHµν − ΛHµν

= 1
2
[
R̄µ ν

ρα Hρα − ΛHµν
]

(3.14)

Con esta reexpresión, se pueden verificar fácilmente las simetrías de Xµν

Xνµ = 1
2
[
R̄ν µ

ρα Hρα − ΛHνµ
]

= 1
2
[
R̄νabµHab − ΛHµν

]
= 1

2
[
R̄bµνaHab − ΛHµν

]
= 1

2
[
R̄µbaνHba − ΛHµν

]
= 1

2
[
R̄µρανHρα − ΛHµν

]
= Xµν

3.1 Cantidades conservadas 31



Modificando (3.14), es posible reescribir Xµν en términos del superpotencial Kµανβ, de la
siguiente forma:

2Xµν = R̄µ ν
αβ Hαβ − ΛδµρHνρ = 1

2
[
2R̄µ ν

αβ Hαβ − 2R̄µρHνρ
]

= 1
2
[
R̄µ ν

αβ Hαβ + R̄µ ν
αρ H

αρ − R̄µ•ρ•H
νρ − R̄µ•β•H

νβ
]

= 1
2
[
R̄µ ν

αβ Hαβ + R̄µ••ρH
νρ − R̄µ ν

α ρH
αρ − R̄µ•β•H

νβ
]

= 1
2R̄

µ
αβρ

[
ḡνρHβα + ḡβαHνρ − ḡνβHαρ − ḡαρHνβ

]

⇒ Xµν = 1
2R̄

µ
αβρK

ναβρ (3.15)

Con esto último es posible obtener una reescritura para Tµν en (3.10) sólo en términos del
superpotencial, lo que hace evidentes las simetrías para el tensor de energía-momento al ver
cada término a la derecha de la equivalencia, y que se sustenta en las simetrías mostradas en
(3.11)

(−ḡ)−1/2Tµν = ∇̄α∇̄βKµανβ + 1
2R̄

µ
αβρK

ναβρ (3.16)

Por otro lado, dando continuidad al desarrollo hecho para conseguir la cantidad conservada
E(ξ) en (3.9), se puede ver explícitamente su argumento al contraer la expresión (3.11) con
un vector Killing covariante

(−ḡ)−1/2Tµν ξ̄ν = ∇̄α∇̄β
(
Kµανβ

)
ξ̄ν +Xµν ξ̄ν (3.17)

Dado que,

•∇̄α
[
∇̄β

(
Kµανβ

)
ξ̄ν
]

=
[
∇̄α∇̄β

(
Kµανβ

)]
ξ̄ν + ∇̄β

(
Kµανβ

)
∇̄αξ̄ν

⇒
[
∇̄α∇̄β

(
Kµανβ

)]
ξ̄ν = ∇̄α

[
∇̄β(Kµανβ)ξ̄v

]
− ∇̄β

(
Kµανβ

)
∇̄αξ̄ν (∗)

•∇̄β
[
Kµανβ∇̄αξ̄ν

]
= ∇̄β(Kµανβ)∇̄αξ̄ν +Kµανβ∇̄β∇̄αξ̄ν

⇒ ∇̄β
(
Kµανβ

)
∇̄αξ̄ν = ∇̄β

[
Kµανβ∇̄αξ̄ν

]
−Kµανβ∇̄β∇̄αξ̄ν (∗∗)

Sustituyendo primeramente (∗∗) en (∗), y finalmente remplazando esta última en (3.17), se
tiene [

∇̄α∇̄β(Kµανβ)
]
ξ̄ν = ∇̄α

[
∇̄β

(
Kµανβ

)
ξ̄ν
]
− ∇̄β

[
Kµανβ∇̄αξ̄j

]
+Kµανβ∇̄β∇̄αξ̄ν

= ∇̄α
[(
∇̄βKµανβ

)
ξ̄ν
]
− ∇̄α

[
Kµβνα∇̄β ξ̄ν

]
+Kµανβ∇̄β∇̄αξ̄ν

= ∇̄α
[(
∇̄βKµανβ

)
ξ̄ν −Kµβνα∇̄β ξ̄ν

]
+Kµανβ∇̄β∇̄αξ̄ν

⇒ (−ḡ)−1/2Tµν ξ̄ν = ∇̄α
[(
∇̄βKµανβ

)
ξ̄ν −Kµβνα∇̄β ξ̄ν

]
+
[
Kµανβ∇̄β∇̄α +Xµν

]
ξ̄ν (3.18)
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Esta expresión puede reducirse más, al usar la identidad ∇β∇αξν = Rλβανξλ-ver (B.5)-, junto
con (3.14), de la siguiente manera,

Kµανβ∇̄β∇̄αξ̄ν +Xµν ξ̄ν =
[
R̄λβανK

µανβ +Xµλ
]
ξ̄λ (3.19)

•R̄λβανKµανβ +Xµλ

⇒ R̄λβαν

[1
2
(
ḡµβHνα + ḡναHµβ − ḡµνHαβ − ḡαβHµν

)]
+ 1

2
[
R̄µαβλH

αβ − ΛHµλ
]

= 1
2
[
R̄λµανH

να + R̄λβαν ḡ
ναHµβ−R̄λ µ

βα Hαβ − R̄λβαν ḡαβHµν+R̄µ λ
αβ Hαβ − ΛHµλ

]
Dadas las simetrías para los índices del tensor de Riemann, y dada su contracción con el tensor
simétrico Hµν , se anularán productos de tensores simétricos cuyos índices están contraídos
con dos índices antisimétricos del tensor R. Es el caso del primer y del segundo término,
reduciéndose como sigue:

= 1
2
[
−R̄λβαν ḡαβHµν − ΛHµλ

]
= 1

2
[
R̄λβναḡ

αβHµν − ΛHµλ
]

= 1
2
[
R̄λνH

µν − ΛHµλ
]

= 1
2
[
ΛδλνHµν − ΛHµλ

]
= 0 (3.20)

Esto concluye que (3.19) es nulo,

por lo que (3.18) se reduce a la divergencia covariante de un tensor Fµα antisimétrico.

(−ḡ)−1/2Tµν ξ̄ν = ∇̄α
[(
∇̄βKµανβ

)
ξ̄ν −Kµβνα∇̄β ξ̄ν

]
= ∇̄α(Fµα) (3.21)

En virtud de su antisimetria (A.2.1), al expandir la derivada covariante se anula el término
Γ̄αδαFµδ y se puede proceder de la misma manera que en (3.8) para obtener una derivada
ordinaria sobre este tensor:

∇̄α(Fµα) = 1√
−g

∂α(
√
−gFµα) = (−ḡ)−1/2Tµν ξ̄ν

⇒ ∂α(
√
−gFµα) = Tµν ξ̄ν (3.22)

Aplicando el teorema de Stokes generalizado y tomando en cuenta (B.8), se sustituye (3.22)
en (3.9), para obtener,

E(ξ̄) = 1
8πG

∫
d3xT 0ν ξ̄ν = 1

8πG

∮
dSi
√
−ḡ

[
∇̄βK0iνβ −K0jνi∇̄j

]
ξ̄ν (3.23)
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3.2 Masa del agujero negro dS-Schwarzschild

Se define el espaciotiempo n-dimensional de Sitter (dSn) como una subvariedad Lorentziana
embebida en un espacio plano Ln+1 cuya signatura (-,+,+,+,...) induce una categorización
para los vectores que pertenecen a él, basado en el cálculo de su norma con un producto
escalar ⟨⟨, ⟩⟩ distinto al euclidiano ⟨, ⟩ 5[ver One83, cap. 3]. En particular, dada la constante
cosmológica Λ, dSn formalmente se describe como:

dSn =
{
x ∈ Ln+1/⟨⟨x, x⟩⟩ = 3

Λ

}
(3.24)

Tomando n = 4, se tiene L5 y dS4. Este último representará una 4-variedad cuya forma
algebraica se ve como sigue,

− z2
0 + z2

1 + z2
2 + z2

3 + z2
4 = 3

Λ ,Λ > 0 (3.25)

Donde 3/Λ = ℓ2 representa el radio de dS4. En la figura 3.2(i), representará el radio de S1

formada al cortar dS2 con el plano z0 = 0.6

Fig. 3.2.: Espaciotiempo dS4, visto como un hiperboloide de una rama, embebido en un espaciotiempo
plano dS2. En esta figura se han dejado 2 dimensiones constantes para poder visualizar la
forma geométrica para de Sitter. (i)Representa dS4 descrito por las coordenadas globales
(t, χ, θ, ϕ), las cuales, como su nombre lo indica, cubren todo el hiperboloide, y generan
3-superficies de curvatura constante positiva (+1) para t =constante. (ii)Representa dS4

descrito por las coordenadas "Flat slicing" (t̂, x̂, ŷ, ẑ), las cuales cubren sólo la mitad del
hiperboloide, y generan 3-superficies planas para t̂ =constante. Extraído de [HE23, cap. 5]

Esta subvariedad es maximalmente simétrica, lo que significa que contiene el número máximo
de vectores Killing dada su dimensión [Bla11, cap. 14], algo que, como ya se mencionó,

5⟨⟨u, v⟩⟩ = −u0v0 +
∑

i
uivi = −u0v0 + ⟨u, v⟩

6Los valores de z0 =const, serán t =const
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es bastante útil para encontrar cantidades que permanecen invariantes en estas direcciones
Killing y que en virtud del teorema de Noether representarán una cantidad física conservada.

Si se considera dS4 descrito por la métrica Flat Slicing [ver Rip13], su forma matricial será

ḡµν =
(
−1 0
0 f(t)δij

)
(3.26)

mientras que su elemento de línea asociado viene dado como:

ds2 = −dt2 + f2(t)
[
dx2 + dy2 + dz2

]
(3.27)

Donde f(t) = exp

(√
Λ
3

)
t. Como se ve en la figura 3.2(ii), las coordenadas (t, x⃗) cubren la

mitad del hiperboloide, además, al analizar las dilataciones temporales en (3.27) se puede
notar que estas necesariamente van ligadas a dilataciones espaciales con un factor de f2(t),
por lo que el vector Killing asociado a estas simetrías viene dado como -ver (■) en (A.3)-

ξ̄µ =
(
− 1,

√
Λ
3 x

i
)

(3.28)

cuya norma viene dada por ξ2 = −1 + Λ
3 f

2|x⃗|2, por lo que si se desea garantizar que (3.28)
sea un vector temporal, se debe cumplir que Λ

3 f
2|x⃗|2 < 1. De tal manera, configurando ξ̄µ

como un vector tipo tiempo, es posible conseguir la energía Killing E(ξ̄) asociada a estos
campos temporales de forma explícita en términos de la perturbación hµν .

Tomando (3.26) junto con los vectores Killing temporales, se sustituye en (3.23) y se consigue-
para ver los cáculos completos ver (A.4),

E(ξ̄) = f3

8πG

∮
dSi

{
1
2

∂jhij − δijδkl∂jhkl + 2

√
Λ
3 h

0i


+ 1

2f
2

√
Λ
3 δjkx

k
[
f−2δijδml∂0

(
f2hml

)
+ f−2

(
δij∂lh

0l − δil∂lh0j
)
− ∂0h

ij
]

+ Λ
3
(
h00xi − f2hijδjkx

k
)}

(3.29)

Adicionalmente, se debe obtener la forma explícita para la perturbación hµν. Para ello, se
toma la métrica gµν del agujero dS-Schwarzschild presentada en ([KN81a]) y ([KN81b]),

gµν =

− (1−ψ
1+ψ

)2
0

0 f2(t) (1 + ψ)4 δij

 (3.30)
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cuyo elemento de línea viene definido como:

ds2 = −
(1− ψ

1 + ψ

)2
dt2 + f2(t) (1 + ψ)4 δijdx

idxj (3.31)

Donde ψ = r0/fr con r0 el radio del horizonte de eventos del agujero negro dS-Schwarzschild
y r ≡

√
δijxixj . Por lo que al usar (3.2) se obtiene la forma explícita para la perturbación

hµν:

hµν = gµν − ḡµν =

1−
(

1−ψ
1+ψ

)2
0

0 δijf
2(t)

[
(1 + ψ)4 − 1

]
 (3.32)

Considerando el radio del agujero negro de Schwarzschild7 Rs = f−1r0 de tal manera que
este sea mucho más pequeño que el horizonte de dS4 en la carta de coordenadas estática
f−1

√
3
Λ [ver Rip13, cap. 2], se tiene que:

Rs <<< f−1
√

3
Λ ⇒ r0 <<<

√
3
Λ (3.33)

Así que la integral de superficie (3.29) puede computarse muy lejos del horizonte de eventos
del agujero negro, pero aún estando dentro del horizonte de dS4.8 Por otro lado, en virtud de
la restricción r →∞⇒ hµν → 0, es posible expandir la perturbación hµν centrada en ψ = 09

y descartar los términos O
[
(r0/r)2

]
. Para ellos, se definen las siguientes funciones:

•H(ψ) =
(1− ψ

1 + ψ

)2
(∗)

•K(ψ) = (1 + ψ)4 (∗∗)

Expandiendo (∗) en serie de Taylor sobre ψ = 0,

→ H(ψ) = H(ψ)|ψ=0 +
[
d

dψ
H(ψ)

]
ψ=0

ψ + 1
2!

[
d2

dψ2H(ψ)
]
ψ=0

ψ2 + · · ·

a primer orden,

→ H(ψ) ≃ H(0) +
[
d

dψ

(1− ψ
1 + ψ

)2]
ψ=0

ψ

→ H(ψ) ≃ 1 + 2
(1− ψ

1 + ψ

)
ψ=0

d

dψ

(1− ψ
1 + ψ

)∣∣∣∣∣
ψ=0

ψ

→ H(ψ) ≃ 1 + 2
( −2

(ψ + 1)2

)
ψ=0

ψ = 1− 4ψ

7Este radio subtiende un horizonte de eventos estático a diferencia de r0 que crece en un factor de f(t), basta
recalcar que esto sólo es un cambio de carta coordenada.

8r0 <<< r <
√

3
Λ

9Nótese que esto se realiza para mantener la consistencia de h nula en el infinito, pues en esos regímenes ψ → 0
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sustituyendo en h00 = g00 − ḡ00,

h00 = g00 − ḡ00 = 1− (1− 4ψ) = 4ψ, como ψ = r0
fr

y dado que,
h00 = ḡ0αḡ0βhαβ ⇒ h00 = h00 , pues ḡ0ν = ḡ00 = −1

⇒ h00 = 4f−1
(
r0
r

)
. (3.34)

De la misma manera, se expande (∗∗) en serie de Taylor en torno a ψ = 0,

→ K(ψ) = K(ψ)|ψ=0 +
[
d

dψ
K(ψ)

]
ψ=0

ψ + 1
2!

[
d2

dψ2K(ψ)
]
ψ=0

ψ2 + · · ·

a primer orden,

→ K(ψ) ≃ K(ψ)|ψ=0 +
[
d

dψ
(1 + ψ)4

]
ψ=0

ψ

→ K(ψ) ≃ K(0) + 4(1 + ψ)3
ψ=0

[
d

dψ
(1 + ψ)

]
ψ=0

ψ

→ K(ψ) ≃ 1 + 4ψ

dado que hkl = δklf
2(t)

[
(1 + ψ)4 − 1

]
y ḡab = f−2δab, entonces,

hij = ḡikḡjlhkl

= ḡikḡjlδklf
2(t)

[
(1 + ψ)4 − 1

]
= f−4δikδjlδklf

2
[
(1 + ψ)4 − 1

]
⇒ hij = f−2δij

[
(1 + ψ)4 − 1

]
se sustituye el valor de la aproximación para K(ψ) en hij , para conseguir:

hij = f−2δij [1 + 4ψ − 1] = 4f−2δijψ

= 4f−2δijf−1
(
r0
r

)
⇒ hij = 4f−3δij

(
r0
r

)
. (3.35)

Finalmente, teniendo en cuenta que hµν es diagonal, y por lo tanto sus términos hi0 = h0i = 0,
además, reescribiendo hij = 4f−3δij

( r0
r

)
= Aδij y h00 = 4f−1 ( r0

r

)
= B, se puede dar uso

a la ecuación (3.29), sustituyendo las reescrituras para las componentes diagonales de la
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perturbación y anulando en esta expresión aquellos que estén fuera de la diagonal, de tal
manera que la expresión para la energía se reduce a (para los cálculos completos ver (A.5)):

E(ξ̄) = f3

8πG

∮
dSi

−∂jAδij + xi

√Λ
3 f

2∂0A+ Λ
3
(
2f2A+B

) (3.36)

Analizando los términos, en la anterior expresión, que están multiplicados por xi,√
Λ
3 f

2∂0A+ Λ
3
(
2f2A+B

)
⇒

dado que,

2f2A = 2f2
[
4f−3

(
r0
r

)]
= 8f−1

(
r0
r

)
• Λ

3
(
2f2A+B

)
= Λ

3

[
8f−1

(
r0
r

)
+ 4f−1

(
r0
r

)]
= Λ

3

[
12f−1

(
r0
r

)]
por otro lado,

∂0A = 4
(
r0
r

)
∂0f

−3 = 4r0
r

(
−3f−4

)
∂0f = 4r0

r

(
−3f−4

)√Λ
3 f

→ ∂0A = 4

√
Λ
3

(
r0
r

)(
−3f−4

)
f = −12

√
Λ
3

(
r0
r

)
f−3

•

√
Λ
3 f

2∂0A =

√
Λ
3 f

2

−12

√
Λ
3

(
r0
r

)
f−3

 = −12
(Λ

3

)(
r0
r

)
f−1.

Sustituyendo, se puede ver que este conjunto de términos se anula,√
Λ
3 f

2∂0A+ Λ
3
(
2f2A+B

)
= −12

(Λ
3

)(
r0
r

)
f−1 + Λ

3

[
12f−1

(
r0
r

)]
= 0. (3.37)

Por último, E(ξ̄) se reduce como:

E(ξ̄) = − f3

8πG

∮
dSi (∂jA) δij (3.38)

Usando la métrica (3.27) en coordenadas esféricas, se procede a calcular la integral de flujo
sobre una superficie esférica de radio r, para ello, nótese que:

∂jA = 4f−3r0∂j

(1
r

)

Con ∂j
(
r−1) = −r−2 ∂γ

∂xj = −r−2∂jr, se puede verificar que:

r2 = xaxa = δijx
ixj ⇒ ∂k

(
r2
)

= ∂k
(
δijx

ixj
)

→ 2r∂kr = δij
[(
∂kx

i
)
xj + xi

(
∂kx

j
)]

→ 2r∂kr = δij
[
δikx

j + δjkx
i
]

= δkjx
j + δkix

i

→ 2r∂kr = δkax
a + δkax

a = 2δkaxa

38 Chapter 3 Método ADT



⇒ ∂jr = 1
r
δjax

a

Resultando que ∂jA queda como,

∂jA = −4f−3
(
r0
r3

)
δjax

a (3.39)

entonces al sustituir esto en (3.38), se halla el valor de la energía Killing, es decir, la masa del
agujero negro dS-Schwarzschild,

E(ξ̄) = − f3

8πG
∮
dSi (∂jA) δij ⇒

∮
dSi (∂jA) δij = −4f−3r0

∮
|dS|

( 1
r3

)
δjaδ

ijxani

− 4f−3r0

∮
|dS|

( 1
r3

)
r = −4f−3r0

∮
|dS| 1

r2

= −4r0f
−3
∫ 2π

0

∫ π

0

(
r2 senϕ

) 1
r2dϕdθ = −16r0πf

−3

⇒ E(ξ̄) = − f3

8πG

∮
dSi (∂jA) δij = − f3

8πG
[
−16r0πf

−3
]

= 2r0
G

= M (3.40)

pues r0 = GM
2 .
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4Método Cuasilocal

„Hay más cosas en el cielo y la tierra, Horacio, de las
que puedes soñar en tu filosofía

— William Shakespeare
Hamlet

En la física, se utiliza una cantidad matemática llamada acción para describir la dinámica
de un sistema. La extremización de la acción permite obtener las ecuaciones de movimiento
que rigen el comportamiento de este en la realidad, a través del principio de mínima acción.
Es importante destacar que cuando un sistema satisface las ecuaciones de movimiento
derivadas de la extremización de la acción, se dice que está "on-shell". En cambio, si se
eliminan las restricciones impuestas por estas ecuaciones, se dice que está "off-shell". La
acción contiene un término llamado lagrangiano L, que depende de las variables dinámicas y
codifica su información física. Al considerar transformaciones continuas que dejan invariante
el lagrangiano de un sistema, se obtiene un conjunto de simetrías para él, y una corriente
conservada asociada a ellas, conocida como "corriente de Noether". A partir de esta corriente,
se pueden construir cargas conservadas, las cuales son responsables de mantener las simetrías
en el espacio de estados de la teoría correspondiente.

En 2013, Kim, Kulkarni, y Yi perfeccionaron los resultados de Barnich y sus colaboradores[Bar03;
BC05] en el cálculo de cargas conservadas para espaciotiempos más generales. Basados en el
desarrollo previo y las ideas propuestas por el método ADT, Kim y sus colegas desarrollaron
un método que elimina la limitación de tener una métrica de fondo (una solución de vacío).
Este método se basa en relacionar potenciales conservados de manera off-shell e integrarlos de
forma cuasilocal, es decir, sobre un dominio espaciotemporal extenso pero finito, apoyándose
en los factores libres de la métrica solución para considerar una integral sobre un camino de
parámetros. Hasta ahora, la integración de los potenciales conservados se realizaba necesari-
amente sobre todo el espaciotiempo, pero el método cuasilocal permite una integración más
restringida.
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4.1 Corriente y potencial de Noether off-shell

Considerando la acción I para una teoría general de gravedad covariante en D dimensiones,

I[gµν ] = 1
16πG

∫
dDx
√
−gL[gµν , R,Rµν ,∇R,∇Rµν ]. (4.1)

Es bien conocido que la forma general para la variación de la acción δI con respecto a la
métrica gµν , viene dada por(siguiendo a [KKY13]):

δI = 1
16πG

∫
dDx

[√
−g Eµνδgµν + ∂µΠµ(g; δg)

]
. (4.2)

Donde Eµν = 0 representa las ecuaciones de movimiento para la métrica, y ∂µΠµ representará
los términos de borde.

Con la intención de ver cómo cambia la acción I al tomar un difeomorfismo infinitesimal
θ, es menester, en primera instancia, responder a esta pregunta para la métrica gµν y para
la densidad Lagrangiana

√
−gL. En el caso de la métrica, al considerar un difeomorfismo

infinitesimal xa → xa + θa(x) su elemento de línea queda como:

gab(x)dxadxb → gab(x+ θ)(dxa + dθa)(dxb + dθb) ≡ gab(x)dxadxb

Con gab(x) la métrica transformada bajo θ. Si se expande gab(x+ θ) hasta primer orden, lo
que se tiene es:

gab(x+ θ) ≈ gab(x) + θc∂cgab(x).

Ahora, con esto, y teniendo el diferencial total dθa = (∂cθa)dxc, sustituimos en el elemento
de línea, despreciando los términos de segundo y mayor orden en θ:

gabdx
adxb ≡ [gab(x) + θc(∂cgab(x))][dxa + (∂cθa)dxc][dxb + (∂cθb)dxc].

⇒ [gab + θc∂cgab][dxadxb + (∂cθb)dxcdxa + (∂cθa)dxcdxb + (dxc)2(∂cθa)(∂cθb)]

= (gabdxadxb) + (gab(∂cθb)dxcdxa) + (gab(∂cθa)dxcdxb) + (θc∂cgabdxadxb)+

aaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaa(θc(∂cgab)(∂cθb)dxcdxa) + (θc(∂cgab)(∂cθa)dxcdxb)

= gabdx
adxb + gab(∂cθb)dxcdxa + gab(∂cθa)dxcdxb + θc(∂cgab)dxadxb

= gabdx
adxb + gab(∂bθc)dxbdxa + gab(∂aθc)dxadxb + θc(∂cgab)dxadxb

= [gab + gac(∂bθc) + gcb(∂aθc) + θc(∂cgab)]dxadxb ≡ gabdxadxb

=⇒ gab = gab + gac(∂bθc) + gcb(∂aθc) + θc(∂cgab).

así,
δθ(gab) ≡ gab − gab = gac(∂bθc) + gcb(∂aθc) + θc(∂cgab) (4.3)
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Ahora, por otro lado, dado θb = gbcθ
c y que ∇g = 0, tomemos ∇aθb +∇bθa, entonces,

∇a(gbcθc) +∇b(gabθc) = gbc∇aθc + gac∇bθc

además, recordando que,

∇aθc = ∂aθ
c + Γcaeθe, gcbΓcae = 1

2(∂agcb + ∂egab − ∂bgac),

se sustituye y se obtiene:

gbc[∂aθc + Γcaeθe] + gac[∂bθc + Γcbeθe] = gbc∂aθ
c + gbcΓcaeθe + gac∂bθ

c + gacΓcbeθe

= gbc∂aθ
c +

[1
2(∂ageb + ∂egab − ∂bgac)

]
θe + gac∂bθ

c

aaaaaaaaaaaaaaaaaaaa +
[1

2(∂bgea + ∂egba − ∂agbe)
]
θe

= gbc∂aθ
c + gac∂bθ

c +
[1

2θ
c(∂ageb + ∂egab − ∂bgae)

]
aaaaaaaaaaaaaaaaaa +

[1
2θ

c(∂bgea + ∂egba − ∂agbe)
]

= gcb∂aθ
c + ∂bθ

cgac + 1
2θ

c∂egab + 1
2θ

c∂egba

⇒ gcb∂aθ
c + gac∂bθ

c + θc∂egab

Así, al comparar con (4.3),

∇aθb +∇bθa = gcb∂aθ
c + gac∂bθ

c + θc∂egab ≡ δθ(gab).

y finalmente se concluye que la métrica transforma bajo difeomorfismos infinitesimales,
como1:

δθ(gab) = ∇aθb +∇bθa. (4.4)

Mientras tanto, para la densidad Lagrangiana
√
−gL, la variación xa → xa+θa(x) se ve como

sigue:
δθ(
√
−gL) = δθ(

√
−g)L+ (δθL)

√
−g. (4.5)

Si se expande L(x+ θ) hasta primer orden, lo que se tiene es:

L(x+ θ) ≈ L(x) + θc∂cL

De tal modo que δθL ≡ L(x + θ) − L(x) ≈ θc∂cL. Por otro lado, tomando en cuenta que
δθ(
√
−g) = −ggµνδθ(gµν)

2
√

−g , es posible sustituir estos resultados en (4.5) y obtener

δθ(
√
−gL) = −gg

µνδθ(gµν)
2
√
−g

L+ θc(∂cL)
√
−g.

1Si el difeomorfismo se da como Killings, es decir, θi = ξi, entonces ∇aθb + ∇bθa = ∇aξb + ∇bξa ≡ 0, lo cual
tiene sentido pues la métrica no varía por los campos Killing, es decir, δg = 0. Esto se puede ver desde la
derivada de Lie Lξg = 0.
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dado que gµνδθ(gµν) = 2∇µθµ = 2
[
∂µθ

µ + Γµµγθγ
]
, y que Γµµγ = 1√

−g
∂γ(
√
−g), la anterior

expresión se puede reducir a

⇒ δθ(
√
−gL) =

√
−g∇µθµL+ θµ(∂µL)

√
−g

=
√
−gL[∂µθµ + Γµµγθγ ] +

√
−g(∂µL)θµ

=
√
−gL

[
∂µθ

µ + 1√
−g

∂γ(
√
−g)θγ

]
+
√
−g(∂µL)θµ

=
√
−gL(∂µθµ) + ∂µ(

√
−g)θµL+

√
−g(∂µL)θµ

= ∂µ(
√
−gLθµ).

Concluyendo que la variación bajo difeomorfismos infinitesimales de la densidad Lagrangiana
es:

δθ(
√
−gL) = ∂µ(

√
−gLθµ) (4.6)

Ahora, en virtud de (4.4) y (4.6), es posible conocer cómo varía la acción gravitacional I bajo
difeomorfismos infinitesimales y con esto encontrar una cantidad conservada off-shell, es
decir, que es independiente de las ecuaciones de movimiento, conocida como: Corriente de
Noether off-shell.

Para ello, se toma (4.6) y se integra toda la equivalencia, de tal manera que

δθI =
∫
dDx δθ(

√
−gL) =

∫
dDx ∂µ(

√
−gLθµ)

Desarrollando el lado izquierdo de la equivalencia, y teniendo en cuenta que δθ(gαβ) =
−(∇αθβ +∇βθα), se consigue,

δθI =
∫
dDx ∂µ(

√
−gLθµ) =

∫
dDx

[√
−g Eµνδθ(gµν) + ∂µΠµ(g; θ)

]
=
∫
dDx

[
−
√
−g Eµν(∇µθν +∇νθµ) + ∂µΠµ(g; θ)

]
Dado que Eµν es simétrico, se tiene que Eµν(∇µθν +∇νθµ) = 2Eµν∇µθν , lo cual se sustituye
a continuación,

δθI =
∫
dDx ∂µ(

√
−gLθµ) =

∫
dDx

[
−2
√
−g Eµν∇µθν + ∂µΠµ(g; θ)

]
. (4.7)

Analizando el término Eµν∇µθν , con el fin de obtener una derivada parcial sobre toda esta
expresión, se procede como sigue:

Dado que ∇µEµν = 0
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Eµν∇µθν = ∇µ(Eµνθν) = ∇µ(Eµνθν) ≡ ∇µXµ

→ ∇µXµ = ∂µX
µ + ΓµµγXγ , con Γµµγ = (−g)−1/2∂γ(

√
−g)

→ ∇µXµ = ∂µX
µ + 1√

−g
∂µ(
√
−g)Xµ

→
√
−g∇µXµ =

√
−g ∂µXµ + ∂µ(

√
−g)Xµ

aquí, debe notarse que ∂µ(
√
−gXµ) = ∂µ(

√
−g)Xµ +

√
−g ∂µXµ, por lo que,

⇒
√
−g∇µXµ = Eµν∇µθν = ∂µ(

√
−gXµ)

sustituyendo este resultado en (4.7), se obtiene la corriente conservada de Noether off-shell,∫
dDx ∂µ(

√
−gLθµ) =

∫
dDx

[
∂µ(−2

√
−g Eµνθν) + ∂µΠµ(g; θ)

]
dejando todo a un lado de la equivalencia, y factorizando la derivada parcial,∫

dDx ∂µ
[√
−gθµL+ 2

√
−g Eµνθν −Πµ(g; θ)

]
=
∫
dDx ∂µJ

µ = 0 (∗)

⇒ Jµ = 2
√
−g Eµνθν +

√
−gθµL −Πµ(g; θ). (4.8)

Ahora, dado que esta corriente es idénticamente conservada, como se puede ver en (∗), es
posible escribirla como la derivada de un 2-tensor antisimétrico Kµν , el cual se define como
el potencial de Noether off-shell, de tal manera que,

Jµ ≡ ∂νKµν . (4.9)

Con la intención de poder comparar esta corriente de Noether off-shell proveniente de un
difeomorfismo infinitesimal con una corriente conservada linearizada para un campo killing,
es útil considerar la variación del potencial de Noether bajo una perturbación de la métrica
gµν , siguiendo la intuición expuesta en (3.2), es decir g → gµν + δgµν donde δgµν ≡ hµν , esto
manteniendo las direcciones Killings contravariantes fijas δξµ = 0. Así las cosas, el cambio en
la corriente de Noether bajo la perturbación hµν se puede escribir como la derivada parcial
del cambio de su potencial de Noether asociado bajo la misma pertubación, es decir,

∂ν (δKµν) = 2δ
(√
−g Eµνξν

)
+ ξµδ

(√
−gL

)
− δΠµ(g; ξ) (4.10)

4.2 Corriente y potencial ADT off-shell

Considerando el método ADT desarrollado en el anterior capitulo, se busca tomar su modo de
proceder, esto es: Tomar una métrica gµν , perturbarla hµν = δgµν , expandir las ecuaciones de
movimiento que la tienen como solución en órdenes de dicha perturbación, de tal manera que
se puedan construir cargas conservadas on-shell a partir de la contracción de un campo Killing
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con las ecuaciones linearizadas Jµ = δEµνξν , las cuales se pueden ver como la divergencia
covariante de un potencial ADT on-shell Jµ = ∇νQµν .2

Sin embargo, con la idea de expandir la noción de cargas conservadas a espaciotiempos que
no sean asintóticamente una solución de vacío, es necesario considerar el cálculo de esta
corriente y potencial ADT de manera off-shell, es decir, sin recurrir a que se satisfagan las
ecuaciones de movimiento. De tal forma, se comienza considerando una métrica genérica
gµν

3, cuya perturbación hµν , no necesariamente pequeña, decae rápidamente en el infinito
espacial. Siguiendo de cerca a (A.1), se expanden las ecuaciones de movimiento Eµν , las
cuales vendrán de la variación para la acción de Einstein-Hilbert con constante cosmológica4

y demás acciones que representarán correcciones covariantes al escalar de curvatura R, así, la
linearización δEµν no será más que la linearización de las ecuaciones de campo de Einstein con
constante cosmológica Λ5más la linearización para otras cantidades tensoriales provenientes
de variar las correciones de segundo y mayor orden:

δEµν = δGµν + δWµν (4.11)

El proceso para la obtención de la corriente ADT off-shell JµADT consiste en obtener la
contribución a esta por parte de los tensores Gµν yWµν , es decir,

JµADT = J µG + J µW (4.12)

de modo que JµADT se ve de la siguiente manera, aclarando que los cálculos completos se
encuentran en el apéndice (A.6):

JµADT = δEµνξν + Eµαhανξν −
1
2ξ

µEαβhαβ + 1
2hE

µ
ν ξ

ν (4.13)

La cual tiene asociada un potencial ADT off-shell QµνADT de tal manera que, al igual que en el
caso on-shell JµADT se pueda ver como la divergencia covariante de este JµADT = ∇νQµνADT .
Con QµνADT construido a partir de la adición de superpotenciales FµνG y FµνF asociados a los
tensores Gµν yWµν , como sigue:

∇νQµνADT = ∇νFµνG +∇νFµνW

= ∇ν
(
FµνG + FµνW

)
⇒ QµνADT = FµνG + FµνW (4.14)

El proceso para obtener estas cantidades, en particular, para el tensor ya bien conocido Gµν ,
se ve en (A.65) y (A.66). La forma funcional explícita para ∇νFµνW es idéntica a la forma de
la divergencia covariante del superpontencial de Einstein FµνG , con la salvedad de que ambas

2El potencial ADT aquí referido es el Fµα en (3.21) y está definido únicamente para las ecuaciones de movimiento
linearizadas.

3No necesariamente solución para unas ecuaciones de vacío
4Gµν = Gµν + Λgµν , con Gµν = Rµν − 1

2gµνR
5δGµν ≡ GL

µν
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corrientes provienen de cantidades tensoriales distintas, por lo que cada término geométrico
dentro deWµν

6 tendrá un superpotencial asociado y por lo tanto un aporte implícito distinto
a la corriente ADT al considerar la divergencia covariante de cada uno de estos, es decir:

•∇νFµνG = ξνδGµν + ξνGµλhλν −
1
2ξ

µGλρhλρ + 1
2ξ

νG µ
ν h

•∇νFµνW =
∑
i

∇νFµνi =
∑
i

[
ξνδ(wµν)i + ξν(wµλ)ihλν −

1
2ξ

µ(wλρ)ihλρ + 1
2ξ

ν(w µ
ν )ih

]

Por otro lado, tomando (4.13), recordando que esta se puede ver como JµADT = ∇νQµνADT , y
teniendo en mente que δξµ = 0, se puede reescribir ∇νQµνADT procediendo de igual modo que
en (3.8), tal que:

∂ν
(√
−gQµν

)
=
√
−g

[
δEµνξν + Eµαhανξν −

1
2ξ

µEαβhαβ + 1
2hE

µ
ν ξ

ν
]

Utilizando,

• δ(
√
−gEµνξν) = δ(

√
−gEµνgανξα)

= δ(
√
−g)Eµνgανξα +

√
−gδ(Eµν)gανξα +

√
−gEµνδ(gαν)ξα +

√
−gEµνgανδ(ξα)

= δ(
√
−g)Eµν ξν +

√
−gδEµνξν +

√
−gEµνhανξα

• δ(
√
−g) = −gg

αβδgαβ
2
√
−g

= 1
2
√
−ggαβhαβ = 1

2
√
−gh

se puede reescribir la expresión para la divergencia del potencial ADT, como sigue,

∂ν
(√
−gQµν

)
= δ(
√
−gEµνξν)−

1
2
√
−gξµEαβhαβ (4.15)

tomando este resultado junto con (4.10), es posible relacionar la corriente de Noether off-
shell con el potencial ADT off-shell, al despejar δ(

√
−gEµνξν) en una de estas expresiones y

sustituirla en la otra, de tal manera que se relacionen como sigue:

∂ν (δKµν) = 2
[
∂ν
(√
−gQµν

)
+ 1

2ξ
µEαβhαβ

]
+ ξµδ

(√
−gL

)
− δΠµ(g; ξ)

Usando, δ(
√
−gL) = −

√
−gEµνhµν + ∂µΠµ(h), se obtiene,

∂ν (δKµν) = 2∂ν
(√
−gQµν

)
+
√
−gξµEαβhαβ −

√
−gξµEαβhαβ + ξµ∂αΠα − δΠµ

= 2∂ν
(√
−gQµν

)
+ ξµ∂αΠα − δΠµ

considerando la derivada de Lie a lo largo del campo Killing ξ de la densidad tensorial Πµ, se
le identifica con δΠµ[Hyu+14, pag. 4],

δΠµ = LξΠµ = ξν∂νΠµ −Πν∂νξ
µ + Πµ∂νξ

ν

6Nótese que Wµν =
∑

i
(wµν)i, con (wµν)i el conjunto de tensores provenientes de variar los términos

correctivos a la acción de Einstein-Hilbert.
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se sustituye y se obtiene,

⇒ ∂ν (δKµν) = 2∂ν
(√
−gQµν

)
+ ξµ∂νΠν − ξν∂νΠµ + Πν∂νξ

µ −Πµ∂νξ
ν

= 2∂ν
(√
−gQµν

)
+ [∂ν(Πνξµ)−∂νΠνξµ]− [∂ν(ξνΠµ)− ∂νξνΠµ]+ξµ∂νΠν−Πµ∂νξ

ν

= 2∂ν
(√
−gQµν

)
+ ∂ν [Πνξµ − ξνΠµ] = ∂ν

[
2
√
−gQµν + ξ[µΠν]

]
despejando el potencial ADT, se obtiene la expresión final que relaciona los dos potenciales
off-shell anteriormente estudiados,

√
−gQµνADT(g;h) = 1

2δK
µν(g; ξ)− ξ[µΠν](g;h) (4.16)

siguiendo a [Bar03, pag. 7], es posible reescribir la anterior expresión. Para ello, se debe
considerar la métrica solución a las ecuaciones de movimiento para una teoría de gravedad
covariante ĝµν , teniendo muy presentes los parámetros libres que esta subtiende, así, dado que
esta métrica se puede construir a partir de una métrica de fondo gµν más una perturbación hµν ,
es posible encontrar dentro del espacio de soluciones una función g(s)

µν -familia de parámetros-
que interpola o conecta la solución completa con la solución de fondo; esto lo consigue al
asociar un parámetro s (0 ≤ s ≤ 1) a los parámetros libres P de la métrica ĝµν , de tal manera
que sP sea un camino para llegar de una solución de fondo a una perturbada7, además, se

considera a la perturbación hµν en términos de la familia de parámetros como h(s)
µν = dg

(s)
µν

ds , de
tal manera que:

h(s)
µν = hµν +O (hµν) , g(s)

µν = gµν + shµν +O (hµν)

Claramente para g(0)
µν = gµν , mientras que g(1)

µν = gµν + hµν , como ya se había comentado,
adicionalmente, nótese que h

(0)
µν = hµν = 0. Ahora, teniendo estas consideraciones, se

reescribe el potencial ADT off-shell en (4.16)- apoyándose fuertemente en la familia de
parámetros g(s)

µν y su desviación h
(s)
µν - como una (D − 2)-forma cerrada[Bar03, cor 1], tal

que:

Q(ξ) = 1
16πG

(
dD−2x

)
µν

∫ 1

0
ds
√
−g QµνADT(g | s) (4.17)

Integrando sobre las coordenadas de un subespacio de codimensión 2, en donde dD−2xµν

denotará una integración antisimetrizada sobre estas subvariedades8[HHH21, pág 7], tal
que,

Q(ξ) = 1
8πG

∫ 1

0
ds

∫
dD−2xµν

√
−g QµνADT(g | s) (4.18)

luego, sustituyendo explícitamente (4.16), se tiene la carga conservada cuasilocal, la cual
es definible no sólo para el borde espaciotemporal, sino también para su interior, como

7Tómese un caso simple, la métrica del agujero negro de Schwarzschild. Dicha solución contiene un parámetro
libre, el cual es su masa. Si se asociara un camino o familia de parámetros g(s)

µν en el espacio de soluciones, de
tal manera que el parámetro libre tomara la forma sM , entonces al tener s = 0 se tendría un espaciotiempo
plano, mientras que s = 1 implicaría que se tiene un espaciotiempo con un agujero negro del tipo ya descrito.

8Donde dD−2xµν = 1
2

1
(D−2)! ϵµνµ1µ2...µD−2dx

µ1 ∧ . . . ∧ dxµD−2 , con ϵµνµ1µ2...µD−2 como la antisimetrización
total de tensor de Levi-Civita.
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consecuencia de la naturaleza cerrada de la D − 2 forma en (4.17). Esto garantiza que dicha
cantidad sea independiente del radio escogido para describir la superficie cuasilocal que
envuelve cierta región espaciotemporal[Por+15, cap 2], así:

Q(ξ) = 1
16πG

∫
dD−2xµν

{∫ 1

0
ds

(
d

ds
Kµν
ξ

[
g(s)(x)

]
− 2ξ[νΠν]

[
g(s)(x), h(s)(x)

])}
= 1

16πG

∫
dD−2xµν

{
Kµν
ξ

[
g(1)(x)

]
−Kµν

ξ

[
g(0)(x)

]
− 2ξ[µ

∫ 1

0
dsΠν]

}

⇒ Q(ξ) = 1
16πG

∫
dD−2xµν

(
∆Kµν(ξ)− 2ξ[µ

∫ 1

0
dsΠν]

)
(4.19)

Donde ∆Kµν(ξ) ≡ Kµν
s=1(ξ)−Kµν

s=0(ξ) y Kµν
s=0(ξ) representa el potencial de Noether para la

métrica de vacío.

4.3 Masa del agujero negro Lifshitz 3-dimensional

Considerando un lagrangiano de la forma L = L[g,R,R2, RµνRµν , ...], se puede construir
un tensor Pµναβ = ∂L

∂R
µναβ

de tal manera que al variar la acción S, se pueden obtener las
ecuaciones de movimiento Eµν y el término de borde Πµ en términos de este, ver (A.7) para
más detalles de cálculo:

Eµν = P(µ
αβγRν)αβγ − 2∇ρ∇σPρ(µν)σ −

1
2gµνL, (4.20)

Πµ(δg) = 2
√
−g

[
Pµ(αβ)γ∇γδgαβ − δgαβ∇γPµ(αβ)γ

]
(4.21)

De esta manera, utilizando (4.8), se pueden sustituir los anteriores resultados y obtener:

J µ = 4∇νPµ(ρσ)ν∇ρξσ + 2Pµνρσ∇ν∇ρξσ − 4ξσ∇ν∇ρP ν(µσ)ρ (4.22)

Con Jµ ≡
√
−gJ µ, de este modo, es posible factorizar una derivada para cada término

anterior J µ = ∂νKµν , y obtener un potencial de Nother asociado Kµν ≡
√
−gKµν:

Kµν =
√
−g [2Pµνρσ∇ρξσ − 4ξσ∇ρPµνρσ] (4.23)

Finalmente, considerando la acción para una teoría de gravedad cuadrática genérica,

I =
∫
dDx
√
−g

[1
κ

(R+ 2Λ) + αR2 + βRµνR
µν + γ

(
RµνσρR

µνσρ − 4RµνRµν +R2
)]

es posible encontrar una solución para la ecuaciones de movimiento[DS11] provenientes
de esta acción en el caso 3-dimensional y cuyas constantes de acoplamiento se reducen a
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α = −3ℓ2/4κ, β = 2ℓ2/κ, γ = 0, además, Λ = 13/
(
2ℓ2
)

y κ = 16πG. Dicha solución se conoce
como el agujero negro Lifshitz 3-dimensional:

ds2 = −
(
r2

ℓ2

)z (
1− mℓ2

r2

)
dt2 + 1

r2

ℓ2

(
1− mℓ2

r2

)dr2 + r2dϕ2 (4.24)

Donde m representa una constante de integración o parámetro libre de la solución, y z

,el exponente crítico, debe ser fijado a 3 para que la anterior métrica sea solución de las
ecuaciones de movimiento en el vacío. El horizonte de este agujero negro viene en términos
de su radio ℓ y m, y se denota como rH = ℓ

√
m.

En este punto, se toma el lagrangiano de la forma L = 1
κ(R + 2Λ) + αR2 + βRµνR

µν

(manteniendo los valores establecidos para las constantes de acoplamiento) y se procede a
calcular el tensor Pµνρσ como sigue,9

Pµνρσ = ∂L

∂Rµνρσ
= 1
κ

∂R

∂Rµνρσ
+ α

∂R2

∂Rµνρσ
+ β

∂(RδϕRδϕ)
∂Rµνρσ

(4.25)

y dado que,10

∂R

∂Rµνρσ
= gµ[ρgσ]ν ,

∂R2

∂Rµνρσ
= 2Rgµ[ρgσ]ν ,

∂(RδϕRδϕ)
∂Rµνρσ

= 2g[µ|[ρRσ]|ν]

se obtiene el tensor al sustituir los valores de las derivadas en (4.25),

Pµνρσ = 1
κ
gµ[ρgσ]ν + 2αRgµ[ρgσ]ν + 2βg[µ|[ρRσ]|ν] (4.26)

Con este 4-tensor, es posible obtener la forma explicita para el potencial de Noether Kµν(4.23)
y el término de borde Πµν(4.21). Usando el paquete tensorGR de Maple, se calculan los
tensores de Riemann, Ricci y el escalar de curvatura para la métrica (4.24). A continuación
se procede a calcular los productos y antisimetrizaciones que construyen al tensor P. Una vez
obtenido este, se consigue δgµν al considerar una expansión en serie de Taylor11 de la métrica
gµν sobre una variación infinitesimal en el parámetro libre m dentro de g, de tal manera que
m→ m+ dm. Así, quedando a primer orden,

g(m+dm)− g(m) = δg(dm) +O[(dm)2]

⇒ δg(dm) = g(m+ dm)− g(m)

de tal manera que δgµν resulta como:

δgµν = diag

[
r4dm

ℓ4
,

ℓ4dm

(ℓ2m− r2)2 , 0
]

(4.27)

9El tensor Pµνρσ tiene las mismas simetrías que el tensor de Riemann.
10En A.7 se hacen estos desarrollos en medio de los cálculos adicionales.
11Esto se realizó con el paquete Student[Calculus1].

50 Chapter 4 Método Cuasilocal



Ahora, tomando el vector de Killing temporal ξt = (1, 0, 0) para la métrica (4.24) y δgµν ,
siguiendo a [GKY14, pág. 7], es posible obtener los valores para el término de borde y el
potencial de Nother,

Πr = −4
(
ℓ2m− 2r2)
ℓ2κ

dm (4.28)

Ktr = 8mr2

ℓ2
(4.29)

Además, teniendo en cuenta que Ktr
s=0 = 0, entonces ∆Ktr = Ktr. De esta manera, se puede

obtener la integral en el camino de parámetros de la 1-forma que representa al término de
borde (4.29) desde m̃ = 0 hasta m̃ = m:∫ m

0
Πr = −2m2

κ
+ 8mr2

ℓ2κ

Finalmente, escogiendo la esfera S1 con radio R como la superficie de codimensión 2, se
puede encontrar la la métrica inducida asociada a esta ds̄2 = R2dϕ2 y con ella obtener su
determinante det(hµν) = h = R2. Calculando la raíz de h y sustituyendo los anteriores
resultados en (4.19), se consigue la masa M para el agujero negro Lifshitz 3-dimensional

M ≡ Q (ξt) = 1
16πG

∫ 2π

0
dϕ
√
h

[
2ϵtrKtr

s=1 − 2ϵtrξt
∫ m

0
Πr
]

= m2

4πG

∫ 2π

0
Rdϕ = m2

4G
ℓ4

ℓ4
R = ℓ4(

√
m)4

4Gℓ4 R

= r4
H

4Gℓ4R

Dado que (4.17) representa una forma cerrada, se garantiza la independencia del radio R para
la superficie de codimensión 2, de tal manera que ya no es necesario definir una integración
en el infinito asintótico del espaciotiempo en cuestión, sino que basta con considerar la
definición de la 2-forma cerrada he integrarla sobre un dominio espaciotemporal extenso pero
finito, es decir, cuasilocal, representado por la superficie de codimensión 2, de tal manera que
la cantidad M/R permanece constante al variar el radio de la superficie, así que se puede
considerar finalmente el valor de la masa como:

M = r4
H

4Gℓ4 (4.30)

Finalmente, como corolario, merece la pena tener una idea intuitiva de la construcción
geométrica hecha con el método cuasilocal, ya que su desarrollo matemático superlativo en
comparación con los otros métodos podría llevar a que pasara desapercibido el gran avance
en cuanto a calculo de cargas conservadas se habla. La importancia del método radica en
su fabricación off shell, la cual garantiza una relación entre los potenciales ADT y Noether.
Basada en esta relación, la decisión de sustituir el parámetro libreM→ sM12 permite abrir
un camino para pensar dos cosas dentro del espaciotiempo en cuestión: Primero, este cambio

12M al considerar la masa del agujero negro.
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Fig. 4.1.: Representación de un espaciotiempo 4-dimensional a tiempo constante. En él se pueden
visualizar la superficies de codimensión 2 Σ en donde se medirán de manera cuasilocal las
cantidades conservadas en su interior. Aquí R simboliza el radio de la superficie cuasilocal,
la cual es independiente de éste. Es por eso que en la figura el vector negro sobresale de la
superficie Σ indicando independencia a la hora de elegir Σ. Por otro lado, H representa el
horizonte de eventos del agujero negro, el cual cumplirá que H < Σ.

en el parámetro libre da la idea de tener una especie de "perilla"(la cual vendría representada
por el factor s) cuya función es apagar la curvatura del espaciotiempo causada por la presencia
de un agujero negro- para el caso en donde s = 0- e ir "suavemente" encendiendo dicha
curvatura (construyendo el agujero negro) en la medida en que s se acerca a 1, justo como
sucedería si se tuviera una perilla de un altavoz que va subiendo el volumen de este desde
0% hasta el 100%.Segundo, al integrar por el camino de parámetros definido por la variable
s la relación entre los anteriores potenciales off shell antes mencionados, se garantiza la
generación de una D-2 forma cerrada, la cual concede a dicha cantidad una independencia
radial y temporal, al considerar el cálculo de cargas conservadas, y por ende, esto constituye
la principal razón por la que se permite considerar una integración sobre un dominio extenso
pero finito del espaciotiempo, es decir cuasilocal, eximiendo la necesidad de cubrir todo el
espacio tiempo a razón de calcular dichas cantidades conservadas.

Con estos dos pensamientos en mente, y tomando la visualización permitida por la (citar
figura 4.1 ), se puede terminar interpretando la expresión para la carga cuasilocal (4.19),
para el particular caso del calculo de la masa del agujero negro Lifschitz 3-dimensional, como
una cantidad que se calcula sobre una 1-superficie de radio R que envuelve al agujero negro,
de donde se extraerá toda la información del interior de esta superficie. En el caso del término
de borde, la consideración de sM le permite a un observador en dicha superficie definirlo a
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partir de la observación de la transición de dicho término, desde cuando se tiene sólo Lifschitz
hasta cuando se tiene el agujero negro Lifschitz.

4.4 Corroboración de la primera ley de la termodinámica
para el agujero negro Lifshitz 3-dimensional

Considerando las expresiones para la entropía y temperatura del agujero negro Lifshitz 3-
dimensional dadas por [GKY14, pág. 7], es posible corroborar desde primeros principios la
primera ley de la termodinámica para agujeros negros dM = THdS, usando el resultado de
masa obtenido en (4.30).Dadas las cantidades termodinámicas:

S = 2πrH
G

, TH = r3
H

(2πℓ4) , M = r4
H

4Gℓ4

⇒)

dM = r3
H

Gℓ4
drH

⇐)

THdS = r3
H

(2πℓ4)
2π
G
drH

= r3
H

Gℓ4
drH

Como ya se ha mencionado a lo largo de la introducción de este trabajo, la importancia
fundamental de tener un método general para atacar el calculo acertado de cantidades
conservadas en espaciotiempos generales radica en la necesidad de corroborar la primera
ley de la termodinámica para agujeros negros (en el caso de que el espaciotiempo tratado
sea una solución de este estilo). Dentro del contexto de la correspondencia Gauge/Gravity
es común buscar agujeros negros útiles dentro de esta dualidad, por lo que al final de este
ejercicio "detectivesco" es menester verificar que dicha solución tiene validez, es decir, que
satisfaga una primera ley de la termodinámica para agujeros negros, de tal manera que la
solución construida u obtenida pueda ser usada para aplicar este diccionario holográfico.
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5Resultados y conclusiones

„Muy probablemente somos aún principiantes
confundidos con imágenes mentales muy fuertes, y la
realidad última permanece mucho más allá de nuestro
alcance. El viejo término de los cartógrafos terra
incognita viene a la mente. Cuanto más
descubrimos, menos parecemos saber. Eso es la física
en pocas palabras.

— Leonard Susskind
La guerra de los agujeros negros

En este trabajo se buscó analizar un conjunto de métodos para el cálculo de cargas conservadas
en distintos tipos de teorías de la gravedad. La motivación fundamental para estudiar el
estado del arte sobre el desarrollo de estos métodos fue entender un problema abierto en la
Relatividad General: obtener un método general para la obtención de cargas conservadas
en cualquier clase de teoría gravitacional. Esto es esencial para las investigaciones actuales
dentro del contexto de la correspondencia Gauge/Gravity, donde la certidumbre sobre el
cumplimiento de las leyes de la termodinámica para los agujeros negros es necesaria para el
cálculo de sus cargas conservadas y de sus equivalencias dadas por la primera ley. Esto es
crucial para cronometrar su crecimiento y verificar su verosimilitud.

Dentro de los métodos estudiados el método Arnowitt-Misner-Deser (ADM) sólo se puede
aplicar a espaciotiempos que admitan una foliación por hipersuperficies de Cauchy, es decir,
que sean globalmente hiperbólicos, además de ser asintóticamente planos, de tal manera que,
cuando se intentó calcular la masa del agujero negro Schwarzschild-dS el procedimiento falló,
dado que el espaciotiempo dS no admite una globalidad hiperbólica y su espacio asintótico
tiene una topología no plana, por lo que fue necesario estudiar este último tipo de agujero
mediante otro enfoque como lo es el método Abbot-Deser-Tekin (ADT), el cual tiene como
ingredientes fundamentales una solución de vacío de la teoría que se está analizando, 1 y un
campo Killing asociado a esta métrica de fondo.

Claramente, Schwarzschild-dS soporta estas condiciones, ya que su espacio de fondo de Sitter
(dS) es solución de las ecuaciones de campo de Einstein. Tomando una perturbación que se

1En este caso, la teoría utilizada fue Einstein-Hilbert, pero hay extensiones de este método para tratar, por
ejemplo, con teorías con correcciones cuadráticas al escalar de curvatura.
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Fig. 5.1.: Esta figura busca ilustrar el modo en el que los métodos para el calculo de cargas conservadas
en espaciostiempos encajan entre sí: Como se observa, el método Cuasilocal contiene a
los otros dos, pues este posibilita no solo el estudio de espaciostiempo provenientes de
modificaciones a la acción de Einstein-Hilbert como también lo hace el método ADT, sino
que quita la restricción impuesta por este último de tener una solución de vacío para poder
funcionar. Así mismo se puede ver cómo el método ADT contiene al método ADM pues el
primero extiende la posibilidad de cómputo para cargas conservadas a espaciotiempos que
no posibiliten una globalidad hiperbólica, y que tenga una tipología asintótica distinta a la
plana.

desvanece en el infinito espacial sobre esta, se construye la solución del agujero negro. La
cual, en conjunto con los campos Killing temporales, permite calcular la masa de este agujero
negro. A pesar de que este método permite estudiar nuevas teorías de gravedad, su limitación
principal es la necesidad de una solución de vacío. Por lo tanto, cuando se intenta considerar
un agujero negro cuyo espaciotiempo de fondo no corresponde a una solución de vacío, como
es el caso de Lifshitz, el método fracasa. Por ende, se necesitó un método que generalizara los
dos anteriores, el cual es conocido como método Cuasilocal. Este se fundamenta en considerar
el método ADT con una métrica de fondo genérica, no necesariamente solución de vacío, y
un conjunto de cantidades conservadas off-shell, como lo son un potencial de Noether y un
potencial ADT. Esto permite conformar una carga conservada de manera cuasilocal al tomar
las direcciones contravariantes Killing fijas. De esta manera, fue posible abordar el cálculo de
la masa para el agujero negro Lifschitz en tres dimensiones.

5.1 Trabajo hacia el futuro

Los alcances de estos métodos para el cálculo de cargas conservadas son muy amplios,
además de muy variados. En particular, se buscará calcular la masa para agujeros negros en
el contexto de cubic gravity mediante la implementación de los métodos ADT y cuasilocal
dependiendo del caso a atacar. Por otro lado, dentro del ejercicio de corroborar la primera ley
de la termodinámica para agujeros negros, se buscará aprender y aplicar los métodos para
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calcular la entropía y temperatura de agujeros negros con la intención de poder tener todas
las herramientas para verificar esta ley en su totalidad.
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ACálculos suplementarios

En este apéndice se reúne un gran número de cálculos intermedios que acompañan el cuerpo
principal de la tesis, en particular para los métodos ADT y Cuasilocal.

A.1 Expansión de las ecuaciones de movimiento

Considerando las componentes covariantes de métrica como

gµν = ḡµν + εhµν

se puede obtener sus componentes contravariantes gµν = ḡµν + εaµν , como sigue

δµν = gµαgαν

= (ḡµα + εaµa) (ḡαν + εhαν)

= ḡµαḡαν + ε (ḡµαhαν + hανa
µa) +O(ε2)

∼= δµν + ε (hµν + aµν)

Por lo tanto hµν + aµν = 0, lo que implica que aαv = −hαν y aαν = −hαν , y se concluye
que:

gµν = ḡµν + εhµν

gµν = ḡµν − εhµν
(A.1)

Dada la expresión para los símbolos de Christoffel, se sustituyen las expresiones (A.1) en ellos,
y se encuentra la expansión para ellos mismos para distintos órdenes de la perturbación

Γαµν = 1
2g

αβ (∂µgβν + ∂νgµβ − ∂βgµν)

= 1
2 ḡ

αβ (∂µḡρν + ∂ν ḡµρ − ∂ρḡµν) + ε

{1
2 ḡ

αβ (∂µhβν + ∂νhµβ − ∂βhµν)

−1
2h

αβ (∂µḡβν + ∂ν ḡµβ − ∂β ḡµ)
}
− ε2 1

2h
αβ (∂µhβν + ∂νhµβ − ∂βhµν)
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Usando ∇̄µhβν = ∂µhβν−Γ̄σµβhσν−Γ̄σµνhβσ y que ∇̄µḡβν = 0→ ∂µḡβν = Γ̄σµβ ḡσν+Γ̄σµν ḡβσ,
se pueden reescribir el término de orden lineal (ε) y el término de segundo orden (ε)2 así

Γαµν = Γ̄αµν + ε
1
2
(
∇̄µhαν + ∇̄νhαµ − ∇̄αhµν

)
− ε2

{1
2h

αβ
(
∇̄µhβν + ∇̄νhµβ − ∇̄βhµν

)
+ Γ̄σµνhαβhβσ

}
Así que los símbolos de Christoffel de orden lineal y de segundo orden serán

LΓαµν = 1
2
(
∇̄µhαν + ∇̄νhαµ − ∇̄αhµν

)
(A.2)

(2)Γαµν = 1
2h

αβ
(
∇̄µhβν + ∇̄νhµβ − ∇̄βhµν

)
+ Γ̄σµνhαβhβσ

Por lo que finalmente la expansión para Γαµν será

Γαµν = Γ̄αµν + εLΓαµν + ε2(2)Γαµν (A.3)

De tal manera que se puede usar esta ultima expresión para hallar la expanción para el tensor
de Ricci y el escalar de curvatura, como sigue:

Rµρ = Rαµαρ = ∂αΓαµρ − ∂µΓααρ + ΓααλΓλµρ − ΓαµλΓλαρ (A.4)

Con la expansión para cada término

∂αΓαµρ = ∂αΓ̄αµρ + ε∂α
LΓαµρ + ε2∂α

(2)Γαµρ (A.5a)

∂µΓααρ = ∂µΓ̄ααρ + ε∂µ
LΓααρ + ε2∂µ

(2)Γααρ (A.5b)

ΓααλΓλµρ =
[
Γ̄ααλ + εLΓααλ + ε2(2)Γααλ

] [
Γ̄λµρ + εLΓλµρ + ε2(2)Γλµρ

]
(A.5c)

ΓαµλΓλαρ =
[
Γ̄αµλ + εLΓαµλ + ε2(2)Γαµλ

] [
Γ̄λαρ + εLΓλαρ + ε2(2)Γλαρ

]
(A.5d)

Al repartir los términos de (A.5c) y (A.5d) y factorizando según el orden del ε, se obtiene

ΓααλΓλµρ = Γ̄ααλΓ̄λµρ + ε
[
Γ̄ααλLΓλµρ + Γ̄λµρLΓααλ

]
+ ε2

[
Γ̄ααλ(2)Γλµρ + LΓααλLΓλµρ + (2)ΓααλΓ̄λµρ

]
(A.6)

+ ε3
[

LΓααλ(2)Γλµρ + LΓλµρ(2)Γααλ
]

+ ε4
[

(2)Γααλ(2)Γλµρ
]

ΓαµλΓλαρ = Γ̄αµλΓ̄λαρ + ε
[
Γ̄αµλLΓλαρ + Γ̄λαρLΓαµλ

]
+ ε2

[
Γ̄αµλ(2)Γλαρ + LΓαµλLΓλαρ + (2)ΓαµλΓ̄λαρ

]
(A.7)

+ ε3
[

LΓαµλ(2)Γλαρ + LΓλαρ(2)Γαµλ
]

+ ε4
[

(2)Γαµλ(2)Γλαρ
]
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Considerando los términos de orden cero, lineal y de mayores órdenes, se tiene respectiva-
mente

R̄µρ = ∂αΓ̄αµρ − ∂µΓ̄ααρ + Γ̄ααλΓ̄λµρ − Γ̄αµλΓ̄λαρ (A.8)

RLµρ = ∂α
LΓαµρ − ∂µLΓααρ +

[ (
Γ̄ααλLΓλµρ + Γ̄λµρLΓααλ

)
(A.9)

−
(
Γ̄αµλLΓλαρ + Γ̄λαρLΓαµλ

) ]

B̃µρ = ∂α
(2)Γαµρ − ∂µ(2)Γααρ + Γ̄ααλ(2)Γλµρ + LΓααλLΓλµρ + (2)ΓααλΓ̄λµρ (A.10)

− Γ̄αµλ(2)Γλαρ − LΓαµλLΓλαρ − (2)ΓαµλΓ̄λαρ

C̃µρ = LΓααλ(2)Γλµρ + LΓλµρ(2)Γααλ − LΓαµλ(2)Γλαρ − LΓλαρ(2)Γαµλ (A.11)

D̃µρ = (2)Γααλ(2)Γλµρ − (2)Γαµλ(2)Γλαρ (A.12)

Con estos se pueden calcular los escalares, como sigue

R = (ḡµρ − εhµρ)
(
R̄µρ + εRLµρ + ε2B̃µρ + ε3C̃µρ + ε4D̃µρ

)
(A.13)

R̄ = ḡµρR̄µρ (A.14a)

RL = ḡµρRLµρ − R̄µρhµρ (A.14b)

B̃ = ḡµρB̃µρ − hµρRLµρ (A.14c)

C̃ = ḡµρC̃µρ − hµρB̃µρ (A.14d)

D̃ = ḡµρD̃µρ − hµρC̃µρ (A.14e)

Ẽ = −hµρD̃µρ (A.14f)

Por lo que al sustituir los valores de expansión para Rµν y R en las ecuaciones de movimiento
en el vacío se tiene

Rµν −
1
2Rgµν + Λgµν = 0

⇒
[
R̄µν + εRLµν + · · ·

]
− 1

2 (ḡµν − εhµν)
[
R̄+RL + · · ·

]
+ Λ (ḡµν − εhµν) = 0 (A.15)

⇒
[
R̄µν −

1
2R̄ḡµν + Λḡµν

]
+ ε

[
RLµν −

1
2
(
ḡµνR

L + hµνR̄
)

+ Λhµν
]

+O(ε2) = 0

Dado que ḡµνG(0)
µν = 0→ R̄ = 4Λ, se puede reorganizar la expresión para los términos lineales

para llegar a

⇒ G(0)
µν + ε

[
RLµν −

1
2 ḡµνR

L − Λhµν
]

+O(ε2) = 0
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Con lo que las ecuaciones se expanden completamente como

G(0)
µν + GLµν +B(2)

µν + C(3)
µν +D(4)

µν + E(5)
µν + F (6)

µν = 0 (A.16)

Donde

G(0)
µν = R̄µν −

1
2R̄ḡµν + Λḡµν (A.17a)

GLµν = RLµν −
1
2 ḡµνR

L − Λhµν (A.17b)

B(2)
µν = B̃µν + ḡµνB̃ + hµνR

L

C(3)
µν = C̃µν + ḡµνC̃ + hµνB̃

D(4)
µν = D̃µν + ḡµνD̃ + hµνC̃

E(5)
µν = ḡµνẼ + hµνD̃

F (6)
µν = hµνẼ

A.1.1 Términos lineales

Organizando la expresión (A.9) se puede sumar y restar el término Γ̄δµαLΓαδρ, obteniendo

RLµρ =
[
∂α

LΓαµρ + Γ̄ααλLΓλµρ − Γ̄λαρLΓαµλ
]

+
[
−∂µLΓααρ + Γ̄λµρLΓααλ − Γ̄αµλLΓλαρ

]
+ Γ̄δµαLΓαδρ − Γ̄δµαLΓαδρ

⇒ RLµρ =
[
∂α

LΓαµρ + Γ̄ααλLΓλµρ − Γ̄λαρLΓαµλ−Γ̄δµαLΓαδρ
]

(A.18)

−
[
∂µ

LΓααρ + Γ̄αµλLΓλαρ − Γ̄λµρLΓααλ − Γ̄δµαLΓαδρ
]

Por lo que, al usar ∇̄γTαβν = ∂γT
α
βν + Γ̄ασγT σβν − Γ̄δγβTαδν − Γ̄ργνTαρβ para los símbolos

de Christoffel lineales, se obtiene una expresión compacta para RLµρ,

RLµρ = ∇̄αLΓαµρ − ∇̄µLΓααρ (A.19)

Esta última expresión es útil para encontrar el Ricci lineal en términos de derivadas covariantes
de la perturbación, para ello se usa (A.2), y se sustituye en la última expresión,

•∇̄αLΓαµρ = 1
2 ḡ

αβ
(
∇̄α∇̄µhβρ + ∇̄α∇̄ρhµβ − ∇̄α∇̄βhµρ

)

•∇̄µLΓααρ = 1
2 ḡ

αβ
(
∇̄µ∇̄αhβρ + ∇̄µ∇̄ρhαβ − ∇̄µ∇̄βhαρ

)
Para obtener,

RLµρ = 1
2
[
−□̄hµρ − ∇̄µ∇̄ρh+ ∇̄α∇̄µhαρ + ∇̄β∇̄ρhµβ

]
(A.20)

62 Chapter A Cálculos suplementarios



Donde se debe tener en cuenta que □̄ ≡ ∇̄β∇̄β y h = ḡαβhαβ.

El mismo análisis se puede hacer para el escalar lineal, de tal manera que se obtenga su forma
explícita en términos de derivadas covariantes de la perturbación. Tomando en cuenta que al
sustituir R̄ = 4Λ en (A.17a) se consigue R̄µρ = Λḡµρ, se puede entonces reescribir (A.14b)
como sigue

RL = ḡµρRLµρ − R̄µρhµρ = ḡµρRLµρ − Λh

Así que basta con desarrollar ḡµρRLµρ tomando (A.20)

ḡµρRLµρ = ḡµρ
{1

2
[
−□̄hµρ − ∇̄µ∇̄ρh+ ∇̄α∇̄µhαρ + ∇̄β∇̄ρhµβ

]}
= 1

2
[
−□̄h− ∇̄ρ∇̄ρh+ ḡµρ∇̄α∇̄µhαρ + ḡµρ∇̄β∇̄ρhµβ

]
= 1

2
[
−2□̄h+ ḡµρḡαβ∇̄β∇̄µhαρ + ḡµρḡαβ∇̄α∇̄ρhµβ

]
= 1

2
[
−2□̄h+ ∇̄β∇̄µ

(
ḡµρḡαβhαρ

)
+ ∇̄α∇̄ρ

(
ḡµρḡαβhµβ

)]
= 1

2
[
−2□̄h+ ∇̄β∇̄µhβµ + ∇̄α∇̄ρhαρ

]
β → α , µ→ ρ

= −□̄h+ ∇̄α∇̄ρhαρ

Finalmente, el escalar de curvatura lineal queda:

RL = −□̄h+ ∇̄α∇̄ρhαρ − Λh (A.21)

A.1.2 Divergencia covariante de las ecuaciones linearizadas

Partiendo de (A.17b), se tiene

LGµν = LRµν −
1
2δ

µ
νR

L − Λhµν (A.22)

Cuya divergencia covariente viene como sigue:

∇̄µLGµν = ∇̄µ
(
LRµν −

1
2δ

µ
νR

L − Λhµν
)

= ∇̄µLRµν −
1
2∇̄νR

L − Λ∇̄µhµν (A.23)

La divergencia para el Ricci lineal se obtiene como sigue,

∇̄µ
(
LRµν

)
= ∇̄µ

{1
2
(
−□̄hµν − ∇̄µ∇̄νh+ ∇̄α∇̄νhαµ + ∇̄α∇̄µhνα

)}
= 1

2
{
−∇̄µ□̄hµν − □̄∇̄νh+ ∇̄µ∇̄α∇̄νhαµ + ∇̄µ∇̄α∇̄µhνα

}
(A.24)
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Usando que,

∇̄µ∇̄α∇̄µhνα = ∇̄µ∇̄α
(
∇̄µhνα

)
=
[
∇̄µ, ∇̄α

] (
∇̄µhνα

)
+ ∇̄α∇̄µ∇̄µhνα

=
[
∇̄µ, ∇̄α

] (
∇̄µhνα

)
+ ∇̄α□̄hνα

Se pueden reducir el primer y último término de (A.24),

∇̄µ∇̄α∇̄µhνα − ∇̄µ□̄hµν − □̄∇̄νh =
[
∇̄µ, ∇̄α

]
∇̄µhνα

= R̄µσµα∇̄σhνα + R̄ασµα∇̄µhνσ − R̄σνµα∇̄µhσα

= R̄σα∇̄σhνα − R̄σµ∇̄µhνσ − R̄σνµα∇̄µhσα

= −R̄σνµα∇̄µhσα

Quedando,
∇̄µ

(
LRµν

)
= 1

2
{
−R̄σνµα∇̄µhσα − □̄∇̄νh+ ∇̄µ∇̄α∇̄νhαµ

}
Añadiendo la divergencia covariente del escalar de curvatura lineal, se sigue

∇̄µLRµν −
1
2∇̄νR

L = 1
2
{
− R̄σνµα∇̄µhσα − □̄∇̄νh+ ∇̄µ∇̄α∇̄νhαµ

− ∇̄ν
(
−□̄h+ ∇̄α∇̄ρhαρ − Λh

)}
= 1

2
{
− R̄σνµα∇̄µhσα − □̄∇̄νh+ ∇̄µ∇̄α∇̄νhαµ

+ ∇̄ν□̄h− ∇̄ν∇̄α∇̄ρhαρ + Λ∇̄νh
}

(A.25)

Dado que,

∇̄ν□̄h− ∇̄ν − □̄∇̄νh =
[
∇̄ν , ∇̄α

]
∇̄αh

= R̄ασνα∇̄αh = R̄σν∇̄σh

usando R̄σν = Λḡσν ,

= −Λḡσν∇̄σh = −Λ∇̄σh

⇒ ∇̄ν□̄h− ∇̄ν − □̄∇̄νh+ Λ∇̄σh = 0

La expresión (A.25) se reduce a:

∇̄µLRµν −
1
2∇̄νR

L = 1
2
{
− R̄σνµα∇̄µhσα + ∇̄µ∇̄α∇̄νhαµ − ∇̄ν∇̄α∇̄µhαµ

}
(A.26)
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Al analizar el segundo término,

∇̄µ∇̄α∇̄νhαµ = ∇̄µ
([
∇̄α, ∇̄ν

]
hαµ + ∇̄ν∇̄αhαµ

)
= ∇̄µ

(
R̄ασανh

σµ + R̄µσανh
ασ
)

+ ∇̄µ∇̄ν∇̄αhαµ

= ∇̄µ
(
R̄σνh

σµ
)

+ R̄µσαν∇̄µhασ + ∇̄µ
(
R̄µσαν

)
hασ

+
[
∇̄µ, ∇̄ν

]
∇̄αhαµ + ∇̄ν∇̄α∇̄µhαµ

⇒ ∇̄µ∇̄α∇̄νhαµ − ∇̄ν∇̄α∇̄µhαµ = Λ∇̄µ (ḡσνhσµ) + R̄µσαν∇̄µhασ

+
[
∇̄µ, ∇̄ν

]
∇̄αhαµ + ∇̄µ

(
R̄µσαν

)
hασ

Además usando que R̄µσαν∇̄µhασ = R̄ανµσ∇̄µhασ, los términos dentro del corchete en (A.26)
se reescriben como

−R̄ανµσ∇̄µhασ + ∇̄µ∇̄α∇̄νhαµ − ∇̄ν∇̄α∇̄µhαµ = Λ∇̄µhνµ + ∇̄µ
(
R̄µσαν

)
hασ

+
[
∇̄µ, ∇̄ν

]
∇̄αhαµ (A.27)

Al usar las identidades de Bianchi ∇̄λR̄µσαν + ∇̄αR̄µσνλ + ∇̄νR̄µσλα = 0 y contraer λ con µ,
se concluye

∇̄µR̄µσαν = ∇̄αR̄σν − ∇̄νR̄σα
= ∇̄α(Λḡαν)− ∇̄ν(Λḡσα) = 0

Por lo que el segundo término en (A.27) se anula. Continuando con la reducción de términos,
se puede abrir el anticonmutador en (A.27), además multiplicar por 1/2 para retomar (A.26)
, tal que

∇̄µLRµν −
1
2∇̄νR

L = 1
2
(
Λ∇̄µhνµ + R̄ασµν∇̄αhσµ

+ R̄µσµν∇̄αhασ − R̄σαµν∇̄σhαµ
)

= 1
2
(
Λ∇̄µhνµ + Λḡσν∇̄αhασ

)
= 1

2
(
Λ∇̄µhνµ + Λ∇̄αhνa

)
= Λ∇̄µhνµ

Finalmente, si se sustituye lo anterior en la expresión total para la divergencia covariante de
las ecuaciones linearizadas (A.23), se obtiene que su divergencia es nula:

∇̄µLGµν = ∇̄µLRµν −
1
2∇̄νR

L − Λ∇̄µhµν

= Λ∇̄µhµν − Λ∇̄µhµν = 0

⇒ ∇̄µLGµν = 0 (A.28)
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A.2 Reescritura del tensor de energía-momento
Partiendo de las ecuaciones de movimiento linearizadas en términos del tensor de energía-
momento

LRµν − 1
2 ḡ

µνRL − Λhµν = (−ḡ)−1/2 Tµν (A.29)

Se sustituyen los valores para el Ricci (A.20) y el escalar de curvatura (A.21) linearizados,
para obtener una reescritura de los términos del lado izquierdo de la igualdad como dos veces
la derivada de un 4-tensor antisimétrico (Superpotencial) más un 2-tensor simétrico. Para
ello téngase en cuenta que Hµν = hµν − 1

2 ḡ
µνh,

LRµν − 1
2 ḡ

µνRL − Λhµν ⇒

= 1
2
[
−□̄hµν − ∇̄µ∇̄νh+ ∇̄α∇̄µhαν + ∇̄β∇̄νhµβ

]
− 1

2 ḡ
µν
[
−□̄h+ ∇̄α∇̄βhαβ − Λh

]
− Λhµν

= 1
2
[
−□̄hµν − ∇̄µ∇̄νh+ ∇̄α∇̄µhαν + ∇̄β∇̄νhµβ + ḡµν□̄µh− ḡµν∇̄α∇̄βhαβ

]
− Λhµν + 1

2 ḡ
µνΛh

= 1
2
[
−□̄hµν + ḡµν□̄h− ∇̄µ∇̄νh+ ∇̄α∇̄µhαν + ∇̄β∇̄νhµβ − ḡµν∇̄α∇̄βhαβ

]
− ΛHµν

= 1
2

[
−□̄hµν + 1

2 ḡ
µν□̄h+ 1

2 ḡ
µν□̄h− ḡµα∇̄α∇̄νh+ ∇̄β∇̄νhµβ + ∇̄α∇̄µhαν − ḡµν∇̄α∇̄βhαβ

]
− ΛHµν

= −1
2□̄H

µv + 1
2

[1
2 ḡ

µν□̄h− 1
2 ḡ

µα∇̄α∇̄νh−
1
2 ḡ

µα∇̄α∇̄νh+ ∇̄α∇̄νhµα + ∇̄α∇̄µhαv

− ḡµν∇̄α∇̄βhαβ
]
− ΛHµv

= −1
2□̄H

µν + 1
2∇̄α∇̄

νHµα + 1
2

[1
2 ḡ

µν□̄h− 1
2 ḡ

µα∇̄α∇̄νh+ ∇̄α∇̄µhαν − ḡµν∇̄α∇̄βhαβ
]

− ΛHµν

= −1
2□̄H

µν − 1
2 ḡ

µν∇̄α∇̄βHαβ + 1
2
[
∇̄α,, ∇̄ν

]
Hµα + 1

2∇̄
ν∇̄αHµα + 1

2

[
− 1

2 ḡ
µα∇̄α∇̄µh

+ ∇̄α∇̄µhαν
]
− ΛHµν

= 1
2∇̄α∇̄β

[
−ḡαβHµν − ḡµνHαβ + ḡανHµβ

]
+ 1

2

[
−1

2 ḡ
µα∇̄α∇̄νh+ ∇̄α∇̄µhαν

]
+ 1

2
[
∇̄α, ∇̄ν

]
Hµα − ΛHµν

= 1
2∇̄α∇̄β

[
−ḡαβHµν − ḡµνHαβ + ḡανHµβ

]
+ 1

2

[
−1

2 ḡ
µα∇̄α∇̄νh+ ∇̄α∇̄µhαν

]
+Xµν

= 1
2∇̄α∇̄β

[
−ḡαβHµν − ḡµνHαβ + ḡανHµβ

]
+ 1

2

[
ḡµβ∇̄α∇̄βhαν −

1
2 ḡ

µβ ḡαν∇̄α∇̄βh
]

+Xµν

= 1
2∇̄α∇̄β

[
−ḡαβHµν − ḡµνHαβ + ḡανHµβ + ḡµβHαν

]
+Xµν

⇒ ∇̄α∇̄βKµανβ +Xµν = (−ḡ)−1/2Tµν (A.30)
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A.2.1 Antisimetría de F µα

Tómese Fµα =
(
∇̄βKµανβ

)
ξ̄ν −Kµβνα∇̄β ξ̄ν e intercámbiese µ←→ α,

Fαµ =
(
∇̄βKαµνβ

)
ξ̄ν −Kαβνµ∇̄β ξ̄ν

sumando Fµα + Fαµ, y utilizando las simetrías algebraicas del superpotencial,

⇒
[
∇̄βKµανβ + ∇̄βKαµνβ

]
ξ̄ν −

[
Kµβνα +Kαβνµ

]
∇̄β ξ̄ν

=
[
∇̄βKµανβ − ∇̄βKµανβ

]
ξ̄ν −

[
Kµβνα +Kµνβα

]
∇̄β ξ̄ν

= −
[
Kµβνα∇̄β ξ̄ν −Kµνβα∇̄ν ξ̄β

]
renombrando ν → β

= −
[
Kµβνα∇̄β ξ̄ν −Kµβνα∇̄β ξ̄ν

]
= 0

⇒ Fµα = −Fαµ (A.31)

A.2 Reescritura del tensor de energía-momento 67



A.3 Vectores Killings para De Sitter

Para obtener las ecuaciones que satisfacen los 10 vectores de Killing para este espacio
maximamente simétrico, primeramente se toman la ecuaciones Killing ∇µξν +∇νξµ = 0, y
se expande de tal manera que se obtenga una nueva expresión para ésta, dependiente de
los coeficientes métricos. Para ello se abren las derivadas covariantes y posteriormente se
sustituyen los valores explícitos para los símbolos de Christoffel en términos de la métrica, así
como sigue:

∂µξν − Γαµνξα + ∂νξµ − Γανµξα = 0

→∂µξν + ∂νξµ − 2Γαµνξα = 0

→∂µξν + ∂νξµ − 2
[1

2g
αβ (∂µgβν + ∂νgµβ − ∂βgµν)

]
ξα = 0

→∂µξν + ∂νξµ − ξβ (∂µgβν + ∂νgµβ − ∂βgµν) = 0

→∂µξν + ∂νξµ − ξβ∂µgβν − ξβ∂νgµβ + ξβ∂βgµν = 0

→∂µξν + ∂νξµ −
[
∂µ
(
ξβgβν

)
+ gβν∂µξ

β
]
−
[
∂ν
(
ξβgµβ

)
+ gµβ∂νξ

β
]

+ ξβ∂βgµν = 0

→∂µξν+∂νξµ−∂µξν − gβν∂µξβ−∂νξµ − gµβ∂νξβ + ξβ∂βgµν = 0

→ξβ∂βgµν − (gβν∂µξβ + gµβ∂νξ
β) = 0

⇒ ξβ∂βgµν − 2gβ(ν∂µ)ξ
β = 0 (A.32)

Usando esta última expresión junto con la métrica para dS4 en coordenadas flat slicing
gµν = diag

(
−1, f2(t)x⃗

)
, se obtienen 4 ecuaciones diferenciales parciales acopladas, las cuales

representan las ecuaciones que satisfacen los 10 vectores Killing para este espaciotiempo:
Para µ = ν = 0 = t

• ∂tξt = 0 (A.33)

Para µ = t; ν = i

• −∂iξt + f2(t)∂tξi = 0 (A.34)

Para µ = ν = i

•

√
Λ
3 ξ

t + ∂iξ
i = 0 (A.35)

Para µ = i; ν = j, con i ̸= j

• ∂jξi + ∂iξ
j = 0 (A.36)

Dadas estas ecuaciones, su solución vendrá dada como sigue:

Tomando ∂l sobre (A.36),
∂2
ljξ

i + ∂2
liξ

j = 0 (∗)
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multiplicando por −1 e intercambiando l↔ i en (∗),

−∂2
ijξ

l − ∂2
ilξ

j = 0 (∗∗)

intercambiando l↔ j en (∗),
∂2
jlξ

i + ∂2
jiξ

l = 0 (∗ ∗ ∗)

sumando (∗), (∗∗) y (∗ ∗ ∗), se concluye que:

∂2
ljξ

i+∂2
liξ

j−∂2
ijξ

l−∂2
ilξ

j + ∂2
jlξ

i+∂2
jiξ

l = 0

→ ∂2
ljξ

i + ∂2
jlξ

i = 0

→ 2∂2
ljξ

i = 0

→ ∂l
(
∂jξ

i
)

= 0

⇒ ∂jξ
i = Cij(t) (A.37)

Reemplazando (A.37) en (A.36), se concluye que Cij(t) es antisimétrico

Cij(t) = −Cji (t) (A.38)

por otro lado, integrando (A.37), se tiene,

∂jξ
i = Cij(t)

ξi =
∫
Cij(t)dxj + hi(t, xk) con, xk ̸= xj

⇒ ξi = Cij(t)xj + hi(t, xi) (A.39)

además, usando (A.33) al tomar ∂t en (A.35),

∂t

√Λ
3 ξ

t + ∂iξ
i

 = 0

√
Λ
3 ∂tξ

t + ∂2
tiξ

i = 0

⇒ ∂2
tiξ

i = 0

usando (A.39)→ ∂2
ti

[
Cij(t)xj + hi

(
t, xi

)]
= 0

→∂t
[
∂i
(
Cij(t)xj + hi(t, xi)

)]
= 0

→∂t
[
Cij(t)∂ixj + ∂i

(
hi(t, xi)

)]
= 0

→∂t
[
Cij(t)δ

j
i + ∂i

(
hi(t, xi)

)]
= 0

→∂2
ti

[
hi(t, xi)

]
= 0

⇒ ∂t
(
∂ih

i
)

= 0⇒ ∂ih
i = ∂iX

i(xi)
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integrando este último resultado,

hi =
∫
∂iX

i(xi)dxi + f i(t)

⇒ hi(t, xi) = Xi(xi) + f i(t) (A.40)

así, al sustituir en (A.39), se tiene,

ξi = Cij(t)xj + f i(t) +Xi(xi). (A.41)

Tomando ∂j en (A.34), con j ̸= i, se tiene,

∂j
(
−∂iξt + f2(t)∂tξi

)
= 0

− ∂2
jiξ

t + f2(t)∂2
jtξ

i = 0 (△)

intercambiando i↔ j, en el anterior resultado,

−∂2
ijξ

t + f2(t)∂2
itξ

j = 0 (♢)

sumando (△) y (♢), y usando (A.36),

−2∂2
ijξ

t + f2(t)∂t
(
∂jξ

i + ∂iξ
j
)

= 0

⇒ ∂2
ijξ

t = 0. (A.42)

De los resultados (A.33) y (A.42) se concluye que ξt es separable en suma en las coordenadas
espaciales, por lo tanto, ξt se puede escribir como,

ξt =
3∑

k=1
F k(xk) (A.43)

así, sustituyendo este último resultado (A.43) y (A.41) en (A.34),

0 = −∂iξt + f2(t)∂tξi

= −∂i

{ 3∑
k=1

F k
(
xk
)}

+ f2(t)∂t
{
Cij(t)xj + f i(t) +Xi(xi)

}

= −
3∑

k=1

∂F k

∂xk

(
∂xk

∂xi

)
+ f2(t)

{
Ċij(t)xj + ḟ i

}

= −
3∑

k=1

∂F k

∂xk
δ ki + f2(t)

{
Ċij(t)xj + ḟ i

}

⇒ −∂iF i + f2(t)Ċij(t)xj + f2(t)ḟ i = 0 (A.44)
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ahora, tomando primero ∂j con j ̸= i en la anterior expresión se llega a que,

f2(t)Ċj i(t) = 0

→ Ċjj (t) = 0

⇒ Cij es constante

por lo que (A.44) se reduce a
−∂iF i + f2(t)ḟ i = 0

luego, si se toma ∂t de este resultado,

∂t
(
f2(t)ḟ i

)
= 0

⇒ f2(t)ḟ i = λi es constante

reduciendo aún más la ecuación (A.44), de tal manera,

− ∂iF i + λi = 0 (A.45)

resolviendo para F i, se obtiene,

∂iF
i = λi

⇒ F i(xi) = λixi + ai (A.46)

de igual manera, resolviendo para f i,

f i = λif−2(t)

= λi
∫
e−2

√
Λ
3 tdt+ bi

= λi
(
−1

2

√
3
Λ

)
e−2

√
Λ
3 t + bi

⇒ f i = −λ
i

2

√
3
Λf

−2(t) + bi. (A.47)

De esta manera, un primer vistazo explícito para las componentes de los vectores Killing viene
de sustituir (A.46) y (A.47) en (A.43) y (A.41) respectivamente, consiguiendo:

ξt =
3∑

k=1
λkxk + C

ξi = Cijx
j − λi

2

√
3
Λf

−2(t) +Xi(xi)

Dado que aún falta conocer la forma explícita de la cantidad Xi, se puede buscar su sig-
nificante, al sustituir los anteriores resultados para ξt y ξi en cada una de las ecuaciones
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(A.33),(A.34),(A.35) y (A.36), verificando que en las tres primeras se concluye con el resul-
tado 0 = 0, mientras que la última ecuación resulta ser:√

Λ
3 ξ

t + ∂iX
i = 0 (□)

Tomando ∂j y sustituyendo ξt, con i ̸= j, en la anterior ecuación,

0 =

√
Λ
2 ∂j

(
λkxk + C

)
+ ∂2

jiX
i

=

√
Λ
2 λ

kδ k
j ⇒

√
Λ
3 λ

j = 0 , λj = 0 , si j ̸= i

por lo que sólo sobrevivirán los términos i-ésimos del conjunto {xk}, de tal manera que la
expresión (□) resulta, √

Λ
2 ∂j

(
λixi + C

)
+ ∂2

jiX
i = 0

solucionando para Xi,

∂iX
i = −

√
Λ
3
(
λixi + C

)
⇒ Xi = −

√
Λ
3

(
λi

2 x
axa + Cxi

)
+ di.

Finalmente, se obtiene la forma explícita para las componentes del campo Killing,

• ξt = λbxb + C.

• ξi = Cijx
j − λi

2

√
3
Λf

−2(t)−

√
Λ
3

(
λi

2 x
axa + Cxi

)
+ di.

por lo tanto, dada la forma general para un campo vectorial Killing ξ = ξµ∂µ = ξt∂t + ξi∂i, se
tiene:

ξ =
{
λbxb + C

}
∂t +

Cijxj − λi

2

√
3
Λf

−2(t)−

√
Λ
3

(
λi

2 x
axa + Cxi

)
+ di

 ∂i (A.48)

factorizando en las constantes arbitrarias, se concluye que:

−C

−∂t +

√
Λ
3 x

i∂i

+Cijxj∂i+λi
xi∂t −

1
2

√
3
Λf

−2(t) + 1
2

√
Λ
3 x

axa

 ∂i
+di∂i (A.49)
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Los vectores Killing que describen las simetrías de dS4:

• − ∂t +

√
Λ
3 x

i∂i (■)

• xj∂i

• xi∂t −

1
2

√
3
Λf

−2(t) + 1
2

√
Λ
3 x

axa

 ∂i
• ∂i

A.4 Expresión explícita de E(ξ) en términos de la
perturbación

Utilizando la métrica para el espaciotiempo dS4 en las coordenadas flat slicing, 1

ds2 = −dt2 + f2(t)
[
dx2 + dy2 + dz2

]
(A.50)

se pueden obtener los símbolos de Christoffel asociados a esta, tomando la definición de ellos,
y sustituyendo las componentes métricas diferentes de cero, se consigue:

Γαµν = 1
2g

αβ (∂µgβν + ∂νgµβ − ∂βgµν)

α = 0→ Γ0
µν = −1

2 (∂µg0ν + ∂νgµν − ∂0gµν) α = i→ Γiµν = δij

2f2 (∂µgjν + ∂νgµj)

• Γ0
0ν = 0 • Γi00 = 0

• Γ0
ij = δijfḟ • Γi0l = δilf

−1ḟ

• Γilk = 0

Por otro lado, usando la métrica, es posible obtener las componentes covariantes para el
vector de Killing (■) de (A.3),

ξµ = gµνξ
ν = gµ0ξ

0 + gµjξ
j

= δ0
µg00ξ

0 + δiµgijξ
j

= δ0
µ + δiµf

2(t)δijξj

= δ0
µ + δiµf

2(t)δijξj

= δ0
µ + δiµf

2(t)

√
Λ
3 δijx

j

1En este apéndice la métrica gµν representará la métrica de dS4, es decir, representará la métrica de fondo cuya
notación en el cuerpo principal del documento se denota como ḡµν , esto también para la conexión ∇̄ → ∇ y
los Killings ξ̄ → ξ
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⇒ ξ0 = 1 y ξi = f2(t)

√
Λ
3 δijx

j . (A.51)

De esta manera, usando los símbolos de Christoffel y las componentes covariantes de la
simetría espaciotemporal de la métrica (A.50) dadas por los anteriores Killings covariantes,
y usando la definición para el superpotencial Kαβµν en (3.11), se procede a calcular la
cantidad:

∇βK0iνβξν −K0jνi∇jξν (A.52)

• ∇βK0iνβξν ⇒

∇β
(
K0iνβ

)
ξν = ∇β

(
K0iνβ

)
gναξ

α

= ∇β
(
K0iνβ

)
gν0ξ

0 +∇β
(
K0iνβ

)
gνlξ

l

= ∇β
(
K0i0β

)
g00ξ

0 +∇β
(
K0ijβ

)
gjlξ

l

= ∇β
(
K0i0β

)
+∇β

(
K0ijβ

)
gjl

√
Λ
3 x

l

⇒∇β
(
K0iνβ

)
ξν = ∇β

(
K0i0β

)
+

√
Λ
3 xj∇β

(
K0ijβ

)
(A.53)

∇β
(
K0i0β

)
= ∇β

[1
2
(
g0βH i0 + gi0H0β − g00H iβ − giβH00

)]
= 1

2
[
g0β∇βH i0 +∇βH iβ − giβ∇βH00

]
= 1

2
[
g00∇0H

i0 +∇0H
i0 +∇jH ij − gij∇jH00

]
= 1

2
[
−∇0H

i0 +∇0H
i0 +∇jH ij − gij∇jH00

]
= 1

2

[
∇j
(
hij − 1

2g
ijgαβh

αβ
)
− gij∇j

(
h00 − 1

2g
00gαβh

αβ
)]

= 1
2

[
∇jhij −

1
2g

ijgαβ∇jhαβ − gij∇jh00 − 1
2g

ijgαβ∇jhαβ
]

= 1
2
[
∇jhij − gij∇jh00 − gijgαβ∇jhαβ

]
= 1

2
[
∇jhij−gij∇jh00 − gijg00∇jh00 − gijgkl∇jhkl

]
= 1

2
[
∇jhij − f−2δijf2δkl∇jhkl

]
= 1

2
[
∂jh

ij + Γijαhαj + Γjjαh
iα − δijδkl

(
∂jh

kl + Γkjαhαl + Γljαhkα
)]

= 1
2
[
∂jh

ij + Γij0h0j + Γjj0h
i0 − δijδkl

(
∂jh

kl + Γkj0h0l + Γlj0hk0
)]

= 1
2

[
∂jh

ij + ḟ

f
δijh

0j + 3 ḟ
f
h0i − δijδkl∂jhkl − δijδjl

ḟ

f
h0l − δijδkj

ḟ

f
hk0
]
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= 1
2

[
∂jh

ij + 4 ḟ
f
h0i − δijδkl∂jhkl −

ḟ

f
h0i − ḟ

f
hi0
]

= 1
2

[
−δijδkl∂jhkl + ∂jh

ij + 2 ḟ
f
h0i
]

⇒ ∇β
(
K0i0β

)
= 1

2

−δijδkl∂jhkl + ∂jh
ij + 2

√
Λ
3 h

0i



∇β
(
K0ijβ

)
= ∇β

[1
2
(
g0βH ij + gijH0β − g0jH iβ − giβH0j

)]
= 1

2
[
g0β∇βH ij + gij∇βH0β − giβ∇βH00

]
= 1

2
[
g00∇0H

ij + gij∇0H
00 + gij∇lH0l − gil∇lH0j

]
= 1

2

[
−∇0H

ij + gij∇0H
00 + gij∇l

(
h0l − 1

2g
0lh

)
− gil∇l

(
h0j − 1

2g
0jh

)]
= 1

2
[
−∇0H

ij + gij∇0H
00 + gij∇lh0l − gil∇lh0j

]
= 1

2

[
−∇0

(
hij − 1

2g
ijgαβh

αβ
)

+ gij∇0

(
h00 − 1

2g
00gαβh

αβ
)

+ gij∇lh0l − gil∇lh0j
]

= 1
2

[
−∇0h

ij + 1
2g

ij∇0
(
gαβh

αβ
)

+ gij∇0h
00 + 1

2g
ij∇0

(
gαβh

αβ
)

+ gij∇lh0l − gil∇lh0j
]

= 1
2

[
−∇0h

ij + gij∇0
(
g00h

00
)

+ gij∇0
(
gklh

kl
)

+ gij∇0h
00

+ gij∇lh0l − gil∇lh0j
]

= 1
2

[
−∇0h

ij − gij∇0(h00) + gij∇0h
00 + gij∇0

(
gklh

kl
)

+ gij∇lh0l − gil∇lh0j
]

= 1
2
[
−∇0h

ij + gij∂0
(
gklh

kl
)

+ gij∇lh0l − gil∇lh0j
]

= 1
2
[
−∇0h

ij + f−2δij∂0
(
δklf

2hkl
)

+ gij∇lh0l − gil∇lh0j
]

= 1
2

[
f−2δijδkl∂0

(
f2hkl

)
−
(
∂0h

ij + Γi0αhαj + Γj0αhiα
)

+ gij
(
∂lh

0l + Γ0
lαh

αl + Γllαh0α
)
− gil

(
∂lh

0j + Γ0
lαh

αj + Γjlαh
0α
) ]

= 1
2

[
f−2δijδkl∂0

(
f2hkl

)
−
(
∂0h

ij + Γi0lhlj + Γj0lh
il
)

+ gij
(
∂lh

0l + Γ0
lmh

ml + Γll0h00
)
− gil

(
∂lh

0j + Γ0
lmh

mj + Γjl0h
00
) ]
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= 1
2

[
f−2δijδkl∂0

(
f2hkl

)
− ∂0h

ij− ḟ
f
δ il h

lj − δ jl
ḟ

f
hil + gij∂lh

0l + gijfḟδlmh
ml

+gij
(

3 ḟ
f
h00
)
− gil∂lh0j − gilfḟδlmhmj−gil

ḟ

f
δ jl h

00
]

= 1
2

[
f−2δijδkl∂0

(
f2hkl

)
− ∂0h

ij − 2 ḟ
f
hij + gij∂lh

0l + ḟ

f
δijδlmh

lm + 2δij ḟ
f3h

00

− gil∂lh0j − ḟ

f
δilδlmh

mj
]

= 1
2

[
f−2δijδkl∂0

(
f2hkl

)
− ∂0h

ij + gij∂lh
0l − gil∂lh0j − 2 ḟ

f
hij − ḟ

f
δimh

mj

+ ḟ

f
δijδlmh

lm + 2δij ḟ
f3h

00
]

⇒ ∇β
(
K0ijβ

)
= 1

2

[
f−2δijδkl∂0

(
f2hkl

)
− ∂0h

ij + gij∂lh
0l − gil∂lh0j − 3 ḟ

f
hij

+ ḟ

f
δijδlmh

lm + 2δij ḟ
f3h

00
]

Sustituyendo en (A.53),

⇒ ∇β
(
K0iνβ

)
ξν = 1

2

−δijδkl∂jhkl + ∂jh
ij + 2

√
Λ
3 h

0i


+ 1

2

√
Λ
3 xj

[
f−2δijδkl∂0

(
f2hkl

)
− ∂0h

ij + gij∂lh
0l − gil∂lh0j − 3 ḟ

f
hij

+ ḟ

f
δijδlmh

lm + 2δij ḟ
f3h

00
]

(∗)
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• K0jνi∇j ξ̄ν ⇒

K0jνi∇jξν = K0jνi∇j (gανξα)

= K0jνigαν∇jξα

= K0jνigαν
[
∂jξ

α + Γ̄αjβξβ
]

= K0jνig0ν
[
∂iξ

0 + Γ0
jβξ

β
]

+K0jνiglν
(
∂jξ

l + Γljβξβ
)

= K0jνig0ν
[
∂j(−1) + Γ0

jlξ
l
]

+K0jνiglν

∂j
√Λ

3 x
l

+ Γlj0ξ0


= K0j0ig00fḟδjlξ

l +K0jkiglk

√Λ
3 δ

l
j −

ḟ

f
δ l
j


= −K0j0ifḟδjl

√Λ
3 x

l

+K0jkigklδ
l
j

√Λ
3 −

ḟ

f


= −K0j0ifḟδjl

√Λ
3 x

l

 ,
dado que f = exp

(√
Λ
3 t

)
→ ḟ = f

√
Λ
3 ⇒

ḟ
f =

√
Λ
3 , f ḟ = f2

√
Λ
3 , es posible sustituir y

reducir la expresión anterior,

K0jνi∇jξν = −K0j0i

√
Λ
3 fḟx

lδjl

= −K0j0i

√
Λ
3 f

2

√
Λ
3 δjlx

l

= −K0j0iΛ
3
(
f2δjl

)
xl

= −K0j0iΛ
3
(
gjlx

l
)

= −Λ
3 xj

(
K0j0i

)
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K0iνi∇jξν = −Λ
3 xj

1
2
[
g0iH0j + g0jH0i − g00H ij − gijH00

]
= −1

2
Λ
3 xj

[
H ij − gijH00

]
= −1

2
Λ
3 xj

[
hij − 1

2g
ijh− gij

(
h00 − 1

2g
00h

)]
= −1

2
Λ
3 xj

[
hij − 1

2g
ijh− gijh00 + 1

2g
ijg00h

]
= −1

2
Λ
3 xj

[
hij − gijh00 − 1

2g
ijh− 1

2g
ijh

]
= −1

2
Λ
3 xj

[
hij − gijh00 − gijgαβhαβ

]
= −1

2
Λ
3 xj

[
hij − gijh00 − gijg00h

00 − gijgklhkl
]

= −1
2

Λ
3 xj

[
hij−gijh00 + gijh00 − δijδklhkl

]
= −1

2
Λ
3
[
hijxj − δijδklxjhkl

]
⇒ K0iνi∇jξν = −1

2
Λ
3
[
hijxj − δijδklxjhkl

]
. (∗∗)

Finalmente, usando (∗) y (∗∗) se calcula (A.52), como sigue,

∇βK0iνβξν −K0jνi∇jξν = 1
2

−δijδkl∂jhkl + ∂jh
ij + 2

√
Λ
3 h

0i


+ 1

2

√
Λ
3 xj

[
f−2δijδkl∂0

(
f2hkl

)
− ∂0h

ij + gij∂lh
0l − gil∂lh0j

− 3 ḟ
f
hij + ḟ

f
δijδlmh

lm + 2δij ḟ
f3h

00
]

+ 1
2

Λ
3
[
hijxj − δijδklxjhkl

]

= 1
2

−δijδkl∂jhkl + ∂jh
ij + 2

√
Λ
3 h

0i


+ 1

2

√
Λ
3 xj

[
f−2δijδkl∂0

(
f2hkl

)
+ f−2

(
δij∂lh

0l − δil∂lh0j
)
− ∂0h

ij

]

+ 1
2

√
Λ
3 xj

[
− 3

√
Λ
3 h

ij +

√
Λ
3 δ

ijδlmh
lm + 2gij

√
Λ
3 h

00
]

+ 1
2

Λ
3
[
hijxj − δijδklxjhkl

]
= 1

2

−δijδkl∂jhkl + ∂jh
ij + 2

√
Λ
3 h

0i


+ 1

2

√
Λ
3 xj

[
f−2δijδkl∂0

(
f2hkl

)
+ f−2

(
δij∂lh

0l − δil∂lh0j
)
− ∂0h

ij

]

+ 1
2

Λ
3
[
−3hijxj+δijxjδlmhlm + 2xih00+hijxj−δijxjδlmhlm

]

78 Chapter A Cálculos suplementarios



⇒ ∇βK0iνβξν −K0jνi∇jξν = 1
2

−δijδkl∂jhkl + ∂jh
ij + 2

√
Λ
3 h

0i


+ 1

2

√
Λ
3 xj

[
f−2δijδkl∂0

(
f2hkl

)
+ f−2

(
δij∂lh

0l − δil∂lh0j
)
− ∂0h

ij

]

+ Λ
3
[
xih00 − hijxij

]
.

Por lo tanto, la cantidad conservada E(ξ) resulta:

E(ξ) = f3

8πG

∮
dSi

{
1
2

−δijδkl∂jhkl + ∂jh
ij + 2

√
Λ
3 h

0i


+ 1

2

√
Λ
3 xj

[
f−2δijδkl∂0

(
f2hkl

)
+ f−2

(
δij∂lh

0l − δil∂lh0j
)
− ∂0h

ij

]

+ Λ
3
[
xih00 − hijxij

]}
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A.5 Sustitución de la perturbación en la expresión de la
energía Killing

Iniciando con la ecuación (3.29) sin los términos diagonales nulos de hµν ,

E(ξ̄) = f3

8πG

∮
dSi

{
1
2
(
∂jh

ij − δijδkl∂ihkl
)

+ 1
2f

2

√
Λ
3 δjkx

k
[
f−2δijδml∂0

(
f2hml

)
− ∂0h

ij
]

+ Λ
3
(
h00xi − f2δjkh

ijxk
)}

(A.54)

Renombrando hij = 4f−3δij
( r0
r

)
= Aδij y h00 = 4f−1 ( r0

r

)
= B, se desarrollan cada uno de

los términos de la anterior expresión,

•∂jhij − δijδkl∂ihkl = ∂j
(
Aδij

)
− δijδkl∂j

(
Aδkl

)
= δij∂jA− δijδklδkl∂jA

= δij∂jA− δijδkk∂jA

= δij∂jA− 3δij∂jA

⇒ −2δij∂jA (A.55)

calculando primero,

∂0
(
f2hml

)
=
(
∂0f

2
)
hml + f2∂0h

ml

= 2f2

√
Λ
3 h

ml + f2∂0h
ml

= 2f2

√
Λ
3Aδ

ml + f2∂0
(
Aδml

)
⇒ 2f2δml

√
Λ
3A+ δmlf2∂0A

sustituyendo,

•1
2

√
Λ
3 δjkx

kδijδml∂0
(
f2hml

)
= 1

2

√
Λ
3 x

kδjkδ
ijδml

2f2δml

√
Λ
3A+ δmlf2∂0A


= Λ

3 x
kδikδ

m
mf

2A+ 1
2

√
Λ
3 x

kδikδ
m
mf

2∂0A

= 3
[Λ

3 x
kδikf

2A

]
+ 3

1
2

√
Λ
3 x

kδikf
2∂0A


⇒ 3

[1
3x

if2A

]
+ 3

[
1
2

√
1
3x

if2∂0A

]
(A.56)
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considerando que,

−∂0h
ij = −∂0

(
Aδij

)
= −δij∂0A

• 1
2f

2

√
Λ
3 δjkx

k
(
−∂0h

ij
)

= −1
2f

2

√
Λ
3 x

kδjkδ
ij∂0A

⇒ −1
2f

2

√
Λ
3 x

i∂0A (A.57)

•Λ
3 h

00xi = Λ
3Bx

i (A.58)

desarrollando,

−f2δjkx
khij = −f2δjkx

kAδij = −f2xkδikA

• Λ
3
(
−f2hijδjkx

k
)

= −Λ
3 f

2xiA (A.59)

y se reduce la expresión interior de la energía Killing al sustituir los resultados desde (A.55)
hasta (A.59), como sigue:

= 1
2
[
−2δij∂jA

]
+ 3

[Λ
3 x

if2A

]
+ 3

1
2

√
Λ
3 x

if2∂0A

− 1
2f

2

√
Λ
3 x

i∂0A−
Λ
3 f

2xiA+ 1
3Bx

i

= −δi∂jA+ 2
[Λ

3 x
if2A

]
+ 2

1
2

√
Λ
3 x

if2∂0A

+ Λ
3Bx

i

= −δi∂jA+ 2Λ
3 x

if2A+

√
Λ
3 x

if2∂0A+ Λ
3Bx

i = −∂jAδij + xi

2Λ
3 f

2A+

√
Λ
3 f

2∂0A+ Λ
3B


⇒ −∂jAδij + xi

√Λ
3 f

2∂0A+ Λ
3
(
2f2A+B

)
Por lo que (A.54) se reduce a

E(ξ̄) = f3

8πG

∮
dSi

−∂jAδij + xi

√Λ
3 f

2∂0A+ Λ
3
(
2f2A+B

) (A.60)
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A.6 Cálculo de la corriente ADT

Considerando las ecuaciones de campo de Einstein con constante cosmologica,

Gµν ≡ Gµν + Λgµν , Gµν ≡ Rµν −
1
2Rgµν (A.61)

y además, tomando la siguientes identidades y convenciones,

[∇λ,∇ν ] ξµ = Rµρλνξ
ρ, Rλµλν = Rµν (A.62)

se calcula la corriente de Killing KµG utilizando las ecuaciones de campo de Einstein lin-
earizadas (3.4) contraídas con un campo Killing,

KµG ≡ ξνδG
µν (A.63)

donde δGµν = GLµν , δgµν ≡ hµν , δgµν ≡ −hµν y h ≡ gµνhµν , así que, al sustituir las cantidades
geométricas linearizadas en hµν dentro de δGµν , y tomando 2ξνδGµν , siguiendo a [BC07], se
tiene:

KµG = ξνδGµν = ξνδ
(
gµαgνβGαβ

)
= ξν

[
gµαgνβδGαβ + Gαβ

(
δgµαgνβ + δgνβgµα

)]
= ξν

{
gµαgνβ

[
δRαβ −

1
2δRgαβ

]
− 1

2g
µαgνβδgαβR+ Λgµαgνβδgαβ

+Rαβδg
µαgνβ − 1

2Rgαβg
νβδgµα + Λgαβgνβδgµα

+Rαβδg
νβgµα − 1

2Rgαβg
µαδgνβ + Λgαβgµαδgνβ

}
= ξν

{
gµαgνβ

[
δRαβ −

1
2δRgαβ

]
+ 1

2δg
µνR− Λδgµν

+R ν
α δgµα − 1

2Rδ
ν

α δgµα + Λδ ν
α δgµα

+R µ
α δgνα − 1

2Rδ
µ

β δgνβ + Λδ µ
β δgνβ

}
= ξν

{
gµαgνβ

[
δRαβ −

1
2δRgαβ

]
+ 1

2δg
µνR− Λδgµν

+ 2R (µ
α δgν)α −Rδgµν + 2Λδgµν

}
= ξν

{
gµαgνβ

[
δRαβ −

1
2δRgαβ

]
+ 1

2
[
4R (µ

α δgν)α + (2Λ−R)δgµν
]}

= ξν

{
gµαgνβδRαβ −

1
2g

µν
(
−∇λ∇λh+∇α∇ρhαρ − Λh

)
+ 1

2
[
4R (µ

α δgν)α + (2Λ−R)δgµν
]}
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= ξν

{
gµαgνβδRαβ + 1

2g
µν
(
∇λ∇λh−∇α∇ρhαρ

)
+ 1

2g
µνΛgαβhαβ

+ 1
2
[
4R (µ

α δgν)α + (2Λ−R)δgµν
]}

= ξν

{
gµαgνβδRαβ + 1

2g
µν
(
∇λ∇λh−∇α∇ρhαρ

)
+ 1

2g
µνRαβh

αβ

+ 1
2
[
4R (µ

α δgν)α + (2Λ−R)δgµν
]}

= ξν

{
gµαgνβδRαβ + 1

2g
µν
(
∇λ∇λh−∇α∇ρhαρ

)
+ 1

2g
µνRαβh

αβ

+ 1
2
[
−4R (µ

α hν)α + (R− 2Λ)hµν
]}

⇒ 2KµG =ξν
(
∇λ∇νhλµ +∇λ∇µhλν −∇λ∇λhµν −∇µ∇νh

)
+ ξµ

(
∇λ∇λh−∇λ∇νhλν

)
+ ξν

(
−4R(µλhλ

ν) + (R− 2Λ)hµν
)

(A.64)

+ξµRλρhλρ

Usando sucesivamente integración por partes, en los términos rojos, se obtiene para cada
uno:2

(i)
ξν∇λ∇νhλµ = −∇νξν∇λhλµ +∇ν

(
ξν∇λhλµ

)
+ ξνR

λ ν
αλ h

αµ + ξνR
µ ν
αλ h

λα

(ii)
ξν∇λ∇µhλν = ∇λ

(
ξν∇µhλν

)
−∇λξν∇µhλν

(iii)
−ξν∇λ∇µhµν = −∇λ (ξν∇νhµν) +∇λξν∇λhµν

(iv)
−ξν∇µ∇νh = −∇ν (ξν∇µh) +∇νξν∇µh

(v)
ξµ∇λ∇λh = ∇λ

(
ξµ∇λh

)
−∇λξµ∇λh

(vi)
−ξµ∇λ∇νhλν = −∇λ

(
ξµ∇νhλν

)
+∇λξµ∇νhλν

2Para (i) es necesario usar [∇λ,∇ν ]hλµ = Rλ
αλνh

αµ +Rµ
αλνh

λα = ∇λ∇νh
λµ − ∇ν∇λh

λµ
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Sumando desde (i) hasta (vi), se puede factorizar ∇λ para los términos en azul,

⇒∇λ
(
ξλ∇νhµν − ξµ∇νhλν + ξν∇µhλν − ξν∇λhµν + ξµ∇λh− ξλ∇µh

)
−∇νξν∇λhλµ −∇λξν∇µhλν +∇λξν∇λhµν+∇νξν∇µh−∇λξµ∇λh+∇λξµ∇νhλν

+ ξνR
λ ν
αλ h

αµ + ξνR
µ ν
αλ h

λα

los términos en amarillo son nulos, pues:

•∇λξν∇µhλν =1
2 (∇λξν +∇λξν)∇µhλν

=1
2
(
∇λξν∇µhλν +∇νξλ∇µhλν

)
=1

2 (∇λξν +∇νξλ)∇µhλν

=∇(λξν)∇µhλν pero, ∇(λξν) = 0

⇒=0

•∇νξν = gαν∇αξν
→ 0 = gαν(∇αξν +∇νξα)

= gαν∇αξν + gαν∇νξα
= gαν∇αξν + gνα∇νξα
= gαν∇αξν + gαν∇αξν = 2gαν∇αξν = 2∇νξν

⇒ = ∇νξν = 0

Así, los términos en rojo quedan como:

⇒∇λ
(
ξλ∇νhµν − ξµ∇νhλν + ξν∇µhλν − ξν∇λhµν + ξµ∇λh− ξλ∇µh

)
+∇λξν∇λhµν −∇λξµ∇λh+∇λξµ∇νhλν + ξνR

λ ν
αλ h

αµ + ξνR
µ ν
αλ h

λα

Uniendo esta expresión junto con los términos verdes en (A.64), se tiene,

∇λ
(
ξλ∇νhµν − ξµ∇νhλν + ξν∇µhλν − ξν∇λhµν + ξµ∇λh− ξλ∇µh

)
+∇λξν∇λhµν −∇λξµ∇λh+∇λξµ∇νhλν + ξνR

λ ν
αλ h

αµ + ξνR
µ ν
αλ h

λα

+ ξν
[
−2Rµλh ν

λ −2Rνλh µ
λ + (R− 2Λ)hµν

]
+ ξµRλρh

λρ

⇒∇λ
(
ξλ∇νhµν − ξµ∇νhλν + ξν∇µhλν − ξν∇λhµν + ξµ∇λh− ξλ∇µh

)
+∇λξν∇λhµν −∇λξµ∇λh+∇λξµ∇νhλν

+ξν
[
−2Rµλhλν −Rνλhλµ +Rµαλνh

λα + (R− 2Λ)hµν
]

+ ξµRλρh
λρ
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tomando los términos subrayados en azul, se utiliza de manera sucesiva integración por
partes sobre las tres cantidades que se encuentran en el segundo renglón, de tal manera que
puedan ser introducidas en las del primer renglón bajo la factorización de ∇λ:

• ∇νξλ∇νhµλ = −∇ν
(
∇λξνhµλ

)
+∇ν∇λξνhµλ

• ∇λξµ∇νhλν = ∇ν
(
∇λξµhλν

)
−∇ν∇λξµhλν

• − ∇νξµ∇νh = ∇ν∇νξµh−∇ν (∇νξµh)

= ∇ν∇νξµh−∇ν (∇νξµh) +∇ν (∇µξνh)−∇ν (∇µξνh)

= ∇ν∇νξµh−∇ν (∇µξνh) +∇ν [(∇µξν −∇νξµ)h]

= ∇ν∇µξµh+∇ν (∇νξµh) + 2∇ν
(
∇[µξν]h

)
= ∇ν∇νξµh+∇ν∇νξµh+∇νξµ∇νh+ 2∇ν

(
∇[µξν]h

)
→ −2∇νξµ∇νh = 2∇ν∇νξµh+ 2∇ν

(
∇[µξν]h

)
→ −∇νξµ∇νh = ∇ν∇νξµh+∇ν

(
∇[µξν]h

)
usando la identidad∇ν∇νξµh = Rρ νµ

ν ξρh

⇒ −R µ
ρ ξ

ρh+∇ν
(
∇[µξν]h

)
Por lo tanto, los términos subrayados en azul se reducen a:

⇒ ∇λ
(
ξλ∇νhµν − ξµ∇νhλν + ξν∇µhλν − ξν∇λhµν + ξµ∇λh− ξλ∇µh

)
−∇ν

(
∇λξνhµλ

)
+∇ν

(
∇λξµhλν

)
+∇ν

(
∇[µξν]h

)
+∇ν∇λξνhµλ −∇ν∇λξµhλν −R µ

ρ ξ
ρh

= ∇ν
(
ξν∇λhµλ − ξµ∇λhνλ + ξλ∇µhνλ − ξλ∇νhµλ + ξµ∇νh− ξν∇µh−∇λξνhµλ

+∇λξµhλν +∇[µξν]h

)
+∇ν∇λξνhµλ −∇ν∇λξµhλν −R µ

ρ ξ
ρh

De aquí se define el superpotencial de Einstein FµνG :

2∇νFµνG = ∇ν
(
ξν∇λhµλ − ξµ∇λhνλ + ξλ∇µhνλ − ξλ∇νhµλ + ξµ∇νh− ξν∇µh−∇λξνhµλ

+∇λξµhλν +∇[µξν]h

)
⇒ 2FµνG = ξν∇λhµλ − ξµ∇λhνλ + ξλ∇µhνλ − ξλ∇νhµλ + ξµ∇νh− ξν∇µh−∇λξνhµλ

+∇λξµhλν +∇[µξν]h (A.65)

Por otro lado, al tomar los términos subrayados de verde, se puede utilizar la identidad
∇µ∇νξλ = Rρµνλξρ sobre las cantidades con dobles derivadas covariantes sobre campos
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Killing, de tal modo que todo lo verde quede sólo en cantidades acompañadas de tensores de
Riemann, como sigue,

⇒ξν
[
−2Rµλhλν −Rνλhλµ +Rµαλνh

λα + (R− 2Λ)hµν
]

+ ξµRλρh
λρ

+∇ν∇λξνhµλ −∇ν∇λξµhλν −R µ
ρ ξ

ρh

=ξν
[
−2Rµλhλν−Rνλhλµ+Rµαλνh

λα + (R− 2Λ)hµν
]

+ ξµRλρh
λρ

+Rρλξρhµλ−Rγ µ
νλ ξγh

λν −R µ
ρ ξ

ρh

= 2ξνRµλhλν −R µ
ρ ξ

ρh+ (R− 2Λ)ξνhµν + ξµRλρh
λρ

para cada una de las anteriores cantidades resultantes, se busca su equivalencia en términos
de las ecuaciones de campo de Einstein Gµν con constante cosmológica definida en (A.61),

• 2ξνRµλhλν = −2ξνGµλhλν−(R− 2Λ)ξνhµν

• −ξνR µ
ν h = −ξνG µ

ν h− 1
2(R− 2Λ)ξνgµνh = −ξνG µ

ν h−1
2(R− 2Λ)ξµh

• (R− 2Λ)ξνhµν

• ξµRλρhλρ = ξµGλρhλρ+
1
2(R− 2Λ)ξµh

por lo tanto, los términos que acompañan a la divergencia covariante del superpotencial de
Einstein serán:

⇒ −2ξνGµλhλν + ξµGλρhλρ − ξνG µ
ν h

De esta manera, la corriente Killing para la contribución del tensor de Einstein con constante
cosmológica (A.64) resulta como:

2KµG = 2∇νFµνG − 2ξνGµλhλν + ξµGλρhλρ − ξνG µ
ν h

KµG = ∇νFµνG − ξ
νGµλhλν + 1

2ξ
µGλρhλρ −

1
2ξ

νG µ
ν h

Ahora, dado que KµG ≡ ξνδGµν , la contribución por parte del tensor de Einstein a la corriente
ADT, viene dada por:

J µG ≡ ∇νF
µν
G = ξνδGµν + ξνGµλhλν −

1
2ξ

µGλρhλρ + 1
2ξ

νG µ
ν h (A.66)

De la misma manera que se procedió con el tensor Gµν se procede para el conjunto de
tensores representados por Wµν , de tal menera que para cada uno de ellos se tendrá un
superpotencial asociado Fµνi , tal que

∑
iF

µν
i = FµνW , es decir, cada tensor dentro de Wµν

tendrá un superpotencial asociado distinto, mientras que la forma funcional para su aporte
individual a la corriente ADT se mantiene idéntica a (A.66), es decir,

J µW ≡ ∇νF
µν
W =

∑
i

∇νFµνi =
∑
i

[
ξνδ(wµν)i + ξν(wµλ)ihλν −

1
2ξ

µ(wλρ)ihλρ + 1
2ξ

ν(w µ
ν )ih

]
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conWµν =
∑
i(wµν)i, donde wµν será el conjunto de tensores que nace de variar las correc-

ciones covariantes a la acción de Einstein-Hilbert. Finalmente, la expresión para la corriente
ADT viene por la adición de J µG y J µW , así,

JµADT = J µG + J µW = ξνδGµν + ξνGµλhλν −
1
2ξ

µGλρhλρ + 1
2ξ

νG µ
ν h

+ ξνδWµν + ξνWµλhλν −
1
2ξ

µWλρh
λρ + 1

2ξ
νW µ

ν h

luego, dado que las ecuaciones de movimiento son Eµν = Gµν +Wµν , entonces la expresión
final para la corriente de ADT en forma compacta será:

JµADT = δEµνξν + Eµαhανξν −
1
2ξ

µEαβhαβ + 1
2hE

µ
ν ξ

ν (A.67)

A.7 Ecuaciones de movimiento, término de borde,
corriente y potencial de Noether en el método
Cuasilocal

Considere la siguiente acción:

S =
∫
d4x
√
−gL

[
R,R2, RαβRαβ,R

αβστRαβστ
]

(A.68)

Al variarla considerando gµν y Rαβµν como variables de dicha acción, se tiene:3

δS =
∫
d4x

[√
−gδL+ Lδ(

√
−g)

]
=
∫
d4x
√
−g

[
δL− 1

2Lgµνδg
µν
]

Ahora, trabajando con δL,

δL = ∂L
∂R

δR+ ∂L
∂R2 δ

(
R2
)

+ ∂L
∂ (RαβRαβ)δ

(
RαβRαβ

)
+ ∂L
∂ (RαβστRαβστ )

δ
(
RαβστRαβστ

)
nombrando,

X1 = R; X2 = R2; X3 = RαβRαβ; X4 = RαβστRαβστ

la expresión para la variación del lagrangiano se reduce a:

δL = ∂L

∂X1
δ (X1) + ∂L

∂X2
δ (X2) + ∂L

∂X3
δ (X3) + ∂L

∂X4
δ (X4) (A.69)

3Recuerde que δ
√

−g = − 1
2
√

−ggµνδg
µν
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Nótese que:

∂Rαβστ
∂Rρλθφ

= 1
2
(
δρλαβδ

θφ
στ + δθφαβδ

ρλ
στ

)
; con δρλαβ = 1

2
(
δραδ

λ
β − δλαδ

ρ
β

)
(A.70)

Dado que X1 = R = gαβRαβ = gαβRγαγβ = gαβgγλRλαγβ su derivada parcial con respecto al
tensor de Riemann se puede calcular usando A.70, como sigue:

∂X1
∂Rρσθφ

=
∂
(
gαβgγλRλαγβ

)
∂ (Rρσθφ) = gαβgγλ

∂Rλαγβ
∂Rρσθφ

⇒ ∂X1
∂Rρσθφ

= gαβgγλ
1
2

[1
2
(
δβλδ

σ
α − δσλδβα

) 1
2
(
δθγδ

φ
β − δ

φ
γ δ

θ
β

)
+ 1

2
(
δθλδ

φ
α − δ

φ
λ δ

θ
α

) 1
2
(
δργδ

σ
β − δσγ δ

ρ
β

) ]
= 1

2g
αβgγλ

(
δ

[ρ
λ δ

σ]
α δ

[θ
γ δ

φ]
β + δ

[θ
λ δ

φ]
α δ

[ρ
γ δ

σ]
β

)
= 1

2
(
gαβgγλδ

[ρ
λ δ

σ]
α δ

[θ
γ δ

φ]
β + gαβgγλδ

[θ
λ δ

φ]
α δ

[ρ
γ δ

σ]
β

)
= 1

2
(
gγλgαβδ

[ρ
λ δ

σ]
α δ

[θ
γ δ

φ]
β + gλγgβαδ[ρ

γ δ
σ]
β δ

[θ
λ δ

φ]
α

)
= 1

2
(
gγλgαβδ

[ρ
λ δ

σ]
α δ

[θ
γ δ

φ]
β + gγλgαβδ

[ρ
λ δ

σ]
α δ

[θ
γ δ

φ]
β

)
= 1

2
(
2gγλgαβδ[ρ

λ δ
σ]
α δ

[θ
γ δ

φ
β ]
)

= 1
2g

γλgαβ
(
δρλδ

σ
α − δσλδρα

)
δ[θ
γ δ

φ]
β

= 1
2
(
gγρgσβ − gγσgρβ

)
δ[θ
γ δ

φ]
β

= 1
4
(
gγρgσβ − gγσgρβ

) (
δθγδ

φ
β − δ

φ
γ δ

θ
β

)
= 1

4
(
gθρgσφ − gφρgσθ − gθσgρφ + gφσgρθ

)
= 1

4
(
2gθρgσφ − 2gθσgρφ

)
= gθ[ρgσ]φ

∂X1
∂Rρσθφ

= gθ[ρgσ]φ (A.71)
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Por otro lado,

δ (X1) = δ
(
gαβgλγRλαγβ

)
= gαβgλγδ (Rλαγβ) + gαβRλαγβδg

λγ + gλγRλαγβδg
αβ

= gλγgβαδ (Rλαγβ) + gαβRαλβγδg
λγ + gαβRαλβγδg

λγ

= gλ[γgβ]αδ (Rλαγβ) + 2gαβRαλβγδgλγ

= gλ[γgβ]αδ (Rλαγβ) + 2gαβRγβλαδgλγ

= gλ[γgβ]αδ (Rλαγβ) + 2gαβδσλRγβσαδgλγ

= gλ[γgβ]αδ (Rλαγβ) + 2gαβgστgλτRγβσαδgλγ

= gλ[γgβ]αδ (Rλαγβ) + 2gτσgαβgλτRγβσαδgλγ

τ → λ, σ → γ, α→ β, β → α, λ→ µ, γ → ν

= gλ[γgβ]αδ (Rλαγβ) + 2gλ[γgβ]αgµλRναγβδg
µν

= gλ[γgβ]α [δ (Rλαγβ) + 2gµλRναγβδgµν ]

= ∂X1
∂Rλαγβ

[δ (Rλαγβ) + 2gµλRναγβδgµν ]

= ∂X1
∂Rλαγβ

[
δ
(
gλσR

σ
αγβ

)
+ 2gµλRναγβδgµν

]
= ∂X1
∂Rλαγβ

[
gλσδR

σ
αγβ +Rσαγβδgλσ + 2gµλRναγβδgµν

]
usando δgλσ = −gλµgσνδgµν

= ∂X1
∂Rλαγβ

[
gλσδR

σ
αγβ −Rσαγβgλµgσνδgµν + 2gµλRναγβδgµν

]
= ∂X1
∂Rλαγβ

[
gλσδR

σ
αγβ − gµλRναγβδgµν + 2gµλRναγβδgµν

]
= ∂X1
∂Rλαγβ

[
gλσδR

σ
αγβ + gµλRναγβδg

µν
]

δ (X1) = ∂X1
∂Rλαγβ

[
gλσδR

σ
αγβ + gµλRναγβδg

µν
]

(A.72)

Para el caso de X2, se tiene:

δ (X2) = δ
(
R2
)

= 2RδR

= ∂X2
∂R

δR

= ∂X2
∂X1

δX1

= ∂X2
∂X1

∂X1
∂Rλαγβ

(
gλσδR

σ
αγβ + gµλRγαγβδg

µν
)

δ (X2) = ∂X2
∂Rλαγβ

(
gλσδR

σ
αγβ + gµλRγαγβδg

µν
)

(A.73)
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Usando la misma metodología se puede calcular los términos asociados con X3 y X4, con
ayuda de A.70,

∂X3
∂ (Rρσθφ) =

∂
(
RαβRαβ

)
∂ (Rρσθφ)

= Rαβ
∂Rαβ
∂Rρσθφ

+Rστ
∂Rστ
∂Rρσθφ

= 2gγτRαβ ∂Rταγβ
∂Rρσθφ

= 1
2 (δρτ δσα − δστ δρα) 1

2
(
gτθRφα − gτφRθα

)
+ 1

2
(
δργδ

σ
β − δσγ δ

ρ
β

) 1
2
(
gγθRφβ − gγφRθβ

)
= 2δ[ρ

τ δ
σ]
α g

τ [θRφ]α

= 2g[ρ|[θRφ]|σ]

∂X3
∂ (Rρσθφ) = 2g[ρ|[θRφ]|σ] (A.74)

luego δX3 viene dado por,

δ (X3) = δ
(
RαβRαβ

)
= Rαβδ (Rαβ) +Rαβδ

(
Rαβ

)
= 2gλγRβαδRλαγβ + 2RαβRλαγβδgγλ + 2RαµRανδgµν

= 2g[λ|[γRβ]|α]δ
(
gλρR

ρ
αγβ

)
+ 2RαβRλαγβδgγλ + 2RαµRανδgµν

= 2g[λ|[γRβ]|α]gλρδR
ρ
αγβ − 2g[λ|[γRβ|α]Rναγβgλµ + 2RαβRναµβδgµν + 2RαµRανδgµν

se puede probar que RαβRναµβδgµν +RαµRανδg
µν = g[λ|[γRβ]α]Rναγβgλµδg

µν

= 2g[λ|[γRβ]|α]gλρδR
ρ
αγβ − 2g[λ|[γRβ]|α]Rναγβgλµ + 4g[λ|[γRβ]|α]Rναγβgλµδg

µν

= 2g[λ|[γRβ]|α]
(
gλρδR

ρ
αγβ + gλµRναγβδg

µν
)

= ∂X3
∂ (Rλαγβ)

(
gλσδR

σ
αγβ + gλµRναγβδg

µν
)

δ (X3) = ∂X3
∂ (Rλαγβ)

(
gλσδR

σ
αγβ + gλµRναγβδg

µν
)

(A.75)
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Para X4 se tienen los siguientes resultados,

∂X4
∂Rρλθφ

=
∂
(
RαβστRαβστ

)
∂Rρλθφ

= Rαβστ
∂Rαβστ
∂Rρλθϕ

+Rαβστ
∂Rαβστ

∂Rρλθφ

= Rαβστ
dRαβστ
∂Rρλθφ

+Rαβστg
αωgβεgσµgτν

∂Rωεµν
∂Rρλθφ

= Rαβστ
∂Rαβστ
∂Rρλθρ

+Rωεµν
∂Rωεµν
∂Rρλθφ

= 2Rαβστ ∂Rαβστ
∂Rρλθρ

= Rαβστ
(
δβλαβδ

θφ
στ + δθφαβδ

βλ
στ

)
= Rαβστ

(
δ[β
α δ

λ]
β δ

[θ
σ δ

φ]
τ + δ[θ

α δ
φ]
β δ

[β
σ δ

λ]
τ

)
= Rρλθφ +Rθφρλ = 2Rρλθφ

∂X4
∂Rρλθφ

= 2Rρλθφ (A.76)

mientras la variación δX4, viene dada por,

δ (X4) = δ
(
RαβστRαβστ

)
= RαβστδRαβστ +Rαβστδ

(
gαρgβλgσθgτφRρλθφ

)
= 2Rαβστδ (Rαβστ ) +RτσβαRφ

σβαδgφτ +R ταβ
θ Rσταβδ

σθ

+RβαστRλ
αστδgλβ +RαβστR

βστ
ρ δgβα

= 2Rλαγβδ (Rλαγβ) + 4gµλRλαγβRναγβδgµν

= 2Rλαγβ (δRλαγβ + 2gµλRναγβδgµν)

= ∂X4
∂Rλαγβ

[
gλσδR

σ
αγβ − gµλRναγβδgµν + 2gµλRνγβδgµν

]

δX4 = ∂X4
∂Rλαγβ

[
gλσδR

σ
αγβ + gµλRναγβδg

µν
]

(A.77)
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Finalmente, con todos los anteriores resultados para Xi se puede retomar la expresión A.69 y
sustituirlos,

δL = ∂L

∂X1
δ (X1) + ∂L

∂X2
δ (X2) + ∂L

∂X3
δ (X3) + ∂L

∂X4
δ (X4)

= ∂L

∂X1

∂X1
∂Rλαγβ

(
gλσδR

σ
αγβ + gµλRναγβδg

µν
)

+ ∂L

∂X2

∂X2
∂Rλαγβ

(
gλσδR

σ
αγβ + gµλRναγβδg

µν
)

+ ∂L

∂X3

∂X3
∂Rλαγβ

(
gλσδR

σ
αγβ + gµλRναγβδg

µν
)

+ ∂L

∂X4

∂X4
∂Rλαγβ

(
gλσδR

σ
αγβ + gµλRναγβδg

µν
)

dado que
∂L

∂Rλασβ
=

4∑
i=1

∂L

∂Xi

∂Xi

∂Rλαγβ

= ∂L
∂Rλασβ

(
gλσδR

σ
αγβ + gµλRναγβδg

µν
)

= P λασβgλσδR
σ
αγβ + P λασβgµλRναγβδg

µν

= Pσ
αγβδRσαγβ + Pµ

αγβRναγβδg
µν

= P αγβ
σ 2∇[γδΓσβ]α + P αγβ

µ Rναγβδg
µν

= P αγβ
σ 2∇γδΓσβα + P αγβ

µ Rναγβδg
µν

= ∇γ
(
2P αγβ

σ δΓσβα
)
− 2

(
∇γP αγβ

σ

)
δΓσβα + Pµ

αγβRναγβδg
µν

= ∇γ
(
2P γβ α

σ δΓσβα
)
− 2∇γ

(
Pα βγ

σ

)
δΓσβα + P αβγ

µ Rναβγδg
µν

= ∇γ
[
2P γβ α

σ

1
2g

σλ (∇βδgλα +∇αδgβλ −∇λδgβα)
]

− 2∇γ
(
Pα βγ

σ

) 1
2g

σλ (∇βδgλα +∇αδgβλ −∇λδgβα) + P αβγ
µ Rναβγδg

µν

= ∇µ
(
Pµβλα∇βδgλα + Pµβλα∇αδgβλ − pµβλα∇λδgβα

)
−∇γ

(
Pαλβγ

)
∇βδgλα −∇γ

(
Pαλβγ

)
∇αδgβλ

+∇γ
(
Pαλβγ

)
∇λδgβα + Pµ

αβγRναβγδg
µν

= ∇µ
(
Pµβλα∇αδgβλ + Pµβαλ∇λδgβα

)
−∇σ

(
P ρλβσ

)
∇ρδgβλ −∇σ

(
P ραβσ

)
∇ρδgαβ

+ P αβγ
µ Rναβγδg

µν

= ∇µ
(
2Pµαβγ∇γδgαβ

)
− 2∇σ(P ραβσ)∇ρδgαβ + Pµ

αβγRναβγδg
µν

= ∇µ
(
2Pµαβγ∇γδgαβ

)
−∇ρ

(
2δgαβ∇σP ραβσ

)
+ 2∇ρ∇σ

(
P ραβσ

)
δgαβ

+ Pµ
αβγRναβγδg

µν

usando δgαβ = −gαµgβνδgµν ,

= ∇µ
(
2Pµαβγ∇γδgαβ

)
−∇µ

(
2δgαβ∇γPµαβγ

)
− 2∇ρ∇σ

(
P ραβσ

)
gαµgβνδg

µν + P αβσ
µ Rναβγδg

µν

= Pµ
αβγRναβγδg

µν − 2∇ρ∇σ
(
P ρ σ

µν

)
δgµν +∇µ

[
2
(
Pµαβγ∇γδgαβ − δgαβ∇γPµαβγ

)]
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⇒ δL =
[
P(µ

αγRν)αβγ − 2∇ρ∇σPρ(µν)σ
]
δgµν +∇µ

[
2
(
Pµαβγ∇γδgαβ − δgαβ∇γPµαβγ

)]
sustituyendo este resultado para la variación de la acción δS, se puede identificar los términos
Eµν y Πµ para las ecuaciones de movimiento y para el término de borde respectivamente:

δS =
∫
d4x
√
−g
{[
P(µ

αγRν)αβγ − 2∇ρ∇σPρ(µν)σ
]
δgµν

+∇µ
[
2
(
Pµ(αβ)γ∇γδgαβ − δgαβ∇γPµ(αβ)γ

)]}
=
∫
d4x

[√
−gEµνδgµν +

√
−g∇µaµ

]

Donde,

Eµν = P(µ
αβγRν)αβγ − 2∇ρ∇σPρ(µν)σ (A.78)

aµ = 2
(
Pµ(αβ)γ∇γδgαβ − δgαβ∇γPµ(αβ)γ

)
recordando que

√
−g∇µaµ = ∂µ (

√
−g aµ) = ∂µΠµ, se obtiene el término de borde como:

Πµ = 2
√
−g

(
Pµ(αβ)γ∇γδgαβ − δgαβ∇γPµ(αβ)γ

)
(A.79)

Considerando la expresión para la corriente de Noether Jµ = 2
√
−g Eµνθν +

√
−gθµL −

Πµ(g; θ), se pueden sustituir las expresiones (A.78) y (A.79) en ella y obtener la corriente de
Noether en términos de tensor Pαβµν:

Jµ = 2
√
−g Eµνθν +

√
−gLθµ − 2

√
−g

(
Pµ(αβ)γ∇γδgαβ − δgαβ∇γPµ(αβ)γ

)
Además, ya que Jµ =

√
−gJ µ, se procede sin tomar en cuenta la raíz cuadrada del determi-

nante de la métrica y recordando que δgαβ = ∇αξβ +∇βξα = 2∇(αξβ), como sigue:

J µ = 2 Eµνξν + Lξµ−4Pµ(αβ)γ∇γ∇(αξβ) + 4∇(αξβ)∇γPµ(αβ)γ

Desarrollando lo que está en rojo,

4∇(αξβ)∇γPµ(αβ)γ = 2 (∇αξβ +∇βξα)∇γPµ(αβ)γ

= 2∇αξβ∇γPµ(αβ)γ + 2∇βξα∇γPµ(αβ)γ

= 2∇αξβ∇γPµ(αβ)γ + 2∇αξβ∇γPµ(βα)γ

= 2∇αξβ∇γPµ(αβ)γ + 2∇αξβ∇γPµ(αβ)γ

= 4∇αξβ∇γPµ(αβ)γ

α→ ρ, β → σ, γ → ν

= 4∇ρξσ∇νPµ(ρσ)ν
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luego desarrollando lo que está en azul,

−4Pµ(αβ)γ∇γ∇(αξβ) = −2Pµ(αβ)γ (∇γ∇αξβ +∇γ∇βξα)

= −2Pµ(αβ)γ∇γ∇αξβ − 2Pµ(αβ)γ∇γ∇βξα
= −2Pµ(αβ)γ∇γ∇αξβ − 2Pµ(βα)γ∇γ∇αξβ
= −2Pµ(αβ)γ∇γ∇αξβ − 2Pµ(αβ)γ∇γ∇αξβ
= −4Pµ(αβ)γ∇γ∇αξβ
= −2Pµαβγ∇γ∇αξβ − 2Pµβαγ∇γ∇αξβ
recordando que [∇γ ,∇α] ξβ = ∇γ∇αξβ −∇α∇γξβ = Rσβγαξσ

→ ∇γ∇αξβ = ∇α∇γξβ −Rσβγαξσ

= −2Pµαβγ
(
∇α∇γξβ −Rσβγαξσ

)
− 2Pµβαγ∇γ∇αξβ

= −2Pµαβγ∇α∇γξβ + 2PµαβγRσβγαξσ − 2Pµβαγ∇γ∇αξβ
cambiando α→ ν, β → σ, γ → ρ en el primer término

= −2Pµνσρ∇ν∇ρξσ + 2PµαβγRσβγαξσ − 2Pµβαγ∇γ∇αξβ
= 2Pµνρσ∇ν∇ρξσ + 2PµαβγRσβγαξσ − 2Pµβαγ∇γ∇αξβ

sustituyendo estos términos en la expresión para J µ,

J µ = 4∇ρξσ∇νPµ(ρσ)ν+2Pµνρσ∇ν∇ρξσ+2PµαβγRσβγαξσ−2Pµβαγ∇γ∇αξβ+2 Eµνξν + Lξµ

desarrollando lo que está en morado,

2 Eµνξν + Lξµ = 2gµαgνβEαβξν + Lξµ

= 2gµαξβ
[
P(α

ρστRβ)ρστ − 2∇ρ∇σPρ(αβ)σ −
1
2gαβL

]
+ Lξµ

= 2gµαξβP(α
ρστRβ)ρστ − 4gµαξβ∇ρ∇σPρ(αβ)σ − δ

µ
βξ

βL+ ξµL

= gµαξβPα
ρστRβρστ + gµαξβPβ

ρστRαρστ

− 2gµαξβ∇ρ∇σPραβσ − 2gµαξβ∇ρ∇σPρβασ
= ξβPµρστRβρστ + ξβPβ

ρστRµρστ

− 2ξβ∇ρ∇σP ρµβσ − 2ξβ∇ρ∇σP ρβµσ

= ξβPµρστRβρστ + ξβPβ
ρστRµρστ

− 2ξβ∇ρ∇σPµρσβ − 2ξβ∇ρ∇σPµσρβ

recordando que ∇ρ∇σPµσρβ = ∇ρ∇σPµρσβ + [∇ρ,∇σ]Pµσρβ

= ξβPµρστRβρστ + ξβPβ
ρστRµρστ

− 2ξβ∇ρ∇σPµρσβ − 2ξβ
(
∇ρ∇σPµρσβ + [∇ρ,∇σ]Pµσρβ

)
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= ξβPµρστRβρστ + ξβPβ
ρστRµρστ

− 2ξβ∇ρ∇σPµρσβ − 2ξβ∇ρ∇σPµρσβ − 2ξβ [∇ρ,∇σ]Pµσρβ

cambiando ρ→ ν, β → σ, σ → ρ en el tercer término,

= −4ξσ∇ν∇ρPµνρσ − 2ξβ [∇ρ∇σ]Pµσρβ

+ ξβPµρστRβρστ + ξβPβ
ρστRµρστ

sustituyendo esto en la expresión para J µ,

J µ = 4∇ρξσ∇νPµ(ρσ)ν + 2Pµνρσ∇ν∇ρξσ − 4ξσ∇ν∇ρPµνρσ

− 2ξβ [∇ρ,∇σ]Pµσρβ + ξβPµρστRβρστ + ξβPβ
ρστRµρστ

+ 2PµαβγRσβγαξσ − 2Pµβαγ∇γ∇αξβ

dado que −2Pµβαγ∇γ∇αξβ = −PµβγαRσβγαξσ, esta expresión se reduce a,

J µ = 4∇ρξσ∇νPµ(ρσ)ν + 2Pµνρσ∇ν∇ρξσ − 4ξσ∇ν∇ρPµνρσ

− 2ξβ [∇ρ,∇σ]Pµσρβ + ξβPβ
ρστRµρστ + 2PµαβγRσβγαξσ

además, tomando [∇ρ,∇σ]Pµσρβ = RµγρσP
γσρβ +RσγρσP

µγρβ +RργρσP
µσγβ +RβγρσP

µσργ ,
se reduce aún más la expresión a,

J µ = 4∇ρξσ∇νPµ(ρσ)ν + 2Pµνρσ∇ν∇ρξσ − 4ξσ∇ν∇ρPµνρσ

− 4P [µ|αβγ|R
σ]
αβγξσ

cuyo último término se analiza, primero, usando que P [µ|αβγ|R
σ]
αβγ = ∇β∇γPµσβγ , para

probar que P [µ|αβγ|R
σ]
αβγξσ = ∇β∇γ

(
ξσP

µσβγ
)
− Pµσβγ∇β∇γξσ. Segundo, utilizando la

identidad ∇β∇γ
(
Pµσβγξσ

)
= 1

2P
σνβγRµνβγξσ para el primer término, mientras para el

segundo, se tiene en cuenta que Pµσβγ∇β∇γξσ = Pµσβγ∇[β∇γ]ξσ = 1
2P

µσβγ [∇β,∇γ ]ξσ =
−1

2P
µνβγRσνβγξσ.

Juntando todo, se muestra que P [µ|αβγ|R
σ]
αβγξσ = 1

2

(
P σνβγRµνβγξσ + PµνβγRσνβγξσ

)
=

P (µ|αβγ|R
σ)
αβγξσ, concluyendo que la parte antisimétrica de este tensor es equivalente a su

parte simétrica, lo que implica que dicho tensor es nulo, es decir P [µ|αβγ|R
σ]
αβγξσ = 0. De

esta manera, se obtiene finalmente la expresión para la corriente:

J µ = 4∇ρξσ∇νPµ(ρσ)ν + 2Pµνρσ∇ν∇ρξσ − 4ξσ∇ν∇ρPµνρσ (A.80)

Utilizando la expresión para J µ es posible encontrar un potencial asociado a este al imponer
las ecuaciones de movimiento y considerar las simetrías del tensor Pαβµν ,

J µ = 4∇ρξσ∇νPµ(ρσ)ν + 2Pµνρσ∇ν∇ρξσ−4ξσ∇ν∇ρPµνρσ
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• 2Pµνρσ∇ν∇ρξσ = 2∇ν (Pµνρσ∇ρξσ)− 2∇νPµνρσ∇ρξσ

•−4ξσ∇ν∇ρPµνρσ = −4∇ν (ξσ∇ρPµνρσ) + 4∇νξσ∇ρPµνρσ

sustituyendo en la expresión para la corriente,

⇒ J µ = 2∇ν (Pµνρσ∇ρξσ)− 4∇ν (ξσ∇ρPµνρσ) + 4∇ρξσ∇νPµ(ρσ)ν

− 2∇νPµνρσ∇ρξσ + 4∇νξσ∇ρPµνρσ

= ∇ν [2Pµνρσ∇ρξσ − 4ξσ∇ρPµνρσ] + 4∇ρξσ∇νPµ(ρσ)ν

− 2∇νPµνρσ∇ρξσ + 4∇νξσ∇ρPµνρσ

= ∇νKµν + 4∇ρξσ∇νPµ(ρσ)ν − 2∇νPµνρσ∇ρξσ + 4∇νξσ∇ρPµνρσ

recordando que ∇αFµα = 1√
−g∂α (

√
−gFµα),

→ J µ = 1√
−g

∂ν(
√
−gKµν) + 4∇ρξσ∇νPµ(ρσ)ν − 2∇νPµνρσ∇ρξσ + 4∇νξσ∇ρPµνρσ

√
−gJ µ = ∂νK

µν +
√
−g

{
4∇ρξσ∇νPµ(ρσ)ν − 2∇νPµνρσ∇ρξσ + 4∇νξσ∇ρPµνρσ

}
Jµ = ∂νK

µν +
√
−g

{[
4∇νPµ(ρσ)ν − 2∇νPµνρσ

]
∇ρξσ + 4∇νξσ∇ρPµνρσ

}
tomando ρ↔ ν en el último término

= ∂νK
µν +

√
−g

{[
4∇νPµ(ρσ)ν − 2∇νPµνρσ

]
∇ρξσ + 4∇ρξσ∇νPµρνσ

}
= ∂νK

µν +
√
−g

[
4∇νPµ(ρσ)ν − 2∇νPµνρσ + 4∇νPµρνσ

]
∇ρξσ

= ∂νK
µν +

√
−g∇ν

[
4Pµ(ρσ)ν − 2Pµνρσ + 4Pµρνσ

]
∇ρξσ

= ∂νK
µν +

√
−g∇ν [2Pµρσν + 2Pµσρν − 2Pµνρσ + 4Pµρνσ]∇ρξσ

= ∂νK
µν +

√
−g∇ν [2Pµρσν − 4Pµρσν + 2Pµσρν − 2Pµνρσ]∇ρξσ

= ∂νK
µν +

√
−g∇ν [−2Pµρσν + 2Pµσρν − 2Pµνρσ]∇ρξσ

= ∂νK
µν + 2

√
−g∇ν [−Pµρσν + Pµσρν − Pµνρσ]∇ρξσ

= ∂νK
µν + 2

√
−g∇ν [Pµρνσ + Pµσρν + Pµνσρ]∇ρξσ

dado que Pµρνσ + Pµσρν + Pµνσρ = 0 , ver (B.9)

= ∂νK
µν

Finalmente, se obtiene el valor para el potencial de Noether como:

Kµν =
√
−g [2Pµνρσ∇ρξσ − 4ξσ∇ρPµνρσ] (A.81)
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BIdentidades útiles

En este apéndice se presentan algunas identidades y desarrollos útiles para comprender la
esencia de algunos desarrollos en el cuerpo de la tesis.

B.1 Christoffel con índices contraídos

Dado Γµµσ, se puede desarrollar este de manera explícita en términos de la métrica gµν ,

Γµµσ = 1
2
[
gµβ∂µgβσ + gµβ∂σgµβ−gµβ∂βgµσ

]
= 1

2g
µβ∂σgµβ (B.1)

Recordando la formula de Jacobi:

d

dt
[det(A(t))] = det(A(t))Tr

[
(A(t))−1 d

dt
(A(t))

]
(B.2)

Entonces (B.1) se puede ver como

Γµµσ = 1
2
[
Tr
(
(g−1)µβ∂σ(g)µβ

)]
= 1

2
∂σ(g)
g

= 1
2∂σLn|g|

⇒ = ∂σ(
√
−g)√
−g

(B.3)

B.2 Dobles derivadas sobre vectores Killing

Comenzando con tres variantes de la ecuación de Killing

∇α∇µξν +∇α∇νξµ = 0

∇ν∇µξα +∇ν∇αξµ = 0

−∇µ∇αξν −∇µ∇νξα = 0

 (B.4)

97



sumando todas estas, se obtiene

∇α∇µξν +∇α∇νξµ +∇ν∇µξα +∇ν∇αξµ−∇µ∇αξν−∇µ∇νξα = 0

⇒ [∇α,∇µ] ξν + [∇α,∇µ] ξν +∇α∇νξµ +∇ν∇αξµ = 0

[∇α,∇µ] ξν + [∇α,∇µ] ξν + [∇α,∇ν ] ξµ +∇ν∇αξµ +∇ν∇αξµ = 0

Rλνµαξλ +Rλαµνξλ +Rλµναξλ = −2∇ν∇αξµ[
Rλνµα +Rλαµν +Rλµνα

]
ξλ = −2∇ν∇αξµ (B.5)

Recordando las identidades de Bianchi:

Rλνµα +Rλµαν +Rλανµ = 0⇒ Rλνµα = −Rλµαν −Rλανµ (B.6)

Se puede reescribir la suma de Riemanns en (B.5), para sustituir la equivalencia dada en
(B.6), como sigue[

Rλνµα +Rλαµν +Rλµνα

]
ξλ =

[
Rλνµα −Rλανµ −Rλµαν

]
ξλ = −2∇ν∇αξµ

2Rλνµαξλ = −2∇ν∇αξµ

⇒ Rλναµξλ = ∇ν∇αξµ (B.7)

B.3 Diagonal de un 2-tensor antisimétrico

Dado un 2-tensor antisimetrico Fµα, se tiene por definición que,

Fµα = −Fαµ

Si se toma su diagonal Fµµ en la anterior expresión, se puede concluir que,

2Fµµ = 0

esto es, todos los elementos de su diagonal serán nulos.

Además de esto, si se considera dejar fija la componente temporal en uno de sus índices,
es decir, µ = 0, y se calcula su divergencia covariante sobre el otro índice, en virtud de su
antisimetría, se obtiene,

∇αF 0α = ∇0F
00 +∇iF 0i

dado que F 00 = 0,

⇒ ∇αF 0α = ∇iF 0i (B.8)
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B.4 Primera identidad de Bianchi para el tensor P

Dadas las identidades de Bianchi para el tensor de Riemann,

Rµναβ +Rµαβγ +Rµβνα = 0

se puede multiplicar toda esta anterior expresión por P σναβ , y mediante el uso de las simetrías
de los indices que comparten ambos tensores, llegar a la primera identidad de Bianchi para el
tensor P:

P σναβRµναβ + P σναβRµαβγ + P σναβRµβνα = 0

cambiando α ↔ ν,β ↔ α y ν ↔ β en el segundo término, y β → ν,ν → α y α → β en el
tercero,

P σναβRµναβ + P σβναRµναβ + P σαβνRµναβ = 0(
P σναβ + P σβνα + P σαβν

)
Rµναβ = 0

Finalmente, ya que Pαβµν = ∂L
∂Rαβµν

, entonces el tensor de Riemann debe satisfacer que
Rαβµν ̸= 0, y por enden se puede concluir que el tensor Psatisface,

P σναβ + P σαβν + P σβνα = 0 (B.9)
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para poder visualizar la forma geométrica para de Sitter. (i)Representa dS4

descrito por las coordenadas globales (t, χ, θ, ϕ), las cuales, como su nombre
lo indica, cubren todo el hiperboloide, y generan 3-superficies de curvatura
constante positiva (+1) para t =constante. (ii)Representa dS4 descrito por
las coordenadas "Flat slicing" (t̂, x̂, ŷ, ẑ), las cuales cubren sólo la mitad del
hiperboloide, y generan 3-superficies planas para t̂ =constante. Extraído de
[HE23, cap. 5] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34

4.1 Representación de un espaciotiempo 4-dimensional a tiempo constante. En él
se pueden visualizar la superficies de codimensión 2 Σ en donde se medirán de
manera cuasilocal las cantidades conservadas en su interior. Aquí R simboliza el
radio de la superficie cuasilocal, la cual es independiente de éste. Es por eso que
en la figura el vector negro sobresale de la superficie Σ indicando independencia
a la hora de elegir Σ. Por otro lado, H representa el horizonte de eventos del
agujero negro, el cual cumplirá que H < Σ. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52
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5.1 Esta figura busca ilustrar el modo en el que los métodos para el calculo de cargas
conservadas en espaciostiempos encajan entre sí: Como se observa, el método
Cuasilocal contiene a los otros dos, pues este posibilita no solo el estudio de
espaciostiempo provenientes de modificaciones a la acción de Einstein-Hilbert
como también lo hace el método ADT, sino que quita la restricción impuesta
por este último de tener una solución de vacío para poder funcionar. Así mismo
se puede ver cómo el método ADT contiene al método ADM pues el primero
extiende la posibilidad de cómputo para cargas conservadas a espaciotiempos que
no posibiliten una globalidad hiperbólica, y que tenga una tipología asintótica
distinta a la plana. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56

104 List of Figures



Colophon

This thesis was typeset with LATEX 2ε. It uses the Clean Thesis style developed by Ricardo
Langner. The design of the Clean Thesis style is inspired by user guide documents from Apple
Inc.

Download the Clean Thesis style at http://cleanthesis.der-ric.de/.

http://cleanthesis.der-ric.de/





	Cover
	Titlepage
	Abstract
	Agradecimientos
	1 Introducción
	1.1 Motivación y Declaración del Problema
	1.1.1 Algunas referencias

	1.2 Estructura de la tesis

	2 Método ADM
	2.1 Descomposición 3+1 del espaciotiempo
	2.2 Funciones Shift y Lapse
	2.3 Componentes de la métrica inducida
	2.4 Descomposición del tensor de Riemann
	2.5 Formulación Hamiltoniana en relatividad general
	2.5.1 Acción de Einstein-Hilbert en la descomposición 3+1
	2.5.2 Hamiltoniano y variables canónicamente conjugadas

	2.6 Masa ADM
	2.6.1 Masa del agujero negro de Schwarzschild


	3 Método ADT
	3.1 Cantidades conservadas
	3.1.1 E() como una integral de flujo para un superpotencial

	3.2 Masa del agujero negro dS-Schwarzschild

	4 Método Cuasilocal
	4.1 Corriente y potencial de Noether off-shell
	4.2 Corriente y potencial ADT off-shell
	4.3 Masa del agujero negro Lifshitz 3-dimensional
	4.4 Corroboración de la primera ley de la termodinámica para el agujero negro Lifshitz 3-dimensional

	5 Resultados y conclusiones
	5.1 Trabajo hacia el futuro

	A Cálculos suplementarios
	A.1 Expansión de las ecuaciones de movimiento
	A.1.1 Términos lineales
	A.1.2 Divergencia covariante de las ecuaciones linearizadas

	A.2 Reescritura del tensor de energía-momento 
	A.2.1 Antisimetría de F

	A.3 Vectores Killings para De Sitter
	A.4 Expresión explícita de E() en términos de la perturbación
	A.5 Sustitución de la perturbación en la expresión de la energía Killing
	A.6 Cálculo de la corriente ADT
	A.7 Ecuaciones de movimiento, término de borde, corriente y potencial de Noether en el método Cuasilocal

	B Identidades útiles
	B.1 Christoffel con índices contraídos
	B.2 Dobles derivadas sobre vectores Killing
	B.3 Diagonal de un 2-tensor antisimétrico
	B.4 Primera identidad de Bianchi para el tensor P 

	Bibliography
	Colophon

