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Resumen

Desde el desarrollo de la teoria de la relatividad general en 1915, se ha buscado calcular
las cargas conservadas en los espaciotiempos curvados . Con el surgimiento de los agujeros
negros en 1916 como solucidn a las ecuaciones de campo de Einstein, y su posterior estudio
termodindmico en los afios 70, se han utilizado distintos métodos para encontrar las canti-
dades conservadas asociadas a estos astros. En este trabajo se presentan tres métodos para el
calculo de cargas conservadas en diferentes tipos de espaciotiempo

El primero de ellos, conocido como método ADM, fue desarrollado por Arnowitt, Deser y
Misner en 1962 y considera un espaciotiempo globalmente hiperbdlico y asintéticamente
plano para obtener la masa del agujero negro de Schwarzschild. El segundo método, de-
scubierto en 1982 por Abbott y Deser y posteriormente perfeccionado por Deser y Tekin
en 2002 y 2003, denominado método ADT, amplia el estudio de cargas conservadas, ya
que se centra en aplicar el teorema de Noether utilizando las simetrias asintéticas de una
métrica de fondo (es decir, sus vectores Killing), la cual sera perturbada para construir el
espaciotiempo del agujero negro que hay que analizar. En este caso se estudié el agujero
negro de Schwarzschild-dS. Finalmente, ambos métodos se extienden al utilizar el método
cuasilocal, que fue desarrollado por Kim, Kulkarni y Yi en 2013. Este método contiene al
método ADT en su forma procedimental, pero difiere en su enfoque, ya que permite que
la métrica de fondo en cuestion sea genérica (no necesariamente una solucién de vacio).
En conjunto con una corriente de Noether off-shell y unas direcciones fijas contravariantes
Killing, el método de Kim, Kulkarni y Yi permite la construccidon de una carga conservada
de manera cuasilocal, relacionando los potenciales de Noether y ADT de manera off-shell, e
integrando los factores libres de una soluciéon por un camino de parametros. Este método se
utilizoé para calcular la masa del agujero negro de Lifshitz.

Palabras clave: Teoria de la relatividad general, agujeros negros, cargas conservadas, masas
de agujeros negros, termodinamica de agujeros negros, método ADM, método ADT, método
Cuasilocal, simetrias asintéticas, agujero negro de Schwarzschild, agujero negro de Lifshitz.
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Abstract

Since the development of the theory of general relativity in 1915, efforts have been made to
calculate the conserved charges in curved spacetimes . With the emergence of black holes in
1916 as a solution to Einstein’s field equations and their subsequent thermodynamic study in
the 1970s, various methods have been used to find the conserved quantities associated with
these celestial bodies. This paper presents three methods for calculating conserved charges in
different types of spacetime.

The first of them was developed by Arnowitt-Deser-Misner in 1962 and is known as the ADM
method (with the initials of its creators). It considers a globally hyperbolic and asymptotically
flat spacetime for the calculation of the mass of the Schwarzschild black hole. The second
method was discovered in 1982 by Abbot-Deser and later perfected by Deser-Tekin in 2002
and 2003,called the ADT method. This extends the study of conserved charges by focusing
on applying the Noether theorem using the asymptotic symmetries for a background metric
(i.e. its Killing vectors), which will be perturbed to construct the black hole spacetime under
analysis. In this case, the Schwarzschild-dS black hole was studied. Finally, both methods are
extended by using the Quasilocal method, which was developed by Kim-Kulkarni-Yi in 2013.
It contains the ADT method in its procedural form, but it differs in its essence, as it enables
the background metric under consideration to be generic (not necessarily a vacuum solution).
This, together with an off-shell Noether current and fixed contravariant Killing directions,
allows the construction of a conserved charge in a quasi-local way by relating the off-shell
Noether and ADT potentials and integrating the free factors of a solution along a parameter
path. This method was used to calculate the mass of the Lifshitz black hole.

Keywords: General relativity, black holes, conserved charges, black hole masses, black holes
thermodynamics, ADM method, ADT method, Quasilocal method, asymptotic symmetries,
Schwarzschild black hole, Lifshitz black hole.
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Introduccion

¢Qué es lo que da vida a las ecuaciones y crea un
universo para que ellas lo describan?

— Stephen Hawking

En 1905 Albert Einstein cambi6 radicalmente nuestra comprension del tiempo al proponer
que no es absoluto, como se habia creido desde los tiempos de Sir Isaac Newton en el siglo
XVII. Esta nueva perspectiva trajo consigo una redefinicion de los fundamentos de la fisica,
permitiendo que dos observadores pudieran percibir un mismo evento de forma diferente, sin
que ninguna de las dos perspectivas fuera mas verdadera que la otra. En lugar de considerar
que cada suceso tenia una descripcion espacial y temporal distinta para cada observador,
ahora se entendia que cada observador experimentaba el mismo universo de forma unificada,
con coordenadas espaciales y temporales que variaban segtin el marco de referencia utilizado,
configurando de esta manera la nocién de espaciotiempo. Asi, cada marco de referencia se
volvia independiente en la descripcion del universo, y los observadores podian tener una
comprension propia y coherente del espaciotiempo en el que vivian.

Fue Hermann Minkowski, profesor de Einstein, en 1907, quien se planted seriamente describir
matematicamente la nueva nocién de espaciotiempo, inspirdndose en la geometria hiperbdlica.
Su formalismo cuatridimensional del espaciotiempo fue usado como fortin matemaético entre
1907 y 1915 por Einstein , el cual, afiadiendo la geometria Riemanniana de Bernhard Riemann
y el célculo tensorial de Tulio Levi-Civita, consigui6 en 1915 revolucionar nuevamente la fisica,
llevando la estafeta del conocimiento mas lejos, al declarar que si se considerara su desarrollo
de 1905 (conocido como teoria de la relatividad especial) para un marco de referencia sujeto
a un observador acelerado uniformemente, existiria una equivalencia entre este sistema y
uno asociado a un observador en caida libre dentro de un campo gravitacional uniforme.
Asi, Einstein concluyo que la fuerza gravitacional no era mas que una ilusién emergente de
un fundamento geométrico intrinseco a la curvatura de un espaciotiempo curvado por la
presencia de materia-energia en él.Esta extension de su teoria de la relatividad especial es
conocida como teoria de la relatividad general.
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Las ecuaciones que describen como se curva el espaciotiempo en presencia de materia-energia,

vienen dadas por:!

G

1
R”U — igNVR + Agl“/ = CTT/“’ (11)

Donde la variable g, es conocida como tensor métrico y se encarga de codificar el "ADN" es-
paciotemporal(la informacion intrinseca del espaciotiempo), permitiendo a entes geométricos
que la contienen, como el tensor de Riemann R, y su escalar R, detallar la curvatura causada
por una cantidad de materia- energia, representada por el tensor de energia-momento 7,,,.
Ademas, si se considera un espaciotiempo en expansion o contraccion, es necesario considerar
la cantidad A denominada constante cosmoldgica.

En 1916, un afio después de la publicacién de la teoria de la relatividad general, Karl
Schwarzschild encontré una solucién a las ecuaciones, que describe el espaciotiempo en
ausencia de materia y con simetria esférica. Esta solucion predecia la existencia de regiones
en el espaciotiempo cuyo interior y frontera eran desconectados causalmente de su exterior,
es decir, regiones en las que cualquier objeto que entrara se perderia en su interior, destinado
a terminar destruido en el centro de esta regién esférica, denominada singularidad, un
punto de densidad y curvatura infinita. A estos objetos se les dio el nombre de agujeros
negros, siguiendo la idea de que ni la luz podria escapar de ellos. A pesar de que Einstein no
consideraba realistas estas soluciones, especialmente por la existencia de estas singularidades,
en 1939 Robert Oppenheimer y Hartland Snyder propusieron la existencia de estos objetos
como consecuencia de la explosién de estrellas que se convierten en supernovas. Esto llevé en
1983 a Subrahmanyan Chandrasekhar a publicar un estudio fundamental sobre la formacién
de estos astros como resultado del colapso estelar.

Teniendo ya una explicacion plausible para la formacién y existencia de estos astros, en
la comunidad cientifica nacié mucho mas interés por ellos, en particular, en el circulo de
Jhon A.Wheleer, en Princeton, uno de sus estudiantes, Jacob Bekestein, se percaté de que
la naturaleza tedrica de estos objetos tenia un choque directo con la segunda ley de la
termodinamica aplicada a todo el universo como un sistema fisico aislado, y dado que la
entropia en un sistema aislado nunca decrece, entonces, ¢qué pasaria si objetos que se
encuentran en el exterior del agujero negro y que aportan a la entropia del universo cayeran
en su interior?: Igual deberia seguirse cumpliendo la segunda ley, por lo que estos hoyos
negros deberian tener una entropia asociada para que se mantenga una coherencia con las
leyes de la termodinamica.

Fue asi como Jacob Bekestein descubrié en 1972 que existe una entropia asociada a estos
objetos, la cual es proporcional a su drea. En 1975 un joven inglés doctor en fisica, llamado
Stephen Hawking, llega a la equivalencia exacta entre entropia y drea, completando asi la
investigacion hecha por Bekestein. Tiempo después el mismo Hawking encontraria que estos
objetos negros no eran tan obscuros como se pensaba, sino que emitian una radiacién de

!Las cuales provienen de variar la conocida como accién de Einstein-Hilbert S = f [i (R—2A)+ L‘,M} V=g d*z

Chapter 1 Introduccion



particulas, consecuencia de la existencia de particulas virtuales que nacian y desaparecian
en el vacio del espaciotiempo. Esto dotaba de una temperatura a estos objetos, la cual es
conocida en su honor como "Temperatura de Hawking". Con esta temperatura y con una
entropia para el sistema, se desarrollé una rama de estudio en torno a estos astros, que lleva el
nombre de termodindmica de los agujeros negros, la cual consta de cuatro leyes fundamentales
para su andlisis termodinamico. En este caso se consideran las leyes para un agujero negro
rotante y con carga eléctrica:

Ley 0 17¢ Ley 24a Ley 37 Ley
k=cte | dM =TdSpy + QdJ + ®dQ | Spy + Sext > 0 | Imposibilidad de k = 0

La ley cero establece que cualquier observador que se encuentre en el horizonte de eventos
de un agujero negro sentira el mismo tirén gravitacional a lo largo de toda el area de este.
La primera ley garantiza que la energia total del agujero negro-su masa- es equivalente a las
demads cantidades termodinamicas que este arrastra, por lo que su masa variard dependiendo
del cambio en su entropia, carga eléctrica y rotacién. La segunda ley menciona que la entropia
del agujero negro y la entropia del exterior a éste siempre aumentaran en conjunto. Por
ultimo, la tercera ley establece que es imposible crear agujeros negros con gravedad superficial
nula a través de procesos fisicos finitos. En conjunto, estas leyes permitieron estudiar distintos
tipos de agujeros negros soluciones de la ecuaciones de campo de Einstein.

1.1 Motivacion y Declaracion del Problema

Dentro del contexto de la termodindmica de agujeros negros, durante mucho tiempo se asumia
el cumplimiento de la primera ley para la obtencién de la masa de estos como soluciones de
las ecuaciones de Einstein, es decir, dado el calculo de la entropia, temperatura, momento
angular, carga eléctrica, se aceptaba la equivalencia entre la adicién de estas cantidades y la
masa del espaciotiempo estudiado. Esto radicaba un problema en los fundamentos del analisis
termodindmico de estos astros, pues deberia existir una manera clara y precisa para obtener
cargas conservadas en cualquier tipo de solucién a las ecuaciones de campo de Einstein con
o sin materia, de tal manera que, en particular, para la masa, se pudiera verificar desde
primeros principios la equivalencia de esta con las demds cantidades fisicas involucradas.
Nunca se llegé a forma tnica para obtener estas cantidades conservadas, en cambio, sdlo se
consiguieron distintos métodos dependientes de la geometria y topologia del espaciotiempo
que enmarcaba cada solucién de agujero negro estudiada.?

2Como en el caso en donde se considera un espacio tiempo con constante cosmoldgica, la cual genera una
topologia distinta a la plana en el infinito espacial.

1.1 Motivacion y Declaracion del Problema
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El problema se agravé cuando se consideraron soluciones tipo agujero negro para teorias con
correcciones cuadrdticas al tensor de curvatura® en la accién de Einstein-Hilbert. Un ejemplo
de soluciones tipo agujero negro para estas modificaciones de gravedad anteriormente
mencionada son los agujeros negros Lifschitz, los cuales nacieron en el contexto de la
correspondencia AdS/CFT para estudiar sistemas no relativistas a temperatura finita. Asi, para
este ejemplo y muchos otros, se necesitaron métodos de calculo méas general, pues la geometria
y topologia de estos espacios sobrepasaban las normalmente emergentes de las ecuaciones
Einstein. Ademads, se desperto la necesidad de estudiar la termodindmica de este tipo de
agujeros negros teodricos con la intencién de perfeccionar y ampliar el diccionario brindado
por la correspondencia Gauge/Gravity. De tal manera, tener la certeza de que las leyes de
la termodindmica provenientes del pensamiento clasico de Hawking se podrian extender a
estos, llevaba a una irremediable necesidad de verificacidon de estas leyes termodindmicas
desde primeros principios, es decir, en el caso del la primera ley, corroborar de manera
independiente cada uno de los lados en la equivalencia, lo que llevé a construir nuevos
métodos para el cdlculo de cargas conservadas en espaciostiempos provenientes de teorias
que modifican la accién de Eintein-Hilbert, en particular, para calcular la masa de agujeros
negros en este nuevo y mas general contexto.

1.1.1 Algunas referencias

[Sus09; Tho95; GR17; RT10; HP12]

1.2 Estructura de la tesis

Capitulo 2

En este capitulo se estudia el método Arnowitt-Deser-Misner (ADM) para calcular la masa
de un agujero negro Schwarzschild. Para ello se considera un espaciotiempo globalmente
hiperbdlico, de tal manera que se pueda hacer una foliacién a este, mediante una familia
de 3-variedades de Cauchy, permitiendo tomar una direccion particular temporal para todo
el espaciotiempo, lo que da una fragmentacién 3 + 1, y la creacién de unas variables, que
permiten describir la geometria y dinamica de este espaciotiempo, denominadas variables
ADM. Asi, finalmente, al tomar una asintoticidad plana, se obtiene la masa ADM del agujero
negro en cuestion.

Capitulo 3

En este capitulo se estudia el método Abbot-Deser-Tekin (ADT) para calcular la masa de un
agujero negro Schwarzschild-dS. El proceso comienza al considerar la métrica del agujero
negro a partir de una métrica de fondo dS y de una perturbacion a esta no necesariamente

®En este caso el lagrangiano que compone la accién tomard la forma L = L [g, R,R*, R"™ Ry, - }

Chapter 1 Introduccion



pequena, y que se desvanece en el infinito espacial. Esto permite estudiar las ecuaciones
linearizadas y obtener una cantidad conservada para estas, asi, al tomar la diferencia entre
la métrica del agujero negro y la métrica de fondo, es decir, una solucién de vacio, es
posible obtener la perturbacion de tal manera que al usarla en conjunto con un campo Killing
de la métrica de fondo se puede encontrar una expresion para las cargas conservadas del
espaciotiempo en cuestidn, y en particular, obtener la masa del agujero negro al considerar
un vector Killing temporal.

Capitulo 4

En este capitulo se estudia el método cuasilocal, el cual se utiliza para la obtencion de la masa
del agujero negro tipo Lifschitz en tres dimensiones. Con este propdsito se construyen de
manera off-shell las corrientes de Noether y ADT, posteriormente se obtienen sus potenciales
asociados y una relacién entre ellos, de tal manera que, al considerar un camino de parametros
para los factores libres en el espacio de soluciones, se obtiene una carga conservada de manera
cuasilocal. Finalmente, tomando la métrica del agujero negro Lifschitz, se obtiene su masa
al construir dicha carga conservada a partir del término de borde y potencial de Noether
asociados al lagrangiano del sistema.

1.2 Estructura de la tesis






Método ADM

El espaciotiempo le dice a la materia cdmo moverse; la
materia le dice al espaciotiempo como curvarse.

— John Archibald Wheeler

Las ecuaciones de campo de Einstein son el fundamento para el estudio del espaciotiempo
como ente dinamico a merced de la materia sumergida en €l. Desde su desarrollo en 1915,
las soluciones estudiadas venian de variadas simplificaciones-dadas por simetrias-al sistema,
de tal manera que, al pensar en espaciotiempos mds generales, las soluciones se presentaban
como un dificil reto tedrico. Para atacar estas dificultades, se construyeron dos caminos, uno
se da mediante el uso de métodos numeéricos, mientras que el otro se basa en perturbaciones.
Para llegar a soluciones numéricas, es necesario reformular las ecuaciones de Campo como
un problema de valor inicial o de Cauchy, el cual se basa en una formulacién 3 + 1 del
espaciotiempo, en donde se estudia la dindmica de éste mediante la evolucién temporal de una
hipersuperficie(3-variedad) tipo Cauchy, con los campos definidos en esta. Esta reformulacién
fue desarrollada por R. Arnowitt, S. Deser y C.W. Misner[ADM62], completando todo su
desarrollo para principios de los 60 ’s.

2.1 Descomposicion 3 + 1 del espaciotiempo

Para comenzar, se debe tener una forma para describir el espaciotiempo cuatridimensional
de tal manera que se diferencie la parte espacial de la temporal de este. Este reparto es
conocido como descomposicién 3+ 1 y garantiza una independencia entre las tres coordenadas
espaciales y la temporal.Para visualizarlo, piense que la variedad espaciotemporal M es
foliada por una familia de hipersuperficies espaciales {¥; };cRr-

Ahora, si se desea estudiar la dindmica de este espaciotiempo, no es suficiente una descom-
posicion, se necesita preservar la causalidad dada esta fragmentacion, para ello, primero
se debe tener claro que la descomposicién induce una nueva descripcion para la variedad
M, es decir, existirdn curvas integrales, campos vectoriales y 1-formas regidas por esta,
de esta manera, se tendran curvas tipo espacio, tipo tiempo o tipo nulas, provenientes de
campos vectoriales con caracteristicas causales especificas asociadas construidas a partir de la
descomposicion 3 + 1.
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Definicion 1. Dada una estructura causal sobre la variedad M, se define una hipersuperficie
acronal como una subvariedad N tal que ninguno de sus puntos se encuentra conectado por
una curva temporal futura, de tal manera que todas las curvas tipo tiempo la cortan una tnica
vez.! Adicionalmente, si el conjunto de campos vectoriales en A es de carécter espacial, y
toda geodésica nula la corta una sola vez, se dira que esta hipersuperficie acronal es suave y
completa, y se le llamard hipersuperficie de Cauchy.

Definicion 2. Se dird que un espaciotiempo M es globalmente hiperbdlico, si él per-
mite una foliacidon por hipersuperficies del tipo Cauchy. Donde cada elemento ¥; de la
familia de hipersuperficies representard una superficie de nivel de un campo ¢ sobre la
variedad.[SA16][CN22]

2.2 Funciones Shift y Lapse

Para estudiar la dindmica de este espaciotiempo dada la descomposicién 3 + 1 es necesario
describir la geometria de esta foliacion, por lo que cada 4-vector ¢ tendrd una descomposicién
espacial y temporal coherente con la fragmentacién ya hecha. Los vectores que hacen parte
de esta descomposicion los llamaremos funciones Shift y Lapse respectivamente.

Dado un 4-vector t = t”e,, en un punto g € ¥, se puede ver su descomposicion mediante el
uso de la métrica transversa v#, tal que, al mirar por componentes, se tiene:

At = (8, — nhn, )t
= ¥ t" — nfn,t”
=t — (t-n)n"

= th =~ t" — (t-n)n

th = N* + Nn* 2.1)

Como se puede ver en la ecuacidén (2.1), tenemos una escritura para t* en términos de dos
vectores de naturaleza distinta. Por un lado N# = +* t" representa la proyeccién del 4-vector
t sobre la hipersuperficies de Cauchy, esto es, N* representa un 3-vector tipo espacio, el cual
es tangente a 3, en el punto g,es decir, N* € T,(X). Esta funcién se conoce como Shift. Por
otro lado, se tiene N = ¢ - n como la magnitud de la proyeccién de ¢ sobre el vector normal a
Y; en el punto q. Esta otra funcién se denomina Lapse, y sus formas geométricas se pueden
observar en la siguiente figura:

INétese que no toda hipersuperficie espacial es acronal, se puede tener una hipersuperficie cuyos campos
vectoriales sean todos tipo espacio, pero en la que existan curvas temporales que la corten en mds de un punto.
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Fig. 2.1.: Foliacion por hipersuperficies de Cauchy, junto con las variables Lapse y Shift, formando el
vector temporal que describe una trayectoria arbitraria.

En este punto, merece la pena mencionar la aportacién fisica que carga la funciéon Lapse
para la descripcion de la dindmica de un observador dada la descomposicion. Para ello note
que la funcién Lapse no es mas que la magnitud necesaria para normalizar el vector n*
dada la funcién global , es decir N = (Vi - Vi)1/2 = ﬁ y representa la variacién del
tiempo propio medido por un observador que se mueve en direccién normal n* entre pares
de hipersuperficies.[Wal10]

2.3 Componentes de la métrica inducida

Es claro que hecha la descomposicién y teniendo un par de funciones Lapse y Shift que per-
miten describir la evolucién temporal entre puntos de distintas hipersuperficies, es necesario
construir algo que permita medir en cada hipersuperficie. De esta manera, se define la métrica
inducida?:

Vv = Gpv + NpMw 2.2)

Donde g, es la 4-métrica de la variedad ambiente M, y n,, son los 4-vectores covariantes
normales a cada ¥;. Usando n, = (—N,0,0,0), n%ng = —1 y N* = «* 1, se obtienen la
forma explicita para las componentes contravariantes del vector normal, la funcién Shift y el
vector temporal:[SA16]

1 Nt .
B uo_ ( B
n —(N,N> N —(O,N) t" = (1,0,0,0) (2.3)

*Nétese que aqui se ha escrito la métrica inducida como una 4-métrica, al igual que g,,,. Esto es sélo una
extensién, pues debe notarse que y°* = 0, para . = 0,1,2,3

2.3 Componentes de la métrica inducida
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Junto con las relaciones (2.2) y (2.1), los anteriores resultados son utiles para encontrar las
componentes del tensor métrico g, obteniendo®

g’ = M — phn?

1
= = St = N = NY) @4)
Finalmente,como consecuencia de la naturaleza 3-dimensional de ~, se tiene que 7% = v*0 =
0, ademas, una reescritura directa para el vector temporal es ¢* = §",.Ambas conclusiones se
pueden usar para conseguir las componentes para ¢g*, como sigue:

1 1 . iy 1 . . . .
00 __ 0 0\2 n0 B N B — AT T (40 N\ (T _ N
_ 1 N' 5 NN
N - N2 VT TN

Dichas componentes permiten escribir de forma matricial g** y su inversa g,,,

po(F o B) om0
= ! Ni Vij

De igual manera, se halla la forma matricial para el tensor métrico 4 usando (2.2), en
componentes contravariantes y covariantes respectivamente:

w_ (NN, N (0 0
" Ni i T =0

Una conclusion clave entre las matrices g y « es la relaciéon que tienen sus determinantes,
esto es

g=-N’v—==g=N,/y (2.5)

resultado de la naturaleza inducida del tensor métrico ~.

Como colorario y conclusién final, basta decir que al conjunto de tensores N, N* y v* se le
denomina variables ADM* y permite describir completamente la dindmica del espaciotiempo
cuatridimensional dada la descomposicién 3 + 1, es decir, mientras « se encarga de la
geometria intrinseca para cada ¥, las variables Shift y Lapse dirigen cémo cada elemento
intrinseco a las hipersuperficies varia en el tiempo .

°*Nétese que n* = & (t* — N*)

“De ahora en adelante, durante este capitulo, los indices y superindices latinos representaran coordenadas sobre
las hipersuperfices, mientras que las coordenadas completas de la 4-variedad espaciotemporal se denotaran
por letras griegas .
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2.4 Descomposicion del tensor de Riemann

En relatividad general la dindmica de un sistema se estudia partiendo del andlisis geométrico
del espaciotiempo, como lo denota la frase cldsica de Jhon A. Wheeler que abre este capitulo y
que pronuncié con la intencién de explicar las ecuaciones de campo de Einstein: la curvatura
del espaciotiempo dictamina cémo ha de moverse la materia dentro de este, por lo que, si se
desea estudiar la dinamica de la 4-variedad usando las variables ADM, es menester analizar
las cantidades geométricas que permiten estudiar la curvatura de esta 4-variedad en cada
uno de sus puntos. Para esta tarea, se utilizan las nuevas variables Lapse y Shift junto con la
métrica inducida ~, consiguiendo una descomposicion para el tensor de Riemann *R?_, y
para el escalar de curvatura *R de la 4-variedad en términos de una componente sobre las
hipersuperficies 3; y un término perpendicular a estas.

Valiéndose de la definicion para el tensor de curvatura extrinseca[DM20, pag 10]:

K b= —4Vbna = —abna + 4deand

a

Se conoce que n, = (—N,0,0,0), asi que d,n, = 0, ademds ‘I'", n, = —*T% N, por lo que

se obtiene>°:

Sustituyendo g% = — =, g% = &,
1 N¢
Kab =—-N |:_]\[24F0ab + ]VQFcab:|

Luego, ya que *I est4 sobre todo el espacio ambiente, entonces:

4Fuu6 = (aégm/ + aygué - augué) = 4I‘Oab = (abg[)a + 8(1901) - aﬂgab)

N | —
N | —

De la seccién anterior, se tiene que gy, = Nu, 9o, = Nb Y 9up = Vap» POT 10 que la expresion
final para el tensor de curvatura extrinseca sera:

1 . N¢
Ky =—-N _W(abNa + 0, Np — Yap) + NQFcab]
1 . N¢
= ﬁ(abNa + 0, Ny — Yap) — Wrcab
17 .
— ﬁ abNa+8aNb —"}/ab —2]\761_‘6&4
1 [ C C *
= ﬁ (8bN¢1_N Fcab)+(6aNb_N Fcab) — Yab
1T )
=% 3VyNy + 3V Ny — yab] (2.6)

SRecuerdese ‘T*,, = ¢g"° T,
® T, =°T

cab cab

2.4 Descomposicion del tensor de Riemann
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Ahora, note que se puede hacer uso de la ortogonalidad entre los vectores 1ii y las hiper-
superficies ¥; cuyos vectores base para 7~ denotaremos por {e;}|,, de tal manera que se
cumple (e; - i) = 07, para reescribir el tensor de curvatura extrinseca propuesto en(citar
preliminares):

K, =—e,- 'V, = K, =i-'V ey 2.7

Ademas, recordando cémo se define la conexion afin sobre las hipersuperficies a partir de sus
vectores base y de la derivada covariantes en estas,

Fcab = 3Fcab =€c- vbea (2.8)
es posible escribir V e}, bajo una descomposicién normal y tangente a las hipersuperficies®:

1V, ep = —K, i+ °T¢ pec (2.9)

Note que al realizar el producto escalar de (2.7) con los vectores 1i y e; se recuperan las
expresiones (2.5) y (2.6) respectivamente. Usando esta descomposicion, se puede calcular
[*V,,1 V] ec de tal forma que se pueda conocer la curvatura en cada punto de la 4-variedad
M, esto es, conocer la expresiéon del tensor de Riemann:

[4Va,4 Vb} €c =

¢ WViViee =! Vo [~ K 45 + T ed]
—(aach)ﬁ - ch4vaﬁ + (@;’Pdcb)ed + Schb4vaec = ...

Como K, = —eyp, - 1V, i = —ePK,, =V, i, se puede usar la identidad ~,,v% = 1 para
reescribirla de tal modo que —v,,ePy? K, = —K% eq =V, 1,

= 7(6(1ch)ﬁ + chKdaed + (aasrdcb)ed + 3I‘dcb |:7Kdaﬁ + 311ldael
= —(0uK )0 + Ky K% eq + (0,°T% ;) eq — "T9 Ky, 1+ °T9,°T e

\V

= (acha) 4Vbﬁ + (8b3Fd )ed + 3Fd 4Vbec
— (0K )0+ K, K% eq + (0,°T%)eq + 2T, | —Kgii + 3T pe
—(

WK )0+ K, K% eq + (0,°T%,)eq — 3chadeﬁ 4372 3T e

7 0= 4vu(ei : ﬁ) = (4vaﬁ) ey +1- (4vaei) = (4vaﬁ) ‘ej=—1- (4vaei)
8 K, =1 Ve, =K, i=—("Veep)*
3Tub = €c - Viea = T, ec = (*V,ep)]
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Finalmente, al hacer V2V,e. —* ViV, e.:

= [(OK ey =Ty K gy Ty Koy ) = (0aK oy = T Ky = T K g )| B+ .

ab

ot (K K = K K% + PR,y ea

Donde *R?,, = 9,°T?, —0,°T¢ , + 31" 314, —3T' 3T, y recordando la definicién para la
derivada covariante de un tensor (2,0): Vg1, = 95T, — 1,15 — T,,,T'% 4, el resultado
final para el conmutador [*V,,*V,] e. en términos de su parte normal y tangencial a las

hipersuperficies sera:
Vo' Vo] ec = [ViK oy = VaKy |+ PRy, + Ky K% — Koo K% ea (2.10)

De donde se obtienen las siguientes ecuaciones:

Gauss-Codazzi Codazzi-Mainardi

4Rd = 3Rdcab + chKda - Kczdeb 4RL vaca - VGch

cab cab —

Las cuales representan las componentes normales y tangenciales a las hipersuperficies de
Cauchy para el tensor de Riemann de la 4-variedad ambiente M. Continuando con el
proceso de obtencion de cantidades geométricas para este espacio globalmente hiperbdlico,
se puede obtener el escalar de curvatura *R en términos del tensor de Riemann antes
calculado:[CN22]

‘R='RM,, =R, +2'R" | (2.11)

Con 71" el simbolo para indicar la contraccién de cualquiera de las componentes del tensor
con un vector normal 1, tal que 4Riya6 = 4pra,3”p- Ahora, dada la expresion (2.9), basta

encontrar el segundo término de esta, ya que su primer término viene dado por la ecuacion

de Gauss-Codazzi. De tal manera, usando la definicién para el tensor de Riemann®:

[VOH V5] ny = Rpuaﬁnp = RLV@ﬂ

= ¢"R 5 = 9" VaVn, — ¢V sVan,
= VaVp(g"'n) — VgVa(g"'ny)
R 3 =VoVgnt — VgVent = R

Tomando 8 — u ,
R 5= VoVt =V, Ven'

°En este punto, para facilitar la escritura, las derivadas covariantes con indices griegos denotardn la conexién
sobre M.

2.4 Descomposicion del tensor de Riemann
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Proyectando la componente « del tensor de Riemann sobre el campo vectorial normal:
aply _ _« I e I
n“R ap =" VoVt —n"V, Von
Reescribiendo los términos de esta expresion,

e n*V,V,nt = Vo (n*Vynt) = (Van®)(Vn') + n*VoVnt
= nV V! = Vo (n*Vnt) — (Van®)(Vnt)

o noV, Vot =  Vun®Vant) = (V,n®)(Vant) +n*V,Vank
= nV,Vont =V, (n*Von*) — (V,n%)(Vant)

Se obtiene,
n R, = Vao(n®V,m#) =V, (n*Vank) = (Van®)(Vunt) + (V,in®)(Vant)

Intercambiando los indices mudos « <+ p en el primer término, es posible factorizar la
derivada covariante V, para los dos primeros términos,

n* R 5 = V(0 Van® = n*Vant) — (Van®)(Vun) + (V) (Van')

Nombrando A* = n*V,n® — n*V4n#, y recordando las expresiones para el tensor de
curvatura extrinseca y su escalar,

(Vun®)(Van') = K, K" = K, K, V,nt=-K
Se obtiene la expresién para el segundo término geométrico en (2,9),
R g =nRM 5 =V, (&) — K + K, K (2.12)

Finalmente, usando la ecuacién de Gauss-Codazzi, se contraen en pares los indices para el
tensor de Riemann, tal que:

gHC 4Rdcab = g,u,c 3Rdcab + g'ucchKda - gHCKcade
Adpde 3 pdu u op-d d
R ab — R ab+KbKa_KuaKb

Contrayendo los indices b con a y 1 con b, se consigue,

4Rabab — 3Rabab + KbbKaa _ Kba Kab
:3R+ K2 . KabKab

Tomando este dltimo resultado junto con (2.10), finalmente se puede obtener el escalar de
curvatura de (2.9) al sustituir:

R="R4 K? = Ky K 4 2|V, () = K? 4 K, K|
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IR =R+ K, , K — K? + 2V ,(A") (2.13)

2.5 Formulacion Hamiltoniana en relatividad general

2.5.1 Accion de Einstein-Hilbert en la descomposicion 3+1

Conocida la densidad Lagrangiana de Hilbert £ =*R./—g '°, es posible usar las equivalen-
cias en la formulacién ADM de los términos geométricos en esta (2.13)y (2.5), para conocer
su expresion lagrangiana bajo la descomposicién 3 + 1:

Ly = [3R + Ky K% — K2 4 2V,,(n*Van® — navanﬂ)}Nﬁ (2.14)

Como se explico en la seccidn 2.1, la 4-variedad M espaciotemporal queda foliada por
hipersuperficies de Cauchy. Este formalismo 3 + 1 permite repensar el 4-volumen V como
la unién de dos hipersuperficies de Cauchy ¥, y ¥, (para ¢t > t¢1) conectadas por una
hipersuperficie tipo tiempo 7 [DM20]. Tomando esto de manera infinitesimal, es admisible
reescribir la accién de Einstein-Hilbert Sy como:

t
Sy = / " dt / [31% + K, K% — K% 42V, (n"Van® — navanﬂ)}z\fﬁd% (2.15)
t1 >t

De esta accion, se puede identificar un término de borde, el cual sera afiadido al término de
borde de la accién gravitacional S¢ y jugard un papel esencial en la descripcién de la geometria
interior del espaciotiempo. Usando el teorema de Stokes generalizado y considerando el
factor (167)~!, se obtiene

1 1
7/ V=gV (nV on® — nV o) d*s = —7{ e(NFVan® — n®Vont)y/|hlr,d®z (2.16)
8 Jy 8 Jav

Donde & es el determinante de la métrica inducida por g,, en 0V, mientras que do, =
eru/|h|dx es el elemento de volumen orientado sobre 9V por el vector unitario r,, a éste.
Con el propésito de calcular la contribucién que hace cada una de las hipersuperficies
mostradas en la Figura 2.2 a la integral de superficie (2.16), es indispensable reescribir el
segundo término dentro de ella. Para ello nétese que,

n[(Van?)ry +n*(Vary)] = n*Va(nfr,)
n*(Van!)r, +nnt(Vary,) =0

= n*(Vant)r, = —nnt(Vary,)

1°0Omitiendo el factor (167)~*

2.5 Formulacién Hamiltoniana en relatividad general
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%,

0% = 5

%,

Fig. 2.2.: Elemento de 4-volumen espaciotemporal V, cuya frontera 9V se compone de dos hiper-
superficies de Cauchy %;, y ¥,;, y una hipersupetficie tipo tiempo 7. El vector normal
al 3-volumen 0V corresponde a r,, el cual da la orientacién al elemento diferencial de
3-volumen do,,.Las fronteras de las hipersuperficies de Cauchy 93, formardn una foliacién
para la hipersuperficie 7 y en tal caso se les denotard como .S;.

Por lo que (2.16) queda,

1
ay, @ a, [ 3
& ]{Ws[(van yntr, +nn (Varu)}ﬂh]d x (2.17)

Ahora, dado que 9V = ¥, UX, U7, se pueden obtener las contribuciones para cada hiper-
superficie al considerar que ¢ = —1 — er, = —n,, para ¥;,, mientras que ¢ = 1 — r, para 7 :

ity
Sustituyendo, n®n*(Var,) = —n“n*(Van,) = 0y (Van®)nfr, = —(Van®)ntn, = - K
1 1
— MV an® = nVont )/ |h|r,d® :——/ K\/|h|d® 2.18
Sw/&an nt = Vant ) e =~ [ Kbl @218)
Etl 11

Sustituyendo, n*n*(Vary,) = n“n*(Van,) = 0y (Van®)ntr, = (Van®)nfn, = K

1 1
8—/ e(nMVon® — nVont)y/|hlr.d*z = —/ K\/|h|d3z (2.19)
T Js, 8 Jxy,

Tomando las ecuaciones (2.18) y (2.19) se puede ver que no hay contribucion a la integral
de borde por parte de adicién de las hipersuperficies de Cauchy ¥, y ¥;,. La contribucién
vendra entonces de la hipersuperficie tipo tiempo 7,

Al considerar la hipersuperficie tipo tiempo, se tiene que 7, Ln" — (V n®)ntr, =0

"'Nétese que para esta hipersuperficie, el vector er, = (—1)(—n,) = n,
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87T/Tzf(n“vom —n*Vont )/ |hlrd’e = 87T/7’n n*(Varp)y/|hld x (2.20)

Finalmente, tomando esta contribucién junto con el término de borde Sp de la accion
gravitacional, se puede reescribir un termino de borde,

~_1 a 3 1 3
&—%ﬁﬂﬁﬂMwMW$—%LKMWx

. 1 o 3 _ 1 « (0] 3
"7 8 /r<” W*Varu — K)y/|hld°z = /A” M Vary+ Var®)y/ bl
1 o o 1 a a N
&r/r(n v uvam)\/md?’x = 877/7’(n n* + g*"\Varu/ || dPz (2.21)

Con el propdsito de simplificar esta ultima expresién, se puede pensar en una foliacién para
T mediante 2-variedades S;, las cuales corresponderan a la frontera de las ¥, es decir,
S; = 0%;.De esta manera, es posible definir una extension para el tensor de curvatura
extrinseca en virtud del encaje de S; en la las 3-variedades de Cauchy.

K’z’j = *VZ"I“]‘ + T‘iv,ﬂ’j

Donde los indices i, j indican que se esta trabajando con la conexién sobre ¥;, mientras que
' serd el vector normal a S;. Bajo la misma linea de trabajo, es posible obtener una expresién
para la curvatura escalar mediante el uso de la métrica inducida h,

k=h"k;; =W (=Virj + rVer;)
= —h"Vrj + hr Ve
= —hIN,rj + 1V,
= —hVr;
= K=V (2.22)

Ahora, se pueden extender r;; y « a la 4-variedad M mediante el uso de la métrica g y los
proyectores(citar los preliminares),

Fuw = 17" Vars
= (8%, +n,n®)(6°, + n,n’)Varg
= V1 + n,nPV g 4+ n,mVar, +n,m,nnPVars

2.5 Formulacién Hamiltoniana en relatividad general
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Luego,

K = _gMVK/MV
= —g"[Vur, + n,,nﬂvurg +n,n*Var, + nun,,no‘nﬁvar/j]
= —g"'Vur, — g””nynﬁv“rﬁ - g"'nn*Var, — g“”n”nl,nanﬁvarg

= —g"'Vur, — n“n’gvurg —n'n*Vor, — n”nynanﬁvarg

cambiando y — «, 8 — v en el segundo término,
== —g"'V,r, —2n"n*Var, + nanﬂvarﬂ
nuevamente, cambiando v — ( en el segundo término,
== —g"'Vr, — nanﬁvarﬁ
Finalmente, cambiando i — a,v — 3 en el primer término,

= = —gaﬂvarﬁ — no‘n'gvarﬁ
k= —(g"" + nnP)Vurs (2.23)

Con este ultimo resultado se puede reescribir Sp (2.21) en términos de la curvatura escalar
sobre S;, al usar la relacién /[h] = N/0,'? entre las métricas de 9V y 0%,

Sp=—— [ at jf kNA/oda (2.24)
1 St

Considerando este nuevo término de borde junto con la reescritura del término no dindmico
So en funcién de ko, es decir, dependiente de la curvatura extrinseca de S; encajada en
un espacio plano, es posible escribir completamente la accién gravitacional S “bajo el
formalismo 3 + 1, usando (2.15) y (2.24),

1t
Sq = —/ dt [/ (R+ Ky, K — K*)N\/qd®x — 2% (k — ko) NVod*x (2.25)
167 J+ PN St

1

2.5.2 Hamiltoniano y variables candnicamente conjugadas

Para obtener el Hamiltoniano total H de nuestro sistema, es necesario tener claro cudles
variables dentro de la accion gravitacional pueden ser consideradas como dindmicas. En
este caso, la accién gravitacional S¢ depende de v;;, ¥;;, N, N iy de las derivadas espaciales

12Analogamente a la relacién entre los determinantes de v y g en (2.3).

*Dado que la forma funcional del término no dindmico es igual a la de Sg, el proceso para restringirla a S; es
analogo al hecho en esta subseccion.

4En este caso Sg = Sy + Si + So, donde Sy es (2.15), sin el término de borde
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de estas ultimas [DM20]. Esto se puede ver muy claramente en el lagrangiano de este
sistema.!®

L=[ (R+K,K?® - K*)N/ydz —2 ?{ (k — ko) NVod*x (2.26)
Et St

En donde este Lagrangiano total L puede verse como la adicién de dos densidades la-
grangianas £o = (*R + K, K® — K*)N /7,y Lg = (k — ko) N+/0,'® integradas sobre el
volumen determinado por ¥, y su frontera S; respectivamente. Dado que en (2.25) no se
encuentran explicitamente las derivadas temporales de las funciones Lapse y Shift, estas no
podran ser consideradas un conjunto valido de variables dindmicas. De esta manera, nuestras
coordenadas generalizadas vendran dadas unicamente por ;;, cuyo momento candnicamente
conjugado 7% viene dado por la derivada parcial de la densidad lagrangiana con respecto
a .17 Para obtener la forma explicita para este momento, se debe notar que Lz es inde-
pendiente de ;;, por lo que el célculo se reduce a il = gﬂ%. Si se consideran los siguientes

ij
resultados previos:

Dada la expresién (2.6) para la curvatura extrinseca, y que R es un tensor espacial,

0K, 1 9%, 1 o PR
Cap _ @ i g —0 (2.27)
6%’3‘ 2N 87 2N 8%]
Se puede cdlcular la forma de 7%
. 8£0 8 k l b
) . 7Y T AT S a
™ = a,yzj - 8'71] { Y Krk’y Ksl +KabK Nﬁ}
rk_ sl 0 0 pa . qb
=N |7 (KrkKsl)+~7(7 YK,y Koap)
9%, 3%‘j
8K 0K oK. 0K,
- N rk sl rkK K pa qb qu + K
\Fl ( o3, T, ) o 0% "oy,
V[ rk_slsi si rk_ sl si a Y] )
= g o 6 Ky R 8 K — Pyt 6, Ky — APy, K }
=7 {KW - KZ'J} (2.28)
También es posible ver la traza de 7%/, usando v,,7%° = 7%, = 3, ast:
= 71] - 77,] {\ﬁ (K’Vij - K”)}
=V (K%ﬂlj - 'Yinij)
= V(8K - K) = 2,/7K (2.29)

'®No consideraremos el término 14— de aqui en adelante.
15 Asi, 1a densidad lagrangiana total serd L= Lo+ Lp

Notese que mv = 9% =0y myi = 25 =0

2.5 Formulacién Hamiltoniana en relatividad general
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Despejando K en términos de 7, usando la anterior expresion, se tiene,

T
Y pa— (2.30)
NG
Sustituyendo K en (2.28) es posible obtener K en términos de 7%/ y su traza,
i — NG ™ 7z‘j _ K
27
I R (m" - 2nij) (2.31)
2/

Finalmente, es posible obtener +,; en términos del momento conjugado y su traza, al utilizar

la expresién (2.6) y sustituir el valor de K%,

1 .
Kij = 55 (VilNj + V;Ni = i)

QNKZ'j = ViNj + VjNi — %j
= ’)/1] = VZ‘NJ' + V;N; — QNKZ']'

1 g
— N . N — 1y _ ]
= V;N; + V,;N; — 2N [QW (m - 2 )1

N ~ ~
= e '}/'L] = VZNJ + VJNZ — ﬁ (ﬂ"y” — 271'”)

(2.32)

Con las equivalencias (2.5.2),(2.31) y (2.32), se puede reescribir la densidad lagrangiana £

en dependencia de 7 y 7,

Lo=Ny7 (*R-K*+ KKy)

2
1
— 3p_ ] ij RN, W
—NVR <2ﬁ> Y35 (777 —2m >2\f(m” 2%)]
r 2
T 1 . .
= N7 |°R - yoaae (m” - 27r”) (myij — 2%‘)1
_3 s 1 2, ij ij ij ij
=Ny R—E—}—@(W 777”—2777771'”—27Tj777ij—|—47rj7rij>
'3 2 1 ) y 3 )
=Ny R_E+@<3W —27T’yij7TZ]—27T’}/Z'j7TZJ+47I‘ZJ7TZ'j)
—N\f—?’R w3 i(22.. z‘j)+lz‘j ’
OV T Ty T T AT
I 2 2
s 3T 1 y
- N 3p__ or 2.2 Iy S
\ﬁ_ n ’yﬂ —I—fy7r 7TJ‘|
r 1 .
=N,/ 3R—|—7r”7rij—7r2]

Chapter 2 Método ADM

(2.33)



Por lo que la densidad Hamiltoniana #, correspondiente a L sera:
Ho = 7745 — Lo

— 7 VAN._i_VANA_ﬁ(Wy“_QTr“) —N\Fy?’R—ﬁ Fijﬁ,._ﬁ
14V 74V \ﬁ 1) 1] \ﬁ 1) 92

Dado que 7% = 77,

. . N . . 2
=7YV;N; + 77V;N; — \ﬁ (7T7r”%-j - 27r”7rij) N~y R — \7 <7r Tij — 7r>

2
= 277V N; — \]/Vry (Wz - QWiiWij) -~ N7 R - \% <7rii7rz‘j - 7;)
—27T”VN —\TW +\J>7T2+?/A§ ijﬂ'ij_\]/\;ﬂ Wz]—Nf‘gR
_27r”VN —;\]; 24 \]/V;ﬂ' WZ]—Nf%
=219V, Nj — N7 R+ ‘/; <7Tw% 7T;> — ..

Tomando en cuenta que,
Vi (79N;) = (Vir'?) Ny + 7 (Vi) = 79V,N; = V, (n9N;) = (Vir') N;

Se tiene densidad Hamiltoniana volumeétrica:

2

My = 2V (Wiij> _9 (vmz’j) N, N7 R+ \% (Wijm,j _ 7;) (2.34)

De igual manera, es posible obtener la densidad Hamiltoniana que le corresponde al La-
grangiano Lz, de manera trivial como Hg = —Lp, pues no se tiene mas que una variable
dindmica, por lo que H queda:

H= [ Hod’z+2¢ (k— ro)NVod>x (2.35)
pM St

Al integrar sobre ¥; el primer término de la ecuacién (2.34), se puede aplicar el teorema
de Stokes generalizado en éste, transformando esta integral volumétrica en una integral de
contorno, es decir,[DM20]

2/Vi7rijN~d:c:2 N, rfdx
2, ( 9) S, \[9

2.5 Formulacién Hamiltoniana en relatividad general 21
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De esta manera, el Hamiltoniano total del sistema H estara constituido por una parte
volumétrica Hy, y otra parte de borde Hg, como sigue'®:

s

N ([ . 2
HE—/Et [—Q(ViW])Nj—Nﬁ%+ﬁ<7rj7Tij_2)] dg.’E (236)

7Tij
Hg =2 N(k — ko) + N;—r; | Vod*z (2.37)
S, [ ( 0) \ﬁ ]]

2.6 Masa ADM

Cuando se impone que los campos tensoriales v;; y K;; satisfagan las ecuaciones de movimiento
en el vacio, el término volumétrico (2.36) del Hamiltoniano total desaparece. Esto se puede
ver al tomar una reescritura para este.

Sean,

B = 7R+ — (i i

_ i ™

AT
BJ = —2V;n"

Reescrituras para los términos del Hamiltoniano volumétrico, los cuales permiten verlo de
una manera compacta, es decir,

Hy = / [NB"+ N;B/| Pz = [ N,Bda
Et Et
Ahora, recordando que 6N y §N* son distintos de cero en el interior del espaciotiempo,
entonces la variacién de la accion con respecto a cada una de las variables ADM ser4,

55_ 0 oS

2 _p — = pBJ (2.38)
Por lo que al extremar, se obtendrd de manera clara que B” = 0y B7 = 0 al satisfacerse las
ecuaciones de movimiento en el vacio, lo que implica que Hy, desaparece. De esta manera,

la unica contribucién al Hamiltoniano total H vendra por cuenta del término de frontera
(2.37).

Para garantizar que este Hamiltoniano H = Hg represente una buena definiciéon para la
energia total del espaciotiempo, se deben imponer ciertas restricciones sobre la geometria
asintotica de las 3-variedades ¥; que folian M, ademads de tomar una eleccién adecuada para
las variables Lapse y Shift.

Definicién 3.Sea una 4-variedad (M, g) espaciotemporal globalmente hiperbolica, foliada
por una familia {¥;},cr de hipersuperficies tipo espacio. Se dice que un espaciotiempo

18Es decir, H = Hs, + Hs
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es asintéticamente plano si y sélo si existe en cada X; una métrica de fondo f;;, tal que:
[DM20]

1. fi; es plana excepto en un subconjunto compacto C C %;.

2. Dado un sistema de coordenadas (y°) en 3. Fuera de C se tendrd que fi; = diag(1,1,1)

y la funcién radial r(y*) serd no acotada.

3. Cuando r — oo los campos tensoriales v;;, K;; y sus derivadas muestran el siguiente
comportamiento asintdtico:

vij = fij + O™ Kij =0(r7?)
vij _ -2 OKi; -3 (2.39)
aya - O(T‘ ) 8ya - O(T )

Considerando un marco de referencia tipo Lorentz (£#), de tal manera que £° = constante,
se reproduce la regién asintdticamente plana de X, en donde las coordenadas sobre ésta van
como y' = y*(¢7), mientras que en M las coordenadas serdn x# = z#(£%). Un observador en
reposo (en el marco de Lorentz) se moverd con una 4-velocidad,
ut = 9" = oxr (2.40)
0&0 or
Dado que u,u* = —1y u" es ortogonal a la hipersuperficie dada por el tiempo propio
constante £ = 7 = constante, la cual es equivalente a ¥; asintéticamente plano, entonces en
infinito,
ut =nt (2.41)

Por lo que al tomar la expresién (2.1),se logra describir el vector tangente 0; a y* = constante
en términos de las funciones Lapse y Shift,

oz OxH S Oxt

— =Nn*+N'— = Nu'+ N'— 2.42

ot oyt oy* ( )

Sisetoma N =1y N* =0, se logra una equivalencia entre la 4-velocidad del observador en
reposo y el vector tangente a curvas constantes sobre el infinito asintdtico de las hipersuperfi-
cies de Cauchy, lo que valida el hecho de tener un observador estatico para esta regién en
cuestion.

Finalmente, conocidas las restricciones para la frontera de ¥; y los valores necesarios que
deben tomar las funciones Lapse y Shift para garantizar un observador estatico en esta region,
se puede garantizar una expresion para la energia del espaciotiempo, al adicionar la constate
multiplicativa (167)~! en (2.37):

1
Mapy = Slim — ‘7{ (k — ko) Vod*z (2.43)

t— 00 87T
St

2.6 Masa ADM
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2.6.1 Masa del agujero negro de Schwarzschild

Considerando el espaciotiempo de Schwarzschild, en las coordenadas estandar(¢,r, 0, ¢) se
tiene el siguiente elemento de linea,

2 2m\
ds® = g datds” = — <1 = ;") dt* + (1 = ;n) dr? 412 (d6? + sen®0dg?)  (2.44)

luego, la métrica inducida « sobre cada >, al usar la coordenadas (r, 0, ¢) en ésta viene dada
por

om\ 1
v = diag [<1 — m> 72, r2sen20,] (2.45)
r

Cuya métrica plana de fondo f se puede ver en coordenadas esféricas (r, ¢) como:

fij = diag (1, r?, 7‘2567120) (2.46)
Ahora, el escalar de curvatura extrinseca « en el borde S; viene dado por k = —V;n?,1?
k=0t + T nk (2.47)

Recordando que las componentes contravariantes del vector normal a S; vienen dadas por

ni = (,/T—fm, 0, 0> (2.48)

y que los simbolos de Christoffel para ~ son:

ro__m re _1
P = r(r—2m) ey
1
[Ty = —(r — 2m)sen’0 ., = - (2.49)
[gg = —(r —2m) F¢9¢ = cotf

Se obtiene la expresion explicita para la curvatura extrinseca

_ [ [r—2m [T —2m /. 0 ®
K__[al< r >+ T(FTT+FT9+FT¢)‘|

o m n /r—2m<_ m +2>

|2 [r=2m r r(r—2m) r

- _= (2.50)

19En esta parte nombramos r’ = n', para evitar confusiones con la naturaleza de 7, el cual es normal a S;.
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De manera similar se puede obtener la curvatura escalar x( para S; como una incrustaciéon en
un espaciotiempo plano (m = 0), al utilizar los simbolos de Christoffel para la métrica f;;,

1 1
0 _ ¢ _
Yy, = - s = -
Fr(b(b = —rsen’f I‘9¢¢ = —senfcos0 (2.51)
Free = —T F¢9¢ = COtH
o $ 2
ro == ([, +1%,) = = (2.52)

Finalmente, si se describe S; como una 2-esfera con radio r, entonces el determinante de la
métrica o inducida en éste tendrd la forma o = r2sen #.Tomando esta ultima consideracién
junto a los valores de las curvatura escalares en (2.43), se obtiene la masa m para el agujero
negro Schwarschild para un espacio asintéticamente plano:

1

MADM:f lim (H—HQ) \/EdQJL‘
8T Si—o0
St
1 & CL | —2
=—— lim db do— ( reemo 1) r?sen@
47 r—o0 Jo 0 r r
. r—2m
=— lim r < — 1) =m (2.53)
r—00 r

2.6 Masa ADM
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Método ADT

A partir de ahora el espacio por si mismo y el tiempo
por si mismo estdn condenados a desvanecerse en
meras sombras, y solamente una especie de union de
los dos conservard la independencia.

— Hermann Minkowski

A principios del siglo XX, la matematica Emmy Noether postulé que todo sistema de leyes
fisicas que contenga algun tipo de simetria continua tendra asociado una ley de conservaciéon
para una cantidad fisica particular. Después de la construccion de la Relatividad General
en 1915, y con la lupa del desarrollo hecho por Noether en 1918, multitud de fisicos se
preguntaron sobre como las simetrias de ciertos espaciotiempos podrian hablar sobre las
cantidades conservadas en estos, algo que se denomind cargas conservadas. En estos términos,
las direcciones dadas por los campos Killing alimentaban justamente el hambre por encontrar,
en el caso de una teoria completamente geométrica(como es el caso de la relatividad general),
cantidades conservadas, pues como base se tenia que el tensor métrico era invariante al
movilizarlo por alguna de estas direcciones. Por lo que estudiar a partir de las simetrias
geométricas las simetrias asociadas con el tensor de energia-momento fue un claro camino
para conseguir informacién de cantidades conservadas del espaciotiempo en presencia o no
de materia.

El método de Abbott-Deser-Tekin (ADT), el cual se encuentra descrito en un conjunto de
articulos[AD82],[DT03],[DT02], tiene su fundacion en el afio 1982, y se basa fuertemente
en el uso de las simetrias de un espaciotiempo de fondo medidas por sus killings asociados,
asegurando que al perturbar esta solucién de vacio para construir una solucién nueva (no
necesariamente solucién de vacio), se puede, en el borde espacial, restringir a nulidad lo
perturbado, de tal manera que se puedan calcular cantidades conservadas de la solucién
perturbada, mediante las simetrias de borde del espaciotiempo de fondo.
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3.1 Cantidades conservadas

Dado un espaciotiempo cuatridimnesional con constante cosmoldgica A, las ecuaciones de
movimiento que describen este espacio al considerar la ausencia de materia seran:

1
R — ZRg™ + A" =0 (3.1)

La presencia de un término A acompafiando al tensor de Einstein induce un grado extra
de libertad para describir la topologia del espaciotiempo en cuestion. Particularmente, las
soluciones mdximamente simétricas con A # 0 caracterizan una 4-variedad M con curvatura
constante positiva A > 0 en todos sus puntos o constante negativa A < 0 en los mismos. A las
soluciones de vacio que acompafian a cada elecciéon de A se les conoce como de Sitter (dS) y
Anti de Sitter (AdS), respectivamente, dado el signo para la constante cosmoldgica.?

En este formalismo se aprovechan fuertemente las simetrias subyacentes para las soluciones
de vacio (A)dS,? para estudiar otras soluciones a (3.1), como es el caso de los agujeros negros
dS-Schwarszschild. El enfoque que se tomara es un caso simplificado para el método ADT;
su fuerza se extiende mads alld de lo aqui tratado; para ver la forma general de este vease
[DT02][DTO03]. Bajo estas circunstancias, se comienza pensando la métrica g,,,, solucioén para
(3.1), como la adicién de dos 2-tensores simétricos g, ¥ by

Juv = g/u/ + h;w (3.2)
El primero de ellos representa la solucién de vacio maximalmente simétrica (A)dS, mientras

que el segundo serd una perturbacién(no necesariamente pequefia) a esta métrica de fondo,
el cual decae en infinito.

Fig. 3.1.: Representacién de la ecuacién (3.2), en donde g,,, representard la métrica de un agujero
negro, g, serd la métrica de fondo solucién a las ecuaciones de campo sin presencia de
materia, y h,, serd la perturbacién que decae rdpidamente en el infinito espacial. En la
figura se han considerado superficies con tiempo constante

!Estas soluciones describen un universo en expansién (caso dS) o contraccién (caso AdS) con aceleracién
constante.
2De ahora en adelante, para hablar de las soluciones AdS y dS de manera conjunta, se utilizara (A)dS.
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Basandose en esta division , es posible expandir la parte izquierda de (3.1) de tal manera que
se obtienen las ecuaciones de movimiento repartidas en distintos términos, clasificados segin
el orden para la perturbacién %, que contengan (ver [A.1] para un desarrollo completo), es
decir,

G0+ 6L +BD+C® + DY+ ES) + F

6) _
g v uv nv ;u/) =0 (33)

En particular, nétese que gﬁ?) = 0 pues representa las ecuaciones en (3.1). Por otro lado,
Qﬁ,, representa las ecuaciones de movimiento linearizadas en b, las cuales pueden ser
despejadas de tal manera que los términos cuadrdticos y de mayor orden para h,,, se puedan
agrupar en un lado de la equivalencia para definir la densidad tensorial de energia-momento
TH" del campo gravitacional

1
PRI — g RE — AW = (—g) P T (3.4)
Aqui las cantidades geométricas en términos lineales de la perturbacién se tienen como:

T, = o (T Tk, — V)

RE = 5 [0 = VuVoh + Vb + VPVl (3.5)

R = —Oh + V,V,h*" — Ah

Para mayor detalle de cémo se obtienen estas expresiones linearizadas constltese el apéndice
(A.1.1). Una caracteristica notoria para las ecuaciones en (3.4) es que estas al obedecer las
identidades de Bianchi permiten concluir que (ver A.1.2):

_ 1
Vg, =, (P, - 5ot RE - An,) =0 (36)

Lo que conlleva que V,, [(—g)‘l/ 2 T‘“’} = 0, al ver el lado derecho de (3.4). Dado que
la nulidad de divergencia covariante no garantiza una cantidad conservada,- pues su con-
servacion depende fuertemente de los espacios vectoriales 7, M a cada punto (p) de la
4-variedad M espaciotemporal de fondo-3se puede construir una nueva cantidad tenso-
rial W = (—g)~Y/2T#¢,, tal que al usar las ecuaciones de Killing V,&, + V,&, = 0y
las simetrias del tensor energia-momento T*” = T"#, se concluya que dicha cantidad se
manifieste globalmente conservada. Para conseguir esto, se procede como sigue:*

*Nétese que V, T = 9,T"" + T**T*,,, + T"*T",,, por lo que V, T = 0 no garantiza necesariamente la
nulidad para 9, 7" = 0.
*Para efectos de célculo, se considerard en lo siguiente la densidad tensorial T#" = (—g)~ /2 T"".

3.1 Cantidades conservadas
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Primero, se prueba que W* es covariantemente conservado:

V (lefzx) :v ~'ngu T'uyﬁugu

I
Qi
=

THE, 4+ (TWVE + TV,

g, + LT (9,6 + V.8)

I
<
=

I
o

3.7)

Por otro lado, desarrollando la derivada covariante del tensor W*,
9 (176) =, (7€) 7,7

se utiliza la identidad f“w = ﬁé (v/—g) -ver (B.1)-, y se consigue finalmente que W* es
conservado:

= U & Y ¢ 1 oV ¢
v, (TM §V> =0, (T gy) i T_igag (v/=g) TV,
1 Y & Y &
- L[ (176) 40 () (7))

— =0 (v=ate) o

=V, (T’“’&,> — (T“”g,,) —0 (3.8)

De esta manera, si se asume que la perturbacién h,, se anula en el infinito espacial y
adicionalmente se tiene en cuenta que solo cantidades integrales que contienen divergencias
de tensores contravariantes permiten definir cantidades invariantes, es posible construir una
cantidad conservada (dependiente del tiempo) asociada al vector Killing &, mediante el uso
de (3.8), como:

()

3 Ov &
SWG/d 2TVE, (3.9)

Esta cantidad es denominada Energia Killing cuando £ es vector tipo tiempo.

3.1.1 E(£) como una integral de flujo para un superpotencial

Para reescribir la energia Killing en términos de una integral de flujo es necesario escribir 7+
en términos de un superpotencial K***#  siguiendo [TWMOO, cap. 20] . Para ello se utiliza
(3.4)-el desarrollo completo se puede encontrar en (A.2)- y se sustituyen todas sus cantidades
linearizadas (3.5), consiguiendo:

(—g) 2T = N Vg KHevB 4 xHv (3.10)

Con
1
° K‘MOCVB 5 [guﬁ 2 ] gua Huﬂ guu Hozﬁ gaﬁ Eluu} (311)
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o XM = % [%, ?“} HE — A (3.12)

Donde H* = b — % g"¥ h, el cual es un 2-tensor simétrico, consecuencia de que g"¥ y h*" lo
son.

Aqui el tensor K tiene las simetrias del tensor de Riemann, lo cual se puede verificar facilmente
usando (3.11):

K,uaz/ﬁ — 1 _guﬁHua+guuHuﬁ . g,uzzHaﬁigab’Huy_
2
1 . K#a’/ﬁ + KOl/Wﬁ =0
Ka,uuﬁ — 5 gaﬂHwL 4+ gyyHaﬁig(mej’iguﬂHaV
K,ucwﬁ _ 1 _guﬁHuangl/uHuﬁ . gpuHaﬁiguﬁH;uf
2L — avf uofy
1 Krov8 4 jgrefr — o (3.13)
Kuaﬁl/ — 5 g[l,l/HﬁOé+§B(XH/J,V_§/J,BHO(V7§(Y,I/H/1,ﬂ:|
K;Lauﬂ — 5 g,uﬁHl/othw\zHyﬂ _ gullHozﬂigaﬁHuu}
. - JCHavB _ pevBue _
Kuﬁ/u)z — 5 ‘6I/(I'H/l,[3+§MﬁHV(X o gVMHBa—g‘SOHW‘}

Mientras X*” se puede reescribir al reemplazar el conmutador por su desarrollo en tensores
de Riemann,

[@a, @”} HF = RM, HP + Ra”"‘pH“p
= RY, 'H" + R” H"
= Rupau HPY 4 Ryp HHe
= Rupav HPY 4 A(;Z M
= R“pa”HPO‘ + AHM

sustituyendo en (3.12), se tiene:

v D v 1 v v
X1 = CRIVHP 4 SAHMY — AHY

— N

= 5 [R e — am| (3.14)

Con esta reexpresion, se pueden verificar facilmente las simetrias de X*”

XV = o [RY G HP — AH"| = % | RV Hyy — AHP |

[Rb“”“Hab - AHW} - [RH*’WHM - AHW}

1
2
[R“WH,M - AHW} — X

N =N =N =

3.1 Cantidades conservadas
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Modificando (3.14), es posible reescribir X** en términos del superpotencial K***# de la
siguiente forma:

2XH = R JVHP — ASHHYP = % [2RY, ) HO? — 2RM H""

1 ap L VETap _ P vp _ pH vB
5[ S HO 4+ RV, VHO? — RE, JH" — R, HY|
1 - _ _ _

= 5 [Rag HY 4 R H" — RV HO — R o Y|
%Ruaﬁp [ngHBa 1 glapve — gPH — gapHVB}

1-
_ I pH B
= XP = DR K (3.15)

Con esto ultimo es posible obtener una reescritura para 7#" en (3.10) sdlo en términos del
superpotencial, lo que hace evidentes las simetrias para el tensor de energia-momento al ver
cada término a la derecha de la equivalencia, y que se sustenta en las simetrias mostradas en
(3.11) .
\—1/2 _v T P
(=g) 12T = Vo VKM 4 DR KO (3.16)

Por otro lado, dando continuidad al desarrollo hecho para conseguir la cantidad conservada
E(¢) en (3.9), se puede ver explicitamente su argumento al contraer la expresién (3.11) con
un vector Killing covariante

(_g)*l/QT,U«I/gV = ﬁa?ﬁ (Kuallﬁ) gy + Xl“/gu (317)

Dado que,

Vo [V (K79) &,| = [VaVs (K97)| & + V5 (K#7) U4k,
VaVi (K*7)] & = Va [Va(E*)E] = V5 (K*7) Vak, ()
0@5 [K“a”ﬂﬁagy} = @6(K'Mw6)ﬁaéu + K“ayﬁﬁﬁﬁaéy

= Vs (K7) Vol = Vs [K47V08, | = K"V 08, ()

Sustituyendo primeramente (xx) en (x), y finalmente remplazando esta ultima en (3.17), se
tiene

[VoTsl0 )] & = Vo [0 (K97) 6] - 03 [0 908 ] + K996,
o [(VoE"P) €| = Vo [K1P70T 58, | + KAV V08,

v
Vo [(VaE7) & — KPoV58, | + KM V5V 0,

= (=) VPTE, = Vo [(VoKMP) &, — KMV, | + [K40PV 5V, + X] €, (3.18)
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Esta expresion puede reducirse mds, al usar la identidad VgV, &, = RAﬁwf a-ver (B.5)-, junto
con (3.14), de la siguiente manera,

KMo o o6, + XME, = [RABMKWB + X“A} 3\ (3.19)

oRg,, KMV 4 X1

_ 1
= R)\Bal/ |:

1r-
- <§u5 HYe 4 grapgeB _ g pres _ gof Hul/)] +s [ RE L H — A HuA]

1 = — = Ja = — I
= 5 [RAMOWHVOC + R)\/BayguaHuﬂ7R/\3()¢#Had o RkﬁaugaBHMVJrR#uﬂ/\HOﬂ - AH“A}

Dadas las simetrias para los indices del tensor de Riemann, y dada su contraccién con el tensor
simétrico H*”, se anularan productos de tensores simétricos cuyos indices estan contraidos
con dos indices antisimétricos del tensor R. Es el caso del primer y del segundo término,
reduciéndose como sigue:

_ % [ R, g HP — A = % (R0 H — A
= % (R H™ — A
= % [AGY, H™ — AHM| =0 (3.20)

Esto concluye que (3.19) es nulo,

por lo que (3.18) se reduce a la divergencia covariante de un tensor F'*“ antisimétrico.
(9, = 9, (Vo) € - K9OTE] = TPy @2D)

En virtud de su antisimetria (A.2.1), al expandir la derivada covariante se anula el término
['%; F" y se puede proceder de la misma manera que en (3.8) para obtener una derivada
ordinaria sobre este tensor:

_ 1 _
Va(Fua) = ﬁaa(\/jg}wa) = (_g)_l/Qwau
= Ou(/—gFr®) = THE, (3.22)

Aplicando el teorema de Stokes generalizado y tomando en cuenta (B.8), se sustituye (3.22)
en (3.9), para obtener,

__L 3 movy _ L ]{ ariky 0ivB _ p-0jvic | £
E(f)_gwa/d‘” &=353 dSiv/ g[ng KOyl g, (3.23)

3.1 Cantidades conservadas
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3.2 Masa del agujero negro dS-Schwarzschild

Se define el espaciotiempo n-dimensional de Sitter (dS™) como una subvariedad Lorentziana
embebida en un espacio plano L"*! cuya signatura (-,+,+,+,...) induce una categorizacién
para los vectores que pertenecen a él, basado en el calculo de su norma con un producto
escalar ((,)) distinto al euclidiano (,) ®[ver One83, cap. 3]. En particular, dada la constante
cosmoldgica A, dS" formalmente se describe como:

ds” — {x e L /((z, ) = i} 3.24)
Tomando n = 4, se tiene L? y dS*. Este ultimo representara una 4-variedad cuya forma
algebraica se ve como sigue,

3

A A>0 (3.25)

—z At At =
Donde 3/A = ¢2 representa el radio de dS*. En la figura 3.2(i), representar el radio de S!
formada al cortar dS? con el plano z, = 0.6

Null surfaces {t =—co}
are boundaries of

x=n coordinate patch Zincreases =0
op
. Geodesic
t mcreases\ 1 normals
t=0; / Surfaces of
minimum constant
distance time ¢
between
geodesic B
normals
. _—
mcreases :
x X increases Timelike geodesic which
x=0 does not croes surfaces

{t = constant}
(i (i)

Fig. 3.2.: Espaciotiempo dS*, visto como un hiperboloide de una rama, embebido en un espaciotiempo
plano dS®. En esta figura se han dejado 2 dimensiones constantes para poder visualizar la
forma geométrica para de Sitter. (i)Representa dS* descrito por las coordenadas globales
(t,x, 0, ¢), las cuales, como su nombre lo indica, cubren todo el hiperboloide, y generan
3-superficies de curvatura constante positiva (+1) para ¢ =constante. (ii)Representa ds*
descrito por las coordenadas "Flat slicing" (£, #, 7, %), las cuales cubren sélo la mitad del
hiperboloide, y generan 3-superficies planas para ¢ =constante. Extraido de [HE23, cap. 5]

Esta subvariedad es maximalmente simétrica, lo que significa que contiene el nimero maximo
de vectores Killing dada su dimension [Blall, cap. 14], algo que, como ya se menciono,

>({u,v)) = —ugvo + ZZ uv; = —uovo + (u, v)
5Los valores de zo =const, serdn ¢ =const
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es bastante ttil para encontrar cantidades que permanecen invariantes en estas direcciones
Killing y que en virtud del teorema de Noether representaran una cantidad fisica conservada.

Si se considera dS* descrito por la métrica Flat Slicing [ver Rip13], su forma matricial sera

(-1 0

mientras que su elemento de linea asociado viene dado como:

ds? = —di* + f2(t) |da? + dy? + d=*) (3.27)

Donde f(t) = exp (\/§> t. Como se ve en la figura 3.2(ii), las coordenadas (t,X) cubren la
mitad del hiperboloide, ademas, al analizar las dilataciones temporales en (3.27) se puede
notar que estas necesariamente van ligadas a dilataciones espaciales con un factor de f(t),
por lo que el vector Killing asociado a estas simetrias viene dado como -ver (H) en (A.3)-

& = (— 1, \/§x> (3.28)

cuya norma viene dada por £2 = —1 + %f2|>‘<’|2, por lo que si se desea garantizar que (3.28)
sea un vector temporal, se debe cumplir que % f?|¥|?> < 1. De tal manera, configurando &*

como un vector tipo tiempo, es posible conseguir la energia Killing £(£) asociada a estos
campos temporales de forma explicita en términos de la perturbacién hy, .

Tomando (3.26) junto con los vectores Killing temporales, se sustituye en (3.23) y se consigue-
para ver los caculos completos ver (A.4),

E(ﬁ)zfgy{dS Y g _ siig 9:hkl 4 9 ﬁhm’
876G 4 9 J klOj 3

+ f2\/§ Gy 1720000 (F57) + £ (890" — 6 orh ) — ol

ol Mol

+ (hoowi . thijdjkl’k) } (3.29)

Adicionalmente, se debe obtener la forma explicita para la perturbaciéon huv. Para ello, se
toma la métrica g,,, del agujero dS-Schwarzschild presentada en ([KN81a]) y ([KN81b]),

N2
Guv = <_ (%) 0 ) (3.30)

0 F2() (1+¢)45z‘j

3.2 Masa del agujero negro dS-Schwarzschild
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cuyo elemento de linea viene definido como:

1—\2 o
2 _ 2 2 1 ¢ 4077 .
ds (1+¢) dt* + f2(t) (1 + )" 6;;dx"dx (3.31)
Donde ¢ = ro/ fr con ry el radio del horizonte de eventos del agujero negro dS-Schwarzschild
y r = y/d;jx'zI. Por lo que al usar (3.2) se obtiene la forma explicita para la perturbacién

hyuw:
1—(ﬂ)2 0
Py = Gy — G = 14y 3.32
o e ( 0 arw[aret-1] 332

Considerando el radio del agujero negro de Schwarzschild” R, = f~'rq de tal manera que
este sea mucho més pequefio que el horizonte de dS* en la carta de coordenadas estatica

f—l\/% [ver Rip13, cap. 2], se tiene que:

Ry <<< f‘l\/i = 1y <<< \/i (3.33)

Asi que la integral de superficie (3.29) puede computarse muy lejos del horizonte de eventos
del agujero negro, pero atin estando dentro del horizonte de dS*.® Por otro lado, en virtud de
la restriccién 7 — oo = hy,, — 0, es posible expandir la perturbacién h,,,, centrada en 1 = 0°
y descartar los términos O [(7“0 / r)ﬂ. Para ellos, se definen las siguientes funciones:

1—)\?
oH () = (1+1/1) €))
oK () = (1+1)" D)

Expandiendo () en serie de Taylor sobre ¢ = 0,

— H(Y) = H(w)hp:o + [CZ/}HW)} d,:ow + 21

a primer orden,

N 1—9 d(1-v
—>H(¢)—1+2<1+¢>w_0d¢(1+¢> Y
—>H(¢):1+2<(w;21)2 L=t

"Este radio subtiende un horizonte de eventos estdtico a diferencia de o que crece en un factor de f(t), basta
recalcar que esto s6lo es un cambio de carta coordenada.

Sro <<< 1 < /2
?Nétese que esto se realiza para mantener la consistencia de h nula en el infinito, pues en esos regimenes ¢) — 0
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sustituyendo en hgy = goo — G0,

_ T
hoo = goo — oo = 1 — (1 — 44p) = 43, como ¢ = —-

fr
y dado que,
o 00— gf (’“0) . (3.34)
T
De la misma manera, se expande (xx) en serie de Taylor en torno a ) = 0,
K@) = KWlyoo + [ 20K @] w45 L x| e+
= =0 dyp V=0 2! | dyp? oo
a primer orden,
d 4
= K(0) 2 K@l + | 320 +0)"] v
=0
d
K () = KO) + 40+ )0 [ 2o+ 0)]
dy =0

— K(¢) ~ 1+ 4¢
dado que hy; = 3, f2(t) {(1 + )t — 1} y g% = 7259, entonces,

hz‘j — gikgjlhkl
= g% g5, 2(1) (1 +0)' — 1]
= [ 5 (L) 1]
= b = 7259 [(14+9)" - 1]

se sustituye el valor de la aproximacién para K (1)) en h¥/, para conseguir:

R = f726U[1 4 dop — 1] = 4f 25"
_ 4f725ijf71 (TO)

r

W = 435 (’“0) . (3.35)

r

Finalmente, teniendo en cuenta que h*" es diagonal, y por lo tanto sus términos h"® = h% = 0,
ademds, reescribiendo h*/ = 4736 (0) = A§Y y h" = 4f~1 () = B, se puede dar uso

a la ecuacion (3.29), sustituyendo las reescrituras para las componentes diagonales de la

3.2 Masa del agujero negro dS-Schwarzschild
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perturbacion y anulando en esta expresion aquellos que estén fuera de la diagonal, de tal
manera que la expresion para la energia se reduce a (para los calculos completos ver (A.5)):

A A
\/; f200A + 3 (2 f2A+ B) } (3.36)

Analizando los términos, en la anterior expresién, que estdn multiplicados por x?,

VAaA+ A (2f2A+B) =

3
E(§) = 8{7: ]{ds,- {—ajAaiﬂ' +a

dado que,

224 = 22 {4f—3 (7;0)] =g8f ! <7;0>
vy (ravs)=gla (7)) v (7)) -

[12f <T0 ) }
r
por otro lado,

A =4 ("0 ) ans 0 =47 (car ) our = a2 (-317) \/gf
— DA = 4\/X( )(3f )f__lz\/X( )f3
e[ )

Sustituyendo, se puede ver que este conjunto de términos se anula,

[sranseracs) = (3) (7)o (7)) 0 oo

Por ultimo, E(£) se reduce como:

w\>

B =-2 7{ ds; (9;A) 5 (3.38)

Usando la métrica (3.27) en coordenadas esféricas, se procede a calcular la integral de flujo
sobre una superficie esférica de radio r, para ello, nétese que:

1
0;A = 4f 3rg0; (r)
Con 8; (r~') = —r—25% = —r~29;r, se puede verificar que:

r? =1z, = ja's) = O <T2) = Ok <5ijxixj)
— QTakT = (Si]’ [(&kxz) $j + .Ii <8kxj)}
— 2r0kr = 0ij [5ik$j + 5jkxz} = Oy’ + Ot

— 21Ok = Opa® + Opax® = 208,2°
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1
= @-r = *5]'&.7}&
r

Resultando que 9;A queda como,
3 (T a
0jA = —4f 3 (TQ) 50t (3.39)

entonces al sustituir esto en (3.38), se halla el valor de la energia Killing, es decir, la masa del
agujero negro dS-Schwarzschild,

E() = — g §dS: (9;4) 89 =

g 1 y
Fas: 0,459 = —af o f 14| () dudatn,
_ 1 _ 1
—4f 37“07{]d5’] (73>r:—4f 37~07{\d5‘]r—2

2r 1
= —47“0f_3/ / (7“2 sen d)) —dpd = —16rgr f 3
o Jo r

_ f3

3
=B =3 I

&G

27"0

7{ dS; (9;A) 69 = —16romf ] = 2 = M (3.40)

pues 1y = M.
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Método Cuasilocal

Hay mds cosas en el cielo y la tierra, Horacio, de las
que puedes sofiar en tu filosofia

— William Shakespeare
Hamlet

En la fisica, se utiliza una cantidad matematica llamada accién para describir la dindmica
de un sistema. La extremizacion de la accion permite obtener las ecuaciones de movimiento
que rigen el comportamiento de este en la realidad, a través del principio de minima accion.
Es importante destacar que cuando un sistema satisface las ecuaciones de movimiento
derivadas de la extremizacién de la accion, se dice que esta "on-shell". En cambio, si se
eliminan las restricciones impuestas por estas ecuaciones, se dice que esta "off-shell". La
accion contiene un término llamado lagrangiano L, que depende de las variables dindmicas y
codifica su informacion fisica. Al considerar transformaciones continuas que dejan invariante
el lagrangiano de un sistema, se obtiene un conjunto de simetrias para él, y una corriente
conservada asociada a ellas, conocida como "corriente de Noether". A partir de esta corriente,
se pueden construir cargas conservadas, las cuales son responsables de mantener las simetrias
en el espacio de estados de la teoria correspondiente.

En 2013, Kim, Kulkarni, y Yi perfeccionaron los resultados de Barnich y sus colaboradores[Bar03;
BCO5] en el célculo de cargas conservadas para espaciotiempos mds generales. Basados en el
desarrollo previo y las ideas propuestas por el método ADT, Kim y sus colegas desarrollaron
un método que elimina la limitacién de tener una métrica de fondo (una solucién de vacio).
Este método se basa en relacionar potenciales conservados de manera off-shell e integrarlos de
forma cuasilocal, es decir, sobre un dominio espaciotemporal extenso pero finito, apoydndose
en los factores libres de la métrica solucion para considerar una integral sobre un camino de
parametros. Hasta ahora, la integracion de los potenciales conservados se realizaba necesari-
amente sobre todo el espaciotiempo, pero el método cuasilocal permite una integraciéon mas
restringida.
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4.1 Corriente y potencial de Noether off-shell

Considerando la accién [ para una teoria general de gravedad covariante en D dimensiones,

1

m /dD$\/ng[g/w,R, RI«LVavR, VR/“/] (4.1)

g =

Es bien conocido que la forma general para la variacién de la accién 61 con respecto a la
métrica g, viene dada por(siguiendo a [KKY13]):

_ 1 D — % H( e
5 = 167TG/d z [\V/—9E&wdg" + 0,11"(g; 69)] - 4.2)

Donde &, = 0 representa las ecuaciones de movimiento para la métrica, y 9, I1* representara
los términos de borde.

Con la intencién de ver como cambia la accién I al tomar un difeomorfismo infinitesimal
¢, es menester, en primera instancia, responder a esta pregunta para la métrica g, y para
la densidad Lagrangiana \/—gL. En el caso de la métrica, al considerar un difeomorfismo
infinitesimal z* — 2% 4 #%(z) su elemento de linea queda como:

Jap(x)dzda’ — gop(x + 0)(dz® + d6*)(dab + d6°) = Gap(x)dxda®

Con ggp(x) la métrica transformada bajo 6. Si se expande g,,(x + #) hasta primer orden, lo
que se tiene es:

gap(x + 0) = gap(x) + 0°0cgap(x).

Ahora, con esto, y teniendo el diferencial total d0* = (9.0%)dx°, sustituimos en el elemento
de linea, despreciando los términos de segundo y mayor orden en 6:

Tapdz®da’ = [gap(z) + 0°(Degap(2))][dz® + (0:0%)dz?][dzb + (0:6°)dz?).

= [gap + 0°0cgap)[dr?dzb 4 (0.6°)dzdz® + (0.6%)dzCdx® + (dz€)?(8.0%)(9.0°)]

= (gapdz®da®) + (gap(0:0°)dzCdz®) + (gap(0:0%)dada®) + (0°Oegapda®da®)+
(0°(Degap) (8:0")ddx®) + (6°(Degap) (De8”)dardar®)

= gapdz®da’ + gab(acﬂb)dxcdx“ + gab(f)CQ“)d:rcd:Eb + 96(8cgab)dxada:b

= gapdx?daz® + gap(0p0°)dxldz + gop(0a6°)dxda® + 0°(d,gap)dada®

= [gab + 9ac(060°) + geb(0ab°) + 0°(Oegap)|dada’ = Gopdada’

= Gab = Gab T+ gac(abec) + gcb(aaec) + ec(acgab)-

asi,
59 (gab) = Gab — Yab = gac(abec) + gcb(aagc) + ec(acgab) (43)
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Ahora, por otro lado, dado 6, = ¢,.0° y que Vg = 0, tomemos V.0, + V0,, entonces,
Va (gbcec) + vb(gabac) = gbcvaeC + gacvbec

ademas, recordando que,

1
Vab® = 0,0°+T0.0°%  gal'ge = 5(811901) + 9egab — OpYac),

se sustituye y se obtiene:

Gbve [3(196 + Pgeee] + Yac [abec + Fgege] = gbcaaec + gbcrfwee + gacabec + Yac geee

1
= gbcaaec + |:2(aageb + aegab - 8bgac):| 0° + gacabeC

1
+ [2(8179611 + OcGba — 8agbe)} ¢
1
= gbcaaec + gacabec + {290((9&96() + 8egab - abgae)}

1
+ [QHC(abgea + OeGba — 8a9be)}

1 1
= gcbaaec + abecgac + §0Caegzzb + §Hcaegba

= gcbaaec + gacabec + ecaegab

Asi, al comparar con (4.3),
Vably + Vo = 9cb0u0° + 9acO0° + 0°Ocgab = d9(gab)-

y finalmente se concluye que la métrica transforma bajo difeomorfismos infinitesimales,

como!:

66(9gab) = Vabp + Vb, (4.4)
Mientras tanto, para la densidad Lagrangiana \/—¢L, la variacién ¢ — x4 6%(z) se ve como
sigue:

S(vV=9L) = 0o(vV=9)L + (66L)V/~g. (4.5)

Si se expande L(x + 6) hasta primer orden, lo que se tiene es:
L(x+0)~ L(x)+ 0°.L

De tal modo que 6L = L(x + 0) — L(z) =~ 6°0.L. Por otro lado, tomando en cuenta que

do(v/—9g) = —%\/’%‘”), es posible sustituir estos resultados en (4.5) y obtener

99" 09(gpuw)
So(v/—=gL) = —2L_"09m) £ 4 6c(9,L)\/—g.
1Si el difeomorfismo se da como Killings, es decir, 0; = &;, entonces Va0 + Vy0a = Vals + Vila = 0, lo cual

tiene sentido pues la métrica no varia por los campos Killing, es decir, g = 0. Esto se puede ver desde la
derivada de Lie L¢g = 0.

4.1 Corriente y potencial de Noether off-shell

43



44

dado que ¢""dy(gu) = 2V 00 = 2 [6“9“ + I‘ﬁvm}, yque 't = 0y(v/—9), la anterior

e
V=9

expresion se puede reducir a
= 0o(v/—9L) = V=gV ,0"' L+ 0"(0. L)/ —g
= V—=gL[00" + 11,07 + /—g(0,.L)0"
1
= V=L 00" + =0, (V=0)0" | +V=5(0.L)0"

= V=gL(9,0") + 0 (/—9)0" L + /=g (8,.L)0"
— 0, (v/—gLO").

Concluyendo que la variacién bajo difeomorfismos infinitesimales de la densidad Lagrangiana
es:

do(vV—9L) = Ou(V—gLI") (4.6)

Ahora, en virtud de (4.4) y (4.6), es posible conocer como varia la accidn gravitacional I bajo
difeomorfismos infinitesimales y con esto encontrar una cantidad conservada off-shell, es
decir, que es independiente de las ecuaciones de movimiento, conocida como: Corriente de
Noether off-shell.

Para ello, se toma (4.6) y se integra toda la equivalencia, de tal manera que
50T = / 4P 69(v/=gL) = / AP 8,(/—gLo")

Desarrollando el lado izquierdo de la equivalencia, y teniendo en cuenta que dy(g*°) =
— (V298 + VPh*), se consigue,

ol = [ @’ 0,(/=0") = [ 4 [V=GEuo(g") + 0T (g:0)]
_ / APz [—/=g E,, (VF0” + V¥ O*) + 0,11#(g; 0)]

Dado que &, es simétrico, se tiene que &, (V*0” + Vo) = 2, V#0¥, lo cual se sustituye
a continuacidn,

Sol = / P 9, (V—gLo") = / AP [-2/GELVI” + 9,11 (g;0)] . (47)

Analizando el término &, V#6", con el fin de obtener una derivada parcial sobre toda esta
expresion, se procede como sigue:

Dado que V" =0
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EwVHOY = VH(ELOY) =V, (EM,) =V, XH
— VXt =09, X" +T", X7 conT¥, = (—9)"%0,(v=9)
1
— V, X! =0, X"+ —0,(v/—g) X"
J 0 N (V' —=9)
= V=gV, X' =/—g0, X"+ 0,(vV—9) X"

aqui, debe notarse que J,,(y/—gX*) = 0,(v/—g9) X" + /—g 0, X", por lo que,
= =gV, X! =E, V0" = 0,(vV—gX")
sustituyendo este resultado en (4.7), se obtiene la corriente conservada de Noether off-shell,
/ P 0,(v/—gLo") = / AP [0,(~2/—g £6,) + 9,11 (g: 0)]
dejando todo a un lado de la equivalencia, y factorizando la derivada parcial,
/ dPx 8, [V/—g0'L + 24/—g EM0, —T1"(g;0)] = / dPx8,J" =0 (%)

= JH=2/—g&MO, +/—gO"'L —T1*(g;0). (4.8)

Ahora, dado que esta corriente es idénticamente conservada, como se puede ver en (x), es
posible escribirla como la derivada de un 2-tensor antisimétrico K, el cual se define como
el potencial de Noether off-shell, de tal manera que,

JH=0,KH. (4.9)

Con la intencion de poder comparar esta corriente de Noether off-shell proveniente de un
difeomorfismo infinitesimal con una corriente conservada linearizada para un campo killing,
es util considerar la variacién del potencial de Noether bajo una perturbacién de la métrica
9w, siguiendo la intuicion expuesta en (3.2), es decir g — g, + g, donde 6g,, = hy,, €sto
manteniendo las direcciones Killings contravariantes fijas 6¢# = 0. Asi las cosas, el cambio en
la corriente de Noether bajo la perturbacién £, se puede escribir como la derivada parcial
del cambio de su potencial de Noether asociado bajo la misma pertubacién, es decir,

By (BKP™) = 26 (V=g EM¢,) + €45 (/=gL) — 311 (g; €) 4.10)

4.2 Corriente y potencial ADT off-shell

Considerando el método ADT desarrollado en el anterior capitulo, se busca tomar su modo de
proceder, esto es: Tomar una métrica g,,,,, perturbarla h,,, = dg,., expandir las ecuaciones de
movimiento que la tienen como solucidn en érdenes de dicha perturbacién, de tal manera que
se puedan construir cargas conservadas on-shell a partir de la contracciéon de un campo Killing

4.2 Corriente y potencial ADT off-shell
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con las ecuaciones linearizadas J# = §E*7¢,,, las cuales se pueden ver como la divergencia
covariante de un potencial ADT on-shell J* = V,Q"" .2

Sin embargo, con la idea de expandir la nociédn de cargas conservadas a espaciotiempos que
no sean asintéticamente una solucién de vacio, es necesario considerar el calculo de esta
corriente y potencial ADT de manera off-shell, es decir, sin recurrir a que se satisfagan las
ecuaciones de movimiento. De tal forma, se comienza considerando una métrica genérica
9>, cuya perturbacion h,,, no necesariamente pequefia, decae répidamente en el infinito
espacial. Siguiendo de cerca a (A.1), se expanden las ecuaciones de movimiento &£, las
cuales vendran de la variacién para la accién de Einstein-Hilbert con constante cosmolégica*
y demas acciones que representaran correcciones covariantes al escalar de curvatura R, asi, la
linearizacién §&,,, no serd mds que la linearizacion de las ecuaciones de campo de Einstein con
constante cosmoldgica A°mds la linearizacién para otras cantidades tensoriales provenientes
de variar las correciones de segundo y mayor orden:

€ = 6G,u + Wy (4.11)

El proceso para la obtencién de la corriente ADT off-shell J% ;- consiste en obtener la
contribucién a esta por parte de los tensores G, y W,,,,, es decir,

Jhpr = J8 + T (4.12)

de modo que J% ;- se ve de la siguiente manera, aclarando que los célculos completos se
encuentran en el apéndice (A.6):

1 1
Tipr = 06, + E"hay€” = 38"E€ hag + ShEN, € (4.13)

La cual tiene asociada un potencial ADT off-shell Q'{},,- de tal manera que, al igual que en el
caso on-shell J% . se pueda ver como la divergencia covariante de este J% ;. = V, Q.
Con @'y construido a partir de la adicién de superpotenciales 75" y 7+ asociados a los
tensores G, y W,,, , como sigue:

VoQior = VuFE + Vi Fly
=V, (P4 + 7))
= QM = FLY + FY (4.14)
El proceso para obtener estas cantidades, en particular, para el tensor ya bien conocido G**,

se ve en (A.65) y (A.66). La forma funcional explicita para V,,]-"#V” es idéntica a la forma de
la divergencia covariante del superpontencial de Einstein 75", con la salvedad de que ambas

2El potencial ADT aqui referido es el F*“ en (3.21) y esta definido tinicamente para las ecuaciones de movimiento
linearizadas.

3No necesariamente solucién para unas ecuaciones de vacio

*Guv = Guv + Aguv, con Gy = Ry — 39,0 R

6G,, = gﬁu
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corrientes provienen de cantidades tensoriales distintas, por lo que cada término geométrico
dentro de W,,,® tendré un superpotencial asociado y por lo tanto un aporte implicito distinto
a la corriente ADT al considerar la divergencia covariante de cada uno de estos, es decir:

) 1 1
o Vi FG = 8§00 +€°G" iy, — S€1Gah + 567G, h

1 1
SVLF = YV = 3 (68 € @i, = € ) + 5w, )

(]

Por otro lado, tomando (4.13), recordando que esta se puede ver como J 5 = V,Q% ¥
teniendo en mente que §¢* = 0, se puede reescribir V, Q" procediendo de igual modo que
en (3.8), tal que:

1 1
0, (V=GQ™) = V=5 |56, + E/ha” — JE"€ P has + JHEN,E"
Utilizando,

*5(v/=9E" &) = 0(V=9E" gaw§")
(V=9)E" ga€™ + V=g (E")gar§™ + V=9 6(gaw )§™ + V=9E" gar 0 (§*)

=0(V=9)€", " + /=g & + /—gEM" har §”

B 1 1
S/—q) = 99 %9ap _ By T
se puede reescribir la expresion para la divergencia del potencial ADT, como sigue,
1
Oy (V=9Q") = 6(V=g€" &) — 5v/=98"E* hag (4.15)

tomando este resultado junto con (4.10), es posible relacionar la corriente de Noether off-
shell con el potencial ADT off-shell, al despejar 6(,/—gE"&,) en una de estas expresiones y
sustituirla en la otra, de tal manera que se relacionen como sigue:

1
0, (OK™) = 2|0, (V=9gQ™) + 5€"€" has| + €3 (V=gL) — 11" (g5)
Usando, 6(\/—gL) = —/—g&uwh*” + 0,11*(h), se obtiene,

Ay (OK™) = 20, (V—gQ") ++/—g"E hoy — /—g&"Eaph®? + E1O,TT* — STIH
=20, (v/—gQ") + €19, 11 — STI*

considerando la derivada de Lie a lo largo del campo Killing ¢ de la densidad tensorial IT#, se
le identifica con JIT#[Hyu+ 14, pag. 41,

STIF = LITH = €70, TT* — T1Y0,6" + 1110, ¢

®Nétese que WH = > (w")i, con (w"”); el conjunto de tensores provenientes de variar los términos
correctivos a la accién de Einstein-Hilbert.

4.2 Corriente y potencial ADT off-shell
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se sustituye y se obtiene,

= 3, (6K") = 20, (vV—gQ") + €19, TV — £V 9, 1T + T1¥9, &M — T, ¥
=20, (v/—gQ") + [0, (I1"¢"*) =D 1T EH] — [0, (EVTIH) — O,V TTH]+£H9, 1TV — 1110, ¥
= 20, (V=gQ") + 0,[II"¢" — &"T1"] = 9, |2/=gQ" + ¢T1”]

despejando el potencial ADT, se obtiene la expresion final que relaciona los dos potenciales
off-shell anteriormente estudiados,

1
V=9Q4pr(g: h) = 0K (g:€) — (g; h) (4.16)

siguiendo a [Bar03, pag. 7], es posible reescribir la anterior expresion. Para ello, se debe
considerar la métrica solucion a las ecuaciones de movimiento para una teoria de gravedad
covariante j,,,, teniendo muy presentes los pardmetros libres que esta subtiende, asi, dado que
esta métrica se puede construir a partir de una métrica de fondo g,,, més una perturbacién h,,,
es posible encontrar dentro del espacio de soluciones una funcion g,(fl,) -familia de parametros-
que interpola o conecta la solucién completa con la solucién de fondo; esto lo consigue al
asociar un pardmetro s (0 < s < 1) a los pardmetros libres P de la métrica g,,,,, de tal manera
que sP sea un camino para llegar de una solucién de fondo a una perturbada’, ademds, se

()
. . . - . d
considera a la perturbacién A, en términos de la familia de pardmetros como h,(fy) = fi*;” , de

tal manera que:

W) = hyw + O (hyw) s 95 = g + shyw + O (hyuw)
Claramente para g,(PJ = g, Mientras que g,gly) = guw + hu, como ya se habia comentado,
adicionalmente, ndtese que hf?) = hu, = 0. Ahora, teniendo estas consideraciones, se
reescribe el potencial ADT off-shell en (4.16)- apoydndose fuertemente en la familia de
parametros g,(f,,) y su desviacion hffl}— como una (D — 2)-forma cerrada[Bar03, cor 1], tal

que:
1

~ 167G

1
<le) (dD*Qf"’)W /0 ds/=9 Qxpr(9 | 5) 4.17)

Integrando sobre las coordenadas de un subespacio de codimensién 2, en donde d”~2z,,
denotard una integracién antisimetrizada sobre estas subvariedades® [HHH21, pag 7], tal
que,

Q) = —— / s [P0V =3Qlinls | ) 4.18)
87TG 0 224 ADT .

luego, sustituyendo explicitamente (4.16), se tiene la carga conservada cuasilocal, la cual
es definible no sélo para el borde espaciotemporal, sino también para su interior, como

’Témese un caso simple, la métrica del agujero negro de Schwarzschild. Dicha solucién contiene un pardmetro
libre, el cual es su masa. Si se asociara un camino o familia de parametros gff;,) en el espacio de soluciones, de
tal manera que el parametro libre tomara la forma sM, entonces al tener s = 0 se tendria un espaciotiempo
plano, mientras que s = 1 implicaria que se tiene un espaciotiempo con un agujero negro del tipo ya descrito.

*Donde d”z, = § oy Cuvuipns.up 2 dT* A AdzFP=2, CON €uvpyps..up, COMO la antisimetrizacién
total de tensor de Levi-Civita.
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consecuencia de la naturaleza cerrada de la D — 2 forma en (4.17). Esto garantiza que dicha
cantidad sea independiente del radio escogido para describir la superficie cuasilocal que
envuelve cierta region espaciotemporal[Por+15, cap 2], asi:

Q(6) = 16er /dD_QxW {/01 ds (jsKéw [0 ()] — 2611 [g<s>(x),h<s>(x)D}

_ 1 D—-2 uv | (1) pv | (0) [ ! V]
= 167rG/d T {K5 [g (x)] - K¢ [g (w)} —25“/0 dslIl

1
= Q(¢) = ﬁ / dP=2z,, <AKW(§) —oglm /O ds H”]) (4.19)

Donde AK* (&) = KI,(€) — K12 (&) y K12, (€) representa el potencial de Noether para la
meétrica de vacio.

4.3 Masa del agujero negro Lifshitz 3-dimensional

Considerando un lagrangiano de la forma L = Llg, R, R?, RMR,,,, ...], se puede construir

urvaf _ oL
un tensor P = 3R

de tal manera que al variar la accién S, se pueden obtener las

nvap

ecuaciones de movimiento &, y el término de borde II* en términos de este, ver (A.7) para
mas detalles de célculo:

1
Ep = P(Maﬁ’le/)oz,B’y — 2VPV P, ()e — igWL’ (4.20)

I"(5g) = 2v/—g [pfl(aﬁ”vyagaﬁ — 8oV PHEOY (4.21)

De esta manera, utilizando (4.8), se pueden sustituir los anteriores resultados y obtener:
JH = 4V, PHEOVY (& + 2PHPIN N pEy — 46,V Y, PV 1P (4.22)

Con JV = /—gJ*, de este modo, es posible factorizar una derivada para cada término
anterior J* = 9,K*", y obtener un potencial de Nother asociado K** = /—gKH":

KW = /=g [2P"?P°V £, — 4¢,V , PP ] (4.23)
Finalmente, considerando la accién para una teoria de gravedad cuadratica genérica,
1
I= / dPz/—g L(R +2A) + aR? + BR,, R"™ + v (RWUpR“”"p — 4R, R + R2)}

es posible encontrar una solucién para la ecuaciones de movimiento[DS11] provenientes
de esta accién en el caso 3-dimensional y cuyas constantes de acoplamiento se reducen a

4.3 Masa del agujero negro Lifshitz 3-dimensional
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o= —30%/4k, 3 = 202 /K,y = 0, ademds, A = 13/ (2¢*) y k = 167G. Dicha solucién se conoce
como el agujero negro Lifshitz 3-dimensional:

2 r?\” m(> 2 1 2,272
ds* =—| — 1—— | dt* + 5—F——<dr® +r°do (4.24)
02 r2 r2 (1 _ M)
2 2

Donde m representa una constante de integracién o parametro libre de la solucién, y z
,el exponente critico, debe ser fijado a 3 para que la anterior métrica sea solucién de las
ecuaciones de movimiento en el vacio. El horizonte de este agujero negro viene en términos
de su radio ¢ y m, y se denota como r,, = £y/m.

En este punto, se toma el lagrangiano de la forma L = %(R + 2A) + aR? + BR,, R
(manteniendo los valores establecidos para las constantes de acoplamiento) y se procede a
calcular el tensor PP como sigue,’

oL 1 OR OR? O(RsyRO?)
pHvpo _ - +a +8 (4.25)
OR,,,; KOR,,, OR,,po OR,,, 5
y dado que,!©
OR OR? O(RsyRO?)
=ghlegolv _—= — gRgrlegolv 222007 1 — o glulle pollv]
aRuupU 0 uvpo 6Ruupa
se obtiene el tensor al sustituir los valores de las derivadas en (4.25),
pHrpe lgu[pgff]v + 204Rg“[pg“]” + Qﬂg[NHpRJ”’/] (4.26)
KR

Con este 4-tensor, es posible obtener la forma explicita para el potencial de Noether K#¥(4.23)
y el término de borde I1#¥(4.21). Usando el paquete tensorGR de Maple, se calculan los
tensores de Riemann, Ricci y el escalar de curvatura para la métrica (4.24). A continuacion
se procede a calcular los productos y antisimetrizaciones que construyen al tensor P. Una vez
obtenido este, se consigue dg,,, al considerar una expansién en serie de Taylor!! de la métrica
9w Sobre una variacion infinitesimal en el pardmetro libre m dentro de g, de tal manera que
m — m + dm. Asi, quedando a primer orden,

g(m+dm) — g(m) = é6g(dm) + O[(dm)?]
= 0g(dm) = g(m + dm) — g(m)

de tal manera que dg,, resulta como:

. ridm Adm
(Sg/u/ = dzag 7 (ﬂzm — 7“2)2 s 0 (427)

°El tensor P***7 tiene las mismas simetrias que el tensor de Riemann.
19En A.7 se hacen estos desarrollos en medio de los calculos adicionales.
"Esto se realizé con el paquete Student [Calculusi].
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Ahora, tomando el vector de Killing temporal &' = (1,0,0) para la métrica (4.24) y dg,.,
siguiendo a [GKY14, pag. 7], es posible obtener los valores para el término de borde y el
potencial de Nother,

4 2 ) 2
I Gt (4.28)
02K
8mr?
tr
Kir — 7 (4.29)

Ademds, teniendo en cuenta que K", = 0, entonces AK'" = K'". De esta manera, se puede
obtener la integral en el camino de parametros de la 1-forma que representa al término de
borde (4.29) desde m = 0 hasta m = m:

m 2m2  8mr?
I = ———
/0 K + 2K

Finalmente, escogiendo la esfera S!' con radio R como la superficie de codimensién 2, se

puede encontrar la la métrica inducida asociada a esta ds?> = R%d¢? y con ella obtener su
determinante det(h,,) = h = R?. Calculando la raiz de h y sustituyendo los anteriores
resultados en (4.19), se consigue la masa M para el agujero negro Lifshitz 3-dimensional

M=Q(&) = ]GG/%MV[MT -nmé/lﬂ

m2 21 2£4 54(\/7
7 d 0 p

4G FRd¢ = 4G €4R 4G4 T
rgR

TelZ

Dado que (4.17) representa una forma cerrada, se garantiza la independencia del radio R para
la superficie de codimension 2, de tal manera que ya no es necesario definir una integracion
en el infinito asintdtico del espaciotiempo en cuestién, sino que basta con considerar la
definicion de la 2-forma cerrada he integrarla sobre un dominio espaciotemporal extenso pero
finito, es decir, cuasilocal, representado por la superficie de codimension 2, de tal manera que
la cantidad M /R permanece constante al variar el radio de la superficie, asi que se puede
considerar finalmente el valor de la masa como:

4

_ ™y
= o (4.30)

Finalmente, como corolario, merece la pena tener una idea intuitiva de la construcciéon
geométrica hecha con el método cuasilocal, ya que su desarrollo matemdtico superlativo en
comparacién con los otros métodos podria llevar a que pasara desapercibido el gran avance
en cuanto a calculo de cargas conservadas se habla. La importancia del método radica en
su fabricacion off shell, la cual garantiza una relacién entre los potenciales ADT y Noether.
Basada en esta relacién, la decisién de sustituir el pardmetro libre M — sM'2 permite abrir
un camino para pensar dos cosas dentro del espaciotiempo en cuestion: Primero, este cambio

12 M al considerar la masa del agujero negro.

4.3 Masa del agujero negro Lifshitz 3-dimensional
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Fig. 4.1.: Representacion de un espaciotiempo 4-dimensional a tiempo constante. En él se pueden
visualizar la superficies de codimension 2 ¥ en donde se mediran de manera cuasilocal las
cantidades conservadas en su interior. Aqui R simboliza el radio de la superficie cuasilocal,
la cual es independiente de éste. Es por eso que en la figura el vector negro sobresale de la
superficie ¥ indicando independencia a la hora de elegir >. Por otro lado, H representa el
horizonte de eventos del agujero negro, el cual cumplira que H < .

en el parametro libre da la idea de tener una especie de "perilla"(la cual vendria representada
por el factor s) cuya funcién es apagar la curvatura del espaciotiempo causada por la presencia
de un agujero negro- para el caso en donde s = 0- e ir "suavemente" encendiendo dicha
curvatura (construyendo el agujero negro) en la medida en que s se acerca a 1, justo como
sucederia si se tuviera una perilla de un altavoz que va subiendo el volumen de este desde
0% hasta el 100%.Segundo, al integrar por el camino de pardmetros definido por la variable
s la relacién entre los anteriores potenciales off shell antes mencionados, se garantiza la
generacion de una D-2 forma cerrada, la cual concede a dicha cantidad una independencia
radial y temporal, al considerar el célculo de cargas conservadas, y por ende, esto constituye
la principal razén por la que se permite considerar una integracién sobre un dominio extenso
pero finito del espaciotiempo, es decir cuasilocal, eximiendo la necesidad de cubrir todo el
espacio tiempo a razon de calcular dichas cantidades conservadas.

Con estos dos pensamientos en mente, y tomando la visualizaciéon permitida por la (citar
figura 4.1 ), se puede terminar interpretando la expresion para la carga cuasilocal (4.19),
para el particular caso del calculo de la masa del agujero negro Lifschitz 3-dimensional, como
una cantidad que se calcula sobre una 1-superficie de radio R que envuelve al agujero negro,
de donde se extraera toda la informacion del interior de esta superficie. En el caso del término
de borde, la consideracion de sM le permite a un observador en dicha superficie definirlo a
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partir de la observacion de la transicién de dicho término, desde cuando se tiene sdlo Lifschitz
hasta cuando se tiene el agujero negro Lifschitz.

4.4 Corroboracion de la primera ley de la termodinamica
para el agujero negro Lifshitz 3-dimensional

Considerando las expresiones para la entropia y temperatura del agujero negro Lifshitz 3-
dimensional dadas por [GKY14, pag. 7], es posible corroborar desde primeros principios la
primera ley de la termodindmica para agujeros negros dM = Ty dS, usando el resultado de
masa obtenido en (4.30).Dadas las cantidades termodinamicas:

S:QWTH7 Ty — Ty M Ty

Como ya se ha mencionado a lo largo de la introduccion de este trabajo, la importancia
fundamental de tener un método general para atacar el calculo acertado de cantidades
conservadas en espaciotiempos generales radica en la necesidad de corroborar la primera
ley de la termodinamica para agujeros negros (en el caso de que el espaciotiempo tratado
sea una solucion de este estilo). Dentro del contexto de la correspondencia Gauge/Gravity
es comun buscar agujeros negros utiles dentro de esta dualidad, por lo que al final de este
ejercicio "detectivesco" es menester verificar que dicha solucién tiene validez, es decir, que
satisfaga una primera ley de la termodindmica para agujeros negros, de tal manera que la
solucion construida u obtenida pueda ser usada para aplicar este diccionario holografico.

4.4 Corroboracion de la primera ley de la termodinamica para el agujero negro Lifshitz 3-dimensional
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Resultados y conclusiones

Muy probablemente somos aun principiantes
confundidos con imdgenes mentales muy fuertes, y la
realidad ultima permanece mucho mds alld de nuestro
alcance. El viejo término de los cartégrafos terra
incognita viene a la mente. Cuanto mds
descubrimos, menos parecemos saber. Eso es la fisica
en pocas palabras.

— Leonard Susskind
La guerra de los agujeros negros

En este trabajo se buscé analizar un conjunto de métodos para el calculo de cargas conservadas
en distintos tipos de teorias de la gravedad. La motivacion fundamental para estudiar el
estado del arte sobre el desarrollo de estos métodos fue entender un problema abierto en la
Relatividad General: obtener un método general para la obtencién de cargas conservadas
en cualquier clase de teoria gravitacional. Esto es esencial para las investigaciones actuales
dentro del contexto de la correspondencia Gauge/Gravity, donde la certidumbre sobre el
cumplimiento de las leyes de la termodinamica para los agujeros negros es necesaria para el
célculo de sus cargas conservadas y de sus equivalencias dadas por la primera ley. Esto es
crucial para cronometrar su crecimiento y verificar su verosimilitud.

Dentro de los métodos estudiados el método Arnowitt-Misner-Deser (ADM) sélo se puede
aplicar a espaciotiempos que admitan una foliacion por hipersuperficies de Cauchy, es decir,
que sean globalmente hiperbdlicos, ademas de ser asintéticamente planos, de tal manera que,
cuando se intent6 calcular la masa del agujero negro Schwarzschild-dS el procedimiento falld,
dado que el espaciotiempo dS no admite una globalidad hiperbdlica y su espacio asintético
tiene una topologia no plana, por lo que fue necesario estudiar este ultimo tipo de agujero
mediante otro enfoque como lo es el método Abbot-Deser-Tekin (ADT), el cual tiene como
ingredientes fundamentales una solucién de vacio de la teorfa que se estd analizando, ! y un
campo Killing asociado a esta métrica de fondo.

Claramente, Schwarzschild-dS soporta estas condiciones, ya que su espacio de fondo de Sitter
(dS) es solucion de las ecuaciones de campo de Einstein. Tomando una perturbacién que se

'En este caso, la teoria utilizada fue Einstein-Hilbert, pero hay extensiones de este método para tratar, por
ejemplo, con teorias con correcciones cuadrdticas al escalar de curvatura.
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Meétodo

/ Arnowitt-Deser-Misner

Método
Abbott-Deser-Tekin

Método
Cuasilocal
Kim-Kulkarni-Yi

Fig. 5.1.: Esta figura busca ilustrar el modo en el que los métodos para el calculo de cargas conservadas
en espaciostiempos encajan entre si: Como se observa, el método Cuasilocal contiene a
los otros dos, pues este posibilita no solo el estudio de espaciostiempo provenientes de
modificaciones a la accién de Einstein-Hilbert como también lo hace el método ADT, sino
que quita la restriccién impuesta por este dltimo de tener una solucién de vacio para poder
funcionar. Asi mismo se puede ver cdmo el método ADT contiene al método ADM pues el
primero extiende la posibilidad de computo para cargas conservadas a espaciotiempos que
no posibiliten una globalidad hiperbdlica, y que tenga una tipologia asintética distinta a la

plana.

desvanece en el infinito espacial sobre esta, se construye la solucién del agujero negro. La
cual, en conjunto con los campos Killing temporales, permite calcular la masa de este agujero
negro. A pesar de que este método permite estudiar nuevas teorias de gravedad, su limitacion
principal es la necesidad de una solucion de vacio. Por lo tanto, cuando se intenta considerar
un agujero negro cuyo espaciotiempo de fondo no corresponde a una solucién de vacio, como
es el caso de Lifshitz, el método fracasa. Por ende, se necesité un método que generalizara los
dos anteriores, el cual es conocido como método Cuasilocal. Este se fundamenta en considerar
el método ADT con una métrica de fondo genérica, no necesariamente solucion de vacio, y
un conjunto de cantidades conservadas off-shell, como lo son un potencial de Noether y un
potencial ADT. Esto permite conformar una carga conservada de manera cuasilocal al tomar
las direcciones contravariantes Killing fijas. De esta manera, fue posible abordar el calculo de

la masa para el agujero negro Lifschitz en tres dimensiones.

5.1 Trabajo hacia el futuro

Los alcances de estos métodos para el calculo de cargas conservadas son muy amplios,
ademas de muy variados. En particular, se buscara calcular la masa para agujeros negros en
el contexto de cubic gravity mediante la implementacién de los métodos ADT y cuasilocal
dependiendo del caso a atacar. Por otro lado, dentro del ejercicio de corroborar la primera ley
de la termodinamica para agujeros negros, se buscara aprender y aplicar los métodos para
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calcular la entropia y temperatura de agujeros negros con la intencién de poder tener todas
las herramientas para verificar esta ley en su totalidad.

5.1 Trabajo hacia el futuro
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Calculos suplementarios

En este apéndice se retine un gran numero de calculos intermedios que acompafian el cuerpo
principal de la tesis, en particular para los métodos ADT y Cuasilocal.

A.1 Expansion de las ecuaciones de movimiento

Considerando las componentes covariantes de métrica como

Iy = Guv + €h;w

se puede obtener sus componentes contravariantes g** = g"” + ea”, como sigue

o, = 9" gow
= (g"* + €d"?) (gaw + €hew)
= §"Gow + € (" haw + hapa*) + O(c?)
> gt 4 e (B, + at)

Por lo tanto h*, + a*, = 0, lo que implica que any, = —hay ¥ a® = —h*, y se concluye
que:

Juv = g,uy + Ehuy

g = g — ch

(A1)

Dada la expresién para los simbolos de Christoffel, se sustituyen las expresiones (A.1) en ellos,
y se encuentra la expansién para ellos mismos para distintos 6rdenes de la perturbacién

1
% = §gaﬁ (Ougpv + Ovgup — Opguv)

Ly ) ] 1
= ig A (a#gpz/ + 81/gpp - apg/,u/) +e {29 A (8#]151/ + 81/hu5 — 8,3}”“,)

1o m ) B 1.,
—5h % (OuGpy + OuGup — 85%)} - €2§h P (Ouhpy + Ouhyus — Oshyuw)
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Usando V,hs, = 0uhpy —T7 ,5hoy =T, hse y que Vg, = 0 = 0udsy = T7,5900+ 17,9505
se pueden reescribir el término de orden lineal (¢) y el término de segundo orden (¢)? asi

e, =T + % (9,2, + Vo, = V°h,,)
e {;haﬂ (Vg + Vs — Vph) + I‘”Whaﬁhga}
Asi que los simbolos de Christoffel de orden lineal y de segundo orden seran
e, = % (Vb + Vb, = V) (A.2)

1 _ _ _ _
@1, = Sh? (Vuhsy + Vihys = Vshu ) +T%,h% hss

Por lo que finalmente la expansion para I'*,, serd
re,=re, +¢r°, +%1, (A.3)

De tal manera que se puede usar esta ultima expresion para hallar la expancion para el tensor
de Ricci y el escalar de curvatura, como sigue:

A A
R, =R, =01, — 0, 1%, + T\, —T%,I",, (A.4)

Con la expansion para cada término

0L, = 0uT,, + 04" T%,, + 20,21, (A.5a)
O, = 0%, + €0, T, , + 29,217, (A.5b)
PN, = [T + 0% + 2T, | [TY,, + T2, + 24T, | (A.50)
A0, = (D% + €790 + 20T, | [T, + 65T, + 201, | (A.5d)

Al repartir los términos de (A.5¢) y (A.5d) y factorizando segtin el orden del ¢, se obtiene

FaaAF)\#p = faw\f/\uﬁ te {faa)‘LF/\up + fkupLFaa)‘]
= A A =
+€2 [Faa)\(Q)F up + Lraa/\LF o + (Q)Faa)\l-\ up} (A6)

+ &8 [LraaA(Q)FA#p + LF)‘M)(Q)FO‘OM} e [(2>Paa)\<2)r/\up}

FOCH)\F)\ )= f\au)\f\)\ap te |:1:\O<H>\LF)\ap + f\)\apLFau)\]

o

+ €2 [f\au)\(mr)\ap + LFauALF)\ap + (2)Fau>\f\)\ap} (A7)

+&3 |:L1—wau)\(2)]:w)\ap + Ll—\)\ap(Q)Fa#)\} ! [(2)11&“)\@11)\&[)}
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Considerando los términos de orden cero, lineal y de mayores drdenes, se tiene respectiva-
mente
D, _ o o na A
R,,=08,0",, — 9,0, +T%,T

wp fap)\f)\ap (A-8)

RLMP — 8CYLFaup _ 8uLFaap + |: (f‘aa)\LF)\Mp 4 fAMpLFaaA> (Ag)

_ (f‘au)\LF)\ap + f)\apLFau/\) }

Byup = 042T%,, — 0,21, , + T, T+ T 'Y+ @12 T, (A.10)
_ 1101#)\(2)1—\)\04) _ LFQMALF)\QP _ (Q)Pau)\r/\ap
é — I (Q)Iv\ + LF)\ @a _ Lo (Q)F)\ _ LF)\ @a (A 11)
mp a o o a B ap ap LA .
DM, — <2>pam<2>pkup _ (2)F04u )\(2)1—‘)\o¢p (A.12)
Con estos se pueden calcular los escalares, como sigue
R = (g"" — eh"?) (RW +eR" 4+ By, +°Chp + 54[)up) (A.13)
R=g"R,, (A.14a)
L _ —uppL >
R*=g¢""R",, — R, 0" (A.14b)
B =g"B,, - h*R", (A.14c)
C=g"Cu,—h"*B,, (A.144)
D = g""D,, — h*C,, (A.14e)
E=—-h"*D,, (A.140)

Por lo que al sustituir los valores de expansion para R, y R en las ecuaciones de movimiento
en el vacio se tiene .
R, - §RgW +Ag,, =0
1

= [Ryy +eR" 4] = 5 @ — eh) [R+RY -] + A (G — €hw) =0 (A15)

_ 1 _ B 1 B _
= [RW — 3R + Aguy} te [RLW -3 (gWRL T h,u,R) n Ahw,] FO®E) =0

Dado que gwgffi) = 0 — R = 4A, se puede reorganizar la expresién para los términos lineales
para llegar a
1
= g}(f'l]/) +e€ |:RLp,1/ - ig,ul/RL - Ahp,V:| + O(Ez) =0

A.1 Expansion de las ecuaciones de movimiento
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Con lo que las ecuaciones se expanden completamente como

0 L 2 3 4 5 6) _
6O +¢t, + B2+ +DY+EQ+FS =0 (A.16)
Donde
_ 1_
g,g()u) =R, — §R§W +Ag,, (A.173)
1_
gﬁu = RLMV - §g,uVRL - Ahuu (A17b)

BY = B, + g, B + h,, R*
% = Cp + g C + hyw B
D) = Dy + G D + hyu C
E() = GuwE + hyD

F = h,E

A.1.1 Términos lineales

Organizando la expresién (A.9) se puede sumar y restar el término f‘smLFa 5,p» Obteniendo

RL — I:aaLFOcup +f\aa)\L1'\A

A Lo
Bp p_FapF/M}

I
4 [_auLPaap 4 f\)\‘upLI\aaA _ fwau/\LIv\ap} 4 fdﬂgLFa(Sp o fdﬂaLFa(Sp

= RE,, = [0a"T%,, + T, T

A o «
mp P r OszFau)\ir /mer 5/)} (A18)

m

T A A md LT
_ |:8uLFOzap + Fau)\LF op — T upLFaa,\ -T NQI FY6P:|

Por lo que, al usar ?VT%V = 0,T%, + fo‘mT"BV — févﬁT"%y - fprO‘pﬁ para los simbolos
de Christoffel lineales, se obtiene una expresién compacta para R Lp>

L R - o v a
RE,, =V, T, —V, T, (A.19)

Esta ultima expresion es util para encontrar el Ricci lineal en términos de derivadas covariantes
de la perturbacion, para ello se usa (A.2), y se sustituye en la dltima expresién,

S 1 s /e = _ _
Vo' T, = 55V (VaViuhsy + VaVohys — VaVishy,)

S 1 5 /e = _ _
V' T%, = 58 (ViVahsy + ViVyhas = Vi Vshay)

Para obtener,

Rh,, =3 =Tl = VuVoh + VoV ey + VOV s (A.20)
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Donde se debe tener en cuenta que 0 = VAV y h = 5% h,p.

El mismo anadlisis se puede hacer para el escalar lineal, de tal manera que se obtenga su forma
explicita en términos de derivadas covariantes de la perturbacién. Tomando en cuenta que al
sustituir R = 4A en (A.17a) se consigue Ru ,» = Ag,,, se puede entonces reescribir (A.14b)

como sigue
L _cpppl _ p ppp — ghppLl
R* =g"R",, — R, W =g""R",  — Ah

Asi que basta con desarrollar g*” R* ,p tomando (A.20)

—up pL
"R o

Il
QI

10 o o e
" {2 {_Dhﬂp = VuVph + VeV hap + vﬁv’)h“ﬁ} }

RN PN =N
r

O = V7V 4§V oy + FVOV ]

—200h + 5§V 5V sy + 75V oV phyg|
_ -aim-%?ﬁﬁu(amywhmg—%?aﬁp(ywawhwﬁ}
=3 =20k + V5V, h 4 VoV ,he|

B—a,u—p
= —0Oh + V4V,h*

Finalmente, el escalar de curvatura lineal queda:

RY = —Oh + V,V,h* — Ah (A.21)

A.1.2 Divergencia covariante de las ecuaciones linearizadas
Partiendo de (A.17b), se tiene
tgr, =TR", - %MVRL — AR, (A.22)

Cuya divergencia covariente viene como sigue:

— 1
v,.kgr, =V, <LR“,, — ié“yRL — Ah“l,)
_ 1_ _
=V, "R, — §v,,RL — AV,h", (A.23)

La divergencia para el Ricci lineal se obtiene como sigue,

{~VuOnt, = OV, b+ V,uVa Vb 4V, Va Vi, (A.24)

A.1 Expansion de las ecuaciones de movimiento
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Usando que,

Se pueden reducir el primer y ultimo término de (A.24),

V. VoVFh,* —V,0n*, — OV, h

V0 Va] Hh,0

=R",,,Vh,* + R, ,V"h, — R°,,,V"h"
=R,,V7h,* — R, ,V"h,” — R°,,,V*h"
=—R7,,,V'hs"
Quedando,
V, (PR = LU RO, VPR, O, bV, VLY, h
1 ( I/) - 5 {_ Vo o v + nYaVy }
Afiadiendo la divergencia covariente del escalar de curvatura lineal, se sigue
W, = 1 Do W, « =10 vaRvaR v e
v,.'Rr, — 5VVRL = 5{ — R, V*he® = OV, h + YV, Vo V, b
=V (~Oh + VaV,h — AR) }
1 _ _ o
= o { ~ Bpa Ve = OV + T, VoV
+ VuOh = V,VaV,h + AV, h | (A.25)

Dado que,

V,0h =V, —=0OV,h = [V,, Va| Vh
=R, ,V*h =R, Vh
usando R,, = Ag,.,
= —Ago,V7h = —AVh
=V, 00—V, —0OV,h+AV°h =0

orvox

La expresion (A.25) se reduce a:

_ 1_ 1 _ _ o o
V"R, - JVLR" = 5{ — R0 Ve + VuVaVh™ = V,Va Vb (A26)
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Al analizar el segundo término,

V. VoV, hoH

T ([T 00 1 4 9, 9h0)

s (B o 14 B 1) 9,9, T b

. (Rwh"“) +RE VB + Y, (R“MV) heo
V100 T+ 9,97

Il I
(R

+

+ [V V0| Vah 4+ 9, (R0, ) 17

Ademds usando que R*,,,,V,h®7 = R*,,  V*h,’, los términos dentro del corchete en (A.26)
se reescriben como

RV R + VYoV h =V, VoV, h = AVhy o+ Vi (R, ) hO
+ [ﬁua @V} Vo h* (A.27)

Al usar las identidades de Bianchi VR, ,, + Vo R" , + V,R" , =0y contraer A con p,
se concluye

6MR#UC¥V = ﬁaRou - ﬁVRa
— a(Agau) —V v

«

(Agoa) =0

Por lo que el segundo término en (A.27) se anula. Continuando con la reduccion de términos,

se puede abrir el anticonmutador en (A.27), ademds multiplicar por 1/2 para retomar (A.26)
, tal que

_ 1_ _ _
ViR, - SV RN = (AVuhit 4+ B, Vb

ouv

o Vah®” = R, Voh)

+
(Y- o TR Y

(AV il + Ao, Vah*)
_ % (AVuh# + AVah,®) = AV

Finalmente, si se sustituye lo anterior en la expresion total para la divergencia covariante de
las ecuaciones linearizadas (A.23), se obtiene que su divergencia es nula:

_ _ 1- _
v,tgh, =v,'RrH, — §v,,RL — AV, A",
= AV, h¥, — AV, h*, =0

=Vv,gr, =0 (A.28)

A.1 Expansioén de las ecuaciones de movimiento
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A.2 Reescritura del tensor de energia-momento

Partiendo de las ecuaciones de movimiento linearizadas en términos del tensor de energia-
momento

Lpm — %EJWRL — AW = (=) 2T (A.29)
Se sustituyen los valores para el Ricci (A.20) y el escalar de curvatura (A.21) linearizados,
para obtener una reescritura de los términos del lado izquierdo de la igualdad como dos veces
la derivada de un 4-tensor antisimétrico (Superpotencial) mas un 2-tensor simétrico. Para

ello téngase en cuenta que H*” = h* — %gﬂ”h,
L ppv 1 —uv pL Qv

1r - e o o - 1 I
=5 [~Oh — V#GYh 4+ Vo VIR 4 VsV hHe] — 57" [~0h + VoV h — AR| — Ah#

= 5 [ ORIV Vo VIR VsV 4 g Tt — g VoV h |

1
— AR 4 St A

1r - _ o o o o
-3 [~OR™ 4 gD = V2 + Vo VPR 4 V0 i — g Vgh?| — AHM

1 1 - 1 - - - - S
- [—Dh”“ + 59" 0h + 5§ 0Oh — gV o V"h + VVYh* 4V, VIR — gﬂ“vavﬁhﬂ

2
— AHW

1- 1M1 - 1 - 1 - [ - -
= —0H" + 2 [lewmh = 50" VoV h = JgH VoV b+ Va VIR 4 Vo Vb

1 DN

— g Vo Vgh®?| — AHM
1= v 1= v e 1 1—1/_ 1—a7 v — wupar _ —uvyy o poef
= —JOHM 4 SV VU HP 4 | g Oh = S VoV h + Vo VFheY — gV gh

— AH*Y
_ = uv lf;w_ v af lre v o 1_V_ o 1 17#(1_ _,uh
= —0H" - 2§V VsH +§[va,,v}H + VIV H" 4 2| = 55"V

+ vavuhw} _AEM™

lg ¢ 17 1_,.,— _ 7
= 5VaVs [-g*PH" — g H + g HP| 4 o | =g VoV h o+ Va VFhe
4 L9, o] e
2
le & T 17 1., .- — _ :
= 5VaV [ — g H 4 g 4 o | =gt VGV VAV | o X
1- — 1] o - 1 o
= §vavﬁ >_§Oéf3HW _ guVHaﬁ + gaVHuﬁ] + 5 guﬁvavﬁhfw _ §§u5§al/vavﬁh + XM
L )
= §vavﬁ __gaﬁHuV _ gAWHaﬁ + gaVHuB + guBHazx} + XM

= Vo VgKror? 4 X1 = (—g)~1/21m (A.30)
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A.2.1 Antisimetria de F**
Tomese FH* = (VBKW”[?) £ — Kﬂﬁua%g} e intercambiese 1 +— a,
Fot = (VgKP) €, — K1V gé,
sumando FH* + F“* vy utilizando las simetrias algebraicas del superpotencial,

= [Varrrd 4 k] g, - [0 4+ koo V48,
— [@ gEHvE 7, K/wwﬂ} £, - [ KHbra KWﬂa} VsE,
= [ KHPvey g€, — Kur/ﬂa@ygﬁ}

renombrando v — 3

= — [Kuﬁvaﬁﬂéj _ Kuﬁva@ﬁ,é’} -0

— FHe _ _pop (A.31D)

A.2 Reescritura del tensor de energia-momento
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A.3 Vectores Killings para De Sitter

Para obtener las ecuaciones que satisfacen los 10 vectores de Killing para este espacio
maximamente simétrico, primeramente se toman la ecuaciones Killing V,&§, + V,§, =0,y
se expande de tal manera que se obtenga una nueva expresion para ésta, dependiente de
los coeficientes métricos. Para ello se abren las derivadas covariantes y posteriormente se
sustituyen los valores explicitos para los simbolos de Christoffel en términos de la métrica, asi
como sigue:

Oy =T €a + 00€ =T, 80 =0
S0y + Dy — 2Ty = 0

0,60+ 0,6~ 2| 50" O + 093 — D3) | €0 =0

0l + 0,6, — €% (8950 + 0ugup — Opgu) =0

— 0l + 0,6, — 20,95, — 90,98 + EP059, = 0

0 + 0 — |0 (P 95) + 9500u€”| = [0 (£9u8) + 9450,6°| + €039 = 0
=060+ 00—l — 980" —0u €y — 9480 E" + EP D3, = 0

—£7 089, — (9800uE” + 9u0,€%) = 0

= P05, — 295(,0,)¢" =0 (A.32)

Usando esta tltima expresién junto con la métrica para dS* en coordenadas flat slicing
guw = diag (—1, f*(t)Z), se obtienen 4 ecuaciones diferenciales parciales acopladas, las cuales
representan las ecuaciones que satisfacen los 10 vectores Killing para este espaciotiempo:
Parap=v=0=t

o 0t =0 (A.33)
Parapu=t;v =1
o 0N+ FA(1)0 =0 (A.34)
Parapu=v=1
A t %
. gg +0;6'=0 (A.35)
Parap=1i;v =j,coni # j
e 9;6+ 0,8 =0 (A.36)

Dadas estas ecuaciones, su solucion vendra dada como sigue:

Tomando 9, sobre (A.36),
e+ 05 =0 ()
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multiplicando por —1 e intercambiando [ <+ i en (%),

—OE — B =0
intercambiando [ <+ j en (%),

e+ e = 0
sumando (x), (%) y (x * %), se concluye que:
OGE+0nE —05E =038 + 05¢'+05:6 =0

— 0lj52 jlé.z == 0

=206 =0

=0, (9;¢") =0

= 06" = Cj(t)

Reemplazando (A.37) en (A.36), se concluye que C]’%(t) es antisimétrico

cin) = ~cl)
por otro lado, integrando (A.37), se tiene,
0;€" = Cj(1)
= /C’j(t)d:c] + h'(t,2") con, z" # 2’
= ¢ = Cl(t)a? + h'(t,a")

ademas, usando (A.33) al tomar 0; en (A.35),

8, (\/ggf + aigi) =0
\/gatgt + o2 =0

= 026" =0
usando (A.39) — 97 [C}(t)a:j + A (t,azi)} =0

—0; [0, (Ci(1)2? + hit,2"))] = 0
=0, [Ci()diat + 0; (W(t,27))] =0
—0, |Ci(1)5; + 0 (hi(t,xi))} =0
—0} [P (t,2)] =0

= 0, (aih') = 0= Bih' = ,X"(a")

(k)

CEX))

(A.37)

(A.38)

(A.39)

A.3 Vectores Killings para De Sitter
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integrando este ultimo resultado,

/ax Bdz' + fi(t)
= h'(t,2") = X'(z") + f'(t)

asi, al sustituir en (A.39), se tiene,
¢ = C}(t)a:j + fUt) + X ().
Tomando 0; en (A.34), con j # i, se tiene,

0; (-@ft + fz(t)3t§i> =
— 05, + A5 =0

intercambiando 7 <> j, en el anterior resultado,
—05E + fA ()05 =0
sumando (A) y ($), y usando (A.36),

—20%¢" + f2(1)0, (9,6 + 0:67) =0

= 05 =0.

(A.40)

(A41)

(L)

)

(A.42)

De los resultados (A.33) y (A.42) se concluye que &! es separable en suma en las coordenadas

espaciales, por lo tanto, £ se puede escribir como,

3
=> FF(zt
k=1

asi, sustituyendo este ultimo resultado (A.43) y (A.41) en (A.34),

0= —0;¢" + f2(t)0,¢"

= -9, {i F (x'f)} + P00 { OO + f1(1) + X' (o)}
k=1

3 k :Uk
=—ngk(g$i) P {Gma + 1

k

3. 9FF o
- P o + )

= —O;F' + fA(t)Cj(t)z; + f2(8) f* =0
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ahora, tomando primero 0; con j # i en la anterior expresion se llega a que,

PG () =0
— Cl(t) =0

= C;- es constante

por lo que (A.44) se reduce a
—O,F" + f2(6)f =0

luego, si se toma J; de este resultado,

o (f(1f) =0

= f2(t)f* = A" es constante
reduciendo atn mads la ecuacién (A.44), de tal manera,
— O F + X' =0
resolviendo para F', se obtiene,

OiF' =X
= Fl(xz) =Nzt +a

de igual manera, resolviendo para f*,

£ = X3
— A / e 2Vt 4 b

=X (—ﬁ) 2V 4y
RN PR

(A.45)

(A.46)

(A.47)

De esta manera, un primer vistazo explicito para las componentes de los vectores Killing viene

de sustituir (A.46) y (A.47) en (A.43) y (A.41) respectivamente, consiguiendo:

3
ft—Z)\kxk+C

5—0”—\ff 0+ X'(a)

Dado que atin falta conocer la forma explicita de la cantidad X*, se puede buscar su sig-

nificante, al sustituir los anteriores resultados para &' y £¢ en cada una de las ecuaciones
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(A.33),(A.34),(A.35) v (A.36), verificando que en las tres primeras se concluye con el resul-
tado 0 = 0, mientras que la ultima ecuacion resulta ser:

\/gft +0,X"'=0 (=)

Tomando 9; y sustituyendo &!, con i # j, en la anterior ecuacion,
A
0=1/50 (Nar+C) + X7

[mk \/>>\3—O N =0 ,sij#i

por lo que sélo sobrevivirdn los términos i-ésimos del conjunto {z*}, de tal manera que la

\/gaj ()\sz + C) + 3]21Xl =0

0, X :—,/g(mﬁc)
. AN . .
Xt — =2 a % i
= \/3<2mxa+0m>+d

Finalmente, se obtiene la forma explicita para las componentes del campo Killing,

expresion ([J) resulta,

solucionando para X,

Oft = /\bxb—i—C.

ol = CZJ—\/>f \/7<);xwa+6’x>+di.

por lo tanto, dada la forma general para un campo vectorial Killing ¢ = £+0,, = £'0; + £'0;, se
tiene:

g:{Abxﬁc}aﬁ{CW—\ff \[@ngﬁcx)wi}ai (A.48)

factorizando en las constantes arbitrarias, se concluye que:

—o{—at+ﬂxiai}+c;xﬂ'ai+v{xiat— \Ff \/iz Za

0; } +d'9; (A.49)
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Los vectores Killing que describen las simetrias de d.S*:

o — 0+ \/§$i3i (m

yks)
1 /3., 1 [A,
sV 2l D+ gy et

o 1,0 —

081'

A.4 Expresion explicita de E(£) en términos de la
perturbacion

Utilizando la métrica para el espaciotiempo dS* en las coordenadas flat slicing, !
ds? = —di* + f2(t) [da? + dy? + d2*) (A.50)

se pueden obtener los simbolos de Christoffel asociados a esta, tomando la definicion de ellos,
y sustituyendo las componentes métricas diferentes de cero, se consigue:

1
I = §9aﬂ (Ougpv + Ovgus — Op9uw)

a=0-— FOW = _% (Ougov + Ovguw — Oogp) | @ =i — Fi;w = 26% (OuGjv + Ovgps)

oI, =0 oMy =0
o I =0;ff o'y =0"f""f
oI, =0

Por otro lado, usando la métrica, es posible obtener las componentes covariantes para el
vector de Killing (H) de (A.3),

§u= g€ = gu()fo + gwfj
= 6%,900€° + 0, 9i;¢
=060, + 6, f2(1)6:;€
= 80, + 8, f()53;¢7

, A

'En este apéndice la métrica g,,,, representard la métrica de dS*, es decir, representaré la métrica de fondo cuya
notacién en el cuerpo principal del documento se denota como g,.., esto también para la conexiéon V — Vy
los Killings & — &

A.4 Expresion explicita de E(£) en términos de la perturbacion
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De esta manera, usando los simbolos de Christoffel y las componentes covariantes de la
simetria espaciotemporal de la métrica (A.50) dadas por los anteriores Killings covariantes,
y usando la definicién para el superpotencial K“’*” en (3.11), se procede a calcular la
cantidad:

VsK"P¢, — K9y ¢, (A.52)

° VﬁKOiVﬁ&, =

W (Kowﬁ)f =V, (KoWﬂ) Gral®
= Vi (K" g,06° + V5 (K"7) giu!
()
)

@

Vs K003 goo€0+V5 (KOZjﬁ) gﬂgl

9 (199) - (5
=V (K%) g, =V (K"7) + %xjvﬁ (97 (A.53)

5 B (QOBHiO + gz‘OHO,B . goonﬂ . giﬂHoo)}

GPVH + Vs H — g7V g H™|

GOV H™ + VoH™ + V;HY — g7V, H*|

—VoH™ + VoH™ + V;HY — g1/ ;H |

:Vj <h“ - %g” Japh®’ ) — 4"V (hoa - %googaﬂhaﬁ ﬂ

_vjhij — %gijgaﬁvjhaﬁ — g9V ;h% — ;gijgaﬁvjhaﬁ}

ik = gV — g g5V

:vjhij_gijvjh()o - gijgoovjhoo . gijgklvjhkl]

:vjhij _ f—25z‘jf25klvjhkl}

O3 4 T b T Wi — 675y (0;hM T hot T i)
O3+ T gh% 4 19 o hi® — %95y (9;hM + T o 4 T joh*0))

f f

9;h" + 6. h% 4 3=
’ 7 f

Il
I Y e S I I SR S ST SIS ST R

hOi . (Sl‘jéklajhkl o 5z]5]l;h01 51_75 ;hk0‘|

Chapter A Calculos suplementarios



<
=
g
%
~
I
<
=

TR T w Fooi oo
D;h 4= R0 — 5950, — ZR0F — L p
- f M f f

—5”5k18jh’d + 8jhij + 2§h0i1

1 ) A
=V (KU’Oﬂ) =3 — 8% 81,0; A" + 9;h1 + 2\/;h°’]

2
—gOBVBHij + gijvﬂHOB . giBVBHOO]

|: (gOﬁsz + gUHOﬁ o gO]HZ,B o ngHOJ)]

_goovoHij i gijVOHOO _|_gijle0l - gilleOj}

N =L N RN

__voHij L gIVHD 4 g7, (hoz B ;gOZh) _ iy, <h0j _ ;ngh)]
= 5 [ ~VoH + gIVoH® + gV — gV in% ]
+ giv, a0 _gilvlhOJ}

1 iy 1 .. iy 1 ..
N ij s LpabB ij 00 , ~ ij af
_ 2[ Vohil + g7V (gash®) +gIV0h™ + g0 (gash?)

+gijvlh0l _ gilvlhOj:|

= { — Voh'T + g1V (900h®) + g7 Vo (grih) + g7Toh™

—i—gijvlhm _ gilvlhOJ}

=2 { — Voh'! — gV (h®) + g7Veh® + g7V (grah™)
LAV _gilvlhoa}

_ % (=Yo7 + g 70y (guh™) + g7 Vi — gV, |

_ % [~ Vonid + £2690y (S f?h*) + g9 VihY — g%

— % {f_QéijcSkz@o (thkl) - (aohij + oo h™ + FjO&hw)

+ g7 (O + Tt + T h0%) = g (R + T 0™ 17, %) ]
- ;{f‘%ijémao (#204) = (0B Dt - T ')

g (3l RO 40, pmi Fllohoo) _ gl (31 B 4T, pmi szohoo)]
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- % l 7268000 (£2RH) — 60hij—§_6lih” — 3/ ”}{,h“ + g + g f o™
_i_gij <3°;h/00> _ gilalhOj _ gilff'dlmhmj_gilz;(sljh()o

_ 1 —2 17 21kl 17 f 17 7 0l f 17 Im 17 f 00
_ z{f 583100 ( 20) — Db — 2h g IO 50 4 209 o
_ gilalho_j _ f(szl(slmhmj]
f

1 —2 g 21kl ij ij 0l il 07 f 77 f 7 mj
= = | £726 5,0, (f h ) — Ooh + g g RO — gllop% — 9Ll pid — Lgi pmi

2 / f
+ ;w Simh!™ + 25@'jfgh0°}
= Vg (KOijﬁ) - % { F725% 8,00 ( f2hkl) — Ooh¥ + gl g0t — gilg,p% — 3;%

+ ;527 Simh™ + 26" j;’;hoo}

Sustituyendo en (A.53),

, 1| y A,
= Vg (Ko’”ﬁ) =3 [—6”5kzé7jhkl + 0;h" + 2\/;hm]

+ ;\/gwa [f 259600 (£2h) — Qoh'T + gT o™ — g oy — #hij
N o
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o KOV 6, =

KOjViijy = KOJ"”'Vj (gaufa)
= K g,V ;&
= K%%ga, 956" + 1756
= K%, [@50 + Fojﬁfﬁ] + K g, (8j§l + Fljﬁgﬁ)

. - A
= K% g, [@-(—1) + Foﬂfl] + K%, laj (\/;xl) + Fljog(’]
. . - A F
= K"%goof fo56' + K"F gy (\/?53'1 - ;‘%’l)
i s A i A f
B (ﬁ ) i (ﬁ f)
= _KO]Ofo(sjl (\/gxl) ,

dado que f = exp <\/§t> — f= f\/§ = % = % . ff= fQ\/fz, es posible sustituir y

reducir la expresion anterior,
- A
KOV 6, = —KY% 2 1 fa's;

oo A A
— _KOJO’L \/;f2 \/;5j1$l

_ _KOjOi/; (f25jz) Z

_ _KOjOi‘/; (gjzl‘l> _ _/;xj (Kij)
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K%'V ¢, = _%xj% [QOiH Y+ gV HY — g HY — g7 H OO}
o)
— —%%xj :hij — gijhoo — %gijh - ;gijh]
= —;ng [hij — g7 h% — g gooh™ — gijgklhkl}
- _;/;a:j [hij—g”h00 + g7 h00 — 5ij5klhkl}
1A . g
S [h”aﬁj - 5”5kz%‘hkl}
23
= KOiy e, = _;g {h”x]‘ _ (5ij(5kll’jhkl} )

Finalmente, usando () y (xx*) se calcula (A.52), como sigue,

. . 1 g g A
VK¢, — K0y ¢, = 5 [—waklajh“ + 9;h 4 2\/;#)1

(k)

- ;\/gazj [ f726 500 (f2hM) = ooh7 + g oh™ — g" o
f@'j fz] Im z]f 00 VA s N
= 3ht o p6UG T + 269 5 +§§[h zj — 870 hH]
1 .. .. A L.
=3 [—waklajh’“ + 9;hY 4 2\/;h02
1 /A —25ij 2 ki —2 (sija 10l sila .0j ij
+5\/ 3| 0480 (F20M) + F2 (67 0h — 6" ) — aph'
1 /A A A A
Y Ao traiy el lm ij | 221,00
+2\/;le 3\/;h —l—\/;& O™ + 2g \/;h ]
+ §§ [hjl'j — 515klxjhkl}
1

—6Y51,0;hF 4+ 0;h + 2\/§h0i]

2
1A

- [_3 W67 281 WM™ + 20" W0 B g — 50 xj5lmhlm]
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+ 1\/§xj l 7269800 (F20H1) + £72 (1o h™ — "o ) 80h"j]



= VﬁKOiyﬁfyj o K(]jl/zvjé-y _

N

[—5’7 S0 h™ + 91 + 2\/§h°i]

\/> [ 26ij5klao (f2hkl) + f—2 (5ijalh0l . 6ilalh0j) . aohij]
2

A [l’ hOO — hij(liij} .

Por lo tanto, la cantidad conservada E/(§) resulta:

. . A
(] Kl X 0i
877G%d5{ [ 1) 5k18]h +a]h +2 —gh ]

1 /A . g . 4 g
+ 51/ 3% l F725% 81,00 ( f2hkl) +f72 (walh(” - 5“alhoﬂ) - 80h”1

+ /‘; {:cihoo — hija:ij} }
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A.5 Sustitucion de la perturbacion en la expresion de la
energia Killing

Iniciando con la ecuacion (3.29) sin los términos diagonales nulos de h*”,

== 7{ dS{ 0,k — 550, hk‘l + f \[ Sipa | 7261 6,,00 ( f hml) aohﬂ
A 00, i 2 ij .k
+3 (h — 26,k ) (A.54)

Renombrando h/ = 4f736% (12) = A¢" y h% = 4f~! (2) = B, se desarrollan cada uno de
los términos de la anterior expresion,

«d;hi — 55 OihH! = 0; (AdT) — 5V 640; (ASM)
= 0U9;A — 5 56%0; A
= 0U0;A — §5%,.0;A
= §9;A — 360, A
= —20Y0;A (A.55)
calculando primero,

(f2hmz) (8 fz) hml+f2 hml

— 2f2\/>hml + f2 hml
_2]02\/X 5ml+f2 ( 6ml>

= 2f25ml\/§A +6mlf280A
sustituyendo,
.;\/gajkxkaijamlao (2hm) = ;\/gx’“éjkaijaml [2f25ml\/§A + 8™ f280A
A

§m oM fPA4 = \/§ kgt o™ f200A

1 /1 i £2
2\/;:5 f 604 (A.56)

=3 [gxkdiksz] +3

=3 B:UifQA} +3
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considerando que,

—onnis =~y (4617) = —gi0n

o 512\ 5 0ma* (—0h")
= —if%/gxkajkaﬂaoA
1., [A
N _,f2 Z 29 A (A.57)
2’ \'3
Zp00i = 2 By A.
03h z' =B (A.58)

desarrollando,
3 (_ #2h J5jkx’f) =3 f2r A (A.59)

y se reduce la expresion interior de la energia Killing al sustituir los resultados desde (A.55)
hasta (A.59), como sigue:

1 y A 1 /A, 1., [A Aoy 1.
— —|_—98UpH. S oae2 I B I > e ) 2 0 iy > %)
2[ 26 @A}m{gxf A]+3 2\/3xf80A 2f1/3x80A g {70 A+ g Ba
_ ig. A ip2 1 /A ip2 A i
= —0'0;A+ 2{33:)6 A]—l—Q 2\/3:5]‘80/1 +33x
= —5'0;A+ 2/;@«72/1 + ,/gxifzaoA + ngi = —0,;AdY + 2 2§f2A + 1/1;f280A + [;B

= —0;A6Y + 2

\/ngaoA + 2 (224 + B)

Por lo que (A.54) se reduce a

3
E(&) = 8?07; dei {—@Aé"j + 2t \/§f280A + % (2f2A + B)

} (A.60)
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A.6 Calculo de la corriente ADT

Considerando las ecuaciones de campo de Einstein con constante cosmologica,
1
guy = G,uzz + Aguu aGp,l/ = R;w - §ng/ (A.61)
y ademas, tomando la siguientes identidades y convenciones,

VA, V.]&" = R, &%, R,

Ay — R;w (A.62)

se calcula la corriente de Killing /cg utilizando las ecuaciones de campo de Einstein lin-
earizadas (3.4) contraidas con un campo Killing,

KE = £,6GH (A.63)

donde 6G,,, = gfw, 0Guv = hyw, 69" = —h* y h = g"”h,,,, asi que, al sustituir las cantidades

geométricas linearizadas en h,, dentro de 6G,,,, y tomando 2¢,6G*", siguiendo a [BCO7], se
tiene:

Kf = 6,0G" = €,0 (6"°9" o) = & |9"°9""5Gas + Gap (999" + 599" |
1 1
— 51/{9“0‘9”5 [5Ra5 — 25Rga5] _ §g,uaguﬁéga6R + Ag“ag”ﬁ(;gag
1
+ Ragdg"*g"” — S Rgapg” 09" + Ngapg”” "
1

+ Raﬁ(sgl’ﬁg”a — §Rgaﬁg“a5g’jﬂ + Agaﬂg”aég”ﬁ}

a v 1 1 v v
= El/ gN g 6Raﬁ - §6Rgaﬁ + 559“ R - A(Sg“

1

+ R, ogH* — iR(Sa’jég“a + A6, ogh

rvo 1 1% 1%
+ R FogV — §R65“5g P+ N6y 59" }

a vp 1 1 v v
= 51/ gH g 5Roc,3 - §5Rga/3 + 559” R — A(;g”
+2R,15g"* — Rg" + zA(ng}

pa vB 1 1 (g ) v
= fl/ g g 6Raﬁ - i(ngaﬁ + 5 [4Ra 59 + (2/\ — R)(5g }
1

= Eu{g“”‘g”ﬁéRaﬁ - 59" (—VAV A4 VOV g, — Ah)

1
+3 [4Ra(“5g”)°‘ + (2A — R)(Fg‘“’] }
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= gy{ 9"g"P5 Ros + %g”” (VAVah = VOVPha,) + %g”uAgaghaB
+ % 4R, 159" + (2A — R)dg"” | }

= g,,{ "¢ 6 Ros + %g’“’ (VAVah = VOVPha,) + %g’“’Raﬁho‘ﬁ
= fy{g“ag”ﬁaRag + %g’“’ (VAVAh = VOV he,) + %g“l’Raﬁho‘ﬁ

- % [~ 4R, B + (B = 28)h | }

= 2Kh =¢, (vkvyw L VAVARNY — VAV B V“V”h)
Ler (v WV — vV AVVW) ¢, (—4R(/"Ah W+ (R - 2A)h’”’) (A.64)
+EH Ry b

Usando sucesivamente integracion por partes, en los términos rojos, se obtiene para cada
2

uno:
@)
SVV)\V,,]Z)‘“ — —Vyf”VAhA“ + Vu (f”V,\hA“) + fVR)‘a)\Vhau + gyRMaAuh,\a
(i1)
E,VAVERY =V, (g,,v“h%) V& VERN
(iii)
—&,VAVARHY = V7, (£, VVRH) 4 V&, VR
@iv)
—&, VIV h = =V (§,V*h) + VYE, V'R
W)
NV VA =V, (gﬂvkh)—vkgﬂ'vkh
(vi)

—EVAV BN = V), (89,0 + Vg, hY

*Para (i) es necesario usar [V, V,] hM = R, ,h** + R | h** = V VM — V, VR
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Sumando desde (i) hasta (vi), se puede factorizar V para los términos en azul,
=Vx (VR — V0 4 & VRN — &,V Y 4 ¢4V — VD)
+ VA& VAR — VaEHV b+ VARV, B

+ él/R/\a)\VhaM + gVR'LLa/\Vh)\a
los términos en amarillo son nulos, pues:

(v)\fu + V/\&/) v“h)\l/

(VAf,,V“hA” + v,,gw%”)

(VA& + V&) VHRY

N =N =N =

:V(,\gl,)V“h’\” pero, V3§, =0

==0

. = g""Vaéy
—0=g"(Va&y + Via)
= g""Va&y + 9" Via
= g""Va& + 9" Vi
= g"Va& + 9" Valy = 29"V, = 2VYE,
==VY, =0

Asi, los términos en rojo quedan como:

=SVa (VY — VY + & VRN — & VY 4 ¢V — VD)
+ VA& VAR — VGV 4 Vag VY + 6 R B + &R VW

Uniendo esta expresién junto con los términos verdes en (A.64), se tiene,

Vi (VY — €T, hY 4 6, VIR — &, VAR + ¢V R — €1 VHh)
+ v)\fyv)xh/.u/ . v)\é—#v)xh + v)\é—ﬂvyh)\ll 4+ SVR)\Q)\Vha# + é‘VRP«a)\Vh)\a
+ & [“2RR 2R 4 (R = 20)RHY | 4 € Ry b

=SVx (VA — VY 4 &, VRN — &, VY 4 ¢4V — VD)

VAL VAR = VAV AR + VALV, B
+ [<2Rhy,, — Rph M+ RY ) 0 4 (R = 20)h, | + €/ Ry b
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tomando los términos subrayados en azul, se utiliza de manera sucesiva integracién por
partes sobre las tres cantidades que se encuentran en el segundo renglén, de tal manera que
puedan ser introducidas en las del primer renglén bajo la factorizacién de V:

o V,E VYA = VY (vAgth) VYV AE A
e VALY =V, (VA" hY) = V, Vg hY
o — VYEPV,h = V,VYErh — V,, (VVEMR)
=V, V€ h =V, (VY€ h) +V, (V€' h) =V, (VI€"h)
=V, V''h =V, (VEE"R) + V, [(VHEY — VYEF) b
= V, VAR + V,, (VVEPR) + 2V, (v[ﬂgvl h)
= V V€ + Y,V e h + VMV, b+ 29, (VIHg"h)
s 2VYERY, h = 2V, VYERh + 2V, (v[ﬂgﬂ h)
= =€V, h =V, V€ + ¥, (Vien)
usando la identidad V, V"¢#h = RP "H¢,h
= —RJ'¢"h+ Y, (VIgh)

Por lo tanto, los términos subrayados en azul se reducen a:

= Va (VR — ehV BN 4 &, VIR — & VAR 4 €4V — VD)
=V (VA& ) + 9, (VA hY ) + W, (VI€IR) + V7V R — V, W08 ™ — R Ferh

=V, (f”VAh‘“ — EIVAR 4 GVER = VYR 4 GV h = §YVEh — VAL W

+ VetV + virgY] h> FVIVAE — Y, VA RN — R P

De aqui se define el superpotencial de Einstein ]-“5”:
2V, F =V, <§”VAh“’\ — EPVARYA + E VIR — E VY RHA 4 €Y — EVVFR — V&Y M

+ V;@“h)"’ + v[u5V1h>

= 2FL" = L'V W — VAR + VIR — VYR 4 VYR — £YVEh — VA&V R
+ VAEHRNY + virep (A.65)

Por otro lado, al tomar los términos subrayados de verde, se puede utilizar la identidad
V.V, 6\ = wa/\gp sobre las cantidades con dobles derivadas covariantes sobre campos

A.6 Calculo de la corriente ADT
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Killing, de tal modo que todo lo verde quede sélo en cantidades acompafiadas de tensores de
Riemann, como sigue,
=€ [<2R" Ry, — Roah™ + BY 0 4 (R = 20)h2, | + € Ry h™
+ VYVAG I — VL VAR — R 1EPR
:fy {—QRN)‘h)\V—Rl,)\h)\“ —i—R“a)\Vh/\a + (R _ 2A)h“,,} + f“RAph)‘p
FRNEPHA=RY ME N — R FEPR
= 26" RMhy, — R JEPh + (R — 20)EVh", + MRy h P
para cada una de las anteriores cantidades resultantes, se busca su equivalencia en términos
de las ecuaciones de campo de Einstein G, con constante cosmoldgica definida en (A.61),
o 26V RMAhy = —26VGM hy,— (R — 20)EVhH,,
1 1
o« ~€'RS'h = —€'G,"h — S(R—20)€"g",h = —€"G,"h— (R — 20)¢"
hd (R - 2A)£l/h/11/
1
o CHRy,WN = f“gAphAp+§(R — 2A)&Mh

por lo tanto, los términos que acompafan a la divergencia covariante del superpotencial de
Einstein serdn:

= —26"G" hy, + E1GA,h N — E°G
De esta manera, la corriente Killing para la contribucidn del tensor de Einstein con constante
cosmologica (A.64) resulta como:
2KG = 2V, G — 267G hy + "G — €7G, R
1 1
ICS _ vy]_-gu . gl/g#)\h}\y + igugkphkp _ igl/gy#h

Ahora, dado que ICg = £,0G", la contribucion por parte del tensor de Einstein a la corriente
ADT, viene dada por:

1 1
TG =V FG" = 600" +€/G" hy, — 561 Grph™ + 2€G,"h (A.66)

De la misma manera que se procedié con el tensor G,, se procede para el conjunto de
tensores representados por W,,, de tal menera que para cada uno de ellos se tendrd un
superpotencial asociado F!, tal que >, F/" = F\7, es decir, cada tensor dentro de W,
tendra un superpotencial asociado distinto, mientras que la forma funcional para su aporte
individual a la corriente ADT se mantiene idéntica a (A.66), es decir,

T =V, Fhy = ; V,F =3 [fyé(w“”)i + &% (W) ihy, — %ﬁ“(wxp)ih’\p - %éy(wu“)ih

i
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con WH = %" (wh);, donde w” serd el conjunto de tensores que nace de variar las correc-
ciones covariantes a la accion de Einstein-Hilbert. Finalmente, la expresion para la corriente

ADT viene por la adicién de J5 y Jyy, asi,
1 1
Jhpr = TE + Ty = £,06" + £ GM Ny, — igug)\ph)\p + 551’9”“71
1 1
+ EOWH + €W Ry, — SE WA + €W, M h

luego, dado que las ecuaciones de movimiento son &, = G, + WW,,,, entonces la expresién
final para la corriente de ADT en forma compacta sera:

Tipr = 06M 6, + £ hau” — SE€Phas + ThER,E" (4.67)

A.7 Ecuaciones de movimiento, término de borde,
corriente y potencial de Noether en el método
Cuasilocal

Considere la siguiente accion:
S = / d*c/=gL [R, B, R’ Rop R*%" Rop | (A.68)

Al variarla considerando g,,, y R,s,, como variables de dicha accién, se tiene:3

55 = / de [V=g6L + L6(v=9)]
- /d4x\/jg [5L - ;Lg,wég’“’]

Ahora, trabajando con §L,

oL

oL oL oL
SL=-—6R+ ~—0(R*) + 575550 (R*’R, 8 (R*°" Rogor
SRR+ gt () + (R Ros) ( 5) + 0 (RP7 Rogor) ( sor)
nombrando,
X1 = R; Xg = R X3 = R Rog; X4 = R*7" Rapor
la expresion para la variacion del lagrangiano se reduce a:
OL oL oL OL
0L =—46(X —0 (X —0 (X —0 (X A.6
o, Xt 5, 0 () g O L)+ G, 0 () (4.69)

3Recuerde que §,/—g = —%\/—gg,w(sg“”
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Notese que:

aRaﬁoT
BRP,\(;@

_ A <0 0 cp A
—2(6’)(5“"—1-(5%’5’)) conégﬁ—

apoT

N

(5@53 - 535g)

(A.70)

Dado que X; = R = ¢ R.p = g8 Rwavﬂ = gof gV’\R,\a%B su derivada parcial con respecto al

tensor de Riemann se puede calcular usando A.70, como sigue:

o A
28! _ 0 (g ﬁg’Y R)‘OWB) _ ocﬁgWAaR)\Oé%B

ORpo0y a 9 (Rpaad g OR po0y

aXl_aB'y)\ll B so 051 0 s ¥ 56
= SR =9 2[2 (5A5a—5kéa)§(5v5ﬂ—5755)

(8% — o508 % (5205 — 6785) }

+
g g (6Y5g)al07) + 5\ 6glsless))
( g™ 5[# 5715l 590] 4 gBg 5[9 5%l 5[/)5"])
<gy)\ aﬂé[Péo 05«:] + gA'ygBaé[p(sU]é‘[eéw])
(g'y)\gocﬂé[l)éa 05e0] + gwgaﬂé[péa]d[eéw])
(297/\90"36[’)6" [95<P])

= L (g o508) 09

( g1P g8 — g7 gPB ) 5[79 595}

(g’vpgdﬁ _ gwgpﬁ) (535g _ 55;752)
<g9pgcw —g¥rgol _ ghogee gwgp(?)
=3

2991)90@ _ 29909pw>

»-B\H»-lk\>—‘p-lk\i—‘l\D\i—‘l\D\b—‘[\DM—‘[\DM—‘[\D\H[\DM—*[\DM—‘ N =

|
Q
>
>
Q
S
S

Chapter A Calculos suplementarios

(A.71)



Por otro lado,

6(X1) =9 (QaﬂgMRxayﬁ)
= 9" 9" 6 (Raarp) + 9" Rray 9™ + 9™ Raarpdg™®
= 9976 (Raans) + 9°" Rangy09™" + 9% Rarpy 09’
= 91676 (Raays) + 29°" Rarg,69™
= "0 9" (Raang) + 26" Rysradg™
A <Rw> +29*7 65 R goadg™
= g"0%1%6 (Rranp) + 20" 977 gar Rypoad g™
= g"0%%6 (Rranp) + 2077 9°% gar Rypoad g™
TN ooy, a—f8, B—oa, A= y—oU
— gA[vgB]a(g (Rxans) + QQAhgﬁlagMRymﬂ(ggw
= " 0¢71% 5 (Ryars) + 2040 Ruary 09"

= 8121175 [0 (Raars) + 29a Ruary309™" ]
- o) i
- 816%115 :g)“’(;RUavB + R%0y50950 + QQMARVOWB(SQW}
usando 6gx, = —grugordgh”
= agiilw :g)\O'(SRUa’yﬁ — Re397ugov 09" + 2gaRuarypdg” V}
= 6}852,5 :g,\a5Ran — gunRuayp09"" + 29,0 Ruayp0g" ”]
§(X1) = 321175 [9A05Rgmg + gunRuarypog" V] (A.72)
Para el caso de X5, se tiene:
5(Xz) =8 (R?) = 2ROR
0X
5))}551%
a—Xjaxl
- gﬁ& (920005 + Gur R 99" )
0 (Xo) = (Ihii;iﬁ (g’\aéRgmﬁ + guARwaW{ng) (A.73)
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Usando la misma metodologia se puede calcular los términos asociados con X3 y X4, con
ayuda de A.70,

9Xs 0 (R Rap)

0 (Rp09<p) B a(RPUQSO)

— RaB aRaﬁ +R0’T aRUT
OR 50, OR 50,
OR
-9 "/’TROtﬂ Tay
g OR pots
1 1
_ T (SPSO __ SOSp\ 70 pea T pla
- 9 (57504 576(1) ) (.g R g R )
1 o o 1 0 0
+ 5 (9785 - 9585) 5 (67" — g2 R?)
— 25%52] 97[9 R¥la
_ gglello gelle]
0Xs3
= 2glIlf gelle] (A.74)
0 (RP‘79§0>

luego § X3 viene dado por,

5 (Xs) =8 (R*"Rap)
= R (Rag) + Ropd (R*7)
= 29" R°*0 Ryap + 2R Raarpdg" + 2R, Ra, 69"
= 2gPIlvgAllal 5 (g/\pRpaw) + QRQBR,\QW(SQW\ +2R%, Ray6g"”
— Qg[MhRﬂ”a]g)\péRpmﬁ _ Qg[/\\hRﬂla}megM + QRQﬂRyaugég“” + 2R, R 09"
se puede probar que R*? Ryoupdg"” + R Ray 69" = g RAlA Ryor9ru09"”
= Qg[AI[VRﬁHa]gAp(;RPMB _ QQ[M[’YRﬁlla]meg/\u + 4g[>\|[“/RBHQ]RVMBQ/\”(;QW
— 29D RA] (g 8R4 + gruRvansd™)

0X3
= ————(9200R 5 + GruRuarpdg"”
a(R)\a’YB) (g/\ 2] g)\u v5 g )

0X
0 (X3) = & ) (g)\U(SRUa%B + gAuRmy,BCSgW) (A75)

0 (Rmvﬂ
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Para X, se tienen los siguientes resultados,

0X4 B 0 (RQ'BUTRaﬁoT) B Raﬂ(ﬂ— 8RQBUT ORQBUT
IR pr0p IR px0p ORpnos T OR e,
dR OR,
— Raﬂa’r aBot +Roz or aw PBe op, TV WENV
ORpngp 09999 BR e
_ Raﬁar 6R04507' + Rwenv 8RW5/W
OR 200 OR 0,
— QRQBUT 8RC‘!507’
8RPA9,,
_ Bot ( B 6 0 A
= BT (50350% + 605502)

= ROP7 (55300 a¢) + ollo s o)

— RPNy | ROUePA _ o ppAdy

0Xy

— QRPA® (A.76)
8Rp A0

mientras la variacion 6 X4, viene dada por,

5(X4) = 0 (R R,
= R Rusor + Rapord (gap 9’ Ahflaé’gﬂaRp/\é?so)
= 2R°%"5 (Ragor) + Rropa R 609%™ + Ry™* Ryrapd”
+ Rpnor B0 + Ragor R, P7706%
= 2R*%§ (Raanp) + 49,0 R P Ry 59"
= 2R (§Ryars + 29,0 Ruary 599"

00Xy - o ”
= 8R}\a%@ |:g/\0'5Ra'yﬂ - gMARya'yB(Sg + 29M>\Ry'yﬂ5.g :|
00Xy 3 »
X = ORxanp (900 R 05 + 9 Ruy 569" | (A.77)
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Finalmente, con todos los anteriores resultados para X; se puede retomar la expresion A.69 y
sustituirlos,

oL oL ol oL
_ 0L 90X, i »
B 0X1 aR/\O"Y/B (g/\UCSR ayp + glt/\RVoa'yﬁ(sg )

oL 0X>

T 0X; 0Rars

(g/\a(SRUa%B + gu)\Rmx’yﬁéguy
0L 0X3 (
(

0X3 0Rayp

L  0X,

9X41 ORans
L <

ORxaos 2 9X; ORxarp

uv

)
IO R + guARumﬁ(SgW)
)

dado que
oL

" ORxaop

= P77 9306 R 5 + P77 g3 Ry pb9™”

= P,*"S5R 5 + PP Ryays0g"™

= P,*"P2V,0T%, + P,*"" Ryay3dg™”

= P,°72V 6T, + P, Rya\p5g™”

=V, (2P,27%615, ) = 2 (V4 P,*") 615, + Py Ryar 599"

(g,\ast”mg + gurRuarypdg” V)

=V, (2P7%,2015, ) — 2V, (P%77) 0T + P, Ry 09"

1
=V, {213%300‘25;"A (Vgogra + Vadgar — VA@/M)}

1
=2V, (P%77) 597 (V09ra + Vadgam — Vadgsa) + B, Ruagy 09"
=V, (P“vasdqm + PP S gy — p“mavﬁgﬁa)

~V, (P) Vsdgaa = Vo (POY7) Vadga

+ Vo (P7) Vadgsa + Pu" Ruaprdg™

= Vi PPV 08950 + PPN 36050 ) = Vo (PPP7) V0051 — Vo (PP*77) V0505
+ puaﬂ'y Ryap, 09"

=V (2Puaﬁ7v75gaﬂ) - 2VU(PWBU)VP5901/B + PuaﬁvRvaﬁv‘SgW

=V, (2P*V,605) = Y, (20005Vo PPP7) + 2V, (P07 g4

+ P, Ry gy 69"

usando 8ga5 = —gaugsuo9"”,

=V, (2P*V,6945) — Vi (20057, PH77)

=2V, Vo (P™P7) gapgsu0g" + P, Ryas 39"

= P Ryapy09" — 2V, Vo (P,7) 06" + Y, [2 PPV 10005 — 090V PP

92 Chapter A Célculos suplementarios



= 0L = [P Ryyagy — 2V7V7 Poiyus| 66" + Y, |2 (PPP1V 10905 — 6905V, PH77 ) |

sustituyendo este resultado para la variacion de la accién 6.5, se puede identificar los términos
& y II* para las ecuaciones de movimiento y para el término de borde respectivamente:

5S = / d4x\/7—g{ [P Rypagy — 297V o] 5™
+V, [2 (pu(aﬁ)vvﬁ/(ggaﬁ _ 5gaﬁv7pu(aﬁ)7>} }
= /d4az {\/gé’wég““ + \/gvua"}
Donde,

Euw = P Ry apy — 2VPV Py (A.78)
at =2 (p#(aﬂ)vvv(;gaﬁ _ 5ga6vvpu(aﬁ)v>

recordando que /—gV a" = 0, (/—ga") = J,I1*, se obtiene el término de borde como:
" = 2/—g (P“(QB”V,yégaﬁ _ 5gaﬁvau(aﬁ)v) (A.79)

Considerando la expresién para la corriente de Noether J# = 2,/—¢g &0, + /—gO* L —
I1#(g; 0), se pueden sustituir las expresiones (A.78) y (A.79) en ella y obtener la corriente de
Noether en términos de tensor P51V

JH=2/—gEMO, +\/—gLO" — 2\/—g (pu(aﬁ)'va(ggaﬁ _ 59a5V7P“(a’8)7)

Ademass, ya que J* = \/—gJ*", se procede sin tomar en cuenta la raiz cuadrada del determi-
nante de la métrica y recordando que 69,5 = Vals + Vo = 2V (&), como sigue:

TJH=2&EME, + Lg#_4pu(aﬁ)7vvv(a§m + 4v<a§8)vap.(a;3>"/
Desarrollando lo que esta en rojo,

4V(Q§B)V7pu(aﬁ)v -9 (Vafﬁ + Vﬁfa) vau(aﬁ)’y
— QVafﬁva“(aﬁ)w + 2Vﬂfavau(aﬁ)7
- Qvagﬁv,yp#(aﬁ)“/ + Qvagﬁv,yp#(ﬁa)“/
= Qvagﬁvvpu(aﬁ)v + 2Va£5V7P“(aﬁ)”’
— 4VQ£BV7P"(O"B)7
a—p, B—o, YyoU
=4V ,6,V, prlpo)v
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luego desarrollando lo que esta en azul,

—4P“(Q5WV7V(Q§5) — _9paB)y (Vo Vals + V. ViEa)
— _qu(aﬁ)wvvvafﬁ _ QPM(O‘/})WVngﬁa
- —QP“(O‘@’YVWV&@ _ QPN(BO‘)’YVVV@@
— —2P“(aﬁ)7vyvafﬁ _ 2Pu(aﬁ)7vvva§6
— —4P“(QB)VV7VO¢§5
= —2PrIY V€5 — 2PV V 085
recordando que [V, V.| s =V, Vaés — Vo V& = R385
=V Vals = VaValp — R73.080
= —2P1 (Vo V.5 — Rg,080 ) — 2PV, Vg
= —2PHPIV V&5 + 2PFPT R, &5 — 2PHPOYV V(&g
cambiando o« — v, [ — 0, <~ — pen el primer término
= —2PMOPY,V &, + 2PPPYR, £, — 2PHPOIV V65
= 2PMP7V Y ol + 2PHPTR 65 — 2PMPNYY V65

sustituyendo estos términos en la expresion para J*,
TH = AV 5V, PRV 4 2PRPTN N oo +2PH0T RO g — 2P0V, Vol +2 €176, + LE
desarrollando lo que esta en morado,

2EME, + LEM = 2gMg"PEnp, + LEH
= 26"¢" | Po""" Rgypor — 2V 'V Pyiapyo — %gaﬁL + LEH
= 29"*¢P Po""" Rg)por — 49" VPV Py — 64¢° L + €L
= ghe 56 PR spor + g gﬂ pﬁpw Rupor
— 29PNV Poogo — 20"EPNVPV Pogas
= PP Rypor + EP PP TRY
— 285V, Vo PPHP7 — 265V N , PPOIT
= gﬂ PP R prr + 55 PgP™ R#paT
— 265V, VPP — 2¢5V NV, PHPP
recordando que V,,VGP’“’”B = VpVUP“p"ﬁ + [V, Vo] pHoeB
= PP Rypor + EP PP TRI
— %RV, Vo P77 — 265 (V, Vo P70 1 [V, V,] Pror?)
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= ,55 PH°T Rgpor + 55 PgPoT Rupw

— 2§ﬁVpVUP“pU’8 — 2§5V9VUPW’UB —265[V,, V] propB
cambiando p -+ v, (8 — o0, o — pen eltercer término,
= —4&,V,V,PHP7 — 265V V5] PHPP

+ 55 PHPIT R 00 + 55 pﬁpUT RupUT

sustituyendo esto en la expresion para J#,

TH = AN £V, PHI7 4 9PHITN Y 6, — A€,V N, PR
— 265 [V, Vo] PEOP 4 0PI Ry + €9 PP T RY,
+ 2Puaﬁ’ngﬁ'ya€U _ 2Puﬁa7v7vaéﬁ

dado que —2PHPV V&5 = —P"MO‘R%W&,, esta expresion se reduce a,

J" =4V &V, PHeO 4 2 PIPTN Y L, — 46,V , PP
— 265[V,, Vo] PHPP 4 P PP RE 4+ 2PHOPTR, €,

ademds, tomando [V, V,| P*P% = Rt P19P8 4 RO PrPP y Re. PS4 RP. PHoPY,
se reduce ain mas la expresién a,

JH =4V £,V PHPOY L 9prPoyy 7 € — A€, N,V ,PH/PO
afs o]
_gpllasrp apnlo

cuyo ultimo término se analiza, primero, usando que P[“"XBV‘RU]Q Gy = V3V, Pro87 ] para
probar que PMO‘M‘RU}QM&, = VsV, (fUPWB“f) — PHoBIVEV.¢,. Segundo, utilizando la
identidad VgV, (P“"ﬁ“/fa) = %P"”BVR“ vpSo Para el primer término, mientras para el
segundo, se tiene en cuenta que P*MVgV, &, = PPV 3V &, = PRIV, V¢ =

1 o
_§P#V5’YR V,B'yég'

Juntando todo, se muestra que PWWBV'RU]QBW&, =1 (P"”MR“VM&, + PWMR(’VBV&T) =
PulaByl Rg)a 5-&0> concluyendo que la parte antisimétrica de este tensor es equivalente a su

parte simétrica, lo que implica que dicho tensor es nulo, es decir P[F“O‘B’Y‘Ra}a 5,50 = 0. De
esta manera, se obtiene finalmente la expresion para la corriente:

TH =4V £,V PHPOY L opriPoy 7 ¢ — A€, N,V , PHVPO (A.80)

Utilizando la expresion para J* es posible encontrar un potencial asociado a este al imponer
las ecuaciones de movimiento y considerar las simetrias del tensor P+,

TH =4V £,V PHPOY L oprvrosy 7 ¢ —4€,V, N, PHVPO
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e 2PIIINY V6, = 2V, (PHVPON 1) — 2V, PO i€,
o4&,V V, PP = —4V, £,V ,PHP7) + 4V ,€,V , PHP7

sustituyendo en la expresién para la corriente,

= J" =2V, (PPN &) — AV, (§,V,PP7) + 4V £, V7, PHeo)”
— 2V, PPNy + AV, 5V , PHPO
=V, [2PMP7V &y — 46,V , PP7] + AV 16,7, PHPo)
— 2V, PPN y&y + AV, 6,V , PHP7
= VKM + 4V £,V PHEOY — 2N, PHVPTN (€5 4 AV €,V , PHYP7

recordando que V,FH® = ﬁc‘)a (V/—gF*r),
- J" = \/Lga,,(\/?g/@”) + 4V, £, V, PHPO — 2N, PHVPIN (€, + AV €,V , PHP°
V=gT" = 0K + =g {4V, V, PP — 2V, PIITY ¢, 4 AV,6,V, PP )

JH = 0,K" + /=g {[4V, PHeT — 2V, P ¥ 6, 4 4V,6,V, P17 |
tomando p <> v en el dltimo término
= O, K" + /=g {[4V, PHP — 29, PIeT| V£, 4 4V £V, PH )
= 0,KM + /=g [4V, PP — 27, PHPT 147, PR V6,
= 0,K" +\/—gV, [413#(/)0)” _9prreo | 4P“””"] Vs
= 0, K" + /=gV, [2PHPOV 4 QPHOPY _ QPHVPT | 4 PHAVI) T g
= O, K" + /=gV, [2PHPOV — 4PHPOV | QPHOPY _ 9 PIVPI] N7 ¢
= 0, K" 4 \/=gV, [-2PHPTV 4 2 PHIPY _ 9 pHUeOl Yy £
= 0, K" +2/=gV, [~ PHP7V 4 proPv _ prveoly ¢
= 9, K" 4 2¢/—gV, [PHPY7 4 PHOPY { PHYOPIY €,
dado que PHPY? + PHIPY  pHYIP — () ver (B.9)
= 9, K"

Finalmente, se obtiene el valor para el potencial de Noether como:

KM = \/=g[2P"P7V ,&y — A,V , PHP7] (A.81)
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ldentidades utiles

En este apéndice se presentan algunas identidades y desarrollos ttiles para comprender la
esencia de algunos desarrollos en el cuerpo de Ia tesis.

B.1 Christoffel con indices contraidos

Dado I'* , , se puede desarrollar este de manera explicita en términos de la métrica g,,,,

po?

1
I, = 5 g“ﬁ(?“ggg + g“ﬁagguﬁ—g“ﬂﬁggw}

1
= 59" o gus (B.1)

Recordando la formula de Jacobi:

% [det(A(t))] = det(A(t))Tr [(A(t))- (A(t))} (B.2)

Entonces (B.1) se puede ver como

_ %9 B.3)

B.2 Dobles derivadas sobre vectores Killing

Comenzando con tres variantes de la ecuacién de Killing

vavugy + vavyfu - 0
VoViba +VVe& =0 (B.4)
_v,uvagu - V,uvuga =0
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sumando todas estas, se obtiene

vavufz/ + vavugu + vl/vufa + vyvagu*vuvagu_vuvuéa =0

= [Va, Vil & + [Va, Vil & + VaVi€y + Vi Vo€, = 0
Ve, Val & + [V Vil € + [Va, Vil €0 + Vi Vaby + Vo Vo, = 0
R abr + R+ R 0by = =2V, Vol
(B + R + R 60 = —29,V08,  (B5)

Recordando las identidades de Bianchi:
R)\Vua + R)\/J,au + R)\oa/,u =0= R)\Vua - _R)\uau - R)\OUJ/J, (B6)

Se puede reescribir la suma de Riemanns en (B.5), para sustituir la equivalencia dada en

(B.6), como sigue
A A A _ A A A —
|:R Vo +R apy +R ,uVa:| §A - |:R vpo R avy R pov ‘5)\ = _2vyva§,u

2R, 06 = —2V,Va&,

= R/\Vaug)\ = vljvafu (B'7)

B.3 Diagonal de un 2-tensor antisimétrico

Dado un 2-tensor antisimetrico F'*?, se tiene por definicién que,
FHe _ _ pop
Si se toma su diagonal F'** en la anterior expresion, se puede concluir que,
2FH =0
esto es, todos los elementos de su diagonal seran nulos.

Ademas de esto, si se considera dejar fija la componente temporal en uno de sus indices,
es decir, u = 0, y se calcula su divergencia covariante sobre el otro indice, en virtud de su

antisimetria, se obtiene,

VaF* = VoF® 4+ V,F”
dado que F =,
= Vo F% = v, F" (B.8)
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B.4 Primera identidad de Bianchi para el tensor P

Dadas las identidades de Bianchi para el tensor de Riemann,
RMI/O{,B + RMOA,B’}/ + R'u va = 0

se puede multiplicar toda esta anterior expresién por P?**#, y mediante el uso de las simetrias
de los indices que comparten ambos tensores, llegar a la primera identidad de Bianchi para el
tensor P:
ovaf pl ovaf pl ovaf pib _
P R+ P R 5, + P R =0

rvo

cambiando a < v,8 <> ay v < 8 en el segundo término, y 8 — v,v - ay a — Senel
tercero,

PGVQBRMVO{B + Pa’ﬁl/aRMyaﬁ + PUQBVRM of — 0

v

(P7vef 4 poive 4 protv) RY, =

v

Finalmente, ya que P*/* = aRaLB , entonces el tensor de Riemann debe satisfacer que
afuv

Ropv # 0,y por enden se puede concluir que el tensor Psatisface,

PUV&,B + PUa,BV + Poﬂmx -0 (B9)

B.4 Primera identidad de Bianchi para el tensor P
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Elemento de 4-volumen espaciotemporal V, cuya frontera 9} se compone de
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Representacion de la ecuacién (3.2), en donde g, representard la métrica de un
agujero negro, g,,, sera la métrica de fondo solucién a las ecuaciones de campo
sin presencia de materia, y h,,, serd la perturbacién que decae rdpidamente en el

infinito espacial. En la figura se han considerado superficies con tiempo constante 28

Espaciotiempo dS*, visto como un hiperboloide de una rama, embebido en un
espaciotiempo plano dS°. En esta figura se han dejado 2 dimensiones constantes
para poder visualizar la forma geométrica para de Sitter. (i)Representa dS*
descrito por las coordenadas globales (¢, x, 0, ¢), las cuales, como su nombre
lo indica, cubren todo el hiperboloide, y generan 3-superficies de curvatura
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5.1

Esta figura busca ilustrar el modo en el que los métodos para el calculo de cargas
conservadas en espaciostiempos encajan entre si: Como se observa, el método
Cuasilocal contiene a los otros dos, pues este posibilita no solo el estudio de
espaciostiempo provenientes de modificaciones a la accion de Einstein-Hilbert
como también lo hace el método ADT, sino que quita la restricciéon impuesta
por este tltimo de tener una solucién de vacio para poder funcionar. Asi mismo
se puede ver como el método ADT contiene al método ADM pues el primero
extiende la posibilidad de cdmputo para cargas conservadas a espaciotiempos que
no posibiliten una globalidad hiperbdlica, y que tenga una tipologia asintotica
distintaalaplana. . .. ... ... . . ...

List of Figures



Colophon

This thesis was typeset with BIgX2<. It uses the Clean Thesis style developed by Ricardo
Langner. The design of the Clean Thesis style is inspired by user guide documents from Apple

Inc.

Download the Clean Thesis style at http://cleanthesis.der-ric.de/.


http://cleanthesis.der-ric.de/







	Cover
	Titlepage
	Abstract
	Agradecimientos
	1 Introducción
	1.1 Motivación y Declaración del Problema
	1.1.1 Algunas referencias

	1.2 Estructura de la tesis

	2 Método ADM
	2.1 Descomposición 3+1 del espaciotiempo
	2.2 Funciones Shift y Lapse
	2.3 Componentes de la métrica inducida
	2.4 Descomposición del tensor de Riemann
	2.5 Formulación Hamiltoniana en relatividad general
	2.5.1 Acción de Einstein-Hilbert en la descomposición 3+1
	2.5.2 Hamiltoniano y variables canónicamente conjugadas

	2.6 Masa ADM
	2.6.1 Masa del agujero negro de Schwarzschild


	3 Método ADT
	3.1 Cantidades conservadas
	3.1.1 E() como una integral de flujo para un superpotencial

	3.2 Masa del agujero negro dS-Schwarzschild

	4 Método Cuasilocal
	4.1 Corriente y potencial de Noether off-shell
	4.2 Corriente y potencial ADT off-shell
	4.3 Masa del agujero negro Lifshitz 3-dimensional
	4.4 Corroboración de la primera ley de la termodinámica para el agujero negro Lifshitz 3-dimensional

	5 Resultados y conclusiones
	5.1 Trabajo hacia el futuro

	A Cálculos suplementarios
	A.1 Expansión de las ecuaciones de movimiento
	A.1.1 Términos lineales
	A.1.2 Divergencia covariante de las ecuaciones linearizadas

	A.2 Reescritura del tensor de energía-momento 
	A.2.1 Antisimetría de F

	A.3 Vectores Killings para De Sitter
	A.4 Expresión explícita de E() en términos de la perturbación
	A.5 Sustitución de la perturbación en la expresión de la energía Killing
	A.6 Cálculo de la corriente ADT
	A.7 Ecuaciones de movimiento, término de borde, corriente y potencial de Noether en el método Cuasilocal

	B Identidades útiles
	B.1 Christoffel con índices contraídos
	B.2 Dobles derivadas sobre vectores Killing
	B.3 Diagonal de un 2-tensor antisimétrico
	B.4 Primera identidad de Bianchi para el tensor P 

	Bibliography
	Colophon

