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U T �H�@�k}!����}R�@-�� FΘ,
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� ���"(�-"z#���"� � �"z � � z
�­}#�"z�(���}#��z
� } 0

�O���OPR�
��� }!�²}#��z
�C��� -�� � z (1, 0, 0)

� � z
�E}#�"z@(���}#��z
�E} +i
��� -�� � z (0, 1, 0) =M� z
�E}#�"z�(���}#��z
�} −i

���;-�� � z (0, 0, 1).
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�4}!$ � �s�B(Pz#�ñz } � }!���"("�����,� ��� �Pz#�����²}2H J �Ey��'�<3 T-������&���²}#�"| � ��� �Pz#�����²}M��}#��z � z#� � 	 ���.-4} ���"! �$# � }!�4}2�"��-.� 	 (�- 	 �4}#�?( 	 }#����(Pz#� ��� �ZN"}#��H�@�k}!����}R�@-��"��� ���8� � ( 	 } � + � � 	 �"�.-.�4}MV 	 � 	 �T}S�"�.-.� 	 (�- 	 �4}*( 	 }#����(Pz#� ��� �ZN"}M�"�é�H�@-�� T

�4}!$ � ����� = �"z � }!�/���@-�� �"�I� � -"z#���&�Pz }#�"z@(���}#��z2�"�Ì���"z#�ñz#�+{6z´} � -"z#���&�Pz2(�}R���k����(Pz��_z����}Z����zL(Pzk��-������&�?-.����(���( � z
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g ?.@BA�CED ;�FHG>=JI�; K�LM;�N�O�PRQ C ;0ST=�U
V U
K�=WG>;XQ9G>;HYZ; @\[ =�NTL0] @ =^I_S ?)@\[ =�I�; g

;HY`; C�a O�PbO�PbO�Gdc�YePbO ad : g → End(g)I^=^I^=fQgO�G
ad(X)Y = [X,Y ]

Qg=�G>= [ O�I^O X,Y ∈ g.

h U
K�=jiZO�GHPk=ml�=nG [ = @\o0p L CdC L @)D I); g
;eY C =qiTOnGePb=BFHL C L @ ;>= C YHLrP`s [ GHLtNu=vI^=^I^=&QgO�G

B(X,Y ) = 〈X,Y 〉 = tr(adXadY ), X, Y ∈ g.

w Uyx @ = A�CED ;�FHG>=vI�;jK�LM;&;eY CrC =�Pb=^I^=yYZ;TPqLrYeLdPRQ C ;jYHL�Y ? iZO�GHPk=zl�=�G [ = @{otp L CdC L @)D;eY @ O&I�; D ; @ ;HG_=�I^=�U
| Uyx @ =`Y ? F A�CED ;�FTG_=yI);}l�=nG [ = @ I�; g

;HY ?.@ =`Y ? F A�CED ;�FTG_= h ⊂ g ~T? ;�YZ= [ LrYriZ=^N�;��
� =H�

h
;HY @ L C QgO [ ; @\[ ;�U� FX�B� C�@ OnGePb= C L���=^I^O�G�I); h

; @ g
NuOnL @ NZL0I�;jN�O @ h � ;eY [ =JNuO @ InL0NTLt] @ ;eYj; ~T? L o� = C ; @\[ ;j=��F\� ��:\L

[x, h] ⊂ h,
; @\[ O @ N�;HY x ∈ h.

y���}R�
g 	 �T}:P � 
���$��4}L���C�n���C������������� ��� � �"z#$���� C = h ⊆ g 	 �T}�� 	 $QP � 
���$��4}L����V}!�.-4}R�U���

g.
y���}

α 	 � { 	 �&(�� zk�T} ��� �H�&��} � �"z#$���� � � �"� � }#(�� z:���"(�-"z#����} � (Pz#� ��� �ZN�z h,
= �������#-��"��� � z#� gα

� � � 	 $ �"� � }#(�� z � �H�&��} � ��� g
��}#��z � z#�

gα = {X ∈ g : [H,X] = α (H)X, � }!�4}�-"z@��z H ∈ h} .
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KÌz#-�+"���LV 	 � � }!�4} α = 0, gα = h.
y��

α 6= 0 = gα 6= {0},
� � { 	 �&(�� zk�T} � � �H�&��} � α�"� ��� }!�²}#��z 	 �T}S�4}R|H�,0 ��� g

(Pzk�W���"� � �"(�-"z }
h 5 � > �W-4} � (�}#�"z gα

�"� ��� }!�²}#��z 	 �Y ? Fu;HYMQg=^NZL0O�G_=���� ���;����z#-4}!�ñz
� � z#� Π � � (Pzk�#N 	 �@-"z������4}R|�("�"�È��z � 	�� }#� ��� ��� }!� (g, h) .�E}#��zCV 	 � g
�"� ������������� ��� �s� � } {6z#�.�²} �V}!�.-4}R� T�� � ��� �H��
�� B,

�"����z;����
����&���4}#��};�"z#$����
g× g; � }����"�.-.����("(�� �k�U��� B

}
h× h

�"� -4}!� $���+��ª��z:����
����&���4}#��}Z� = }#��| � }!�4}/(�}#��}
α ∈ Π

�<3�����-�� 	 ��������(Pz Hα ∈ h
-4} � V 	 � B (H,Hα) = 〈H,Hα〉 = α(H) � }!�4}F-"z@��z

H ∈ h. � �#�/�"��� (α, β) = B (Hα,Hβ) � }!�4}%-"z���} α, β ∈ h∗ � ���L����
 	 ������-"zk�&("�"�V 	 � (·, ·) �"� 	 �T}ð{6z#�.�²}�$�� � �H�&��} � �����/+�-.����(�}­��z:����
����&���4}#��}/�"z#$���� h∗.

� ,uý�ü$,./B1 * 8! h.V#" : ;>= @ g ?.@ = AnC D ;�FHG_= I�;}K�LM;}YZ;TPqLrYeLdPRQ C ;yNuO�PRQ C ;dSZ=%$
h ?)@ =Y ? F AnC D ;�FHG_=WI�;&l�=�G [ = @ I�; g.

V U
K�= A�CED ;�FHG>=JI�; K�LM; g
=^I�PjL [ ; ?.@ =&I�;eYZNuO�PRQgO3YHL0NTLt] @ ; @ ;eY Qg=^NTLtO3Y I�;�G>=&�0Ne;eYZ�

g = h
⊕

α∈Π

gα.

h U
K�O3Yq;eY Qg=^NTLtO3YfG>=&���
gα � α ∈ Π,

YZO @ I); InLrP`; @ YHL0] @ NuO�PRQ C ;dSZ= ?)@ O�U
w U :\L

α
$

β
YZO @ I^O3Y G>=&�tN�;eYfN ? = C ;HY ~T? Lt;TG_= � L @ N C ? $�; @ I^O 0

�'$
β 6= −α,

; @\[ O @ N�;HY
gα

$
gβ
YZO @ O�G [ O D O @ = C ;eYqN�O @ G>; C =^NTLt] @ = B.

| U :\L
α
;eY ?.@ =bG>=&��� @ O @\?)C = � Π ∩ Z{α} = {α,−α}.

( U*) =�G>= Nu=^I�=
α ∈ Π

;�+�LrY [ ; ?.@ � ;uN [ O�G Xα ∈ gα
I�;�iTO�GHPb= [ = C�~T? ;
Qg=�G>= [ O�I�O

α, β ∈ Π [ ; @ ;HPbO3YZ�
� =H�

[Xα, X−α] = Hα, [H,Xα] = α (H)Xα

� Qg=nG_= [ O�I�O H ∈ h
��,

� FX�
[Xα, Xβ] = 0

YeL
α + β 6= 0

$
α + β /∈ Π;� N � 〈Xα, Xβ〉 = 1

YeL
α + β = 0

$ 〈Xα, Xβ〉 = 0
; @�C O3Y O [ G_O3Y�Nu=�YTO3Y�,� IH�

[Xα, Xβ] = mα,βXα+β,
YeL

α + β ∈ Π
NuO @ mα,β ∈ R,

$

m−α,−β = −mα,β

m−α,α+β = mα+β,−β = m−β,−α.

0#- 5
�Èz
�%� � ���/���@-"z
� {Xα : α ∈ Π} V 	 �*�4}!-�����{6}#("��� � � � 	 �/���4} � R8��� � � }R��-������ z#�-��Pz#�����²}:�����OPR� ��� }!�²}#��z
� 	 �T} Fu=3YZ;jI�;/.k;0$ C z l�=nG [ = @\o .k;0$ C ��� g

�ñ�@� 	�� z h.

1 2 1�ü#�d,uþ 1�þ43 1�ú�þ2,�ü$165\,�ú�,�ü$1{-
X ��-��"�/���S���<[������ � z,V 	 �S�"� 	 �T},�s}!�����"��}#�9$T}R�&�����4}Z�����"(Pz#�������ñz
��V 	 �S� � 

� 	�� z
S1 �"�;� � ������(Pz�

� 	�� z%��� �n����(Pz#� � }#(�-"z%(Pzk�&�<3�z%��� �Z���/���&�"� �k� 	 ��z�� =M� �"z�� 	 (�-"z���S�s}!����}#�/(Pz � ��}#�/��� S1 �"zk� � z
�k������(Pz
�/

� 	�� z
�/���S�n���*(Pz#� � }#(�-"z
���Y(Pzk�&�<3Zz
� =(Pzk��� 	 -4}!-����cz
� � � } � � �"z�� 	 (�-"z/�"� ��� }!�²}#��z 	 �87 � z#�"z97#�
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6 ,�7�úI��������ú 1 8 � @B?.@WD G ? Q O I�; K�LM; G ?)@ - O�G>OW;eY ?)@ Y ? F D G ? QgO I�;�K�LM; ~T? ;`;eYLrYTO�PbO�GdiZOb= C Q9G>O�I ? N [ O S1×S1× · · · ×S1.

x @W[ O�G>O T
;HY ?.@W[ O�G>OkPb=
+nLrPb= C ; @ GYHL Qg=�G>=&N ? = C�~T? Lt;TG [ O�G>O S

; @ G,
NuO @ T ⊂ S ⊂ G,

; @\[ O @ N�;eY T = S.

> �S
����&���4} � �&���S�²}!-����:P!-���(�} 	 �T} F>= @ I);HG_= �"� 	 �T}�� 	 ("�"��� �k�M(����"(������@-��?���C� 	 $ T�"� � }#(�� z
�r�D(����"(�������-��U��� � � ������-�����z ���*V 	 �M(�}#��} � 	 $ �"� � }#(�� z8�"�:� 	 $ �"� � }#(�� z ��� �����
 	 ������-��
���;�Pz#�/+�-.����(�}!�/����-�� 	 �T}:�s}!�����"��}#�*$T}R�&�����4}��"� 	 �,�"� � }#(�� z�)�z#�ñz#
�+��&�Pz���"� 	 (�-����cz G/C(S),
��zk�&���

G
�"� 	 �*

� 	�� zL���C�n��� (Pz#� ��� �ZN+z/�O����������� ��� � = C(S)�"� � � ("����-.�4} � �H�r}#��z#����� 	 �S-"z#�"z S
0¨��z­�&�"("�"�8}!����}!�/����-��'�²}43����²} � ��� G 5 � � 	 }R�&��z

S
�"� 	 �2-"z#�"z��²}43����²} � ���"(����ñz
� V 	 � � } �s}!�����"��}#�%$T}R�&�����4}��"�Y�²}43����²} � 
����&���4} �B=

� }L������z#-4}!�ñz
� � z#� F.�Èzª}R�@-������ z#���E���8-�+��.���H��z
�����:������-����²}#�'���:�4}R|�("�"�ð}#�"z�(���}#��}#�­} � 

� 	�� z G,
���

��	 �"���?�"�O(�����$����F��� � }�����
 	 �����@-��E{6z#�.�²}��y���}R�
g 	 �T}8P � 
���$��4}A���S�n���S������������� ��� �*(Pz#� ��� �ZN�} = h 	 �T}U� 	 $QP � 
���$��4}W����V}!�.-4}R�]���

g;
�������#-��"�O� � z#� Π

� � (Pzk�#N 	 �@-"zW���2�4}R|�("�"�/��� � � }!� (g, h) = [
N.���ñz
�
	 �T}*$T}#���:�����W� =@� ��� g

� y���}
Π+ ⊂ Π 	 �T}*�"��(Pz#
����&(���}7���/�4}R|�("�"� � z
����-����k}#�r� =�������#-��"��� � z#� Σ

� � �"���.-����²}:�"��� ��� �'��� �4}R|�("�"�;(Pz#�.���"� � zk�&�Z������-��
�Ây���}R� }#�����:P#�
Θ

	 �A� 	 $ (Pzk�#N 	 �@-"z2��� �4}R|�("�"�C��� Σ, = 〈Θ〉 � � (Pzk�#N 	 �@-"zS��� �4}R|�("�"��
����&���4}#��z � z#� Θ.y�z#$����
g
-����&���ñz
� � }L����
 	 �����@-��?���"��(Pz#� � z
����(�� �k���

g = h⊕
∑

α∈〈Θ〉+

gα ⊕
∑

α∈〈Θ〉+

g−α ⊕
∑

β∈Π+\〈Θ〉+

gβ ⊕
∑

β∈Π+\〈Θ〉+

g−β,
0 H 5

��zk�&���
gα

�
α ∈ Π

���"� � � �"� � }#(�� zL�4}R|H�'(Pz#� ��� �ZN+z/(Pz#�.���"� � zk�&�Z�����@-��ð} α
�

y���}E}!)�z#�4}
pΘ � };� 	 $QP � 
���$��4} � }!�4}!$
� � ��(�};��� g

����-����.���H�T}#��} � z#� Θ
� > ��-"zk�&("�"���

pΘ = h⊕
∑

α∈〈Θ〉+

gα ⊕
∑

α∈〈Θ〉+

g−α ⊕
∑

β∈Π+\〈Θ〉+

gβ.
0t� 5

X ��|�� � }��"( 	 }#(�� �k� 0 H 5Y��	 �"���?�����D���"�"��(�����-4}L(Pz#�ñz

g = pΘ ⊕
∑

β∈Π+\〈Θ〉+

g−β.
0 J@5

�È}��s}!�����"��}#�L$T}R�&�����4};
����&���4} � FΘ
}#�4z@(���}#��}E} ��� }!� {g,Θ} (Pz#�.���"� � zk�&����} � �"� � }#(�� z)�z#�ñz#
�+��&�Pz

FΘ = G/PΘ
�B��zk�&���

G
�"�C� � 

� 	�� z2�����n���L(Pz#� ��� �ZN�zS( 	�= }SP � 
���$��4}���?�_���?�"�

g = PΘ
�"� � � ��z#�.�²} � �H�r}#��z#�;��� pΘ

���
G
�

�;�����#-��"��� � z#� u � } {6z#�.�²}2����} � (Pz#� � }#(�-4}M��� g
� =U� z#� U ⊂ G

� � � 	 $�

� 	�� z(Pzk�&�<3�z }#�"z�(���}#��z }
u
� X � 	 �����ñz
� u

(Pz#�ñz9� � � 	 $ �"� � }#(�� z ����} � 
����&���4}#��z � z#�
ihR, Aα, Sα,

(Pzk�
α ∈ Π \ Θ

����zk�&���
Aα = Xα − X−α = Sα = i(Xα + X−α).y���}

KΘ = PΘ ∩ U,
� � ( 	 } � � � z#�;(Pzk�&��-.� 	 ("(�� �k�_�G�"�C� � ("����-.�4} � �H�r}#��z#� ��� 	 �A-"z#�"z��

U
}#(�->�T}S-.�4}R�&����-����s}!�/����-��2�"z#$����

FΘ, = }#�"| � z������ñz
� �"��(�����$���� FΘ = U/KΘ
�wy��

Θ = ∅ � FΘ = F
(Pz#�.���"� � zk�&��� } � },�s}!�����"��}#�1$T}R�&�����4}U�²}43Z���²} � � = ��� � � (�}#�"z(Pzk�@-.�4}!��� z:(Pz#�.���"� � zk�&��� } 	 �T}��s}!�����"��}#�S$T}R�&�����4} � }!��(���} � �
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f � ����������������� ��� R

��}*�s}!�����"��}#� $T}R�&�����4}*
����&���4} � FΘ = U/KΘ
�"� 	 �1�"� � }#(�� z,)�z#�ñz#
�+��&�Pz,��� T� 	 (�-����cz�� ���;)&�"(O)�z��Q����} uβ = u ∩ (gβ ⊕ g−β), β ∈ Π \ 〈Θ〉 =

qΘ =
∑

β∈Π\〈Θ〉

uβ. > ��-"zk�&("�"���

0¨� 5 u = tΘ ⊕ qΘ, tΘ ∩ qΘ = ∅,
0¨�H� 5 Ad(KΘ)qΘ ⊂ qΘ,

�"�.-"z­��� ��� ��(�} [tΘ, qΘ] ⊂ qΘ,

�4}!-�����{6}#(������&��zE}#��| � }#� (Pzk�&�Z��(�� zk�&�"� � }!�4}�V 	 � FΘ
����}��"� � }#(�� z�)�z#�ñz#
�+��&�Pz;���"� 	 (�-����cz0������ ! -�'�# 5 �

� � - ,�4�� 1����¨ý û�1�ú�5\,�ú
û�, þ ,
FΘ

�;�����#-��"��� � z#� b0
� � z#����
����A��� FΘ,

�����.-"z%(Pz#�ñz%�"� � }#(�� z%)�z#�ñz#
�+��&�Pz%��� U. � ����� T-��\[Q(�}!�ñz
�
qΘ
(Pzk�

Tb0(FΘ). > �.-4}º��������-��\[Q(�}#(�� �k� �"�;��}#��} � z#� X ∈ qΘ → Xb0 ∈
Tb0(FΘ),

�"�.-"zS�"��� � z#�?���k} ��	 }#(�� �k�8��� X ∈ qΘ
���

b0
(Pz#�ñz 	 �W(�}!� � z2���"(�-"z#����} ��"z#$����

Tb0(FΘ)
0���+�}#��� ! -�'3#�� � P!
&� -�� - 5 �

> � �"� � }#(�� z�-4}R��
�����-��%} FΘ
���

b0
���)�������@-��\[Q(�} �T}!- 	 �4} � �/���@-��D(Pzk� � � � 	 $ �"� � }#(�� z

qΘ = u 	 t =
∑

β∈Π\〈Θ〉

uβ


����&���4}#��z � z#� Aα, Sα, α ∈ Π \ 〈Θ〉. X �QP � z#
u}!�/����-��s�
� � �"� � }#(�� z,-4}R��
�����-��S(Pz#� ��� �ZN+�\[Q(�}#��zU��� FΘ

�"�Â�������@-��\[Q(�}#��zW(Pzk�
qC = g 	 h =

⊕α∈Π\〈Θ〉gα.�Àz#�ñz
qΘ
�"�C
����&���4}#��z � z#� Aα, Sα, α ∈ Π \ 〈Θ〉, (���-4}!�ñz
�ð}M(Pzk��-��H� 	 }#(�� �k�} � 
 	 �T}#����� � }#� � �"z � ���"��}#���"�����C�"�.-"z
�D���"(�-"z#���"�'0������ ! - 5 #����"("(�� �k�8- H � H 5 �

[Aα, S−α] = 2iHα, 〈iHα, Aβ〉 = 〈iHα, Sβ〉 = 〈Aα, Sβ〉 = 0,
[iHα, Sβ ] = −β(Hα)Aβ, [Sα, Sβ] = −mα,βAα+β −mα,−βAα−β ,
[iHα, Aβ ] = β(Hα)Sβ, [Aα, Aβ ] = mα,βAα+β + m−α,βAα−β,

〈Aα, Aα〉 = 〈Sα, Sα〉 = −2, [Aα, Sβ] = mα,βSα+β + mα,−βSα−β.

0 R 5

��8¨ø � 1�� 1�ü!�d,�þ21�þ4321�ú�þ ,uü31A��-
	 4 ���^1 ý 59,uý9/��cû�ü#���^1
>E� (�}#�"zM( � P#�"��(Pz�� � }2�k}!�����"��}#� $T}R�&�����4}*
��Pz#�/+�-.����(�}Z�E���²z#$�-������&�%(Pzk�&���������4}R�&��z G(Pz#�ñz�� � 

� 	�� zF�"� � �"(���} ��	 ����-4}!��� z SUn = C(S)

����$ �������I(Pzk�#N 	 
u}#��zí} 	 � � 	 $�

� 	�� z��� � } {6z#�.�²}
SUn1

× SUn2
× ... × SUnk

,
(Pzk�

n1, n2, ..., nk

����-����"z
� � z
����-����cz
��4}!-�����{6}#(������&��z
n1 + n2 + ... + nk = n

� y��
mi = n1 + ... + ni

��� � (Pz@(������@-��
SUn/(SUn1

× ...×SUnk
) ��	 �"���F�����:��������-��\[Q(�}#��z�(Pzk�:� � (Pzk�#N 	 ��-"z F (m1, ...,mk)����
 $T}R�&�����4}#� � }!��(���} � �"��� {0} = E0 ⊂ Em1

⊂ ... ⊂ Emk−1 ⊂ Emk
= C

n,
��zk�&���

Ei

�"� 	 ��� 	 $ �"� � }#(�� z���� C
n
���Y�Z���/���&��� �k�

i
� >E� (�}#�"z nr = 1 � }!�4}�-"z���z 1 ≤ r ≤ k�����OP ������z#-4}#��z � z#� F(n) =L��	 �"��� �������@-��\[Q(�}!�����;(Pzk��� � (Pzk�#N 	 ��-"z���� � }#��
 $T}R�&�����4}#�-"z#-4} � �"��� z �²}43����²} � �"� {0} = E0 ⊂ E1 ⊂ ... ⊂ En−1 ⊂ En = C

n. > � � }!�.-���( 	�� }!���� � (Pzk�#N 	 �@-"zñ{6z#�.�²}#��z � z#� Ejk, j 6= k = Ejj − Ekk, j < k,
�"� 	 �T}:$T}#��� ��� �W� =@�

� }!�4} sl(n, C), = h
�"� � }L� 	 $QP � 
���$��4}:��� � }#� �²}!-.����("�"�;�Z��}!
czk�T} � �"��� Θ = ∅, }#��| q

�"�
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����&���4}#��} � z#� � }#�D�²}!-.����("�"� Ajk = Ejk −Ekj = Sjk = i(Ejk + Ekj).

�ízk�&���

Ejk =

























k
0 0 · · · 0 · · · 0
0 0 · · · 0 · · · 0��� ��� · · ·

��� · · ·
���

j 0 0 · · · 1 · · · 0��� ��� · · ·
��� · · ·

���
0 0 · · · 0 · · · 0

























.

���T,./ ��-�ý ø � �Àzk�&�������������ñz
�

F(3) = U(3)/(U(1) × U(1)× U(1)) = U(3)/T,

q = T (F(3))(b0) =











0 a b
−ā 0 c
−b̄ −c̄ 0



 : a, b, c,∈ C







,

=%� z#� �ZN.��� ��� z��

A23 =





0 0 0
0 0 1
0 −1 0



 , S12 =





0 i 0
i 0 0
0 0 0



 : i =
√
−1.

� � �cû�ü#���^1 4��0ú � 1�ü#�r1�ú
û�,)4
�¹�T}M�/+�-.����(�}*�������²}R������}R�T}

U T �H�@�k}!����}R�@-�� ds2
Λ

���
FΘ

�"�'(Pz#� ��� ��-4}!�/���@-��M����-���� T���H�T}#��} � z#�D� 	 �Y�s} � z#���"� ���S� � z#����
����_�&�"�.-"z��"��� � z#� 	 � � �"z�� 	 (�-"z­�H��-�������z (·, ·) ���
Tb0(FΘ).� 	 } � V 	 ����� � �"z�� 	 (�-"z%�H�@-�������zF��� Tb0(FΘ) U T �H���s}!����}R��-���-������&� � }a{0z#�.�²} (X,Y )Λ
= −〈Λ◦X,Y 〉, (Pzk� Λ : Tb0(FΘ)→ Tb0(FΘ) � z
����-����s}!�/����-��b���<[�������}F(Pzk�?��� � }#(�� �k�} � }V{6z#�.�²}R�V}!�.-4}R� T�� � ��� �H��
�� = ◦ �"��� ��� �"z�� 	 (�-"z������Ì}#��}!�²}!���ðz � �"z�� 	 (�-"z�-�+��.���H��z}�-�+��.���H��z��
���4}!�����ñz
� � };�����.�²}é��z#-4}#(�� �k� (·, ·)ΛΘ � }!�4} �"�.-4}Ì{6z#�.�²}Z��}#�"|Q(Pz#�ñz � }!�4} � }C(Pz T�.���"� � zk�&�Z������-���} ��� ��(�}#(�� �k�/(Pz#� ��� �ZN+�\[Q(�}#��} ΛΘ.

�È}¹�H���s}!����}R�&(���}C���
(·, ·)ΛΘ

�"V 	 ���s} � �}é}4[&�.�²}!� V 	 � � }C$T}#���D��� �W� =�� �"�E$T}#���D(Pz#� ��� �ZN"}?����} 	 -"z ���"(�-"z#���"� � }!�4} � }é}#("(�� �k����
ΛΘ ��z/����}�V 	 �C��� qC

Θ

-����&���ñz
�

ΛΘXα = λΘ
α Xα,

0 � 5
(Pzk�

λΘ
α = λΘ

−α > 0, � }!�4} α ∈ Π \ 〈Θ〉. ~�}!�4}/� � P � 
���$��4}�����} � qΘ, � z
� � � ���/����-"z
���� � }/$T}#�O� (�}R���k����(�}Z� Aα, Sα,
(Pzk�

α ∈ Π \ 〈Θ〉 � �4zk�ª} 	 -"z ���"(�-"z#���"� ��� ΛΘ � }!�4}� � �������ñzñ} 	 -"z �s} � z#� λΘ
α .



�������������
��
	����
��_�
�^��� ���^�������
f � ����������������� ��� �

� � 1W�cý
ú�,��G�6�
ú ü#�d,)/B1�ú]úI�r1�ú21 ,�ú
(FΘ,ΛΘ)

� }:�����ñz
����� � }����"("(�� �k� �:V 	 � FΘ
�"� 	 �U�"� � }#(�� z:)�z#�ñz#
�+��&�Pz����"� 	 (�-����cz��Ì~�z#�C� �

� �Pz#�����²}v� ���*��� � (�} � |�- 	�� z�� ��� ! -�-T# � z������ñz
�'���<[������ 	 �T} } ��� ��(�}#(�� �k�9$�� � �H�&��} ������/+�-.����(�}
U : qΘ × qΘ → qΘ � z#� �
2ΛΘ(U(X,Y ), Z) = ΛΘ(X, [Y,Z]qΘ

) + ΛΘ([Z,X]qΘ
, Y )

� }!�4}L( 	 } � �"�OV 	 �����4} X,Y,Z ∈ qΘ;
zL����}Z�

2〈ΛΘ ◦ U(X,Y ), Z〉 = 〈ΛΘ ◦X, [Y,Z]qΘ
〉+ 〈[Z,X]qΘ

,ΛΘ ◦ Y 〉.��-�� � �H�r}R�&��z � }ð�H�@�k}!����}R���r}:��� 〈·, ·〉, �"�.-"zL�"���
〈[X,Y ]qΘ

, Z〉 = 〈X, [Y,Z]qΘ
〉, 0M� 5-����&���ñz
�

2〈ΛΘ ◦ U(X,Y ), Z〉 = −〈[ΛΘ ◦X,Y ]qΘ
, Z〉+ 〈[X,ΛΘ ◦ Y ]qΘ

, Z〉.
�;�Â}#V 	 |���[��T} � �/����-��s�

2ΛΘ ◦ U(X,Y ) = [X,ΛΘ ◦ Y ]qΘ
− [ΛΘ ◦X,Y ]qΘ

.
0 5�5�Àz#�ñz � } NuO @ ;�+nL0] @ GHLt;TPk= @{@ Lt= @ = ∇ ���

(FΘ,ΛΘ)
�"� ��}#��} � z#�

2∇XY = [X,Y ]qΘ
+ 2U(X,Y ),

0 � 5-����&���ñz
������-"zk�&("�"�
2∇XY = [X,Y ]qΘ

+ ΛΘ−1 ◦ ([X,ΛΘY ]qΘ
− [ΛΘX,Y ]qΘ

),
0#-�' 5

(Pzk�
X,Y ∈ qΘ = (ΛΘ)−1 � }Ê�H�@�������4}1���

ΛΘ (Pzk� ���"� � �"(�-"ze} �C� �"z�� 	 (�-"z��� �Ì}#��}!�²}!���B� > �7��� ��z#-4}!�,V 	 � � z
� } 	 -"z �s} � z#���"�U��� (ΛΘ)−1 (Pz#�.���"� � zk�&�����} � z
�ª�H���������"z
�U� 	�� -�� ��� ��(�}!-����cz
�W��� � z
�×} 	 -"z �k} � z#���"�W��� ΛΘ,
z �O��}

(ΛΘ)−1 =
(

(λΘ
α )−1

)

α∈Π\〈Θ〉
.��}º}#("(�� �k�U(Pzk�&(�����-4}%��� � }:(Pzk�&�<3�� �k�,�������²}R������}R�T}%�"z#$���� � z
��� � ���/����-"z
�C��� � }$T}#��� �����W� =@� �"�F���"��(�����-4}L��� � }L����
 	 �����@-�� � �"z � z
����(�� �k� �+éüRý �:ý\4 ��������ú ��8 )"=�G_=

(FΘ,ΛΘ)
Y�;>= @ α, β, α+β ∈ Π\〈Θ〉, $ Xα, Xβ , Xα+β ∈

qΘ,
; C ;HP`; @\[ O�Yq; @ C = F>=3Y�;jI�;/.j;0$ C U � @\[ O @ N�;eY

∇XαXβ = mα,β

λΘ
α+β + λΘ

β − λΘ
α

2λΘ
α+β

Xα+β .
0#-�- 5

) G>O�O_i�U �;� � }2�"( 	 }#(�� �k� 0#-�' 5 �/�"�Z��}R��-���( P � ( 	�� zM�Z�����"(�-"z�� 	 �8}R�&��zM� � |�-���� R2���8� �
� �Pz#�����²}:H =%� }��"( 	 }#(�� �k� 0 � 5 � -����&���ñz
� �

2∇XαXβ = [Xα, Xβ ]qΘ
+ ΛΘ−1 ◦ ([Xα,ΛΘ ◦Xβ ]qΘ

−
[ΛΘ ◦Xα, Xβ ]qΘ

)
= mα,βXα+β + ΛΘ ◦ (mα,βλβXα+β −mα,βλΘ

α Xα+β)

= mα,β
λΘ

α+β
+λΘ

β
−λΘ

α

λΘ
α+β

Xα+β.

2
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� � � }R��z%��� -�� � � ! Hn�3#��H��-.�"z�� 	 ("� � }²��z�(�� �k�U��� f T �"��-.� 	 (�- 	 �4} � }!�4} 	 �T}��s}!�����"��}#��������²}R������}R�T}:( 	 } � V 	 �����4}:��� � }L����
 	 ������-��é{0z#�.�²}��
6 ,�7�úI��������ú �<8 :<;>=

M ?.@ = � =�GHLt;uI^=^I GHLt;TPk= @{@ Lt= @ = n o I�LdP`; @ YeLtO @ = C $ F ?.@ Nu=�PRQgO
[ ; @ YTO�GHL0= C I�; [ L QgO � V � V � [ = C ~T? ; F3 + F = 0. F ;eY CdC =�Pb=^I^O ?.@ = f o ;HY [ G ? N [0? G>=YZO�FHGu;

TM.

�¹�T}7�k}!�����"��}#� �������²}R������}R�T}U(Pzk� 	 �T} f T �"�.-.� 	 (�- 	 �4} F �O���OP ��� }!�²}#��} 	 �T} f o� =nGeLM;>I^=^I 0���+�}#��� ! - � # 5 �y���} F : TM → TM 	 �T} f T �"�.-.� 	 (�- 	 �4} �éy�� ���<[��&��� � z
�Ìz � ���4}#��z#���"� � �H�&��} � �"�
l, p : TM → TM

��� � }��"��
 	 ������-��E{6z#�.�²}��

l = −F2, p = F2 + 1.
0#- H 5

�;� � }ð�������@-�����}#� F3 + F = 0
-����&���ñz
��V 	 �

l + p = 1, l2 = l, p2 = p, lp = pl = 0,
0#-�� 5

��zk�&��� -�������z#-4}'� � z � ���4}#��z#�a�������@-�����}#�B� > � z#-.�4}#� � } � }!$��4}#� � z
�Vz � ���4}#��z#���"� l = p�"zk�ªz � ���4}#��z#���"�;��� � �"z = �"("(�� �k�A(Pz#� ��� ���/����-4}!��� z
� �"z#$���� TM. X ��|��Q��}#��} F , 	 �T}
f T �"��-.� 	 (�- 	 �4}���zñ� 	�� }Z� � }!�4}:(�}#��} ��	 ��-"z x ∈M

�<3Z���.-����*���
TxM

�Z���.-.����$ 	 (�� zk�&�"�(Pz#� ��� ���/���@-4}!����}#� L = P
(Pz#�.���"� � zk�&�Z�����@-��"�Â} � z
�Ez � ���4}#��z#���"�C��� � �"z = �"("(�� �k� l =

p,
���"� � �"(�-����k}!�/���@-��
�ay��B� � �4}R��
cz���� F �"�À��
 	 } � } r

�@���@-"zk�&("�"�
L
�"� ���;�Z���/���&��� �k�

r = P
-������&�?�Z���/���&��� �k�

n− r,
��zk�&���

n
�"� � }��Z���/���&��� �k�,��� M.

� 7]ü�/B1��@�6�
ú U ! �$#È~�}!�4} � } f T �"��-.� 	 (�- 	 �4} F ����}R� l
�
p
(Pz#�ñz²}R�@-��"� � > �@-"zk�&("�"� �

F l = lF = F , Fp = pF = 0, F 2l = −l,

�"�.-"z��"��� F }#(�->�T}��"z#$����
L
(Pz#�ñz 	 �T}��"�.-.� 	 (�- 	 �4}�( 	 }#����(Pz#� ��� �ZN"} = �4z#$���� P

(Pz#�ñz
� � z � ���4}#��z#��� 	�� z��

~�}!�4}2�����ñz
�.-.�4}!�C�"�.-"z�� ����}
X ∈ L;

����-"zk�&("�"� F2(X) = F2(lX) = −l(X) =
−X. X )�z#�4}Z�!�O��} X ∈ P ;

����-"zk�&("�"� F(X) = F(pX) = Fp(X) = (F 3+F)(X) =
0. y���� � �4}R��
cz;��� F �"� n �#����-"zk�&("�"� F �4}!-����+{�}#("� F2+1 = 0, = (Pzk�&���"( 	 ����-����/���@-��
F �"� 	 �T}/�"�.-.� 	 (�- 	 �4}�( 	 }#����(Pz#� ��� �ZN"} �
� 	 }R�&��z%� � �4}R��
cz%��� F �"� (n− 1)

� ��� }/�"�
��� }!�²}#��}:�"�.-.� 	 (�- 	 �4}L( 	 }#����(Pzk�@-4}#(�-"z ! -���# �
� 8�* � ,�ú�4�ý�üºþ ,��M� �Z,�ú������d4
y���}

Γ(M)
� � �"� � }#(�� z���� � z
�Y(�}!� � z
�b���"(�-"z#����} � �"� ��� 	 �T}'�s}!�����"��}#�%�Z��{ �������&(���} � M

= A,B
(�}!� � z
�F-����&�"z#����} � �"�F���;-�� � z (1, 1)

���
M
�



�������������
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	����
��_�
�^��� ���^�������
f � ����������������� ��� �

��}ñ} ��� ��(�}#(�� �k� N : Γ(M)× Γ(M)→ Γ(M)
���<[�������} � z#�

NA,B(X,Y ) = [AX,BY ] + [BX,AY ] + AB[X,Y ] + BA[X,Y ]
−A[X,BY ]−A[BX,Y ]−B[X,AY ]−B[AX,Y ],

X, Y ∈ Γ(M),
�"� 	 �,(�}!� � z�-����&�"z#����} � ��� -�� � z (1, 2)

V 	 �'�4}!-����+{�}#("� N(X,Y ) =
−N(Y,X). N

�"� ��� }!�²}#��zM� �"[ ���&�"z#�?���LK¹� N ����)������Â}#�"z�(���}#��zS(Pzk� A = B
0���+�}#�O�

! - J # 5 �I� 	 ��
cz � }!�4} 	 �T} f T �"�.-.� 	 (�- 	 �4} F � � -����&�"z#� ���YK � N.����)������ N(X,Y )
}#�"z�(���}#��z

}
A = B = F �"��-4}!�OPL��}#��z � z#�

1/2N(X,Y ) = [FX,FY ]−F [FX,Y ]−F [X,FY ]− l[X,Y ].
0#- J@5

� 	 }R�&��z F �"� 	 �T}��"�.-.� 	 (�- 	 �4}�( 	 }#����(Pz#� ��� �ZN"}Z�&���B� � -����&�"z#� ���;K � N.����)������F�"�V����+�� T-���(�}!�/���@-�� � 	�� z2����-"zk�&("�"� F �"�¹�H��-���

�4}!$ � �­z�� �"V 	 ���s} � ����-����/����-��s� � }:�s}!�����"��}#� M}#� ����-�� 	 �T}��"�.-.� 	 (�- 	 �4}/���;�s}!�����"��}#�M(Pz#� ��� �ZN"} �
� ,)/B1 � 8k� C [ ; @ YTOnG I�;�� L SZ; @{a�� LrY �}C = f o ;eY [ G ? N [0? G_= F $ C =3Y`Q9G_O�$^;uNuNTLtO @ ;eY = oYZO^NTLt=^I^=3Y

p, l
YZ= [ LrYriZ=^N�; @mC =3YbYHL D�? LM; @\[ ;eY`LtI�; @9[ L0I^=�I�;eY Qg=nG_=BN ? = C ;eY ~T? LM;HG>=�N�=�PRQgO3Y� ;uN [ O�GHL0= C ;eY X,Y :� L �

N(pX, pY ) = lN(pX, pY ) = −l[pX, pY ];
0#- R 5

� LdL �
pN(X,Y ) = p[FX,FY ];

0#- � 5
� LrLdL �

pN(lX, lY ) = p[FX,FY ];
0#-�� 5

� L � �
pN(FX,FY ) = p[lX, lY ];

0#- 5�5
� � �

N(lX, lY ) = 0
YHL � $kYZO C =�P`; @\[ ;fYeL � N(FX,FY ) = 0.

0#-�� 5
) G>O�O_i�U �;�C)&�"(�)�z�� 	 �8}R�&��z*0#-�� 5b= 0#- J@5 �
0 L 5

N(pX, pY ) = [FpX,FpY ]−F [FpX, pY ]−F [pX,FpY ]
−l[pX, pY ]

= −l[pX, pY ] =%� z#� � zL-4}R��-"z��
lN(pX, pY ) = −l2[pX, pY ] = −l[pX, pY ] = N(pX, pY );



-�' ������� �
	�� 
^�e��

0 LdL 5

pN(X,Y ) = p[FX,FY ]− pF [FX,Y ]− pF [X,FY ]
−pl[X,Y ]

= p[FX,FY ];

0 LdLrL 5
pN(lX, lY ) = p[F lX,F lY ]− pF [F lX, lY ]− pF [lX,F lY ]

−pl[lX, lY ]
= p[FX,FY ];

0 L � 5
pN(FX,FY ) = p[F2X,F2Y ]− pF [F2X,FY ]−

pF [FX,F2Y ]− pl[FX,FY ]
= p[lX, lY ];

0 � 5
N(FX,FY ) = [F2X,F2Y ]−F [F2X,FY ]−F [FX,F2Y ]

−l[FX,FY ]
= [lX, lY ] +F [lX,FY ] + F [FX, lY ]
−l[FX,FY ],

=
N(lX, lY ) = [F lX,F lY ]−F [F lX, lY ]−F [lX,F lY ]

−l[lX, lY ]
= [FX,FY ]−F [FX, lY ]−F [lX,FY ]
−l[lX, lY ].

y 	�� �k��
u}#��� }!)�z#�4}/V 	 � N(lX, lY ) = 0;
-����&���ñz
������-"zk�&("�"�

F [lX,FY ] + F [FX, lY ] = [FX,FY ]− l[lX, lY ],

��	 ��
cz

N(FX,FY ) = [FX,FY ] + [lX, lY ]− l[FX,FY ]− l[lX, lY ]
= (1− l)[lX, lY ] + (1− l)[FX,FY ]
= p[lX, lY ] + p[FX,FY ] = pN(FX,FY )+

pN(lX, lY ),
= pN(FX,FY ),

z ����}Z�
(1−p)N(FX,FY ) = lN(FX,FY ) = 0, =�� z#�B-4}R��-"z N(FX,FY )=

0.
�È}����"(�| � �"z�(�}L���C����� 	 �"��-.�4}/���C�²}R�&���4}ñ}R�QP � z#
u} �

2



��������� � � � 
	��� 
�� ���^����� �^���'���
f � �0� ������� �����_��� -�-

y 	�� �k��
u}#��� L
�H��-���

�4}!$ � � = X ′ 	 �1(�}!� � z*���"(�-"z#����} � }!�.$���-.�4}!��� z���-4}R��
�����-��w}

	 �T}2�s}!�����"��}#� �H�@-���

�4} � ��� L.
y��/���<[��&�/�"z#$����

TM 	 � z � ���4}#��z#� F ′ 0 � }!�4}M�:P#�����-4} ��� �"� ��+�}#��� ! �$# 5 ��� � }2�"��
 	 ������-���{6z#�.�²}�� F ′X ′ = FX ′ = F ′X = FX, X 6=
X ′, X ∈ TM. X �"|�� � z#�:0#-�� 5 F ′ �"� 	 �T}S�"�.-.� 	 (�- 	 �4}S( 	 }#�"��(Pz#� ��� �ZN�}*�"z#$����L(�}#��}�s}!�����"��}#� �H��-���

�4} � ��� L.

6 ,�7�úI��������ú � 8 ! �$#�� ;uNTLrPbO3Y ~T? ; F ;eY Qg=�G>NTL0= C P`; @\[ ; L @9[ ; D G>=�F C ; YHL =�P`F>O�Y L
$ F ′YZO @ L @\[ ; D G_=�F C ;eY�U

� ,uý�ü$,./B1�� 8 ! �$# x @ =&NuO @ I�L0NZL0] @�@ ;>Ne;eYT=�GHLt= $bY ? c NTLM; @\[ ;�Qg=�G>= ~Z? ; ?.@ = f o ;eY [ G ? N o
[0? G_= F YZ;>=`Q =�G_NZL0= C P`; @\[ ;&L @\[ ; D G_=�F C ;y;HY ~T? ; ?)@ = I�; C =3YkYHL D�? LM; @\[ ;eY&N�O @ I�LtNTLtO @ ;eY; ~Z? L � = C ; @\[ ;eY �

N(lX, lY ) = 0,
O

N(FX,FY ) = 0,
Y�;>=`YT= [ LrYri�;>N a =fQg=nG_=JN ? = C ;eY ~Z? LM;HG>=yNu=�PRQgO3Y � ;>N [ O�GHLt= C ;HY X,Y.

�E}#��zWV 	 � l + p = 1,
� � -����&�4z#�/���MK � N.����)������ N(X,Y ) ��	 �"���M�����/�"��(�����-"z�"V 	 ���k} � ���@-����/����-�� (Pz#�ñz

N(X,Y ) = lN(lX, lY ) + pN(lX, lY ) + N(lX, pY )+
+N(pX, lY ) + N(pX, pY ).

0 Hn' 5
���4}R�&��z/� ��� �Pz#�����²} 5�=�� }L�"( 	 }#(�� �k� 0 Hn' 5 �&-����&���ñz
�F� � ����
 	 �����@-��?-��Pz#�����²}��

� ,uý�ü$,./B1�� 8 ! �$# x @ =qNuO @ I�LtNTLt] @J@ ;>Ne;eYT=�GHLt= $fY ? c NTLM; @\[ ; Q =�G_= ~T? ; C =jI�L Y [ GeLMF ? NTLt] @
P
YZ;>=&L @\[ ; D G>=�F C ;'$ F Qg=�G>NTL0= C P`; @\[ ; L @\[ ; D G_=�F C ; � ;eY ~T? ;

N(X,Y ) = N(lX, pY ) + N(pX, lY )
0 H - 5

Qg=nG_=JN ? = C ;eY ~Z? LM;HG>=yNu=�PRQgO3Y � ;>N [ O�GHL0= C ;eY X,Y.

� �"(Pz#�������ñz
�:0������ � z#�;�ZN.��� ��� z ! -�'$# 5 V 	 � � }!�4} X,Y ∈ TM, � }%���������k}#��}%���
� }L(Pzk�&�<3Z� �k� ∇ ��� F �"� ��}#��} � z#�

(d∇F)(X,Y ) = ∇XF(Y )−∇YF(X) −F([X,Y ]),
0 H
H 5

=%� }L���������s}#��}L���C�n��� LYF
�"� ��}#��} � z#�

(LY F)X = F [X,Y ]− [FX,Y ].
0 Hn� 5

�;�:0 H
H 5 = 0 Hn� 5 z#$�-����&���ñz
� �

N(lX, pY ) = F(LpY F)lX = F{l(LpY F)lX}, 0 H J@5
� z#� � z/( 	 } �

FN(lX, pY ) = −l(LpYF)lX).
0 H
R 5

X )�z#�4}Z� 	 -�� � �H�r}R�&��z70 H J@5Y= 0 H
R 5 -����&���ñz
��� � ����
 	 ������-�� -��Pz#�����²}��



- H ������� �
	�� 
^�e��

� ,uý�ü$,./B1 ø�� 8 ! �$# � C Nu=�PRQgO [ ; @ YTOnGeLt= C l(LpYF)l

;HY LtI�s @9[ L0Nu=nPb; @\[ ; @\?)C O&Qg=nG_=N ? = C�~T? Lt;HGmNu=�PRQgO � ;>N [ O�GHL0= C Y
YHL $ YTO C =�P`; @9[ ;vYHL N(lX, pY ) = 0

Qg=nG_= N ? = o
C ;eY ~Z? LM;HG>=yNu=�PRQgO3Y � ;>N [ O�GHL0= C ;eY X,Y.

� 324�,uü �g1��@�6�
ú 8 ! �$# l ? = @ I^O L
$

P
YZO @ L @\[ ; D G>=�F C ;eYb= C PjLrYePbO [ Lt;TP Q O � Q O�I�;HPbO3Y;eYZNuO D ;TG ?.@ YeLrY [ ;HPb=�I�; NuO�O�G>I�; @ =^I^=3Y C O�N�= C ;HY&I�; [ = C iZO�GHPk= ~T? ; C =3Y`NuO�O�G>I�; @ =�I^=3YI�;
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��a�C ;TGBLrPRQ C LtNu= p��3a�C ;HG�U��{;>=�PbO3Y ;eY [ O = a O�G>= ; @ ; C NuO @\[ ;�+ [ O I�; C =�Y f o;eY [ G ? N [0? G_=�Y L @ � =�GHL0= @\[ ;eYZU
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6 ,�7�úI��������ú ø ��8f:<;>= FΘ ?.@ = f o ;HY [ G ? N [0? G>=yL @ � =�GHLt= @\[ ;�YTO)FHG>; FΘ.
� ;>NTLdPbO3Y ~Z? ;

FΘ
;eY ?)@ = f o � =�GHLt;uI^=^I p��3a�C ;HG YHL FΘ ;eY�Qg=nG_= C ; C =�U
���4}R�&��z � }#�F�"( 	 }#(�� zk�&�"�'0 � 5 �G0#-�- 5b= 0 H
H 5b��� ��
u}!�ñz
�Ì} � ����
 	 ������-�� ���"� 	�� -4}#��z��

+éüRý �:ý\4 ��������ú ø � 8 )"=�G_=JN�=^I^=
Xα, Xβ ∈ qC

Θ [ ; @ ;HPbO3Y��
(d∇FΘ)(Xα, Xβ) =

imα,β
λΘ

α (εΘ
α−εΘ

β
)+λΘ

β
(εΘ

β
−εΘ

α )+λΘ
α+β

(εΘ
α+εΘ

β
−2εΘ

α+β
)

2λΘ
α+β

,

NuO @ α, β ∈ Π \ 〈Θ〉 U
�;� � } � �"z � z
����(�� �k�ð}R�@-������ z#�I�"�_{ P#(�� � ������V 	 � ���@�<3Z���.-����?-.��� ��� }#�I��� -�� � z {0, 3, 0},

{1, 2, 0} � {2, 1, 0}, � } f T �k}!�����"��}#� $T}R�&�����4} ��z ��	 �"���%����� ��� ) � ��� � X V 	 |����"( 	 T
� ���4}!�ñz
� � }/(Pzk�&�Z��(�� �k�A��� � }²��z:�<3Z���.-����&(���}���� -.��� ��� }#�;��� � -�� � z {0, 3} ���U� � (�}#�"z���2�"�.-.� 	 (�- 	 �4}#�L( 	 }#����(Pz#� ��� �ZN"}#���H�@�k}!����}R�@-��"� � X ��|��E��� FΘ

-����&���ñz
�/� � ����
 	 �����@-�����"� 	�� -4}#��z��

� ��
���������������������� ��� � � �
	
����� ��	 ����
���� �

������

� ,)/B1 ø ��8 x @ = NuO @ I�L0NZL0] @m@ ;>N�;eYZ=�GeLt=6$ Y ? c NTLM; @\[ ;fQg=�G>= ~T? ; (FΘ,FΘ,ΛΘ)
YZ;>=

?.@ = f o � =�GHLt;uI^=^I p��3a�C ;HG";eY ~Z? ;"; @ qΘ @ Of;�+�LrY [ = @b[ GHL�Q C =3Y�I�; [ L QgO {0, 3, 0}, {1, 2, 0}O {2, 1, 0}. � @ Q =�G [ LtN ?.C =nG � Q =�G_= (F(n),F ,Λ) p��3a)C ;HG ; C I�L D G>=_iTO =3YTO�NZL0=^I�O = FO�PjL [ ; C =3Y NuO @ c D�? G_=�NTL0O @ ;eY � h � � � w � $ ��� �}; @ C =�� L Dn? G>= V UKÌz#-4}!�ñz
��V 	 � � } f− �k}!�����"��}#� (F(3),F ,Λ)
�"� ��� ) � ���L( 	 }R�&��z � } F (Pz#�.���"� T� zk�&���ð} � z
���Z��

�4}A{6z
��0#- 5 �I0 J@5 �E0 R 5Y= 0M� 5 ��� � } �]��
 	 �4} -
� > � F(4),

(Pz#�.���"� � zk�&���} � z
�F�Z��

�4}A{0z
� 0#- � 5 ��0 Hn� 5 �G0 H J@5 �G0t�
H 5 � = 0t� � 5 ��� � } �]��
 	 �4}/H �



- � ������� �
	�� 
^�e��


� ��
�������� ��� ��
��^
)��� ����������� ����� � �
	
����� ��	 ��� 
���� �R
���� �

��-.�4}%( � }#��� ��� f T �"�.-.� 	 (�- 	 �4}#��� 	�= ��� � z#�.-4}R�@-��"�C�"zk� � }#��V 	 �'����-����.���H�T}R�A�s} T�����"��}#���"�'$T}R�&�����4} 0#-s� H 5 T �"��� ��� +"(�-���(�}#� = V 	 ��{ 	 ���"zk� �"�.- 	 �Z��}#��}#� (Pz#� ��� ��-4}!�/����-����� ! - R$# =W! � # �
6 ,�7�úI��������ú ø � 8 � L � � ;dc @ LrPbO3Y (d∇F)(1,1)(X,Y )

N�O�PbO
d∇F(X,Y )

YHL
X ∈

TN+ $
Y ∈ TN−.

� LdL �
(N,h,F)

;eY CrC =�Pb=^I^= f o � V � h � o YeLdPRQ C s>N [ LtNu=`YeL (d∇F)(1,1) = 0.
�Ì�������ñz
��V 	 � 	 �T} f T �k}!�����"��}#�C$T}R�&�����4}F�"��0#-s� H 5 T }#� ��������$ � � �����<3�����-�� 	 �T}Y�/+�-.����(�}�H�@�k}!����}R�@-��

ΛΘ -4} � V 	 � (FΘ,ΛΘ,FΘ)
�"��0#-s� H 5 T ����� ��� +"(�-���(�} � > � � } y��"("(�� �k�J��� - ��� T�ñz
� V 	 � 	 �T} f T �"�.-.� 	 (�- 	 �4} F ���<[��&���"z#$����D� � �"� � }#(�� zC-4}R��
����@-��Ì} � }��k}!�����"��}#����z
�z � ���4}#��z#���"����� � �"z = �"("(�� �k��(Pz#� ��� ���/����-4}!��� z
� l, p. > �'� � (�}#�"z ��� �s}!�����"��}#�C$T}R�&�����4}
����&���4} � FΘ,

(Pzk�&������+����"��� � z
�Mz � ���4}#��z#���"� lΘ = pΘ ���<[�������z
� �"z#$���� qΘ
��� � }������.�²}{6z#�.�²}�V 	 �;���W0#- H 5 = (Pzk� � }#� � �"z � ���"��}#���"����}#��}#�D���80#-�� 5 � > �.-"z
�%z � ���4}#��z#���"� ��� T-����.���H�T}R�*���

qΘ
�Z���.-.����$ 	 (�� zk�&�"��(Pz#� ��� ���/����-4}!����}#� LΘ = PΘ.

K 	 �"�.-.�"z � �"z � �
�"��-"z����}#V 	 |&���²}#��� � }R��-���(Pzk�&�����.-��D���/�"�.- 	 �Z��}!���@���L-�+��.���H��z
�����Y�4}R|�("�"����(Pzk�&�Z��(�� zk�&�"� ����H�@-���

�4}!$�� � ����}#� � }!�4} FΘ, LΘ = PΘ.
~]z#�%� 	 �"�.-.�4}ð��z#-4}#(�� �k�M��� � }#�Y�Z���.-.����$ 	 (�� zk�&�"�

LΘ = PΘ -����&���ñz
� LΘ = {Xα ∈ qΘ, εα = ±1} = P Θ = {Xα ∈ qΘ, εα = 0}.yZ}!$ ���ñz
�IV 	 � PΘ �"�È�H�@-���

�4}!$ � � �"� = �"z � }!�/����-��b��� PΘ �"�È�H�@�cz ��	 -����k} 0���+�}#��� � z#��ZN.��� ��� z ! �$# = ! -�'$# 5 ���"�.-"zC�"� l[pX, pY ] = 0 � }!�4}?( 	 } � �"�OV 	 �����4}C(�}!� � z
�E���"(�-"z#����} � �"�
X,Y

��� � }*�s}!�����"��}#�B� X ��|�� ���Ë� 	 �"��-.�"z,(�}#�4z�� (FΘ,FΘ,ΛΘ),
[
N"}R�&��z 	 �T},$T}#���
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��� �W� =@� � ����}R� Xα, Xβ, α, β ∈ Π \ 〈Θ〉 � � ���/���@-"z
�C$QP#����(Pz
� = P Θ = LΘ � }#�;��z
��Z���.-.����$ 	 (�� zk�&�"������-����.���H�T}#��}#� � z#� lΘ, qΘ ��� qΘ. � ���&���ñz
�
lΘ[pΘXα, pΘXβ ] = lΘ[((FΘ)2 + 1)(Xα), ((FΘ)2 + 1)(Xβ)]

= lΘ[−(εΘ
α )2Xα + Xα,−(εΘ

β )2Xβ + Xβ ]

= ((εΘ
α )2(εΘ

β )2 − (εΘ
α )2 − (εΘ

β )2 − 1)lΘ[Xα, Xβ]

= ((εΘ
α εΘ

β )2 − (εΘ
α )2 − (εΘ

β )2 + 1)(εΘ
α+β)2[Xα, Xβ ].

�;� � zñ}R�@-������ z#��(Pzk�&( ��	 ���ñz
� �
� ,uý�ü$,./B1 * ��8 x @ =yNuO @ InL0NTLt] @B@ ;>N�;eYZ=�GeLt= $`Y ? c NZLt; @9[ ;RQg=�G>= ~Z? ; C = I�L Y [ GeLMF ? NTLt] @
PΘ Y�;>=}L @9[ ; D G>=�F C ;q;HY ~Z? ;q; @ qΘ @ O};�+nL Y [ = @W[ GHL�Q C =3YfI�; [ L�Q O {2, 1, 0}. � @ ; C Nu=3YZO
F(n)

;eY [ =yNuO @ InL0NTLt] @ InL0N�; ~T? ;`; C I�L D G>=_iTO =3YTO�NZL0=^I�Oy= F O�PjL [ ;b; C Y ? FuI�L D G_=_iZO � h �; @ C = � L D�? G_= V U
) G>O�O_i�U �Àz#�ñzL�����ñz
� }R��-��"���

PΘ �"�%�H��-���

�4}!$ � �'��� = �"z � }!�/����-��'���
lΘ[pΘXα, pΘXβ] = ((εΘ

α )2(εΘ
β )2 − (εΘ

α )2 − (εΘ
β )2 + 1)(εΘ

α+β)2 = 0,

}#��| V 	 � PΘ ��z'�"�:�H�@-���

�4}!$ � �;��� � z
�b(�}#�"z
�b����V 	 � ((εΘ
α )2(εΘ

β )2− (εΘ
α )2− (εΘ

β )2 +

1) 6= 0 = (εΘ
α+β)2 6= 0,

z:����}Z� ��� � z
��(�}#�4z
�����UV 	 � εΘ
α = εΘ

β = 0 = εΘ
α+β = ±1.� 	 �"��}ñ}#�"|G�����ñz
�.-.�4}#��z/� � -��Pz#�����²} � 2

X )�z#�4}S$������_� LΘ �"�Â�H��-���

�4}!$ � �2��� = �"z � }!�/���@-������ pΘ[lΘXα, lΘXβ] = 0
(Pzk�

α, β ∈ Π \ 〈Θ〉; � ���"z
pΘ[lΘXα, lΘXβ] = ((FΘ)2 + 1)[−(FΘ)2Xα,−(FΘ)2Xβ]

= (εΘ
α )2(εΘ

β )2((FΘ)2 + 1)[Xα, Xβ ]

= mα,β(εΘ
α )2(εΘ

β )2(1− (εΘ
α+β)2)Xα+β .

�;�Â}#V 	 |B-����&���ñz
�F� � ����
 	 ������-��C-��Pz#�����²}��
� ,uý�ü$,./B1 *Xø98 x @ =yNuO @ InL0NTLt] @B@ ;>N�;eYZ=�GeLt= $`Y ? c NZLt; @9[ ;RQg=�G>= ~Z? ; C = I�L Y [ GeLMF ? NTLt] @
LΘ YZ;>=`L @\[ ; D G>=�F C ;k;eY ~T? ; ; @ qΘ @ O&;�+�LrY [ = @ [ GeL Q C =3YfI�; [ L QgO {1, 2, 0}, O {1, 1, 1}.� @ ; C Nu=3YZO F(n)

;eY [ = NuO @ I�LtNTL0] @ ;eY`; ~T? L � = C ; @\[ ; = ~Z? ;&; C I�L D G_=>iTO�=3YTO�NTL0=�I^O = FO�PjL [ = C O3Y Y ? F>I�L D G>=_iZO3Y � w � � � | � � � ( �`; @�C =�� L D�? G_= V U
) G>O�O_i�U �¹���ñz
�FV 	 � LΘ �"�%�H��-���

�4}!$ � �'��� = �4z � }!�/����-�� �"�
(εΘ

α )2(εΘ
β )2(1− (εΘ

α+β)2) = 0;
}#�"|�� � z
� ������(Pz
� (�}#�4z
�b( 	 }R�&��z LΘ ��z �"�:�H�@-���

�4}!$ � ��"zk�U( 	 }R�&��z (εΘ

α )2(εΘ
β )2 6= 0 = 1 − (εΘ

α+β)2 6= 0.
~]z#�C�"�.-"z

LΘ ��z��"�Ì�H�@-���

�4}!$ � ����
εΘ
α = ±1, εΘ

β = ±1 = εΘ
α+β = 0, � zUV 	 �%(Pz#�.���"� � zk�&��� } � -�� � z7���%-.��� ��� }#� =� 	 $ �Z��

�4}A{6z
�D�/���&(�� zk�T}#��z
�����7� � -��Pz#�����²} � 2

� ,uý�ü$,./B1m*\*<8Wx @ =JN�O @ I�LtNTLt] @B@ ;>Ne;eYT=�GHLt= $}Y ? c NTLM; @\[ ; Qg=nG_= ~Z? ; C = f o ;eY [ G ? N [0? G_=L @ � =�GHLt= @\[ ; FΘ I�;dc @ L0I^=fYTO)FHG>; FΘ
YZ;>="Qg=�G>NTLt= C Pb; @\[ ; L @\[ ; D G_=)F C ;�;eY ~T? ; @ Oq;�+nL Y [ = @; @ qΘ [ GHL�Q C =3Y�I); [ L�Q O {0, 3, 0}, � V � h � ��� $ {1, 1, 1}. � @ F(n)

;HY [ =mNuO @ I�L0NZL0] @; ~Z? L � = C ;v= C = @ O ;�+�LrY [ ; @ NZL0= I�;JY ? F>I�L D G>=_iTO�Y�I�; [ L�QgO � w � � � | � � � ( ��; � � � ; @ C =� L D�? G>= V U
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) G>O�O_i�U ���8}R�&��z � }?���<[�����(�� �k�2��� -����&�4z#� ��� K¹� N ����) 	 ��� ��}#��}'��� � } y��"("(�� �k�J��� HZ� � }#�
� �"z � ���"��}#���"�Y��� � z
�Àz � ���4}#��z#���"� FΘ = lΘ

��}#��}#�b���70#- H 5E= � � -��Pz#�����²} 5 ��-����&���ñz
�
� }!�4} Xα, Xβ ∈ qC

Θ

�

N(lΘXα, lΘXβ) = [FΘlΘXα,FΘlΘXβ]−FΘ[FΘlΘXα, lΘXβ]+
−FΘ[lΘXα,FΘlΘXβ]− lΘ[lΘXα, lΘXβ]

= [FΘXα,FΘXβ ]−FΘ[FΘXα, lΘXβ ]
−FΘ[lΘXα,FΘXβ]− lΘ[lΘXα, lΘXβ]

= −εΘ
α εΘ

β [Xα, Xβ ]−FΘ(iεΘ
α (εΘ

β )2[Xα, Xβ ])−
i(εΘ

α )2εΘ
βFΘ[Xα, Xβ]− i(εΘ

α εΘ
β εΘ

α+β)2lΘ[Xα, Xβ ].

� 	 ��
cz��
N(lΘXα, lΘXβ) = εΘ

α εΘ
β (−1− εΘ

β εΘ
α+β − εΘ

α εΘ
α+β + εΘ

α εΘ
β (εΘ

α+β)2)[Xα, Xβ ].

X ��|�� � z
�j������(Pz
�:(�}#�"z
�/���9V 	 � FΘ ��zA�"� � }!��(���} � �/����-�� �H��-���

�4}!$ � �7�"zk� ( 	 }R�&��z
εΘ
α εΘ

β 6= 0 = (−1 + εΘ
β εΘ

α+β + εΘ
α εΘ

α+β − εΘ
α εΘ

β (εΘ
α+β)2) 6= 0.

��� � z }R��-������ z#�
-����&���ñz
�;V 	 � εΘ

α εΘ
β = ±1, = ���ª}!� $Xz
��(�}#�"z
�

εΘ
α+β

����$ � �����F("���"z�� � �"z�� 	 (������&��z}#��| � }#� -.��� ��� }#� =%� }#� (Pzk� [&
 	 �4}#(�� zk�&�"�;��� � z
� �Z��

�4}A{0z
�F�/���&(�� zk�T}#��}#� � 2

X )�z#�4}Z� 	 -�� � �H�r}R�&��z � }#� �"( 	 }#(�� zk�&�"��0 H J@5E= 0 H
R 5 -����&���ñz
� � � ����
 	 ������-��F-��Pz#�����²}��
� ,uý�ü$,./B1 *91�8 :<;>= FΘ ?.@ = f o ;eY [ G ? N [0? G>=jL @ � =�GHL0= @\[ ; I);dc @ LtI^=�YTO�FTG>; FΘ � NuO @ LΘ

$
PΘ L @9[ ; D G>=�F C ;eYZU x @ =WN�O @ I�LtNTLt] @�@ ;>N�;eYZ=�GeLt=/$JY ? c NTLM; @\[ ; Qg=nG_= ~T? ; FΘ [ ; @)D =Y ? YqN�O�PRQgO @ ; @9[ ;eY C O�Nu= C ;eYjL @ I�; Q ; @ I�Lt; @\[ ;eYjI); C =3YjNuO�O�G>I�; @ =�I^=3Y`;eY ~T? ; @ Oy;�+nL Y [ = @; @ qΘ [ GHL Q C =�YyI); [ L QgO {2, 1, 0}, {1, 2, 0} $ {1, 1, 1}. � @ F(n)

;eY [ =�NuO @ I�LtNTL0] @; ~Z? L � = C ;v= C = @ O�; +�L Y [ ; @ NTLt= I�;JY ? F>I�L D G_=>iTO3Y I�; [ L QgO � h � � � w � � � | �6$ � ( � ; @ C =� L D�? G>= V U
) G>O�O_i�U ~�z#��� � -��Pz#�����²} -�-s� � }#�D(Pz#� � zk�&���@-��"� � z�(�} � �"� ��� FΘ �"zk� �H�&��� � ���&�Z������-��"���� � }#�F(Pz�z#�������T}#��}#����� N(lX, pY ) = 0 =

N(lΘXα, pΘXβ) = [FΘlΘXα,FΘpΘXβ]−FΘ[FΘlΘXα, pΘXβ]+
−FΘ[lΘXα,FΘpΘXβ]− lΘ[lΘXα, pΘXβ]

= −FΘ[FΘXα, pΘXβ]− lΘ[lΘXα, pΘXβ]
= −FΘ[FΘXα, (FΘ)2Xβ]−FΘ[FΘXα, Xβ ]+
−lΘ[lΘXα, (FΘ)2Xβ]− lΘ[lΘXα, Xβ ]

= −FΘ(−iεΘ
α (εΘ

β )2[Xα, Xβ])−FΘ(iεΘ
α [Xα, Xβ ])+

(FΘ)2((εΘ
α )2(εΘ

β )2[Xα, Xβ ])− lΘ(εΘ
α [Xα, Xβ ])

= }#��| N(lΘXα, pΘXβ) = εΘ
α εΘ

α+β(1− (εΘ
β )2 +εΘ

α (εΘ
β )2εΘ

α+β−εΘ
α εΘ

α+β)[Xα, Xβ ].� 	 ��
cz � }#� (Pz#� � zk�&����-��"� � z�(�} � �"� ��� � ���&����� ��� � �"���.-����²}S���/(Pz�z#�������T}#��}#�'��� � z
�(�}#�"z
� ���1V 	 � εΘ
α εΘ
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