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Abstract

In 1963 Ishihara and Yano estudied integrability conditions for the integrability of the
distributions determined by a differential structure F which satisfy F> + F = 0; this struc-
tures are called f-structures. Here we present integrabikity conditions for a U-invariant
f-structure F©, defined on a generalized flag manifold Fe = U/K, where U is a connected,
compact semisimple Lie group and K is a torus centralizer, using the combinatorial prop-
erties coming from its root system associated and in the classical maximal case we will use
the combinatorics coming from the digraphs associated to the f-structure.
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Resumen

Ishihara y Yano estudiaron la integrabilidad de las distribuciones determinadas, sobre una
variedad diferencial cualquiera, por una estructura diferencial F que satisface F> + F = 0;
este tipo de estructuras son llamadas f-estructuras. Aqui estudiamos especificamente la
integrabilidad de las f-estructuras U-invariantes F© definidas sobre una variedad bandera
generalizada Fe = U/K, donde U es un grupo de Lie semisimple compacto conexo y K es el
centralizador de un toro (no necesariamente maximal); para esto hacemos uso de la teoria
combinatoria que ofrece el sistema de raices asociado o, como en el caso de la variedad

bandera maximal clasica, la combinatoria que proviene de los digrafos asociados con la
f-estructura.

Palabras y frases claves: Variedades bandera, f-estructuras, digrafos.

1 Introduccién

Sea G un grupo de Lie semisimple. Una variedad bandera generalizada es un
espacio homogéneo reductivo Fg = G/S donde S es el centralizador de un
toro (no necesariamente maximal). La variedad bandera también se puede
ver como el espacio homogéneo dado por Fg = U/K, donde U es una forma
compacta conexa de Gy K = SNU. Este tipo de variedades y por lo tanto qe,
su espacio tangente en el origen, tienen una caracterizacién en términos del
sistema de raices asociado, la cual es presentada en las secciones 2 y 4. Nuestro
tema central en este trabajo seran las variedades bandera generales, dotadas
de una métrica invariante A® presentada en la Seccién 5 y una f-estructura
U-invariante F©, esto es, una estructura que satisface (F©)? + F® =0y
conmuta con la accién adjunta de U. Abusando un poco, denotamos también
por F© su complejificacion que es diagonizable con valores propios 4,0, —i
y determina los espacios propios correspondientes qg,q%,qé. En analogia
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con las estructuras cuasicomplejas, los vectores propios asociados a 0 seran
llamados de tipo (1,0,0), los asociados a +i de tipo (0,1,0) y los asociados
a —i de tipo (0,0, 1).

Este tipo de estructuras, sus propiedades y las distribuciones que ella de-
termina sobre el espacio tangente qo se estudian en la Seccién 7.3. Con esto
en mano, y utilizando la combinatoria dada por el sistema de raices asociado a
esta clase de variedades, estudiamos bajo qué condiciones la variedad bandera
y las distintas distribuciones determinadas por la f-estructura son integrables.
Caracterizamos estas condiciones en términos de grafos, para el caso de la va-
riedad bandera clasica F(n), y en términos de triplas de raices, cuya suma es
cero, en el caso general. En particular establecemos que la tnica f-estructura
integrable sobre una variedad bandera maximal es la que corresponde a la
estructura cuasicompleja integrable, como aparece en el Teorema 24. Se ex-
tiende asi el Teorema dado por Burstall [3] para estructuras cuasicomplejas
invariantes, en el cual él muestra que una estructura cuasicompleja es inte-
grable si y solamente si el torneo asociado es isomorfo al torneo canénico, o
sea, no contiene triciclos (triplas de tipo {0,3,0}).

2 Preliminares
Utilizaremos aqui la teorfa clasica sobre la estructura de las 4lgebras de Lie
semisimples finitas (ver por ejemplo [8]).

Definicién 1. Sea g un dlgebra de Lie compleja.

1. La representacion adjunta de g es el homomorfismo ad : g — End(g)
dada por ad(X)Y = [X,Y] para todo X,Y € g.

2. La forma Cartan-Killing de g es la forma bilineal simétrica dada por
B(X,Y)=(X,Y) =tr(adXadY), X,Y €g.

3. Una dlgebra de Lie es llamada semisimple si su forma Cartan-Killing
es no degenerada.

4. Una subdlgebra de Cartan de g es una subdlgebra h C g que satisface:

(a) b es nilpotente.

(b) El normalizador de b en g coincide con b, esta condicion es equi-
valente a:

b’) Si[x,b] C b, entonces x € h.

Sean g una algebra de Lie semisimple sobre C y h C g una subéalgebra de
Cartan de g. Sea « un funcional lineal sobre el espacio vectorial complejo b,
y denoétese por g, el subespacio lineal de g dado por

go=1{Xe€g: H,X]=a(H)X, para todo H € h}.
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Notése que para a = 0, go = h. Si @ # 0y go # {0}, el funcional lineal «
es llamado una raiz (de g con respecto a h). En tal caso g, es llamado un
subespacio raiz. Denotamos por II el conjunto de raices no nulas del par (g, b) .
Dado que g es semisimple, la forma Cartan-Killing, B, es no degenerada sobre
g X g; la restriccion de B a h x b es también no degenerada, y asi para cada
a € I existe un unico H, € htal que B (H, H,) = (H, H,) = o(H) para todo
H e b. Tomese (o, ) = B (Ha, Hg) para toda o, 8 € h*; se sigue entonces
que (-, -) es una forma bilineal simétrica no degenerada sobre h*.

Teorema 2. [21] Sean g una dlgebra de Lie semisimple compleja y b una
subdlgebra de Cartan de g.

1. La dlgebra de Lie g admite una descomposicion en espacios de raices:

g:h@ga'

a€ell

2. Los espacios raiz g, o € I, son de dimension compleja uno.

3. Si vy B son dos raices cualesquiera (incluyendo 0) y  # —a, entonces
9o Y 93 son ortogonales con relacion a B.

4. Si a es una raiz no nula, IINZ{a} = {a, —a}.

5. Para cada o € I existe un vector X, € go de forma tal que para todo
a, 8 € 11 tenemos:

(a) [Xo,X_o]=H,, [H,X.]=a(H)X, (para todo H € ) );
(b) [Xo, Xgl=0sia+B#0ya+p¢Il

(c) (Xo,Xp)=1sia+ =0y (Xa, Xg) =0 en los otros casos;
(d) [Xa, Xl =mapgXatp, sia+ €Il conmag €R, y

miaviﬁ = _ma7ﬁ (1)
M_q,a+8 = Matp,—4 = M—p,—a-

Los elementos {X, : a € II} que satisfacen el numeral 5 en el anterior
teorema seran llamados una base de Weyl o Cartan-Weyl de g médulo b.

3 Variedad bandera general

Antes de definir lo que es una variedad bandera, recordemos que el grupo
S1 es el tnico grupo de Lie compacto conexo de dimensién uno, y producto
de varias copias de S! son los tnicos grupos de Lie compactos, conexos y
conmutativos. Tal producto es llamado un "Toro".
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Definiciéon 3. En un grupo de Lie G un toro es un subgrupo de Lie que es
isomorfo al producto S* x S' x --- x 81, Un toro T es un toro mazimal en G
st para cualquier toro S en G, con T C S C G, entonces T = S.

En general, en matemaética una bandera es una sucesién creciente de sub-
espacios, creciente en el sentido de que cada subespacio es subespacio del
siguiente. Geométricamente una variedad bandera es un espacio homogéneo
reductivo G/C(S), donde G es un grupo de Lie complejo semisimple y C(S5)
es el centralizador de un toro S (no necesariamente maximal en G). Cuando
S es un toro maximal decimos que la variedad bandera es maximal general y
la denotamos por F.

Lo anterior, en términos de sistemas de raices asociadas al grupo G, se
puede escribir de la siguiente forma:

Sean g una algebra de Lie semisimple compleja y h una subalgebra de
Cartan de g; dendtese por II el conjunto de raices del par (g,h) y fijemos
una base de Weyl de g. Sea II™ C II una escogencia de raices positivas, y
denoétese por ¥ el sistema simple de raices correspondiente. Sean ademéas ©
un subconjunto de raices de 3, y (O) el conjunto de raices generado por ©.
Sobre g tenemos la siguiente descomposicién:

g—h@ZgaGBZga@ Y me Y. g (2

ac(® ac(® Bell+\(6)+ BeIlT\(O)+

donde g, a € II, es el espacio raiz complejo correspondiente a a.
Sea ahora pg la subalgebra parabdlica de g determinada por ©. Entonces,

Po=H® > GO Y Ga® Y g5 (3)

ac(®)F ac(®)F BeT\(©)F

Asi, la ecuacion (2) puede ser reescrita como

g=pe® >  g-g (4)

Bellt\(e)+

La variedad bandera general Fg asociada al par {g, ©} corresponde al espacio
homogéneo Fg = G/Pg, donde G es el grupo de Lie complejo cuya algebra
de Lie es g y Po es el normalizador de pg en G.

Denotese por u la forma real compacta de g, y por U C G el subgrupo
conexo asociado a u. Asumimos u como el subespacio real generado por
ihr, An, Sa, con « € I\ ©, donde A, = Xo — Xy Soa = i(Xo + X_0).
Sea Ko = Po NU, el cual, por construccion, es el centralizador de un toro.
U actta transitivamente sobre Fg, y asi podemos escribir Fg = U/Kg. Si
© = (), Fo = F corresponde a la variedad bandera maximal, y en el caso
contrario corresponde a una variedad bandera parcial.
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La variedad bandera general Fg = U/Kg es un espacio homogéneo re-
ductivo. De hecho, sea ug =un(gg @ g_g), S €I\ (O)y

go = >, ug. Entonces,
BEI\(O)

(i) u=te ®ge, te Nge =0,
(ii) Ad(Ke)ge C qe, esto implica [te, o] C qo,

satisfaciendo asf las condiciones para que Fg sea espacio homogéneo reductivo
(ver [10]).

4 FEl espacio tangente de Fg

Denotese por by el origen de Fg, visto como espacio homogéneo de U. Iden-
tificamos qe con Ty, (Fe). Esta identificacion es dada por X € qo — X, €
Ty, (Fo), esto es, por evaluaciéon de X € qg en by como un campo vectorial
sobre Ty, (Fg) (véase [10], pag. 191).

El espacio tangente a Fg en by se identifica naturalmente con el subespacio

go =uot= > ug generado por A,,Sq,a € II'\ (©). Andlogamente,
BEII\(©)

el espacio tangente complejificado de Fg es identificado con ¢© = go b =

Daem\(0)ba-

Como qe es generado por A,,S,, a € I\ (©), citamos a continuacion
algunas de las propiedades de estos vectores (ver [18] seccion 12.2):

[Aa, S—a] = 2iH,, (iHn, Ag) = (iHq, Sg) = (A, Sg) =0,
[iHa, S5 = =F(Ha)Ap,  [Sa,Sp] = —ma,pAats = Ma,—pAa—p, (5)
[iHa, Ag] = B(Ha)Ss, [Aa, Agl = magAayp +M_qgAa—s,

<AonAa> = <Sou Sa> = -2, [Aon Sﬂ] = ma,ﬂsa-I—,é’ + ma,—,é’Sa—ﬂ'

4.1 La variedad bandera clisica o geométrica

El caso clésico, la variedad bandera geométrica, se obtiene considerando G
como el grupo especial unitario SU,, y C(S) debe ser conjugado a un subgrupo
de la forma SU,, x SU,, x ... x SUy,,, con ni,ny,...,n} enteros positivos
satisfaciendo n; + no + ... + np = n. Si m; = n1 + ... + n;, el cociente
SU,/(SUp, X ... x SU,, ) puede ser identificado con el conjunto F(my,...,my)
de “banderas parciales” {0} = Ey C Ep,, C ... C Epy,—1 C By, = C", donde
FE; es un subespacio de C™ de dimensién ¢. El cason,, = 1 paratodo1 <r <k
sera denotado por [F(n) y puede identificarse con el conjunto de las “banderas
totales” o maximales {0} = Ey C B} C ... C E,,_; C E, = C". En particular,
el conjunto formado por Ej;,j # ky Ej; — Ep,j < k, es una base de Weyl
para sl(n,C),y b es la subdlgebra de las matrices diagonales, © = (), asf q es



6 Soffa Pinzén

generada por las matrices A, = Eji, — Eij v Sjr = i(Eji + Ej). Donde

k
00 --- 0 --- 0
00 --- 0 --- 0
Ejp = :
j 00 1 0
0 0 0 0

Ejemplo 1: Consideremos

0 a b
q="TF(3)) @) = —a 0 ¢ |:a,bc,eCo,
-b —¢c 0
y por ejemplo,
0 0 O 0 2 0
A23 = 0 0 1 s 512 = 1 0 0 1= \/—1.
0 -1 0 0 0 0

5 Meétricas invariantes

Una métrica riemanniana U-invariante dsf\ en Fg es completamente deter-
minada por sus valores en el origen, esto es, por un producto interno (-,-) en
Ty, (Fo).

Cualquier producto interno en Ty, (Fg) U-invariante tiene la forma (X, Y)a
= —(AoX,Y),con A : Ty, (Fe) — Ty, (Fe) positivamente definida con relacion
a la forma Cartan-Killing, y o es el producto de Hadamard o producto término
a término.

Usaremos la misma notacion (-, ) ye para esta forma, asi como para la co-
rrespondiente aplicacién complejificada A®. La invariancia de (-, ) e equivale
a afirmar que la base de Weyl es base compleja de autovectores para la acciéon
de A®, o sea que en q% tenemos

A®X, =2\9X,, (6)

con A = \°_ >0, para a € IT\ (O). Para el algebra real qg, los elementos
de la base canénica, A, S,, con a € 11\ (0), son autovectores de A® para
el mismo autovalor \S.
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6 La conexién riemanniana en (Fg, A®)

Ya vimos en la seccién 3 que Fg es un espacio homogéneo reductivo. Por el
Teorema 3.3 del capitulo X en [11] podemos definir una aplicaciéon bilineal
simétrica U : qo X qo — qe por:

20°(U(X,Y), Z) = A°(X, [V, Z]q0) + A°([Z, X]4o, Y)
para cualesquiera X,Y, Z € qog; o sea,
20A° o U(X,Y),Z) = (A® 0 X, [V, Z]go) + ([Z, X]4o, A® 0 V).
Utilizando la invarianza de (-, -), esto es,
(X, Yo, 2) = (X, [Y, Z]ge), (7)
tenemos
2(A° 0 U(X,Y),Z) = —([A®° 0 X, Y40, Z) + ([X,A® 0 Y]ge, Z).
De aqui, finalmente,
20° 0 U(X,Y) = [X,A® 0 Y]qo — [A® 0 X, Y] (8)
Como la conexidn riemanniana V en (Fg,A®) es dada por
2VxY = [X)Y], + 2U(X,Y), (9)
tenemos entonces
VXY = [X.Y]ge + Ao ([X,A9V]g — [A®X,Y]g), (10)

con X,Y € qo y (A®)"! la inversa de A® con respecto al producto
de Hadamard. Es de notar que los autovalores de (A®)~! corresponden
a los inversos multiplicativos de los autovalores de A®, o sea (A®)~! =
(()\S)il)aeﬂ\(G) '

La accion concreta de la conexién riemanniana sobre los elementos de la
base de Weyl es descrita en la siguiente proposicion.

Proposicién 4. Para (Fo,A®) sean o, B, a+p € I\ (O), y Xo, Xp, Xoip €
qo, elementos en la base de Weyl. Entonces

DAY = Nt
Vx X = 1 g~ g X (11)
a+0

Proof. De la ecuacion (10) mediante célculo directo, usando el item 5 en el
Teorema 2 y la ecuacién (6), tenemos:

—1
2Vx,Xg = [X37Xﬂ]CIe +A° o ([Xa7A® o Xplgo—
[A OXOMXﬁ]CIe)
= maﬂXa+,6’ +A° (ma,ﬂAﬂXa—l—ﬁ - ma,ﬁ)‘SXa—f—ﬁ)

o
)\@ +)\@7}\®
— at+B 78 o

= Map=m Xt
«@
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7 f-estructuras

K. Yano en 1963 [23] introduce la nocién de f-estructura para una variedad
riemanniana cualquiera de la siguiente forma:

Definicion 5. Sea M una variedad riemanniana n-dimensional y F un campo
tensorial de tipo (1,1) tal que F> + F = 0. F es llamado una f-estructura
sobre TM.

Una variedad riemanniana con una f-estructura F sera llamada una f-
variedad (véase [16]).

Sea F : TM — TM una f-estructura. Se definen los operadores lineales
l,p: TM — TM de la siguiente forma:

l=-F% p=F*+1. (12)
De la identidad F3 4+ F = 0 tenemos que
l+p=1, PP=1, p’=p, Ip=pl=0, (13)

donde 1 denota el operador identidad. En otras palabras los operadores [ y p
son operadores de proyecciéon complementarios sobre T'M. Asi, dada F, una
f-estructura no nula, para cada punto x € M existen en T, M distribuciones
complementarias L y P correspondientes a los operadores de proyecciéon [ y
p, respectivamente. Si el rango de F es igual a r, entonces L es de dimensién
r y P tiene dimensiéon n — r, donde n es la dimensiéon de M.

Afirmacién. [9] Para la f-estructura F sean [, p como antes. Entonces:
Fl=IF=F, Fp=pF=0, Fil=-I,

esto es, F actiia sobre L como una estructura cuasicompleja y sobre P como
el operador nulo.

Para demostrar esto, sea X € L; entonces F2(X) = F2(IX) = —I(X) =
—X. Ahora, sea X € P;entonces F(X) = F(pX) = Fp(X) = (F3+F)(X)
0.

Si el rango de F es n, entonces F satisface F2+1 = 0, y consecuentemente
F es una estructura cuasicompleja. Cuando el rango de F es (n — 1) ella es
llamada estructura cuasicontacto [17].

7.2 Tensor de Nijenhiiis

Sea I'(M) el espacio de los campos vectoriales de una variedad diferencial M
y A, B campos tensoriales de tipo (1,1) en M.
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La aplicacion N : T'(M) x T'(M) — T'(M) definida por

Nagp(X,Y) = [AX,BY]+ [BX,AY]+ AB[X,Y]+ BA[X,Y]
—A[X,BY] - A[BX,Y] — B|X, AY] — B[AX,Y],

X,Y € I'(M), es un campo tensorial de tipo (1,2) que satisface N(X,Y) =
—N(Y,X). N es llamado el tensor de Nijenhiiis asociado con A y B (véase
[14]). Luego para una f-estructura F el tensor de Nijenhiiis V(X,Y") asociado
a A= B = F estara dado por

1/2N(X,Y) = [FX,FY] - FI[FX,Y] - FIX,FY] - I[X,Y]. (14)

Cuando F es una estructura cuasicompleja, si el tensor de Nijenhiiis es idén-
ticamente nulo entonces F es integrable o, equivalentemente, la variedad M
admite una estructura de variedad compleja.

Lema 6. El tensor de Nijenhiis, la f-estructura F y las proyecciones a-
sociadas p, 1 satisfacen las siguientes identidades para cualesquiera campos
vectoriales X,Y :

(i)
N(pX,pY) = IN(pX,pY) = —l[pX,pY]; (15)

(ii)
pN(X,Y) = p|FX, FY]; (16)

(iii)
pN(IX,lY) = p[FX,FY]; (17)

(1)
pN(FX,FY) = p[lX,lY]; (18)

(v)
N(IX,lY) =0 si, y solamente si, N(FX,FY) =0. (19)

Proof. De hecho, usando (13) y (14),
(1)
N(pX.pY) = [FpX,FpY] = F|FpX,pY]| = FlpX, FpY]

= —l[pX,pY] y por lo tanto,
IN(pX,pY) = —1*[pX,pY]=—I[pX,pY]= N(pX,pY);
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(i)

(iii)

Sofia Pinz6n

pN(X,Y) = plFX,FY]|—-pF|FX,Y]—pF[X,FY]
—pl[X,Y]
= p[FX,FY];

pN(X,1Y) = plFIX,FIY] - pF[FIX, Y] — pFlIX, FIY]
—pl[IX,1Y]
= plFX,FY];

pN(FX,FY) = plF2X,FY] - pFlFX,FY]-
pF[FX, F2Y] — pl|[FX, FY]
= plX,lY];

N(FX,FY) = [F2X,F2Y|- F[F2X, FY] - FIFX, F?Y]
—I[FX, FY]
= [IX,1Y]+ F[IX,FY] + F[FX,1Y]
—I[FX,FY],

N(X,IY) = [FIX,FIY] - FIFIX,IY] - FIX, FIY]
—I[IX,1Y]
= [FX,FY] - FIFX,IY] - FlIX,FY]
—I[IX,1Y].

Supoéngase ahora que N(IX,1lY) = 0; tenemos entonces
FUX, FY]|+ FIFX,IY] =[FX,FY]| - [IX, Y],

luego

N(FX,FY) = [FX,FY]+[X,1Y]-IUFX,FY]—-I]IX,1Y]
= (1= DX, Y]+ (1 - D[FX,FY]
= plIX,IY]+ p[FX, FY] = pN(FX, FY)+
pN(IX,1Y),
= pN(FX,FY),

osea, (1-p)N(FX,FY)=IN(FX,FY)=0,ypor tanto N(FX,FY)=
0. La reciproca se demuestra de manera anéloga.
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Supongase L integrable y X’ un campo vectorial arbitrario, tangente a
una variedad integral de L. Se define sobre TM un operador F’ (para més
detalles véase [9]) de la siguiente forma: F/X' = FX'y FF X = FX, X #
X', X € TM. Asi, por (13) F' es una estructura cuasicompleja sobre cada
variedad integral de L.

Definicion 7. [9] Decimos que F es parcialmente integrable si ambos L y F'
son integrables.

Teorema 8. [9] Una condicion necesaria y suficiente para que una f-estruc-
tura F sea parcialmente integrable es que una de las siguientes condiciones
equivalentes,

N(IX,lY)=0, o N(FX,FY) =0,

sea satisfecha para cualesquiera campos vectoriales X, Y.

Dado que | + p = 1, el tensor de Nijenhiiis N(X,Y) puede ser escrito
equivalentemente como

N(X,Y) = IN(X,lY)+pN(IX,lY)+ N(IX,pY )+ (20)
+N(pX,lY)+ N(pX,pY).
Usando el Teorema 8 y la ecuacion (20), tenemos el siguiente teorema:

Teorema 9. [9] Una condicion necesaria y suficiente para que la distribucion
P sea integrable y F parcialmente integrable, es que

N(X,Y)=N(X,pY)+ N(pX,lY) (21)
para cualesquiera campos vectoriales X,Y.

Recordemos (ver por ejemplo [10]) que para X,Y € TM, la derivada en
la conexién V de F es dada por

(AYF)(X,Y) = VxF(Y) - Vy F(X) - F([X,Y]), (22)
y la derivada de Lie £y F es dada por
(EyF)X = FIX,Y] - [FX,Y]. (23)
De (22) y (23) obtenemos:
N(IX,pY) = F(Ly F)IX = F{(Ly F)IX}, (24)

por lo cual
FN(X,pY) = —-l(£pyF)IX). (25)

Ahora, utilizando (24) y (25) tenemos el siguiente teorema:
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Teorema 10. [9] El campo tensorial [(£,y F)l es idénticamente nulo para
cualquier campo vectorial Y si y solamente si N(IX,pY) = 0 para cua-
lesquiera campos vectoriales X,Y.

Observacion. [9] Cuando L y P son integrables al mismo tiempo, podemos
escoger un sistema de coordenadas locales de tal forma que las coordenadas
de L son representadas colocando n — r coordenadas locales constantes y las
de P colocando otras r coordenadas constantes, donde r es el rango de F. Tal
sistema coordenado es llamado sistema de coordenadas adaptado.

En un sistema de coordenadas adaptado, los operadores de proyeccién [, p
pueden ser asumidos de la siguiente forma:

(L0 (00
“\o o) P \o 1,., )

donde 1, y 1,,_, son las matrices identidad de orden r y n—r respectivamente.
Dado que F satisface Fl = IF = F y Fp = pF = 0, en un sistema de
coordenadas adaptado F tiene componentes de la forma

[ F 0
(7). -
Asi, para un campo vectorial pY en P, la derivada de Lie £,y F tiene compo-
nentes de la forma

Loy F = < ; 8 > (27)

Luego si suponemos que el campo tensorial [(£,y F)l es idénticamente nulo
para cualquier campo vectorial Y, tenemos entonces £,y F = 0, lo que sig-
nifica que las componentes de F son independientes de las coordenadas, las
cuales son constantes a lo largo de la variedad integral de la distribucién L en
un sistema de coordenadas adaptado. Reciprocamente, si las componentes de
F son independientes del sistema de coordenadas, es facil ver que I(£,yF)l
es idénticamente nulo para cualquier campo vectorial Y. Por las anteriores
observaciones y el Teorema 10, tenemos:

Teorema 11. [9] Supdngase que L y P son integrables y que un sistema de
coordenadas adaptado ha sido escogido. Una condicidn necesaria y suficiente
para que las componentes locales de F sean funciones independientes de las
coordenadas, las cuales son constantes a lo largo de la variedad integral de L,
es que N(IX,pY) = 0 para cualesquiera campos vectoriales X,Y.

Definicion 12. [9] Decimos que una f-estructura F es integrable si satisface
las siguientes tres condiciones:

(i) La f-estructura F es parcialmente integrable.
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(1) La distribucion P es integrable.

(#i) Las componentes de F son independientes de las coordenadas, las cuales,
en un sistema de coordenadas adaptado, son constantes a lo largo de las
variedades integrales de L.

Asi, para finalizar esta seccién tenemos:

Teorema 13. [9] Una condicion necesaria y suficiente para que la f-estructura
F sea integrable es que

N(X,Y)=0

para cualquier par de campos vectoriales X,Y.

7.3 f-estruturas invariantes en Fg

En la seccion anterior se tratéd sobre las condiciones de integrabilidad para una
f-estructura sobre una variedad cualquiera. Lo que pretendemos en esta sec-
cion es aplicar todos estos teoremas al caso particular en que la f-estructura
sea invariante y la variedad considerada sea una bandera generalizada. Es-
pecificamente, caracterizar en términos combinatoriales (grafos, triplas de
raices), los teoremas y lemas de la Seccion 7.2.

Una f-estructura definida en una variedad bandera general Fg serd
denotada por F©. Introducimos ahora la nocién de “f-estructura U-inva-
riante” en Fg.

Definicién 14. Una f-estructura F© es llamada U-invariante si para cada
r € Fo el endomorfismo FO : T,Fo — T,Fe satisface du, o F© = FS, o duy
para todo u € U.

Denotamos también por F© su complejificacién. El endomorfismo F© :
qg — q% es diagonalizable con valores propios 7,0, —¢ y determina los espacios
propios correspondientes qJ@r, q%, dg- Tenemos entonces q% = C|J@r + q% + dg;
con qf = qg. La U-invarianza de FO garantiza que F©(g,) C g, para todo
o € I\ (8), con la igualdad cuando F© es una estructura cuasicompleja
invariante (véase [20]). Asi, F© se determina de manera tinica por los valores
e € {0,£1}, a €I\ (), definidos por FO(X,) = i X,,. Estos valores
satisfacen e_, = —eq,, por lo tanto F© se define por sus valores en IIT\
(©)T. En lo que sigue abusamos de la notacién e identificamos la f-estructura
invariante F© sobre Fg con £® = {9 : a c 11\ (0)}.

En analogia con las estructuras cuasicomplejas, los vectores propios aso-
ciados a 0 seran llamados de tipo (1,0,0) los asociados a +i de tipo (0, 1,0),
y los asociados a —i de tipo (0,0, 1).

Las f-estructuras invariantes sobre F(n) estan en correspondencia 1:1 con
digrafos(grafos orientados no necesariamente completos) de n vértices a través
de la matriz de incidencia del digrafo. De hecho, en el caso F(n) el sistema de
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raices II puede ser identificado con el conjunto {(j, k) : 1 < j,k <n,j # k},
donde pares de raices opuestas {«, —a} corresponden a pares {(j, k), (k,j)}.
Recordemos que una f—estructura invariante F es determinada por sus valo-
res en IIT. Estos valores son ordenados, formando una matriz € = (£jx)nxn.
La matriz € se puede identificar con la matriz de incidencia de algin digrafo
G=(V,E) con V ={1,---,n} de la siguiente manera: si F(E;;) =
iejiEji, entonces G(F) es tal que para j < k se tiene

Jj—k — gk = 1,
Jj—k = gjp=—1

jbk — gjr = 0.

(Ver por ejemplo las Figuras 1 y 2, donde se muestran las clases de isomor-
fismos de f-estructuras para el caso F(3) y algunas clases de F(4)).

Damos en seguida una definicién que nos permitira distinguir las triplas de
raices de acuerdo con los valores que F asume en las respectivas distribuciones.

Definicién 15. Sea F© = { 9} aem\(0) una f-estructura invariante. Una
tripla de raices o, 5,y € I1\ (©) se llama una (p, q,r)-tripla (p+q+7r = 3) si

(i) a+ B+~ =0;

S}

(i1) El conjunto {66,5(3,57

o } contiene p ceros, ¢ unos y r menos unos.

En la definicién anterior, denotaremos por {p,q,r} = (p,q,r) U (p,7,q).
En esta notacion las {0, 3,0}-triplas y {0, 1, 2}-triplas corresponden respecti-
vamente a las {0,3}-triplas y {1,2}-triplas en el caso cuasicomplejo (véase,
[19] y [20]). Ademas de las anteriores aparecen las {3,0,0}-triplas que corre-
sponden al caso 9 = 5? = E? =0, las {2,1,0}-triplas cuando 9 = Eg =0

y 5,(;) =410 —1,las {1,2,0}-triplas y las {1, 1, 1}-triplas.

Observacion. Sea (M, J,g,Q) una variedad hermitiana diferenciable, donde
J es una estructura cuasicompleja y Q0 es la forma de Kdihler asociada a
la métrica g. Se dice que M es cuasi-Kdhler si la forma de Kdahler Q) es
cerrada, esto es si d2 = 0. Si ademds J es integrable, se dice que M es
una variedad Kdhler. En el conterto de variedades diferenciables generales
tenemos también la equivalencia entre el paralelismo de J, esto es d¥J =0,
donde V es la conerion Riemanniana asociada a g, y al hecho de que M sea
una variedad Kdihler (véase [10]). Por esto, el andlogo para la f-variedad
(M, F,g) dela condicion Kdhler es que la F sea paralela. Notamos que en el
caso invariante (Fg, J, A®), como fue mostrado en [19] y [20], la condicién
cuasi-Kahler implica Kahler. Veamos esto ahora en el contexto de las f-
estructuras invariantes.
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Definicién 16. Sea F© una f-estructura invariante sobre Fg. Decimos que
Fo es una f-variedad Kdihler si F© es paralela.

Usando las ecuaciones (6), (11) y (22) llegamos al siguiente resultado.

Proposicién 17. Para cada X, Xg € q% tenemos:

(dVFO)(Xa, Xg) =
\© (sgfsg))Jr)\g (sgfsg)Jr)\g_‘_ﬁ (ngrsgka_H})

] )
2>‘a+ﬂ

1Ma,3

con o, €11\ (O).

De la proposicion anterior es facil ver que si existen triplas de tipo {0, 3,0},
{1,2,0} 6 {2,1,0}, la f-variedad bandera no puede ser Kahler. Aqui recu-
peramos la condicion de la no existencia de triplas del tipo {0,3} en el caso
de estructuras cuasicomplejas invariantes. Asi, en Fg tenemos el siguiente
resultado.

1L I i3] 4
12,001 (.0, L id,LL) id,L,L)
5] 1511 (7
13,0,2) (1LLL 13,12

Figure 1: Clases de isomorfismos para n=3.

Lema 18. Una condicidn necesaria y suficiente para que (F@,.’F@,A@) sea
una f-variedad Kahler es que en qo no existan triplas de tipo {0,3,0}, {1,2,0}
0 {2,1,0}. En particular, para (F(n),F,A) Kdhler el digrafo asociado a F
omite las configuraciones (2),(3) y (6) en la Figura 1.

Notamos que la f—variedad (F(3),F,A) es Kéhler cuando la F corres-

ponde a los digrafos (1), (4), (5) y (7) en la Figura 1. En F(4), corresponde
a los digrafos (16), (23), (24), (32), y (36) en la Figura 2.
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Figure 2: Algunas Clases de isomorfismos para n—=4.

Otra clase de f-estructuras muy importantes son las que determinan va-
riedades bandera (1,2)-simplécticas y que fueron estudiadas completamente
en [15] y [6].

Definicion 19. (i) Definimos (d¥F)D(X,Y) como d¥VF(X,Y) si X €
TN+ yY ¢ TN~

(ii) (N,h,F) es llamada f-(1,2)-simpléctica si (d¥ F)11) = 0.

Diremos que una f-variedad bandera es (1,2)-admisible si existe una métrica
invariante A® tal que (Fg, A®, F©) es (1,2)-simpléctica. En la Seccién 7.1 vi-
mos que una f-estructura F define sobre el espacio tangente a la variedad dos
operadores de proyecciéon complementarios [, p. En el caso de variedad bandera
general Fg, considérese los operadores 1€ y p© definidos sobre qg de la misma
forma que en (12) y con las propiedades dadas en (13). Estos operadores de-
terminan en qg distribuciones complementarias L y P®. Nuestro propésito
de aqui en adelante consiste en estudiar, en términos de raices, condiciones de
integrabilidad para F©, L® y P®. Por nuestra notacién en las distribuciones
L® y P® tenemos L® = {X, € qo,c0 = 1} y P® = {X, € qo,6a = 0}.

Sabemos que P® es integrable si y solamente si P® es involutiva (véase por
ejemplo [7] y [10]), esto es [[pX, pY| = 0 para cualesquiera campos vectoriales
X,Y en la variedad. Asi, en nuestro caso, (Fg, F©,A®), fijando una base
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de Weyl, sean X, Xg, o, € II'\ (O) elementos basicos y P® y L° las dos
distribuciones determinadas por €, ¢® en qo. Tenemos

1°p°Xa,pX5] = 1°1((F9)* + )(Xa),((f@) +1)(Xp)]
191-(e9)% X, +Xa, (€9)? X5 + X4
= ((e )(6?)2 (8)? (6?) )lQ[XmXﬂ]
((e

0)2
acg)? - (66)2 (£5)° + D)(eg p)*[Xa, X5].

De lo anterior concluimos:

Teorema 20. Una condicion necesaria y suficiente para que la distribucion
P® sea integrable es que en qe no ezistan triplas de tipo {2,1,0}. En el caso
F(n) esta condicion dice que el digrafo asociado a F omite el subdigrafo (2)
en la Figura 1.

Proof. Como vimos antes, P es integrable si y solamente si
1O1p° Xa, 7 X5] = ((e0)*(e5)* — (e0)* — (€§)* + 1)(ea1p)* = 0,

asi que P no es integrable en los casos en que ((¢9)? (€5 ) —(e9)2 - (8?)2 +

)#Oy(a_m) # 0, o sea, en los casos en que €9

Queda asi demostrado el teorema. O

0y6a+ﬁ—:|:1

Ahora bien, L® es integrable si y solamente si p®[I®X,, 19X 3] = 0 con
0,8 €T\ (B); pero
pPlI®Xa,19Xs) = ((F )QJ )[—gff)QXaa—(fg)QXﬁ]
= (9)°(e ) (F2)7 + 1)[Xa, Xg]
= Map(ed)?(€5)(1 = (691 5))) Xats-

De aqui tenemos el siguiente teorema:

Teorema 21. Una condicion necesaria y suficiente para que la distribucion
L® sea integrable es que en qo no evistan triplas de tipo {1,2,0}, o {1,1,1}.
En el caso F(n) esta condicion es equivalente a que el digrafo asociado a F
omita los subdigrafos (3), (4), (5) en la Figura 1.

Proof. Vimos que L® es integrable si y solamente si

(59)2(58)2(1 — (9 4 5)2) = 0; asi, los tGnicos casos cuando L® no es integrable
son cuando (e 8)2( 9)2 #0 y 1—(e S+ﬁ)2 # 0. Por esto L® no es integrable
si z-: = +1, z-:ﬂ ==ly 5 g = = 0, lo que corresponde al tipo de triplas y
subdlgrafos mencionados en el teorema. O

Teorema 22. Una condicion necesaria y suficiente para que la f-estructura
invariante F© definida sobre Fg sea parcialmente integrable es que no existan
en qo triplas de tipo {0,3,0}, {1,2,0} y {1,1,1}. En F(n) esta condicion
equivale a la no existencia de subdigrafos de tipo (3), (4), (5) e (6) en la
Figura 1.
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Proof. Usando la definicién de tensor de Nijenhuis dada en la Seccién 7.2, las
propiedades de los operadores F© y [© dadas en (12) y el teorema 8, tenemos
para X,,Xg € qg:

N(I9X,,19X3) = [FPI9X,,FOI9Xg] — FO[FOI9X,,1°Xs]+
~FO®X,, FOPI9X5] — P19 X,,1° Xg]
= [FOX., FOXp| — FO[FOX,,19Xp]
~FO®X,, FOXg] — 19119 X,,1° X 4]
= —cqegXa, Xp] — FO(ieg (€5)*[Xa, Xp])—
i(e9)?e3 FOXa, Xg] —i(eQefed, 5)1°[Xa, Xp)-

Luego,
N(®°X,,1°Xg) = age(g(—l - £§€S+ﬁ - ESESW + ESEE(ESJFﬁ)Q)[Xa,Xﬁ].

Asi, los tnicos casos en que F© no es parcialmente integrable son cuando
ESE? #0y (-1+ agfi&ﬁ + ESESJrﬁ - 525?(€S+ﬁ)2) # 0. De lo anterior
tenemos que 585(3 = 41, y en ambos casos 58 o debe ser cero, produciendo
asf las triplas y las configuraciones de los digrafos mencionadas. O

Ahora, utilizando las ecuaciones (24) y (25) tenemos el siguiente teorema:

Teorema 23. Sea F© una f-estructura invariante definida sobre Fg, con LO
y P® integrables. Una condicidn necesaria y suficiente para que F© tenga
sus componentes locales independientes de las coordenadas es que no eristan
en qo triplas de tipo {2,1,0}, {1,2,0} y {1,1,1}. En F(n) esta condicion
equivale a la no ezistencia de subdigrafos de tipo (2), (3), (4) y (5) en la
Figura 1.

Proof. Por el teorema 11, las componentes locales de F© son independientes
de las coordenadas si N(IX,pY) =0y

N(I®Xa,p®X5) = [FOI9X,, FOpOXp] — FO[FOI® Xy, p® X+
—FOlI®X,, FOp®Xp) — 1°[1° X4, p© X 4]
= _f®[f6X017p@X,3] _l®[l®XOt7p®X,3]
= —FO[FOX,,(F°)2Xp] — FO[FOX,, Xpl+
—1®[19 X4, (FO)2X5] — 19[19 X4, X 5]
= —FO(=ieg (e§)*[Xa, X)) — FO(ieg [Xa, Xg])+
(FO)((ed)*(€5)?[Xa, X5]) — 19(eQ[Xa, X))

y asi N(19X,,p® X3) = egngrﬁ(l - (5(3)2 —i—eS(E?)szSJrﬁ - egngrﬁ)[Xa, Xg].
Luego las componentes locales dependen del sistema de coordenadas en los

casos en que ESESJrﬁ #0y1—(c98)?2 + ES(ES)QESJrﬁ - ESESJrﬁ # 0, esto
es, cuando ESES s =1y ag = 0, produciendo las triplas y los digrafos

mencionados en el teorema. O
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Llegamos, pues, al Teorema 24, que como ya lo dijimos al final de la intro-
duccién, extiende el Teorema dado por Burstall [3] para estructuras cuasicom-
plejas invariantes, en el cual él muestra que una estructura cuasicompleja es
integrable si y solamente si el torneo asociado es isomorfo al torneo candnico,
o sea, no contiene triciclos (triplas de tipo {0,3,0}).

Teorema 24. Una f-estructura invariante F© definida sobre Fg es integrable
si y solamente si no existen en qeo triplas del tipo {0,3,0}, {2,1,0}, {1,1,1}
y {1,2,0}. En F(n) esta condicion equivale a la no existencia de subdigrafos
de tipo (2), (3), (4), (5) v (6) en la figura 1, esto es, el digrafo asociado a F
es isomorfo al digrafo nulo o a torneo candnico (ver por ejemplo [5]).

Proof. Inmediata aplicando en la Definicion 12 los Teoremas 20, 21, 22 y 23.
O

Observamos también que la condicién de integrabilidad dada aqui es més
fuerte que la condicién Kahler. Por ejemplo, para F(3) las f—estructuras in-
variantes asociadas a los digrafos (4) y (5) son Kéhler pero no son integrables.
De igual forma, en F(4) las f-estructuras asociadas a los digrafos (23), (28) y
(35) son Kéhler pero no integrables. Una justificacién para la observacion an-
terior es que el paralelismo de F© garantiza que las distribuciones qg, do> q%
son integrables pero no garantiza la integrabilidad de F©. De hecho, si F©
es paralela, es decir si F© satisface

FOIX,Y] = VxFOV — Vy FOX, (28)

para cualesquiera X, Y, en particular para X,, Xg en la base de Weyl asociada
a q%, tenemos

FOXa, Xg) = Vx, FOX5 — Vx,FOX,.

Asi, si X, X5 estan en la misma distribucién tenemos FO[X,,, Xg] = ic§[Xa, X5].
Ahora, para que F© sea integrable se necesita que N(X,Y) = 0. Usando las
ecuaciones (14) y (28) tenemos

12N (Xa, X5) = (£9)*Vx. X5 — (£9)° Vi, X5 — (9 5)* [Xa X5,

El lado derecho no es nulo en general. Ahora bien, si F© es una estructura
cuasicompleja, es claro que N = 0.

Para finalizar, consideramos dos clases de f-estructuras caracterizadas en
[2] ¥ [13], las f-estructuras horizontales y las f-estructuras completamente no
transitivas caracterizadas en [15].

Definicion 25. [15] Decimos que una f-estructura invariante F es comple-
tamente no transitiva (abreviado CNT) si ella no posee triplas de raices de
tipo {0,1,2}.
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Lema 26. Toda f-estructura invariante CNT es (1,2)-admisible.

Definicion 27. [2| Una f—estructura invariante definida sobre F que satis-
face [q7,q7] C b serd llamada una f-estructura horizontal.

Teorema 28. Si F es horizontal entonces F es completamente no transitiva
(ver [15]), y por lo tanto (1,2)-admisible.

Proof. Es facil ver de la Definicion 27 que en g no pueden existir triplas
de tipo {0, 1,2}, luego F es completamente no transitiva, y por el Lema 26
(1,2)-admisible. O

Notese que no toda f-estructura completamente no transitiva es horizontal
(véase por ejemplo (5), (8),(25), (29) en la Figura 2).
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