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RESUMEN

El presente trabajo centra su atencion en las caracteristicas del razonamiento covariacional que
se presentan en estudiantes de un grupo de quinto grado de la educacion basica colombiana,
Institucion Educativa Juan Maria Céspedes, 1.E.JMC, del municipio de Tulug, Valle del Cauca.
Para ello se tuvo como marco conceptual al estudio realizado por Carlson, Jacobs, Coe, Larsen y
Hsu (2003), en el cual se brinda una caracterizacion de este tipo de razonamiento. Con esta
intencion se disefio una situacion de variacion y cambio mediada por el software Geogebra® la cual
se contextualiza en la historia de Julio Verne presentada en “La vuelta al mundo en 80 dias” (1872),
adaptados mediante un comic. La situacién, que esta configurada por 5 tareas, pone en juego la
presencia plausible de las 4 primeras acciones mentales del referente conceptual adoptado. Lo
anterior con el &nimo de aportar a la consolidacion del razonamiento covariacional en los
estudiantes objeto de estudio y con ello también a su pensamiento variacional dado el llamado que
el Ministerio de Educacion Nacional (MEN, 2006) en el cual propone su desarrollo desde los
primeros afios de escolaridad como elemento esencial en la construccion de pensamiento

matematico tanto en la educacion béasica y media.

Después de la implementacion de la situacion de aula se caracterizaron los comportamientos de
los estudiantes de acuerdo a los niveles de covariacion que iban evidenciando en el desarrollo de
las diferentes tareas, lo que permitio constatar que la totalidad de los estudiantes se movilizaron
las 2 primeras acciones mentales del referente conceptual adoptado pero no todos lograron dar
cuenta de la cuantificacion del cambio de las magnitudes involucradas. Los analisis realizados a
las respuestas ofrecidas por los estudiantes a las diferentes tareas propuestas permitieron algunas
conclusiones generales y reflexiones que se proponen para tenerse en cuenta en futuras

investigaciones.

Términos clave: razonamiento covariacional, variacion, covariacion, correlacion, Geogebra.

! Geogebra es un software matematico interactivo libre para la educacién en colegios y universidades. Su creador
Markus Hohenwarter, comenzo el proyecto en el afio 2001 en la Universidad de Salzburgo y lo continud en la
Universidad de Atlantic, Florida, luego en la Universidad Estatal de Florida y en la actualidad, en la Universidad de
Linz, Austria.


https://es.wikipedia.org/wiki/Universidad_Estatal_de_Florida

ABSTRACT

The present study focuses on the characteristics of covariational reasoning that are present in
students of a fifth grade group of Colombian basic education, Juan Maria Céspedes Educational
Institution, I.E.JMC, of the municipality of Tulug, Valle del Cauca. For this, the study was carried
out by Carlson, Jacobs, Coe, Larsen and Hsu (2003), in which a characterization of this type of
reasoning is provided. With this intention, a situation of variation and change mediated by
Geogebra software was designed, which is contextualized in the history of Jules VVerne presented
in "Around the world in 80 days" (1872), adapted by a comic. The situation, which is shaped by 5
tasks, puts into play the plausible presence of the first 4 mental actions of the conceptual referent
adopted. The above with the aim of contributing to the consolidation of covariational reasoning in
the students studied and with it also to their variational thinking given the call that the Ministry of
National Education (MEN, 2006) in which it proposes its development from the earliest Years of
schooling as an essential element in the construction of mathematical thinking in both basic and

secondary education.

After the implementation of the classroom situation, students' behaviors were characterized
according to the levels of covariation that were evidenced in the development of the different tasks,
which allowed to verify that all the students mobilized the first 2 actions Mental aspects of the
conceptual reference adopted but not all managed to account for the quantification of the change
in the magnitudes involved. The analyzes made to the answers offered by the students to the
different tasks proposed allowed some general conclusions and reflections that are proposed to be

taken into account in future investigations.

Key terms: Covariate reasoning, variation, covariation, correlation, Geogebra.



INTRODUCCION

Desde finales de la década de los noventa, a partir de los Lineamientos Curriculares de
Matematicas (MEN, 1998), el desarrollo del pensamiento variacional se ha propuesto como uno
de los focos a trabajar en la ensefianza y aprendizaje de las matematicas escolares en Colombia,
posicionandose como uno de los pensamientos cuyo desarrollo no solamente debe favorecerse
desde los inicios de la actividad escolar sino también articularse con los otros modos de
pensamiento matematico (numérico, métrico, espacial y aleatorio) gracias a que centra su atencion
en la dinamicidad de fendmenos y, por tanto, en las magnitudes presentes en ellos. Este
reconocimiento ha hecho que buena parte de la investigacion nacional e internacional hayan

despertado su interés en este campo.

Sin embargo, en el contexto de la I.E.JMC, donde laboran los investigadores, se evidencia falta
de inclusion de tareas de variacion y cambio que puedan aportar al desarrollo del pensamiento
variacional; por lo general se deja su abordaje para grados posteriores, usualmente octavo y
noveno, donde el énfasis se pone en el tratamiento de expresiones de tipo algebraico, por lo

general, desvinculadas de los fendmenos de la naturaleza.

Dichos fenomenos deben ser tenidos en cuenta en la Escuela debido a que permiten ademas la
aparicion de las magnitudes como maneras de medir tales cambios, de tal forma que el pensamiento
variacional cobre su real importancia al permitir la comprension y andlisis de dichas situaciones.
Por tal motivo, este trabajo presenta una propuesta de aula que involucra una situacion de variacion
y cambio en torno al razonamiento covariacional, validada con estudiantes, con la intencion de
analizar y describir caracteristicas de este tipo de razonamiento. Para ello se desarrolla en 4

capitulos distribuidos de la siguiente manera:

En el primer capitulo se hace una descripcion del contexto institucional donde se caracteriza
la I.E.JMC donde se implemento la propuesta de aula; asimismo la delimitacion de la problemética
de estudio, en la cual se comparten las posiciones de diferentes autores en torno a la transicion de
la aritmética al algebra y como favorecer el desarrollo de pensamiento variacional mediante
situaciones del mundo real en las cuales éste cobre sentido. Ademas de lo anterior, se presentan

los objetivos orientadores de la propuesta, la justificacion donde se invita a dinamizar las



matematicas escolares movilizando el pensamiento variacional desde edades tempranas como una
de las formas de aproximacion a los que posteriormente sera el algebra, teniendo en cuenta tanto
las posturas del MEN como estudios de Kaput (1998), Godino y Font (2003) y Garriga (2011)
entre otros. Contiene ademas este capitulo algunas investigaciones y documentos tanto nacionales
como internacionales, desarrollados alrededor del pensamiento variacional y que fueron aportes

importantes para consolidar esta propuesta.

En el segundo capitulo se presentan como referentes contextual y conceptual, en su orden, los
documentos oficiales del MEN (1998, 2006) para fundamentar cémo se entiende el pensamiento
variacional en esta propuesta, seguidos del estudio realizado por Carlson et al., (2003) que permitio
determinar las caracteristicas del razonamiento covariacional en los estudiantes que enfrentaron la
situacion de variacion y cambio, previamente disefiada. Ademas, se hace referencia a los tipos de
andlisis de la covariacion en situaciones de proporcionalidad directa simple como lo son, el escalar
y el funcional, tomados de Vergnaud (1991) y Zapata (2006) para, finalmente, referirse al uso de
Geogebra como medio en la construccién de conocimiento matematico, esto fundamentado en el
estudio de Villa (2010).

En el tercer capitulo se desarrolla la propuesta metodol6gica que vertebro el trabajo. Es asi
como se presentan el disefio de la situacion, las 5 tareas que hacen parte de esta propuesta de aula
para analizar y describir las caracteristicas del razonamiento covariacional en estudiantes de quinto
grado y se describen los detalles de la implementacion de la situaciéon de variacion y cambio.
Posteriormente se exponen los analisis de resultados donde, en detalle, se evaluaron en las
respuestas de los estudiantes los diferentes comportamientos en torno al razonamiento

covariacional, fundamentados en el referente conceptual Carlson et al., (2003).

En el cuarto capitulo se presentan las conclusiones y reflexiones que tuvieron origen en los
resultados de la implementacion, contrastadas permanentemente con los objetivos propuestos al
inicio de la investigacion seguidas de la bibliografia en donde se retinen los diferentes referentes
tenidos en cuenta para fundamentar el disefio, implementacion y analisis de resultados de esta
propuesta; adicionalmente se encuentran los anexos los cuales contienen el comic con el cual se
adapta un aparte de la obra literaria “La vuelta al mundo en 80 dias”, escrita por Julio Verne en

1872 seguido de las tareas que componen esta propuesta de aula.



Capitulo 1: Contextualizacion y delimitacion del campo de estudio

En este capitulo se presentan los aspectos generales que dirigen el desarrollo de este trabajo, a
saber: la descripcion del contexto institucional en el cual se encuentra inserta la investigacion,
algunos antecedentes que aportan elementos importantes tanto para el disefio de la actividad de
aula que se realiza como para los analisis de los resultados fruto de su implementacién, la
problematica de interés que da origen a la propuesta, centrada en las dificultades encontradas
alrededor del desarrollo del pensamiento variacional desde los primeros afios de escolaridad y
como su falta de desarrollo dificulta la transicion de la aritmética al algebra, tanto desde una
perspectiva general como particular en la I.E.JMC de la ciudad de Tulua. A partir de lo anterior
se plantean entonces los objetivos que marcan el derrotero en la busqueda de soluciones a la
problematica encontrada, asi como algunos elementos que justifican la pertinencia de la presente
investigacion. Finalmente se presenta la justificacion en la cual se argumenta la importancia de
abordar el desarrollo del pensamiento variacional desde los primeros grados de escolaridad para

mejorar a largo plazo el aprendizaje de las matematicas.



1.1 Marco contextual

Este proyecto de investigacion en profundizacion se constituye como una propuesta que debe
impactar a la I.E.JMC, de la ciudad de Tulua, de manera efectiva y eficiente para el fortalecimiento
de los procesos de ensefianza y aprendizaje de las matematicas. Es por esta razén que se hace
necesario construir una contextualizacion a partir de la caracterizacion e identificacion de este
Establecimiento Educativo para lo cual se toma como referencia el Proyecto Educativo

Institucional - PEI.

La I.LE.JMC antes La Graciela (creada mediante el decreto 1843 de septiembre 5 de 2002) esta
geograficamente ubicada en la zona urbana al nor-occidente de la ciudad de Tulua, departamento
del Valle del cauca, distribuida en seis sedes (4 de basica primaria y 2 de secundaria, una de ellas
en media técnica), con sede principal sobre la calle 14 N° 15-00 Barrio la Campifia. Las demas

sedes abarcan los cinco barrios restantes, entre estratos 1y 2.

Esta Institucion Educativa del sector oficial, mixta y de calendario A, cuenta con cuatro
jornadas: mafana, tarde, Unica y sabatina, con los niveles de escolaridad: preescolar, educacion
basica (Primaria y Secundaria) y atendiendo una poblacién de 2683 estudiantes, desde preescolar
hasta grado undécimo, incluido el programa de educacién sabatino por ciclos. Los estudiantes
estan distribuidos en 80 grupos con el acompafiamiento de 92 docentes, 1 rectora y 5
coordinadores.

En la Tabla 1 se exponen las seis sedes que conforman la I.E.JMC, con la intencion de dar
cuenta de manera mas especifica su poblacion, organizacion por grupos y ubicacién, tal como

estadn mencionadas en el PEI.



Nombre de la sede

Direccion

Grados

Grupos

Sede Central

Carrera 15 Calle 14
esquina Barrio La
Campifa

Décimo y
Undécimo

10 grupos en jornada Unica (5
décimos y 5 undécimos).

Sede La Graciela

Carrera 252 No. 15-
00 Barrio La
Graciela

Sexto, Séptimo,
Octavo y Noveno.

23 grupos ( 6 sextos, 5
séptimos, 6 octavos, 6
novenos)

Programa sabatino.

Ciclo 3 (1 grupo), ciclo 4 (1
grupo), ciclo 5 (2 grupos)

Sede “John F.
Kennedy”

Carrera 23 No. 16-00
Barrio Maracaibo

Transicion a Quinto
de Educacién
Basica Primaria.

12 grupos jornada mafana y
tarde.

(2 transiciones, 2 primeros, 2
segundos, 2 terceros, 2
cuartos, 2 quintos).

Sede “Jorge Eliécer
Gaitan”

Calle 4B No. 18-15
Barrio Jorge Eliécer
Gaitan

Transicion a Quinto
de Basica Primaria.

12 grupos jornada mafiana y
tarde

(2 transiciones, 2 primeros, 2
segundos, 2 tercero, 2 cuarto,

2 quintos
13 grupos jornada mafiana y
Sede Transicion a Quinto tarde . -
o e s Carrera 23 No. 3A- - (1 aceleracién, 2 transiciones,
Monseror “Miguel 02 Barrio El Palmar de Educacion 2 primeros, 2 segundos, 2
Angel Ziniga” Bésica Primaria. ’ ’

terceros, 2 cuartos, 2
quintos).
6 grupos jornada mafiana
- . (1 transicion, 1 primero, 1
esquina Barrio La

g segundo, 1 tercero, 1 cuarto,
Quinta .

1 quinto).
Tabla 1. Distribucion poblacional de la I.E.JMC de Tulua

Carrera 21 Calle 15 | Transicion a Quinto
de Educacion

Bésica Primaria.

Sede “fray Martin de
Porres

Esta propuesta considera oportuno exponer las caracteristicas de las sedes que conforman la
Institucion ya que, como se nombra anteriormente, las cuatro sedes de primaria estan en diferentes
barrios y los estudiantes que se atienden en ellas convergen a las sedes de secundaria. Esta
organizacion fisica no es el unico cambio al que los estudiante provenientes de las sedes de basica
primaria se deben enfrentar. Ademas se ven en la tarea de conocer una nueva metodologia de
ensefianza, ya que en la primaria es un solo docente por grupo, mientras que en Basica secundaria
y Media técnica se enfrenta a docente por area. Es importante mencionar que estas tensiones
invitan a pensar la planeacion y el desarrollo de actividades de formacidn que tengan en cuenta
estas situaciones para asi atender a los estudiantes, no solo como participantes de un proceso de
ensefianza y aprendizaje de contenidos, sino también en su integralidad y desde todas sus

dimensiones (cognitivas, personales y sociales).



La I.LE.JMC cuenta con 3 especialidades técnicas con la finalidad de responder a la solicitud de

las mesas sectoriales, estas son presentadas a continuacion, tomadas del PEI:

Especialidades Subdivisién de las especialidades técnicas
) Técnico en Operacion de Eventos
Turismo _ _
Técnico en Operacion de Reservas
Gestion Ambiental Bachiller Técnico Manejo Ambiental
Salud y Seguridad en el Trabajo Bachiller Técnico en Seguridad Ocupacional

Tabla 2. Especialidades en la media técnica en la I.LE.JMC

En el marco del desarrollo de esta propuesta, se ha seleccionado la sede John F. Kennedy, JFK,
centrada en el grado 5-2, compuesto por 36 estudiantes, en edades entre 9 y 11 afios. Se encuentra
ubicada en el barrio Maracaibo (estrato 2), y tiene en su haber una sala de sistemas dotada con 29
computadores portatiles en buen estado, para una relacién aproximada de 1.24 estudiantes por
computador; estos equipos soportan el software educativo Geogebra, de manera agil, con la
finalidad de potenciar el pensamiento matematico. Aunque no cuenta con internet Wifi, si con un
espacio aprovechable en actividades que requieran del uso de equipos computacionales gracias al

mobiliario con el cual cuenta.

1.2 Antecedentes

A continuacion se relacionan y estudian algunas investigaciones y documentos que en las
Gltimas décadas han centrado su trabajo en el desarrollo de pensamiento variacional desde
primeros afios de la vida escolar hasta la educacién media, de tal manera que coinciden en algunos
puntos con el tema central de la presente investigacion, aportando desde diferentes angulos a la
algebrizacion del curriculo y la didactica algebraica. Para esto se reportan en su mayoria a nivel
nacional y otros internacionales. Dentro de la revision bibliografica realizada se han encontrado
abundantes y diferentes aportes realizados desde tesis de grado doctorales, de maestrias y revistas

especializadas en la didactica de las matematicas.

Aké (2014) se inquieta en el tipo de acciones formativas implementables en programas de
formacién inicial de maestros de primaria. Centra su investigacion en distinguir las practicas de

indole algebraico de las que no lo son, como forma alternativa de definir los rasgos caracteristicos



del razonamiento algebraico elemental. Para ello hace hincapié sobre la importancia de incluir
contenidos algebraicos desde el inicio de la vida escolar como elemento facilitador de la transicion
de la aritmética al algebra y del fortalecimiento de la actividad matematica. Asi mismo clarifica
la naturaleza del algebra escolar y lo trascendental que es la cualificacion del docente respecto al
entendimiento del algebra de una manera nueva para su posterior ensefianza; para ello investiga
sobre qué conocimientos, incluidas comprension y competencia, tienen los maestros acerca del
Razonamiento Algebraico Elemental. Asimismo, sobre qué tipo de acciones formativas se pueden
implementar en la formacion inicial de maestros de primaria para desarrollar en ellos dicho

razonamiento.

Dicha investigacion advirtio que los futuros maestros presentan dificultades en dos aspectos:
Epistémico (conocimientos comun, especializado y avanzado) e Instruccional (asociado a la
ensefianza), situacion manifiesta en propuestas de aprendizaje y argumentaciones escuetas de los

conocimientos de tipo algebraico involucrados.

Rivera (2013) en su investigacion aporta elementos conceptuales y procedimentales en torno al
inicio del algebra escolar mediante el analisis del disefio y posterior implementacién para grado
tercero de educacién basica primaria, involucrando la generalizacién de patrones numéricos a
partir de estructuras multiplicativas, movilizando asi contenidos matematicos que potencien el

desarrollo de pensamiento variacional desde la educacion bésica primaria.

Su investigacion pudo establecer que los estudiantes que reconocen con facilidad patrones de
tipo numérico, son agiles a la hora de encontrar la variacion, estableciéndose en los patrones

numéricos un elemento facilitador del desarrollo del pensamiento variacional desde la primaria.

Vergel (2014) en su tesis doctoral tuvo como propdsito identificar y estudiar las formas de
pensamiento algebraico temprano en alumnos de cuarto y quinto grados de educacion bésica
primaria. Para ello explora la generalizacion de patrones graficos y numéricos, incluyendo en este
proceso a los sentidos como parte integral de los alumnos.  En estos patrones tiene en cuenta
diferentes acciones de los estudiantes como lo son los deicticos, llegando a concluir que las

regularidades y los patrones son esenciales para el desarrollo de pensamiento algebraico.

En su propuesta destaca que los estudiantes deben reconocer las generalidades encontradas y

expresarlas de otras maneras como parte de su interaccion con ellas. Para ello aborda documentos
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curriculares propuestos por el Consejo Nacional de Profesores de Matematicas de Norteamérica
(NCTM) y los propuestos por el MEN resaltando la ubicacion del lgebra temprana y las opciones
de incluirla desde primeros afios de vida escolar. En dicha revision encuentra que el NTCM
recomienda desde la Educacién Basica Primaria el disefio e implementacién de actividades
orientadas a la busqueda de patrones, experiencias significativas con nimeros y sus propiedades

que faciliten el posterior abordaje y comprensién del algebra.

Su investigacion aporta conocimiento alrededor de habilidades de estudiantes de cuarto y quinto
grados cuando se enfrentan a problemas de generalizacion de patrones y las caracteristicas del
pensamiento algebraico en estudiantes jovenes, invitando a seguir reflexionando en torno a la
relacion dialéctica de los procesos de generalizacion algebraica y el pensamiento algebraico, con
el animo de enriquecer el curriculo con elementos didacticos y metodoldgicos, evidenciada en

diversas formas de abordaje de las matematicas en el aula de clase.

Santos (2008), con el animo de contribuir al desarrollo de pensamiento variacional en los
estudiantes de noveno grado de la Institucion Educativa Indigena Técnica Agropecuaria en
Sampués, Sucre, propone en su investigacion la implementacion de un proyecto pedagdgico que
involucre los estandares curriculares propuestos por el MEN. Es asi como disefia actividades
fundamentadas en situaciones cotidianas que involucran en concepto de Funcién Cuadratica como

elemento facilitador en el proceso ensefianza-aprendizaje.

Esta investigacion evidencié un incremento en la motivacion de los estudiantes cuando los
conceptos matematicos se asocian a resolucion de situaciones problema, siempre y cuando se haga
un disefio adecuado de las mismas, de manera que sirvan como puente en la construccién de
conceptos matematicos que, en el caso de la funcion cuadrética, permiti6 un progresiva
apropiacién del concepto acompafiado de un mejoramiento en la capacidad de representar y

analizar situaciones que favorecieron el desarrollo de pensamiento variacional.

Martinez (2013) en su investigacion disefid médulos didacticos e interactivos con la ayuda del
software Geogebra como alternativa para el mejoramiento del proceso Ensefianza-Aprendizaje, de
manera concreta en la apropiacion del concepto de Funcién. Dicho médulo didactico permitid
tabular, graficar, tratar de forma algebraica, diferentes funciones lineales con estudiantes de grado

noveno de Basica Secundaria.



Para medir la eficacia del proceso, disefid un instrumento de evaluacion para la valoracién del
proceso Ensefianza-Aprendizaje con la estrategia didactica propuesta, concluyendo que debe darse
mayor importancia a la ensefianza del concepto de Funcion, viendo ésta como representacion de
una ley de variaciéon. En este proceso, encontrdé ademas que Geogebra facilita la generacion de
Aprendizajes Significativos gracias al sinnimero de recursos interactivos que estan al alcance de

los docentes.

Cardona (2007) se propone en su investigacion explorar las habilidades de pensamiento
algebraico que desarrollan los alumnos de octavo grado de Educacion Bésica del Centro de
Investigacion e Innovacion Educativa de la Universidad Pedagogica Nacional Francisco Morazan
a través de la Resolucién de Problemas para determinar qué habilidades de Pensamiento

Algebraico logra desarrollar.

Este estudio determind que la resolucion de problemas permitio en los estudiantes la traduccion
del lenguaje verbal al lenguaje algebraico para con éste expresar relaciones numericas,
describiendo y generalizando patrones numericos pudiendo incluso construir sucesiones a partir

de una regla dada.

Rincon (2015) propuso una estrategia metodologica basada en la actividad Iddica para el
desarrollo de pensamiento variacional en estudiantes de Octavo grado de la Institucion Educativa
San Joaquin, municipio de Santa Maria, Huila, esto para dar respuesta a las necesidades
manifestadas en la falta de habilidades algebraicas en aspectos asociados a la factorizacidn, manejo
de expresiones algebraicas, productos notables y contenidos subyacentes a estos ejes tematicos
como el Minimo Comun Mudltiplo y el M&ximo Comun Divisor. Estas actividades Iudicas
consistieron en Juegos Précticos, Juegos Simbolicos, Juegos de Reglas.

Concluyd que los estudiantes tienen pre saberes valiosos que les permiten traducir del lenguaje
natural al algebraico. Sin embargo, persisten dificultades en el tratamiento de signos y la inclusion

de elementos matematicos que no han sido resignificados.

Tavera (2013) hizo una revision inicial de libros de texto de matematicas regionales, nacionales
e internacionales estudiando en detalle la apropiacién de los Estandares Basicos de Competencias
Estandares Béasicos de Competencias (MEN, 2006), los Lineamientos Curriculares (MEN, 1998)

presentes en sus contenidos, concretamente en el estudio de la variacion en la trigonometria plana,
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esto para libros de educacion media y universitarios. Fue asi como encontrd en estos escritos la
escasa presencia de actividades que aporten al desarrollo de pensamiento variacional y, en cambio,

con una marcada importancia en el tratamiento de simbolos y el proceso operativo.

Resalta en su investigacion la importancia de la visualizacion debido a su incidencia en la
generalizacidn y abstraccion de patrones, por lo cual propone el uso del Geogebra como alternativa
para la comprension de algunos de los contenidos de la trigonometria plana, gracias a los

fendmenos de cambio en €l expuestos.

Gomez (2015) en su tesis, dirigida por Rodolfo Vergel, muestra su interés en profundizar en el
analisis de producciones escritas y verbales realizadas por estudiantes de grado noveno cuando se
enfrentan a tareas que involucran el pensamiento variacional. Para tal fin, realiza una revision de

la literatura nacional e internacional sobre las caracteristicas de este pensamiento.

Poniendo el énfasis en el reconocimiento de qué es lo que cambia, cdmo cambia y cuanto
cambia, se realizé una adaptacion tres tareas seleccionadas de la literatura nacional en el contexto
de la variacion y el cambio. Por ello referencia la definicion de pensamiento variacional realizada
por la politica nacional en educacion matematica en los Lineamientos Curriculares (MEN, 1998)
y los Estandares Basicos de Competencias (MEN, 2006), seguida de una descripcion de la

evolucion del pensamiento variacional en la historia y haciendo una caracterizacion del mismo.

Continua con el estudio de la variacion desde el razonamiento covariacional, teniendo para este
altimo como principal referente el trabajo realizado por Carlson et al. (2003), concluyendo que
este marco conceptual permitié describir y analizar las caracteristicas del razonamiento
covariacional presentes en las producciones verbales y escritas. Concluye entonces que el uso de
tareas y las simulaciones permitieron un desarrollo del pensamiento variacional, sustentado en las

diferentes acciones mentales y niveles de razonamiento, propias del marco conceptual utilizado.

Villa y Vahos (2010) estudiaron como por medio de la interaccién de un colectivo de
investigadores con el software Geogebra, se generaron diversas estrategias en torno al desarrollo
de pensamiento variacional. Esta investigacion permitio la creacion de herramientas del software
para el estudio y la demostracion de algunas conjeturas alrededor de algunos conceptos

matematicos.
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Para tal fin, se fundamentaron en estudios previos de Borba y Villareal (2005), evidenciando
que el conocimiento matematico es el resultado de una construccion colectiva pensante, con la
ayuda de los medios para tal fin. Afirma tambien este estudio que la tecnologia debe ser vista en
interaccién con los seres humanos, de la cual finalmente dependeran las formas en las cuales el

conocimiento es producido.

Llama la atencion en esta investigacion, que el trabajo con Geogebra sugirio la igualdad entre
la funcion tasa de variacion y la derivada de funciones lineales y cuadraticas prescindiendo de la
nocién de limite; gracias a lo anterior se logro establecer una interpretacion dindmica de la tasa de

variacion.
El trabajo de Villa y Vahos (2010) afirma que:

En el disefio de situaciones se presentaron diferentes momentos que parecen involucrarse en el
desarrollo del pensamiento variacional a través del uso de un software como el Geogebra, a saber:
captacion y descripcion de una relacion, creacion de una estrategia, construccion de herramientas,
surgimiento de conjeturas, construccién de representaciones gréaficas y algebraicas de tales
relaciones, refutacion o demostracion formal de las conjeturas. (p. 525)

Molina (2006) indaga en el proceso Ensefianza-Aprendizaje en lo referente al signo igual y las
sentencias numéricas en el conjunto de los nimeros naturales y con las operaciones suma y
resta. Para esto se centro en la discusion de estrategias y respuestas que los alumnos al interior del
aula daban en la resolucion de igualdades numéricas abiertas y sentencias numéricas verdaderas o
falsas con fundamento en propiedades aritméticas, para después pasar a la creacion de sentencias

aritméticas verdaderas o falsas por parte de los alumnos.

Lo anterior le permitié conocer diferentes maneras como los estudiantes afrontan los retos
matematicos en el aula, los diferentes tipos de comprension los tipos de pensamiento empleados y
los aprendizajes obtenidos. Es por esto que aborda el uso y desarrollo de pensamiento relacional

en conjunto con los significados del signo igual que los estudiantes ponen de manifiesto.

Este estudio fue realizado con un grupo de alumnos cuyas edades oscilaron entre 8 y 9 afios
partiendo de la comprension operacional del signo igual, pasando por las dificultades encontradas

en el proceso y continuando con momentos posteriores a su comprension.

Henao (2012), tesis dirigida por Villa, Universidad Nacional seccional Medellin, evalta el nivel

de razonamiento covariacional conforme a la propuesta de Carlson (2003), en estudiantes de grado
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quinto de la Institucién Educativa Republica de Uruguay, donde las clases de matematicas

predominantes eran de tipo expositivo.

Para este estudio se recurrio a las regletas de Cuisenaire con la intencionalidad de mostrar que,
aungue sean un material estatico, pueden ser mediadoras en el trabajo variacional por medio del
reconocimiento de sus longitudes, las comparaciones y la construccion de relaciones, esto con el
acompafiamiento de preguntas que inviten a la realizacion de conjeturas que permitan la deteccion

de secuencias, patrones o regularidades que aparezcan de manera constante.

Se encuentra como punto en comudn entre los diferentes investigadores en Educacion
Matematica, fuera y dentro del pais, que debe aportarse al curriculo, atendiendo la invitacion del
MEN a no hacer la ensefianza del algebra exclusiva de un grado en particular. Es asi como estas
investigaciones reportadas dejan ver la importancia de contribuir el desarrollo del pensamiento
variacional desde los primeros afios de vida escolar, no limitando éste al tratamiento de expresiones

matematicas y/o simbolos, sino en la basqueda de nuevas formas de llevar las matematicas al aula.

En este sentido, Geogebra permite establecer conexiones entre los diferentes sistemas de
representacion graficos, numéricos, tabulares y simbolicos de maneras muy enriquecedoras para
la construccion del conocimiento matematico, de manera particular para el pensamiento
variacional gracias a la dinamicidad que puede explorarse en este software cuando se proponen a

los estudiantes situaciones de variacion y cambio.

1.3 Delimitacién de la problematica de estudio

En el campo de la educacién matematica ha venido siendo objeto de estudio en las ultimas
décadas la ensefianza y el aprendizaje del algebra. Es asi como se encuentran diversas
investigaciones realizadas por Kieran y Yague (1989), Kaput (1998), Cantoral (2001), Vasco
(2006), Valoyes y Malagén (2006), Castro Molina (2007), Villa y Vahos (2010), Socas (2011),
Godino (2012), Aké (2014), Gomez, Orozco, Realpe, Benavides, Navarro, Guacaneme (2012) y
Vergel (2014), entre otros, que expresan diferentes obstaculos encontrados en el algebra como
objeto de ensefianza y donde entran en juego tanto profesores como estudiantes. Muchas de estas

investigaciones hacen foco en la transicidn de la aritmética al algebra, donde si bien hay un cimulo
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de obstaculos y errores, también se encuentran grandes oportunidades de potenciar el aprendizaje

de esta ultima.

Kieran (1989, 1992), citado por Godino (2012) afirma que las dificultades en la ensefianza y
aprendizaje del algebra estan asociadas con los acentos puestos en el significado de las letras y el
cambio de convenciones entre la aritmética y el algebra donde se pone lo sintactico por encima de
lo semantico, quedando el algebra restringida al lenguaje simbolico y a la resolucion de ecuaciones,
priorizando en la obtencion de un resultado numérico y descuidando en ocasiones sus aspectos
conceptuales y conexiones con otras areas del conocimiento. En este sentido, Garcia (2013) hace
referencia a que la matematica escolar se hace de una manera masiva, descontextualizada y
algoritmizada, situacion que no necesariamente esta ligada al desarrollo de pensamiento
matematico. Asi mismo, Cantoral (2001) afirma que en la ensefianza de las matematicas no se
tienen en cuenta elementos como la motivacion, la imaginacion, la afectividad, el lenguaje y la

capacidad de representacion.

La ensefianza de las matematicas desde lo fundamentalmente operacional, conocida por la
comunidad académica como aritmética generalizada es caracterizada por Valoyes y Malagéon
(2006) como una manera de continuar la aritmética donde la funcién de la férmula algebraica se
limita a la realizacion de un célculo dejando de lado la representacion de objetos
matematicos. Junto a lo anterior, las situaciones planteadas a los estudiantes estan pensadas

Unicamente para el campo numérico, generandose distanciamiento con dichos objetos.

En este sentido, ha habido de manera recurrente un interés especial en el tratamiento de
simbolos sin un sentido claro para los estudiantes quienes terminan manipulando de la misma
forma a los objetos algebraicos que aparecerdn mas adelante. En este aspecto, la concepcion
unidireccional del signo igual en la béasica primaria tiende a continuarse en el trabajo con
ecuaciones dentro del algebra, donde permanece la tendencia a buscar un resultado, por lo general

al lado derecho de la ecuacion.

La manipulacién mecénica de simbolos tanto para la aritmética como para el algebra, podria
contribuir a lo encontrado por Doorman y Gravemeijer (citado por Villa, 2010), quienes afirman

que un gran numero de dificultades que presentan los estudiantes en los cursos de célculo tienen
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sus genesis en la escasa familiarizacion con la construccion de modelos, propdsitos, convenciones,

formas de representacion en las situaciones representadas y problemas a resolver.

La experiencia docente en la 1.E.JMC muestra como tradicionalmente el estudio del algebra se
deja para unos afios en particular, por lo general para grado octavo, trabajandose muy poco el
desarrollo de pensamiento variacional debido a que en primaria la ensefianza se centra en la
aritmética, en el aprendizaje de los algoritmos, operaciones basicas y propiedades y construccion
del concepto de nimero y donde, por lo general, la experiencia del docente de educacién bésica
primaria con el algebra se limita a aquella que tuvieron como estudiantes de la educacion bésica
secundaria y media. En este sentido, Aké (2014) afirma que los docentes de primaria han
conceptualizado el algebra como un conjunto de elementos para factorizar, simplificar
expresiones, resolver ecuaciones, entre otros usos, sin una apropiacion de un sentido y significado
méas amplio, lo cual les propone grandes dificultades para movilizar formas asociadas al
pensamiento algebraico desde edades tempranas. Esta mecanizacion podria generar que continten
siendo centro de atencion las técnicas de despeje de una variable y el tratamiento de expresiones
dentro del sistema de representacion simbolico-algebraico. De esta manera se desconoce el papel
fundamental del algebra como actividad de modelacion de fenémenos de variacion y cambio.

El MEN, mediante los Lineamientos Curriculares (MEN, 1998) propone el inicio del desarrollo
del pensamiento variacional como un logro para alcanzar en la educacion basica primaria, desde
los primeros grados de escolaridad, lo que implica, entre otras cuestiones, dejar de lado la
ensefianza por contenidos para pasar a una matematica escolar que permita analizar, organizar y
modelar matematicamente situaciones de variacion y cambio en diversos contextos, lo cual permita
que el estudiante vaya construyendo poco a poco una vision amplia de la variacion y de la idea de

variable como una forma de representar dicha variacion.

En sintonia con el MEN al proponer el desarrollo del pensamiento variacional desde los
primeros afios de escolaridad, las pruebas externas que presentan los estudiantes colombianos
apuntan a evaluar sus desemperios, entre otros aspectos, en este asunto. Lo anterior se logra
apreciar en cierto modo en la Tabla 3, en donde se presentan las 11 primeras preguntas de indole

numérico variacional que se propusieron en las pruebas Saber 5 del afio 2014.
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POSICION | COMPONENTE | COMPETENCIA AFIRMACION CLAVE
] Identificar y justificar relaciones

1 GEOMETRICO RAZONAMIENTO | de semejanzay congruencia D
entre figuras.

Resolver problemas que

2 ALEATORIO RESOLUCION requieren representar datos D
relativos al entorno usando
diferentes representaciones
Reconocer significados del

- mundo en diferentes contextos
NUMERICO- - e

3 VARIACIONAL COMUNICACION (med|C|on,_,conteo,_ o B
comparacion, codificacion,
localizacién, entre otros)

Resolver y formular
NUMERICO- - problemas aditivos de

4 VARIACIONAL RESOLUCION transformacion, comparacion, A

combinacion e igualacién
) Construir y descomponer figuras

5 GEOMETRICO RAZONAMIENTO | planasy sélidos a partir de A
condiciones dadas

6 ALEATORIO COMUNICACION | Clasificary organizar la A
presentacion de datos

- Describir e interpretar
NUMERICO- 4 . .

7 VARIACIONAL COMUNICACION p(opledades y relamones de los D
ndmeros y sus operaciones
Resolver y formular

NUMERICO- - problemas de

8 VARIACIONAL RESOLUCION proporcionalidad directa e D
inversa
Reconocer significados del

- mundo en diferentes contextos
NUMERICO- 4 .,

9 VARIACIONAL COMUNICACION (med|C|on,_ f:onteo,_ o B
comparacién, codificacion,
localizacion, entre otros)

10 ALEATORIO | RAZONAMIENTO | Somparar datos presentados en B
diferentes representaciones
Justificar el valor posicional

NUMERICO- en el sistema de numeracion

1 VARIACIONAL RAZONAMIENTO decimal en relacién con el c

conteo recurrente de unidades

Tabla 3.Componente por tipo de pensamiento matematico, prueba saber 5, afio 2014

Notese en la Tabla 3 como 6 de las 11 primeras preguntas (negrillas puestas por los
investigadores) evaltian el componente numeérico variacional. Esto muestra de manera evidente
que es el pensamiento variacional debe promoverse desde la educacién basica primaria, por lo que
en la planeacion de clase de los maestros se deben incluir intervenciones que permitan su

desarrollo.
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Aunque esta propuesta de investigacién no tiene como finalidad el mejoramiento en los
resultados de las pruebas saber, se considera que favorecer el desarrollo de pensamiento
variacional podria repercutir positivamente en los resultados en pruebas externas. Para ello se
considera importante intervenir buscando alternativas que favorezcan el aprendizaje de las
matematicas, no solo desde lo curricular, sino también desde la practica misma, involucrando la

tecnologia desarrollada para tales fines.

En este sentido, el MEN propone incorporar las nuevas tecnologias en el curriculo de
matematicas en la Escuela como parte de una nueva cultura informéatica y reconociendo su
potencial formativo. Es asi como Vasco (2003) afirma que las reinterpretaciones dinamicas de
representaciones graficas y tabulares por medio de pantallas computacionales, es una de las
maneras como puede desarrollarse el pensamiento variacional. Esto implica entonces, cambios
metodoldgicos que, a diferencia de estilos tradicionales, permitan una interaccion directa de los

estudiantes con las herramientas tecnoldgicas.

Desde esta perspectiva, este trabajo tiene la intencion de dar respuesta a la invitacion del MEN
y ser activa y propositiva mediante una propuesta metodoldgica consistente en el disefio de una
situacion de aprendizaje aprovechando los desarrollos en las maneras como los estudiantes
aprenden las matematicas como es el caso de tecnologias computacionales como el software
Geogebra, de tal forma que pueda servir como puente desde la aritmética hacia la actividad

algebraica.

Para Cantoral (2013):

La ensefianza no recurre a las estrategias de visualizacion como una actividad con verdadero
“status matematico” y los conceptos se manejan de una manera mas bien formal. El conocimiento
matematico, entonces, se presenta en forma abstracta, sin base empirica, lo que produce en los
alumnos una serie de dificultades que inhiben el aprendizaje. (p. 17)

Adicionalmente, afirma:
La expresion cambio se entiende como una modificacion de estado, en tanto que el vocablo
variacioén la entendemos como cuantificacidon de dicho cambio. No obstante, la construccion del

concepto de variacion es un proceso dificil y lento, pues requiere la integracion de distintos
campos simbélicos, numéricos, algebraicos, analiticos, visuales, graficos y geométricos. (p. 45)
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Conforme a lo anterior, la visualizacién podria ser un elemento potente a la hora de dotar de
sentido y significado a las diferentes situaciones matematicas propuestas en el aula, permitiendo
un dialogo del estudiante con las representaciones visuales que las herramientas tecnologicas

permiten representar y comunicar la variacion, uno de ellos, el grafico.

Con la intencion de analizar el pensamiento variacional y, especificamente, como los
estudiantes enfrentan situaciones de variacion y cambio de tal manera que la prediccion sea una
herramienta para la construccién de conceptos matematicos, en este trabajo de investigacion se
busca identificar algunos rasgos del razonamiento covariacional que presentan un grupo especifico
de estudiantes de quinto grado de la educacion basica, para lo cual se genera una propuesta de aula
en la que interviene el software Geogebra de tal modo que el dinamismo en la situacién sea un

aspecto central. A partir de estas consideraciones surge la siguiente pregunta:

¢ Cudles son las caracteristicas del razonamiento covariacional que se presentan en un grupo
de estudiantes de quinto grado de la IE Juan Maria Céspedes de Tulua cuando enfrentan una

situacion de variacion y cambio mediada por Geogebra?

1.4 Objetivos

1.4.1 Objetivo general

Describir y analizar las caracteristicas de razonamiento covariacional que se presentan en un
grupo de estudiantes de quinto grado de la IE Juan Maria Céspedes de Tulua cuando enfrentan una

situacion de variacion y cambio mediada por Geogebra.

1.4.2 Objetivos especificos

e Documentar desde los referentes curricular y didactico propuestas conceptuales y
metodoldgicas para el desarrollo de razonamiento covariacional desde los primeros grados
de escolaridad.

e Articular los referentes estudiados, en el disefio de una situacién que tome en consideracién
la variacion y el cambio para estudiantes de quinto grado de la Institucion Juan Maria

Céspedes de la ciudad de Tulua.
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e ldentificar algunas caracteristicas asociadas al razonamiento covariacional que se
presentan en un grupo de estudiantes de quinto grado de la I.E.JMC cuando enfrentan una

situacion mediada por Geogebra que implique el estudio de la variacion y el cambio.

1.5 Justificacion

De acuerdo con los Lineamientos Curriculares de Matematicas (MEN, 1998) y los Estandares
Basicos de Competencias en Matematicas (MEN, 2006), la formacion matematica escolar debe
otorgarle a los estudiantes herramientas fundamentales para la comprension de mundo en el cual
se encuentran. Es por ello que la formacion en esta area de conocimiento debe involucrar
decididamente la apropiacion de conceptos y habilidades matemaéticas que, junto con la
maduracion del lenguaje propiamente matematico, redunden en la resolucion y planteamiento de
problemas en diferentes contextos, el razonamiento, la modelacion, comunicacion, entre otros; de
tal modo que paulatinamente se vaya madurando las formas en cdmo los estudiantes van actuando

y entendiendo el mundo que los rodea.

Desde esta perspectiva, el MEN (1998, 2006) invita a dinamizar el ejercicio docente hacia el
desarrollo de formas de pensar matematicamente, para lo cual es necesario avanzar en el desarrollo
de los pensamientos numérico, métrico, espacial, aleatorio y variacional, siendo este Gltimo
transversal a los demas, pues el estudio de fendmenos de variacion y cambio, fundamental para el
desarrollo de este pensamiento, se puede abordar, tal y como lo sefiala VVasco (2006), en relacion

mutua con cualquiera de los otros cuatro pensamientos.

Sin embargo, esta articulacion entre el pensamiento variacional y los demas modos de
pensamientos matematicos es, con gran frecuencia, un escenario poco explorado por los maestros,
incluso, su mismo desarrollo es relegado del trabajo de aula en los primeros grados de escolaridad,
puesto que por lo general su estudio suele ser considerado en los cursos finales de la Educacién
Bésica (finales de séptimo grado e inicios de octavo grado); tal situacion puede deberse quiza a la
falta de formacion de los docentes de la educacion basica primaria que los faculte con elementos
para promover este pensamiento desde los primeros ciclos de escolaridad, o por las condiciones
propias del curriculo escolar. Desde esta perspectiva cobra sentido el llamado que Kaput (1998)
hace para trabajar en el desarrollo del razonamiento algebraico elemental desde niveles iniciales

en la escuela, para, de esta manera, construir alternativas diversas de aproximarse paulatinamente
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al aprendizaje con sentido del tratamiento algebraico y el célculo diferencial en la educacion

basica secundaria y media.

Diversos investigadores en educacién matematica han acentuado en la importancia del
desarrollo de pensamiento variacional y sistemas algebraicos desde primeros estadios de la
educacion basica. Entre ellos Godino y Font (2003) son claros en que no se trata de implementar
el algebra desde la educacion basica primaria pero si de favorecer el desarrollo de pensamiento
algebraico. Por su parte, Garriga (2011) presupone que la ensefianza del algebra alcanza notables
rendimientos de conocimiento de tipo procedimental, seguramente porque es al que mas tiempo se
le dedica en la escuela. De alli la importancia de incursionar en el plano del Pensamiento

Variacional, mas alla del adiestramiento en la manipulacion sintactica.

Es por esta razon que desde los primeros afios de escolaridad hay que trabajar en el desarrollo
de modos de pensar y actuar conforme a las situaciones del mundo real donde predomina la
dinamicidad, en las cuales el pensamiento variacional comienza a cobrar sentido. Esto implica
centrar la atencion en la variacion y el cambio en contextos de diferente indole, como las ciencias
naturales, la experimentacion, las ciencias sociales y las mateméticas. En estas Gltimas, se
encuentra una estrecha relacion con los otros pensamientos como el métrico, el numérico, el

estocastico y el espacial, todos ellos dando herramientas para la cuantificacion de la variacion.
Respecto a la variacion, los Lineamientos Curriculares en Matematicas (MEN, 1998) sugieren:

El estudio de la variacion puede ser iniciado pronto en el curriculo de matematicas. El significado
y sentido acerca de la variacion puede establecerse a partir de las situaciones problematicas cuyos
escenarios sean los referidos a fendmenos de cambio y variacion de la vida practica (...) (p. 73)

Debido a que este es un trabajo que no recoge frutos de manera espontanea, debe hacerse de
una manera procesual donde el docente genere escenarios en los cuales el estudiante pueda pensar
dichas situaciones, de tal forma que surja la necesidad de representar aquello que cambia. Por ello
la necesidad de generar propuestas de aula que centren su atencion en el desarrollo de pensamiento
variacional desde la educacion primaria, algunas de ellas aprovechando los recursos tecnolégicos
con los que cuenta la Escuela, que le permita trabajar en esta nueva vision del trabajo algebraico
y asi generar actividades, situaciones, preguntas en funcién del pensamiento variacional que se

piensa desarrollar.
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En este proceso de creacion de nuevas formas de entender el mundo cambiante, en la basica
primaria se pueden madurar la variacion y la covariacion con la ayuda de los ambientes graficos
dindmicos que brinda la tecnologia actual por medio de software o calculadoras graficas que
facilitarian, para etapas posteriores de la vida escolar, los procesos de visualizacion, la dinamicidad
de los fendmenos para su estudio y la emergencia del sistema simbolico, para asi representar y
comunicar esas cantidades cambiantes, cobrando sentido el algebra y en ella, el pensamiento

algebraico.

En esta integracion de las Tecnologias de la Informacién y la Comunicacién (TIC) el maestro
debe hacer un esfuerzo de adaptacion importante al contexto actual donde interprete su nuevo rol
de facilitador del conocimiento por encima de la instruccién del mismo. Ello implica ver la
presencia permanente de la tecnologia como una oportunidad de aprender y ensefiar las

matematicas de forma novedosa, enlazando distintos modelos y representaciones matematicas.

Sin desconocer el alto valor formativo de la geometria de lapiz y papel, las nuevas tecnologias
con las que hoy cuenta la Escuela pueden ayudar a potenciar los diferentes tipos de pensamiento
matematico para lo cual el docente en su propuesta de ensefianza puede aprovechar un recurso
digital e interactivo como el software educativo Geogebra, que permitiria planear y desarrollar
actividades que resalten la importancia de los aspectos dindmicos de la matematica y el papel del
software en la reproduccién de esta dinamicidad. Por consiguiente, pueden estudiarse de nuevas
maneras los fenémenos de variacion y cambio y las relaciones variacionales existentes entre
diferentes objetos matematicos. Al respecto, Villa (2010) afirma:

Hemos observado en nuestras investigaciones coémo en el desarrollo del pensamiento variacional
se involucran procesos de experimentacion con software, a partir de los cuales, tanto estudiantes

como investigadores, visualizan, generalizan y abstraen relaciones y propiedades de los objetos
matematicos estudiados. (p. 3)

Por lo anterior, involucrar las nuevas tecnologias en el aula de clase puede contribuir la
apropiacién de conocimientos matematicos, que por su abstraccién, no son accesibles en el aula
tradicional; esta interaccion con la tecnologia permite desarrollar un didlogo del estudiante con el
Geogebra a través del lenguaje matematico, situacion que permite en el estudiante un dialogo

permanente con la variacion y el cambio.

20



Debido a que el Geogebra es un software orientado a la ensefianza y resolucién de problemas
matematicos mediante graficos interactivos, se posibilita el desarrollo del razonamiento
covariacional gracias a la dinamicidad brindada por los deslizadores, herramienta del software que
permite modificar los parametros de la variable independiente para ver de manera instantanea la
variacion generada en la variable dependiente. Estas variaciones simultdneas podrian repercutir
de manera positiva en el desarrollo del razonamiento covariacional apuntando a la construccién

del pensamiento variacional desde los primeros afios de la vida escolar.

Sin embargo, como la finalidad no es el uso del recurso en si mismo sino contribuir el
razonamiento covariacional, es importante, tal como lo dice Vasco (2003):
Que la actitud del docente no sea la del deslumbramiento y la exageracion, sino la de la
apropiacion laboriosa y creativa, la investigacion cognitiva, socio-afectiva y evaluativa seria y
permanente y la de la reserva critica que acompafie el entusiasmo y la diversion que permite el

uso de estas tecnologias, especialmente en el desarrollo de pensamiento variacional y de las
capacidades de modelacion matematica por parte de los estudiantes de todos los grados escolares.

(p. 13)

Teniendo en cuenta que la variacion es un componente esencial del pensamiento variacional,
potenciando la apropiacion de elementos conceptuales que lleven a la generalizacion y la
modelacion, este trabajo aprovecha la manipulacion y la visualizacion en un ambiente dindmico,
propios de Geogebra, para el desarrollo de pensamiento variacional mediante el ejercicio pensado
y reflexionado de la actividad docente. De esta manera se espera que los resultados arrojados por
esta propuesta de investigacion afecten el curriculo, dando mayor importancia al pensamiento

variacional desde primeros afios de la vida escolar.
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Capitulo 2: Referentes curricular y conceptual

Este capitulo se presenta el referente conceptual en el estudio del razonamiento covariacional
que sirve de soporte a esta situacion de variacién y cambio mediada por Geogebra. Se inicia con
una contextualizacion curricular, teniendo como referencia documentos del MEN y en relacion
con el pensamiento variacional abordado en los Lineamientos Curriculares en Matematicas (MEN,
1998) y los Estandares Basicos de Competencias (MEN, 2006). Seguidamente se referencia la
propuesta trabajada conjuntamente por Carlson et al.,(2003) donde se desarrolla lo que se entiende
como razonamiento covariacional y se propone un marco conceptual para describir las acciones
mentales que se ponen en juego en el estudio de eventos dinamicos. Finalmente, se expone el
papel de Geogebra en la modelacién de situaciones de variacion y cambio, para lo cual se toman
los aportes de Villa (2010) y Vitabar (2016).
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2.1 Referente Curricular

Al emprender esta propuesta de investigacion como una forma de contribuir al desarrollo
pensamiento matematico en los estudiantes desde el ambito escolar, se hace necesario presentar
los Lineamientos Curriculares de Matematicas (MEN, 1998) y los Estandares Basicos en
Competencias (MEN, 2006), a partir de su sentido pedagdgico, no solo como una propuesta del
MEN, sino como una referencia que fundamenta y da sentido a la practica del docente de

matematicas de la educacion bésica y media.

Dentro de la organizacion curricular, se hace necesario definir el concepto de Curriculo en el
ambito educativo. Para Rico (2014), el curriculo debe ser considerado como una herramienta
profesional que brinda estructura conceptual de naturaleza dinamica. En él se planifican las

propuestas educativas insertas en un contexto para su implementacion y permanente evaluacion.

La anterior definicion toma fuerza en los Lineamientos Curriculares de Matematicas (MEN,
1998), los cuales se presentan como un referente para orientar a las instituciones educativas en el
disefio y desarrollo curricular dentro de su PEI, reflexionando sobre la naturaleza del &rea y sus
implicaciones pedagogicas, asi como en nuevas formas de ver el conocimiento matematico escolar

y las diversas maneras de organizar el curriculo y la evaluacion.

La propuesta curricular presenta, en cuanto a la formacién matematica bésica, un énfasis en
potenciar el pensamiento matematico mediante la apropiacion conceptual asociada a ciertos
sistemas matematicos que apunten al desarrollo de diferentes tipos de pensamiento. En este
sentido, Sistema (MEN, 1998), corresponde a la riqueza conceptual acompafiando el desarrollo de
las matematicas, en las cuales el estudiante interactda con sistemas y no como conjuntos. Para ello
se deben ensefiar con un enfoque sistémico de las diferentes regiones de las matematicas como los
numeros, las medidas, la estadistica, la geometria y la ldgica y conjuntos. Estos sistemas son
fundamentalmente de tres tipos: simbdlicos (escribir, pintar, hablar), conceptuales (construido

mentalmente) y concretos (Vasco, 1985).

Se entendera el conocimiento matematico, conforme a la politica educativa nacional, como una

actividad social que brinda multiples respuestas a los diferentes intereses que emergen en el mundo
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cambiante, y en el cual su importancia se encuentra en el sentido al quehacer cotidiano donde las

matematicas sean una herramienta intelectual potente.

De esta manera, con la ayuda de un lenguaje comun, los diferentes contenidos matematicos de
la educacion basica y media fueron unificados como manera de contribuir a la ensefianza de las
matematicas en el aula y donde se evidencia la importancia de desarrollar el pensamiento
variacional a través de la identificacion de patrones para una posterior generalizacion, interés
presente en los Lineamientos Curriculares (MEN, 1998) y los Estandares Basicos de Competencias
(MEN, 2006), en particular, para grado quinto de Educacion Bésica Primaria, donde se desarrolla

esta propuesta.

2.1.1 El pensamiento variacional en los Lineamientos Curriculares de Matemaéticas

Los Lineamientos Curriculares de Matematicas consideran tres elementos organizadores del

curriculo:

e Los Conocimientos Basicos, entendidos como procesos que desarrollan el pensamiento
matematico y con sistemas propios de las matematicas, procesos especificos relacionados
con el desarrollo de los pensamientos numérico, espacial, métrico, aleatorio o
probabilistico y el variacional.

e Los Cinco Procesos Generales, asociados al aprendizaje, como son el razonamiento, la
resolucion y planteamiento de problemas, la comunicacion, la modelacion y la elaboracion,
comparacioén y ejercitacion de procedimientos.

e El Contexto, elemento del curriculo que esté relacionado con los ambientes que rodean al
estudiante y que le dan sentido a las matematicas que aprende. Comprende variables como
las condiciones sociales y culturales, tanto locales como internacionales, tipos de
interacciones, los intereses que se generan, las creencias, las condiciones concretas del
grupo social en que se concreta el acto educativo. Lo anterior, como elementos que deben

tenerse en cuenta en el disefio y posterior ejecucion de experiencias didacticas.
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Respecto a la organizacién del curriculo, este se propone por medio de procesos generales de
pensamiento cuyo desarrollo puede favorecerse desde la actividad matematica en la escuela con
los conocimientos basicos que sirven de soporte disciplinar para su desarrollo (MEN, 1998). De
esta manera los conocimientos basicos se presentan involucrando cinco tipos de pensamiento con

sus respectivos sistemas matematicos.

e Pensamiento Numérico y Sistemas Numéricos.
e Pensamiento Espacial y Sistemas Geométricos.
e Pensamiento Métrico y Sistemas de Medidas.
e Pensamiento Aleatorio y Sistemas de Datos.

e Pensamiento Variacional y Sistemas Algebraicos y Analiticos.

Los Lineamientos Curriculares colombianos, dentro del campo conceptual, posicionan el
pensamiento variacional teniendo en cuenta conceptos y procedimientos en contextos donde la
variacion es determinante. Lo anterior establece relaciones con elementos organizativos del
curriculo, fomentando el desarrollo de pensamiento variacional desde los primeros grados de

escolaridad cuando en los Lineamientos Curriculares en Matematicas (MEN, 1998) se afirma:

Proponer el inicio y desarrollo del pensamiento variacional como uno de los logros para alcanzar
en la educacion basica, presupone superar la ensefianza de contenidos matematicos fragmentados
y compartimentalizados, para ubicarse en el dominio de un campo conceptual, que involucra
conceptos y procedimientos interestructurados y vinculados que permitan analizar, organizar y
modelar matematicamente situaciones y problemas tanto de la actividad practica del hombre,
como de las ciencias y las propiamente matematicas donde la variacion se encuentre como sustrato
de ellas. (p. 49)

En este acercamiento inicial se hace un abordaje de los nlcleos conceptuales matematicos en
los que interviene la variacion, como son: El continuo numérico, la funciéon como dependencia y
modelos de funcion, las magnitudes, el algebra en su sentido simbélico y los modelos matematicos

de tipos de variacion.

De esta manera, el aprendizaje de las estructuras conceptuales del pensamiento variacional se

desarrolla en el tiempo de manera paulatina aumentando su nivel de complejidad donde, con
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nuevas situaciones problematicas, se pueda enriquecer lo aprendido hasta llegar a nuevas

conceptualizaciones de las matematicas.

Durante esta evolucion del pensamiento variacional van apareciendo los diferentes sistemas de
representacion como los enunciados verbales, las tablas, las graficas cartesianas y sagitales, las

representaciones pictdricas o iconicas hasta llegar a las formulas y expresiones analiticas.

Debido a que el desarrollo de pensamiento variacional es un proceso que se da en el tiempo de
manera lenta y compleja debe ser iniciado de manera temprana en el curriculo de las matematicas,
conforme a los Lineamientos, con la ayuda de escenarios donde aparezcan situaciones
problematicas que involucren fendmenos de variacion y cambio que se presenten en la

cotidianidad.

Respecto al inicio en el desarrollo de este pensamiento, la organizacion de la informacion en
tablas puede permitir la identificacion de patrones, y en ellos, de la variacion, permitiendo la
descripcién verbal de la relacion existente entre las dos cantidades. Esto debe llevarse a cabo con
los niveles de profundidad en la aritmética propios del nivel en que se estudia; la ayuda de
herramientas tecnoldgicas como software matematicos disefiados para tales fines o las calculadoras
numéricas, permitiran la visualizacion gréfica, lo que se hara solo para el primer cuadrante debido

al conjunto numeérico propio del grado escolar en el cual se desarrolla esta propuesta.

A continuacion se presenta la interaccion del pensamiento variacional con los demas tipos de

pensamiento matematico:
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Se relaciona con:

El Pensamiento

Numérico

El Pensamiento
Espacial

El Pensamiento
Meétrico

Porque por ejemplo:

Es una herramienta
para cuantificar la
variacion.

Las propiedades de
los nimeros y sus
operaciones junto
con otros hechos
numéricos son
situaciones
propicias para el
desarrollo del
pensamiento
variacional.

Porque por ejemplo:

El pensamiento
variacional permite
la descripcion y la
modelacion de
propiedades y
movimientos de
figuras, cuerpos y
fenémenos en el
plano y el espacio.

Porque por ejemplo:
Los problemas de
medicidn son
potentes
herramientas para la
modelacion de
fendmenos de
proporcionaldad.

Las relaciones de
variacion entre
perimetro y area son
contextos propicios
para el desarrollo
conceptual del
pensamiento
variacional

El Pensamiento

Aleatorio

Porque por ejemplo:
Las regularidades y
las tendencias de los
conjuntos de datos
son fenémenos
pertinentes para el
estudio de la
variacion.

La construccion y
uso de tablas
graficos circulares y
cartesianos, etc.,
favorecen la
visualizacién de
situaciones de
variacion.

llustracion 1. Relaciones del pensamiento variacional con los demas tipos de pensamiento matematico, tomado de Valoyes y
Malagén, (2006), p.118.

La figura anterior presenta las relaciones entre el pensamiento variacional y los demas tipos de
pensamiento, propuestos por los Lineamientos Curriculares (MEN, 1998). Se evidencia que el
desarrollo del pensamiento variacional desde la Basica Primaria, integrando los tipos de
pensamiento y procesos matematicos, tiene una movilizacion intencional que lo favorezca desde

diferentes contextos como el numérico, el métrico, el espacial y el aleatorio.

En ellos se le apuesta a la articulacion del quehacer matematico escolar, su ensefianza y cuales
procesos favorecen su aprendizaje. Ademas, cdmo vincular lo anterior con la cotidianidad y las
diferentes disciplinas y culturas teniendo la intencionalidad de que las matematicas escolares sean

socialmente Utiles.
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2.1.2 Estandares Basicos de Competencias

Este documento se articula intimamente con la propuesta curricular antes planteada en los
Lineamientos Curriculares pero ademas, incluyendo un marco metodoldgico que haga las veces
de soporte para propuestas curriculares del area de matematicas, con la inclusion de niveles de
calidad. Se reta al educador a ser creativo y conocedor de las realidades de sus estudiantes y un

disefiador de estrategias pedagdgicas apuntando hacia los siguientes procesos generales:

e Formular, plantear, transformar y resolver problemas,
e Utilizar diferentes registros de representacion,
e Argumentacion y justificacion y

e Dominar procedimientos y algoritmos matematicos

Lo anterior, posiblemente como una reformulacién de los procesos matematicos contemplados

en los Lineamientos Curriculares (MEN, 1998).

Este documento reafirma la trascendencia del pensamiento variacional en el estudio de la
variacion y el cambio involucrandola en diferentes contextos donde se analice cualitativa y
cuantitativamente en procesos de modelacidn, generalizacion de patrones y relaciones y resolucion

de problemas.

Es importante dentro de los estandares el estatus que recibe el pensamiento variacional,
situacion manifiesta en la relacion con los otros tipos de pensamiento matematico en torno a la
construccion del concepto de funcidn, en la cual el pensamiento numérico permite evaluar la

variacion y el cambio.

En este sentido, los sistemas algebraicos, propuestos en los estandares, llevan a ver el potencial
del algebra en la descripcion de la variacion y el cambio. Debido a que los sistemas de
representacion permiten destacar las particularidades de una situacion matematica, contribuyen a

la construccion y comprension del concepto de variacion.

Es asi como aparecen los patrones y las regularidades como herramientas conceptuales desde

el grado cuarto con el apoyo de herramientas didacticas que permitan al estudiante la apropiacién
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de fendbmenos de variacion y cambio, para de esta manera llegar o aproximarse a la prediccion de

situaciones.

En la propuesta de favorecer el desarrollo del pensamiento variacional desde la basica primaria,
los Estandares Basicos en Competencias (MEN, 2006), presentan la importancia de atender a una
propuesta de ensefianza que tenga en cuenta los grados de complejidad conceptual y la gradualidad
del aprendizaje de las matematicas. Es por esta razon que se aprovecha la oportunidad de atender
a la coherencia vertical, entendida como aquella relacion existente entre los estdndares del mismo
pensamiento para los diferentes conjuntos de grados, y a la coherencia horizontal que se refiere a

la relacion de los estandares en diferentes tipos de pensamientos para un mismo conjunto de grado.

Conforme a lo anterior esta investigacion pretende contribuir no solamente el aprendizaje de
las mateméticas para grado quinto sino posibilitar, gracias al desarrollo de pensamiento
variacional, aprendizajes posteriores relacionados con el algebra y los sistemas algebraicos,

conforme a las coherencias vertical y horizontal expuestas anteriormente.

Respecto a la propuesta de aula, disefiada para quinto grado de educacion basica primaria, se
contemplan tres estandares de pensamiento variacional y los sistemas algebraicos y analiticos
propios del ciclo cuarto a quinto, como punto de referencia para el disefio e implementacion de la

propuesta de aula. Estos estandares son:

e Describir e interpretar variaciones representadas en graficos.

e Predecir patrones de variacién en una secuencia numérica, geométrica o gréafica.

e Representar y relacionar patrones numéricos con tablas y reglas verbales.

Teniendo en cuenta que el aumento en la complejidad conceptual esta relacionado con el avance
en el recorrido escolar, tanto en los aspectos formales de la disciplina como en los procesos
generales de la actividad matematica, se presentan los estandares escogidos para el desarrollo de
esta propuesta, teniendo en cuenta las coherencias vertical y horizontal por medio del siguiente

esquema:
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De 8°a 9°. Identifico relaciones entre propiedades de las
graficas y propiedades de las ecuaciones algebraicas.

De 6° a 7°. Describo y represento situaciones de variacion
relacionando diferentes representaciones (diagramas,
expresiones verbales generalizadas y tablas).

Coherencia vertical

Pensamiento Numérico: Justifico regularidades y
— propiedades de los nimeros, sus relaciones y

operaciones.

Pensamiento Variacional y sistemas
algebraicos y analiticos Pensamiento Espacial y Sistemas Geométricos:
De 4° 3 5° ———  Utilizo sistemas de coordenadas para especificar

S L localizaciones y describir relaciones espaciales.
Describir e interpretar variaciones

representadas en graficos.
Predecir patrones de variacion en una

secuencia numérica, geométrica o
grafica.

Represento y relaciono patrones

Pensamiento Métrico y Sistemas de Medidas:
Justifico relaciones de dependencia del area y
volumen, respecto a las dimensiones de figuras y
solidos.

numéricos con tablas y reglas

verbales. Pensamiento Aleatorio y Sistemas de Datos:

Represento datos usando tablas y graficas
(pictogramas, graficas de barras, diagramas de
lineas, diagramas circulares).

Coherencia Horizontal

llustracion 2: Coherencias vertical y horizontal para los estandares seleccionados en el disefio e implementacion de la
situacion de aula.

Puede apreciarse en el anterior esquema que el pensamiento variacional, dentro de la
coherencia horizontal, se encuentra relacionado con otros pensamientos como el numérico, el
métrico, el espacial y aleatorio mediante el uso e interpretacion de tablas, en las cuales puede darse
la identificacion de patrones para asi favorecer inicio y posterior desarrollo del pensamiento

algebraico.
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Los estandares seleccionados aportan al disefio debido a que pueden representarse de manera
dindmica por medio del Geogebra, el cual podria ayudar a determinar como los estudiantes se
desenvuelven en situaciones de variacion y cambio, entrando en accion de manera simultanea las
tablas y los graficos. Lo anterior direccionado hacia la identificacién de patrones con la ayuda de
las tablas, para asi hacer una aproximacion a la construccién del concepto de funcién y dentro de

ella el de magnitud.

2.2 Referentes didacticos

2.2.1 Razonamiento covariacional

Con la intencion de identificar las caracteristicas del razonamiento covariacional que presentan
estudiantes de un grupo de grado quinto cuando se enfrentan a una situacion de variacion y cambio
mediada por Geogebra, se presenta el trabajo de Carlson et al.,(2003), donde dicho razonamiento
se aplica a la modelacion, desarrollando la nocidn de razonamiento covariacional; en él se propone
ademas un marco conceptual que describe las acciones mentales involucradas al aplicar dicho

razonamiento en eventos dindmicos.

Este trabajo presenta unas tareas enmarcadas en una situacion de covariacion que permitan
identificar los comportamientos? de los estudiantes cuando se enfrentan a actividades de
covariacion. Por tal motivo en necesario definir qué se entiende por razonamiento covariacional

desde el referente didactico de esta propuesta.

Carlson et al.,(2003) definen el razonamiento covariacional como “las actividades cognitivas
implicadas en la coordinacién de dos cantidades que varian mientras se atiende a las formas en
que cada una de ellas cambia con respecto a la otra”. En este referente se tienen en cuenta cinco
acciones mentales con sus comportamientos asociados y niveles de desarrollo del razonamiento

covariacional, en el cual se requiere de la construccion de imagenes® de dos variables, que para

2 Los comportamientos aqui mencionados, citados por Carlson et al., (2003) fueron identificados por Carlson
(1998) en un trabajo anterior realizado con estudiantes de pregrado cuando enfrentaban tareas de interpretacion y
representacién de funciones asociadas a situaciones dindmicas.

3 De acuerdo con Thompson (1994), citado por Carlson et al., (2003), una imagen madura de razén involucra lo
siguiente: la construccion de una imagen de cambio en alguna cantidad, la coordinacion de imagenes de dos cantidades
y la formacién de una imagen de la covariacion simultdnea de dos cantidades. En esta teoria, las imagenes de
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esta propuesta son el tiempo y la distancia recorrida en dicho tiempo, de manera que el estudiante
identifique los cambios simultdneos en ellas caminando hacia la construccién de una nueva

magnitud.

Para estudiar didacticamente el razonamiento covariacional e identificar sus caracteristicas en
los estudiantes que involucra esta propuesta, se tendra en cuenta el referente didactico, que propone
un marco conceptual asociados a acciones mentales y comportamientos en conjunto con los niveles
de razonamiento covariacional, para una situacion en particular de tipo covariacional.

A continuacion se presenta las acciones mentales inscritas en el marco de la covariacion y que
permiten la identificacion de las habilidades de los estudiantes en este tipo de razonamiento al

enfrentarse a la tarea propuesta.

2.2.1.1 Las acciones mentales dentro del marco conceptual de la covariacién

Como imé&genes de covariacion, proveen un medio para clasificar los comportamientos de los
estudiantes cuando se enfrentan a tareas de covariacion. El anlisis de este conjunto de acciones
mentales y comportamientos permite determinar la habilidad de razonamiento covariacional de un
estudiante para una tarea en particular. Para describir las acciones mentales y sus respectivos

comportamientos, se presenta la siguiente tabla:

Accion Descripcion de .
L Comportamientos
mental la accion mental
Coordinacion del valor Designacion de los ejes con indicaciones verbales de
AM1 de una variable con los coordinacion de las dos variables (e.g., y cambia con
cambios en la otra. cambios en x).

., . ., Construccion de una linea recta creciente.
Coordinacion de la direccion

AM?2 del cambio de una variable con Verbalizacion de la consciencia de la direccion del
los cambios en la otra variable. cambio del valor de salida mientras se consideran
los cambios en el valor de entrada.

Localizacion de puntos/construccion de rectas

Coordinacion de la cantidad de secantes.

AM3 cambio de una variable con los L o )
cambios en la otra variable. Verbalizacion de la consciencia de la cantidad de

cambio del valor de salida mientras se consideran
los cambios en el valor de entrada.

covariacion se consideran como algo que se desarrolla y tal desarrollo pasa de la coordinacién de dos cantidades a las
imagenes de la coordinacién continua de ambas cantidades para un lapso determinado.
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Coordinacién de larazénde
cambio promedio de la funcién

Construccion de rectas secantes contiguas para el
dominio.

Verbalizacion de la consciencia de la razon de

continuos en la variable
independiente para todo el
dominio de la funcién.

AM4 con los incrementos uniformes A !
del cambio en la variable de cambio del valor de salida (con respecto al valor de
entrada. entrada) mientras se consideran incrementos
uniformes del valor de entrada.
Coordinaciéon de larazon de Construcciéon de una curva suave con
cambio instantanea de la indicaciones claras de los cambios de concavidad.
AMS5 funcion con los cambios Verbalizacion de la consciencia de los cambios

instantaneos en la razon de cambio para todo el
dominio de la funcion (los puntos de inflexion y la
direccion de las concavidades son correctos).

Conforme a la tabla anterior, un estudiante se encuentra en un nivel determinado cuando

Tabla 4. Acciones mentales en la covariacion (Tomado de Carlson, et al., 2003, p. 128)

sustenta las acciones mentales asociadas a ese nivel, dando cuenta también de las anteriores en el

contexto de la tarea.

A partir de la Accion Mental 1 (AM1), donde se identifica de manera verbal lo que esta

cambiando, las acciones mentales van incrementando su nivel de complejidad hasta llegar a la

Accion Mental 5 (AM5), en la cual hay un reconocimiento de los cambios instantaneos

estableciendo cambios de concavidad y puntos de inflexidn, si los hay.

2.2.1.2 Niveles de razonamiento covariacional dentro del marco conceptual de la

covariacion.

Para describir la evolucién del razonamiento covariacional y clasificar a las acciones mentales

que se manifiestan en un estudiante frente a una tarea de caracter covariacional, Carlson et

al.,(2003) propone en su estudio los cinco niveles que se relacionan en la siguiente tabla:
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Niveles del razonamiento covariacional

El marco conceptual para la covariacion describe cinco niveles de desarrollo de las imégenes de la
covariacion. Estas iméagenes de covariacion se presentan en términos de las acciones mentales
sustentadas por cada imagen.

Nivel 1 (N1). Coordinacién

En el nivel de coordinacion, las imagenes de la covariacion pueden sustentar a la accién
mental de coordinar el cambio de una variable con cambios en la otra variable (AM1).

Nivel 2 (N2). Direccién

En el nivel de direccion, las imagenes de la covariacion pueden sustentar a las acciones
mentales de coordinar la direccion del cambio de una de las variables con cambios en la
otra. Las acciones mentales identificadas como AM1 y AM2 ambas son sustentas por
imagenes de N2.

Nivel 3 (N3). Coordinacién cuantitativa

En el nivel de la coordinacion cuantitativa, las imagenes de la covariacion pueden sustentar
a las acciones mentales de coordinar la cantidad de cambio en una variable con cambios en
la otra. Las acciones mentales identificadas como AM1, AM2 y AM3 son sustentadas por
las iméagenes de N3.

Nivel 4 (N4). Razon promedio

En el nivel de la razén promedio, las imagenes de covariacién pueden sustentar a las
acciones mentales de coordinar la razon de cambio promedio de una funcién con cambios
uniformes en los valores de entrada de la variable. La razon de cambio promedio se puede
descomponer para coordinar la cantidad de cambio de la variable resultante con los cambios
en la variable de entrada. Las acciones mentales identificadas como AM1 hasta AM4 son
sustentadas por imagenes de N4.

Nivel 5 (N5). Razon instantanea

En el nivel de la raz6n instantanea, las imagenes de covariacion pueden sustentar a las
acciones mentales de coordinar la razon de cambio instantanea de una funcién con cambios
continuos en la variable de entrada. Este nivel incluye una consciencia de que la razon de
cambio instantanea resulta de refinamientos més y mas pequefios en la razén de cambio
promedio. También incluye la consciencia de que el punto de inflexion es aquel en el que la
razén de cambio pasa de ser creciente a decreciente o al contrario. Las acciones mentales
identificadas como AM1 a AM5 son sustentadas por imagenes de N5.

Tabla 5. Niveles de Razonamiento Covariacional (Tomado del marco conceptual para los niveles de covariacién, Carlson, et
al., 2003, p.129)

Con la evolucidn de la imagen de covariacion, esta sustenta un razonamiento covariacional mas
sofisticado. Es asi como dentro de una tarea particular, si un estudiante se clasifica en el nivel 4
(N4) de razonamiento covariacional, esta en la capacidad de razonar en dicha accion mental, en
conjunto con los razonamientos de la AM1 a la AM3. Por consiguiente, el estudiante esta en la
capacidad de coordinar la razén de cambio promedio de una funcion con los cambios uniformes

en los valores de entrada de la variable.
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Sin embargo, el trabajo de Carlson et al.,(2003) pone de manifiesto que en el caso que un
estudiante esté comprometido con una accion mental en particular sin una evidencia que sustente
tal comportamiento asociado a dicha accion mental, tal comportamiento se considerard como
pseudo-analitico. Pudiéndose describir la accion mental que generé el comportamiento como

accion mental pseudo-analitica.

Dicha propuesta permite determinar las caracteristicas de razonamiento covariacional de los
estudiantes al enfrentar una situacion de covariacion, donde el reconocer que el valor de la
coordenada dependiente cambia con los cambios en el valor de la coordenada de la variable
independiente, pueden facilitar la transicion de la aritmética al algebra, favoreciendo a futuro la
comprension del concepto de funcion. De esta manera se atiende a la invitacion de aproximarse a
la funcidn desde estadios tempranos de la instrucciéon (Kaput, 1994) citado por Carlson et
al.,(2003).

2.2.1.3 Sobre la variacion

El concepto de variacién tiene una vinculaciébn muy estrecha con el término variacional,
entendiéndose a la variacion como la cuantificacion del cambio (Cantoral, Molina y Sanchez,
2005). Esto implica que el estudio de la variacion es tan trascendental que, al estar ligada a cuerpos

en movimiento y un sinnimero de situaciones cotidianas, dio origen al c&lculo diferencial.

En los Lineamientos Curriculares en Matematicas (MEN, 1998) se presenta a la variacion como
el sustrato para analizar, organizar y modelar matematicamente realidades propias del
comportamiento humano, las ciencias y las matematicas mismas. Esto indica que el estudio de la

variacion tiene la intencién de cuantificar los cambios por medio de cantidades y magnitudes.

Conforme a lo anteriormente expresado, la variacion se encuentra inmersa en escenarios
cotidianos y cientificos donde una misma cantidad varia. Es asi como los Lineamientos
Curriculares en Matematicas (MEN, 1998) sugieren que su estudio sea iniciado tempranamente
mediante situaciones problematicas referidas a fendmenos de variacién y cambio. En este aspecto,
los Lineamientos proponen el sistema de representacion tabular para, organizando en ellas la

variacion, dar inicio al desarrollo del pensamiento variacional.
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2.2.1.4 Sobre la covariacion y los tipos de andlisis para su estudio en situaciones de

proporcionalidad directa simple

Carlson et al.,(2003) para describir la covariacion, cita el trabajo de Saldanha y Thompson
(1998), quienes se refieren a la covariacion como “Mantener en la mente, de manera simultanea,
una imagen sostenida de dos valores de cantidades (magnitudes)” (p. 298). Esto implica, una
actividad mental en la cual se compromete la coordinacion de las dos cantidades, teniendo presente
que para cada valor de una cantidad, la otra cantidad también tiene un valor en cada instante. Sin
embargo, las imagenes de covariacion no son estéticas sino que dicha coordinacion de dos
cantidades evolucionan; en este sentido Saldanha y Thompson afirman que si bien en un inicio se
piensan en los valores de las cantidades por separado, posteriormente las imagenes de covariacion
tienden a permanecer de manera simultanea en el tiempo, presentes de las operaciones mentales

que realiza el estudiante.

Panorkou, Maloney (2015), establecen un marco referencial integrando situaciones
contextuales buscando una aproximacién a la ensefianza de las funciones, dando entrada a la
covariacion, centrando la atencion en el anélisis de como dos cantidades varian simultdneamente,

en donde los cambios de una cantidad afectan la otra cantidad.

En este sentido, para Zapata (2006) el andlisis de la covariacion debe incluirse en la relacion
entre multiplicacion y proporcionalidad e integrando el estudio de las magnitudes, de tal manera
que no se produzca una desvinculacion entre la proporcionalidad y las funciones; este hecho invita
a visualizar la relacion directa entre la multiplicacion y proporcionalidad directa simple, esto es,
los casos en los que la correlacion entre las magnitudes se relacionan mediante un modelo lineal,
como una forma de razonamiento matematico que tiene en cuenta la covariacion, en esta Gltima,

desarrollando la habilidad de almacenar y procesar mentalmente la informacion.

En el caso de la relacion entre dos magnitudes M1y M2, la cual se puede significar en el sistema
de representacion tabular, la multiplicacion de M1 por la constante de proporcionalidad
determinard, en este sistema de representacion, los valores que ocuparan la respectiva fila en la

otra columna (M2), siendo esta una situacion de variacion simultanea de dos espacios de medida®.

4 Entiéndase como espacio de medida a un conjunto para el que se ha definido una c-algebra (léase sigma algebra)
de conjuntos medibles y una funcién medida concreta que asigna un valor real o0 medida a cada elemento de la 6-
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Una manera de estudiar el comportamiento de estos espacios de medida es por medio de un
analisis escalar® en donde se relaciona la variacion para uno de los espacios (M1) respecto a la
variacion en el otro espacio de medida (M2). Esto es, los cambios en un espacio de medida generan
cambios simétricos en el otro espacio de medida. A continuacion se presenta en la tabla 6 un

ejemplo que intenta ilustrar como surge el analisis escalar:

Correlacion-Covariacion

A

M1 M2
1 f(1)
2 2f(1)
Variacion Variacion
3 3f(1)
4 41(1)
N nf(1)

Tabla 6.Relaciones funcionales en las tablas asociadas a la covariacion

Notese en la Tabla 6 como la variacion en la columna correspondiente a M1 determina los
valores posibles en la columna correspondiente a M2, analisis llamado de tipo escalar cuya
caracteristica es que en €l se relacionan las variaciones en uno de los espacios de medida con
respecto a las variaciones en el otro espacio de medida, dando cuenta de que los cambios simétricos
en un espacio de medida genera cambios, también simétricos, en el otro espacio de medida. De
esta forma, al intentar preguntar por “n” (ver ultima fila, tabla 6), se hace necesario establecer las

relaciones simétricas entre un espacio de medida y el otro, mediante un andlisis escalar que permita

algebra. Una funcion entre dos espacios medibles se denomina medible si la preimagen de todo conjunto medible es

también medible
5 Para Vergnaud (1991), el analisis escalar o vertical se centra en la nocion operador-escalar (sin dimension) que
hace pasar de una linea a otra en la misma categoria de medidas.
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determinar como las variaciones simétricas en un espacio de medida (M1) genera variaciones

analogas en el otro espacio de medida (M2).

Otra manera de poder encontrar el valor de “n” en la tabla anterior (tabla 6) es mediante una
correspondencia entre los dos espacios de medida M1y M2, a lo cual Vergnaud (1991) y Obando
(2006) llaman analisis de tipo “funcional®. En este analisis es necesario que se reconozca que

f(1) es la constante de proporcionalidad, denominada operador-funcion la cual surge de

1f1(1),2f2(1),3f(1), ...,nf(l) = f(1), es decir, este operador-

3 n
funcion hace posible pasar de un espacio de medida al otro espacio de medida.

establecer las distintas relaciones:

Con lo anterior se muestra como las tablas pueden ser una potente herramienta para la
descripcion de relaciones de covariacion y correspondencia entre dos magnitudes, M1 y M2.
Dichas relaciones pueden ser descritas de diferentes formas como son la verbalizacion, la

comparacioén de representaciones y el empleo de variables.

Sin embargo, otra alternativa para el llenado de las tablas, pero sin establecer relaciones entre
los espacios de medida, son las sumas iteradas las cuales consisten en sumas de sumandos iguales
que pueden ser abreviados mediante la multiplicacién. En el caso de la representacion tabular,
para cada espacio de medida se suma repetidamente el patron de incremento previamente
establecido, escondiendo la proporcionalidad existente entre las magnitudes y por consiguiente de

las relaciones existentes entre ellas.

2.2.2 Geogebra en el estudio de situaciones dinamicas

La incidencia de las tecnologias en la sociedad actual continda penetrando en los diferentes
ambitos de la vida humana, uno de ellos el educativo. De ahi la importancia de repensar las formas

en las cuales se aprende y se construye el conocimiento. En particular, Geogebra como mediador’

6 Para Vergnaud (1991), el analisis funcional u horizontal se fundamenta en la nocion de operador-funcion, que
hace pasar de una categoria de medidas a otra.

" “Cuando el profesor prepara su clase, organiza un medio —que incluye reglas que definen el éxito o el fracaso-
llamado “Medio Material” (aun si no hay objetos concretos). Debe considerar también las interacciones de un sujeto
con este medio. A este sujeto simbdlico se le Ilama Actor Objetivo. Este par medio-actor constituye la Situacion
Objetiva que se propone efectivamente al alumno y con la que debe interactuar”. (Brousseau, 2007, p.54)
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no solo permite las construcciones matematicas de manera eficiente y precisa, sino que también
permite dinamizarlas dando protagonismo al movimiento, dejando de lado el estatismo generado

por el tablero y el papel. En este sentido, Vitabar (2016), afirma:

Geogebra se comunica con el usuario a través de un lenguaje matematico. Los menus, los
cuadros de dialogo, la ayuda...todo habla en el idioma de la matemaética. El alumno se ve
inmerso en un mundo que lo acerca a la l6gica matemaética. (Revista Uno, 71, p.8).

Igualmente, hace referencia a cdmo una de las mayores fortalezas didacticas de Geogebra
consiste en la posibilidad de realizar varias representaciones simultaneas de un mismo objeto

matematico, en forma dindmica.

Villa (2010) citando el trabajo de Borba y Villareal (2006), afirma que la tecnologia y los
artefactos deben ser vistos en interaccidn con los seres humanos, ya que de este vinculo dependen
las maneras como el conocimiento es producido. Para Villa (2010), si bien no se omiten el uso de
lapiz y papel, para el anlisis y la demostracion formal de conjeturas es importante el soporte visual
brindado por el software. Esto permitié poner a dialogar algunos procesos algebraicos, al lapiz y

al papel con la visualizacidn, la cual puede aportar a la maduracién del pensamiento variacional.

Esta propuesta, al poner en escena archivos previamente disefiados, no pretende poner como
objeto de estudio a este software, sino mas bien aprovechar las herramientas y diferentes sistemas
de representacion en él presentes con la intencionalidad de apostar al desarrollo de razonamiento
covariacional de los estudiantes, tanto individual como colectivamente. Sin embargo, no se
desconoce que este artefacto tiene incidencias notorias en la actividad matematica propuesta (plano
epistemoldgico), lo que termina influyendo en las formas de pensar y de actuar de los estudiantes
(plano cognitivo), y naturalmente en las disposiciones de la clase (plano didactico). En este trabajo
se toma en consideracion a Geogebra como un artefacto en el sentido amplio que propone Radford
(2012), esto es, como un objeto creado por el ser humano con un interés social o historico que
permite realizar alguna accion que el individuo por si mismo no puede llevar a cabo. En este
sentido, el software funge como mediador de la actividad de los estudiantes ayudando a cambiar,
mediante su soporte visual, el paisaje cognitivo manifiesto en la dinamicidad de la situacion

presente en las diferentes tareas que se les propone.
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Desde una perspectiva epistemoldgica, Radford (2012) menciona que los cambios en los
artefactos generan cambios en las maneras de conocer, dandose la conjugacion sujeto + artefacto
+ objeto de conocimiento, donde los artefactos encarnan formas particulares de cognicion y
comunicacion de manera que el pensamiento surge no de los patrones de acciones con artefactos
sino en la actividad conjunta entre estos tres elementos. Desde una perspectiva cognitiva, en
atencion a la epistemoldgica, se reconoce que los artefactos modifican las formas de pensar de los
sujetos y con ello sus formas de actuar. Ahora bien, es importante tener presente que las acciones
con artefactos llevan consigo significados sociales e historicos. En consecuencia, el conocimiento
se logra no solo a través de acciones modeladas invariantes con signos y artefactos sino también
en interaccion con otros individuos en el contexto histdrico y cultural involucrando modos de

pensar y comunicarse.

Por lo anterior, el artefacto (Geogebra en este caso) se considera parte de la matematica como
practica material en la cual se fusiona con las voces de estudiante y el profesor, trabajando
conjuntamente, tal como lo expresa Radford (2012), es decir, Geogebra se convierte en parte

constitutiva en la fabricacion de las matematicas.
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Capitulo 3: Metodologia de investigacion y analisis de los
resultados

En este capitulo se desarrolla la propuesta metodoldgica que rige este trabajo en el disefio
de la situacién de variacién y cambio mediada por Geogebra y que permite realizar un analisis y
descripcion de las caracteristicas del razonamiento covariacional que se presentan en esta relacion
estudiante-situacion-software. Se presentan entonces, el enfoque metodoldgico con las diferentes
fases de la investigacion, el disefio de la situacion, explicando la intencionalidad presente en las
diferentes tareas que la configuran, todas ellas en sintonia con el referente de Carlson et al.,(2003)
y los documentos ministeriales en educacion. Finalmente se termina este capitulo con los

resultados y analisis fruto de la implementacion de la situacion
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3.1 Disefio metodoldgico

3.1.1 El enfoque de investigacion

Esta propuesta de trabajo se inscribe dentro enfoque de investigacidn cualitativa de tipo
descriptivo — interpretativo, como lo mencionan en libro: “Los Métodos de Investigacion
Educativa Louis (1990)” debido a que permite que se realice observacion a individuos, grupos,
instituciones, métodos y materiales con el fin de describir, comparar, contrastar, clasificar, analizar
e interpretar las entidades y los acontecimientos que constituyen sus diversos campos de

investigacion.

La investigacion cualitativa de tipo descriptivo — interpretativo, permite desarrollar procesos en
términos de acciones y lenguajes que estan situados en un contexto escolar. Por lo tanto, en este
trabajo se tuvieron en cuenta el lenguaje de los sujetos investigados y del sujeto investigador como
una oportunidad de registrar los resultados y describir las caracteristicas de los acontecimientos
realizados en la ejecucion de actividades para el desarrollo del razonamiento covariacional a partir

de la propuesta de aula disefiada.

3.1.2 Fases del proceso de investigacion

La metodologia presente en este trabajo de investigacién propone desarrollar registros de
descripcion y analisis de la participacion en el desarrollo de actividades para un grupo de
estudiantes de grado quinto de béasica primaria de la sede John F. Kennedy de la Institucion
Educativa Juan Maria Céspedes de la ciudad de Tulua, tal como lo mencionan los objetivos, con
la posibilidad de describir y analizar las caracteristicas del razonamiento covariacional en
estudiantes de quinto grado cuando se enfrentan a una situacion de variacion y cambio mediada

por Geogebra. De este modo, el desarrollo de este trabajo se plantea en cuatro fases:

Fase 1: Caracterizacion de la problematica en la cual pretende responder este trabajo de
investigacion. Dentro de esta fase se consideran algunas investigaciones realizadas en torno al

favorecimiento del desarrollo del razonamiento covariacional desde los primeros grados de
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escolaridad, dando origen a la pregunta de investigacion y la cual nos permite dar cuenta de los

objetivos y la justificacion.

Fase 2: Corresponde a la busqueda de elementos teéricos para el disefio de una situacion de
variacion y cambio mediada por Geogebra, que permita identificar las caracteristicas de
razonamiento covariacional que se presentan en estudiantes de un grupo de grado quinto de la
I.LE.JJMC. Estos elementos tedricos se ubican en las perspectivas curricular, matematica, y

didactica.

Fase 3: En esta fase se realiza el disefio y la aplicacidn de cuatro archivos en Geogebra sobre
razonamiento covariacional por medio de patrones de longitud y su incidencia en la variacion de
las distancias recorridas de manera dinamica, que permita la asociacion de respuestas con las
acciones mentales descritas por Carlson et al.,(2003). Las practicas permitiran visibilizar diferentes
caracteristicas del razonamiento covariacional en los estudiantes de quinto grado, apostandole a
expresiones de covariacion entre patrones y su accion mental en diferentes momentos de captacion
de lo que cambia y de lo que permanece constante y de los patrones que se repiten, que seran
afinados mediante modelos mentales manifestados por los estudiantes los cuales pueden ser

perfeccionados o suprimidos en la busqueda de la resolucion de los problemas planteados.

Fase 4: El analisis de trabajo, el cual se realiza por medio de la técnica de observacion directa
en la participacion de las tareas sobre una situacién de variacién y cambio mediada por Geogebra.
Esta observacion directa se realiza a los estudiantes del grado quinto con el prop6sito de determinar
las acciones mentales alcanzadas en la implementacidn de la situacion disefiada en la fase anterior.
A partir de la interpretacion y reflexion de los resultados se realizan las conclusiones, de acuerdo
con los objetivos propuestos en el trabajo.

3.2 Disefio y contexto de la situacion

Esta fase presenta el disefio y aplicacion de una situacion que recrea y adapta apartes de la obra
literaria “la vuelta al mundo en 80 dias” escrita por Julio Verne en 1872. Para ello se utiliza al
software Geogebra como mediador, movilizando diferentes aspectos estudiados en el campo del
razonamiento covariacional e involucrando variaciones de distancia y tiempo asociadas a

velocidades constantes en un inicio y con velocidad variable en una ultima tarea.
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Con lo anterior se pretende visibilizar la evolucién del razonamiento covariacional en los
estudiantes de quinto grado, conforme a la propuesta de Carlson et al.,(2003) asociando las
expresiones de covariacion elaboradas por los estudiantes con las acciones mentales propias de
este referente didactico, esto para diferentes momentos de captacion de lo que cambia y de lo que

permanece constante.

Para el disefio de la situacion se tienen en cuenta los referentes curriculares propuestos en los
Lineamientos Curriculares (MEN, 1998) y los Estandares Basicos de Competencias (MEN, 2006)
y el referente didactico propuesto por Carlson et al.,(2003) junto a propuestas que invitan a la

inclusién de Geogebra en el aula de clase, en este caso como mediador.

Tomando los Estandares Basicos de Competencias (MEN, 2006), esta propuesta tiene en cuenta
el estudio de regularidades y a los criterios que dentro de ellas permiten la identificacion de
patrones, su periodicidad y como la repeticién de las regularidades da origen a los patrones. Es
asi como en esta situacion didactica aparecen las velocidades constantes en las cuales los

personajes recorren distancias iguales en tiempos iguales.

Se puede apreciar la relacion existente entre los Estandares Basicos de Competencias (MEN,
2006) y el referente didactico Carlson et al.,(2003) cuando invitan a la realizacion de actividades
en las cuales se analiza qué cambia, en qué forma cambia, en qué direccion cambia (aumenta o
disminuye) el valor en una secuencia o sucesion de figuras, nimeros o letras. En este sentido, los
Estandares Basicos de Competencias (MEN, 2006) aseveran que esta es una forma muy apropiada
de preparar la comprension de los sistemas algebraicos y su manejo simbdlico desde los inicios de

la basica primaria.
Adicionalmente, los Estandares Basicos de Competencias (MEN, 2006) afirman:

El estudio de los patrones esta relacionado con nociones y conceptos propios del pensamiento
variacional, como constante, variable, funcién, razébn o tasa de cambio, dependencia e
independencia de una variable con respecto a otra, y con los distintos tipos de modelos funcionales
asociados a ciertas familias de funciones, como las lineales y las afines (o de grafica lineal), las
polindmicas y las exponenciales, asi como con las relaciones de desigualdad y el manejo de
ecuaciones e inecuaciones. El estudio de las relaciones funcionales que pueden detectarse en la
vida cotidiana, como las relaciones entre edad y altura de un nifio (0 entre edad y masa 0 peso
corporal), entre la temperatura a lo largo de un dia y la hora que marca un reloj, etc., permite
coordinar cambios de una magnitud Y con cambios de una magnitud X. Esta primera
aproximacion a la nocién la funcién es la de dependencia funcional entre magnitudes variables.

(p. 67)
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El disefio de la situacién plantea cinco tareas que involucran conceptos mencionados en los
estandares y en el referente didactico como constante, variable, razon de cambio, dependencia e
independencia de variables y patron, permitiendo el inicio en la caracterizacion de los aspectos de
la variacion, el campo de variacion de las magnitudes que intervienen y las posibles relaciones

entre ellas.

Adicionalmente se recurre en una de las tareas (Tarea 4) a la representacion tabular debido a
que es una de las representaciones matematicas que debe estar presente en las situaciones de
aprendizaje que fomentan el desarrollo de pensamiento variacional, siendo una oportunidad
adicional para la formulacion, puesta a prueba, generalizacion y argumentacion de conjeturas y la

identificacion de patrones, Estandares Basicos de Competencias (MEN, 2006).

La situacién se presenta dinamizada por medio de archivos en Geogebra, con el apoyo de un
comic, adaptacion del libro “la vuelta al mundo en 80 dias” de Julio Verne (1872), el cual recrea
diferentes aventuras de los protagonistas, quienes dan la vuelta al mundo empleando diferentes
medios de transporte, uno de los cuales sirve de contexto para estudiar el razonamiento

covariacional en este trabajo de investigacion.

Se escogen al autor por el fundamento cientifico que le imprime a sus obras dentro del género
literario ciencia ficcion, atrayente para estas edades escolares y, al libro, por las diferentes
aventuras que en €l se desarrollan, donde los diferentes medios de transporte utilizados en el viaje

permiten identificar situaciones de variacién y cambio.

Las tareas propuestas se construyen a partir de la observacién y manipulacion de archivos
disefiados en Geogebra que permiten representar de manera dinamica una persecucion donde los
medios de transporte son dos elefantes. El elefante 1, en el cual se desplaza el persecutor (Inspector
Fix) y el elefante 2, sobre el cual viaja el perseguido (sefior Phileas Fogg) quienes inicialmente se
encuentran separados una distancia de 12 km. Esta persecucion representada en Geogebra permite,
por medio de los deslizadores, dinamizar el tiempo en el cual las dos velocidades, diferentes y
constantes para cada personaje, permiten realizar recorridos que dan origen a una serie de

preguntas distribuidas en tareas que se presentan mas adelante.

En la medida en que las actividades planteadas se complejizan, se hace necesario utilizar

representaciones verbales, registros de graficas y tablas, las cuales se van construyendo en el
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avance de las tareas propuestas y que permitan dar cuenta de los comportamientos de los
estudiantes frente a la situacion planteada, los cuales estuvieron fundamentados en las acciones

mentales propuestas por Carlson et al.,(2003), identificando las acciones metales alcanzadas por

los estudiantes en el desarrollo de esta situacion.

Por lo anterior, reconocer que un viaje invita a pensar en situaciones de variacion y cambio,
como por ejemplo de distancias, tiempos y velocidades, permite la planeacion de esta situacion

que genera posibilidades para analizar y caracterizar el razonamiento covariacional.

3.2.1 Sobre las tareas propuestas

A continuacion se presentan y describen cada una de las tareas que hacen parte de la situacion:

3.2.1.1 Tarea 1: Comprendiendo la situacion

Esta tarea inicia con la lectura del comic “La vuelta al mundo en 80 dias” adaptado del libro
homonimo escrito por Julio Verne (1872). Después la lectura continta una serie de preguntas
sobre aspectos generales del comic que permitan establecer una relacién y apropiacién del mismo
como preambulo para la indagacién en las acciones mentales propuestas por el referente didactico
Carlson et al.,(2003).

La primera tarea se lleva a cabo mediante una presentacion de diapositivas al final de las cuales
iran las preguntas de indagacion.
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lustracion 3. Comprendiendo la situacion, vista diapositivas.
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Il S5 B g | 1. éEn qué consisti6 la apuesta realizada por el
ix |or & )
- 'f-é- 17 |sefior Phileas Fogg?
wilPk r
> | |2. ¢Qué motivo al inspector Fix ir en persecucion del
Mﬁ sefior Phileas Fogg?

——

| 3. Menciona tres (3) medios de transporte
|empleados por el sefior Phileas Fogg y sus amigos
| durante el viaje. ¢ Cual te llamé mas la atencion?
épor qué?

i Buses

4. De acuerdo con el comic, ¢Qué situacion le
permite al sefior Phileas Fogg y sus amigos
aumentar la ventaja que llevan al inspector Fix,
mientras viajaban en elefante?

5. Sise hubiera demorado 81 dias, ¢El sefior
Phileas Fogg habria ganado la apuesta? ¢Por qué?

llustracion 5. Muestra en diapositivas preguntas Tarea 1, segunda parte

Como puede apreciarse en la ilustracion 4, la pregunta 1 indaga sobre el motivo que dio origen
a la situacion, es decir, el por qué el sefior Phileas Fogg se animé a dar la vuelta al mundo en 80
dias, en este caso, la apuesta entre amigos de los medios de transporte de aquella época segun la

cual el sefior Phileas Fogg no podria cumplir con tal objetivo.

Para la pregunta 2, se indaga sobre el por qué el inspector Fix se da a la persecucion del Sefior

Phileas Fogg. El estudiante deberia comprender que la coincidencia del robo del banco de
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Inglaterra y la partida del sefior Phileas Fogg a dar la vuelta al mundo, genera la sospecha que

origina tal persecucion.

En la pregunta 3, se centra la atencion en los medios de transporte empleados en el recorrido a
la vuelta al mundo. En el comic se mencionan, conforme a la obra original, el ferrocarril, el buque,

el barco a vapor, el trineo y el elefante, siendo este ultimo el medio empleado para la situacion.

La pregunta 4 inquiere sobre una situacion particular que muestra el comic, en la cual el
inspector Fix cae del elefante mientras perseguia al sefior Phileas Fogg, hecho que le permite

aumentar su ventaja en dicha persecucion

3.2.1.2 Tarea 2: Reconociendo relaciones entre magnitudes (AM1)

En esta tarea el estudiante interactia con el archivo de Geogebra para identificar cuales
elementos de la situacién cambian y cuales permanecen constantes mediante indicaciones verbales
de coordinacion de las dos variables. Para ello se omitiran en pantalla valores numéricos que
puedan servir de referencia de tal manera que las respuestas sean verbales, netamente de tipo
cualitativo. El estudiante tendra la opcion de manipular el deslizador® asignado a la magnitud
tiempo. En este archivo de Geogebra intervienen ademas del tiempo, también sin valores
numéricos, los desplazamientos de cada personaje y sus respectivas velocidades, estas ultimas
permaneciendo constantes. Conforme al referente didactico, esta tarea pretende establecer la

coordinacion del valor de una magnitud con los cambios en la otra.

8 En Geogebra, un “deslizador” no es sino la representacion grafica de un niimero libre o angulo libre. Puede
crearse desde cualquier nimero libre o angulo existente, sencillamente, exponiendo tal objeto en la Vista Grafica.
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llustracion 6. Tarea 2. Reconociendo relaciones entre magnitudes, Pregunta 1.

En esta primera pregunta el estudiante podra manipular el deslizador o poner en funcionamiento
automatico el archivo mientras observa las caracteristicas de la persecucion del inspector Fix al
sefior Phileas Fogg. Se busca con la pregunta que el estudiante verbalice lo que ve, mediante una

descripcion.
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llustracion 7. Tarea 2. Reconociendo relaciones entre magnitudes, Pregunta 2.
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Para esta pregunta, al poner a funcionar el deslizador (correspondiente al tiempo) puede
apreciarse cémo en la medida que el tiempo cambia o transcurre se generan cambios en las
posiciones de los personajes y cambios en la distancia que los separa. Se pretende indagar si el

estudiante identifica ese tipo de cambios.

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda Abrir sesidn...
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llustracion 8. Tarea 2. Reconociendo relaciones entre magnitudes, Pregunta 3.

Centrada en el sefior Phileas Fogg, esta pregunta pretende analizar si el estudiante es consiente
del cambio de posicion del personaje a medida que cambia el tiempo. Se espera que observe que
cada instante transcurrido implica una posicion diferente del sefior Phileas Fogg, de manera que
verbalice que cambian tanto el tiempo como su posicién, en lo que corresponde a AML,

coordinando los cambios de una magnitud con los cambios en la otra.
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Centrada en el inspector Fix, esta pregunta pretende analizar si el estudiante es consiente del

cambio de posicion del personaje a medida que cambia el tiempo. Se espera que observe que cada

instante transcurrido implica una posicién diferente del inspector Fix, de manera que verbalice que

cambian tanto el tiempo como su posicion, en lo que corresponde a AM1, coordinando los cambios

de una magnitud con los cambios en la otra.
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llustracion 10. Tarea 2. Reconociendo relaciones entre magnitudes, Pregunta 5.
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En esta pregunta, puntualiza en la dependencia de la posicion del tiempo. Se pretende
identificar si hay afianzamiento en el estudiante de que las posiciones de los personajes dependen
del tiempo transcurrido, es decir, como la variacién del tiempo genera cambios en las posiciones

de los personajes.
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De acuerdo con lo que estas observando, ¢sera posible que el detective Fix alcance a el sefor Phileas Fogg?
Justifica tu respuesta.

llustracion 11. Tarea 2. Reconociendo relaciones entre magnitudes, Pregunta 6.

En esta pregunta se centra la atencion en la relacion entre el tiempo y la distancia que separa a
los personajes (inspector Fix y Phileas Fogg). Al manipular el deslizador (que corresponde al
cambio del tiempo) se genera una disminucion en la distancia que separa a los personajes, hecho
que deberia permitir la prediccion sobre si Fix alcanza a Fogg.

Dentro de esta misma AM1, las preguntas de esta tarea pretenden determinar el nivel de
coordinacion del cambio de una magnitud con los cambios en la otra; para esta pregunta en
particular, como hay una correlacién negativa en la cual a mayor tiempo transcurrido, menor

distancia entre los personajes

3.2.1.3 Tarea 3: Reconociendo como cambian las magnitudes, AM2

En esta tarea el estudiante continGa interactuando con Geogebra para identificar la direccion
del cambio. Al igual que en latarea 2, se omitiran en pantalla valores numéricos que puedan servir
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de referencia de tal manera que las respuestas sean netamente de tipo cualitativo y verbales. Para
ello el estudiante tendra la opcidon de manipular el deslizador asignado a la variable tiempo. En
este archivo de Geogebra intervienen ademas del tiempo, también sin valores numéricos, los
desplazamientos de cada personaje y sus respectivas velocidades, estas Gltimas permaneciendo
constantes. Conforme al referente didactico, esta tarea pretende determinar la coordinacion de la

direccion del cambio de una variable con los cambios en la otra variable.

Las preguntas presentadas en esta tarea estan relacionadas con los comportamientos ascendente,
descendente o constante de las variables que intervienen en la situacion.
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llustracion 12. Tarea 3. Identificando cdmo cambian las magnitudes, Pregunta 1.

Esta pregunta tiene la intencionalidad de analizar si el estudiante, después de manipular el
deslizador correspondiente al tiempo, ha identificado la relacion existente entre el tiempo y la
distancia recorrida por el inspector Fix. En este caso, para velocidad constante, se presenta una
proporcionalidad directa simple entre el tiempo y la distancia recorrida, es decir, a mayor tiempo

transcurrido, mayor distancia recorrida por el sefior inspector Fix.
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llustracion 13. Tarea 3. Identificando cémo cambian las magnitudes, Pregunta 2.

En sintonia con la pregunta anterior, en esta se analiza si el estudiante, después de manipular el
deslizador correspondiente al tiempo, ha identificado la relacion existente entre el tiempo y la
distancia recorrida, en este caso por el sefior Phileas Fogg. Al igual que en el punto anterior, para
velocidad constante, se presenta una proporcionalidad directa simple entre el tiempo y la distancia

recorrida, es decir, a mayor tiempo transcurrido, mayor distancia recorrida por el sefior Phileas

Foggo.
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llustracion 14. Tarea 3. ldentificando como cambian las magnitudes, Pregunta 3.

En esta pregunta se evalUa, al igual que en las dos anteriores, el comportamiento de la distancia
recorrida en la medida que el tiempo transcurre. Tanto para el inspector Fix como para el sefior
Phileas Fogg, la distancia recorrida aumenta en la medida en que el tiempo avanza. Sin embargo,
al ser mayor la velocidad del persecutor (Inspector Fix), para un mismo tiempo “t”, recorrera una
mayor distancia que el sefior Phileas Fogg, situacion que se espera sea verbalizada por el

estudiante.
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A medida que el tiempo transcurre, ;qué sucede con la distancia que separa al inspector Fix y al sefior Phileas
Fogg? Justifica tu respuesta.

llustracion 15. Tarea 3. Identificando cdmo cambian las magnitudes, Pregunta 4.
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Retomando la pregunta anterior, puede apreciarse que a mayor tiempo mayor distancia
recorrida, hecho que para velocidades constantes implica una proporcionalidad directa simple para
los dos personajes en accion (Phileas Fogg y el inspector Fix). Sin embargo, como el persecutor
(Inspector Fix) se desplaza con mayor velocidad que el sefior Phileas Fogg, el primero recorrera
mayores distancias para un mismo tiempo “t”, por lo cual la distancia que los separa sera cada vez
menor. Debido a que la velocidad relativa entre los dos personajes sera el resultado de restar a la
velocidad mayor la velocidad menor (Vrix — VFogg), S€ presenta un caso de proporcionalidad inversa
entre el tiempo y la distancia que los separa, es decir, a mayor tiempo transcurrido, menor distancia

entre los personajes.

Se espera que el estudiante establezca de manera verbal la direccion del cambio (conforme

a AM2) de la distancia que separa los personajes respecto al tiempo transcurrido
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¢Como es la relacion entre el tiempo y la distancia que separa al sefior Phileas Fogg del inspector Fix?

llustracion 16. Tarea 3. Identificando cdmo cambian las magnitudes, Pregunta 5.

Continuando con AM2, esta pregunta busca analizar mediante la verbalizacion del estudiante
la direccion del cambio de la distancia que separa a los personajes en la medida en que transcurre
el tiempo. Respecto a la pregunta anterior, se espera que confirme la relacion de proporcionalidad
inversa, en este caso particular, entre la distancia que separa a los personajes y el tiempo

transcurrido.
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3.2.1.4 Tarea 4. Cuantificando los cambios de magnitudes variables (AM3)

Esta tarea se centra, conforme al referente conceptual, en la coordinacion de la cantidad de
cambio de una magnitud con los cambios en la otra magnitud. EIl estudiante que se encuentre en
este nivel (N3) verbalizara la consciencia de la cantidad de cambio de la magnitud de salida

(Distancia recorrida) mientras se consideran los cambios en la magnitud de entrada (Tiempo).

A diferencia de las dos tareas anteriores, aparecen por primera vez valores numéricos tanto para
el tiempo (de hora en hora) como para las distancias recorridas para cada hora transcurrida (en
kilometros). Para la magnitud tiempo, esta tarea cuenta con un deslizador que al avanzar, de hora
en hora, ird generando la tabla correspondiente a cada uno de los personajes (Phileas Fogg vy el
inspector Fix); dicha tabla tendrd escondidos ciertos valores tanto para la magnitud tiempo
(magnitud de entrada) como para la magnitud distancia (magnitud de salida) de manera que el
estudiante, después de haber identificado las regularidades, debera completar en una ventana de
didlogo. Tanto para el inspector Fix como para el sefior Phileas Fogg el tiempo cambiara mediante
el deslizador de hora en hora, pero las distancias recorridas para esa misma hora seran diferentes.
Es asi como cada hora transcurrida el Inspector Fix y el sefior Phileas Fogg recorreran 5 kmy 4
km, respectivamente, hecho que podra evidenciarse tanto en la medida que se va llenando la tabla
(al mover el deslizador) como sobre la recta horizontal donde pueden visualizarse los diferentes

kilémetros recorridos.

En esta tarea cambian las magnitudes tiempo, distancias recorridas (por el inspector Fix y por
el sefior Phileas Fogg) y la distancia que separa ambos personajes, tal como puede apreciarse en

la medida que el tiempo (deslizador) cambia.
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llustracion 17. Tarea 4. Cuantificando los cambios de magnitudes variables. Pregunta 1.

Debido a que en el evento de que el inspector Fix alcance al sefior Phileas Fogg los elefantes
quedaran en la misma posicion, se tomaron como referencia sus trompas. Por lo anterior, antes de
dar inicio a la persecucion y con ello a la evolucion de la tabla correspondiente al inspector Fix,
los personajes se encuentran separados una distancia de 12 kilometros (midase de trompa a
trompa), justamente cuando el tiempo esté en cero (Obsérvese que el deslizador no ha iniciado su
desplazamiento). Esta distancia, se espera sea identificada por los estudiantes.
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por el inspector Fix en relacion con el tiempo (en horas) transcurrido.
Completa la tabla a partir de la informacion suministrada en ella.
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Entrada: @

llustracion 18. Tarea 4. Cuantificando los cambios de magnitudes variables. Pregunta 2.
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Al ritmo del deslizador, la tabla se ird llenando dejando unos valores sin informacion numérica
que el estudiante, con la ayuda de una ventana de didlogo, podra alimentar. Se espera que el
estudiante identifique el comportamiento de las dos magnitudes en juego (tiempo y distancia)

conforme a sus razonamientos o estrategias.

En el caso que el estudiante digite en la casilla un valor errado, aparecera el mensaje: “Inténtalo
de nuevo” (ver ilustracion 19), quedando abierta la invitacion a seguir identificando el
comportamiento de la tabla hasta encontrar los patrones, bien sea mediante un anélisis escalar o el

analisis funcional mencionados anteriormente.
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lHustracion 19. Tarea 4. Cuantificando los cambios de magnitudes variables. Pregunta 2. Mensaje jInténtalo de nuevo!

Posterior al mensaje de error, el estudiante podra continuar intentando hasta identificar las

maneras como cambian ambas magnitudes.
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Explica como hiciste para completar los datos de la tabla.

llustracion 20. Tarea 4. Cuantificando los cambios de magnitudes variables. Pregunta 3.

Conforme a Vergnaud (1991), el estudiante podré realizar un analisis vertical o escalar y
analizar como cambian las magnitudes “tiempo” y “distancia”. Para la primera, de hora en hora y
para la segunda, de 5 kilémetros en 5 kildmetros. Otra manera, segin este mismo autor, puede ser
el andlisis funcional u horizontal, caso en el cual el estudiante estableceré que para una misma fila
0 pareja ordenada, el resultado de la magnitud de salida, en este caso distancia, sera el resultado
de multiplicar la magnitud de entrada (tiempo) por 5 kilometros (f(1)), que en esta situacion de

proporcionalidad directa simple corresponde a la constante de proporcionalidad.

La intencidn de esta pregunta es indagar los diferentes tipos de andlisis individuales realizados
por los estudiantes en lo referente a la cuantificacion del cambio de la magnitud de salida
(distancia) cuando se consideran cambios en la magnitud de entrada (tiempo), comportamiento
propio de AM3 dentro del referente conceptual, Carlson et al.,(2003).
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¢Cual es la distancia recorrida porelinspector Fix en 1 hora y media, 10 horas y 20 horas?
Explica tus respuestas.

lustracion 21. Tarea 4. Cuantificando los cambios de magnitudes variables. Pregunta 4.

Para esta pregunta, se solicitan distancias recorridas correspondientes a tiempos que no estan
en la tabla, por lo cual se espera que el estudiante realice los analisis bien sean de tipo escalar o

funcional, en este caso, para el inspector Fix.

Teniendo en cuenta que para AM3 se presenta una coordinacion de la cantidad de cambio de
una magnitud (distancia) con los cambios en la otra (tiempo), un analisis funcional permitira
determinar la distancia recorrida por medio de la multiplicacion de la magnitud tiempo por la
constante de proporcionalidad f(1), para cualquier tiempo sin la necesidad de continuar el llenado
de la tabla hasta las 20 horas, conforme a la solicitud de la pregunta. Sin embargo, teniendo en
cuenta que la magnitud tiempo varia de hora en hora y que la magnitud distancia lo hace de 5
kilometros en 5 kilometros, un analisis de tipo vertical o escalar permitira obtener respuestas

correctas aunque el proceso se extienda un poco mas.

Para ambos casos, la pregunta pretende indagar si el estudiante tiene claridad sobre el efecto de
los cambios en la magnitud de entrada (tiempo) sobre los cambios en la magnitud de salida

(distancia).

61



Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda Aty gegion,

=

&

=

Tl Aacr

L. t 7 Tiempo(Horas) | Distancia(Kilometros) | Tabla FIX
Reinicia e 1 5

2 10

vl :

Tarea d

Hora 7 ¢

Tomando en consideracion I0s.datos presentados en la tabla (FIX),
¢Qué se puede concluir de la rapidez del inspector Fix a partir de la distancia que recorre

en relacién con el tiempo? "

<~

Entrada @

llustracion 22. Tarea 4. Cuantificando los cambios de magnitudes variables. Pregunta 5.

Después de diligenciada la tabla en el punto 2 (Para el inspector Fix), la pregunta 5 se centra en
la identificacion del cambio constante para la distancia por cada hora transcurrida. En el caso de
cumplir el objetivo de llenar la tabla de manera correcta, se espera que el estudiante identifique el
crecimiento de manera constante que presenta la distancia recorrida cuando de manera, también
constante, aumenta el tiempo. Es asi como se puede establecer que el inspector Fix se desplaza 5
kilometros por cada hora recorrida, siendo este un caso de proporcionalidad directa simple.
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llustracion 23. Tarea 4. Cuantificando los cambios de magnitudes variables. Pregunta 6.

Al ritmo del deslizador, la tabla correspondiente al sefior Phileas Fogg se ira llenando dejando
unos valores sin informacion numérica que el estudiante, con la ayuda de una ventana de dialogo,
podré alimentar. Se espera que el estudiante identifique el comportamiento de las dos magnitudes

en juego para este personaje (tiempo y distancia) conforme a sus razonamientos o estrategias.

En el caso que el estudiante digite en la casilla un valor errado, aparecera el mensaje: “Inténtalo
de nuevo” tal como aparece para la tabla del inspector Fix, quedando abierta la invitacion a seguir
identificando el comportamiento de la tabla hasta encontrar los patrones, bien sea mediante un
analisis escalar o el analisis funcional, Vergnaud (1991).
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llustracion 24. Tarea 4. Cuantificando los cambios de magnitudes variables. Pregunta 7.

Conforme a Vergnaud (1991), el estudiante podré realizar un analisis vertical o escalar y
analizar como cambian las magnitudes “tiempo” y “distancia”. Para la primera, de hora en hora 'y
para la segunda, de 4 kilébmetros en 4 kildbmetros. Otra manera, segun este mismo autor, puede ser
el andlisis funcional u horizontal, caso en el cual el estudiante estableceré que para una misma fila
0 pareja ordenada, el resultado de la magnitud de salida, en este caso distancia, seré el resultado
de multiplicar la magnitud de entrada (tiempo) por 4 kilémetros (f (1)), que en esta situacion de

proporcionalidad directa simple corresponde a la constante de proporcionalidad.

La intencion de esta pregunta es confirmar los diferentes tipos de analisis individuales
realizados por los estudiantes en lo referente a la cuantificacién del cambio de la magnitud de
salida (distancia) cuando se consideran cambios en la magnitud de entrada (tiempo), en los cuales
puede apreciar cbmo para un mismo tiempo ambos personajes recorren distancias diferentes,

comportamiento propio de AM3 dentro del referente conceptual, Carlson et al.,(2003).
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Entrada;

llustracion 25. Tarea 4. Cuantificando los cambios de magnitudes variables. Pregunta 8.

Para esta pregunta, se solicitan distancias recorridas correspondientes a tiempos que no estan
en la tabla, por lo cual se espera que el estudiante realice los andlisis bien sean de tipo escalar o

funcional, en este caso, para el sefior Phileas Fogg.

Teniendo en cuenta que para AM3 se presenta una coordinacion de la cantidad de cambio de
una magnitud (distancia) con los cambios en la otra (tiempo), un analisis funcional permitira
determinar la distancia recorrida por medio de la multiplicacion de la magnitud tiempo por la
constante de proporcionalidad f (1), para cualquier tiempo sin la necesidad de continuar el llenado
de la tabla hasta las 20 horas, conforme a la solicitud de la pregunta. Sin embargo, teniendo en
cuenta que la magnitud tiempo varia de hora en hora y que la magnitud distancia lo hace de 4
kilometros en 4 kilometros, un analisis de tipo vertical o escalar permitira obtener respuestas

correctas aunque el proceso se extienda un poco mas.

Para ambos casos, la pregunta pretende indagar si el estudiante tiene claridad sobre el efecto de
los cambios en la magnitud de entrada (tiempo) sobre los cambios en la magnitud de salida
(distancia), donde puede apreciarse que para un mismo tiempo el sefior Phileas Fogg recorre una

menor distancia que el inspector Fix.
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Tomando en consideraclt

¢Qué se puede concluir de la rapidez del sefior Phileas Fogg a partir de la distancia
gue recorre en relacién con el tiempo?

llustracion 26. Tarea 4. Cuantificando los cambios de magnitudes variables. Pregunta 9.

Después de diligenciada la tabla en el punto 6 (sefior Phileas Fogg), la pregunta 9 se centra en
la identificacion del cambio constante para la distancia por cada hora transcurrida. En el caso de
cumplir el objetivo de llenar la tabla de manera correcta, se espera que el estudiante identifique el
crecimiento de manera constante que presenta la distancia recorrida cuando de manera, también
constante, aumenta el tiempo. Es asi como se puede establecer que el sefior Phileas Fogg se
desplaza 4 kilémetros por cada hora recorrida, siendo este un caso de proporcionalidad directa

simple.
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llustracion 27. Tarea 4. Cuantificando los cambios de magnitudes variables. Pregunta 10.

Para esta pregunta, el estudiante previamente ha tenido la oportunidad de establecer las
distancias recorridas por ambos personajes a las 10 horas de recorrido. Al solicitarse la
comparacion de tales distancias, se pretende indagar si el estudiante ha comprendido que para
cambios uniformes en la magnitud de entrada (tiempo) el inspector Fix recorre una distancia

mayor.

Conforme a AM3, esta tarea indaga sobre la coordinacion de la cantidad de cambio de una
magnitud con los cambios en la otra magnitud, de manera que se espera por parte del estudiante
una verbalizacion de la cantidad de las magnitudes de salida (distancias recorridas por el inspector
Fix y el sefior Phileas Fogg) mientras se consideran los cambios en la magnitud de entrada
(tiempo), que sera igual para los dos personajes.
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llustracion 28. Tarea 4. Cuantificando los cambios de magnitudes variables. Pregunta 11.

Dentro de AM3, si el estudiante ha coordinado de manera correcta la cantidad de cambio de la
magnitud de salida (distancia) con los cambios en la magnitud de entrada (tiempo) tanto para el
inspector Fix como para el sefior Phileas Fogg, tendré establecido que para incrementos iguales de
tiempo (1 hora), la distancia recorrida por el persecutor (inspector Fix) aumenta en 5 kilémetros,

mientras para el perseguido (sefior Phileas Fogg) aumenta en 4 kilometros.

Teniendo en cuenta que la distancia inicial entre las trompas de los elefantes (tomada como
referencia para el alcance) es de 12 kilometros, para que el inspector Fix alcance al sefior Phileas
Fogg tendra que recorrer una distancia adicional. En el caso de realizar un analisis de tipo escalar
o vertical, el estudiante podra, en sus hojas de trabajo, continuar las tablas hasta el momento en
que el inspector Fix recorra 12 kilometros méas que el sefior Phileas, punto en el cual ambos
personajes estaran en la misma posicion correspondiente a 60 Kilémetros, punto en el cual

coinciden las trompas de los elefantes y por tanto los personajes del comic.

Si en cambio, el andlisis es de tipo funcional u horizontal, el estudiante habra coordinado que
para cada hora transcurrida el inspector Fix avanza 1 kildbmetro mas que el sefior Phileas Fogg.
Por tal motivo, sera suficiente determinar para 1 Kilémetro adicional por cada hora, cuantas horas
serian necesarias para recorrer 12 Kilometros; para ambos tipos de analisis, el tiempo necesario

para el alcance es de 12 horas.
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Con lo anterior, el estudiante que se encuentre en N3 verbalizara la consciencia de la cantidad
del cambio de la magnitud de salida (distancia recorrida) mientras considera los cambios de la

magnitud de entrada (tiempo), bien sea mediante analisis funcional o analisis escalar.

3.2.1.5 Tarea 5. Estudiando los cambios de las relaciones entre magnitudes (AM4)

Esta tarea se centra, conforme al referente conceptual, en la coordinacién de la razén de cambio
promedio de la magnitud de salida (distancia recorrida) con los incrementos uniformes del cambio
en la magnitud de entrada (tiempo). El estudiante que se encuentre en este nivel (N4) verbalizara
la consciencia de la razon de cambio de la magnitud de salida (distancia recorrida) con respecto a
la magnitud de entrada (tiempo) mientras se consideran incrementos uniformes de esta magnitud

de entrada.

Debido a los cambios uniformes en la magnitud de entrada (tiempo), ésta se encuentra
fragmentada en cinco momentos cada uno de una hora, controlados por un deslizador el cual genera
de manera gréafica diferentes distancias recorridas correspondientes para cada hora. En esta tarea
cambian las magnitudes tiempo y distancias recorridas por el sefior Phileas Fogg cuando se percata

de que seréa alcanzado.

Archiva Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda Abrir sesidn,

R

YL omc~

Manipula el deslizador (de hora en hora) y veras cudanta distancia recorrié para cada hora. Reinicia

B
e

Tareas
Describe la relacion que hay entre la distancia recorrida por el sefior Phileas Fogg para cada hora transcurrida. A partir de esto, realiza algunas
]
conclusiones sobre el comportamiento de la velocidad que tuvo el sefior.Phileas Fogg durante toda su huida.

lustracion 29. Tarea 5. Estudiando los cambios de las relaciones entre magnitudes. Pregunta 1.
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En esta pregunta, después de manipularse los deslizadores, puede evidenciarse que las
longitudes de los recorridos no fueron constantes para los incrementos uniformes del tiempo (ver
deslizadores) por lo cual se espera que el estudiante establezca una relacion entre la magnitud de

salida (distancia) y la magnitud de entrada (tiempo).

Como razon de cambio promedio de la distancia total recorrida respecto al tiempo total
transcurrido, el estudiante que esté en N4 debera sustentar todas las acciones mentales anteriores,
incluyendo AM4. En particular para esta pregunta, podra sumar las distancias parciales (7 Km +
5Km + 3 Km + 6 Km + 3 Km = 25) respecto al tiempo total (5 horas), de tal manera que relacione

la magnitud de salida (distancia) respecto a la magnitud de entrada (tiempo), construyendo la

velocidad media del sefior Phileas Fogg durante la huida, obteniendo 255':” = %

Esta razén de cambio podré consolidarse si el estudiante discrimina las velocidades parciales
en cada hora teniendo en cuenta que los incrementos de la magnitud tiempo son uniformes, de una
hora, y que es respecto a él que se establece la razon de cambio de la distancia recorrida. Por
consiguiente, se facilita establecer que los recorridos para un mismo tiempo “t” estan
estrechamente relacionados con la velocidad, es decir, que a mayor velocidad, mayor distancia
recorrida. Se espera entonces que el estudiante que esté en N4 manifieste que a mayor velocidad,

mayor distancia recorrida, siendo este un caso de proporcionalidad directa simple.

La raz6n de cambio se presentara también cuando el estudiante puntualice, dando entrada a la

nueva magnitud velocidad, que si en el primer tramo recorri6 una distancia de 7 kildbmetros en un
. ~ . . . 7k ,
tiempo de 1 hora, entonces el sefior Phileas se desplaz6 a una velocidad de Tm y asi para las

siguientes cuatro distancias.

Por lo anterior, obteniendo las diferentes velocidades desarrolladas en esta tarea, el estudiante
dara razon de los diferentes comportamientos que tuvo la velocidad en los diferentes intervalos de

una hora de duracion.
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Tarea 5
Tomando en consideracion la descripcion realizada en.el punto anterior, representa por medio de una grafica la relacion entre la distancia recorrida por el sefior fi]
Phileas Fogg y el tiempo en el cual recorre cada distancia.

lustracion 30. Tarea 5. Estudiando los cambios de las relaciones entre magnitudes. Pregunta 2.

Después de la descripcidn anterior, esta pregunta permite al estudiante, de manera libre,
expresar mediante algun tipo de gréfico el comportamiento de la velocidad, entendida esta como

la raz6n de cambio de la distancia respecto al tiempo.

Luego de realizar la presentacion y descripcion de las tareas, en la tabla siguiente se describen

las caracteristicas y propdsitos de cada una de estas tareas.
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SITUACION DE VARIACION Y CAMBIO MEDIADA POR GEOGEBRA

Estandares
basicos de
competencia de
# De Elementos conceptuales movilizados en matematica Acciones
Tarea Propésito Preguntas. la situacion. Pensamiento mentales
Variacional y
sistemas algebraicos y
analiticos.

1 Contextualizar la situacion por medio
Comprendiendo d?l conue La vuelta al mund’o en 80 5 Contextualizacion literaria No aplica
la situacion dlas_ adaptadq del libro homénimo

escrito por Julio Verne (1872).

2_ Identificar Ia_coordinacic')n del 'cambio \C/ZC::EC?& \[/)aersig(r:lilcy)lrzez interpretar
Reconociendo de una magnitud con los cambios en la 6 o . representadas en AM 1
relaciones entre | otra, utilizando a Geogebra como Verbalizacion del cambio. graficos
magnltudes medlador Coordinacién del Cambio. ’

- L Variacion. .

3 Identificar la coordinacion de la o Predecir patrones de
Reconociendo | direccion del cambio de una magnitud . Covariacion. o _ variacion en una AM 2
c6mo cambian con los cambios en la otra magnitud, Verbalizacion de la direccion del cambio. | sacyencia numérica,
las magnitudes | utilizando a Geogebra como mediador. Coordinacion de la direccion cambio. geométrica o gréfica.

4 Iden.tificar la coorc.iinacic’)n de la _ \ézczrci:)c?én. Represento y relaciono
Cuantificando cantidad del cambio de una magnitud Verbalizacién de la cuantificacién del | patrones numéricos AM 3
los cambios de con I.os cambios en la otra r_r!agnltluq, en 1 cambio con tablas y reglas
magnitudes los sistemas de representacion grafico y Coordi o e | dficacion del | verbales.
variables tabu!ar, utilizando a Geogebra como oordinacion  de fa cuantificacion de

mediador. cambio
5 Determinar la coordinacion de la razén -
. . . L Variacién.
Estudiando los de cambio promedio de la funcién con o
cambios de las | los incrementos uniformes del cambio ) Covariacion. AM 4

relaciones entre
magnitudes.

en la magnitud de entrada, en los
sistemas de representacion grafico y
tabular, mediando Geogebra.

Razoén de cambio promedio.

Tabla 7. Estructura general de la situacién de variacién y cambio, en el marco conceptual del Razonamiento Covariacional, Carlson et al., (2003).
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3.3 Sobre la implementacion de la situacion

La implementacion de la situacion se realizo en una sola jornada de cuatro horas y media con
un descanso intermedio de media hora. Las primeras dos tareas se desarrollaron con tiempos de
media hora para cada una y las tres Gltimas con tiempos de una hora, incluidas las plenarias en la
parte final de cada tarea. En este punto, se realizaron por parte de los investigadores preguntas
direccionadas a indagar las diferentes formas como los estudiantes abordaron las preguntas de una
tarea especifica. En estas preguntas los estudiantes, después de pedir la palabra, manifestaban sus
posiciones para cada una de las preguntas hechas por los investigadores alrededor de una accion
mental especifica propia de cada tarea, en sintonia con el referente conceptual. Se cont6 con el
apoyo de 5 representantes del semillero Geogebra de la Institucion en lo referente a la logistica y

la filmacioén.

La respuesta a las tareas se llevo a cabo en la sala de sistemas de la sede central de la .LE.JMC
con computador por estudiante, en cada uno de los cuales estaban los archivos de las tareas; éstas

no podian abrirse sin la autorizacion de los investigadores.

Momento 1. Lectura del comic en medio digital y respuestas a las preguntas sobre la
comprension del texto. Este momento corresponde al desarrollo de la tarea 1, la cual se centra en

la comprensién del comic que da origen a la situacion

Momento 2. Trabajo con el archivo Geogebra de manera individual (Un estudiante por

computador) y entrega de material en medio fisico para las respuestas de las cinco tareas.

Al finalizar cada tarea se realiz6 una plenaria orientada por los autores de la investigacion, en
la cual los estudiantes socializaron sus respuestas con el grupo para profundizar en la relacion entre
los conocimientos y las formas de razonamiento evidenciados al enfrentar la situacion de variacion

y cambio, mediada por Geogebra.

3.3.1 Participantes de la investigacion

Para el desarrollo de esta propuesta de investigacion se realizo la aplicacion de la situacién con 15

estudiantes de grado quinto de basica primaria de la sede John F. Kennedy, I.E.JMC de la ciudad
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de Tulua con el fin de poder analizar sus comportamientos, conforme al marco conceptual de

referencia Carlson et al.,(2003), frente a la situacion disefiada.

Los estudiantes seleccionados para la aplicacion de la situacion son escogidos con desempefios
académicos heterogéneos en el area de matematica, con edades que oscilan entre 11 y 12 afios,
todos de estrato socioeconémico 1y 2.

3.3.2 Metodologia de la implementacion e instrumentos de recoleccion de la informacion

Esta propuesta de investigacién presenta un enfoque cualitativo de tipo descriptivo—
interpretativo, el cual que tiene como método la observacién directa en la aplicacion de la situacion

y por lo tanto permite la relacion y coherencia entre la teoria y la préactica.

La interpretacion y la descripcion en la metodologia de la implementacion, tal como lo plantea
la investigacion cualitativa®, no buscan estandarizar desde los resultados obtenidos, sino que
realiza una descripcién de los anélisis de manera individualizada.

Los materiales utilizados para la aplicacion de la situacion son importantes para la recoleccion
de la informacidn, de los cuales se han seleccionado tres fuentes documentales: las producciones
escritas de los estudiantes, grabaciones de audio y video y anotaciones de los investigadores.

e Las producciones escritas de los estudiantes o el trabajo de lapiz y papel, corresponden a
las tareas propuestas en la situacion.

e Lasgrabaciones de audio y video permiten la transcripcién especifica de las acciones y las
verbalizaciones realizadas por los estudiantes al enfrentar las tareas de la situacion.

e Las anotaciones de los investigadores se toman como fuente de las observaciones

realizadas durante la implementacion de las tareas.

3.4 Analisis de resultados

Este trabajo, desarrollado en el marco de la Maestria en modalidad de profundizacion centra su
atencion en las producciones de estudiantes de quinto grado de la I.E.JMC cuando desarrollan las

5 tareas propuestas de la situacion, la primera de ellas en diapositivas correspondientes a la

% Los principales tipos de investigacion amparadas en este paradigma son las investigaciones cualitativas
interpretativas (no buscan explicaciones sino interpretaciones).
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presentacion de un comic que contextualiza la situacién, seguida de cuatro tareas compuestas por

cuatro archivos disefiados en Geogebra acompafiados de su respectiva hoja de trabajo.

Ya con las respuestas de los estudiantes, estas se clasificaron conforme a qué tan lejos o cerca
se encontraban de las respuestas esperadas en el contexto de cada accién mental del referente
conceptual. Es asi como las respuestas quedaron tipificadas en conjuntos de respuestas llamadas
R1, R2, R3..., en cada uno de las cuales se ubicaron las respuestas afines encontradas, es decir,
con elementos comunes. Esta clasificacion permitié que los tipos de respuestas que ofrecieron los

estudiantes se presentaran en tablas en las cuales se exponen frecuencias absolutas y porcentuales.

A partir del marco conceptual de referencia se establecieron categorias de analisis para los
tipos de respuestas dadas por los estudiantes, cada una con sus correspondientes criterios, tal como

se muestra en la Tabla 8:

Categorias Criterios
Razonamiento e Comportamientos asociados a una accion mental.
1 | Covariacional. e Niveles de razonamiento covariacional.
Carlson et e Existencia comportamiento pseudoanalitico.
al.,(2003)

e Debido a que en la situacion se recrea un comportamiento
directamente proporcional entre las magnitudes que se
consideran (tiempo y distancia recorrida), con el apoyo del
sistema de representacion tabular, las respuestas de los
estudiantes se analizan a partir del uso de analisis vertical u
horizontal o sumas iteradas para completar las tablas.

e Analizar si las respuestas de los estudiantes se acercan a los
propésitos de las tareas, cada una asociada a una accién mental

especifica del marco de referencia conceptual.
Tabla 8. Categorias y criterios de analisis

Anadlisis escalar y
2 analisis funcional.
Sumas iteradas.

Propositos de las
tareas 2, 3,4y 5.

En particular, para la Tarea 1 se realizd un analisis muy general debido a que su propdsito fue
ubicar a los estudiantes en el contexto de la situacién y por lo tanto no evalUa caracteristicas del
razonamiento covariacional, sino la comprension del comic de manera que se facilite el abordaje

de las tareas 2, 3, 4 y 5.

Para el analisis de las diferentes tareas se acude principalmente a las producciones escritas de
los estudiantes en sus hojas de trabajo, complementadas con las hojas de registro de los

investigadores y segmentos de las grabaciones de video para tener una mayor claridad de sus
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actuaciones frente a una pregunta especifica. Para el uso de estas ultimas se presentan cuadros de

dialogo entre el estudiante y el investigador con el empleo de las siguientes convenciones:

I: Investigador

El, E2, E3,... E(n-1), En: Estudiante 1, Estudiante 2, Estudiante 3,..., teniendo en cuenta que las
convenciones estaran asociadas a un estudiante en particular, y cuando se emplee dicha convencion

se estara haciendo referencia especificamente al estudiante al que representa.

3.4.1 Andlisis de los resultados de la Tarea 1. Comprendiendo la situacion

Se dio inicio a la primera tarea con la lectura del comic mediante diapositivas en cada
computador. En ellas se adaptd y recred apartes del libro “La vuelta al mundo en 80 dias”

haciendo énfasis en una persecucion en elefante llevada a cabo en Bombay, India.

Los estudiantes fueron muy receptivos, evidenciandose en la primera plenaria por medio de
preguntas intencionadas que hubo apropiacién por parte de ellos de la historia. Todas las preguntas
estuvieron relacionadas con aspectos del comic como personajes, origen de la apuesta,
caracteristicas de la apuesta, origen de la persecucion, medios de transporte utilizados, el por qué
de la ventaja inicial entre los personajes. En términos generales los estudiantes mostraron una
lectura comprensiva del comic debido a que sus respuestas estaban en correspondencia con el

propésito de esta primera tarea, haciendo énfasis en los momentos previos y durante la
persecucion.

76



Dentro de las respuestas a esta primera tarea 12 de los 15 estudiantes (80%) coincidieron en
que el sefior Phileas Fogg debia dar la vuelta al mundo en 80 dias 0 menos si queria ganar la
apuesta. Igualmente identificaron que el robo del banco de Inglaterra coincidid con la partida de
Phileas Fogg, situacion que motiva al inspector Fix para ir tras €l, tal como se muestra en el

siguiente dialogo:

L1. 1: Al inicio del comic vemos que ellos (Phileas Fogg y su amigo) estan reunidos
tomandose un café ;Qué estaban haciendo?

L2. E1: Estaban haciendo la apuesta de si podian recorrer el mundo en 81 dias.

L3. I:¢80u 81 dias?

L4. EL1: 80.

Cuando E1 menciona que el recorrido se puede hacer en 81 dias (en el desarrollo de la plenaria
1) casi al unisono, los comparfieros hacen la correccion diciendo que deben ser 80 para ganar la
apuesta. Se evidencia entonces con esto que se logra el propdsito para el cual fue disefiada esta
primera pregunta pues los estudiantes reconocieron el reto que tenia el sefior Phileas de dar la

vuelta al mundo en 80 dias 0 menos para ganar la apuesta.

En la pregunta 2 se indaga sobre el por qué el inspector Fix se da a la persecucion de Phileas
Fogg. Ante ella 10 de los15 estudiantes (66.7 %) identificaron que Phileas Fogg era sospechoso
en ese momento del robo del banco de Inglaterra.  Las otras respuestas fueron dispersas

mencionando la aventura, la pasion por los medios de transporte y la apuesta misma.

En la pregunta 3 se indaga sobre el medio de transporte mas llamativo entre todos los
presentados en el comic. En este punto 11 de los 15 estudiantes (73.3 %) manifestaron que es el
elefante el que mas les llamoé la atencion. Los demas se inclinaron por el trineo, el tren, el
ferrocarril y el barco. Un ejemplo de la respuesta con mayor tendencia se muestra en la Illustracion
31.
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lHustracion 31. Respuesta al Item3, Tarea 1, E2
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La pregunta 4 inquiere sobre la situacion particular que muestra el comic, en la cual el inspector
Fix cae del elefante. Ante esto, 6 de los 15 estudiantes (40 %) identificaron la caida del inspector
Fix como aquello que le posibilito al sefior Phileas Fogg aumentar su ventaja sobre él durante la
persecucion. El resto de estudiantes dan diversos argumentos como por ejemplo el cansancio del
persecutor, que iban en sentido contrario (posiblemente guiados por uno de los graficos del comic),

entre otros.

En general, con la plenaria de cierre para esta primera tarea se evidencio que los estudiantes

comprendieron el contexto de la situacion.

3.4.2 Andlisis de los resultados de la Tarea 2. Reconociendo relaciones entre magnitudes

En el 11 de esta tarea, cada estudiante manipuld el deslizador y posterior a ello se realizd una
descripcion de lo observado mediante producciones escritas y verbales, encontrandose

principalmente tres tipos de respuestas.

item 1 (11) T2: Manipula el deslizador, el cual representa el tiempo, y realiza una descripcion
a partir de lo que observas en situacion presentada.
Tipo de Descripcidon de la respuesta Frecuencia | Frecuencia
respuesta absoluta porcentual
Estudiantes que centran su atencion en las magnitudes 12 80%
R1 gue cambian. Describen el movimiento de los
personajes (Inspector Fix y el sefior Phileas Fogg).
Estudiantes que describen los elementos del paisaje, 1 6.7%
los arboles, la carretera, los colores de los elefantes y,
R2
en general, lo que se ve en el fondo de pantalla del
archivo.
Estudiantes que describen la situacién de la huida de 2 13.3%
R3 Phileas haciendo relacion a la situacion presentada en
el comic.

Tabla 9. Tipos de respuestas en el item 1 Tarea 1

De acuerdo con latabla 9, el 80% de los estudiantes lograron captar que en la medida en que se

manipula el deslizador la posicion de los personajes cambia.

producciones escritas, tal como se muestra a modo de ejemplo en la ilustracion 32.

Esto se hace evidente en sus
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lustracion 32. Respuesta al item 1, Tarea 2, E3

Conforme a lo anterior, se evidencia que los estudiantes logran vislumbrar la posicion de los
personajes como algo que cambia con el movimiento del deslizador (el cual representa el tiempo).
De acuerdo con lo anterior es posible afirmar que el estudiante, asi como los demés que dieron
este tipo de respuesta, evidencia una coordinacion de las magnitudes distancia y tiempo,

comportamiento propio de AML.

Se encontrd que algunos estudiantes, ademas de describir los cambios que se dan en algunas
magnitudes de la situacion, también centraron su atencidn hacia donde es el desplazamiento de los
personajes, tal y como se aprecia en la ilustracion 33 en donde el estudiante indica que ambos

personajes van en el mismo camino y direccion.

&l O
| A g\og’”\k €s voro £ &qgnc[o s O\ZOL, Corda Pei o0y

UC? S(\ vooy CC‘&OQ é‘c \\J p
i S WEeYenTC S Mourstva  evac e ‘
Yy diveccion p =¢ Hoesivg que Va0 £a Ef mismo (amino

lustracion 33. Respuesta al ftem 1, Tarea 2, E4

Un estudiante (6.7%) se inclind por hacer sus descripciones en torno a los elementos que
configuran el paisaje que sirve de fondo de pantalla en el archivo, mencionando la presencia de
arboles, el césped verde, los elefantes y sus colores y el camino pavimentado por donde transitan.

Esto puede apreciarse a continuacion en la ilustracion 34.
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lustracion 34. Respuesta al item 1, Tarea 2, E5
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De acuerdo con la descripcion que hace este estudiante, es posible afirmar que no considera el
efecto que tiene la manipulacion del deslizador sobre la situacion presentada como elemento

dinamizador de algunas magnitudes presentes en ella.

Por su parte, dos estudiantes (13.3%) parecen basar sus respuestas en la lectura previa del comic
mas que en lo que sucede en la situacion al mover el deslizador, refiriéndose a caracteristicas de
la historia como el escape o huida del sefior Phileas Fogg, tal y como se observa en las ilustraciones
35y 36:
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lustracion 35. Respuesta al tem 1, Tarea 2, E1
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lHustracion 36. Respuesta al item 1, Tarea 2, E6

Notese coOmo estos estudiantes no centran su atencion en las magnitudes que cambian, sino en

los elementos del comic.

A continuacion se presentan los tipos de respuestas al item 2 de la Tarea 2:

Item 2 (12) T2: ;Qué esta variando o cambiando en la situacion?

Tipo de Descripcidn de la respuesta Frecuencia Frecuencia
respuesta absoluta porcentual
Estudiantes que identifican un cambio de posicién
R1 de los personajes (Inspector Fix y el sefior Phileas 6 40 %

Fogg), indicando que avanzan o se desplazan.
Estudiantes que centran su atencion en que el
R2 inspector Fix se acerca al sefior Phileas Fogg a 6 40 %
medida que el tiempo transcurre.

Estudiantes que contemplan simultaneamente la
variacion de la posicion los personajes (Inspector

R3 Fix y el sefior Phileas Fogg) y de la distancia que 1 6.7 %
los separa.
Estudiantes que centran su atencién en la variacion

R4 de la velocidad de los personajes dependiendo de la 2 13.3 %

manera en que se manipule el deslizador.
Tabla 10. Tipos de respuestas en el item 2 Tarea 2
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De acuerdo con la tabla 10 se identifica que los 15 estudiantes logran identificar aspectos que
cambian en la situacion. Sin embargo, no todos centran la atencion en los mismos tipos de
elementos, pues 6 de ellos solamente identifican que lo que varia es la posicion, tal y como se deja

ver en la ilustracion 37;
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lustracion 37. Respuesta al Item 2, Tarea 2, E7

Otros 6 estudiantes centran su atencion Unicamente en que lo que cambia es la distancia que
separa un personaje del otro, reconociendo que esa distancia tiene una tendencia a ser cada vez
menor en la medida en que se manipula el deslizador, tal como se aprecia en la siguiente

produccion verbal de uno de los estudiantes:

L1. I: ¢Qué ves en la situacion?

L2. E8: En la situacion veo que cuando ellos empiezan estan bien separados y cuando los
voy corriendo (mientras mueve el deslizador) el inspector Fix cada vez méas se acerca al
sefior Phileas y la distancia entre ellos se va achicando mas. Yo manipulé mucho el
deslizador y me di cuenta de lo que le acabé de decir.

Obsérvese en el anterior cuadro de dialogo se aprecian imagenes de covariacion que pueden
sustentar la AM1 al coordinar la magnitud tiempo con los cambios en la magnitud distancia entre

los personajes.

En la ilustracion 38 se muestra la respuesta de un estudiante a este item en la cual identifico que
tanto la posicién de los personajes como la distancia entre ellos son elementos que varian en la

situacion en la medida en que la magnitud de entrada tiempo (presente en el deslizador) cambia.
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lHustracion 38. Respuesta al item 2, Tarea 2, E4

Otros dos estudiantes observan que lo que cambia es la velocidad de acuerdo a la manera en

como se mueva el deslizador, tal como lo muestran las ilustraciones 39 y 40:
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lustracion 39. Hustracion 39. Respuestas al item 2, Tarea 2, E9
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lHustracion 40. Respuesta al item 2, Tarea 2, E2

Notese como los estudiantes reconocen que cuando el archivo funciona en modo automatico

(por medio del boton Inicio) la velocidad de los personajes es constante pero cuando se manipula

abruptamente el Tiempo (presente en el deslizador) esto tiene repercusiones en la velocidad de los

personajes, de manera que entre mas rapido se manipule el Tiempo, mayores las velocidades de

los personajes. Igualmente entre méas lento sea el movimiento del deslizador, menores seran sus

velocidades.

A continuacion se presentan los tipos de respuestas encontradas a los items 3 y 4 de la Tarea 2:

Items 3y 4 (I3, 14) T2:
13: ¢ Qué sucede con la posicion del sefior Phileas Fogg en la medida que transcurre el tiempo?
14: ¢ Qué sucede con la posicidn del Detective Fix en la medida que pasa el tiempo?
Tipo de Descripcion de la respuesta Frecuencia | Frecuencia
respuesta absoluta porcentual
Estudiantes que identifican un cambio de posicion de
R1 !os personajes (Inspector Fix y el sefior Ph_|leas Fogo), 4 26.7 %
indicando que avanzan o se desplazan hacia la
derecha.
Estudiantes que identifican simultdneamente que los
R2 personajes se desplazan hacia la derecha y que la 3 20 %
distancia entre los dos es menor a medida que el
tiempo transcurre.
Estudiantes que centran su atencion Unicamente en la
R3 distancia entre los dos personajes (el Inspector Fix 8 53.3%
estd cada vez més cerca del sefior Phileas Fogg).

Tabla 11. Tipos de respuestas en los items 3 y 4 Tarea 2

De acuerdo con latabla 11 y la intencidn del item 3 se esperaba que los estudiantes consideraran

los desplazamientos de los personajes en la medida que el tiempo transcurre y el comportamiento

de la distancia entre ellos. En este sentido, el 100% de los estudiantes relaciono que cambios en
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la magnitud de entrada Tiempo (deslizador) generan cambios en las magnitudes de salida, bien

sean los desplazamientos individuales de los personajes o la distancia que los separa.

De este modo, 4 estudiantes identifican que cambios en la magnitud de entrada Tiempo
(deslizador) generan cambios en la magnitud de salida (distancias recorridas por los personajes),
lo cual en pantalla es visualizado en nuevas posiciones de los personajes, lo cual puede verse en la

ilustracion 41:
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llustracion 41. Respuestas a los items 3 y 4, Tarea 2, E7

Otro grupo de 3 estudiantes reconocen lo anterior pero adicionalmente tienen en cuanta la
disminucion en la distancia que separa los personajes ante los cambios en la magnitud de entrada

Tiempo (deslizador). Esto puede verse en las ilustraciones 42 y 43 que se muestran a continuacion:
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lustracion 42. Respuestas a los ftems 3 y 4 Tarea 2 E1
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lustracion 43. Respuestas a los ftems 3 y 4 Tarea 2 E4

Finalmente los restantes 8 estudiantes centran su atencion Unicamente en la distancia entre los

personajes Fix y Fogg.

lustracion 44. Respuestas a los tems 3 'y 4, Tarea 2, E2
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Conforme a las ilustraciones anteriores (41 a la 44), se evidencia AM1 en las producciones

escritas donde se aprecia coordinacion de dos magnitudes, en este caso los desplazamientos de los

personajes y/o la distancia que los separa con los cambios en el tiempo. Estos comportamientos

sustentaron entonces la accion mental de coordinar el cambio en una magnitud con los cambios en

la otra magnitud, AM1.

A continuacion se presentan los tipos de respuestas encontradas al item 5 de la Tarea 2:

item 5 (I5) T2: ¢De qué dependen las posiciones del inspector Fix y del sefior Phileas Fogg?
Tipo de Descripcién de la respuesta Frecuencia | Frecuencia
respuesta absoluta porcentual
Estudiantes que identifican que entre mayor sea el
tiempo transcurrido, mayor es el desplazamiento de
R1 !os _personajes (Inspector Fix y el sefior Ph_ileas Fogg), 8 533 %
indicando que avanzan o se desplazan hacia la
derecha. Indican que las posiciones dependen del
tiempo.
Estudiantes que afirman que las posiciones del
R2 Inspector Fix y el sefior Phileas Fogg dependen de la 3 20 %
velocidad o del elefante sobre el cual viajan.
Estudiantes que afirman que las posiciones dependen
R3 tanto del tiempo como de la velocidad con que se 1 6.7 %
desplazan
R4 Estudiantes en cuyas respuestas no hay claridad o no 3 20 %
corresponden a la pregunta planteada.

Tabla 12. Tipos de respuestas en el item 4 Tarea 2

Las respuestas que presenta la tabla 12 muestran que el 80% (R1 + R2 + R3) manifiestan que

la posicidn de los personajes depende del tiempo, de la velocidad o de ambas. Aunque el propdésito

de este item era que los estudiantes identificaran que las posiciones de los personajes dependen

del Tiempo (presente en el deslizador), se encontraron ademas respuestas que tuvieron en cuenta

la magnitud velocidad.
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lHustracion 45. Respuesta al item 5, Tarea 2, E7

Estas respuestas se consideraron validas porque, aungue intuitivamente, hay reconocimiento

de una nueva magnitud, la velocidad, coexistiendo con la distancia y el tiempo.
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lustracion 46. Respuesta al item 5, Tarea 2, E10

Obsérvese en la ilustracion 46 como el estudiante se refiere a que la posicién de los personajes
depende del tiempo, pero ademas contempla las repercusiones de los cambios de posicion de los
personajes como el desplazamiento (cuando afirma que estan avanzando) y la disminucion en la
distancia entre los personajes (cuando hace referencia de que se van acercando poco a poco). Con
lo anterior puede afirmarse que su comportamiento corresponde a AM1debido a que denota una
coordinacion en la cual la posicion de los personajes y la distancia entre ellos cambian con los

cambios de la magnitud de entrada Tiempo, presente en la manipulacién del deslizador.

3 estudiantes (20%) sobresalen por tener respuestas confusas que no parecen movilizarse en
AMI. Por ejemplo, ante la pregunta “;de qué dependen las posiciones del inspector Fix y del

sefior Phileas Fogg?”, encontramos la siguiente respuesta:
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lustracion 47. Respuesta al Item 5, Tarea 2, E6

Se aprecia en la ilustracion 47 que en la produccion escrita que no hay una coordinacion entre
la magnitud de entrada Tiempo y la posicidn por lo cual no sustenta la accion mental de los cambios
en la posicién con los cambios en el Tiempo o en la Velocidad (AM1).

A continuacion se presentan los tipos de respuestas encontradas al item 6 de la Tarea 2:

item 6 (16) T2: De acuerdo con lo que estas observando, ¢sera posible que el detective Fix
alcance a al sefior Phileas Fogg? Justifica tu respuesta.
Tipo de Descripcidn de la respuesta Frecuencia | Frecuencia
respuesta absoluta porcentual
Estudiantes que afirman que si es posible debido a
R1 que la distancia entre los dos personajes (Inspector Fix 11 73.3%
y Phileas Fogg) es cada vez menor.
R2 Estqdiantes que afirman que no es posible porque 1 6.7 %
la longitud de la pantalla no es suficiente.
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Estudiantes que afirman gue no es posible el
R3 alcance pero ademas no reconocen las magnitudes que 3 20 %
varian.

Tabla 13. Tipos de respuestas en el ftem 6 Tarea 2

Debido a que en esta pregunta se centra la atencion en la relacion entre el tiempo y la
distancia entre los personajes (inspector Fix y Phileas Fogg), en la tabla 13 puede observarse cémo
11 estudiantes (73.3%) después de manipular el deslizador (correspondiente al tiempo)
encontraron una correlacion negativa al coordinar una disminucion en distancia que separa los
personajes cuando el Tiempo aumenta. Esto puede verse con mayor detalle en la siguiente

produccion escrita (ver ilustracién 48):
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lHustracion 48. Respuesta al item 6, Tarea 2, E3

Obsérvese en la ilustracion 48 la coordinacion presente entre el tiempo (deslizador) y la
distancia entre los personajes donde se presenta una correlacion negativa.
En la siguiente produccidn escrita un estudiante (ver ilustracion 49) involucro intuitivamente la

magnitud velocidad como protagonista en la disminucion de la distancia entre Fix y Fogg:
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lustracién 49. Respuesta al item 6, Tarea 2, E11

Para la ilustracion 49 debe tenerse en cuenta que al mover el deslizador (tiempo) en el archivo
se generaba un movimiento simultaneo de los dos personajes en la misma direccion, donde parece
que el estudiante logra identificar que el persecutor lleva una velocidad mayor la cual le permitira

un posterior alcance.

Otro estudiante, aunque afirma que no se produce el alcance, reconoce que la distancia entre
los personajes disminuye a medida que el tiempo transcurre e incluye un nuevo elemento
afirmando que se requiere de una mayor longitud de camino para el encuentro. Podria pensarse
que comprende que la diferencia de velocidades entre los personajes no es suficiente para un

alcance en pantalla, motivo por el cual se requiere de una distancia adicional (fuera de pantalla)
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para cumplir tal objetivo. Del video de la plenaria correspondiente a la Tarea 2 se presenta el

siguiente segmento del dialogo con el estudiante:

L1. I: ¢Crees que hay posibilidad de que el inspector Fix alcance al sefior Phileas Fogg?

L2. E4: No porqgue en el comic se cae, pero si miro la respuesta acé (archivo de Geogebra)
tiene posibilidad.

L3. I: Y por qué crees que tiene posibilidad de alcanzarlo?

L4. E4: Porque cada vez que se mueve el tiempo (deslizador) se va acortando el camino
(juntando las dos palmas de sus manos) aungue en el video (archivo de Geogebra) no lo muestre
que se queden juntos, pero se podria decir que fuera siguiendo tendria posibilidades de
alcanzarlo, que ahi no lo muestra pero si hay posibilidades.

lustracion 50. Verbalizacion respecto al item 6 E4

En la ilustracién 50 se observa a E4 mientras participa en la plenaria de la tarea 2 indicando que
a medida que el tiempo transcurre se va acortando la distancia entre los personajes (mientras acerca
las palmas de sus manos). Esto implica una verbalizacion de la consciencia de la coordinacion de
las magnitudes Tiempo (magnitud de entrada presente en el deslizador) y la distancia que separa a
los personajes (magnitud de salida), donde se evidencia que los cambios en la segunda magnitud
estan determinados por los cambios en la primera, comportamiento propio de AM1. Incluso brinda

elementos caracteristicos de la accion mental siguiente.
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3.4.3 Analisis de los resultados de la Tarea 3. Identificando como cambian las magnitudes

En esta tarea los estudiantes interactuaron con un archivo de Geogebra para identificar la

direccion del cambio en la situacion planteada.

A continuacion se presentan los tipos de respuestas encontradas a los items 1y 2 de la Tarea 3:

item 1 (11) T3: A medida que el tiempo transcurre, ;qué sucede con la distancia recorrida
por el inspector Fix? Justifica tu respuesta.

Item 2 (12) T3: A medida que el tiempo transcurre, ¢qué sucede con la distancia recorrida
por el sefior Phileas Fogg? Justifica tu respuesta.

Tipo de Descripcién de la respuesta Frecuencia | Frecuencia
respuesta absoluta porcentual
Estudiantes que identifican que a mayor tiempo
R1 transcurrido mayor distancia recorrida por los 3 20 %
personajes.
R? Estudlant_es que |dent-|f|can_ gue a mayor tlempp 12 80 %
transcurrido menor distancia entre los personajes

Tabla 14. Tipos de respuestas en el items 1y 2 Tarea 3
De acuerdo con los resultados mostrados en la tabla 14 se puede afirmar que 3 estudiantes (20%)
captan la correlacion positiva existente entre el tiempo y la distancia recorrida por los dos
personajes, afirmando que a mayor tiempo transcurrido mayor distancia recorrida por ellos. Esto

se evidencia en las ilustraciones 51 y 52:

1
1

~ Y\ .‘ - 3 ; ‘
\ Y A Neg'oCy ) ) e\ © R O <« | \n 7
Y A meda Fue o Jemfo 0 Qusando fieas fogy

ud Avan 2aiod ”

| de Nechvie ' X o ade\lat g
Qe o Sdop  Phices FolY Se e ua

e \
X ve s qde)atie

lustracion 51. Respuestas a los items 1y 2, Tarea 3, E12
Cuando el estudiante afirma (Refiriéndose al inspector Fix) “a medida que el tiempo va
pasando” puede notarse que se refiere a un incremento de esta magnitud, al igual que la expresion
“va avanzando” se refiere al incremento en la distancia recorrida. De aqui puede interpretarse que

incrementos en la magnitud de entrada (tiempo) generan incrementos en la magnitud de salida
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(distancia recorrida).  Otro ejemplo en donde este reconocimiento se hace se presenta a

continuacion en una produccién de uno de los estudiantes
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lustracion 52. Respuestas a los ftem 1y 2, Tarea 3, E4

En la ilustracion 52, de manera afin al caso anterior (ilustracion 51), se puede apreciar que el
estudiante identifica una correlacion directa entre las magnitudes tiempo (magnitud de entrada) y
la distancia recorrida por cada personaje (magnitud de salida) al expresar, respecto al inspector
Fix, que su distancia recorrida aumenta cuando el tiempo va avanzando, y asimismo que Phileas
Fogg se va alejando mientras el tiempo avanza. Por consiguiente, en las ilustraciones 51 y 52
puede apreciarse la verbalizacion de la consciencia de la direccidn del cambio de la magnitud de
salida (distancia recorrida) mientras se consideran cambios en la magnitud de entrada (tiempo),

comportamiento propio de AM2.

Los 12 estudiantes restantes (80%) centraron su atencion en la disminucion de la distancia que
separa los personajes (inspector Fix y Phileas Fogg) a medida que transcurre el tiempo, lo cual
podria interpretarse como la identificacion de una correlacion inversa entre la magnitud entrada
Tiempo (representada con el deslizador) y la magnitud de salida (distancia que separa a los
personajes), es decir, que a mayor tiempo, menor es la distancia entre el inspector Fix y el sefior

Phileas Fogg. Esto se evidencia a modo de ejemplo en la ilustracion 53:
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llustracion 53. Respuestas a los items 1y 2, Tarea 3, E2
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Uno de los estudiantes de este grupo (R2) ademas de reconocer que la distancia cambia, parece
identificar una diferencia en las velocidades de los personajes, cuando se refiere a que el sefior
Phileas Fogg va més despacio. Este estudiante logra reconocer que para incrementos de tiempo
iguales el persecutor (Inspector Fix) recorre distancias mayores que el perseguido (sefior Phileas

Fogg), tal como se aprecia en su produccion escrita:
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lustracién 54. item 2, Tarea 3, E10

Obsérvese en la ilustracion 54 la expresion “poco a poco” para referirse al tiempo que
transcurre, hecho que parce indicar la consciencia de la direccion del cambio de la magnitud de
salida (distancia entre los personajes) mientras se consideran los cambios en la magnitud de
entrada (Tiempo) representada con en el deslizador, comportamiento propio de AM2.

Se presenta a continuacion un segmento sobre la verbalizacion de dos estudiantes durante la

tercera plenaria respecto a los items 1y 2:

L1. I: Amedida que el tiempo transcurre, ¢Qué pasa con la distancia recorrida por el
inspector Fix?

L2. E4: Es mas larga

L3. I: ¢Y para el sefior Phileas Fogg?

L4. E4: Es menos la distancia que recorre.

L5. I: En términos generales, entre mayor sea el tiempo... (interviene estudiante)

L6. E13: Mayor distancia.

L7. I: ¢ Mayor distancia... qué?

L8. E13: Recorrida.

L9. I: ¢Alguien piensa diferente?

L10. E4: Con mas mayor tiempo que transcurre menos es la distancia (juntando las
palmas) entre Filix... (piensa un momento) Fix y Phileas Fogg.

En el anterior segmento de la plenaria 3 se observa, respecto al incremento del tiempo, como
E4 y E13 relacionan las magnitudes de salida “distancia recorrida” y “distancia entre los

personajes”, respectivamente. Es decir, mientras E4 centra la atencién en que para incrementos
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iguales de tiempo las distancias el inspector Fix recorre una distancia mayor que Phileas Fogg, por

lo cual la distancia entre ellos tiende a disminuir, tal como se aprecia en L10.

De acuerdo con lo anterior, es posible afirmar que todos los estudiantes verbalizan la conciencia
de la direccion del cambio de las magnitudes de salida (distancia recorrida para E4 y distancia
entre los personajes para E13) mientras se consideran cambios en la magnitud de entrada Tiempo

(presente en el deslizador), comportamiento propio de AM2.

A continuacion se presentan las respuestas dadas por los estudiantes al item 3 de la Tarea 3:

Item 3 (13) T3: De acuerdo a los puntos 1y 2, indica qué relacién encuentras entre el tiempo
y las distancias recorridas por el Sefior Phileas Fogg y el inspector Fix.
Tipo de Descripcioén de la respuesta Frecuencia | Frecuencia
respuesta absoluta porcentual
Estudiantes que centran su atencién en que la
R1 velocidad del inspector Fix es mayor que la del sefior 2 13.3%
Phileas Fogg.
Estudiantes que centran la atencién en la disminucion
R2 de la distancia entre los personajes a medida que el 9 60 %
tiempo transcurre.
R3 Estudian_tes que relaciqnan gue a mayor ti_empo, 4 26.7 %
mayor distancia recorrida por los personajes.

Tabla 15. Tipos de respuestas en el item 3 Tarea 3
Con esta pregunta pretende determinar si los estudiantes identifican la correlacion directa
existente entre el tiempo y la distancia recorrida por cada uno de los personajes. En este sentido,
4 estudiantes (26.7%) logran el reconocimiento de esta relacion, tal como se muestra a modo de

ejemplo en las ilustraciones 55 y 56:

a N\Q l f TG ’ T T
oy dion a . ;
= ' “Mpn QYoY  d:5laheir ¥ yecoyvi d©

lHustracion 55. Respuesta al item 3, Tarea 3, E4
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lustracién 56. Respuesta al item 3, Tarea 3, E14

Obsérvese en las ilustraciones 55 y 56 cémo los estudiantes dejan ver en sus producciones

escritas una verbalizacion de la consciencia de la direccion del cambio de la magnitud de salida
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(distancia recorrida) mientras se consideran los cambios en la magnitud de entrada (Tiempo

presente en el deslizador), comportamientos caracteristicos de AM2.

Otro grupo de 2 estudiantes (13.3%) centran su atencion en las diferencias de las velocidades
de los personajes pero sin referirse a ninguna de las dos magnitudes sobre las que se indaga en la
pregunta. Esto dificulta establecer de manera clara si los estudiantes reconocen o no una
coordinacion de la direccion del cambio entre magnitudes. A modo de ejemplo se muestra

continuacién en la ilustracién 57 una de estas producciones escritas.
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lHustracion 57. Respuesta al item 3, Tarea 3, E9

Los otros 9 estudiantes (60 %) continuaron centrando su atencién en la correlacion inversa entre
la magnitud de entrada Tiempo (presente en el deslizador) y la magnitud de salida (distancia entre
los personajes), que si bien implica coordinar la direccion del cambio entre las magnitudes
mencionadas, no responden de manera explicita a la pregunta planteada. A continuacion se

presenta una produccién escrita en donde respondiendo a este item evidencia lo anterior:
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lustracion 58. item 3 Tarea 3 E8

Aunque en la ilustracién 58 se puede observar que el estudiante retoma la caida del inspector
Fix que se presento durante la narracion del comic (desarrollo de la Tarea 1), cuando se refiere al
cambio del tiempo (representada con el deslizador) con respecto a la distancia que separa al
inspector Fix de Phileas Fogg deja ver la identificacion de la correlacion inversa mencionada.
Esto puede vincularse directamente al comportamiento de verbalizacion de la consciencia de la
direccién del cambio de la magnitud de salida (distancia entre los personajes) mientras se
consideran los cambios en la magnitud de entrada Tiempo (presente en la manipulacién del

deslizador), propia de AM2.
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A continuacion se exponen en la tabla 16 los tipos de respuestas dados por los estudiantes al

item 4 de esta tarea.

item 4 (14) T3: A medida que el tiempo transcurre, ¢qué sucede con la distancia que separa
al inspector Fix y al sefior Phileas Fogg? Justifica tu respuesta.

retoman un momento del comic.

Tipo de Descripcidon de la respuesta Frecuencia | Frecuencia
respuesta absoluta porcentual
R1 Estudlar_ltes gue identifican que la d|§tan0|a_entre los 14 93.3 %
personajes en menor con el transcurrir del tiempo
Estudiantes que para responder, no consideran lo que
R2 se presenta en el archivo de Geogebra sino que 1 6.7 %

Tabla 16. Tipos de respuestas en el item 4 Tarea 3

Para este item se esperaba que los estudiantes identificaran la disminucion de la distancia entre

los personajes con el transcurrir del tiempo. Conforme a esta intencién, en las producciones

escritas de 14 estudiantes (93.3%) se deja ver que identifican que a mayor tiempo menor es la

distancia que separa los personajes. Estas respuestas guardan relacion con las ofrecidas por la

mayoria de los estudiantes en los items anteriores de esta tarea, donde ya se identificaba que

reconocian la forma en que se relacionaban estas magnitudes. En este orden de idea, es posible

afirmar que la mayoria de los estudiantes muestran la consciencia de la direccion del cambio de la

magnitud de salida mientras se consideran cambios en la magnitud de entrada, comportamiento

propio de AM2.

Para evidenciar lo anterior, se presenta las ilustraciones 59 y 60:

‘]’&/" ) M@idido
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lustracion 59. Respuesta a Item 4, Tarea 3, E2

llustracion 60. Respuesta a item 4, Tarea 3, E11
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En la ilustracion 60 el estudiante explicita la coexistencia de las magnitudes tiempo y distancia
entre los personajes haciendo una coordinacidn correcta de la direccion del cambio de la distancia
entre los personajes con los cambios en el tiempo (deslizador). Esto se deja ver cuando expresa:

“a medida que pasa el tiempo...la distancia desaparece”.

La coordinacion anterior también se hace visible en la ilustracion 61 cuando ante incrementos
de la magnitud de entrada (tiempo) el estudiante emplea la expresion “disminuye” refiriendose a

la magnitud de salida (distancia entre los personajes).

Por otro lado, 1 estudiante (6.7%) responde a este item dejando de lado lo que se presenta en el
archivo de Geogebra y lo que se puede observar en él al manipular el deslizador, el cual representa
el tiempo y retomando el contexto presentado en el comic, en particular el evento en el cual el

persecutor se cae, ofrece su respuesta. En la ilustracion 61 se puede apreciar lo anterior:

Q ) A V. o0 Gy

lustracion 61. item 4, Tarea 3, E8

Notese en la anterior produccion escrita que el estudiante no tiene en cuenta para su respuesta
la interaccion con el archivo de Geogebra ni las magnitudes sobre las cuales se le pide que centre
su atencion, sino que retoma un evento particular del comic. Por consiguiente, no se puede

identificar en el estudiante algln tipo de coordinacion de direccion del cambio de magnitudes.

A continuacion se exponen en la tabla 17 los tipos de respuestas dados por los estudiantes al

item 5 de esta tarea.

Item 5 (15) T3: ¢ Como es la relacion entre el tiempo y la distancia que separa al sefior Phileas
Fogg del inspector Fix?
Tipo de Descripcion de la respuesta Frecuencia | Frecuencia
respuesta absoluta porcentual
R1 Estudiantes que identifican que a mayor tiempo, 13 86.7 %
menor distancia entre los personajes.
R2 Estudiantes que no sitdan la pregunta en el archivo en 2 13.3%
CUrso y en su respuesta citan un momento del comic.

Tabla 17. Tipos de respuestas en el item 5 Tarea 3

Estrechamente relacionado con las respuestas dadas por los estudiantes ante el item anterior, en

este se logra percibir que la mayoria de ellos (9 estudiantes, 60 %) evidencian la consciencia de la
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direccién del cambio de la distancia entre los personajes mientras se consideran cambios en el
tiempo, AM2, manifestandolo como relacién de 2 magnitudes. Esto se muestra en las siguientes

producciones escritas (ver ilustraciones 62, 63 y 64):

G G Gy oY Yiempo la ()I&S -}an(/ O

lustracion 63. Respuesta al item 5, Tarea 3, E14
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lustracion 64. Respuesta al item 5, Tarea 3, E4

Las anteriores producciones escritas de los estudiantes permiten dar cuenta, conforme al
referente conceptual Carlson et al., (2003), de coordinacion de la direccion del cambio de la

distancia entre los personajes con los cambios en el tiempo, manifestada como relacion, AM2.

Ahora bien, 2 estudiantes (13.3%) no tienen en cuenta la interaccion con el archivo de Geogebra
propio de la tarea y sus respuestas a este item estan fundamentadas en el contexto de la situacion
presentado en el comic (Tarea 1) sin una correspondencia con lo que sucede al manipular el
deslizador (tiempo) tal como lo indican las siguientes producciones escritas (ver ilustraciones 65
y 66):

AQ QJ' coy

MG3  §.3%0C Q.

lHustracion 65. Respuesta al item 5, Tarea 3, E6
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lustracion 66. Respuesta al ftem 5, Tarea 3, E8

Notese cémo las producciones de estos dos estudiantes estan tensionadas por la situacién
descrita en el comic, abandonando por completo la interaccion con lo presentado en el archivo de

Geogebra.

3.4.4 Analisis de los resultados de la Tarea 4. Cuantificando los cambios de magnitudes

variables

En esta tarea aparecen por primera vez valores numéricos en pantalla, algunos de los cuales
describen el tiempo y otros las distancias recorridas por cada uno de los personajes siendo ambas
cantidades son variables y dandose entre ellas una covariacidn. Se intenta con esta tarea que los
estudiantes den cuenta de la cuantificacion de esos cambios y de la forma como covarian dichas

cantidades.

A continuacion, en la tabla 18, se presentan los tipos de respuesta dadas por los estudiantes para
el item 1 de la Tarea 4:

item 1 (I11) T4: A partir de lo que observas en la situacion, indica cudl es la distancia inicial
que separa al inspector Fix y al sefior Phileas Fogg.

Tipo de Descripcién de la respuesta Frecuencia | Frecuencia
respuesta absoluta porcentual
R1 Estudiantes que |_dent|f|can que |?. distancia inicial 15 100 %
entre los personajes es de 12 Kilémetros.

Tabla 18. Tipos de respuestas al item 1 Tarea 4
Como se aprecia en la tabla anterior, el 100% de los estudiantes identificaron la distancia inicial
que separa los personajes a partir de la posicion que ocupa cada uno ellos. Dicha distancia se
toma en consideracion de trompa a trompa de cada elefante. En la ilustracion 67 se evidencia a

modo de ejemplo una de las respuestas dadas a este item:
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lHustracion 67. Respuesta al item 1, Tarea 4, E2

A continuacion se presentan los tipos de respuestas expuestos por los estudiantes para los items

2y 6 de la Tarea 4. Estos items se trabajan conjuntamente dada la naturaleza similar de ellos, en

la cual indagan por lo mismo.

items 2y 6 (12, 16), T4:
12: En la siguiente tabla se presentan las distancias recorridas (en kilometros) por el
inspector Fix en relacién con el tiempo (en horas) transcurrido. Completa la tabla a partir

de la informacion suministrada en ella.

16: En la siguiente tabla se presentan las distancias recorridas (en kilometros) por el sefior
Phileas Fogg en relacién con el tiempo (en horas) transcurrido. Completa la tabla a partir
de la informacion suministrada en ella.

Tipo de Descripcidon de la respuesta Frecuencia | Frecuencia
respuesta absoluta porcentual
R1 Estudiantes que completan las tablas propuestas 15 100 %
correctamente

Tabla 19. Tipos de respuestas a los items 2 y 6 Tarea 4

Como puede verse en latabla 19, los 15 estudiantes (100%) identificaron el patrén de aumento
para cada una de las cantidades en ambas magnitudes: para las distancias recorridas (de 4 en 4 para
Phileas Fogg y de 5 en 5 para el inspector Fix) y para los tiempos transcurridos (de hora en hora),
hecho que facilito el adecuado llenado de las tablas propuestas en estos items. A manera de ejemplo

se presenta en la ilustracion 68 una de las tablas diligenciadas por los estudiantes:
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TIEMPO (HORAS) | DISTANCIA (KM) [ TIEMPO (HORAS) | DISTANCIA (KM)
1 5 1 4
2 10 2 8
3 15 3 12
4 20 4 16
5 = 5 ‘
5 2
(9 30 6 24
7 35 .

llustracion 68. Respuestas a los Items 2 y 6, Tarea 4, E14

Se observa en la ilustracion anterior que la estudiante identificd los patrones de aumento para

ambas magnitudes, tiempo y distancia.

A continuacidn se presentan los tipos de respuestas expuestos por los estudiantes para los items
3y 7delaTarea4. Estos items se trabajan conjuntamente dada la naturaleza similar de ellos, en

la cual indagan por lo mismo.

items 3y 7 (13, 17), T4: Explica como hiciste para completar los datos de la tabla (Inspector
Fix y Phileas Fogg, respectivamente).
Tipo de Descripcidn de la respuesta Frecuencia | Frecuencia
respuesta absoluta porcentual
Estudiantes que completan las tablas mediante sumas
R1 iteradas previo reconocimiento del patrén en cada una 11 73.3%
de las magnitudes.
Estudiantes que llenan las tablas mediante un analisis
R2 horizontal o funcional. 2 133 %
R3 Estu_dlantes gue llenan las tablas mediante un analisis 9 13.3 %
vertical o escalar.

Tabla 20. Tipos de respuestas a los items 3y 7 Tarea 4

La tabla 20 muestra como 11 estudiantes (73.3%) para completar las tablas de los items 2 y 6,
emplearon las sumas iteradas previo reconocimiento del patrén para la magnitud distancia, esto es,
sumando de 5 en 5 para el caso del inspector Fix (quien persigue) y de 4 en 4 para el del sefior
Phileas Fogg. En sus respuestas escritas estos estudiantes no dan cuenta de la variacion del tiempo
y solamente se refieren a la variacion presente en las distancias de ambos personajes, tal como se

ilustra a modo de ejemplo en las ilustraciones 69, 70 y 71:
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lustracion 69. Respuesta al item 3, Tarea 4, E14

Je. pocage  esa de U ea ¢

lHustracion 70. Respuesta al item 7, Tarea 4, E7
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lHustracion 71. Respuesta al item 7, Tarea 4, E4

Sin embargo es importante resaltar que estos estudiantes si identifican la variacion presente en
el tiempo dado que, como ya se indicd, ellos completan las tablas correctamente. Adicionalmente,
se muestra en la ilustracién 71, a manera de ejemplo, como los estudiantes identifican previamente,
en este caso cuando se afirma “se ve que van de 4 en 4”, antes de realizar las sumas iteradas, lo

que se aprecia cuando expresa “al numero que esta atrds se le suma 4.

2 estudiantes (13.3%), dieron cuenta de un analisis horizontal o funcional para completar las
tablas, tal y como se ejemplifica en la ilustracion 72, donde el estudiante esta indicando como

completd la tabla para el caso del inspector Fix.

5_ {1 ‘ i ¢ { -‘\\ i 7 ‘s \‘\ | N 1 , & 3\ \

<

lustracion 72. Respuesta al item 3, Tarea 4, E11
A partir de esta ilustracion se puede observar que este estudiante encontro el patrén que guardan
las variaciones de las distancias, el cual emplea como un factor para encontrar la distancia recorrida
para cualquier cantidad de tiempo. En este sentido, se puede afirmar que estos 3 estudiantes

identifican el valor de f(1) como el operador funcion que permite establecer la relacion entre los
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dos espacios de medida (tiempo y distancia recorrida). De esta manera, las cantidades encontradas
en la columna correspondiente a la distancia recorrida se obtienen mediante el producto de cada

unidad de tiempo y el valor correspondiente a f(1) que para el caso del inspector Fix es 5 km.

A continuacion se presenta un fragmento de la plenaria correspondiente a la Tarea 4 en la cual

se hace visible este tipo de analisis horizontal o funcional efectuado por los estudiantes:

L1. I: ¢(Alguna otra estrategia?

L2. E3: Yo hice entonces, el de kilémetros que va de cinco en cinco y en el otro, en el de las
horas tenemos el uno, el dos y asi. Yo hice cinco por dos que da diez, cinco por tres quince,
cinco por cuatro veinte, cinco por cinco veinticinco.

2 estudiantes (13.3%) realizaron el llenado de las tablas mediante analisis vertical o escalar, en
el cual establecieron variaciones constantes tanto en el tiempo como en la distancia recorrida. Esto

se evidencia en las ilustraciones 73y 74:

3R /= OUeD loe,?ue.wpe? fue 'op @Cu,,,,f)ur/“ Toblo
v me i’ cuenTa gue Por cado hora
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lHustracion 73. Respuesta al item 3, Tarea 4, E2

SR/

lustracion 74. Respuesta al item 7, Tarea 4, E10

Se observa en las ilustraciones anteriores que los estudiantes han establecido que mientras el
tiempo cambia de 1 en 1 las distancias cambian de 5 km en 5 km para el inspector Fix (ilustracion
73) y de 4 km en 4 km para el sefior Phileas Fogg (ilustracién 74), es decir, cambios en el espacio
de medida “tiempo” determinan cambios simétricos en el espacio de medida “distancia recorrida”,

siendo entonces un analisis de tipo escalar.

Obsérvese como estos dos 2 estudiantes (ilustraciones 73 y 74) establecen la razon entre las

distancias recorridas y el tiempo identificando en el primer caso, que por cada unidad de tiempo

Adelanta 5 kilobmetros

hay un incremento de 5 unidades en la distancia ( ) y para el segundo caso que

Por cada hora

por cada unidad de tiempo hay un aumento de 4 unidades en la distancia recorrida

(Adelanta 4 kilbmetros

). Por consiguiente estos 2 estudiantes logran identificar la covariacion que
Por cada hora
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se presenta entre las cantidades de ambas magnitudes (tiempo y distancia recorrida), es decir, que
por cada hora transcurrida hay unos incrementos especificos en las distancias recorridas por cada

personaje.

Debido a que el emplear los anélisis escalar y funcional al completar las tablas, se hace
necesario reconocer que cambios en un espacio de medida (Tiempo) generan cambios en el otro
espacio de medida (Distancia recorrida) y cuantificarlos, esto implica una coordinacion de la
cantidad de cambio de la magnitud de salida cuando se consideran los cambios en la magnitud de
entrada. Conforme a lo anterior, 4 estudiantes (26.7%) podrian asociarse a comportamientos
propios de AM3. Los 11 estudiantes restantes (73.3%) al solo manifestar cambios en una de las
magnitudes sin evidenciar la correspondencia que guardan estos cambios con los generados en la
otra magnitud, no evidenciando asi comportamientos asociados a la covariacion, es decir, una

imagen sostenida de dos magnitudes que varian simultdneamente.

A continuacion se presentan los tipos de respuestas expuestos por los estudiantes para los items
4y 8 de la Tarea 4. Estos items se trabajan conjuntamente dada la naturaleza similar de ellos, en

la cual indagan por lo mismo.

Items 4y 8 (14, 18), T4:
14: ¢ Cual es la distancia recorrida por el inspector Fix en 1 hora y media, 10 horas y 20
horas? Explica tus respuestas.

18: ¢ Cual es la distancia recorrida por el sefior Phileas Fogg en 1 hora, 1 horay media, 10
horas y 20 horas? Explica tus respuestas.

Tipo de Descripcién de la respuesta Frecuencia | Frecuencia
respuesta absoluta porcentual
R1 Estudiantes que responden y justifican empleando un 9 60 %

andlisis vertical o escalar
R2 Estudiantes que no responden a los items planteados 6 40 %

Tabla 21. Tipos de respuesta a los ftems 4 y 8, Tarea 4

En la tabla 21 se muestra que el 9 estudiantes (60%) de los estudiantes presentan producciones
escritas que evidencian la covariacion de dos cantidades, mediante analisis escalar. En este
sentido, en las ilustraciones 75y 76 puede apreciarse como el estudiante contempla de manera
simultanea las magnitudes tiempo y distancia, encontrando que cambios en los en el tiempo

generaron cambios simétricos en la distancia recorrida por cada personaje.
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llustracion 75. Respuesta al item 4, Tarea 4, E3
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Observe en la ilustracion 75 (donde se subraya el 4 para indicar que corresponde al nimero del
item analizado) que el estudiante identifica que la distancia recorrida en 1% horas es igual a la
sumatoria de las distancias recorridas en 1 hora y en %2 hora, dado el comportamiento proporcional
que guardan las cantidades de ambas magnitudes. Esto lleva a la estudiante a identificar que se
producen cambios simétricos en las cantidades de ambas magnitudes o espacios de medida.

Lo anterior se ratifica nuevamente en la ilustracion 76;
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lHustracion 76. Respuesta al item 8, Tarea 4, E3

Notese como estos 9 estudiantes logran cuantificar los cambios producidos en las distancias
recorridas por cada uno de los personajes a partir de establecer la covariacion que hay entre las
cantidades de ambos espacios de medida. De acuerdo con esto, es posible indicar que ellos
presentan un comportamiento propio de AM3 debido a que evidencian la coordinacion de la
cantidad de cambio de la magnitud de salida (distancia) con los cambios en la magnitud de entrada

(tiempo).

En la ilustracién 78, respecto a Phileas Fogg, que para 1% horas el estudiante tiene claridad
que si recorre 4 kilometros por cada hora, en la mitad de 1 hora recorrera la mitad de 4 kilometros,

motivo por el cual en 1% horas (1 hora + % hora) Phileas Fogg recorre 6 kilometros (4 km + 2
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kilometros), es decir, relaciona las variaciones en el espacio de medida tiempo con respecto a las

variaciones en el otro (distancia recorrida), comportamiento propio de AM3.

A continuacion se presenta la ilustracion y un segmento de didlogo con el estudiante de las
ilustraciones 77y 78:

L1. E3: Profe, entonces si es 10 horas, ¢serian 50 kilometros?

L2. I: ¢Por qué crees que para 10 horas serian 50 kilometros?

L3. E3: Porque en la tabla dice que 7 son 35 kilometros.

L4. I: Muéstranos tu tabla.

L5. E3: Entonces 7 mas 3 es 10. Entonces si yo tengo 3 serian (mientras cuenta con los
dedos) 40, 45, 50, o sea que 10 horas seria 50 kilometros

lustracion 77. E3 durante el desarrollo del item 4, Tarea 4

Se observa en L3 que E3 toma como punto de partida la ltima fila de la tabla, en la cual para
7 horas corresponde una distancia recorrida de 35 kilémetros. Posterior a ello, establece que para
10 horas, el tiempo se ha incrementado en 3 horas y sosteniendo este valor y con la ayuda de sus
dedos (ver ilustracion 79) establece cambios simétricos para la distancia recorrida que fueron: 40,
45 y finalmente 50, correspondiente a la distancia recorrida en 10 horas. Esto confirma para E3
que el analisis fue de tipo vertical o escalar debido a que se puso en relacién las variaciones en el
espacio de medida “tiempo” con respecto a las variaciones en el espacio de medida “distancia

recorrida”.
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Para 6 estudiantes (40%) fue mas complejo encontrar rasgos de AM3 en estos items 4y 8 debido
a que en sus producciones escritas no se encontraron cuantificaciones correctas de los cambios en
las distancias recorridas con los cambios en el tiempo. Es asi como sus respuestas no evidenciaron
verbalizaciones de la consciencia de la cantidad de cambio de la magnitud de salida (distancia
recorrida) cuando se propusieron cambios en la magnitud de entrada (tiempo), comportamiento

caracteristico de AM3.

A manera de ejemplo, en la ilustracion 78 se presenta una de las producciones escritas

perteneciente a uno de estos 6 estudiantes:

O~ }Q O Nwod® Ry ¢l ook by
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llustracion 78. Respuesta al item 4, Tarea 4, E8

Notese en la ilustracion anterior que la estudiante no coordina de manera correcta los cambios
en las distancias recorridas por el inspector Fix para ninguno de los tiempos propuestos en este

item.

A continuacion se presentan los tipos de respuestas expuestos por los estudiantes para los items
5y 9de la Tarea 4. Estos items se trabajan conjuntamente dada la naturaleza similar de ellos, en

la cual indagan por lo mismo.

Items 5y 9 (15, 19), T4:

15: Tomando en consideracidn los datos presentados en la tabla del punto 2, ;Qué se puede
concluir de la velocidad del inspector Fix a partir de la distancia que recorre en relacion
con el tiempo?

19: Tomando en consideracidn los datos presentados en la tabla del punto 6, ¢Qué se puede
concluir de la velocidad del sefior Phileas Fogg a partir de la distancia que recorre en
relacién con el tiempo?

Tipo de Descripcidn de la respuesta Frecuencia | Frecuencia
respuesta absoluta porcentual
Estudiantes que dan su respuesta como razén de la
R1 distancia recorrida respecto al tiempo, siendo 9 60 %

numérica y dimensionalmente correctas.

Estudiantes que dan su respuesta correcta desde lo
R2 numérico pero las unidades no corresponden a la 1 6.7 %
velocidad.
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Estudiantes que responden de manera muy escueta sin
R3 comprometerse con un valor numérico ni con unidades 5 33.3%
propias de la velocidad para la situacién presentada.

Tabla 22. Tipos de respuestas a los items 5y 9 Tarea 4

La intencion de este item fue la de indagar sobre la coordinacion de la razon de cambio
promedio de la magnitud de salida (distancia recorrida) con los incrementos uniformes del cambio
en la magnitud de entrada (tiempo). Estos cambios uniformes en la magnitud de entrada fueron

de 1 hora en 1 hora, tal como se pueden observar en los anexos (Tarea 4).

Conforme a latabla 22, 9 estudiantes (60%) presentaron en sus producciones escritas respuestas
en las cuales se puede ver que establecen que por cada hora el inspector Fix recorria 5 kilometros
y Phileas Fogg 4 kildbmetros, ademas con el empleo adecuado de las unidades (kildmetros para

distancia recorrida y horas para el tiempo).

La siguiente produccion escrita manifiesta la identificacion de la razon de cambio, cuando se
ponen en juego variaciones de una magnitud respecto a la otra, en particular, de la distancia

respecto al tiempo.

lHustracion 79. Respuesta al item 5, Tarea 4, E2

De este modo, 10 estudiantes (66.7%) logran identificar la razon que se presenta entre las dos
magnitudes a partir de la comparacion de ellas. Es asi como se observa en la ilustracion 80 que la
expresion “Avanza 5 kilometros por cada hora” esté relacionando las magnitudes distancia y
tiempo, de manera que parece haber captado la variacion general de la primera respecto a la
segunda, es decir, la estudiante parece estudiar primeramente el comportamiento de tiempo para
luego relacionarlo con la distancia recorrida. Aunque en ningdn momento se mencione la
velocidad, este razonamiento indica que reconoce la presencia de la razon de cambio en la situacion
presentada cuando usa la palabra “cada’” como vinculo entre ambas magnitudes (distancia y
tiempo), lo cual permite ver la coordinacion de la razon de cambio promedio de la distancia

recorrida con los incrementos uniformes del tiempo, AM4.

Otras producciones escritas emplean las unidades propias de la velocidad que evidencian un

acercamiento a la construccién de esta nueva magnitud.
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lustracion 80. Respuesta al item 5, Tarea 4, E15

Como se aprecia en la ilustracion 80, el estudiante deja ver el reconocimiento de la razén de
cambio debido a que parece estarla interpretando como el cociente de las magnitudes distancia y

tiempo.

Otro estudiante evidenci6 la comparacion de las velocidades para los personajes, estableciendo
que quien va mas lento es aquel cuya velocidad tenga un menor valor numérico, lo cual puede

apreciarse en la ilustracién 81.
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lustracion 81. Respuesta al Item 5, Tarea 4, E9

El mismo estudiante deja ver su razonamiento en la plenaria propia de la tarea 4, de la cual se

extrae el siguiente segmento de didlogo.

L1. I: ¢Quién se quiere aventurar a dar la velocidad? (E9 levanta la mano).

L2. E9: 4 kilémetros por hora.

L3. I: ¢Por qué 4 kilémetros por hora?

L4. E9: Porque profesor, vea...alla (sefialando hacia la proyeccion del archivo) donde dice
Tiempo-Hora nos dan el nimero 1y donde dice distancia en kildmetros nos dan el nimero 4.
Entonces, si son 4 kilémetros en una hora, se toma la conclusion de que son 4 kilémetros por
hora. Cada hora que €l anda son 4 kildmetros.

La comparacion realizada por el estudiante tanto en la ilustracion 81 como en el cuadro de
didlogo (ver L4) da cuenta del reconocimiento de la covariacion entre las magnitudes tiempo y
distancia recorrida al referirse a ellas conjuntamente y no por separado. Por lo tanto, podria indicar
que el estudiante concibe un cambio simultaneo del tiempo y la distancia para cada uno de los
personajes, siendo este un acercamiento a la construccion de la velocidad como razon de cambio.
En otros términos, el estudiante evidencia estar en proceso de construccion de la coordinacion de
la razén de cambio promedio de la distancia recorrida con los incrementos uniformes del tiempo,
AM4,
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Para el segundo grupo de respuestas (R2), un estudiante, aunque desde lo netamente numérico
presenta respuestas correctas, no evidencia la construccién de la razon de cambio porque solo
contempla la unidad empleada para la distancia recorrida, que para esta situacion fue el kilometro.
Sin embargo, diligencié adecuadamente las tablas para cada personaje e identificando los patrones

presentes en ellas.
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lHustracion 82. Respuesta al item 5, Tarea 4, E5
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lustracion 83. Respuesta al item 9, Tarea 4, E5

Finalmente, en el tercer grupo de respuestas (R3), 5 estudiantes (33.3%) dieron respuestas en
las cuales no se logra percibir si realmente construyen la velocidad como razén de cambio de la
distancia respecto al tiempo debido a que en sus respuestas a este item no se evidencia la
covariacion entre dichas magnitudes dada en términos de un comportamiento propio de AM4 en
el cual se verbalice la consciencia de la razén de cambio de la distancia recorrida cuando se
consideran incrementos uniformes del tiempo. Fue asi como dieron respuestas muy generales, tal

como se muestra a manera de ejemplo en la ilustracion 84:
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lHustracion 84. item 5, Tarea 4, E8

Notese en la ilustracion anterior como la produccion escrita de la estudiante no da cuenta de
cuéles magnitudes estd comparando. Por consiguiente no es visible la construccion de la velocidad

como razén de cambio de la distancia con respecto al tiempo.

A continuacion se presenta los tipos de respuesta encontrados para el item 10 de la Tarea 4:
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item 10 (110) T4:
110: Al cabo de 10 horas de la partida del Inspector Fix y el sefior Phileas, compara las
distancias recorridas por ambos e indica si son o no las mismas. Justifica tu respuesta.

Tipo de Descripcion de la respuesta Frecuencia | Frecuencia
respuesta absoluta porcentual
Estudiantes que cuantifican las distancias recorridas
R1 por cada personaje para 10 horas y establecen gue no 9 60 %
son iguales.

Estudiantes que identifican que las distancias

R? recorridas_ no son las mismas a través_ de la 5 13.3 %
comparacion de las razones de cambio para cada uno

de los personajes.

Estudiantes que responden de manera muy escueta sin

R3 comprometerse con un valor numérico o sin responder 4 26.7 %

a la consigna planteada.
Tabla 23. Tipos de respuestas al item 10 Tarea 4

La intencion de este item se hizo para que el estudiante pudiera reconocer que al cabo de un
tiempo determinado el inspector Fix recorrié una mayor distancia que el sefior Phileas Fogg dado
que por cada unidad de tiempo transcurrida el primero se desplazaba una unidad mas que el
segundo, es decir, que la velocidad del primer personaje es mayor que la velocidad del segundo

personaje.

Dentro de la tipificacion de las respuestas, se encontrd que 9 estudiantes (60%) identificaron
que para un tiempo de 10 horas las distancias recorridas eran diferentes, realizando una posterior

comparacion de esas distancias recorridas por los personajes.

A manera de ejemplo, la ilustracion 85 muestra la produccion escrita de un estudiante
contemplado en R1, en la cual reconoce que para un tiempo de 10 horas, los personajes recorren

diferentes distancias:
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llustracion 85. Respuesta al item 10, Tarea 4, E4

Se observa en la anterior ilustracion que el estudiante no establece una comparacion cuantitativa
de las razones, por lo cual no puede considerarse que se esté movilizando en AM4, pues solo se
evidencia en su produccion escrita la cuantificacion de los cambios en las distancias recorridas

para después comparar dichas cantidades.

108



Del segundo grupo (R2), un estudiante también identificd que para las 10 horas los personajes
recorrieron distancias diferentes, recurriendo como ayuda a la representacion tabular, tal como lo

muestra la ilustracién 86:
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llustracion 86. Respuesta al item 10, Tarea 4, E11

Se observa en la ilustracion anterior como el estudiante confirma la relacion existente entre el
tiempo (magnitud de entrada) y las distancias recorridas (magnitud de salida) cuando emplea el
término “cada” como vinculo de las mismas. Por lo anterior puede afirmarse que estd comparando
las razones de distancias recorridas por cada hora, es decir, parece estar en proceso de construccion

de la velocidad como razon de cambio promedio.

En este mismo grupo, otra estudiante también realiza una comparacion a través de las razones,
es decir, se centra en comparar razones de cambio. Se muestra a manera de ejemplo su produccion

escrita en la ilustracién 87.
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lHustracién 87. Respuesta al item 10, Tarea 4, E2

Se observa en la ilustracion anterior que el estudiante reconoce que el inspector Fix recorre un
kilometro mas que el sefior Phileas Fogg por cada unidad de tiempo, es decir, esta comparando 2
razones. Llama la atencion en ambos estudiantes de (ilustraciones 86 y 87) que en sus
producciones escritas no cuantifican la distancia solicitada para el tiempo propuesto, sino que
basan sus respuestas en el hecho de que como las razones de cambio no son iguales para una hora,
tampoco seran iguales para las 10 horas. Por consiguiente, estos 2 estudiantes dan cuenta de la
construccion de la razon, es decir, se estdn movilizando en AM4 al verbalizar la consciencia de la
razén de cambio de las distancias recorridas por los personajes cuando se consideran incrementos

uniformes en el tiempo.

109



Finalmente, 5 estudiantes (33.3%) no compararon en este item ni distancias recorridas ni
razones de cambio, tal como, a manera de ejemplo, se muestra uno de estos casos en la ilustracion
88.
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llustracion 88. Respuesta al item 10, Tarea 4, E12

Puede observarse en la anterior ilustracion que la estudiante no evidencia coordinaciones de la
razén de cambio promedio de la distancia recorrida respecto al tiempo y que tampoco cuantifica
los cambios que se presentan en la distancia recorrida a partir de los cambios en el tiempo. Esto
permite afirmar que los estudiantes con las respuestas tipificadas en R3 no estan movilizandose en

AMA4, al dar respuestas alejadas del objetivo de la pregunta.

A continuacion se presentan los tipos de respuesta encontrados para el item 11 de la Tarea 4:

item 11 (111) T4:
111: Con base en la informacién suministrada en las tablas de los puntos 2 y 6, indica al
cabo de cuanto tiempo el inspector Fix alcanza al sefior Phileas Fogg. Justifica tu
respuesta.
Tipo de Descripcién de la respuesta Frecuencia | Frecuencia
respuesta absoluta porcentual
R1 Estudiantes que establecen porrectamente el tiempo de 3 20 %
encuentro entre los personajes
Estudiantes que establecen incorrectamente el tiempo

R2 de encuentro entre los personajes, dando 7 horas como 6 40 %
respuesta

R3 Estudiantes que no responden a la pregunta planteada 6 40 %

Tabla 24. Tipos de respuestas al item 11 Tarea 4

El item 11 se propuso para que los estudiantes identificaran cuando el inspector Fix alcanzaba
al sefior Phileas Fogg a partir de la comparacion de las razones de cambio establecidas entre las
distancias recorridas por los personajes y los tiempos empleados (presentes en las tablas de la
Tarea 4) eran utilizadas por ellos para establecer en qué momento sus posiciones eran iguales.

Debido a que las velocidades tanto del persecutor como del perseguido eran constantes en el
archivo Geogebra de esta tarea (5 KTm para el inspector Fix y 4 KTm para Phileas Fogg,

respectivamente) y al estar separados inicialmente una distancia de 12 kilémetros (de lo cual se
daba cuenta en el item 1, tarea 4), el primero descuenta 1 kilébmetro de distancia por cada hora,

alcanzando al segundo 12 horas despues de haberse iniciado la marcha.
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Se encontr6 para este item que 3 estudiantes respondieron acertadamente, llegando a la
respuesta mediante sumas iteradas de 5 en 5 para después emplear un analisis funcional, tal como

lo muestra el siguiente segmento de la plenaria correspondiente a esta tarea:

L1. I: ¢Por qué 12 horas?

L2. E13: Por lo que recorren en 60 kilometros en 12 horas.

L3. I: ¢como descubriste que para los 60 kilometros estaban en el mismo sitio en 12 horas?
L4. E13: Pues multiplicando la...en base a multiplicar la tabla o sumarle, por ejemplo, en la
tabla de Fix, me aparece que de 5en 5y suman 5, 10,15, 20 y asi hasta llegar a 60 que son
12 por 5 igual a 60.

En L4, si bien el estudiante parece estar empleando sumas iteradas con las distancias recorridas
por unidad de tiempo por el inspector Fix (cuando dice: 5,10, 15, 20 y asi hasta llegar a 60 donde

coinciden las trompas de los elefantes), posteriormente realiza un andlisis de tipo funcional en el

cual toma el operador funcion (5 KTm) y lo multiplica por las 12 horas.

Esta respuesta deja ver que el estudiante establece una relacién entre los dos espacios de medida
(tiempo en horas, distancia recorrida en kildbmetros) reconociendo que multiplicar cualquier tiempo
por el operador funcion, permite obtener la distancia recorrida. Esto se evidencia cuando el
estudiante dice “12 por 5 igual a 60”. Por lo anterior, puede afirmarse que hay una coordinacion
de la cantidad de cambio en la magnitud de salida (distancia recorrida) con los cambios en la

magnitud de entrada (tiempo), AM3.

6 estudiantes Ilaman la atencidn porque sus respuestas, aunque incorrectas, son coincidentes;
es asi como manifiestan que el encuentro se produce a las 7 horas sin justificar el por qué. Este
valor podria fundamentarse en que el maximo valor para el tiempo presentado en las tablas es de
7 horas, lo que evidencia dificultades al momento de darles continuidad e involucrar la covariacion
de los dos espacios de medida presentes. Parece ser que las tablas fueron un apoyo indispensable
para identificar la forma en que se correlacionan las cantidades de ambas magnitudes y a falta de
esa tabla los estudiantes de este grupo (R2) terminan no haciendo las cuantificaciones de forma
correcta. Esto es, las tablas son una representacion que ayudo a los estudiantes a establecer la

covariacion, en este caso, entre la distancia recorrida y el tiempo.

A manera de ejemplo se presenta una de estas respuestas en la ilustracion 89:
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lustracion 89. Respuesta al item 11, Tarea 4, E12

Los otros 6 estudiantes (40%) no lograron cumplir con el objetivo de la pregunta, tal como a

manera de ejemplo se muestra en la ilustracion 90:
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lustracion 90. Respuesta al item 11, Tarea 4, E9

Se puede apreciar en la ilustracion 90 que el estudiante reconoce que la pregunta hace referencia
a la magnitud tiempo. Sin embargo, no se evidencia la covariacién debido a que muestra como
alternativa de solucién un proceso algoritmizado donde no deja verse la relacién entre el tiempo y

la distancia, tal como se venia presentando en las tablas hasta la séptima hora.

3.4.5 Andlisis de los resultados de la Tarea 5. Estudiando los cambios de las relaciones
entre magnitudes.

Esta tarea se centra, conforme al referente conceptual, en la coordinacion de la razon de cambio
promedio de la magnitud de salida (distancia recorrida) con los incrementos uniformes del cambio

en la magnitud de entrada (tiempo).
A continuacion se presentan los tipos de respuesta ofrecidos por los estudiantes para el item 1

de la Tarea 5:

item 1 (11) T5:
11: Describe la relacion que hay entre la distancia recorrida por el sefior Phileas Fogg para
cada hora transcurrida. A partir de esto, realiza algunas conclusiones sobre el
comportamiento de la velocidad que tuvo el sefior Phileas Fogg durante toda su huida.

Tipo de Descripcién de la respuesta Frecuencia | Frecuencia
respuesta absoluta porcentual
Estudiantes que identifican las diferentes distancias
recorridas por Phileas Fogg para una misma unidad de

R1 tiempo (una hora) y asocian estos cambios con el 4 26.7 %
cansancio y la falta o ganancia de energia de los
elefantes.
Estudiantes que establecen relaciones entre las

R2 distancias recorridas por Phileas Fogg vy el tiempo 4 26.7 %

para cada unidad de este, pero no comparan estas
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relaciones a fin de identificar que en algunos
momentos la velocidad del personaje era mayor que
en otros.
Estudiantes que dan como respuestas las distancias
recorridas mostradas en pantalla después del
movimiento de los deslizadores, sin una reflexion
sobre lo sucedido.

Tabla 25. Tipos de respuestas al item 1 Tarea 5

R3 7 46.7 %

La intencionalidad del item 1, Tarea 5 era indagar sobre la consolidacién de la relacion entre la
distancia recorrida y el tiempo, cuya aproximacién se habia venido trabajando desde las tareas

previas.

Teniendo en cuenta que la magnitud velocidad corresponde a la razén de cambio de la distancia

recorrida respecto al tiempo y que, en particular, la velocidad media puede expresarse de la forma

Distancia Recorrida

Velocidad Media = — , , Se esperaba que los estudiantes
Tiempo empleado para tal recorrido

establecieran la relacion entre las distancias recorridas por Phileas Fogg para cada intervalo de una
hora y pudieran asi acercarse a la relacion que guardan estas magnitudes con la velocidad. En esta

tarea las distintas velocidades del sefior Phileas Fogg para cada hora en su respectivo orden fueron:

o 7 KTm Primera hora
e § KTm Segunda hora
e 3 KTm Tercera hora
e 6 KTm Cuarta hora

o 4 KTmQuinta hora

Fue asi como en un primer grupo de respuestas de los estudiantes (R1) se logra apreciar que 3
de ellos identifican que las distancias recorridas por el personaje son distintas para cada unidad de
tiempo y parecieran tener una nocién intuitiva de la velocidad cuando asocian los cambios de las
distancias recorridas a elementos como el cansancio o la energia de los elefantes, tal como se

muestra a manera de ejemplo en la ilustracién 91:
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lustracion 91. Respuesta al item 1, Tarea 5, E2

Puede observarse en esta ilustracion que, conforme a los cambios de las distancias generados
al manipular el deslizador (que representa el tiempo), la produccion escrita de este estudiante deja
ver una interpretacion de lo que sucede al interactuar con el archivo de Geogebra, segun la cual si
se recorre una mayor distancia en una misma unidad de tiempo es porque el elefante tiene mayor
energia mientras que mientras que si se recorre una menor distancia para la misma unidad de
tiempo es porque el elefante perdié energia o estaba cansado. Es asi como para la primera

12

. K . S L.
velocidad (7 Tm), el estudiante emplea la expresion “Al principio no estaba cansado”, para la

. K . - . ‘ . . ryss
tercera velocidad (3 Tm) se refiere diciendo “poco a poco el cansancio iba cayendo sobre él”'y

cuando la velocidad aumenta (4 KTm) expresa: “pero a partir de D4 (distancia 4) comenzo a
recuperar energia y siguié su camino”. [Estas expresiones dejan ver como el estudiante al
comparar las distancias recorridas para las unidades de tiempo, intuitivamente se asocia con el
hecho de que se vaya mas lento o mas rapido, lo cual esta asociado a su vez con los cambios en el
estado de los elefantes. Sin embargo, no se evidencia la construccién de la velocidad como razon
de cambio promedio al no explicitar la coexistencia de las magnitudes velocidad, distancia y

tiempo y la relacion que ellas guardan.

Algo similar sucede con otro estudiante de este grupo (R1), con la diferencia que este si se

refiere, en algin momento de su produccion escrita, a la magnitud velocidad. Esto se muestra en

la ilustracion 92:
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llustracion 92. Respuesta al item 1, Tarea 5, E9

Se aprecia entonces en esta ilustracion que el estudiante logra asociar de forma explicita los
cambios de velocidad con el estado de los elefantes. Mas alla de esto, es posible afirmar que este
estudiante establece una relacion entre las 3 magnitudes que coexisten, a saber, la distancia, el
tiempo y la velocidad. Sin embargo, el reconocimiento de la velocidad se consolida a partir de las
comparaciones realizadas entre la distancia y el tiempo, lo que no permite asegurar que dicha

magnitud (la velocidad) sea reconocida como una magnitud auténoma, es decir, con “vida propia”.

Otro de los estudiantes manifesto, tanto en su produccion escrita como en sus verbalizaciones
durante la plenaria correspondiente a la Tarea 5, claridad respecto a la correlacion directa que se
presenta (para intervalos iguales de tiempo) entre la distancia recorrida y la velocidad. Esto se

muestra en el siguiente segmento, tomado de la plenaria correspondiente a esta tarea.

L1. I: Para un mismo tiempo, entre mayor sea la distancia recorrida ¢Qué pasara con la
velocidad?

L2. E13: Sube la velocidad.

L3. I: ¢A mayor velocidad yo recorreré al mismo tiempo menor distancia?

L4. E13: No, a mayor velocidad mayor distancia.
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Se puede observar tanto en L2 como en L4 que el estudiante reconoce la relacion que hay entre
la velocidad y la distancia recorrida, esto es que a mayor velocidad mayor distancia recorrida. Este
tipo de razonamientos sustentados en AM2 muestra un claro reconocimiento de la direccion del
cambio de la magnitud de salida (distancia recorrida) cuando se consideran cambios en la magnitud
de entrada (tiempo).

En general, estos 3 estudiantes se acercan de forma intuitiva a reconocer cambios en las
velocidades a partir de los estados del elefante pero dicho reconocimiento se hace desde la
comparacion de las 2 magnitudes (distancia y tiempo) y no se construye de forma global la
magnitud velocidad como una nueva magnitud autonoma. Esto permite afirmar que los estudiantes
no alcanzan a sustentar AM4, dado que no se construye la velocidad como razén de cambio de las

otras 2.

Otro grupo de 4 estudiantes (26.7%) relacionaron las distancias recorridas con el tiempo
(representado en el deslizador) pensando en estas 2 magnitudes por separado, tal como puede

apreciarse, a manera de ejemplo, en la ilustracion 93.
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llustracion 93. Respuesta al item 1, Tarea 5, ES

Como se aprecia en la anterior ilustracién, E5 transcribe lo que ve en la pantalla después de
manipular el deslizador (que representa el tiempo) pensando en ambas magnitudes (tiempo y
distancia recorrida) por separado sin comparar cuantitativamente las diferentes distancias
recorridas por cada unidad de tiempo (hora), por lo cual no llega a establecer razones de cambio
que lo lleven a determinar en qué intervalos recorrié mayores o menores distancias. Por lo tanto,

no llega a reconocer que para ciertas unidades de tiempo sus velocidades son mayores 0 menores,
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motivo por el cual este grupo de estudiantes (R2) no evidenci6 AM4 al no estar presente la
coordinacion de la razon de cambio promedio de la distancia recorrida con los incrementos

uniformes del tiempo (representado por el deslizador).

En el tercer grupo de 7 estudiantes (26.7%), (R3), reprodujeron en sus hojas de respuestas lo
que el archivo de Geogebra mostro en pantalla después de la manipulacion del deslizador, sin una
asociacion entre las magnitudes tiempo y distancia recorrida, tal como puede apreciarse, a manera

de ejemplo, en la ilustracion 94.
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llustracion 94. Respuesta al item 1, Tarea 5, E3

Como se aprecia en la anterior ilustracion, el estudiante transcribe lo que ve en la pantalla
después de manipular el deslizador (que representa el tiempo) sin establecer una relacion entre las
magnitudes tiempo y distancia recorrida. Por tal motivo, este grupo de estudiantes (R3) tampoco
evidenciaron AM4 al no estar presente la coordinacion de la razon de cambio promedio de la

distancia recorrida con los incrementos uniformes del tiempo (representado por el deslizador).

A continuacidn se presentan los tipos de respuesta ofrecidos por los estudiantes para el item 2

de la Tarea 5:
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item 2 (12) T5:

Tomando en consideracién la descripcion realizada en el punto anterior, representa por

medio de una grafica la relacion entre la distancia recorrida por el sefior Phileas Fogg y el tiempo
en el cual recorre cada distancia.

Tipo de Descrincién de la respuesta Frecuencia Frecuencia
respuesta P P absoluta porcentual

Estudiantes que realizan una grafica de barras
R1 verticales cuyas alturas corresponden a las 8 53.3%
distancias parciales recorridas en cada hora.
Estudiantes que realizan representaciones

R2 horizontales (segmentos de linea o barras) para cada 6 40 %
distancia parcial recorrida.

R3 Estudlante:s_que no responden ni realizan ningin 1 6.7 %
tipo de gréfico.

Tabla 26. Tipos de respuestas al item 2 Tarea 5

En este item se esperaba que los estudiantes hicieran una gréfica de cualquier tipo que
permitiera comunicar la idea de que las velocidades eran distintas, es decir, que el personaje
durante todo el recorrido tuvo distintas velocidades.

Como se aprecia en la Tabla 26, 8 estudiantes (53.3%) dieron a la distancia recorrida un
tratamiento de magnitud cualitativa o discreta presentandolas en diagramas de barras verticales,
en los cuales solamente se contempla esta magnitud pero no el tiempo. De este modo se presentan
diagramas de barras en los que no se establece ninguna relacion entre estas 2 magnitudes (distancia

recorrida y tiempo). A manera de ejemplo se muestra en las ilustraciones 95 y 96:
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lustracién 95. Respuesta al item 2, Tarea 5, E11
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lustracion 96. Respuesta al item 2, Tarea 5, E13

Tal como se aprecia en las ilustraciones anteriores, la magnitud de entrada tiempo no es tenida

en cuenta por los estudiantes, sino que solamente centran su atencién en las distintas distancias

recorridas. El hecho de que los estudiantes no establezcan la relacion entre estas 2 magnitudes

(tiempo y distancia recorrida), implica que tampoco se contemple la existencia de una tercera

magnitud dada por la razén de cambio de ellas, lo que hace posible afirmar que este grupo de

estudiantes no sustenta AMA4.

Otro grupo de 6 estudiantes (40%) realizaron representaciones horizontales en las que pretenden

comunicar cada distancia parcial recorrida por Phileas Fogg. Dentro de este grupo, se encontraron

2 estudiantes cuyas representaciones contienen segmentos que intentan establecer cierta

correspondencia con las distancias recorridas por el personaje, tal y como se presenta a manera de

ejemplo en las ilustraciones 97 y 98.

[

Di=# Dz=8 e it

-

Dize

lHustracion 97. Respuesta al Item 2, Tarea 5, E1
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lHustracion 98. Respuesta al Item 2, Tarea 5, E2
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Obsérvese en las 2 ilustraciones anteriores (97 y 98) que los estudiantes plasman graficas en las
intentan tener una coherencia entre las distancias parciales recorridas y la longitud del segmento
que representa a cada una de ellas. Esasi como el primer segmento que proponen, correspondiente
a la primera distancia recorrida (7 Km), tiene mayor longitud que el tercer segmento, que

representa a la tercera distancia recorrida (3 Km).

Los otros 4 estudiantes de este mismo grupo (R2), no presentaron una correspondencia entre
la longitud del segmento que esta representando la distancia parcial recorrida y la cantidad de dicha

distancia, tal como se muestra, a manera de ejemplo, en la ilustracion 99.
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lHustracion 99. Respuesta al item 2, Tarea 5, E7

Notese en la ilustracion anterior que, aunque las distancias recorridas por el personaje fueron
distintas, los segmentos propuestos por el estudiante para representar cada distancia recorrida son

de igual longitud.

En general, las 6 graficas de este grupo son muy parecidas a las presentadas en el archivo propio
de la tarea, es decir, el formato dado en el archivo parece haber tensionado las respuestas de estos
estudiantes. Finalmente, un estudiante no presentd ningun tipo de grafico o respuesta a este item

quedando ubicado en R3.

Teniendo en cuenta las producciones de los estudiantes ya presentadas y el proposito de esta
tarea, es posible afirmar que ninguno de los 15 estudiantes logra dar una representacion grafica en
la que se haga explicita la variacion de la velocidad con la cual el personaje se desplazd. Ademas,
debido a que esta tarea pretendia indagar sobre AM4, puede aseverarse que ninguno de los
estudiantes se movilizo dentro de esta accion mental al no darse una coordinacion de la razon de
cambio promedio de la distancia recorrida (magnitud de salida) con los incrementos uniformes del

cambio en el tiempo (magnitud de entrada).
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Capitulo 4: Conclusiones y reflexiones

En este capitulo se presentan las conclusiones del trabajo a la luz de los objetivos trazados en
esta investigacion para lo cual se consideran los resultados, fruto de la implementacion de la
situacion llevada a cabo con los estudiantes. Estas conclusiones se presentan no solamente de
acuerdo con lo sefialado sino también en relacion con la importancia de Geogebra dentro de este
trabajo y con el marco conceptual que se adopt6 para este estudio. Ademas se incluyen algunas
reflexiones didacticas que se derivan del trabajo desarrollado.
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4.1 Conclusiones

Para este trabajo se planteé como objetivo general describir y analizar las caracteristicas del
razonamiento covariacional que se presentan en estudiantes de quinto grado de la I.E. JIMC de
Tulué cuando enfrentan una situacion de variacion y cambio mediada por Geogebra. En sintonia
con el objetivo planteado se realizaron los analisis de las producciones escritas y verbales de los
estudiantes con los cuales se realizé la implementacion de la situacion, los cuales permitieron la

descripcion de caracteristicas presentadas en ellos vinculadas al razonamiento covariacional.

Para el analisis de resultados, a partir de la Tarea 2, se contrastd cada una de las respuestas, que
ofrecian los estudiantes a las tareas, con las acciones mentales propuestas en el estudio de Carlson
et al,. (2003) de la siguiente manera: Tarea 2 (AM1), Tarea 3 (AM2), Tarea 4 (AM3), Tarea 5
(AM4); lo anterior con la finalidad de describir las caracteristicas del razonamiento covariacional
que se iban presentando en los estudiantes conforme a lo descrito en el capitulo 2, tal y como ya
se sefial6. De esta manera se pudieron ver las caracteristicas de este razonamiento manifestadas

en los estudiantes de este estudio al enfrentarse a la situacion propuesta.

Para responder al objetivo general se trazaron en esta investigacion 3 objetivos especificos y
por tanto las conclusiones que a continuacion se presentan estaran referidas en relacion con estos

objetivos trazados.

En relacion con el primer objetivo especifico:

e Se encontro en esta investigacion que el marco conceptual adoptado, Carlson et al., (2003)
brindd unas categorias tedricas que permitieron a los investigadores de este trabajo, en
mayor detalle, entrar a caracterizar los desempefios puestos en juego por los estudiantes
cuando enfrentan fendmenos de variacion y cambio. Lo anterior con el &nimo de identificar
en los educandos diferentes maneras de razonar que indiquen el tipo de estrategias que
deben desarrollarse encaminadas a potenciar su razonamiento covariacional y continuar
avanzando hacia niveles progresivos de éste. Por consiguiente, este marco conceptual fue

una potente herramienta tanto para el disefio de la situacion de variacion y cambio como
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para el analisis de las actuaciones de los estudiantes cuando enfrentaron las tareas de

covariacion.

En relacién con el segundo objetivo especifico se concluye que:

La incorporacion del comic en la contextualizacion de la situacion junto a las interacciones
con los archivos de Geogebra propiciaron una actitud receptiva en los estudiantes hacia la
implementacion de las tareas, facilitindose la indagacion en las caracteristicas del
razonamiento covariacional. Esta articulacion de la literatura, las matematicas, la
tecnologia e incluso las ciencias (al darse la construccion intuitiva de una nueva magnitud
como la velocidad) contribuyo al desarrollo de este razonamiento. Sin embargo, algunos
estudiantes continuaron teniendo el comic como referencia al momento de responder
preguntas que resultaban de la interaccidn con los archivos de Geogebra (tareas 2 a la 5) y

gue no necesariamente estaban relacionadas con el comic.

Teniendo en cuenta que la situacion propuesta para el desarrollo de este trabajo recrea una
persecucion en la que participaron 2 personajes (Phileas Fogg vy el inspector Fix) y en la
cual debian hacerse manifiestos sus distintos desplazamientos y tiempos (estos ultimos
representados por el deslizador), Geogebra permitié a los estudiantes tener cierto control
sobre lo que sucedia y asi ver con mayor detalle cudles magnitudes cambiaban y cuales
permanecian constantes en el transcurso de las diferentes tareas que contaron con este tipo
de archivos (Tarea 2 a la 5), lo que no hubiera sido posible solo con l&piz y papel. Por lo
tanto, para este trabajo, la dinamicidad que provee el software fue potente en la
identificaciéon de qué, cémo, y cuanto cambiaron las magnitudes involucradas, asi como

las relaciones dadas entre ellas.

La mediacion de Geogebra generd interacciones permanentes con los estudiantes en las
cuales enfrentaron el ensayo y error, el planteamiento de conjeturas, la exploracion y la
validacion de sus respuestas por parte del software. En general, en las tareas 2 a la 5, donde
la variacién y el cambio fueron el escenario para la identificacion de las caracteristicas del

razonamiento covariacional de los estudiantes de esta investigacion, fue potente el papel
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de la herramienta “deslizador” del Geogebra, el cual fue asignado siempre a la magnitud
de entrada “tiempo”. Esto permitid que los estudiantes, de manera individual, se
comunicaran con los archivos encontrando en ellos retroalimentacion y, en algunos casos
como para la tarea 4, validacion de sus procedimientos o calculos, todo esto apuntando a

la consolidacion de su razonamiento covariacional.

Se evidencid que Geogebra no es neutro pues genero tensiones en las formas como los
estudiantes razonaron covariacionalmente. Al dinamizar la situacion, también fue
determinante en la actividad misma desde la planeacién y posterior desarrollo debido a
que, en el caso de este trabajo, los estudiantes no tuvieron que imaginar la variacién sino
que pudieron interactuar con ella y dialogar con el software en las tareas 2 a la 5. Por tal
razon la presencia de Geogebra parece marcar una impronta en las maneras como los
estudiantes van apropiando el conocimiento pues actué no son solo facilitador del mismo

sino ademés como parte constitutiva del pensar y llegar a conocer.

La presencia de Geogebra otorgd un matiz particular a la actividad realizada y a las formas
como los estudiantes desplegaron su razonamiento covariacional en las diferentes tareas.
Fue asi como en este trabajo la presencia del software implico acercamientos diferentes al
conocimiento diferentes a las del lapiz y el papel debido a que modifico las dinamicas de
aprendizaje de los estudiantes y de las tareas en si mismas al permitir observar la
dinamicidad propia de la situacion propuesta.

Aunque los estudiantes tuvieron autonomia en la exploracion de las cuatro tareas disefiadas
en Geogebra (Tarea 2 a la 5) sin requerir permanentemente las indicaciones del docente,
fue notorio en las plenarias como el conjunto de caracteristicas del razonamiento
covariacional, evidenciadas en los estudiantes cuando interactuaban individualmente con
el software, se enriquecia al escuchar preguntas orientadoras establecidas por el docente,
pero especialmente los argumentos dados por sus comparieros. Se encontrd, por ejemplo,
que algunos estudiantes empezaban a reconsiderar sus respuestas e incluso, a asumir
nuevas posiciones no alcanzadas inicialmente al enfrentar las tareas de forma individual.
Desde esta perspectiva, la interaccion con los demés participantes fue fundamental para

avanzar hacia la maduracion del razonamiento covariacional.
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La vinculacion entre el deslizador y la generacion de las tablas permitié a los estudiantes
la identificacion de patrones y relacionar la simulacion con la representacion tabular
(tiempo y distancia recorrida) para cada uno de los personajes. Ese hecho aport6 al
reconocimiento de la variacion de las magnitudes en todos los estudiantes y, en algunos
casos, la forma en como dichas magnitudes covariaban, hecho que les permitié diligenciar
la informacion faltante en las tablas de manera correcta. Por tal razon, la representacion
tabular posibilit6 el reconocimiento de la variacion de cada una de las magnitudes y en
algunos casos de la covariacion dada entre ellas. En este sentido pudo verificarse lo que
propone el MEN (2006) cuando reconoce la importancia de usar tablas y graficas como
formas de acercamiento temprano al desarrollo de pensamiento variacional desde la
Educacion Basica Primaria sin tener que pasar necesariamente por la construccion de

representaciones simbolicas o algebraicas.

En sintonia con la conclusion anterior, el analisis de las producciones de los estudiantes
puso en evidencia el papel protagénico que tuvo la representacion tabular en la
identificacion de patrones de aumento de ambas magnitudes e incluso para la comparacion
de cantidades derivadas de las tablas. Por consiguiente, el proponer la prolongacion de
tablas donde existen patrones preestablecidos en sus espacios de medida parece ser un
ejercicio potente para analizar en los estudiantes caracteristicas de su razonamiento
covariacional y madurar en ellos las relaciones que van estableciendo entre las magnitudes

involucradas.

En relacién con el tercer objetivo especifico y con el general se concluye que:

En el desarrollo de la Tarea 2 la totalidad de los estudiantes participantes evidenciaron la
coordinacion del valor de una magnitud con los cambios en la otra magnitud mediante
producciones escritas y verbales con expresiones como: “A4 medida que el tiempo
transcurria el detective se acercaba al sefior Fogg”, 0 también, “Cuando manipulo el
deslizador puedo ver a Phileas Fogg con su elefante y al detective Fix caminando con sus
elefantes al mismo tiempo...” 10 cual evidencia un reconocimiento de las magnitudes que

variaban en la presentacién de la situacion, como eran: las distancias recorridas por los
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personajes, la distancia entre ellos y el tiempo transcurrido. Es importante anotar que de
estas 3 magnitudes que variaban en la situacion (tiempo, distancia recorrida por los
personajes, distancia que separa los personajes) la mayoria de los estudiantes tuvo la
inclinacion solamente hacia reconocer la variacion de la distancia entre los personajes con
respecto al tiempo. Esta proclividad de los estudiantes hacia centrar su atencion en la
variacion de la distancia que separaba los personajes posiblemente estuvo tensionada por
el contexto del comic, en el cual se presentd la persecucion del inspector Fix al sefior

Phileas Fogg.

A partir del desarrollo de la Tarea 3 se pudo constatar que la totalidad de los estudiantes
logré establecer la direccion del cambio de las magnitudes variables que lograron
reconocer en el marco de la situacion dado que ellos enunciaban cuestiones como: “A
mayor tiempo, mayor distancia recorrida”, 0 también: “Cada vez que va corriendo el
tiempo, Fix se va acercando mas a Phileas Fogg”. Esto permitio identificar, dentro de las
caracteristicas del razonamiento covariacional presentadas en los estudiantes al enfrentar
esta tarea, la coordinacion de la direccién del cambio de una magnitud con los cambios en

la otra magnitud.

En relacion con el desarrollo de la Tarea 4, en donde se centraba la atencion en la
coordinacion de cantidad de cambio de una magnitud con los cambios en la otra magnitud,
fue posible percibir que la totalidad de los estudiantes logré reconocer patrones para ambos
espacios de medida y posterior a ello hicieron un adecuado llenado de las tablas para ambas
magnitudes (tiempo y distancia recorrida). Sin embargo, cuando se les solicitd informacion
que requeria la prolongacion de las tablas dadas, a partir de cantidades grandes que no se
presentaban en ellas, se pudo constatar que un poco menos de la mitad de los estudiantes
no lograron reconocer la covariacion entre las magnitudes, esto manifestado en resultados
que no correspondian a los objetivos de la tarea. Dicho de otra forma, aunque identificaron
los patrones de aumento para la magnitud tiempo (de hora en hora) y para la distancia
recorrida (de 5 kilometros en 5 kilometros para el inspector Fix y de 4 kilometros en 4
kilometros para Phileas Fogg), no lograron establecer la coordinacién del cambio entre

ambas magnitudes por lo cual no llegan hasta un tercer nivel de razonamiento
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covariacional, N3. Los 9 estudiantes restantes (60%) no solamente completaron
correctamente las tablas mediante algun analisis de tipo vertical u horizontal, previa
identificacion de patrones de incremento en las magnitudes consideradas, sino que también
establecieron correctamente las distancias recorridas para valores de tiempo no enteros (1%
horas) y para otros mayores (10 horas, 20 horas). Ademas, dieron expresiones como “El
inspector Fix avanza 5 kildmetros cada hora”, 0 también: “ya que vemos que Phileas Fogg
va mas lento, por ejemplo, Fix va a 5 kilébmetros por hora y Fogg va a 4 kilometros por
hora”. Estas coordinaciones correctas de la cuantificacion del cambio permiten afirmar
gue estos 9 estudiantes (60%) tuvieron comportamientos propios de N3 al verbalizarse la
consciencia de la cantidad de cambio de la magnitud de salida (distancia recorrida)

mientras se consideran los cambios en la magnitud de entrada (tiempo).

En cuanto al tipo de operaciones realizadas en las tablas de la Tarea 4, se puedo establecer
que 6 estudiantes de esta investigacion (40%) emplearon las sumas iteradas para
completarlas sin establecer la covariacion entre las magnitudes involucradas. Esto implica
que deben fortalecerse en la escuela los vinculos entre espacios de medida, es decir, la
incidencia de una magnitud de entrada sobre la magnitud de salida de tal manera que se
promueva el razonamiento covariacional como forma de apuntarle a una futura

comprensién del concepto de funcion como objeto matematico.

Respecto a la coordinacion de la razdn de cambio promedio de la magnitud de salida con
los incrementos uniformes en la magnitud de entrada, propio de AM4 e indagada en la
Tarea 5 que para esta propuesta se aplicé a la construccion de la magnitud velocidad como
razén de cambio de la distancia recorrida por unidad de tiempo, se presentaron
acercamientos visibles en expresiones como lento, cansado (para justificar una
disminucion de la velocidad) y, rapido, recuperé energia (para referirse a un aumento en la
velocidad). Sin embargo, los estudiantes establecieron por separado los cambios en las
magnitudes tiempo y distancia recorrida mas que desde la elaboracion de un cociente entre
las cantidades, no evidenciandose el reconocimiento de la coexistencia de estas tres
magnitudes (velocidad, distancia y tiempo). Por tal motivo, al indagar en la comprension

de la velocidad de los elefantes ésta no fue construida como el cociente de la distancia (en
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kilometros) y el tiempo (en horas), con su correspondiente unidad (KTm). Esto pudo

apreciarse en expresiones como: “El inspector Fix avanza 5 Km cada hora” (ver

ilustracién 79) donde no parece consolidarse de manera global la velocidad para el
. K . . . - 7
personaje, como 5 Tm Es decir, el acercamiento que los estudiantes tuvieron a la razon de

cambio se vio mas a través de la comparacion de las 2 magnitudes consideradas (distancia

y tiempo) que como una nueva magnitud autbnoma o con “vida propia”.

Para esta misma tarea, centrada en AM4, si bien no se esperaba una gréafica en particular,
si estaba presente la intencidén que se comunicara en ella la idea de que Phileas Fogg se
movia a distintas velocidades, es decir, indagar sobre la construccion de una nueva
magnitud, la velocidad, pero ademas de que ésta era variable. En este item, 2 estudiantes
usaron representaciones horizontales de longitudes menores asociandolas al cansancio del
elefante y representaciones horizontales de mayor longitud asociadas a la recuperacion de
energia, lo que podria significar que los estudiantes se acercan de manera intuitiva a
reconocer los cambios de las velocidades dadas. Sin embargo, esta idea intuitiva no
corrobora, tal y como se indic6 en la conclusion anterior, la construccién de esta magnitud
como la razon de cambio promedio, por lo cual estos 2 estudiantes parecen estar en una

zona de transicion entre N3 y N4.

Conforme a las conclusiones anteriores, las producciones escritas y verbalizaciones de los
estudiantes dejaron ver la presencia de caracteristicas relacionadas con el pensamiento
variacional evidenciadas en el reconocimiento, la percepcion, la identificacion y
caracterizacion de la variacion y el cambio, asi como del razonamiento covariacional
enmarcado en esta propuesta, presentes en qué cambia, cémo cambia y cuanto cambia, no
alcanzando el reconocimiento de las razones de cambio promedio e instantanea (esta ultima
no evaluada en ninguna de las tareas debido al grado de escolaridad de los participantes).
Si bien, conforme al marco conceptual adoptado (Carlson et al., 2003) los estudiantes de
esta investigacion no llegaron a un nivel 4 de razonamiento covariacional, se pudo
constatar que todos pasaron por N1 y N2 de este razonamiento, sustentados por AM1 y
AM2, esto es, la coordinacion del valor de una magnitud con los cambios en la otra y la

coordinacion de la direccion del cambio de una magnitud con los cambios en la otra
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magnitud, respectivamente. Asimismo, 9 estudiantes presentaron caracteristicas asociadas
a N3, sustentadas por AM1, AM2 y AM3, siendo esta ultima la coordinacion de la cantidad
de cambio de una magnitud con los cambios en la otra magnitud. De estos 9 estudiantes,
2 tuvieron un acercamiento intuitivo a la velocidad por medio de la comparacién de las 2
magnitudes que aparecian en escena, pero sin llevar a cabo la coordinacion de la razén de
cambio promedio de la distancia recorrida (magnitud de salida) con los incrementos
uniformes del tiempo (magnitud de entrada), es decir, sin una verdadera construccién de

esta nueva magnitud (la velocidad).

4.2 Reflexiones

Teniendo en cuenta que Geogebra no habia sido explorado al interior de la .LE.JMC de
Tulud, esta investigacion deja como resultado adicional una familiarizacién de la
comunidad con este software gracias a los espacios en los cuales los investigadores han
realizado socializaciones con los estudiantes y docentes del area de las matematicas
quienes, hasta la fecha, contintan interesados en aprovechar los beneficios que el software
ofrece. En este orden de ideas se puede decir que, fruto del desarrollo de este trabajo, se
ha ganado en la comunidad educativa en donde este impacta, un acercamiento por parte de
docentes y estudiantes hacia nuevas formas de hacer actividad matematica en donde

Geogebra cobra mayor relevancia.

Si bien las simulaciones propuestas en este trabajo de investigacion permitieron
caracterizar las formas de razonar covariacionalmente de estos estudiantes, queda abierta
la posibilidad de seguir repensando este tipo de tareas, afinarlas o completarlas de ser
necesario, para continuar en el estudio del razonamiento covariacional conforme al
referente conceptual asumido, tanto consolidando AM3 como movilizando los estudiantes
hacia acciones mentales superiores, conforme a los niveles de escolaridad indagados. En
este sentido, para futuras investigaciones podrian obviarse preguntas con el mismo objetivo
ya que se encontraron respuestas reiterativas, es decir, los estudiantes podian dar cuenta de

una accion mental especifica respondiendo a una sola pregunta.

129



De igual forma, esta propuesta podria tener aplicabilidad en el estudio de la cinematica,
bien sea para velocidades constantes o variables. Esto significa que es posible pensar en
abordar estos conocimientos de las ciencias naturales antes de llegar a la educacion media,
debido a que las respuestas encontradas en estudiantes de quinto grado invitan a, desde el

razonamiento covariacional, apropiar conocimientos de la fisica y otras ciencias.

Aungue no era una finalidad de esta investigacion, se encontraron estudiantes que hicieron
uso de razonamientos proporcionales, hecho evidenciado principalmente en el llenado de
las tablas (Tarea 4). Por tal motivo, esta propuesta se puede potenciar para incursionar a
futuro tanto el desarrollo de este tipo de razonamiento como en conceptos propios de la

proporcionalidad, tales como la proporcion y la razén.

El desarrollo de esta propuesta permitié dos miradas: desde la basica primaria y desde la
educacion media, niveles educativos en los cuales los investigadores se desempefian al
interior de la 1.LE.JMC de Tulua. Estas perspectivas permitieron confirmar que deben
disefiarse propuestas que apunten al desarrollo del pensamiento variacional desde el inicio
y durante la vida escolar de manera que se pueda consolidar la maduracion de este
pensamiento. Lo anterior para preparar paulatinamente al estudiante a la comprension de
objetos matematicos de mayor abstraccion como la Razon de Cambio y la Funcion, entre

otros.

Durante el desarrollo de esta investigacion fue evidente que disefiar propuestas de aula de
forma responsable es una actividad compleja que implica estudiar referentes de la
Didactica de las Matematicas que nutran las préacticas en el aula no solo para obtener
mejores desempefios sino también para lograr en los estudiantes una mejor disposicion
hacia la actividad matematica. Para ello se hace la invitacion a que dichas propuestas se
piensen en colectivo al interior de las instituciones educativas, buscando espacios donde
los docentes reflexionen sobre nuevas formas de ensefiar las matematicas y asi potenciar

en los estudiantes su comprension y el deseo de ahondar en ellas.

Por Gltimo, la Maestria en Educacion con Enfasis en Educacion Matematica y Ciencias

Experimentales con Universidad del Valle, inserta en programa de Becas para la
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Excelencia Docente del MEN, ha sido para los investigadores un espacio de reflexion
profunda sobre el quehacer docente gracias al proyecto de investigacion desarrollado y a
los demés elementos constitutivos de este programa de formacion. En particular, ha
fortalecido una conciencia sobre la responsabilidad que debe tener el docente, como sujeto
politico, al ponerse los lentes de la educacion en los sentidos social, cultural y cientifico y,
como consecuencia, de la importancia de planeaciones contextualizadas, fundamentadas
en las diferentes investigaciones aportantes al desarrollo de pensamiento matematico. Se
inicia entonces una nueva ruta, de trabajo arduo, pero alimentada por las diferentes voces

que polifénicamente quieren armonizar la matematica escolar.
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ANEXO 1: Cémic (disefio realizado por los investigadores)*

1 T
e I

Institucion Educativa Juan Maria
Céspedes.
2017

—| LA WELTA AL MUNDO EN 80 DIAS"
Jurio Verne (1872)

Jean Passepartout

TODO INICIA CON UNA APUESTA
ENTRE AMIGOS APASIONADOS POR EL
DESARROLLO DE LOS MEDIOS DE
TRANSPORTE DE LA EPOCA.

Podré dar la
vuelta al munde en
de 80 dfas!

de pesos que hacer el
vigje en ese tiempo es
imposible.

PHILEAS FOGG PODRA LLEGAR A TIEMPO
Y AST GANAR LA APUESTA?

. -
Apuesto $2.000.000

10 |as imagenes que se presentan en este comic fueron tomadas del portal web: https://www.pixton.com/mx/
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Y se pone asf en marcha la apuesta...
Y su vigje con los diferentes medios de
transporte

Nuestro primer
destino iParis! |

Atencién, atencidn, El Banco de
Inglaterra ha sido robado!!!

... Y justo cuando Phileas y su Mayordomo se

escapan I

Phileas y su mayordomo
Passepartout son los
responsables del robo al
banco... iDetengan el tren!

Debemos tomar el
barco a Bombay... no

perdamos mas tiempo N\ /
No se si es0 sea

posible, el detective
D\ Fix nos persigue...

/" Seré posible Y €50 serfa desafortunado:N
que fix nos pues no llagarfamos a
alcance? tiempo y perderfamos la
apuesta.
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Debemes buscar dos
Elefantes... no puedo
caminar mas.

no podemos
detenernos por
mucho tiempo.

=1

e

o=

dcudl sera la distancia
qué le falta al sefior Fix,

para alcanzarnos? /~ Muy buena pregunta,

tendremos que hacer
unos calculos mas
adelante.

v
(':"u

Qué le pasa a
esa hermosa

AN

4
W S

no se! iré a
rescatarla

Pero no Perdamos la
motivacion, mi amigo
Passepartout

al mundo, Sefcrita Aouda.
iQuiere ir con nosotros?

Por fin después de recorrer la
misma distancia con mayor
velocidad, podré atrapar a
Phileas y sus complices...
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No ha sido facll este viaje,
rescatar a Auda, escapar del
detective fix, utilizar
diferentes medios de
transporte...

Pronto el proximo
tren! Es nuestra
oportunidad para

sequir nuestro viaje

iCuénto tiempo
tardaré en
alcanzarlos?

Jean Passepartout estas
tomando nota de todos
los lugares que hemos
recorrido?

Estamos en
Japén. Ha sido
un aventura
genial!
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Tengo hambrellll & W7k
cuénto tiempo mas ) iLlegamos a /[
estaremos en este AMERICA! /

barco??? f

Listo, 79 dfas han
pasado... iiiVamos de
L, reqgreso a LONDRES!!!! o=

Reconozco que lograste
ne solo ganar la
apuesta, sino tambien,
tener una gran
aventura.

|: Como siempre
iHe llegado
puntual!

estamos a tiempo, mira mi
calendario; llegamos un dia antes D
porque vigjamos en sentido contrario
a la rotacién de la Tierra

DOUBGI LI ‘ " .. . ‘r -
. l l : Al -/ -
| ‘——'.‘-—"—"' § > - = - SV, - « ;

d  No puede ser!!!
llegamos tarde...
perdimos |la apuesta

i Claro que no amigo Passepartout;

| i |
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N

X" JALERTA! Phileas Fogq 2

; es inocente del robe al
h )Ty h\

Espero que tu proxima
aventura no sea un viaje
al centro de la tierra!

Te invitamos a continuar esta historia
compartiendo con nosotros las siguientes tareas!
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ANEXO 2: Tareas de la situacion

WeTITUCION EpuUCATIVA INSTITUCION EDUCATIVA JUAN MARIA CESPEDES
MAESTRIA EN EDUCACION CON ENFASIS
EN EDUCACION MATEMATICA Y CIENCIAS EXPERIMENTALES
UNIVERSIDAD DEL VALLE - TULUA Universidad
2017 del Valle

| L] LA WELTA AL MUNDO EN 80 DIAS" ' . \
AT\ d

Institucion Educativa Juan Maria
Céspedes.

ENTRE AMIGOS APASIONADOS POR EL de pesos que hacer el
DESARROLLO DE LOS MEDIOS DE viaje en ese tiempo es

TODO INICIA CON UNA APUESTA
TRANSPORTE DE LA EPOCA.

N

gk
& N

~

$

i =

- 13
S & r-".ﬂﬁ I v|l4
sitiva 1 de 9

de9 | Temade Oftice’ | Espadiol (Colombia) | BE8 T 0% (-

A partir de la lectura del comic, responde las preguntas que se presentan en las diapositivas

1. ¢En qué consistio la apuesta realizada por el sefior Phileas Fogg?

2. ¢Qué motivo al inspector Fix a ir en persecucion del sefior Phileas Fogg?

3. Menciona tres (3) medios de transporte empleados por el sefior Phileas Fogg y sus amigos
durante el viaje. ¢Cudl te llamd mas la atencion? ¢por qué?

4. De acuerdo con el comic, ;qué situacién le permite al sefior Phileas Fogg y a sus amigos
aumentar la ventaja que llevan sobre inspector Fix, mientras viajaban en elefante?

5. Si el sefior Phileas Fogg se hubiera demorado 81 dias en dar la vuelta al mundo, ¢habria

ganado la apuesta? ¢por qué?
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AN ARA CEoP DS INSTITUCION EDUCATIVA JUAN MARIA CESPEDES

MAESTRIA EN EDUCACION CON ENFASIS
EN EDUCACION MATEMATICA Y CIENCIAS EXPERIMENTALES
UNIVERSIDAD DEL VALLE - TULUA Universidad
2017 del Valle

Tarea 2: Reconociendo relaciones entre magnitudes (AM1)

© 0o~ w DN

Manipula el deslizador, el cual representa el tiempo, y realiza una descripcion a partir de
lo que observas en situacién presentada.

¢ Qué esta variando o cambiando en la situacion?

¢Qué sucede con la posicion del sefior Phileas Fogg en la medida que transcurre el tiempo?
¢Qué sucede con la posicion del inspector Fix en la medida que pasa el tiempo?

¢De qué dependen las posiciones del inspector Fix y del sefior Phileas Fogg?

De acuerdo con lo que estas observando, ¢sera posible que el detective Fix alcance a al

sefior Phileas Fogg? Justifica tu respuesta.
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SRS INSTITUCION EDUCATIVA JUAN MARIA CESPEDES B

MAESTRIA EN EDUCACION CON ENFASIS
EN EDUCACION MATEMATICA Y CIENCIAS EXPERIMENTALES
UNIVERSIDAD DEL VALLE - TULUA Universidad
2017 del Valle

Tarea 3: Identificando cdmo cambian las magnitudes (AM2)

1.

A medida que el tiempo transcurre, ¢gqué sucede con la distancia recorrida por el inspector
Fix? Justifica tu respuesta.

A medida que el tiempo transcurre, ¢qué ocurre con la distancia recorrida por el sefior
Phileas Fogg? Justifica tu respuesta.

De acuerdo a los puntos 1y 2, indica qué relacion encuentras entre el tiempo y las distancias
recorridas por el Sefior Phileas Fogg y el inspector Fix.

A medida que el tiempo transcurre, ;qué sucede con la distancia que separa al inspector
Fix y al sefior Phileas Fogg? Justifica tu respuesta.

¢Como es la relacion entre el tiempo y la distancia que separa al sefior Phileas Fogg del

inspector Fix?
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SRS INSTITUCION EDUCATIVA JUAN MARIA CESPEDES B

MAESTRIA EN EDUCACION CON ENFASIS
EN EDUCACION MATEMATICA Y CIENCIAS EXPERIMENTALES
UNIVERSIDAD DEL VALLE - TULUA Universidad
2017 del Valle

Tarea 4: Cuantificando los cambios de magnitudes variables (AM3)
1. A partir de lo que observas en la situacion, indica cudl es la distancia inicial que separa al
inspector Fix y al sefior Phileas Fogg.
2. Enlasiguiente tabla se presentan las distancias recorridas (en kildmetros) por el inspector
Fix en relacién con el tiempo (en horas) transcurrido. Completa la tabla a partir de la

informacién suministrada en ella.

TIEMPO (HORAS) | DISTANCIA (KM)
1 5
2 10
3 15
4
5
30
.

3. Explica como hiciste para completar los datos de la tabla.

4. ¢Cual es la distancia recorrida por el inspector Fix en 1 hora y media, 10 horas y 20 horas?
Explica tus respuestas.

5. Tomando en consideracion los datos presentados en la tabla del punto 2, ;Qué se puede concluir
de la velocidad del inspector Fix a partir de la distancia que recorre en relacion con el tiempo?

6. En la siguiente tabla se presentan las distancias recorridas (en kilbmetros) por el sefior Phileas
Fogg en relacién con el tiempo (en horas) transcurrido. Completa la tabla a partir de la

informacién suministrada en ella.

TIEMPO (HORAS) | DISTANCIA (KM)
1 4
2 8
3 12
4
5
24
:
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7. Explica como hiciste para completar los datos que hacian falta en la tabla.

8. ¢Cual es la distancia recorrida por el sefior Phileas Fogg en 1 hora, 1 hora y media, 10 horas y
20 horas? Explica tus respuestas.

9. Tomando en consideracion los datos presentados en la tabla del punto 6, ¢ Qué se puede concluir
de la velocidad del sefior Phileas Fogg a partir de la distancia que recorre en relacién con el
tiempo?

10.  Alcabo de 10 horas de la partida del Inspector Fix y el sefior Phileas, compara las distancias
recorridas por ambos e indica si son 0 no las mismas. Justifica tu respuesta.

11.  Con base en la informacidn suministrada en las tablas de los puntos 2 y 6, indica al cabo

de cuénto tiempo el inspector Fix alcanza al sefior Phileas Fogg. Justifica tu respuesta.
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AN AR CEoPeDRs. INSTITUCION EDUCATIVA JUAN MARIA CESPEDES

MAESTRIA EN EDUCACION CON ENFASIS
EN EDUCACION MATEMATICA Y CIENCIAS EXPERIMENTALES
UNIVERSIDAD DEL VALLE - TULUA Universidad
2017 del Valle

Tarea 5: Estudiando los cambios de las relaciones entre magnitudes (AM4)

Hola amigos, soy

Phileas Fogg

En el momento en que el sefior Phileas Fogg se da cuenta que el detective Fix lo va a
alcanzar, emprende la huida recorriendo diferentes distancias por cada hora
transcurrida. Manipula el deslizador (de hora en hora) y veras cudnta distancia recorri6 para cada
hora.

1. Describe la relacion que hay entre la distancia recorrida por el sefior Phileas Fogg para
cada hora transcurrida. A partir de esto, realiza algunas conclusiones sobre el
comportamiento de la velocidad que tuvo el sefior Phileas Fogg durante toda su huida.

2. Tomando en consideracion la descripcion realizada en el punto anterior, representa por
medio de una gréfica la relacion entre la distancia recorrida por el sefior Phileas Fogg y el

tiempo en el cual recorre cada distancia.
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ANEXO 3: Ejemplo de las producciones escritas de uno de los estudiantes

Tulud, Marzo 27 de 2017.

RESPUESTAS

Nombre del estudiante _g_u_,_QQ_Q_E_achgl_ﬁg‘d O{/ (@)

Tarea # J.

L R/= que podria daorle uoa vwelma al meodo en tan solo
o Dios.

2 R/: gme: el Detecrive Fix Cve;o Que f?" €aS y Su
ayorolomo bobion rob'oolo Cl
bcm cCO ole myfcferro.

3@/s Treo, Tvine0y gleéante, e
2l gué mas ME (hTeyes>anTé toav > we e
635,1 ON7E Sy e mE OYrec o Cz/)

TYans PO re Ay enTreTeni oo,

LR/ que ¢lispevior FiXse cayo del eletonre
1 eoo le= de o UNPOco e L/en;’cz) ofpo/rfvl

covrery Tomar un7rvYen

BR/- i ve ubieva demorado el dias no
abrviaogQanado la 9Qp ued>TO povou€ 1o
opue 70 > solO de@od /:u //690
un gia d&:yfm/ev yano es val
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Tulud, Marzo 27 de 2017. \

| = RESPUESTAS |
Nombre del estudiante: ﬂmﬂm
Tarea # (2
LR/= Al undiviaciay o alpeslizar 19 baorra

loo elefanTéo Se Dzyfyloboo aloyd ocidoc
OZ‘QZOdO.

1R/= Que ﬁi und:iv ¢t b S5 i
i TA R e HTCY mipode vl MO NE ) O
19 bHoyy ‘_',?! u*e: OlL> Ole c ol Y}" IQ( : \7 :ﬂ\3 f ]

TOY = @ el Ve O

7 {
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Tulud, Marzo 27 de 2017.

RESPUESTAS

Nombre del eﬁtudlante: ; 5,_(’,' QanNg 9 Qat;hﬁ r N (35 d%:‘ o
Tarea # }
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o gl ispector fix Seboacercondo caodao
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INSTITUCION EDUCATIVA
JUAN MARIA CESPEDES.

INSTITUCION EDUCATIVA JUAN MARIA CESPEDES ie
MAESTRIA EN EDUCACION CON ENFASIS 0
EN EDUCACION MATEMATICA Y CIENCIAS EXPERIMENTALES  V3vesi6es o
UNIVERSIDAD DEL VALLE - TULUA
2017
TAREA 4: CUANTIFICANDO LOS CAMBIOS DE MAGNITUDES VARIABLES

(AM3)

1. A partir de lo que observas en la situacion, indica cual es la distancia inicial que

separa al inspector Fix y al sefior Phileas Fogg.
2. Mueve el deslizador para ver la tabla donde se presentan las distancias recorridas
(en kilometros) por el inspector Fix en relacion con el tiempo (en horas)

transcurrido. Completa la tabla a partir de la informacién suministrada en ella.

TIEMPO (HORAS) | DISTANCIA (KM)
1 5

10

15

T 0L
175
30

310

\l@‘.’lhwl\)

3. Explica como hiciste para completar los datos de la tabla.

4. (Cudl es la distancia recorrida por el inspector Fix en 1 hora y media, 10 horas y 20
horas? Explica tus respuestas.

5. Tomando en consideracion los datos presentados en la tabla del punto 2 (Inspector
Fix), {Qué se puede concluir de la velocidad del inspector Fix a partir de la distancia que

recorre en relacion con el tiempo?
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Tulud, Marzo 27 de 2017.

RESPUESTAS

Nombre del estudiante:, _J..(LL"M[)( L) & g & {.J 7 :‘f -

Tarea 4

LR/s la distacio fﬂc;alque los sepovo e ]2 Koo
R/= pues'logueise fue/specionor rg obla
3 fy d dﬁcaenfa gee é»or caclo fi»o‘ro
adlelanTa Skm

4R/ en Vhovo y medio Recovre 1,5km
en 10 hovas vecorre SO K™
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SR/= que el "VFZCTOY £ X avansa bke cada bora

v
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INSTITUCION EDUCATIVA
JUAN MARIA CESPEDES

INSTITUCION EDUCATIVA JUAN MARIA CESPEDES ’7
MAESTRIiA EN EDUCACION CON ENFASIS ‘/
EN EDUCACION MATEMATICA Y CIENCIAS EXPERIMENTALES Vijiwiisd et
UNIVERSIDAD DEL VALLE - TULUA
2017
6. Mueve el deslizador para ver la tabla donde se presentan las distancias recorridas

(en kilémetros) por el sefior Phileas Fogg en relacion con el tiempo (en horas)

transcurrido. Completa la tabla a partir de la informacion suministrada en ella.

TIEMPO (HORAS) | DISTANCIA (KM)

1 4
2 8
3 12
f 16
" 20

@ 24
¥ 1LH

7 Explica cdmo hiciste para completar los datos que hacian falta en la tabla.

8. (Cudl es la distancia recorrida por el sefior Phileas Fogg en 1 hora, 1 hora y media,
10 horas y 20 horas? Explica tus respuestas.

9. Tomando en consideracion los datos presentados en la tabla del punto 6 (Phileas
Fogg), (Qué se puede concluir de la velocidad del sefior Phileas Fogg a partir de la
distancia que recorre en relacion con el tiempo?

10. Al cabo de 10 horas de la partida del Inspector Fix y el sefior Phileas, compara las
distancias recorridas por ambos e indica si son 0 no las mismas. Justifica tu respuesta.

11.  Con base en la informacion suministrada en las tablas en las tablas de los puntos 2 y
6 (Inspector Fix y sefior Phileas Fogg), indica al cabo de cuanto tiempo el inspector Fix

alcanza al sefior Phileas Fogg Justifica tu respuesta.
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Tulud, Marzo 27 de 2017.

RESPUESTAS
Nombre del estudiante: J( 0IANA S nncng Lﬁid ] ;f &

Tarea # i
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qR/- Phileas f0?7 vecorre | Km menod> ?ﬁ'e PiX,
y €020 ¢957 19 re2On por/ague [1X olcanzg,

OFO9?.

IOR/=00 eo 0 mizmo por
Kilome7vQ mo> c?a& 07?.

we FiX vecorvé un

1R/ como puede alcanzarlo, ¢s por gl al
final phibeas fogg recorre en 0 horos
$0 Km y Fix vecorre en Phoras S9Km.
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RESPUESTAS

F: t
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