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Introduccion

Los océanos son parte fundamental en la conservacion de la vida en nuestro
planeta, puesto que estos cubren las tres cuartas partes de la superficie de la Tierra,
contienen el 97 por ciento del agua del planeta y son habitados por una importante
diversidad de seres vivos que representan ecosistemas muy complejos. Estas carac-
teristicas naturales se ven permanentemente amenazadas por el cambio climaético,
la contaminacion, la sobreexplotacion y el consumo de especies por debajo de las
tallas minimas. Es por esta razén que en La Agenda 2030 para el Desarrollo Sos-
tenibl«ﬂ uno de los objetivos trazados es conservar y utilizar sosteniblemente los
océanos, los mares y los recursos marinos para el desarrollo sostenible (ver ONU
[2D.

Para asegurar la conservacion de la vida en el futuro de nuestros océanos y lo-
grar este objetivo es muy importante establecer las practicas de la pesca sostenible.
Dichas practicas estdn orientadas a garantizar la supervivencia a niveles optimos
de poblaciones de especies marinas, teniendo en cuenta el entorno natural y las ca-

racteristicas de los ecosistemas, con el fin de evitar un impacto negativo sobre las

' Agenda desarrollada el 25 de septiembre de 2015, en donde lideres mundiales adoptaron un
conjunto de objetivos globales para erradicar la pobreza, proteger el planeta y asegurar la pros-
peridad para todos como parte de una nueva agenda de desarrollo sostenible—ONU (The United

Nations). Cada objetivo tiene metas especificas que deben alcanzarse en los préximos 15 afios.
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especies comerciales, de los demads habitantes del ecosistema y de las comunidades
que encuentran en la pesca una fuente de ingresos y medios de supervivencia. De
acuerdo a estadisticas de la FAO (Food and Agriculture Organization of the United
Nations) més de tres mil millones de personas dependen de la biodiversidad marina
y costera para su sustento [3].

La pesca sostenible implica que los agentes encargados deben establecer politi-
cas claras sobre las capturas de forma controlada, con el fin de asegurar la pre-
servacion de las diferentes especies comerciales, lo cual permite obtener no solo
ganancias en el presente sino también a futuro, garantizando asi que las personas
que dependen de la pesca puedan mantener su medio de vida en el tiempo. Las
recolecciones en la pesca deben ser bien planificadas, de manera que generen el
menor impacto negativo a la coexistencia de la especie comercial, de otras especies
y al héabitat dentro del ecosistema.

Segtn informes de la FAO, la produccién pesquera mundial alcanzé un maximo
de aproximadamente 171 millones de toneladas en 2016, de los cuales las capturas
marinas totales a nivel mundial fueron de 79,3 millones de toneladas, esto en com-
paracion con los 81,2 millones de toneladas registrados en el reporte del afio 2015
representa un descenso de casi 2 millones de toneladas [3]. En América del Sur los
paises pesqueros Pert y Chile reportaron una baja de las capturas de anchoveta,
lo cual representa 1,1 millones de toneladas de esa disminucion, y es basicamente
atribuido a la influencia del cambio climatico como lo es el fendmeno de El Nifio.
Es importante mencionar que el cultivo de especies de peces comerciales va en
crecimiento, pues la acuicultura segin la FAO en el afio 2016 represent6 un 47 por
ciento del total de la produccion pesquera mundial [3].

La pesca sostenible es pues una practica necesaria por lo que el desarrollo de
lineas de investigacion pesquera han motivado modelos mateméticos enfocados en
ecosistemas marinos con el fin de contribuir a la creacién de politicas y en la toma
de decisiones para la conservacion de recursos pesqueros y la utilidad econémica
de estos. Este trabajo desarrolla algunos aspectos de la teoria bioeconémica dindmi-
ca que podrian dar lineamientos para lograr un manejo sostenible de la actividad

pesquera.



En la literatura se pueden encontrar modelos bioeconémicos simples (por ejem-
plo, [4,15}16, 7,18, 19]) como es el modelo de Gordon-Schaefer (1950) [4]

#(t) = F (x(t)) — h(t), 2(0) =z, t>0

donde F'(x) representa el crecimiento biolégico del recurso pesquero. Para modelar
la explotacion, se introduce el término de tasa de recoleccion h(t), la cual se define

CcOomo:

h(t) = qu(t)z(t) (L.1)

donde la recoleccién h(t) depende del esfuerzo de pesca u(t) y de la biomasa x(t)
en el tiempo ?; y g es una constante conocida como el coeficiente de capturabilidad,
o como la eficiencia de un barco pesquero promedio, definido como la fraccién de
la poblacién que es extraida por una unidad de esfuerzo.

La ecuacién (1.1) implica que la misma captura puede obtenerse a diferentes
niveles de esfuerzo y biomasa. La limitante en este sentido es que ¢, considera-
do constante para un periodo de tiempo determinado, no puede obtenerse sin una
estimacion independiente de la biomasa. Usualmente se supone que la CPU (la
captura o recoleccién h por unidad de esfuerzo de pesca u) es proporcional al ta-
mafio del stock existente de peces (o biomasa z), tal que CPUE = h/u = qz. Por
lo tanto, los datos de la CPUE se usan tradicionalmente para proporcionar informa-
cion histérica y actual sobre la abundancia de existencias [10, (11} 12} [13]].

No obstante, existen otros enfoques mads sofisticados para la evaluacion de las
poblaciones de peces existentes donde las series cronoldgicas de CPUE se com-
plementan con datos de la pesca recopilados de diferentes fuentes, como estudios
ecosistémicos, monitoreo acustico o aéreo, la edad y la talla de 1a biomasa recolec-
tada, registros climéticos, etc. [14, 15, 16].

Por otro lado, el cambio en la CPUE puede no ser proporcional al tamafio actual
de la poblacion. En otras palabras, la CPUE puede disminuir més rdpido o més lento
que la abundancia de peces. Esto tltimo se puede expresar, segtn [[17]], mediante la

funcién de capturabilidad
q=q(z)=2"" (1.2)

ZPor sus siglas en inglés “Catch Per Unit of Effort”, captura por unidad de esfuerzo.
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que depende del stock en lugar del coeficiente de capturabilidad constante. En la
expresion (1.2), 8 > 0 se conoce como elasticidad de capturabilidad con respec-
to a los cambios en el nivel del stock. Por lo tanto, 5 > 1 implica que la CPUE
disminuye mas rapido que el stock de peces x, y esta situacién se conoce como “hi-
perdeplecion”. Por el contrario, 8 < 1 implica que la CPUE disminuye mds lento
que x, lo que resulta en la llamada ‘“hiperestabilidad”. Para conocer més detalles
sobre situaciones de “hiperdeplecion” e “hiperestabilidad”, véase [7,19, 17, 18]].
En este documento, el primer modelo que estudiamos hace referencia a las po-
blaciones de peces pelagicos pequefios (ver Capitulo 2), que tienen una caracteristi-
ca importante que no es considerada en los modelos tradicionales. Estas especies se
reproducen en grandes cantidades, y tienden a agruparse en cardimenes, lo cual las
hace muy vulnerables respecto a las capturas. Esto implica que los pescadores pue-
den lograr una captura casi constante por unidad de esfuerzo (CPUE) en cualquier
momento, siendo muy dificil establecer los momentos de escasez. Es por esta razén
que las funciones de recoleccion tradicionales no son adecuadas para las capturas
de este tipo de poblaciones marinas. Por este motivo, diferentes autores proponen
como alternativa el uso de una funcién de recoleccién no lineal (o tasa de recolec-
cion instantdnea) en la forma de una funcion de produccion de tipo Cobb-Douglas
[9, 117, 118, 19, 204 214 22, 23] 24, 25]] cuando se trata de pesquerias peldgicas, es

decir,

h(z,u) = q(u, r)ur = u®2® con gq(u,z) = u* 2P, (1.3)

donde u representa el esfuerzo de pesca, z el stock de peces disponible. De acuerdo
con [22], el pardmetro o no negativo expresa como el rendimiento de la captura
marginal varia a los cambios del esfuerzo de la pesca, mientras que el pardmetro
£ > 0 mide la sensibilidad de los rendimientos de las capturas con respecto a los
cambios marginales en el nivel de stock de peces.

En el presente trabajo, usando la funcién de recoleccién en la forma (1.3)) con
a = 1,0 < B < 1y haciendo uso de la teoria de control 6ptimo, se obtuvo el
sistema de optimalidad, en el cual se identificé un tnico estado estacionario, que se
ajusta a los cambios en el pardmetro de sensibilidad de los rendimientos 3. Ademads,

se logré comprobar que este estado estacionario es la unica solucion de la ecuacion



fundamental de explotacion de recursos renovablesﬂ

La ecuacion fundamental de explotacion de recursos renovables nos permite
establecer politicas de pesca sostenible, las cuales se adaptan a la variabilidad del
nimero de buques pesqueros y a los cambios en el pardmetro 3 que mide la sensi-
bilidad de los rendimientos de las capturas respecto a los cambios marginales en los
niveles de la densidad de la especie. Ademads, se estudio el caso en que el parametro
de sensibilidad tiende a cero, es decir en el caso de un posible colapso de la pes-
ca, la pérdida total de sensibilidad. Este andlisis proporciona algunas ideas utiles
sobre las posibles alteraciones del estado estacionario y de las politicas de pesca
adyacentes cuando el pardmetro /3 es afectado por alguna perturbacién exégena.

El andlisis mencionado anteriormente se desarroll6 para un modelo de una sola
especie comercial. Es oportuno mencionar que en este caso no se considerd las in-
teracciones de la especie estudiada con otras especies de su entorno. Lo anterior nos
llevé a preguntarnos, ;Qué sucede cuando se consideran las interacciones con otras
especies? Es decir, como se ve afectada la recoleccion de una especie comercial
dependiente de otras especies.

Es importante sefialar que, de acuerdo con informes de la FAO, se ha mostra-
do que, los principales depredadores de los peces, son precisamente peces de otras
especies [3]. Mds adn, en muchos casos la depredacién por parte del ser humano
(capturas) es muy inferior a la depredacion por peces de otras especies [3]]. La de-
predacion es un proceso natural e importante para la regulacion de las poblaciones
en los ecosistemas, en particular en poblaciones de peces. Sin embargo, las inter-
acciones entre depredadores y presas, tienen efectos sobre los recursos pesqueros
y éstos son sumamente variados y complejos. Por lo que es necesario estudiar las
situaciones cuando estd en peligro la supervivencia de una especie y, por ende, la
viabilidad econémica de las empresas pesqueras.

En este escenario es claro que la actividad humana y econdémica inducen una
dindmica bioldgica que se diferencia de la que naturalmente habria surgido sin
estas intervenciones. Esta posibilidad plantea algunos de los interrogantes con los
que nos encontramos en el desarrollo de esta parte del trabajo: ;Cémo afectan

la intervencion humana y los intereses economicos la estabilidad del equilibrio

3El planteamiento de esta ecuacién es acorde al enfoque tradicional de C. Clark [4] 3], pero en

nuestro caso la funcién de recoleccién h(t) es no lineal.
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biolégico? Dado un recurso limitado, ;Cuadl es el esfuerzo (mano de obra, buques)
que se debe disponer con el fin de optimizar las utilidades en la captura de una
especie? ;Qué politicas se deben implementar con el fin de tener utilidades sin
acabar con el recurso (poblacion)?

Estos interrogantes motivan el estudio de modelos de poblaciones desde un
enfoque bioecondmico a través de un problema de control 6ptimo, dado que es
posible describir la dindmica bioldgica poblacional simultineamente con modelos
(intereses) econdmicos a través de un problema de optimizacion, que puede definir
pautas en términos de politicas de conservacion y que también permita beneficios
econdmicos en la extraccion de un recurso bioldgico renovable.

El segundo modelo presentado en este trabajo, se enfoca en el estudio de una
especie comercial que encabeza una cadena alimenticia (ver Capitulos 3y 4). La
especie de interés se alimenta de dos especies no comerciales, las cuales claramen-
te son importantes para su persistencia y sobrevivencia. En esta parte de nuestra
investigacion, partimos de un trabajo reciente de P. Panja & S. K. Mondal [26] en
el que se plantea un modelo de una cadena alimenticia de tres especies. En este
modelo interactian tres especies marinas (fitoplancton, zooplancton y peces), y se
establece una funcién de crecimiento bioldgico G(z) logistica para la poblacién de
fitoplancton que esta en el nivel inicial de la cadena y constituye la poblacion de
presa tanto para el zooplancton como para los peces.

En este trabajo consideramos una funcién de crecimiento biolégico més ge-
neral, es decir una funcién G(z) no negativa de clase C?(]0, K]), estrictamente
coéncava para la cual existe una constante X > 0 tal que G(0) = G(K) = 0.
La constante K se denomina “capacidad de carga” o densidad maxima de presas
soportable por el medio ambiente. Es importante senalar que la funcion G(z) des-
cribe el crecimiento natural intrinseco de la poblacién de presas, y puede abarcar
diferentes funciones de crecimiento bioldgico, tales como la funcién de Gompertz,
funcién de Smith, entre otras.

P. Panja & S. K. Mondal [26] centran su investigacion en el modelo de tres
especies en ausencia de capturas, dando condiciones no muy precisas sobre los
parametros del sistema para la existencia de puntos de equilibrio y su respectiva
estabilidad local. En nuestro trabajo se realiza el andlisis de estabilidad local del

sistema sin capturas, estableciendo las condiciones que garantizan la existencia de
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los puntos de equilibrio y sus respectivas estabilidades en términos de la funcién
mds general G(z), simplificando y precisando dichas condiciones en comparacion
con el trabajo de P. Panja & S. K. Mondal [26].

Ademads, estudiamos el sistema mencionado de tres especies incluyendo las
capturas, ya que nuestro interés estd centrado en aspectos relacionados con los
efectos de las capturas. De igual forma, en este nuevo sistema derivamos las condi-
ciones que deben cumplir los pardmetros del sistema para establecer la existencia y
garantizar la estabilidad de sus puntos de equilibrio, y logramos especificar dichas
condiciones en términos de la funcién G(x), centrandonos en el punto de coexis-
tencia de las especies.

En el trabajo de P. Panja & S. K. Mondal [26]] se analiza la bifurcacién respecto
a un parametro que representa la contaminacion por parte de la poblacion que es
presa de las otras especies, lo cual afecta directa e indirectamente la densidad de las
especies depredadoras. A diferencia del trabajo de P. Panja & S. K. Mondal [26],
realizamos un anélisis de sensibilidad del equilibrio de coexistencia de las especies
respecto a las variaciones de dicho pardmetro de contaminacién (ver Seccién 3.5),
puesto que la coexistencia de las especies garantiza que la pesca sea sostenible.

Cabe resaltar que uno de los aportes de este trabajo de tesis es el andlisis de
bifurcaciéon de Hopf del modelo con capturas respecto al control v que expresa el
esfuerzo de pesca. Conviene mencionar que no se encuentra en la literatura trabajos
en donde se estudian bifurcaciones respecto al pardimetro de control. De otro lado,
este tipo de andlisis de bifurcacion respecto al control v permite ver cudl podria ser
la respuesta del ecosistema respecto a pequeiias variaciones de las capturas.

Estudiamos ademads, el problema de control ptimo del sistema de tres especies
con capturas, donde se incluyen las capturas de la especie comercial, en tiempo
continuo y finito. Nuestro interés va dirigido a maximizar los beneficios eligien-
do de forma adecuada el esfuerzo de pesca. Para esto aplicamos el Principio del
Maiaximo de Pontryagin, determinando el sistema de optimalidad asociado con el
problema de control 6ptimo, y logrando asi una caracterizacion del control ptimo
u*(t). Sin embargo, dado que el sistema de optimalidad resultante en este problema
es no lineal y tiene dimension 6, resolverlo de forma analitica es imposible, debido

a su complejidad. Por lo anterior, solucionamos este problema de control ptimo
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1. INTRODUCCION

de forma numérica, haciendo uso del paquete de software avanzando GPOPS Ilﬂ
elaborado por PR Optimization Research LLC para la plataforma de MATLAB
([27] http://www.gpops2.com/).

En resumen, en el Capitulo 2 planteamos un modelo bioecondémico de una po-
blacién de peces pelagicos pequeiios en donde estudiamos un problema de control
optimo de horizonte infinito relacionado con las capturas. Para esto se hace uso del
Principio del Maximo de Pontryagin. En dicho capitulo nos interesa como responde
el sistema planteado a las variaciones en el pardmetro que mide la sensibilidad del
rendimiento de capturas adicionales con respecto a los cambios marginales en el
nivel de las poblaciones de peces. Ademads, debido a las caracteristicas del proble-
ma y haciendo uso del Teorema de la Funcion Implicita mostraremos la existencia
de una curva de puntos de equilibrio.

En el Capitulo 3, desarrollamos un modelo matemaético que describe la coexis-
tencia de tres especies en una cadena alimenticia, estudiamos la estabilidad de los
puntos de equilibrio de la dindmica natural. También llevamos a cabo un analisis
de sensibilidad de los cambios que presenta el estado estacionario de coexistencia
respecto a pequefias variaciones en el parametro p. Dicho pardmetro representa la
contaminacion por parte de la poblacion de presa que afecta directa e indirectamen-
te las poblaciones de depredadores.

En el Capitulo 4 realizamos un andlisis de la estabilidad en el caso de adicionar
al sistema del Capitulo 3 la actividad de explotacion humana, la cual puede alte-
rar la dindmica bioldgica natural. También identificamos una bifurcacién de Hopf
respecto al control u cuando éste se asume constante. Ademads, analizamos el pro-
blema de control 6ptimo del sistema de tres especies donde se incluye las capturas
de la especie comercial en tiempo continuo y finito, logrando la construccion de
politicas de pesca sostenible.

Por dltimo, en el Capitulo 5 presentamos las conclusiones generales de este
trabajo y las perspectivas de trabajos futuros. A medida que se ha desarrollado la
investigacion, nos hemos encontrados con problemas interesantes que son comple-
mentarios a este trabajo doctoral en los cuales se planea trabajar para obtener otros

resultados importantes derivados de esta investigacion.

“La descripcién del paquete GPOPS II se presenta en el Apéndice.
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Modelo de Pesqueria
Pelagica

2.1 Introduccion

Los peces peldgicos pequeiios (entre los cuales se pueden encontrar el arenque, la
anchoa, la macarela, el capelan o la sardina, entre otros) se caracterizan por tener
una alta tasa de reproduccion y un ciclo de vida bastante corto. Las poblaciones de
peces peldgicos presentan de forma recurrente ciclos fuertes de abundancia y esca-
sez, de tal forma que exhiben un patrén de comportamiento distintivo que los hace
particularmente vulnerables a las capturas. Las especies de peces pelagicos tienden
a agruparse en cardimenes y bancos densos y grandes, que constituyen un objetivo
facil para la pesca comercial. Durante los periodos de disminucion de la abundan-
cia de estos peces, el nimero total de cardimenes puede disminuir, mientras que
cada banco de peces mantiene el mismo tamafio promedio a los dados en periodos
de mayor abundancia. En consecuencia, la densidad promedio de biomasa en los
bancos permanece casi igual durante periodos de abundancia y de escasez. Esto
implica que los pescadores pueden lograr una captura casi constante por unidad de

esfuerzo (CPUE) en cualquier momento.
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2. MODELO DE PESQUERIA PELAGICA

Este fendmeno, conocido como la hiperestabilidad de las poblaciones peldgicas
[7, 9} 17], admite la modelacién matematica expresada por la funcién de captura-
bilidad ¢ (ver (1.2) en Capitulo 1) que depende del tamaio del stock e incluye un
pardmetro particular 3 > 0 referente a la “elasticidad de capturabilidad . Este
parametro juega un papel fundamental en el modelamiento de la recoleccidn de los

recursos peldgicos [22], a saber:

e Si la captura por unidad de esfuerzo, CPUE, decrece méas lentamente que el

tamafio del stock peldgico, se tiene

0<p <1,

e Si la captura por unidad de esfuerzo, CPUE, permanece casi invariable a

pesar del decrecimiento del tamafio del stock peldgico existente, se tiene

g —0t.

Por lo tanto, el uso de los datos de la CPUE en una evaluacién de la abundancia
actual de peces, sin tener en cuenta la variabilidad de ¢ (es decir, asumiendo 5 = 1,
en (I.2), Capitulo 1), puede desinformar a los administradores de pesquerias pro-
duciendo estimaciones demasiado “optimistas” de la poblacion existente de peces
y asi aumentar el riesgo de la sobreexplotacion de la pesqueria.

Por esta razon, diferentes autores proponen usar una funcién de produccién de
tipo Cobb-Douglas [9, [17, [18} 19, 20, 21} 22, 23] 24, [25] para modelar la recolec-

cion del stock pelagico hiperestable
h(z,u) = q(u, r)ur = u®z® con gq(u,z) = u* 2P, (2.1)

donde u representa el esfuerzo de pesca, mientras que x representa el stock de
peces disponible. Es pertinente recordar que, de acuerdo con [22], el pardmetro no
negativo « expresa como la productividad (o rendimiento) de la captura marginal
responde a los cambios del esfuerzo de la pesczﬂ mientras que el pardmetro 8 > 0

mide la sensibilidad de los rendimientos de las capturas con respecto a los cambios

SBajo este supuesto, & = 1 implica una productividad marginal de captura constante por unidad

adicional de esfuerzo de pesca.
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2.1 Introduccion

marginales en el nivel de stock de peces. En el caso del costo unitario constante del
esfuerzo de pesca, los valores bajos de (3 expresan la pérdida de sensibilidad del
costo unitario de recoleccion con respecto a las variaciones en el nivel de stock de
peces, y 5 = 0 implica que los costos de recoleccién son independientes del stock.
Conviene notar que en [25] se hace referencia a los parametros v y # en un sentido
mas general, llamandolos elasticidades del esfuerzo de pesca y de la produccion
del stock, respectivamente.

Los modelos tradicionales de pesca de tipo Gordon-Schaefer [4]] con captu-
rabilidad constante son incluidos en la férmula generalizada de recoleccién (2.1))
cuando la CPUE se asume proporcional a la abundancia del stock (5 = 1) y la
productividad marginal de captura de un esfuerzo adicional de pesca se supone
constante (es decir, « = 1). Bajo esta suposicion, el recurso estd siempre a salvo
de la extincion, incluso a tasas bajas de crecimiento biolégico del stock de peces y
tasas altas de descuento [4]].

Sin embargo, la evidencia empirica sugiere que, en el caso de poblaciones
pelagicas que exhiben hiperestabilidad, tal simplificacién no es posible y que (3
debe ser estrictamente menor que la unidad (ver, por ejemplo, [17, 19, 28,29, 130]),
mientras para algunas especies en particular, 5 puede incluso alcanzar valores cer-
canos a cero [18, 29]. Por otro lado, la elasticidad del esfuerzo de pesca « no es
significativamente diferente de la unidad para la mayoria de las flotas [18, 20, |30,
31, 132]]. No obstante, [23] resalta que o > 1 puede esperarse cuando hay “pocos”
buques, mientras que < 1 implica “muchos” buques.

Los autores de [22] estudiaron un modelo de pesqueria peldgica en tiempo con-
tinuo con rendimientos decrecientes (0 < « < 1) y valores pequefios positivos
para f3, relacionados por o + 5 = 1, y analizaron la respuesta de un unico estado
estable de la biomasa y la recoleccion estacionaria cuando S — 07 (pérdida de
sensibilidad de las capturas con respecto a las variaciones en el nivel del stock).

Por otra parte, los autores de [25] analizaron un modelo de pesca peldgica en
tiempo discreto con rendimientos crecientes (« > 1) y § = 0,562 fijo, reafirmando
el resultado previo de [20] con respecto al caso de rendimientos constantes (o =
1) con B < 1 donde los experimentos numéricos revelaron la existencia de un
equilibrio 6ptimo en el estado estacionario en el cual el recurso se puede preservar

en niveles altos de stock.

15



2. MODELO DE PESQUERIA PELAGICA

Mas atn, el autor de [33]] estudié un modelo de pesca recreativa con producti-
vidad de captura por esfuerzo constante («« = 1) y stock hiperestable (0 < § < 1),
donde maximiz6 una funcion de utilidad tipo CESE] y donde tanto la biomasa re-
colectada y como el mismo esfuerzo de pesca constituyeron los beneficios para los
pescadores recreativos. Este caso no es de nuestro intéres, dado que en los modelos
de pesca comercial el esfuerzo pesquero esta limitado por la capacidad de la flota 'y
no puede maximizarse sin aumentar los costos relacionados con la explotacién de
los recursos, ni tampoco sin afectar el rendimiento de la renta econdmica.

En este capitulo, seguimos la idea principal de [22] mientras asumimos la pro-
ductividad marginal constante de una unidad adicional de pesca (o« = 1,5 > 0)
en la funcién de recoleccion de tipo Cobb-Douglas. Ademds, suponemos que el
esfuerzo de pesca estd acotado y proporcionamos una forma explicita de politicas
de pesca sostenible como una funcién del stock estacionario que, a su vez, depende
continuamente del parametro 3. Esta politica permite al planificador social (o los
administradores de la pesqueria) elegir un nimero adecuado de unidades de pesca
(buques) de acuerdo con el maximo esfuerzo de pesca permitido. Esto ultimo marca
la diferencia principal entre nuestro trabajo y el de [22] donde el esfuerzo de pesca
(asumido a priori no acotado) ha sido caracterizado en términos del stock estacio-
nario y el precio sombra, ambos dependientes continuamente de $ y dependientes
esencialmente del nimero de buques usados por la pesqueria.

Esperamos que este trabajo pueda contribuir en la evaluacién de las politicas
pesqueras existentes y futuras. En los tltimos afios, los responsables de la toma de
decisiones han utilizado ampliamente el enfoque de Evaluacion de la Estrategia de
Gestion (MSE, por sus siglas en inglés “Management Strategy Evaluation™) para
investigar las compensaciones entre los diferentes objetivos de maximizacion de
rendimientos, reduccion de costos y desafios de la conservacion de stock [14, [15}
16, 135]]. El enfoque MSE se basa en el desarrollo de varios “modelos operativos”
que simulan el ciclo completo de gestién probando un conjunto de comprensivas

estrategias de gestion bajo diferentes escenarios de dindmicas poblacionales, a fin

%En economia, la funcién de utilidad de elasticidad de sustitucion constante (CES, por sus
siglas en inglés “Constant Elasticity of Substitution”) describe los cambios en las preferencias de
los consumidores entre bienes diferenciados; la definicién original de la funcién de utilidad tipo
CES se encuentra en [34].
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2.2 Solucion formal del problema de planificador social

de determinar una estrategia la cual sea suficientemente robusta y pueda predecir un
resultado deseable. En este contexto, nuestro modelo de un solo stock junto con la
propuesta de politica de pesca podria probarse dentro del marco del enfoque MSE
con diferentes niveles de hiperestabilidad expresados por el pardmetro de captura—
stock [ y diferentes tamafios iniciales de las poblaciones de peces. Esto, ademds
de proporcionar una base tedrica, puede brindar informacién adicional sobre el
comportamiento potencial de las pesquerias peldgicas y asi ayudar a una mayor

adaptacién y mejora de los modelos de gestion pesquera.

2.2 Solucion formal del problema de planificador so-
cial

El “planificador social” se entiende como un unico propietario de una pesqueria
peldgica que comprende peces de una sola especie. El objetivo principal del plani-
ficador social consiste en elegir una variable de decision unica (nivel estacionario
del esfuerzo pesquero) que permita explotar este recurso natural de manera soste-

nible mientras se maximiza el total del valor de la renta econémica de descuento

intertemporal derivada de la pesca.

2.2.1 Formulacion del problema

Antes de proceder con la formulaciéon matemdtica del problema, es importante
mencionar que nuestro enfoque se basa en varias suposiciones esenciales no ma-
temadticas que pueden estar fuera de las practicas actuales en algunas pequeias
pesquerias reales, mientras que las grandes pesquerias comerciales deberian ser ca-
paces de cumplir con tales suposiciones. En términos especificos, nuestro enfoque

requiere que los administradores de la pesqueria:

e Estén informados de las tendencias actuales en la situacion econdmica; es
decir, ellos deben tener estimaciones razonables de los valores economicos
presentes y futuros del activo (stock de peces explotados). En términos ma-
temadticos, la diferencia entre los valores del activo presente y futuro esta
determinado por la tasa de descuento (), que se presentard mds adelante en

esta seccidn;
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2. MODELO DE PESQUERIA PELAGICA

e Puedan evaluar y monitorear el tamafio del stock, y tener una posible estima-

cion del crecimiento biolégico natural de la biomasa explotada;

e Tengan la capacidad de detectar la variabilidad en los niveles de hiperestabi-
lidad (expresada por el parametro 3 en (2.1)) utilizando registros de CPUE

y/o datos alternativos recolectados por las pesquerias y otros organismos.

Ademas de estos puntos, suponemos que todos los buques que participan en la pes-
ca tienen la misma tecnologia, en consecuencia, los mismos costos de recoleccion.
También suponemos que el precio por unidad de recoleccidn esté fijado exdgena-
mente por el mercado de la pesca.

Nuestro modelo bioeconémico serd lo suficientemente simple para centrarse
directamente en el anélisis de sensibilidad de la eleccion 6ptima del esfuerzo de
pesca, correspondiente a los niveles estacionarios (sostenibles) para la tasa de re-
coleccidn y del stock de peces, con respecto a los cambios en el pardmetro /5.

Consideremos un stock inicial de una sola especie de peces peldgicos z(0) =
o > 0y supongamos que hay N unidades de pesca simétricas y uniformes (por
ejemplo, buques, embarcaciones, barcos) que en ¢ = 0 comienza simultdneamente
la pesca. El numero de unidades de pesca es definido por el planificador social que
controla Gnicamente el proceso de recoleccion. La evolucion del stock de peces x(t)

(o biomasa) bajo explotacion se puede describir mediante el siguiente modelo:

©(t) = F(z(t))—h(t), t>0
{x(O) = x9, xp>0 2.2)

donde F'(z) representa una funcién de crecimiento bioldgico con K > 0 tal que

F(0)=F(K)=0, F(z) >0 paratodo z € (0, K),

y donde K expresa el nivel maximo del stock biologico el cual es soportado por
el medio ambiente en ausencia de recoleccion. Se debe aclarar que consideramos
un modelo sin escala y que el stock bioldgico disponible para la recoleccion se
mide en unidades de masa (por ejemplo, toneladas). Es natural suponer que z(t) es
acotada para todo ¢ > 0 donde K puede verse como la cota superior (saturacion

constante o capacidad de carga) y h(t) corresponde a la funcion de recoleccion.
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2.2 Solucion formal del problema de planificador social

Observacion 2.1 Algunos ejemplos de F(x) usados extensamente en la literatura

son los siguientes (ver [30]):
1. Funcion Logistica: Fy(x) = ax(1l — x/K);

arIn(z/K) si x>0

2. Funcion de Gompertz: Fy(x) = { 0 _ 0’
si x =

K —
3. Funcion de Smith: Fs(x) = %.
T

Las anteriores funciones F;(x), i = 1,2,3, son concavas para x € (0,K) y
satisfacen las condiciones F;(0) = F;(K) =0, F/(0) > 0, F/(K) <0y F/'(z) <0
para x € (0, K).

Adicionalmente, una ecuacion diferencial de la forma i(t) = F;(x(t)), 1 =
1,2,3 con condicion inicial ©(0) = xy, xy € [0, K| tiene una tnica solucién no
negativa x(t), la cual es acotada por K para todo t > 0 en el sentido que 0 <
x(t) < K. En otras palabras, cualquier trayectoria de esta ecuacion iniciada en

zo € [0, K] permanecerd en [0, K| para todo t > 0.

De acuerdo con la Observacién la funcién F(x) se asume estrictamente
céncava y dos veces diferenciable, mientras que la funcién de recoleccién h(t) en

(2.2) tiene la forma de una funcién de tipo Cobb-Douglas, esto es,

h(t) = Nu®(t)x?(t) = Nu(t)2(t), (2.3)

cona =1y > 0,donde u(t) € [0, umsx) es una funcién continua a trozos que
representa un esfuerzo de pesca admisible (entrada tnica o variable de control) e
incluye la mano de obra, capital, mantenimiento, etc. medido en proporciones fijas.
Bajo las anteriores condiciones, se puede suponer que el sistema dindmico (2.2)
con condicidn inicial positiva xy > 0 siempre tiene una unica soluciéon no negativa
para una funcién de control u(t) fija.

Al definir o = 1 en (2.3), establecemos la productividad marginal constante de
una unidad de esfuerzo de pesca adicional, mientras que 5 > 0 medira la sensi-

bilidad del rendimiento de captura adicional a los cambios marginales en el nivel
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2. MODELO DE PESQUERIA PELAGICA

de stock de peceﬂ En otras palabras, valores mas pequeiios de § > 0 implican
una perdida de sensibilidad de la unidad de recoleccion a posibles variaciones en
el nivel del stock de peces y pueden provocar efectivamente (ceteris paribus), la
ocurrencia de extincion de peces. Por lo tanto, nos enfocaremos en el caso cuando
B — 0",

Finalmente, el problema del planificador social consiste en elegir el esfuerzo de
pesca 0 < u(t) < upsy para cada buque y la biomasa x = x (¢, u) correspondiente,
que sea solucion de (2.2) - (2.3), que juntos maximicen el valor total de la renta de
pesca con descuento intertemporal.

Para introducir esta renta, denotemos por p > 0 el precio por unidad de biomasa
recolectada, y ¢ € (0,p) el costo por unidad de esfuerzo de pesca que, de acuer-
do con nuestras suposiciones, es el mismo para cada buque. Entonces, para cada
buque, la utilidad marginal, en un instante ¢ > 0 dado, es la misma y la podemos

calcular de la siguiente manera:
mi(t) = pu(t)2®(t) — cu(t), i=1,2,...,N.

Por lo tanto, para los N barcos (buques) que participan en la pesqueria y para una
tasa de descuento r > 0 dada, el valor global de la renta de la pesca con descuento

intertemporal esta dado por

T(,u) = 27 t)dt = N / ) —cu(t)]dt. 2.4)

i=1 0

Aqui u : [0,00) — [0, umax €s una funcién continua a trozos (esto es u(-) €
PC0,00)) con un rango acotado [0, un4| y el valor constante u,s > 0 expresa
el nivel maximo de esfuerzo de pesca permitido. Luego, definimos el conjunto de

controles admisibles de la siguiente manera:

U= {u(-) € PC[0,00) y u:[0,00) > [0, Umax]}- (2.5)

Se hace énfasis que el indice de sensibilidad normalizado hacia adelante de la funcién de
recoleccion (2.3)) con respecto al nivel existente de biomasa z es Th = B. Esto dltimo implica que
si z disminuye en un 50 %, la recoleccién h se reducird solo por g % de ese grado. La definicién
formal y més detalles sobre el concepto de indice de sensibilidad normalizado hacia adelante puede

consultarse en el trabajo original de Chitnis et al [37]].
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2.2 Solucion formal del problema de planificador social

En la préctica, definir el valor de u.,,s > 0 puede ser una tarea dificil. Por lo
tanto, este tema se abordard luego en el andlisis del modelo (2.2))-(2.4).

Notemos que consideramos N unidades de pesca simétricas (ver (2.3), (2.4));
por lo tanto, cualquier variacion en los rendimientos de recoleccion causados por
los cambios en el esfuerzo de pesca u(t) son reflejados a nivel de s6lo un barco
(buque). Este supuesto nos permite ignorar los efectos de la congestion en la flota
agregada.

Resumiendo todo lo anterior, podemos formular el problema de control 6ptimo
de horizonte infinito. Para una poblacién inicial de peces dada x¢ € (0, K], hallar
una politica de esfuerzo pesquero admisible u(t) que maximice la renta total de
pesca sujeta a la dindmica del stock bioldgico (2.2)) con recoleccion (2.3). En
la formulacién matematica, este problema puede escribirse como

mix {J(z),u: x soluciénde [@22)-23) }. (2.6)
Desde el punto de vista matematico, los problemas del tipo (2.6) generalmente se
resuelven aplicando el Principio del Maximo de Pontryagin (ver, por ejemplo, [38,
39, 140]), que es una condicion necesaria de optimalidad que se debe cumplir por
cualquier maximizador de la funcional objetivo (2.4]) sobre el conjunto de controles
admisibles (2.5)) y sujeto a la dindmica del stock biol6gico (2.2) con funcion de
recoleccion (2.3)).

En el contexto de nuestro problema, donde el lado derecho del sistema dindmico
(2.2) con la funcién de recoleccion (2.3)) y el integrando de la funcional objetivo
(2.4) son diferenciables con respecto a x y u, el Principio del Maximo se puede
establecer tal como se muestra a continuacion.

De acuerdo con el Principio del Méximo de Pontryagin (ver, [4} [5]]), si u(t) :
[0, 00) > [0, umsy] €s una solucién Gptima del problema de horizonte infinito
y z = x(t,u(t)) : [0,00) — [0, K] es la trayectoria correspondiente al stock de
peces, entonces existe una funcion absolutamente continua A(t) : [0,00) — R

(diferenciable casi en todo R) tal que

- OH (z,u,\)
At)=rA(t) — ————=, t>0
(1) = ra) - S,
donde el Hamiltoniano de tiempo corriente
H(z,u,\) = N (puz” — cu) + A (F(z) — Nuz”) 2.7)
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alcanza su maximo en el mismo u(t), esto es,

H(z,u,\) = max H(x,v,\), casiparatodo t> 0. (2.8)

VE[0,Umax]

Asi, el estado z(t) y el coestado \(t) deben satisfacer el llamado sistema de opti-
malidad

i(t) = F (2(t)) — Nu(t)2"(t) (2.92)
A(t) = (r = F' (x(t)) )At) + BNu(t)2” () (A(t) - p) (2.9b)

con condicidn inicial y condicién de transversalidaaﬂ dadas por
z(0) = xo, tlim (A (t)e " = 0. (2.10)
— 00

Dado que el Hamiltoniano es una funcion escalar de tres argumentos (H :
[0, K] [0, umax] X R — R), y su maximizacién con respecto a la variable de control
u € [0, umax) (esfuerzo de pesca acotado) es puntual (es decir, en cada t € [0, 00)],
se pueden aplicar los resultados de optimizacion tradicionales. A saber, el maximo

de H(x,u, \) con respecto a u para cada t € [0, 00) se obtiene en el punto critico

u* € (0, umsx ), donde u = 0, o en uno de los puntos extremos, es decir, v = 0 0
U = Upsx-

Por otro lado, el Hamiltoniano es lineal en u, y el procedimiento estandar
en este caso (ver, por ejemplo, [4, 15, 38, |39]) consiste en definir la funcion de
conmutacion

OH (z,u, \)

T(t) = U (x(t), A1) = —5—— =N (pz®(t) — A(#)2°(t) —c), (2.11)

la cual nos ayuda a identificar en que instante ¢ € [0, 00) el Hamiltoniano estd
decreciendo (¥ < 0), creciendo (¥ > 0) o es invariable (¥ = 0) con respecto a u.

Por lo tanto, el control 6ptimo u(t) se puede escribir en la forma

8La condici6n de transversalidad en (2:10) (lado izquierdo) generalmente se cumple para r > 0
siempre que las variables de estado y coestado (z y A, respectivamente) se comporten bien en in-
finito. Sin embargo, hay casos en que la funcién adjunta A podria exhibir algiin comportamiento
asintético patoldgico en infinito, lo que hace poco clara la validez de esta condicion de transver-
salidad. Tales casos no surgen cuando las variables de estado y de control son acotadas. Para una
completa revisién sobre el comportamiento de las variables adjuntas en infinito y las pruebas for-
males de equivalencia entre los diferentes tipos de condiciones de transversalidad, se puede revisar
los trabajos [41}142] y [43].
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2.2 Solucion formal del problema de planificador social

0, si ¥<0
u(t) = Upax, si U0, (2.12)
ut, si U =0

donde u* € (0, umsx) se introducird mas adelante en (2.19)). Ademas, utilizando la

estructura (2.12)) de u, el sistema de optimalidad (2.9) puede ser escrito como

B(t) = o (x(t),A(t))
{A(t) = oy (x(t), A(2)) (2.13)

donde
F(z), si <0
o1(z,\) =3 F(z) — Nupga®, si ¥ >0
F(z) — Nu*z?, si ¥ =0
Ar — F'(x)), si <0
oa(z, ) =& A — F'(z)) — BNumax2®Hp— ), si ¥ >0

Ar — F'(z)) — BNu*z? L (p — \), si =0
Observe que la funcion adjunta o de coestado \(t) asociada con el problema
de control 6ptimo (2.6), puede ser vista como un multiplicador de Lagrange aso-
ciado con una restriccion diferencial (2.2)) y representa el valor de precio sombra
en tiempo corriente por unidad de stock z, esto es, el valor marginal del activo en
el tiempo ¢t € [0, 00). Se debe enfatizar que el precio sombra se refiere al valor del

activo atribuido a su productividad futura.

Observacion 2.2 En el caso donde V = 0, puede existir un arco singular definido

o(t) = <p _CA@) i (2.14)

pEng

Este caso es nuestro principal interés y se estudiard bajo el supuesto que 3 — 0.

por la relacion

o similarmente

At =p— (2.15)

De lo anterior, se deriva el siguiente resultado. La politica de pesca u(t) que ma-
ximiza la renta de pesca (2.4)) es sostenible para todo ¢ > 0 solo si las trayectorias
de estado y de coestado (z = z (¢, u(t)) y A(t), respectivamente) correspondientes

a la aplicacion de esta politica u(t) se vuelven invariables cuando ¢ — co. Es decir,
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2. MODELO DE PESQUERIA PELAGICA

esto implica que el sistema de optimalidad (2.9)) alcance uno de sus estados estacio-
narios bajo esta politica u(t). En la siguiente subseccion, abordamos el problema
de la existencia de estados estacionarios del sistema de optimalidad (2.9) teniendo

en cuenta la caracterizacion del control 6ptimo (2.12)).

2.2.2 Estados estacionarios del sistema de optimalidad

Denotaremos por (z*, A*) todos los posibles equilibrios del sistema de optimalidad
2.9). Sea ¥* = W(z*, \*), donde VU se defini6 en (2.11).

Notemos primero que en el caso cuando A* > p > 0, no hay equilibrios positi-
vos del sistema (2.9). De hecho, en este caso se tiene que ¥* < 0y en consecuencia
u*(+) = 0. Entonces, los dnicos posibles puntos de equilibrio de (2.9) son z* =0y
x* = K. Sin embargo, el caso 2* = K se descarta por la desigualdad F'(K) < 0,
la cual implica que r — F’(K') > 0. En consecuencia, \* = 0 en (2.9b), y se obtiene
de esta forma una contradiccion.

Por otro lado, el equilibrio trivial * = 0 (extincion del stock) es posible siem-
pre que F’(0) = r. No obstante, esta condicién no es deseable y se evitard en el
resto del trabajo (ver Teorema [2.1)).

Por lo tanto, consideramos solamente el caso \* < p el cual es razonable y

viable econdmicamente. Definimos el punto de referencia
1
- c &
Tr =
p—A

UV'<0 & 2"<12 y V>0 & 2*> 1.

tal que

Para U* < 0y u*(-) = 0, solo hay dos posibles equilibrios z* : z* = 0y z* = K.
El primero conduce al estado estacionario trivial (z*, \*) = (0,0), mientras que
2* = K implica que se debe satisfacer K < (c/p)*” < 1, donde ¢ < zﬂ lo
cual contradice al supuesto K > 0 cuando 3 es suficientemente pequefio y debe

excluirse del anélisis posterior.

°Esto significa que el costo por unidad de pesca es menor que el precio por unidad de peces —

de lo contrario, no se obtendrd ningin beneficio por la pesca.
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2.2 Solucion formal del problema de planificador social

Para U* > 0y u*(-) = umax, tenemos que cualquier punto fijo (z*, \*) de 2.13)
debe satisfacer
F(z*) — Nupgx(2*)? = 0, z*€[0,K]
N (r — F'(2%)) = BNuma (2°)° 7 (p— X*) = 0,
y es facil ver que x* = K no es solucion de estas ecuaciones. Ademads, z* = 0 < 7,
por lo cual se excluyen ambos puntos. Sin embargo, puede existir un z* € (0, K)

tal que

= umsxN, T <2< K. (2.16)

Vamos a caracterizar (z*, \*) en este caso.
. s, F z
Primero, se nota que la funcién s(z) = %, x € [0, K], es concava para 5 > 0

suficientemente pequefio (ver Figura[2.T)). En efecto,

() = gz (PF(0) 4 B (~20F (&) + (5 + DF(@)))

y usando la concavidad de F' junto con que F'y F’ son acotadas en [0, K|, se sigue

que s”(z) < 0, esto es, s(x) es estrictamente concava, para § > 0 suficientemente

pequeiio.

Trajectories
r 3=10

——p3=08

Figura 2.1: Funcién s(z) con F(z) = Fi(z) (Funcién Logistica, ver Observacion

En consecuencia, dependiendo del valor Nu,,;, podrian existir dos, una o nin-
guna solucién de (2:16). Si dicha solucién z* existe, entonces (z*,\*) deberfa
satisfacer la ecuacion (2.9D)), esto es,

l.*

N(r—F'(z")+ AN—=p)=0, T<2"<K. (2.17)
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Esto nos lleva directamente a

P .
ey

Note que \* < p. De hecho, < x* < K, esto es,

C
<zt < K
(p—k*) ! ’

y se obtiene inmediatamente que

A=

(2.18)

™|

&
<p—-— <D

A <p-— 707

c
(2*)?
Finalmente, si ¥* = 0 para valores fijos (z*, \*) se obtiene que el correspondiente
control estd dado por
u(r) =u* = ——=, 2.19
() Vo 219)
lo cual es, en efecto, el control singular estacionario para el problema (2.6) cuando
u* € (0, umax]. Notemos que en este caso z* y & coinciden.
Adicionalmente, dado que \* = p— (2*)#¢y debemos asegurarnos que A(t) =
0 en (2.9b), podemos hallar el punto z* como una solucién de la siguiente ecuacion

algebraica:

x*

(p(2")" =) (r = F'(2")) = fe

La ecuacién (2.20) permite calcular el nivel de equilibrio de la biomasa para el

=0. (2.20)

problema siempre que su raiz z* se encuentre en el rango (0, K). Esto se
demostrara en el Teorema (Subseccién [2.3.1)), suponiendo que el control co-
rrespondiente u* (calculado por la férmula (2.19)) se mantiene en [0, uy,4x]. Esto
ultimo puede garantizarse, por ejemplo, cuando el esfuerzo de pesca maximo de
cada buque u,,4, es suficientemente grande o cuando el nimero total de buques N
es suficientemente grande. Por lo tanto, si 2* € (0, K) y u* € [0, umay], entonces la
politica de pesca u(t) = u* aplicado a la dindmica (2.2)) en realidad mantendria la
biomasa en el nivel * para todo ¢ > 0y, por lo tanto, permitiria la pesca sostenible

utilizando NN barcos (o buques).
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2.2 Solucion formal del problema de planificador social

2.2.3 Politicas de pesca sostenible

La ecuacion (2.20) se puede escribir como

Flla")+ —2— —y (2.21)

la cual es una variante de la ecuacion o regla fundamental de explotacion de recur-
sos renovables (ver, por ejemplo, [, 6, 44]]). El lado derecho de representa
la tasa de descuento o tasa de rendimiento externa sobre los activos fuera de la
pesqueria, mientras que su lado izquierdo representa la tasa de rendimiento interna
instantdnea proveniente de la pesca. La tasa de rendimiento interna de la pesqueria
proviene de dos fuentes: la productividad marginal del recurso pesquero (expresa-
da por F'(z*)) y el llamado efecto marginal de biomasa existente expresado por el
segundo sumando (véase, por ejemplo, [5,16]).

Por lo tanto, la ecuacion (2.21)) establece que, en el nivel de stock 6ptimo z*,
la tasa de rendimiento externa debe ser igual a la tasa de rendimiento interna ins-

tantdnea, y la segunda debe garantizar la rentabilidad y sostenibilidad de la pesca.

Observacion 2.3 En el caso en que u* sea mayor que Uy, la politica de pesca
u(t) = umsx aplicada a la dindmica (2.2)) mantendrd la biomasa en algiin nivel
x > x*. En este caso, el planificador social se enfrentard a una pérdida de bene-
ficios potenciales al no tener suficiente capacidad de esfuerzo de pesca por cada
unidad de buques, y podria pensar en aumentar el niimero total de buques de N a
N + AN hasta cumplir

(N 4+ AN)(z*)8

S Umax-

Una vez que el niimero de barcos se determina como N + AN, la politica de pesca
sostenible definida anteriormente por (2.19) debe mantener la biomasa en el nivel
x* para todo t > 0.

Antes de aplicar la politica de pesca estacionaria (o sostenible) u* definida por
(2.19), se requieren algunos ajustes iniciales. Esto se relaciona con el nivel inicial

z(0) = x¢ del recurso.
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X0

O —————
Y duinininiuiainintaints

u(t) dado por (2.22)) u(t) dado por (2.23))

Figura 2.2: Trayectorias de la dindmica poblacional z(t) = z(t, u(t)) correspondien-
tes a las soluciones de tipo turnpike (2.22)) y (2.23).

De hecho, suponiendo que tanto el nivel inicial de la biomasa xy como la raiz
de (2.20) (la cual ahora se denota como x*) son conocidos o al menos pueden

estimarse, tenemos dos opciones:

1. Sizy < x*, entonces las politicas 6ptimas de pesca podrian ser
u(t) = { 0, teld,t) (2.22)

donde ¢, > 0 define el momento en que el recurso alcanza el nivel x* de
acuerdo con su crecimiento natural (ver el modelo (2.2) con h(t) = 0), es
decir, 2* = x(t,) (ver Figura[2.2] gréfica izquierda).

2. Sixzy > x*, entonces las politicas Optimas de pesca podrian ser

Umax, S 07t*
u(t):{ i t>£f* ) (2.23)

donde ¢, > 0 tiene un significado similar al anterior, es decir, z* = x(t,)
pero el nivel del recurso z* se alcanza reduciendo el stock de peces (ver
Figura grifica derecha).

Las politicas de pesca a largo plazo del tipo (2.22) y (2.23) a veces se deno-
minan “soluciones tipo turnpike” ya que buscan acercarse al estado estable x* tan

réapido como sea posible. Este tipo de soluciones surgen a menudo en problemas de
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gestion sostenible de recursos naturales (ver, por ejemplo, [4]], Seccidn 2.5). Se pue-
den consultar mas detalles sobre las soluciones de tipo furnpike y sus propiedades
en el libro [45]].

Las politicas de pesca (2.22) y (2.23) pueden parecer simples y directas a prime-
ra vista. Sin embargo, su implementacidn practica requiere estimaciones conocidas
(o al menos algunas aproximaciones razonables) del pardmetro de elasticidad de
produccién del stock 5 ya que tanto v* como z* estan definidos por [ (cf. férmula
(2.19) con z* determinado como raiz de la ecuacion (2.20)). Ademas, estas politicas
se pueden mantener siempre que [ permanezca sin cambios. ;Qué tipo de altera-
ciones en la biomasa del estado estacionario x* y la politica de pesca u* corres-
pondiente pueden esperarse cuando la pesqueria exhibe un grado mayor o menor
de hiperestabilidad debido a factores externos? ;Qué acciones deberian tomar los
administradores de la pesqueria para garantizar su sostenibilidad y rentabilidad?

Las respuestas a estas preguntas se pueden obtener mediante el anélisis de las
reacciones del stock en equilibrio, es decir, la fluctuacién de la raiz * de la ecua-
cién estacionaria (2.20) o (2.21)) y de las politicas de pesca sostenible (expresadas
por (2.19)) con respecto a los cambios en . Ademds, probando el modelo con
diferentes valores de $ dentro de los marcos del enfoque MSE, puede proporcio-
nar informacion util para una mejor evaluacion del tamaio del stock disponible y
ayudar a anticipar oportunamente cambios en el manejo de la pesca.

Para ilustrar tales ideas, debemos establecer las propiedades centrales del equi-
librio estacionario del sistema de optimalidad (2.9) que genera politicas de pesca
sostenible (2.19)), asi como su dependencia continua del parametro (. Luego debe-
mos realizar andlisis exhaustivo del comportamiento asint6tico de este equilibrio
estacionario cuando 8 — 0. Este dltimo corresponde al “peor escenario” y mode-
la la situacién cuando la tasa de recoleccion (2.3)) pierde sensibilidad con respecto

al nivel actual de stock. El andlisis mencionado se realiza en la siguiente seccion.

2.3 Analisis de estados estacionarios

A continuacion para el andlisis posterior, imponemos la condicidén

F'(0) > r (2.24)

29



2. MODELO DE PESQUERIA PELAGICA

la cual se refiere a la rentabilidad y la viabilidad econémica de la pesca. Esta con-
dicion implica que la productividad marginal inicial del recurso es mayor que la
tasa de descuento r. En otras palabras, el valor de este activo (stock de peces) cre-
ce a una tasa mayor que la tasa de la depreciacion del capital. De lo contrario, si
F’(0) < r, no existirfa interés econdmico en mantener este activo mientras que la
exterminacion total del recurso deberia permitir invertir el beneficio total obtenido
por recoleccion en otras partes del mercado a una tasa de rendimiento al menos tan

alta como r.

2.3.1 Existencia y unicidad de los equilibrios estacionarios

En esta subseccion, proporcionamos la respuesta a la siguiente pregunta. Dado
algin 5 € (0,1) suficientemente pequeflo, la ecuacién estacionaria (2.20) tiene
una unica solucién positiva z* = x*(f) que define de manera univoca el esfuerzo
de pesca sostenible u* = u*(f) y el precio sombra A\*(/3) mediante las férmulas

(2.19) y (2.13)), respectivamente?

Antes de proceder, vamos a introducir dos cantidades importantes
x,.: talque F'(z,)=r, (2.25)

la cual siempre existe bajo la condicién (2.24)), y

Observemos que z, es un punto de referencia que define el nivel de biomasa
en el que la productividad marginal del recurso es igual a la tasa de depreciacion
del capital y A\, < p representa el precio sombra correspondiente a z,. En térmi-
nos practicos, x,, marca el umbral del nivel de stock de recursos economicamente
viables por debajo del cual la recoleccion no puede ser sostenible. Esto tltimo esta
acorde con la regla fundamental de la explotacion de recursos renovables (ver re-
lacién (2.21) en la subseccién2.2.3) en el sentido que z, < z* porque F’(x) es una
funcién decreciente y cumple F'(z*) < F'(x,) = r.

El tamafio de la poblacion z,. se define unicamente por la tasa de descuento
r y estd disminuyendo con respecto a r. Por lo tanto, los valores mas bajos de r

inducen valores mds altos de x,, como se ilustra en la Figura Ademds, si el
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F(x)

1 Xrp K

Figura 2.3: Impacto de la tasa de descuento 7 en el nivel econdmicamente viable del

recurso renovable z,: F/(0) > r1 > ro implica que 0 < 2y, < p,.

descuento intertemporal se ignora (r = 0) o es insignificante (r — 07), tenemos
que =, = Tysy donde zy, denota el tamafio de stock con la maxima productividad
del recurso renovable (F’ (xMSY) = 0) que genera el mdximo rendimiento sostenible
(MSY — Maximum Sustainable Yield, por sus siglas en inglésm Por lo tanto, z, <
Tysy parar > 0.

El siguiente teorema establece la existencia y unicidad de un estado estacionario
(z*(8),A*(8)) del sistema de optimalidad (2:9) con wu(t) reemplazado por (2:19)
cuando este estado estacionario estd asociado a un valor particular de 5 € (0, 1).

El mismo teorema también define el dominio de este estado estacionario.

Teorema 2.1 Sea § € (0,1)y K > (c/p)%. Supongamos que la condicion ([2.24))

se cumple. Entonces, existe un uinico equilibrio

(z*(8), A*(B)) € (wr, K) x (A, p)

del sistema de optimalidad (2.9), siempre que u(-) sea constante e igual a

w(f) = —— (2.26)

10Esto se mantiene en linea con los resultados de [18] obtenidos para pesquerias peldgicas hi-

perestables (3 = 0) en donde se ignoré el descuento (r = 0).
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Note que (x*(3), \*(B)) satisface la relacion

(2.27)

Demostracion. Consideremos el control singular estacionario u(-) = u* dado por
(2.26).
Primero, vamos a mostrar la existencia de (z*(8),\*(3)) paraun 3 € (0,1) es-
pecifico. Para esto, definimos la funcién g inspirada por la ecuacién (2.20)
F(z)

e

g(z) = (pa” —¢)(r — F'(z)) — Be (2.28)

En vista de la condicion (2.24)), de la continuidad y concavidad de F, existe un

tnico x, € (0, K) tal que F'(z,) = r. Mostremos que g(z,) < 0y que g(K) > 0.
En efecto, primero se tiene que

F(x, F(x,

@) = (pa? =) (r - F(z,) - petr) = 10

Ly Ty

< 0.

Por hipétesis, tenemos que F'(K) = 0y F'(K) < 0. Lo cual implica que, r —

F'(K) > 0. Junto con la hipétesis K > (¢/ p)%, en consecuencia

g(K) = (pK'B —c)(r—F’(K)) — Be———= = (pKB —C)(’I"—F/(K)) > 0.

dado que para todo x € [z,, K|, g es una funcién continua la cual cumple que
g(xz,) < 0y g(K) > 0,y en virtud del Teorema del Valor Intermedio, para un
S € (0,1) fijo existe al menos un z*(3) € (x,, K) tal que g(z*(8)) = 0.

Observemos que define de manera tnica A*(f) en términos de x*(3) co-
mo en y proporciona asi una solucién de estado estacionario (z*(3), A*(3))
del sistema de optimalidad (2.9) para un 8 € (0, 1) dado. Mas adn, puesto que
x*(B) € (z,, K), entonces se cumple que

P— _£< -

lo cual implica que \*(3) € (A, p).

C
RN

Sélo queda probar que este equilibrio 2*(3) es tnico. Esto puede hacerse mos-
trando que la funcién g(z) definida por (2.28)) es estrictamente creciente en (z,., K).

En otras palabras, que ¢’(x) > 0 para todo = € (z,, K).
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Primero, la relacién g(z*()) = 0 implica que
)
c—plz*(8)]” z

y consideremos tres funciones auxiliares

F'(x*(ﬁ)) —r =

Be F(z)
£(x) = pp—c G(zr) = pat
o(e) = P D _ i), (2.29)

c—prf 1
1
La funcién £(x) es definida para todo = > (¢/p)?, es negativa y estrictamente

creciente en (x,., K) puesto que

pBa’!
(c—pe?)’

para todo z € (z,, K).

Be

—= <0
c—pK#

§(x) = >0y &(r) <E(K) =

Por otro lado, la funcién G(x) es positiva y estrictamente decreciente para todo
xr € (z,, K). Es facil ver que G(x) > 0 cuando = € (z,, K). Ahora para probar
que G'(x) es una funcién estrictamente decreciente, recordemos que F”'(z) < 0 esto
significa que F’(x) es una funcién estrictamente decreciente para todo = € [0, K],

entonces por el Teorema Fundamental del Célculo
F'(z): oF'(z) < [ F'(s)ds = F(z) — F(0) = F(x) para todo x € [z,, K].
0
Por lo tanto, la relacién

_ xF'(z) — F(x)

T2

G' () <0

es cierta para todo = € [0, K], y se cumple para z € (z,, K). Luego, podemos

inferir que la funcién ¢ () es negativa y estrictamente creciente en (x,., K') ya que

¢ (x) = & (2)G(z) + £(2)G (x) > 0.

Ahora, supongamos que hay dos raices z3 (/) y z5(5) de (2.20) parael 5 € (0, 1)
fijo tal que =, < x}(8) < z5(5) < K.
Entonces, tenemos que ¢(z7(3)) < ¢(x3(8)), luego

F'(27(8)) —r = ¢(21(8)) < ¢(23(8)) = F'(23(8)) — -
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2. MODELO DE PESQUERIA PELAGICA

En consecuencia, F”(23(3)) < F'(z

))-

*

5(8
Sin embargo, esto implica que z}(3) > x3(/3), puesto que F'(z) es una funcién

decreciente. En otras palabras, 27 () = x3(5), asi que solo hay una raiz z*(/3) de

(2.20). u

Corolario 2.1 La ecuacién 2.20) no tiene raices en [(c/p)'/?, ] cuando B €
(0,1).

Demostracion. Supongamos lo contrario, es decir, que la ecuacion (2.20) tiene una
1

raiz estrictamente positiva x*(3) tal que 0 < (¢/p)? < z*(5) < x,. Recorde-

mos que la funcién ¢(x) definida por (2.29) es continua, negativa y estrictamente

creciente para todo z > (c¢/ p)%. Por lo tanto, *(f) < x, implica que

¢(z"(B)) = F'(z"(B)) —r =F'(27(B)) — F'(z;) < d(,) < 0.
Por otro lado, F” es una funcién decreciente para todo x € [0, K|y F'(z*) —
F'(x,) < 0 implica que z*(/3) > x,, lo cual es una contradiccion. |
Veamos ahora un resultado auxiliar que sera 1til para el andlisis asintético del

sistema de optimalidad (2.9) cuando 3 — 0.

Lema 2.1 Existe 0 < 8* < 1 tal que para todo § € (0,5%) y x € [z, K], se tiene

que

—cf |A(r) — F'(x) + 5@ + X2 [zF"(z) — A(z)] < 0,
donde A(x) =r — F'(x).

Demostracion. Recordemos que F”(-) es una funcion estrictamente decreciente, se
tiene que r = F'(x,) > F'(x) para x € [z,, K], lo que significa que r > F'(x)

para z € [z,, K|. Asi que formalmente podemos escribir

Aw) - P+ T o ) ) D
=7 —2F(z) + :U(x)
>r—2r+ﬁ ( )
> -,
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—cf | A(x) — F'(z) + 8

@ < —cf(=r) = cfr.

Por otro lado,

AP e F"(2) — A(z)] < M mix {xF”(:U) - A(:c)} <0,

z€|zr, K]

puesto se tiene que F"'(x) < 0 paraz € [0, K]y A(z) > 0 paraz € (z,, K).
Entonces
zF"(z) — Alz) <0, z€ [z, K].

Ahora, si asumimos que
<r<K y AN<A<p
entonces
f <2’ <Ky \af <2’ <pKP.

De este hecho, concluimos que
P (xF"(z) — A(z)) < Mz’ n[ﬂéu%q {xF"(x) + F'(z) — r}
TEe|Tyr,

< \a? méx {xF”(aj) + F'(z) — 7"} < 0.

z€[zr, K]
Juntando las estimaciones anteriores, vemos que

| BF(@)

T

— B |A(z) — F'(z)

+ Az [xF”(:c) — (r— F’(aj))]

< cfBr 4+ \a? méx {xF”(x) + F'(x) — r}.

z€(zr, K]

Asi, podemos escoger algiun * > 0 (suficientemente pequefio) tal que para 0 <

B<p
Ber 4+ 28X, méx {ZL‘F”(I) —(r— F'(x))} < 0.

z€[zr, K]

Esto ultimo implica que para todo 3 € (0, 3*) se cumple que

—cf |A(z) — F'(z) + BF—(I)] + M2’ [z F"(z) — A(z)] < 0.

T
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Observacion 2.4 Como hemos supuesto que p > ¢, se cumple que (c/p)*/? — 0+
cuando B — 0F. Note que, la hipétesis K > (c/p)'/? es redundante cuando 3 > 0

es suficientemente pequeno.

El resultado principal del Teorema [2.1] tiene una interpretacion directa desde el
punto de vista bioecondmico. Para cada nivel de hiperestabilidad 5 € (0, 1) detec-
tado en la pesqueria peldgica, existe un tnico nivel del recurso (o de la biomasa)
en estado estacionario z* = z*(3), definido por medio de la relacion (2.26)), que
corresponde a la politica u*(3) para la pesca sostenible. Ademas, este nivel de es-
tado estacionario z* = x*(() es la Unica raiz de la ecuacién fundamental de la
explotacion de recursos renovables con (3 dado en (0,1) (este problema se
aborda directamente en la prueba de Teorema [2.1)). En otras palabras, 2* = z*(3)
es exactamente el tamafio 6ptimo del recurso renovable explotado que permite, pa-
racada S € (0, 1) fijo, mantener la tasa de rendimiento interno de la pesca igual a
la tasa de rendimiento externo en activos fuera de la pesqueria.

Por otro lado, también se entiende que tener estimaciones plausibles de z*(/)
y u*(() para un nivel observable de hiperestabilidad S es algo idealista, ya que [
puede exhibir variaciones repentinas e impredecibles. Por lo tanto, es importante
analizar qué tipo de cambios en z*(3) y u*(f) pueden esperarse cuando [ varia.
Cuando los administradores de la pesca aplican el enfoque MSE, parece razonable
incluir como uno de los objetivos, mantener el nivel del recurso en el tamafo de
la poblacién z*() y mantener el esfuerzo de pesca tan cerca como sea posible a
u*(/3), mientras se prueban diferentes modelos operativos con valores variables de
B.

Otro resultado importante derivado del Teorema se relaciona con la forma
del esfuerzo de pesca estacionario u*(f3) (ver féormula (2.26)) que admite cierto
grado de flexibilidad en la toma de decisiones por parte de los administradores de
la pesqueria. A saber, los responsables de la toma de decisiones pueden elegir el
nimero de unidades de pesca N, de acuerdo con el nivel médximo permitido del
esfuerzo de pesca u,4,. Note que el esfuerzo de pesca sostenible u*(f) depende
explicitamente de /N mientras que el stock estacionario z*(3) se define como la
raiz de la ecuacién (2.20) o (2.21)) y es independiente de V. Si u*(/3) estd muy por

debajo de u,4x, se puede reducir el nimero de buques pesqueros para que coincida
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con el nivel upy,. De lo contrario, si u*(5) > umax, se puede rentar o adquirir
buques adicionales (ver Observacion [2.3).

Finalmente, las tendencias actuales de la economia (expresadas en nuestro mo-
delo por la tasa de descuento ) también puede tener un impacto en el tamafio del
stock sostenible z*(3). Bajo la condicion (2.24), siempre se cumple z, > 0y z,
es independiente de 5 € (0, 1). Sin embargo, cuando r es bastante grande (esto
es, r — F’(0) — ver Figura [2.3)), el punto de referencia z, puede volverse muy
pequefio (esto es, x,, — () y este es el caso cuando la posibilidad de agotamiento
y el colapso de la pesqueria se incrementaria drasticamente cuando 8 — 0. Este

tema se discutird mas a fondo en la Subseccién [2.3.2

2.3.2 Anadlisis asintético cuando 5 — 0"

En esta subseccion, analizaremos el comportamiento del tnico estado estaciona-
rio (z*(83), A*(B)) del sistema de optimalidad (2.9) (dado por el Teorema [2.1)) con
respecto a las variaciones del parametro 5 € (0, 1). En particular, estamos intere-
sados en el caso cuando 5 — 07 el cual modela la pérdida de sensibilidad del
rendimiento de la recoleccidén a cambios marginales en el nivel de stock de peces.
Este andlisis debe proporcionar algunas ideas utiles sobre las posibles alteraciones
del estado estacionario y de las politicas de pesca cuando [ es afectado por alguna
perturbacion exdgena (climatica, ambiental, tecnoldgica, entre otras). El siguien-
te teorema establece la continuidad de la solucién estacionaria (z*(5), A*(f)) con

respecto a el pardmetro 5 € (0, 1).

Teorema 2.2 Supongamos que todas las hipotesis del Teorema se cumplen.
Entonces, para B € (0,1) suficientemente pequerio, existe una aplicacion conti-
nuamente diferenciable 8 — (z(8), \(8)) definida como la iinica solucién del
sistema (2.9) siempre que (2.26)) se cumpla. Ademds, se tiene que

lim z*() =z, lim \(B)=p—c (2.30)

B—0Tt B—0t

y, en consecuencia,

, F(z,)
Jim, u(2(8), AB)) = —5~
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Demostracion. En primer lugar vamos a considerar algin 5 € (0, 1) fijo. De acuer-
do con el Teorema , existe una tnica solucién (m*(ﬁ), )\*(6)) del siguiente sis-

tema auxiliar:

v(B,2,\) i =(p—-Nz’ —c=0 (2.31a)
n(B,x,\) = B(p— N F(x) —z\(r— F'(x)) =0, (2.31b)

En el sistema anterior (2.31)), la primera ecuacion (2.314) corresponde a la relacién
(2.13) mientras que la segunda ecuacién (2.31b) se obtiene reemplazando u por
la expresion (2.26) en (2.9) del sistema de optimalidad y luego multiplicando por
x. Dado que el rol de (3 es claro en el contexto, en adelante vamos sélo a escribir
(z*,X*) en lugar de (z*(8), \*(3)).

Ahora procedemos a aplicar el Teorema de la Funcion Implicita al sistema au-

xiliar (2.31)). Un célculo directo muestra que en el punto (3, z*, \*), se tiene que

ov . ey CB
%(67]’1 7)‘ ) - E

& 6.0 X =~
0

on

oy (82" X) = —BF(a") — ' (r — F'(x")).

En otras palabras, se tiene que la matriz Jacobiana M (/3) de (v,n) evaluada en el

punto (3, x*, \*) estd dada por

[ Ov .\ OV .
%(ﬁ?xa)\) 5(ﬁ7$7)\)
M@= | ) (2.32)
77 * * 77 * *
:%(5,1',)\) a(ﬁazaA)
- )
- [;g SF(0) = M(A(a") — 2" F'(a"))  —BF(2*) — " Aa")

donde A(z*) = r — F'(z*) como en el Lema2.1]

38



2.3 Analisis de estados estacionarios

Recordemos que A(z*) > 0 puesto que r = F'(x,) > F'(z*) para x, < z*
donde F’(-) es una funcién decreciente. Ahora,

det (M(B)) = —c B |A(z") — F'(z") + .
+ N (@) [z F (z*) — A(z)]. (2.33)

*

Luego, aplicando el Lemal2.1] existe algiin 5* € (0, 1) tal que para todo 3 € (0, %)
se cumple que
det (M(B)) < 0.

Por lo tanto, en virtud del Teorema de la Funcién Implicita, existe una aplica-
cion 3 — (z(B),\(B)) continuamente diferenciable (C') definida para todo 3 €
(0, 8*) (suficientemente pequefio) tal que (z(/3), A(3)) es una solucién de clase C"

del sistema (2.31]).

Ahora vamos a establecer la convergencia del estado de equilibrio (x( B), A ))
parametrizado por 3 cuando 8 — 0. Esto se sigue del Teorema para z(-) y
A(+) que pertenecen al conjunto compacto [z,, K| X [\, p]. Para probar la conver-
gencia de z(0) y A(f3), cuando 8 — 07, es suficiente probar que (z,,p — c) es el
punto limite para cualquier sucesién convergente { (z(Br), A(B)) }

Sea {3} una sucesién que converge a 0, tal que (z(8), A(B)) — (T,)) €
[z, K| x [\, p]. Dado que se tiene que

A(B) =p— ,
(B)=rp O

concluimos que A= p — c. En otras palabras,

Abhora, de la ecuacion (2.31b) se obtiene que

Ar—F'(z)) =0,

lo cual implica que F’(x) = r. De la concavidad estricta de F', el tnico elemento

que satisface esta relacion es x,.; por lo tanto, * = x,, esto es,

lim z(8) = z,.

B—0*
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Finalmente, cuando u = u(z(f), A(8)) es dado por (2:26)), vemos que

, . F(x,)
T u(a(8)A(9) = .

|

En virtud del Teorema el estado estacionario del sistema de optimalidad
(2.9) es unico para cada [3; luego, el Teorema implica que (z(8), A\(8)) =
(z*(8),\*(8)) para § suficientemente pequefio. Asi, en adelante utilizaremos la
notacién (z(3), A(3)) para el estado estacionario del sistema de optimalidad (2.9)

sin confusién alguna.

Observacion 2.5 La dependencia continua del estado estacionario de la biomasa
x(3) sobre el pardmetro de sensibilidad [3 de capturabilidad respecto a cambios en
el stock combinado con la relacion del lado izquierdo en y el hecho de que
z(B) > x, para todo 3 € (0,1) (ver la prueba del Teorema[2.1), indica cémo este
tinico estado estacionario reacciona a los cambios en 3. En particular, si el valor
observable de [ aumenta (decrece) desde (31 a [35, entonces el estado estacionario
de la biomasa también aumenta (decrece) desde x*([31) a x*(052) cuando 31y Po

son relativamente pequerios.

Cuando 5 — 07 y la funcién de recoleccién (2.3)) se vuelve (casi) indepen-
dient del nivel actual de biomasa x, el problema de control 6ptimo (2.6) con
a = 1, § = 0 tiene una solucién turnpike (véase [4, Capitulo 4]) y las trayectorias
del sistema de optimalidad se aproximan a los valores © = z, y A = (p — ¢) tan
réapido como sea posible. Un resultado similar fue obtenido por Gajardo et al [22]
considerando la funcién de recoleccion de tipo Cobb-Douglas con a + = 1
y analizando el comportamiento de la solucién de estado estacionario (z(83), A(3))
cona— 1"y g — 0",

Por otro lado, el caso extremo de la ecuacién fundamental de explotacién de
recursos renovables (2.21)) cuando 5 — 07 nos lleva a la llamada “regla de oro de

la inversion de capital” (véase, [S p.29]), esto es,

F'(z*) =r.

1Se debe sefialar que algunos autores suponen deliberadamente que la funcién de recoleccion

es independiente del nivel actual de biomasa; ver, por ejemplo, [24].
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La relacién anterior implica que la productividad marginal del recurso en x* consti-
tuye la unica fuente de la tasa de rendimiento interno instantdnea en la pesca y que
el efecto marginal del stock (expresado por el segundo sumando en el lado derecho
de (2.21))) desaparece cuando § — 0T. En otras palabras, la ganancia actual se
vuelve independiente del nivel actual de recurso x, y como resultado, el equilibrio
estacionario éptimo de biomasa z(/3) tiende a x, (ver Figura[2.3).

El Teoremaestablece que un Unico estado estacionario (x( B), A )) del sis-
tema de optimalidad depende continuamente del parametro (3 y tiene limites
finitos cuando 8 — 0". La siguiente proposicion serd ttil para entender la razén de
cambio en el comportamiento asint6tico de la solucién estacionaria (z(8), A(5))
inducida por la pérdida de sensibilidad de los rendimientos de la captura adicional

con respecto a x en la funcién de la recoleccion.

Proposicion 2.1 Los limites de las derivadas de los estados estacionarios (z(3), \(3))

con respecto a 3 son dados por

- dx(B) cF () ,
Blir& g _F”(a:T)(p — o)z, >0 (2.34)
51£>I€+ %ﬁ@ﬁ) = cln(z,). (2.35)

En particular, para 8 > 0 suficientemente pequeﬁo{lzl se tiene:

d
1. %L > 0esto es, ©(0) decrece cuando [ decrece.

dp

dA
2. (a) Si In(z,) > 0 entonces a5 > 0, esto es, \(f) decrece, cuando [3

decrece.

dA
(b) Si In(x,) < 0entonces — < 0, esto es, \(f) crece, cuando [3 decrece.

dp

Demostracion. Recordemos que el Teorema[2.2]establece la existencia de una curva
diferenciable 3 — (z(8), A(8)) que satisface el sistema (2:31). Para calcular las

12Con “suficientemente pequefio”, nos referimos a todos los 3 € (0,3*) donde 3* tiene el
mismo significado que en el Lemay en la prueba del Teorema
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dx(B)  dA(B)

derivadas 3 y a3 aplicamos el Teorema de la Funcion Implicita:
B
L(g) _ [20)" (- 23)
ag det (M(B))

{Fuw»—m@w»@F@w»+xwxw—F@w»D]
B _ [0 (= MB)

g det (M(B))
() (a(5) 30~ AB) F' () = AG)r = F'a(5)

+HINDF"(@(8)] - 5o~ M@ Flal)],

donde M () se defini6 en (2:32) y det (M (3)) se calcul6 en (2:33). Cuando 3 —

0" tenemos que
z(B) =z, AB)—=p—c, det(M(B)) = (p— )z, F"(z,).

Por lo tanto, concluimos que

dx(B) cF ()
Blg(x)g 8z F"(z,)(p—c) >0
lim dr(B) = cln(z,).
B—0+

|

El significado de la relacion (2.34) es acorde con el resultado de los Teoremas

2.1y Efectivamente, dado que z(3) € (z,,K)y lim z(8) = z,, el estado
B—0*

estacionario x(/3) se aproxima a z, siempre desde arriba cuando § — 07 (ver
Figura[2.3). Para /3 lo suficientemente pequefio, un valor menor de /5 deberfa inducir
a un menor valor estacionario de z(3) y, en consecuencia, a un menor rendimiento
interno en la pesca. Este ultimo se sigue de la regla fundamental (2.21)) donde
el efecto marginal del stock (segundo sumando en el lado derecho) se hace mds
pequefio cuando 5 — 0 mientras que valores grandes de (5 deberian incrementar
la productividad marginal del stock y los beneficios futuros que se obtendrian al

mantener una unidad adicional de x en el mar.
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Case 2(a)

Case 2(b)
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Figura 2.4: Comportamiento esquemadtico del estado estacionario A(J) para valores
grandes de z, (Caso 2(a), r es relativamente pequefio) y x, pequefio (Caso 2(b), r es

relativamente grande), como se describe en la Proposicion @

Por otro lado, la Parte 2 de la Proposicion [2.1] indica cémo la solucion esta-
cionaria A(f3) se aproxima asintGticamente a su limite (p — ¢), establecido en el
Teorema cuando 8 — 0. A saber, si z, > 1, es decir, x, estd lejos del origen,
lo que significa que F’(0) estd muy por encima de r, entonces A() se acerca a su
limite (p — ¢) por encima cuando 3 — 0. De lo contrario, si x,. < 1 (es decir, x,
esté cerca del origen, lo que significa que F”(0) estd ligeramente por encima de r)
entonces A(/3) aproxima su limite (p — ¢) desde abajo cuando 8 — 0 (ver Figura
2.4).

Aqui, es importante recordar que A(/3) es el valor presente del precio sombra
del estado estacionario del stock de peces x(/3) atribuido a su productividad futura.
Por lo tanto, si () — x, y z, es relativamente grande (Caso 2(a) en la Propo-
sicién [2.1)), entonces A(8) > (p — ¢) y se aproxima al valor (p — ¢) por encima.
Esto implica que para z, grande, el valor futuro de una unidad de peces en el mar
siempre permanece por encima de (p — ¢). Por otro lado, si () — z, y x, es bas-
tante pequefio (Caso 2(b) en Proposicion [2.1)), entonces A\(3) < (p — ¢) significa
que A(/3) se acerca al valor (p — ¢) desde abajo y el valor futuro de una unidad de
peces en el mar siempre permanece por debajo de (p — ¢). La Figura [2.4]ilustra el
comportamiento del estado estacionario A(3) cuando 5 — 0" como se describe en

la Proposicion 2.1
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Del argumento anterior, podemos concluir que si x, es relativamente grande
(Caso 2(a) en la Proposicion [2.1)), entonces la valoracién del planificador social de
la inversién marginal en el stock de peces = es alta puesto que A\(8) > (p — ¢)
cuando 8 — 0. Alternativamente, si z, es bastante pequefio (Caso 2(b) en la Pro-
posicion [2.1)), entonces valoracién del planificador social de la inversién marginal
en el stock de peces x es baja puesto que A(5) < (p — ¢) cuando 5 — 0T. Esta
conclusion es acorde con el resultado de [22] (véase la Proposicion 3 en ese tra-
bajo) pero la interpretacién presente es mas directa ya que solo involucra el valor
de referencia z, (tamaio del stock de peces econdmicamente viable bajo la tasa de
descuento r > () y no compromete el numero de unidades de pesca V.

La siguiente proposicion describe el efecto marginal en la solucidn estacionaria
u(3) expresada por (2.26) cuando § — 0.

Proposicion 2.2 Sea u(3) dado por (2.26). Entonces, se tiene que

du(p) F(z,) re

I S In(z,
e R T A P8 (o

En particular, para 3 > 0 suficientemente pequerio siln(z,) < 0, entonces

AB)

0

< 0.

F(x(8))

Demostracién. Notemos que u(3) = ————5 de acuerdo con (2.26). Por lo
Nz (8)]

tanto,

du(f) 1

i3 N

F(o(8) de(8) <ln(x<6>) : .dw<ﬁ>>]
ol @ O TRerT @ )|

Tomando el limite cuando 5 — 07, obtenemos que la relacién (2.36) se cumple.

du(p3)
dp
debido a la estricta concavidad de /'y teniendo en cuenta que p > c¢. Ademds, por

dA(B)

la Proposicion [2.1|también tenemos en este caso que W < 0. [

Hemos mencionado que In(z,) < 0 implica que x, estd cerca del origen, esto

Si suponemos que In(z,) < 0, entonces obtenemos directamente que > 0,

significa que 7 es bastante grande y permanece ligeramente por debajo de F”(0).
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d
En este caso, la Proposicion sefiala que ﬂ > 0y que u(f) decrece cuando

dp

f — 0. En otras palabras, valores menores de 3 deberian inducir la eleccién de
un esfuerzo de pesca estacionario u () menor.

Por otro lado, cuando r es muy pequefio (cercano a cero) el término entre cor-

du(p)
dp
de pesca estacionario u() aumentard cuando § — 0T mientras que z(3) y A(5)

chetes en (2.36)) debe ser positivo, lo que significa que < 0y que el esfuerzo

disminuirdn y se aproximarédn por encima a sus valores limites (z, y (p — ¢), res-
pectivamente). Este resultado es consistente con el Teorema y es acorde con

resultados similares obtenidos en [22, Proposicion 7].

Observacion 2.6 Para valores intermedios de v > 0 no hay certeza con respecto
al comportamiento del esfuerzo de pesca u([3) en el estado estacionario con res-
pecto a los cambios en 3. Si el valor observable de [ aumenta de (3, hasta (s,
el estado estacionario del esfuerzo u([,) puede aumentar o disminuir a u(33) in-
cluso si ambos (31 y (o son relativamente pequerios. El resultado final dependerd

principalmente de la proximidad de 3,y B2 a r.

Ahora recordemos que el estado estacionario de recoleccion esta dado por

h(B) = h((8),u(B)) = Nu(B)[z(8)]”

de acuerdo con (2.3). En la siguiente proposicién, vamos a estudiar el compor-

Oh(x(8), u(B))
ox

tamiento de A(() y su valor marginal

en el equilibrio cuando

B — 0T. Por simplicidad, denotamos

Proposicion 2.3 Para f > 0 suficientemente pequerio, el estado estacionario de
recoleccion h(f3) y el estado estacionario de recoleccion marginal h, () decrecen

cuando 3 — 0%. Concretamente,

lim dh(B) > 0, lim dhz(8)

a0t dp s =g =
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2. MODELO DE PESQUERIA PELAGICA

Demostracion. El Teorema establece que lim x(3) = x, y este limite x, > 0

B—0t

dax ()
dp
suficientemente pequefio (ver Proposicién[2.1)). Por otro lado, recordemos que z(3)

s6lo es alcanzable por encima cuando 5 — 07, dado que > 0sifes

es un estado de equilibrio; por lo tanto, h(3) = F (z(f)) y podemos calcular

lim dniB) _ fm F'(z(B))

B—0+ dﬂ B—0+

dx(p) _ crF(x,)
dp w B (2,)(p = ¢)

Aqui hemos usado las relaciones F’(x,) = r > 0y (2.34) junto con la estricta

>0,

concavidad de F'. Ademads, se tiene que

_9
- Ox

-1

ha(8) [Nuw) [xw)}ﬁ] _ 8Nu(B)[(8)]

y, €n consecuencia,

dh;éﬁ) _ Nu(ﬁ) [x(ﬂ)]ﬁ—l n ﬂN[x(ﬂ)] B_ldz—?
+ BNu(f) ([x(ﬁ)]ﬁ1 In (2(8)) + (8 — ) [z(8)]" - dz_(ﬁ@) |

Usando el hecho que Nu(3) [z()] P=F (z(8)) y tomando el limite cuando 3 —

0", concluimos que
dh.(B)  Fl(z,)
i = )
st T dB o

|

La Proposicién[2.3|bdsicamente establece que cualquier disminucién en /3 siem-

pre inducird a una reduccién de los niveles del estado estacionario de biomasa z(3),

de la recoleccién h(f3) correspondiente, y del equilibrio de recolecciéon marginal

h.(B). En otras palabras, z(3), h(5) y h,(5) muestran una fuerte monotonicidad
con respecto a 3.

Sin embargo, la respuesta del equilibrio de la productividad marginal de reco-

leccion

a los cambios en [ no sigue el mismo patrén y la razén se muestra en la siguiente

proposicion.
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2.3 Analisis de estados estacionarios

Proposicion 2.4 La productividad marginal de recoleccion h,([3) del esfuerzo pes-
quero en el estado estacionario tiene las mismas propiedades de monotonicidad

que el precio sombra \(f) cuando (3 varia 'y se cumple que

PN C)

Demostracion. La prueba de esta proposicion es inmediata y se sigue de la férmula
(2.14)) junto con el resultado de la Proposicion 2.1

dh,(8) d cN B cN d\
g dp {p— /\(ﬁ)} Cp-A@)] 48

Tomando el limite cuando 3 — 0" en la relacién anterior, llegamos directa-
mente a (2.37). |

De es claro que para 5 — 07 la productividad marginal de recoleccion
h.(B) en el equilibrio aumenta cuando r es (relativamente) grande y permanece
ligeramente por debajo de F’(0) ya que en este caso podemos tener que x, < 1
y In(z,) < 0. De lo contrario, es decir, cuando =, > 1y r es (relativamente)
pequefio, h,(3) deberia decrecer cuando 3 — 0%. Este resultado concuerda con
la variabilidad del estado estacionario del precio sombra \(J3) (ver Parte 2 de la
Proposicion[2.1]y la relacién (2.37)). De nuevo vale la pena recordar el significado
de A(S) que hace referencia a futuros descuentos en el valor presente del stock en
el estado estacionario x(/3). Aparentemente, si r es grande y z,. es pequefio, se tiene
que A(5) < (p — ¢) y el precio sombra A\(3) se aproxima a (p — ¢) al crecer desde
abajo cuando 8 — 07 (ver Caso 2(b) en la Figura . Esto induce un aumento en
la productividad marginal de recoleccién h,, () en el equilibrio cuando 5 — 0.
Alternativamente, si  es pequefo y z, es grande, se tiene que A(3) > (p — ¢), asi
que A(f) se aproxima a (p — ¢) decreciendo desde arriba cuando 5 — 07, y esto
induce a una disminucién en la productividad marginal de recoleccién h,(3) en el
equilibrio cuando 3 — 0" (ver Caso 2(a) en la Figura .

El argumento anterior reafirma el resultado de Gajardo [22] (véase la Proposi-
ci6n 6 en ese trabajo) respecto a la monotonicidad de A\(3) y h,(/3) cuando 8 — 07
pero la interpretacion actual es mds evidente ya que s6lo involucra directamente el
valor z,. del tamafio del stock de peces econdmicamente viable bajo la tasa presente

de descuento r > 0 y no involucra el nimero de unidades de pesca N.
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2. MODELO DE PESQUERIA PELAGICA

N o de d\ du dh d(@h) d(ah)
Situacion paramétrica @ — [ — — [ =

dB dB dB dB \dx) dB \odu
z, > 1 + + 7+ + +
T, <1 + - + o+ + -

Tabla 2.1: Resumen de dependencias respecto a /3: creciente (+) y decreciente (—).

Finalmente, la Tabla proporciona un resumen de los principales resultados
derivados, los cuales son consistentes con los obtenidos por [22] (ver Tabla 1 en
dicho trabajo) y llenan algunos vacios en ese trabajo. A saber, se ha establecido
la dependencia del estado estacionario del precio sombra A(3) con respecto a 3
y se ha demostrado que el estado estacionario del esfuerzo de recoleccion u(/5)
deberia disminuir cuando S — 07 cuando r es relativamente grande (z, < 1).
Esto dltimo indica claramente una mayor probabilidad de colapso de la industria
de la pesca y la exterminacion de los recursos locales causado por la pérdida de
sensibilidad (5 — 07) del rendimiento de la captura adicional con respecto a los

cambios marginales en el nivel de la poblacion de peces.

2.4 Conclusiones

Durante los periodos de abundancia y escasez, las especies de peces pelagicos pe-
quefios tienden a formar grandes bancos que proporcionan objetivos faciles para
los grandes depredadores naturales y redes de pesca. Esto dltimo implica que la
productividad marginal de la captura de una unidad de esfuerzo de pesca adicional
puede presentar respuestas constantes independientemente de la variabilidad del
stock de peces. La evidencia empirica sobre las poblaciones de peces pelagicos pe-
queiios también sugiere que los rendimientos de la recoleccién pueden mostrar una
sensibilidad reducida con respecto a las variaciones en los niveles del stock.

En este contexto, el modelo bioeconémico sencillo (2.2)) con recoleccion defi-
nida por (2.3) propuesto en este documento (o« = 1y 8 € (0, 1) suficientemente
pequeiio) parece razonable a pesar de su simplicidad y permite enfocarse en la de-

pendencia de las soluciones estacionarias sobre el pardmetro no lineal de captura
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2.4 Conclusiones

stock 0 < 8 < 1, asi como analizar las respuestas de equilibrio a los cambios en es-
te parametro inducidos por algunos factores exdgenos (climaticos, perturbaciones
ambientales, tecnoldgicas).

Nuestro objetivo era proponer una politica de pesca sostenible en funcion del
stock estacionario que sea capaz de responder de manera adecuada a las variaciones
del parametro de capturabilidad 0 < 8 < 1 que caracteriza el nivel de hiperesta-
bilidad del stock pelagico. Los resultados (formulados por los Teoremas y
revelaron que la pesca sostenible es posible siempre que el nivel de biomasa en
equilibrio se mantenga por encima del punto de referencia x,. definido por (2.25)).
Este punto de referencia es independiente del pardmetro de hiperestabilidad S y
sirve como un limite inferior de la biomasa de equilibrio, x*(3), cuando la tasa de
recoleccion se vuelve insensible a las variaciones en el nivel del stock (8 — 07).
El tamafio de z, depende esencialmente de la tasa de descuento r > 0y su pro-
ximidad (cercania o lejania) a la productividad marginal inicial del recurso F”(0)
(ver relacién (2.24))). Cuanto mds ancha es la brecha entre F’(0) y r, mayor es el
punto de referencia z, y menor es la probabilidad de exterminar los recursos pes-
queros y de que colapse la pesqueria. Si la brecha entre F'(0) y r es estrecha, el
valor de referencia x,. puede volverse muy pequeio y alcanzar un “nivel peligroso”
(0 < z, < 1). Este tdltimo, agravado por la pérdida de sensibilidad (8 — 07) pue-
de dar como resultado una reduccidn drastica del stock estacionario con un mayor
riesgo de colapso de la pesqueria peldgica.

En términos generales, el valor del parametro de hiperestabilidad /5 resume el
efecto combinado de factores climéticos, ambientales y tecnoldgicos entre otros,
en la interaccion entre el tamafo de las poblaciones de peces pelagicos pequefios y
los rendimientos de recoleccién por unidad de esfuerzo de pesca. Los fuertes ciclos
recurrentes de abundancia y escasez de peces son tipicos para especies pelagicas
pequefias, y una pesqueria también puede experimentar variaciones en el valor del
pardmetro (3 causado por cambios climdticos, contaminacién o polucién, reubica-
cién de stocks y capacidad de los pescadores para buscar bancos de peces.

Las pesquerias peldgicas que pretendan operar de manera sostenible deben te-
ner capacidades para detectar cualquier alteracion observable en el valor de Sy
actuar acorde. La deteccion de variabilidad en el valor de 3 es una tarea desafiante

y su realizacion requiere un trabajo adicional minucioso referente a la validacién
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2. MODELO DE PESQUERIA PELAGICA

del modelo bajo posibles alteraciones de 3. Como se sefiala en [46], tal validacién
se puede llevar a cabo aplicando el enfoque MSE que consiste en un “acoplamien-
to dindmico” entre el modelo estudiado del tipo y un “modelo operativo” de
complejidad mas alt Bajo tal enfoque, los registros de la CPUE y otros datos
internos de la pesqueria se contrastan con datos empiricos independientes recopi-
lados de diferentes fuentes, con el fin de garantizar la capacidad de ambos modelos
para capturar los patrones observables y para obtener un valor de S que hace una
mejor coincidencia.

Una vez que se detecta un cambio en el valor de /3, los administradores de la
pesqueria pueden evaluar el tamafo del stock en estado estable z*(3) correspon-
diente, como una tunica raiz de la ecuacion fundamental de la explotacion de recur-
sos renovables (2.21)), y luego ajustar, de acuerdo con (2.26)), la politica de pesca
6ptima u*(f) que puede mantenerse mientras 5 permanezca sin cambios. Por lo
tanto, la deteccién oportuna de alteraciones observables en el valor de 3 es un te-
ma fundamental para el disefio de politicas flexibles dirigidas a la pesca sostenible.
Puede que no solo brinde informacion ttil sobre el comportamiento potencial de
la pesca, sino que también sirva como base tedrica sobre la cual se pueden probar

nuevos modelos aplicados (o adaptados) en pesquerias reales.

13La tarea de detectar la variabilidad de 3 se puede combinar, dentro del marco del enfoque
MSE, con la validacién de otros pardmetros del modelo cuyos valores pueden alterar el nivel de
estado estacionario del recurso z*(f), como r, p, ¢, y la forma de la funcién F(x) que describe el
crecimiento del stock biolégico (véase la ecuacion 0 que da a z*() como Gnica raiz).
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Modelo Biologico de
Coexistencia de Tres Especies

3.1 Introduccion

La explotacion de recursos naturales renovables es de gran interés para entidades
gubernamentales, agentes industriales y econdmicos, asi como organizaciones de-
dicadas al control y la conservacion de recursos naturales. A través de la historia se
han presentado colapsos bioldgicos y econdmicos como consecuencia del mal ma-
nejo de los recursos naturales, por lo que el estudio de modelos bioeconémicos son
de gran importancia. Los matematicos desarrollan modelos que incluyen diferentes
factores biologicos, evolutivos y econdmicos tales como el impacto de conserva-
cion, la industrializacion y en algunos casos el efecto global de la economia en las
comunidades locales, donde se encuentra el recurso, que son directamente afecta-
das. De estos estudios se derivan criterios a la hora de explotar recursos con el fin
de mantener unos niveles aceptables para no llevar a la extincion los recursos o
tener una pérdida econdmica irreversible.

En este capitulo desarrollaremos un modelo matematico que describe la coexis-
tencia de tres especies, estudiaremos la estabilidad de los puntos de equilibrio de

la dindmica natural, asi como el estudio de la estabilidad en el caso de adicionar
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3. MODELO BIOLOGICO DE COEXISTENCIA DE TRES ESPECIES

al sistema la actividad de explotacién humana la cual puede alterar la dindmica

bioldgica natural.

3.2 Formulacion del modelo

Estamos interesados en estudiar un modelo matematico que describe la coexisten-
cia de tres especies en donde la poblacién z depreda las poblaciones x y y, ademads,
la poblacién y depreda a la poblacion x, y a su vez la poblacion x afecta de forma
negativa el crecimiento de la poblacién y debido a contaminacién o envenenamien-
to, por ejemplo. Un modelo con las caracteristicas expuestas se puede describir

mediante el sistema de ecuaciones de primer orden

- — 3.1
dt art+xr ot (3.12)

dy  Bixy pry NY2
= = — - —d 3.1b
dt ag+xr o+r o1+ 1y ( )

dz Sxz S1yz
— = -0 3.1
dt o +x + al+x : (3.10)

Suposiciones del modelo y descripcion de parametros

dx Gla) — Boxy YTz

(i) z(t),y(t), z(t) denotan densidad de tres poblaciones en el instante ¢, sujetas

a condiciones iniciales no negativas z(0) = o, ¥(0) = yo y 2(0) = zo.

(i) G es una funcién no negativa de clase C?([0, K1), estrictamente concava para
la cual existe una constante X > 0 tal que G(0) = G(K') = 0. La constante
K se denomina capacidad de carga o densidad maxima de presas soporta-
ble por el medio ambiente. GG(x) describe el crecimiento natural intrinseco
de la poblacién de presas x(t), ademds puede tener diferentes formas (ver
Observacion [2.1] del Capitulo 2).

(iii) Los parametros (35, 31 y d; representan la tasa maxima de ingestion con res-
pecto a la poblacién de presa x (es decir, el nimero maximo de presas que
un depredador puede consumir por unidad de tiempo), la proporcién de con-
servacion de biomasa y la tasa de muerte natural para la poblacién y, respec-

tivamente, donde
0< b1 < B
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3.2 Formulacion del modelo

(iv) Los parametros 7y ; denotan la tasa maxima de ingestion de la poblacion de

depredadores z respecto a las poblaciones de sus presas x, y respectivamente.

(v) El pardmetro p denota la tasa de contaminacién que afecta a la poblacion y

producida por unidad de biomasa x.

(vi) Los pardmetros Sy S; representan la proporcién de conservacion de biomasa
de la poblacion de depredadores z por las poblaciones de sus presas x y y
respectivamente, donde

S<vyy S <.

(vii) El parametro J representa la tasa de muerte natural de la poblacién de depre-

dadores z.

(viii) El término 222 representa la respuesta funcional del depredador y en la
o1+
B2z

forma de Michaelis-Menten (o Holling tipo II) donde ==

numero de presas consumidas por el depredador por unidad de tiempo y el

corresponde al

pardmetro o; > 0 corresponde a la mitad de la constante de saturaciéon. En

otras palabras, cuando z = a4 se tiene que (ver Figura|3.1)

Sa _ Baa _&

o+ o1+ aq 2

Pt == e e e e e

N

a X

B2z

a1tz

Figura 3.1: Funci6n de respuesta funcional Holling tipo II.

Dado que la poblacién de presas = es consumida por la poblacién del depre-

dador y, entonces la tasa de crecimiento de la poblacion y es proporcional a la
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tasa de consumo de la poblacién x. En otras palabras, la tasa de crecimiento

de la poblacion y es %

(ix) Puesto que alguna parte de la poblacion de presas  contamina con toxinas a
la poblacién y, la tasa de muertes de la poblacién y es proporcional a la tasa
de consumo de la poblacion z. Es decir, la tasa de mortalidad de la poblacién

y atribuida a toxinas emitidas por x es %. Ademads, se debe cumplir

b1 > p.
De lo contrario (3; < p) la poblacién y se extingue.

(x) Los términos —“= y XY= representan las respuestas funcionales de ingestion
a1tz 7 ar1tw

de la poblacion z con respecto a las poblaciones x e y, respectivamente.

Un caso particular del sistema (3.1)) fue considerado por P. Panja & S. Mondal
en [26], cuando la poblacion x(t) corresponde a la densidad de fitoplancton (cabe
mencionar que una fraccion de la poblacion de fitoplancton es toxica), la densidad
y(t) corresponde a zooplancton y la poblacién z(t) corresponde a la densidad de
una poblacion de peces. Los autores realizaron un andlisis de la estabilidad de los

puntos de equilibrio del sistema (3.1]) considerando GG como la funcidn logistica

G(z) =nrzx (1 - %) ,

donde K representa la capacidad de carga de la poblacién de fitoplancton z(t) y
es la tasa intrinseca de crecimiento.

Es importante sefialar que el sistema propuesto incluye una variedad de
modelos biol6gicos como la coexistencia de tres poblaciones de peces en donde una
parte de la poblacion x(t) estd contaminada por ejemplo por mercurio, desechos
toxicos, por el aumento de la poblacion de algas toxicas o como consecuencia del
cambio climético, entre otros. Esto primariamente afecta de forma negativa el cre-
cimiento de la poblacién intermedia y(t) que consume a x(t), y en consecuencia, a
la poblacion de peces z(t).

Si bien es cierto que desde el punto de vista bioldgico y matemaético es relevan-
te el estudio del sistema (3.1]), también es importante entender cémo la actividad

de explotacién humana (en particular, la industrial y econdmica) puede alterar la
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Parametro Descripcion Rango
K Capacidad de carga (100, 600]
o Mitad de la constante de saturacién 20, 200]
v >0 Tasa max. de ingestién de la poblacion z sobre x (0.6, 1.4]
v >0 Tasa méx. de ingestion de la poblacién z sobre y (0.6, 1.4]
Bo >0 Tasa max. de ingestién de la poblacién y sobre z (2, 12]
B1 >0 Proporcion de conservacion de biomasa para

la poblacién y, con 1 < (s [0.15, 0.64]
dy >0 Tasa de muerte natural de la poblacion y [0.01, 0.1]
p Tasa de contaminacién por unidad de biomasade [0, 51 — dy)

Proporcion de conservacion de biomasa de z por

la poblacién z, con S < 7 (0.1, 0.8]
Sh Proporcion de conservacion de biomasa de z por

la poblacién y, con S < ¥ (0.1, 0.8]
0>0 Tasa de muerte natural para la poblacion z [0.01, 0.15]

Tabla 3.1: Los rangos de referencia para los pardimetros son tomados del trabajo doc-

toral [I1]].
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dindmica bioldgica natural, lo que se ve reflejado cuando a este sistema se le adi-
ciona la componente de crecimiento econdmico asociado con la captura de una de
las poblaciones de peces, en este caso la poblacion z(t), lo cual requiere examinar
el impacto sobre la estabilidad de los puntos de equilibrio.

Antes de iniciar la discusion sobre los puntos de equilibrio, vamos a mostrar que
si los datos iniciales en (3.1]) son no negativos entonces las soluciones del sistema
son no negativas y estdn definidas en el intervalo [0, c0). Para ver esto, primero

definamos el conjunto de interés bioldgico

D={(z,y,2) R, :0<z <K, y>0,2>0}. (3.2)

Teorema 3.1 Supongamos que 51 < P2y que vS1 < 71S. El conjunto D es positi-
vamente invariante para las soluciones del sistema . Mds aiin, si (xg, Yo, 20) €
D, entonces la solucion (x(t), y(t), z(t)) € D, existe para todot > 0y es acotada

en [0, 00).

Demostracion. Supongamos que (zo, Yo, 20) € Dy sea (z(t), y(t), z(t)) la solu-
cién del sistema (3.1) con esta condicién inicial definida en ¢t € [0,T5), donde
Ty > 0 es el tiempo maximo de existencia. Sea ty < 7 el primer punto tal que
(z(to), y(to), 2(to)) & D. Notemos que de la ecuacion tenemos que para
t €10,Tp)

dz > —iz.

dt —
Por lo tanto, para t € [0, 7j) obtenemos que

Supongamos ahora que y(¢) > 0 para todo 0 < ¢ < t,. Notemos que de la ecuacion

(3.10) ;
Y
<

de donde concluimos que

y(t) < y(0)e” < My(B1,y(0), Tp),
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3.2 Formulacion del modelo

con My (B, y(0), Tp) = y(0)e™ ™.
Utilizando este estimativo, podemos ver que

dz SlMQ
— <S8
dt — et (0%}

2,

y esta desigualdad implica que

G 5103

Z(t) S Z(O)€< + 1 )t S M3(S, Sl,(l/l,MQ,Z(O),To),

S1Mz)T

donde M;(S, S, ar, My, 2(0), Ty) = 2(0)e (58
De otro lado, de la ecuacién (3.1a)) podemos ver que

z(t) < /OtG(x(s)) ds + x(0) < MyTy + xg = M,

donde My = sup G(z). Como consecuencia de los acotamientos previos,
0<z<K

d M. M.
$>_(52 2+7 3)3:’

E - aq (5]

lo que implica que
x(t) > x(0)e M4 > 0,

M. M.
donde M, = Ga M, + 17 Ahora veamos qué y(t) > 0. Para ello observemos
o' a
que 1 1
d M M.
_yZ_(P 1+”Yl 3+d1)y.
dt aq (0%}

Como en los casos anteriores, concluimos que

y(t) > y(0)e " >0,

pMy 1 Ms

donde M5 = + +d.
aq (03]

Ahora mostremos que z(t) < K parat € [0,Tj). Supongamos que para algin

t1 < Tp tenemos que x(t;) = Ky z(t) < K parat € (0, ;). Utilizando lo anterior

y que G(z(t1)) = G(K) = 0, concluimos que % < G(z(ty)) = 0, lo que

implica que

dt h—0+ —h h—0+ —h
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Por lo tanto, para h > 0 suficientemente pequefio se tiene que z(¢; — h) > K, lo
cual es una contradiccién pues t; — h < t;. Finalmente, utilizando que x(t), y(t)
y z(t) son positivas, se puede mostrar que las soluciones se pueden extender hasta
infinito. Para ver esto, definamos

W(t) = x(t) +y(t) + %z(t).

Entonces un célculo directo muestra que

z()y() +(’751 _ %) YO D,

ar + x(t) S ar + x(t) S

dw(t)
— G(z(t))+(B1—P2—p)

Ahora por hipétesis, G es estrictamente cncava, entonces para todo v € (0, K)

tenemos que
—G(v) = G(K)—G(v) = / G'(s)ds > (K—0)G'(K) & G) < (K—v)G'(K).

En consecuencia, tomando v = z(t) y usando que 51 —fo—p < 0y 751 —71.5 < 0,

concluimos que

dW (t , )
2 < (@) - )G () — duylt) - Q= (1)
)

< —a(0)(~C'(K)) — KG'(K) = duy(t) = ()

< —gW(t) — KG'(K),
donde n = min{—G'(K), dy, ¢}. Por lo tanto,

% ("W (1)) < —KG'(K)e™.
De donde se concluye que
0< W(t) < W(0)e ™ — %u{)u — ™), (3.3)

lo que implica que la solucién (z(t),y(t), z(t)) esta definida y acotada para todo
t €0,00). [

Teorema 3.2 Supongamos que 1 < (5 y que vS1 < 71S. Existe un conjunto

compacto KX C D que atrae a cualquier conjunto acotado en R?,.
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3.3 Existencia de puntos de equilibrio

Demostracion. Tomando limite en (3.3]), concluimos que

KG'(K)

0<W(t) < —
(t) .

Consideremos un conjunto acotado B contenido en R? y W (0) € B. Por lo tanto,
existe Mg > 0 tal que W(0) < Ms. Si escogemos ¢ty > 0 tal que Mge ™ <
— KG;(K) , entonces de 1) tenemos parat > tg que

_ KG'(K) (1—e) < W(0)e" - KG'(K) _ 2KG'(K)

W(t) < W(0)e ™ ; ; ;

Por lo tanto, cualquier solucién estd definida para todo ¢ > 0 y el conjunto com-
pacto
¥ 2KG'(K)

iK—{(:U,y,z):Oga:gK,yZO,zZO, x—l—y—i—gzg——}
n

atrae cualquier conjunto acotado B. |

3.3 Existencia de puntos de equilibrio

En esta seccién vamos a dar condiciones suficientes para garantizar la existencia
de puntos de equilibrio para el sistema (3.1]), ademds analizaremos la estabilidad
de éstos.

En primer lugar, usando que G(0) = G(K) = 0, se puede ver directamente que
Ey = (0,0,0)y £y = (K,0,0) son puntos de equilibrio. Ahora vamos a ver que
FEy = (x2,92,0) es un punto de equilibrio para valores apropiados no nulos de x5 e

Y2, con 31 > p + d;.
dx(t) _

En este caso, al reemplazar en el sistema se tiene trivialmente que =~ = 0,
ademads
Glas) — 225292 _ (3.42)
o1 + o
x x
Praays dyys — Pr2Y2 (3.4b)
a1+ Zo Qq + Ta

En primer lugar, y # 0y x5 # 0, puesto yo = 0 implicaque xo = 062, = Ky

este es el caso anterior. En efecto, si x5 = 0 entonces y, = 0. De hecho, la ecuacion
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(3.4b), implica para 3; > d; + p que

(ﬁl —P)$2 dyoy
- d; =0 & =
a1+ T ! 2 pr—p—dy

De la ecuacién (3.4a) encontramos que

Yy = (1 +22)G(12)  (B1— P)G (5 dioy ) |

Baxo - d1 3o —p—d

Por lo tanto, para 5, > p + d;

dyay Bi—p < diay ) >
E — 5 G 70
’ (ﬁl—P—dl d1 32 pr—p—di

es un punto de equilibrio.

En términos bioldgicos, este punto de equilibrio implica coexistencia de la po-
blacion de presas z(t) con la poblacién del depredador y() y la eventual extincion
de la poblacion de la especie z(t) que encabeza la cadena alimenticia. Aqui la con-
dicién 5, > p + d; garantiza la supervivencia del depredador intermedio y(t).
La eventual violacién de esta condicion (aumento en el nivel p de toxinas) puede

ocasionar la extincion de y(t).

Veamos ahora que el punto E5 = (z3,0, 23) con S > § es un punto de equilibrio

para valores apropiados x3 # 0y 23 # 0. En este caso, tenemos que

YT323

Gz3) — =0 3.5
(z3) el (3.52)
ST 50, (3.5b)
o + xT3
De las ecuaciones (3.5a)-(3.3b)), concluimos que
o b (e tanGla) S da )
§—9 VT3 Y0 S—9

Asi que para S > 9,

B da S ooy
P = (8—5’0’%G(S—6)>

es un punto de equilibrio.
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3.3 Existencia de puntos de equilibrio

El sentido biolégico de este punto de equilibrio consiste en la eventual extincion

de la poblacién intermedia y(t) y la persistencia de la presa x(¢) y el depredador

2(t).

Finalmente, veamos que el punto de coexistencia de las tres especies F, =
(24, Y4, 24) es un punto de equilibrio para valores apropiados x4, y4 y 24 que satis-

facen las ecuaciones

T TaZ
0(1‘4) . Bo4Ya a2 —0, (3.62)
(5] + Ty aq + Ty
x T z
Br24Ya — dyyy — pPrays  NYaca 0, (3.6b)
o+ 1y o1+ 4 ay + Ty
Styz S1ysz
474 n 1Yaz4 52 = 0. (3.6¢)
oy + 24 a1 + 24
De la ecuacién (3.6D)) se tiene que
P14 —dy — Pry V124 —0 =
a1+ T4 a1+ T4 a1+ T4
Bixy — dy(ay + 4) — prg — 7124 = 0.
En consecuencia,
1
24 = —(I4(51 —p—di)— d1041)7
s
. . . dyoy ..
en donde z4 > 0 siy solo si x4 > B—d Ahora de la ecuacion (3.6c))
1—pPp— a1

S!L‘4 + Sly4 — (5(0&1 —+ .Z'4> =0 = Sly4 = (5(0[1 + [E4) — Sl’4

por lo que y4 viene dado por

1

Yy = S_<6a1 — I4(S — 5))

1

Notemos que y, > 0 si se cumple una de estas condiciones:
4]
1. x4 <x3:&,con8>5.

S -6
2.5 <.
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3. MODELO BIOLOGICO DE COEXISTENCIA DE TRES ESPECIES

Entre estas condiciones, la condicién 2. es més factible. De hecho, esta implica que
solo la presa x(t) no puede sostener el depredador z(t), por lo que para la sobrevi-
vencia de z(t) es necesario la presencia de otra fuente de alimentacion representada
por y(t) > 0.

Reemplazando y, y z4 en la ecuacion se tiene que

ﬁgm (b —24(S —9)) — &(934(51 —di = p) = dra) = 0.
1 ’yl

De donde obtenemos que

(o1 +14)G(24) —

Sim(arta4)G(xe) = Boviza(don —24(S—=0)) —vSi1za(wa(fr1—p—di) —dro) = 0,
lo que es equivalente a que x4 satisfaga la siguiente ecuacion:

Simi(on+x4)G(xs) = 25 [¥S1(B1 — p — di) — B (S — 0)] 424 [Banidon — yS1dran].

(3.7)

Si definimos
A :751(51 —pP— dl) - 5271(5 - 5) (3.82)
B =Byy10a; — vSidyay, (3.8b)

podemos escribir
01(24) = At + By = (Azy + B)xs, 0a(x4) = Siya(an + 24) G (24).

Entonces x, corresponde a soluciones positivas de la ecuacion oq(z4) = oa(x4).
Para determinar las soluciones basta determinar los puntos de corte de las gréficas

de 01 y 05 en [0, K]. Para esto primero notemos que

51(0) = o (—g) —0, 05(0) = 0u(K) = 0.

Ahora vamos a ver que la existencia de puntos de equilibrio con componentes po-

sitivas depende de analizar los siguientes casos:
51’71011G/(0) > 0'/1(0), Swlqu'(O) < 0'3(0), Swlqu'(O) = 0'3(0) 3.9)
o equivalentemente,

SﬂlalG'(O) > B, Sl’}/lOélG/(O) < B, SwlalG'(O) = B.
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3.3 Existencia de puntos de equilibrio

Ademas, debemos considerar diferentes casos respecto a los signos de las compo-
nentes A y B definidas en (3.8a)-(3.8b).

Caso 0. El caso S1711G'(0) = B no es factible porque para x > 0 cercanos a

cero el cambio de oy (z) es lineal, pero el cambio de o2 (z) es no lineal.
Caso1: A > 0y B > 0. En este caso, —% <0< K.

1a. Existe un tnico punto de equilibrio si y sélo si S1y101G'(0) > B.

o1(x)

o2(x)

1b. No hay puntos de equilibrio si y sélo si S;y,,G'(0) < B.

o1ix) a2(x)

U K

A

Caso 2: A < 0y B < 0. En consecuencia, —% < 0 < K, no existen puntos de

equilibrio para ninguna opcion en (3.9).
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3. MODELO BIOLOGICO DE COEXISTENCIA DE TRES ESPECIES

o3(x)

o4(x)

F K

Caso3: A >0y B < 0. En este caso —% > (), se tienen dos opciones.

3a. Existe un punto de equilibrio si sélo si /£ > —% > 0.

o1X)  o,(x)

> |

3b. No hay puntos de equilibrio si y s6lo si K < —%

02(x)

o1(x)

SN

Caso4: A <0y B > 0. En este caso —% > () y existen 5 posibles opciones.
4a. Si S17101G'(0) > By K < —Z, entonces existe un punto de equilibrio.
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3.3 Existencia de puntos de equilibrio

2(X)

o4(x)

XK -

4b.Si S1710:G'(0) < By K < —Z, entonces no hay puntos de equilibrio.

o4(x)
o3 (x)

A

4c. Si S1ma1G'(0) > By K > —Z£, entonces no hay puntos de equilibrio.

o3(x)

g4(x)

4d. Si S1710:G'(0) < By K > —Z£, entonces existe un punto de equilibrio.
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3. MODELO BIOLOGICO DE COEXISTENCIA DE TRES ESPECIES

o4(x)
o5(x)

Xg —-= K

Observacion 3.1 Es importante imponer la condicion 0 < x5 < K, es decir,

d1a1
=<K 3.10
bi—p—di — G-10

para excluir que 31 — p — dy — 07, ya que este iiltimo puede impedir la existencia

X2

de x5 debido a un eventual aumento en el nivel de intoxicacion p (avin manteniendo
la condicion By > p + dy) que puede ocasionar la extincion de la poblacion y(t).
En tal caso, el sistema (3.1)) evolucionard hacia el punto de equilibrio E, (K, 0,0).

Observacion 3.2 Es importante imponer la condicion 0 < x3 < K, es decir

CY15
= <K A1
S5~ G110

T3
para excluir el caso S —§ — 01 que puede ocasionar la eventual extincion de z(t).

En tal caso, el sistema (3.1)) evolucionard hacia el punto E,(K,0,0).

3.4 Analisis de estabilidad de los puntos estacionarios

Estamos interesados en analizar la estabilidad de los puntos de equilibrio del siste-

ma
d_x G(CL') _ Bny . 7'%.2
gt B O;} +a 041;35 Fi(x,y,2) x
_?z{ - ozl+yx_ap+yx_a%—yl—x_dly = | Bley2) | =F |y
gz ! vz Slyzl F3(z,y, 2) <
- + — 0z
dt o+ o+
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3.4 Analisis de estabilidad de los puntos estacionarios

En este caso, las derivadas parciales de /) estan dadas por

oF Baary 0485
- = axF ' Y =G’ - - ’
o (I’,y, Z) 1(1‘ Y Z) (I’) (a/l + 1’)2 (a/l + 1’)2
8F1 BZE
—_— = 0,F = —
ay (.T,y,Z) Yy 1(33;3/72) a1+$7
oF v
_ = azF ' - - :
5, (&9:2) (7,9, 2) P
Ahora, las derivadas parciales de F5 estan dadas por
OF, Proay poy MYz
a = @xF Y = - )
oL (:L‘7ya Z) Q(ZE Y Z) (051 —|—l’)2 (051 —|—[L‘)2 + (al —|—£L‘)2
0F, prx pT Mz
— = 0, F: = — - —d
oy (v,9,2) = 0, F5(,9,2) otz a4z a+x
8F2 My
_ = azF S - - :
Oz (x,y, Z) 2($ Yy Z) ay +
Ademads, las derivadas parciales de F3 estan dadas por
OF; Saqz Siyz
a = azF y Y = - )
637 (xaya Z) 3(‘T Yy Z) (CY1 n I’)Q (041 n I,)Q
(9F3 Slz
 — = 0,F. =
8y (a:,y,z) Y 3(33',:%2) a1+x
8F3 Sly Sx
A = azF1 s Yy = - 5
Oz (l’,y,Z) 3($ Yy Z) a) + a) + o

Entonces la matriz Jacobiana DF := .J en el punto (x, y, z) viene dada por

G (x) — a1 (B2y +72) Pz 0
(o + x)? o+ o+
Ty, 2) = (@B =p)tnzly Gi=pr-—mz . ny
T (o1 + 7)? o +x ! oy +x
(Say — S1y) 2 Sz Sy + Sx s
(o1 + 7)? o+ o+
(3.12)

Ahora procedemos a determinar los signos de los valores propios de la matriz
Jacobiana en los puntos de equilibrio Ey, 1, Es, F3y Ej.
Antes de seguir adelante, es importante mencionar un criterio de estabilidad

que serd util para el andlisis que desarrollaremos a continuacion.
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3. MODELO BIOLOGICO DE COEXISTENCIA DE TRES ESPECIES

Criterio de Routh-Hurwitz [47].
Sea P el polinomio P(s) = s"+a;s" ' +... +a, de grado n = 2, 3. Las raices
estan en la parte izquierda del plano C si y sdlo si los coeficientes del polinomio

satisfacen:
(R-H1) aq,as > 0, cuando n = 2.
(R-H2) a; > 0, a3 > 0y ajay > az, enel cason = 3.

En otras palabras, un sistema en un punto de equilibrio con ecuacidn caracteristica
P(s) = 0 es estable, s6lo si P es un polinomio de grado dos satisfaciendo (R-H1)

o un polinomio de grado tres satisfaciendo (R-H2).
Proposicion 3.1 El punto de equilibrio Ey = (0,0,0) es siempre inestable.

Demostracion. Evaluando el Jacobiano en el punto de equilibrio trivial £y = (0,0, 0)

encontramos que

G'0) 0 0

J(Eo) = O —dl O

0 0 =9
En este caso, los valores propios de J(Fy) son Ay = G'(0) > 0, Ay = —dj,
A3 = —9d. Dado que \; > 0, entonces Ej es un punto de equilibrio inestable (punto
silla). |

Proposicion 3.2 El punto de equilibrio Ey = (K,0,0) es local asintéticamente
estable si existen los pardmetros criticos

K(Bl_p_dl) R, = (5_5)K

R pum
0 d1a1 ’ 5051

, (3.13)
tales que Ry < 1y Ry < 1.

Demostracion. Evaluando el Jacobiano en el punto de equilibrio Ey = (K, 0,0), se

tiene que
B K VK
G'(K — —
(K) T al)—;(K a + K
J(E;) = o wLZAPR 0
( 1) a1 + K ! SK
0 0 -0
o1 + K
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3.4 Analisis de estabilidad de los puntos estacionarios

Se observa que el punto de equilibrio F; es asintéticamente estable si los valores
. (B1—p) K SK
Ao =——""——d; <0y A3 = —0<0.
PIOPIOS A2 = T K LSOV T TR

Sabemos que \; = G'(K) < 0, entonces veamos qué condiciones se requieren

para tener Ay < 0, A3 < 0y asi garantizar la estabilidad de ', entonces

(B —p) K
M=——"T—-d1 <0 = KB —p—di)<d
2 o+ K 1 (Br—p 1) 10
KB —p—d
L Bizp=d)
d1a1
Ahora,
SK (S—90) K
A3 = —-0<0 == ——< 1L
3 a + K day
Luego E; es local asintéticamente estable si existen los pardmetros criticos
K(pr—p—d S—0)K
Ry B o) 0K
leél 50&1
talesque Rp < 1y R; < 1. [
x(t)
z(t)
y(®)

B Y Bi m P d; S Sy d
2 100 06 03 14 0.195 0.09 0.12 0.28 0.15

Figura 3.2: Comportamiento asintético de las soluciones de (3.1)) atraidas por el punto

de equilibrio Ej.

En la Figura [3.2] se puede visualizar el comportamiento de las tres trayectorias
del sistema (3.1]) que son atraidas por el punto de equilibrio F; = (K, 0,0) cuando

los pardmetros del sistema satisfacen las condiciones Ry < 1y R; < 1.
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Observacion 3.3 La expresion

_ K(ﬁl —pP— dl)
leél

Ry <1

indica que la poblacion de la presa x(t) no puede soportar la poblacion del depre-

dador intermedio y(t), debido a dos posibles situaciones:

e 31 < p+ dy lo cual impide la existencia del otro punto de equilibrio Ey =

(22, Y2, 0) por tener x5 < 0.

e 31— p—dy — 0" lo cual no permite la existencia de Ey = (x3,1,0) por
tener xo > K (ver Observacion3.1).
Conviene notar que Ry < 1 es equivalente a xo > K (ver (3.10)).

Observacion 3.4 De otro lado, la condiciéon

R1:w<1
(50(1

indica que la poblacion de presa x(t) no puede soportar al depredador z(t), las

posibles razones para esto son:

e S < ¢ lo cual impide la existencia del punto Es = (13,0, z3) por tener

x3 < 0.

e S— 8 — 07 lo cual no permite la existencia de E3 = (x3,0, z3) por tener
xg > K (ver Observacion|[3.2)).

Conviene notar que Ry < 1 es equivalente a x3 > K (ver (3.11)).

Proposicion 3.3 El punto de equilibrio Ey = (3, Y2, 0) existe si Ry > 1. Ademds,

Es es local asintoticamente estable, si se cumplen las condiciones:

1) v, = 52, T 5142 —§<0;
oy + T2 a1 + T2
2) — M Gxs) > 122G (w0);
(041 -+ SCQ)

e inestable en otro caso.
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3.4 Analisis de estabilidad de los puntos estacionarios

Demostracion. Evaluamos la matriz Jacobiana J en el punto Ey = (3, y9,0)

’ Bao1y2 B2 VT2
G'(29) — ——3 — —
(Oél + l’g) o1 + o a1 + o
J(E,) = (B1—p) 0412y2 (81— p)x9 —d Ty
(a1 + IL’Q) a1+ o a1+ o
S S
0 0 1Y2 + O
a1 + o
Con el fin de simplificar los célculos adoptamos la notacién
Paci1ys
v =G (19) — ————,
! ( 2) (Oél + 1’2)2
_ Baa
by = )
a1 + T2
YT2
V3 = )
a1+ o
Dy — branys  ponys _ a1 (b1 — p)ye
Pl w)? (@) (ot a)?
vs = Bl'rQ o PL2 o dl — 0,
oy + T2 oy + T2
V1Y2
Vg = )
a1+ T2
S S
vy = T + w2
ap+ Ty a1+ X2
. dion
Primero notemos que v5; = 0. Para ello recordemos que zo = 5—d’
1= P~
entonces al reemplazarlo en v5 obtenemos que
leél 1
vs =(6y — . —d
» =6 p)ﬁl—P—dl a1+glcilpa_ldl 1
dyo Bi—p—d
- 0) )( 4,
br—p—di a1 (81— p)
=0.

De esta forma, se obtiene que

J(Eg) = Uy O —Ulg
0 0 V7
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luego el polinomio caracteristico viene dado por

PQ(/\) = (1/7 — /\)[/\2 — Vl)\ + V2V4].

Sz S
Por lo tanto, E5 es inestable en el caso en que v; = 2 + 92 _ o> 0.
oy + T2 o1 + X2

Ahora en el caso en que v; < 0, el criterio de Routh-Hurwitz para un polinomio
de segundo grado implica que FE> es estable si y solo si los coeficientes —1/; > 0

y o4 > 0. Notemos que v, > 0y recordemos que 1 — p > d; > 0 entonces
P01y

> G'(x3) 0

(a1 + 1‘2)2 ( 2)

G(ZL’Q) > [EQG/(I2>. [ |

vy > 0, asi vpvy > 0. El caso —v; > 0 se da siempre que

lo que es equivalente

a1+ o

B2 Y I3} Y1 P dy S S1 0
32 100 0.6 128 06 19 0.1 0.12 0.12 0.15

Figura 3.3: Comportamiento asintdtico de las soluciones del sistema (3.1)) atraidas por
el punto de equilibrio Es.
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3.4 Analisis de estabilidad de los puntos estacionarios

Xo x(b)

Figura 3.4: Retrato de fase del punto de equilibrio 5 en R%r.

En la Figura[3.3]se puede observar el comportamiento de las soluciones del sis-
tema (3.1]) las cuales son atraidas por el punto de equilibrio Fy = (2, y2,0) cuando
los pardmetros del sistema satisfacen las condiciones v; < 0y aaﬁG (x9) >
x9G' (). De igual forma, en la Figura se puede ver el retratolde fa2$e corres-
pondiente al punto £ cuando los pardmetros del sistema cumplen las condiciones

mencionadas.

Observacion 3.5 Conviene notar que la condicion

—-0<0

Sy S1Y2
Vr = +

oy + T2 o1 + T2
bdsicamente garantiza la extincion de la poblacion z(t) cuando el sistema (3.1))

evoluciona hacia el punto Ey = (x,ys,0). Esta condicién implica que, en el punto

Ey = (x9,99,0), la tasa de crecimiento de z(t), expresada por % es menor
que su respectiva tasa de mortalidad ).
Observacion 3.6 De otro lado, para cumplir la condicion
— M G(12) > 212G (12) (3.21)
(Oél + $2)
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seria suficiente (mds no necesario) que ro > I donde

- x G
T = arg xrer%éljg ] (x)
aq

(o1 + 22)
Por ende, Ey = (9,2, 0) serd estable siempre que x5 > T lo cual implica la

G(ZEQ) > 0.

ya que en este caso G'(x3) < 0 mientras que

abundancia de la poblacién de presa x(t).

.. o . _
La condicion (—4_1)G(x2) > G'(x9) puede cumplirse cuando x5 < T pero
Q1 T T2
en este caso o debe ser lo suficientemente grande para que G'(x5) sea lo sufi-

Z

cientemente pequerio. Por ejemplo, si G(z) = rz (1 — %

), entonces la condicion

(3:21) se cumple para todo x5 >
K—-9¢
2

. En este caso, T = 5 lo cual implica que

K _ . K
<y < > también satisface (3.21) asi como K > x5 > >

Proposicion 3.4 El punto de equilibrio E5 = (x3,0, z3) es local asintéticamente

estable si cumple las siguientes condiciones:

(B1—plrs Mz
a1+ x3 o1+ T3

1) by = —d; < 0;

aq
a1 + x3

2) G(l’g) > l’gG/(l'g),‘

e inestable en otro caso.

Demostracion. Evaluamos ahora la matriz Jacobiana (3.12)) en el punto F3 =
(x3,0, 23) donde estamos suponiendo que S > ¢ (garantizando asi la positividad

de x3) y obtenemos

’ Y123 Baxs Y3
G/ (13) — 1= - -
(061 —+ 1'3)2 aq + T3 (03] + XT3
J(Ey) = 0 (81— p)as — 2 —d 0
oy + XT3
504123 5123 S.Tg B 5
(Ozl + 5L’3)2 a1 + X3 aq + X3
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Para simplificar los calculos consideramos la siguiente notacién

Ye1z3

by =G - 3.22
1 (z3) (o1 + 252 (3.22)
B3
by = 3.23
2 a + 1:37 ( )
VT3
b — 3.24
3 a + Ig’ ( )
b, — Brrs I e T T d (3.25)
Y it s o tas ap+as b )
5@123
by = ———, 3.26
512’3
bg = 3.27
6 oy + 1'37 ( )
by 28 5y, (3.28)
oy + T3
) )
Dado que x3 = 3 il(g’ 23 = %G (S il(;)’ observemos que b; = 0 puesto

que

by — —5—5(&”). L) s=s5-s=0.
()é1+173 S—(S a1+ﬁ

Entonces la matriz Jacobiana evaluada en el punto de equilibrio F5 es de la

siguiente forma

by —by —bs
JE)=[0 b o0
bs bs 0

donde el polinomio caracteristico estd dado por

Py(X) = (bs — A)[A* — by A + bsbs].

B — P)flfs Nz

Sib4:(
a1+x3 OZ1+333

— d; > 0 entonces Fs5 es inestable.

(Br—p)as  mzs

) ) . o+ T3 a1+ 23 . o
punto de vista bioldgico ya que b, representa la tasa intrinseca de crecimiento del

La condicién by =

— dy > 0 es poco factible desde el
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3. MODELO BIOLOGICO DE COEXISTENCIA DE TRES ESPECIES

depredador intermedio y(t) (ver (3.1b)) en el punto E5 = (x3,0, 23) donde esta
especie desaparece. Por lo tanto, se debe tener by < 0. Esta conclusion es similar a

la Observacion 3.3

Supongamos ahora que b, < 0. Dado que bsb; > 0, entonces el criterio de

Rout-Hurwitz implica que F5 es estable cuando —b; > 0. Es decir, E3 es estable

a7

siby <0y G(x3) > x3G'(x3), con S > ¢. De igual forma que en la
3

a
Observacion la condicién 2) se cumple para valores suficientemente grandes

de x3 (abundancia de la presa). |

'~<

~~
o

~—"

Ba Y Bi 71 Y d; S Sy )
2 160 14 128 06 1.12 0.1 0.28 0.12 0.148

Figura 3.5: Comportamiento asintdtico de las soluciones del sistema (3.1)) atraidas por

el punto de equilibrio Es3.
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3.4 Analisis de estabilidad de los puntos estacionarios

Z3[—

X3 x(0)
Figura 3.6: Retrato de fase del punto F53 en Ri.

En la Figura [3.5] se puede ver el comportamiento de las trayectorias (solu-
ciones) del sistema (3.1) las cuales son atraidas por el punto de equilibrio F3 =

(23,0, z3) cuando los pardmetros del sistema satisfacen las condiciones by < 0y
a1

o1 + T3
zar el retrato de fase correspondiente al punto E5 cuando los parametros del sistema

G(z3) > x3G'(x3). De la misma forma, en la Figura [3.6|se puede visuali-

cumplen las condiciones mencionadas.

Proposicion 3.5 El punto de equilibrio Ey = (x4,Ys,24) con x4 > 0, y4 > 0,
24 > 0 existe, si vo < x4y 1 > p + dyi. Ademds, E, es local asintéticamente

estable sin1,m3 > 0y mn2 > 13, e inestable en otro caso.

Demostracion. Evaluando ahora la matriz Jacobiana J en el punto de equilibrio

E4 = (24,y4, 24), es decir que J(Fy) estd dada por

G (4) — a1 (Bays — vz4) _ P VT
(a1 + 234)2 (03] + Ty (03] + Ty
(a1 (Bi—p)+mz)ys (Bi—p)za—mz d _ MYa
(o1 + 4)? a1+ 14 ! a1+ 1y
(Soy — Sya) 24 S124 Siya+ Sy 5
((1/1 + 1‘4)2 ] + Ty a1+ Ty
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3. MODELO BIOLOGICO DE COEXISTENCIA DE TRES ESPECIES

Consideremos ahora las constantes a; dadas por

Bar1ya Y12y
a; = G'(z4) — - :
! (1) (a1 +74)? (g + 24)2
_ Bay
g = )
o1+ 4
YTy
as = )
oy + 2y
s — (51 - p)a1y4 Y1Y424
4 (Oél + .1'4)2 a1 + SC4’
P4 PT4 Y124
as = - - —dy,
Q]+ x4 a4+ x4 o1 + Ty
Y1Y4
ag = )
a1+ x4
g = _SFE Siyaz
7 (051 + 1'4)2 (Oél -+ .1'4)2’
8124
ag = )
a1+ X4
Sz S
g = 1 + 154 — (5

a1+ 2y CY1+$4

Recordemos que y4 = s% (dag —x4(S —0)) y zu = 711 (24(B1 — dy — p) — dray),

al reemplazar estos valores en a; y ag se obtiene que a; = 0y ag = 0. En efecto

1
= — — —d
as a1 + 24 (Bra — pxs — Y124) 1
S (51964 — pry — ﬂ(%(& —dy —p) — dlal)) —dy
a1+ x4 "1
1
= d d —d —d =0.
o+ 72 (dyzy + dyoy 10 1T4)
Ademas

Gy — — (sm + 9160 — (S — 5))) 5

a1+ 24 Sl
1
= (S:E4+50z1—x45+5x4)—5:5—5:0.
o+ Ty

Luego la matriz Jacobiana en F, esta dada por

a; —az —as
J(E4) = ay 0 —Aag
ay as 0
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3.4 Analisis de estabilidad de los puntos estacionarios

donde el polinomio caracteristico es de la forma
Py(A) = X3 — a1\ + (agay + asar + agag) A — ag(aras + azar) + asagas.
Ahora para simplificar la expresion anterior, definamos 71, 172 y 73 como
m=—ai, 1o = asay+tagar+agas, mn3= —ag(aias+asar)+azasas. (3.29)
En consecuencia, podemos reescribir P, como
Py(A) = X+ mA? + 1) + 5. (3.30)
Por lo tanto, del criterio de Rout-Hurwitz, F, es asintoticamente estable si

m,ns > 0y nine > ns, en otro caso es inestable. |

x(0)

[
y4f\‘:—j- -X:;/—\- e T e ——
0

t

fo o v i 0m P dy S S1 )
2 100 06 128 14 0.12 0.1 0.12 1.12 0.15

Figura 3.7: Comportamiento asintdtico de las soluciones del sistema (3.1]) atraidas por

el punto de equilibrio Ej.
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3. MODELO BIOLOGICO DE COEXISTENCIA DE TRES ESPECIES

Figura 3.8: Retrato de fase del punto de equilibrio £ en ]Ri.

En la Figura se puede apreciar el comportamiento de las soluciones del
sistema (3.1) las cuales son atraidas por el punto de equilibrio £y = (x4, Y4, 24)
cuando los pardmetros del sistema satisfacen las condiciones 7, 13 > 0y m11y >
ns. De esta misma manera, en la Figura [3.8] se puede visualizar el retrato de fase
correspondiente al punto 3 en R? cuando los pardmetros del sistema cumplen las

condiciones mencionadas.

3.5 Sensibilidad respecto al parametro p

En esta seccion ilustraremos los cambios que presenta el estado estacionario de
coexistencia (x4, Y4, 24) del sistema (3.1), respecto a pequenas variaciones en el
parametro p, el cual como se menciond al inicio de este capitulo es un parametro

que representa la contaminacion por parte de la poblacion x(t) que afecta directa
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3.5 Sensibilidad respecto al parametro p

e indirectamente las poblaciones y(t) y z(¢). Panja et al en el trabajo [20] reali-
zaron un andlisis de bifurcacion respecto al pardmetro p, pero en esta tesis vamos
a estudiar el caso donde otro pardmetro referente a la extraccion o explotacion del
depredador principal z(t) puede ocasionar bifurcaciones y asi provocar la desapari-
cion de la coexistencia de las tres especies. Dicho anélisis se presenta en el Capitulo
4 de este trabajo, donde se estudia la persistencia y sostenibilidad del sistema (3.1)
bajo la explotacion pesquera de la especie z(t), y se proponen politicas o estrategias

para la pesca sostenible.

Aun cuando los cambios en el nivel de contaminacién p puede inducir bifurca-
ciones (ver [26]), dichos cambios alteran los niveles estacionarios de coexistencia.
Es decir, afecta los valores de coordenadas x4, 34, 24 de punto estacionario Fjy.
Esto, a su vez, puede tener impacto sobre el disefio de estrategias para la pesca

sostenible, cuando se introduce la explotacion del recurso pesquero z(t).

Por el momento, veremos qué tipo de repercusién podran tener las variacio-
nes en p sobre los niveles estacionarios x4, Y4, 24 del punto de equilibrio £, de

coexistencia de tres especies.
Primero recordemos que

1
Yyq = S_ [Oz1(5 — (S — 5)1’4] .
1

Es decir, y, no depende directamente del pardmetro p y se tiene que

47}

= 0.
dp

Esto implica que la coordenada y, del punto estacionario de coexistencia F, es
bastante robusta a cambios en p cuando este punto existe y es estable. Lo anterior se
puede visualizar en la Figura donde se presentan las trayectorias y(¢; p) del sis-
tema (3.1)) con p € [0, 3p*] donde p* = 0.12 correspondiente al valor de referencia
dado en la tabla que acompaia la Figura
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3. MODELO BIOLOGICO DE COEXISTENCIA DE TRES ESPECIES

Figura 3.9: Comportamiento asintético de y(t; p) con diferentes valores de p €
[0, 3p*]: Lineas grises discontinuas para p < p*, linea negra gruesa para p = p*, y
lineas rojas para p > p*.

Recordemos ahora que

1
24 = — [(51 —pP— d1)$4 - Oé1d1]
4!

notando que z4 si tiene dependencia directa de p, y se tiene que

82’4 1

— = ——x4 < 0.

dp M
Es decir, el valor estacionario de z en el punto de coexistencia estable Iy =
(x4, Y4, 24) se reduce cuando el nivel de contaminacién p aumenta. Lo anterior se

puede visualizar en la Figura donde se presentan las trayectorias z(¢; p) del

sistema (3.1) con p € [0,3p*] y p* = 0.12.
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3.5 Sensibilidad respecto al parametro p

Figura 3.10: Comportamiento asintdtico de z(¢; p) con diferentes valores de p €
[0,3p*]: Lineas grises discontinuas para p < p*, linea negra gruesa para p = p*,y

lineas cafés para p > p*.

Por ultimo, para analizar los cambios en el nivel estacionario de la presa x4,
en el punto de coexistencia estable £y = (x4, y4, 24) inducidos por variaciones en
p, recordemos que x4 es solucién de la ecuacion (3.6d) la cual se puede reescribir

como
C(z;p) = (aq + 2)G(x) — z [Pay(x) + v2(z;5p)] = 0. (3.31)

Aplicando la regla de la cadena, tenemos:

9
de  Opla_y,
dp ¢
ox -
donde o 5
Z Y o2
— = =T = —ux; > 0.
op ~ opl_.

De otro lado,

a¢

5o = G@)+ (a1 +2)G (x) = (Bay(x) +72(w; p)) — (@% +5,

%) . (3.32)

: . 0 :
Ahora determinemos el signo de —C en x = x4. Partiendo del supuesto que £ es

ox
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3. MODELO BIOLOGICO DE COEXISTENCIA DE TRES ESPECIES

estable, se debe cumplir en él la condicién n; = —a; > 0, la cual es equivalente a

ay (Boy(x) + vz(x;5 )
o] +x

(a1 + )G (2) — <0

cuando x = x4, y = Y4, 2 = z4. Ademds, en virtud de (3.31) se cumple la relacién

z(Bay(z) + v2(z; p))

ap +x

G(x) — =0

para ($7 Y, Z) = (9:'47 Ya, 24)‘
Por altimo, observamos que en x = x4
0z

— — >0
52 +78
puesto que
0 S—9
%:— 3 >0, porser S —9 <0.
0 —p—d
—2:61 1>O,porser61—p—al1>0.
Ox M

Conviene recordar que S < 0 y f; — p > d; son condiciones necesarias para la
persistencia del depredador intermedio y(¢) que garantizan la positividad de y4 y
existencia del estado estacionario de coexistencia F;.

Con todo lo anterior podemos reescribir la relacién (3.32) de la siguiente ma-

nera:
0z R ' dy 0z
5 = Gla) + (a1 + 0G0 2 [Bapla) 4 15(ap)] — o (a5 )
(Bay(@) + v2(x; )2 02\ .,
G(x) — ot (5—+76 )+G(m)(a1+x)
_an(Bay() +y2(ip))
o+ '
Luego,
0
(‘3—; . =0—14 {%(S J) + (61 p— dl)} + (o1 + x)a; < 0.
Por ende, tenemos que
9q
do __ OPlyes, >0
dp ¢
Ox|,_,.
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Esto implica que el aumento en el nivel de contaminacién p eleva el valor estacio-
nario de x4, y esto se puede ver en la Figura[3.11]donde se presentan las trayectorias
z(t; p) del sistema (3.1)) con p € [0, 3p*] siendo p* = 0.12.

x(0)

7% [ R

Figura 3.11: Comportamiento asint6tico de x(t¢; p) con diferentes valores de p €
[0, 3p*]: Lineas grises discontinuas para p < p*, linea negra gruesa para p = p*, y

lineas azules para p > p*.

3.6 Conclusiones

En este capitulo consideramos la interaccion de una especie comercial con otras dos
especies. Es decir, se analiz6 la existencia de estados estacionarios y la estabilidad
de ellos en un sistema que involucra una cadena alimenticia. En este contexto,
el modelo bioeconémico propuesto en este capitulo permite enfocarse en la
dependencia de las soluciones estacionarias sobre condiciones en los pardmetros,
asi como analizar las respuestas de equilibrio a los cambios en los pardmetros.
Nuestro objetivo era proponer un modelo mds general al propuesto por P. Panja
& S. K. Mondal [26], en el cual logramos mostrar que para condiciones iniciales
en no negativas las soluciones del sistema son no negativas y estin de-
finidas para todo ¢ > (0. Ademads, dadas condiciones bioldgicas en los pardmetros,
se mostro la existencia de un conjunto K compacto que atrae a cualquier conjunto
acotado en R? . Lo anterior nos garantiza la existencia de las soluciones del sistema

en el medio de estudio.
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Encontramos condiciones suficientes para garantizar la existencia de puntos de
equilibrio para el sistema (3.1)) dadas en las condiciones de los parametros criticos
Ry y R, definidos por (3.13) en la Seccion 3.4.

El punto de equilibrio de coexistencia de las tres especies existe si Ry > 1y la
componente x5 > x5. Ademds, es asintéticamente estable cuando los pardmetros
del sistema satisfacen las condiciones 7y, 13 > 0y 7172 > 13 definidas por (3.29)
en la Seccion 3.4.

Por ende, realizamos un andlisis de sensibilidad en el punto de equilibrio de
coexistencia de las especies respecto a los cambios en el nivel de contaminacién p
el cual se ve directamente afectado por el cambio climético, aumento de Diéxido
de carbono (C'O3) en el océano, contaminacion, entre otros. Este pardmetro altera
los niveles estacionarios de coexistencia y hasta puede inducir bifurcaciones (ver
[26]]). Cabe resaltar que las variaciones de p también alteran las densidades estacio-
narias de las tres especies en su equilibrio de coexistencia. Se obtuvo que cuando
hay aumentos en el nivel de contaminacién p éste eleva el valor estacionario de la
presa (z4) y reduce el valor estacionario de la especie comercial (z,), mantenien-
do casi inalterado el nivel del valor estacionario de la especie intermedia (y4) en
el equilibrio de coexistencia (F,). Dado que en el estudio que realizamos en este
capitulo no incluimos las capturas a la especie comercial, no hablamos en este caso

de estrategias para la pesca sostenible.
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Coexistencia de Tres Especies
con Capturas

4.1 Sistema marino de tres especies con capturas

En esta seccidon mostraremos como se afecta la dinamica natural del sistema consi-
derando la explotacion de recursos bioldgicos pesqueros. Daremos condiciones su-
ficientes para garantizar la existencia de puntos de equilibrio para el nuevo sistema,
el cual incluye una funcién de recoleccién que afecta directamente a la poblacién
z. La funcidn de recoleccion A(-) es una funcién de tipo Cobb-Douglas la cual estd

dada por
h(t) = uz”? (4.1)

donde «, 8 son pardmetros positivos. El modelo de coexistencia de tres especies

con captura viene dado por

( dx T Tz
dt o+ o+

d

dy _ by pry  myz _dy 4.2)
dt a+r ag+x o+

dz Tz élyz s

— = + — 0z —u®z

\ dt o] +x o] +x
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Este tipo de modelos se han estudiado extensivamente por economistas como mo-
delos de crecimiento de capital y consumo (ver Clark [4]). Es importante sefialar
que la dindmica del sistema con capturas atn en el caso sencillo en que u es una
cantidad constante positiva es muy distinta al caso sin capturas (v = 0). De hecho,
para u suficientemente grande, algunos de los puntos cambian de estable (inestable)
a inestable (estable), inclusive algunos puntos de equilibrio pueden desaparecer.
Por esta razon, restringimos nuestro andlisis al caso cuando oo = 5 = 1.

En esta seccion estudiaremos el caso cuando v > 0 representa el esfuerzo de
pesca constante medido en unidades adecuadas, como por ejemplo la fraccion de
biomasa a extraer por unidad de tiempo. Vamos a observar que el tamafio de u
puede cambiar la existencia y la naturaleza de los puntos de equilibrio.

Cona = =1yu=const >0, el sistema se puede reescribir como

dx

_ Pay vz
dt Gz) ar+r o+ (4-3a)
d
dy _ Py pry nE g (4.3b)

dt a1 +x a1+ B ap+x
dz Sxz Siyz

— = — (0 4.3
dt a1+x+a1+x (04 u)2 (4.30)

donde la tdnica diferencia con el sistema original (3.1]) consiste en la tasa de morta-
lidad del depredador z(t) aumentada de 0 a § + w, (u > 0) por las capturas.
Vamos a denotar los puntos de equilibrio del sistema (4.3) por E! con i =

0,1,2,3,4. Asi mismo podemos observar que
EO :Ega El :E%; E2 :Eg7

dado que las coordenadas de dichos puntos no son afectadas por los cambios en la
ecuacion inducido por 6 — ¢ + u, sin embargo, la estabilidad de los puntos
de equilibrio del sistema E}' y E5 cambia dependiendo del tamafo de u, excepto
para el punto de equilibrio trivial £j.

De otro lado las coordenadas de los puntos E3 y Ej si son afectadas por las
capturas, es decir que E5 # EY, B, # E}, enel caso en que u > 0.

Consideremos el punto EY = (z3(u),0, z3(u)) con S > 6 + u el cual es un

punto de equilibrio para valores apropiados x3(u) # 0y z3(u) # 0. En este caso,
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tenemos que

VT3%3
- - 4.4
G(x3) a1 + 73 0 (4.4a)
SSL’323
_ —0. 4.4
o (0+u)z3 =0 (4.4b)
De las ecuaciones (4.4a)-(@.4b)), concluimos que
(0 +u) _ (ar+a3)G(w3) S ai(d+u)
w) = g Gy 2= Ve = 6r0 5o mrw )
4.5)

Asi que para S > § + u, el punto

Es = (55(_&251% a v(éi e (Sai(((séiui) >>

es un punto de equilibrio.

Finalmente, el punto Ej = (24(u), y4(u), z4(u)) es un punto de equilibrio para

valores apropiados x4(u), y4(u), y z4(u) dados por

24(U) = % (374(51 —pP— dl) - d1041) )

) = 5 (64 ) = 4(S — (34 )

Observemos como en la ecuacion (3.7) del Capitulo 3, x4(u) debe satisfacer la
ecuacion
5171 (al + JZ4)G(SE4) = Auxi + Bux4

donde

Ay =518 — di — p) = Ban (S — (6 + u))
Bu = 52’)/1041(5 + U) - ’}/Sldlal.

A continuacion, resumimos el andlisis de existencia de puntos de equilibrio, el
cual es andlogo al caso sin capturas (u = 0) estudiado en el capitulo 3:
Caso1: A, > 0y B, > 0. Aqui —f—z < 0 < K. Por lo tanto, existe un tnico
punto de equilibrio si y s6lo si S;y;aG'(0) > B,.
Caso 2: A, < 0y B, < 0. En donde, —f—z < 0 < K y no existen puntos de
equilibrio.
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Caso 3: A, > 0y B, < 0. En este caso existe un punto de equilibrio si sélo si
K>-£ >0

Caso4: A, <0y B, > 0. En donde se tiene que —]j—’: > 0.

4a. Si S17110G'(0) > B,y K < —f—z, entonces existe un punto de equilibrio.

4b. Si S1711aG'(0) < B,y K < —B—Z, entonces no hay puntos de equilibrio.

4c. Si S1vaG'(0) > B,y K > —f—z, entonces no hay puntos de equilibrio.

4d. Si S171aG'(0) < B,y K > _%’ entonces existe un punto de equilibrio.

Observacion 4.1 Notemos qué si u es suficientemente grande, entonces A, > 0
y B, > 0. Mds ain, es posible que S17,01G'(0) < B,. Por lo tanto, como en el
Caso 1 sin capturas (u = 0), concluimos que no existen puntos de equilibrio. En
otras palabras, existe una dindmica muy distinta en el caso con capturas cuando u

es muy grande, puesto que se eliminan los puntos de equilibrio I)§ y E}.

4.2 Impacto de capturas sobre el comportamiento asintoti-

co del sistema

En esta seccion, vamos a analizar brevemente qué alteraciones se pueden esperar
en el comportamiento asintético del sistema (4.3)) con capturas en comparacién con
el sistema original (3.1) sin capturas.

Supongamos primero que el sistema original (3.1) sin capturas (v = 0) evo-
luciona hacia el punto de equilibrio F; = (K, 0,0). En este caso, los parametros
deben satisfacer las relaciones (ver Proposicion 3.2):

(S—0)K

KBy —dy —
—_ (51 1 p) < 1’ Rl -~ < 1
dloq 50&1

Ry

Cuando se introducen capturas v > 0, el valor del pardmetro § aumenta a (0 + u) y

se tiene
S—0—u)K (S—0)K

(0 4+ u)oy = day

Rl,u:( :R1<1

Por lo tanto, la introduccién de capturas al sistema no altera el comportamiento
asintodtico del sistema y éste sigue evolucionando hacia el punto de equilibrio F =
(K,0,0) = EY.
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Supongamos ahora que F; = (K, 0,0) es un punto de equilibrio inestable del
sistema original (3.1) sin capturas, es decir, se cumple la condicién
(S—90)K

Ry=—"F"—>1.
! 5@1 -

Abhora, al introducir las capturas (u > 0), se puede notar que R; es decreciente con

respecto a d puesto que

ARy~ SK <0
ds ;62 '
Es decir, R} decrece cuando ) aumenta. Ademads, en este caso se puede llegar a
tener
S—6—u)K S—0)K
Rlu:—( U) <1<—( ) :Rl
’ (0 + u)ay day

para valores suficientemente grandes de v > 0. En otras palabras, la introduccién
de capturas puede transformar £y = (K, 0,0) de inestable a estable y asi cambiar
la evolucion asintética del sistema.

Consideremos ahora el punto de equilibrio Ey = (x2, 32, 0) del sistema original
(3.1) sin capturas (u = 0). Segtn los cdlculos presentados en la Seccion 3.3, las

coordenadas de dicho punto son:

2y = dioy
Br—p—di’
Yo = (a1 + 22)G () _ (B — P)G ( dioy ) .
By d1 3 pr—p—d

Dichas coordenadas no dependen del pardmetro d que es afectado por las capturas

(0 — 0 4+ u) y, por lo anterior, se tiene que
Eg = (x27y270) = E2-

Es decir, la introduccién de las capturas (u > 0), no altera las coordenadas de este
punto de equilibrio.
Supongamos que Fy = (x2, Y2, 0) es un punto de equilibrio estable del sistema

original (3.1) sin capturas (v = 0). En este caso, se deben cumplir las condiciones
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dadas en la Proposicion 3.3, es decir:

vy = Stz S5 (4.6a)
oy + T2 o1 + T2
(03] ’
) 4.6b
(O_/1 +x2> G(IQ) > IQG (ZL’Q) ( 6 )

Cuando se introducen las capturas u > 0, la condicién no se altera ya
que x2 no depende del pardmetro ¢ el cual es afectado por las capturas (§ — §+u).

De otro lado, la condicién (4.6a)) se transforma en

Sz S
Vrg=—2 o P25
(05} +ZE2 aq +JZ2

y esta condicién es vdlida para todo u > 0 siempre y cuando (4.64) se cumpla.
Por lo tanto, si Es = (x2,9,0) es estable para el sistema (3.1) sin capturas,
este punto sigue siendo estable en el sistema (4.3]) con capturas.
De otro lado, es posible que £ sea un punto de equilibrio inestable del sistema
original (3.1) sin capturas (v = 0) y que £ sea un punto de equilibrio estable del

sistema (4.3) con capturas (u > 0). Esto puede ocurrir cuando se tiene
Vi < 0 <y

para valores suficientemente grandes de wu.

Lo anterior concuerda con el sentido comun: la extraccion sustancial de la es-
pecie z(t) puede causar la exterminacion de esta especie haciendo que el sistema
evolucione hacia £y = Fj.

Ahora, consideremos E3 = (3,0, z3) cuyas coordenadas dependen de 0:

. CY15
BT,
o1 + T3 S 6a1
= = — . 4~
B= g, o) =56 (S - 5) *D

Es decir, cuando 6 — 0 + u, u > 0 los valores estacionarios 3, z3 se alteran y

se tiene que
By = (23(u), 0, 23(u)) # (23,0, 23) = Ej.
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4.2 Impacto de capturas sobre el comportamiento asintético del sistema

Debemos recordar que la condicién necesaria para la existenciade F3es S—9 > 0.
Luego EY existe siempre y cuando u > 0 es tal que S — (J + u) > 0.

El punto EY = (z3(u),0,23(u)) desaparece cuando S — (6 + u) — 0 con
el aumento en u. Es decir, la introduccion de las capturas v > 0 puede inducir
a bifurcaciones y cambiar la estabilidad del punto F3 = (z3,0, 23) del sistema
original (3.1) donde no se consideran las capturas.

Para entender qué tipo de cambios pueden causar las capturas en el estado es-
tacionario F’3, notamos que

dx arS

d—;’ = m > 0.
Es decir, el valor estacionario z3(u) de E¥ aumenta cuando d crece (de ¢ a 6 + u,
u > 0).

De la férmula también tenemos:

D 7ix%(g@(oq )G (1) — nGins) .

Supongamos que el punto de equilibrio F3 = (3,0, 23) del sistema original

(4.8)

sin capturas (3.1) es estable, entonces son validas las condiciones estipuladas en la

Proposicion 3.4, es decir:

gy Brmplas  mm

051+5L'3 Oél—F.’Kg

631

a1+ T3

2. G([E3) > [E3G/(l’3)

y el polinomio caracteristico en £5 = (z3, 0, z3) viene dado por

Ps(A\) = (by — N)(A* — by A + bsbs) = 0. (4.9)
G(zx-
donde b, = G'(x3) — _uGlas) < 0 (en virtud del item 2. dado en la parte de
r3(0q + x3)
arriba)
bs = T > 0, b5:a1—523>0.
(05} —+ T3 (061 + 133)2

De acuerdo con la féormula (4.8)), el aumento en ¢ (de d a § + u, u > 0) reducira
el valor estacionario z3 a z3(u), pero EY seguird siendo estable si se mantienen las
relaciones S — (6 +u) >0y

(81— p)rs(u) — 7123(u)

—dy <0.
a1+:c3(u) !

b4,u =
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4. COEXISTENCIA DE TRES ESPECIES CON CAPTURAS

Para valores mas grandes de u, es decir, tales que
S —(0+u) <0,

el punto £Y = (x3(u),0, 23(u)) dejard de existir y el sistema (4.3) con capturas
evolucionard hacia otro estado estacionario. Es decir, en &« = S — ¢ existe una

bifurcacién “silla-nodo” dado que z3(u) — 0 implica que

by — a1Sz3(u)

" (o x3(u))? -V

y el polinomio caracteristico (4.9) tendra un valor propio real igual a cero.
De otro lado, sabemos que las capturas » > 0 reducen el nivel estacionario
z3(u) y aumentan z3(u). Por lo tanto, ain cuando se tiene b, < 0 en el sistema

original sin capturas (3.1), se puede llegar a tener

(Br = p)as(u) = 7123(u)

—d; >0
oy + z3(u) 1=

bau =
cuando u > 0 crece, pero cumple la relacion S — (6 +u) > 0. Esta situacién puede
inducir otra bifurcacion del tipo “silla-nodo” ocasionando que uno de los valores
propios del polinomio (4.9) cruce por cero. En este caso, el punto de equilibrio £
no desaparecerd, pero se volverd inestable y el sistema (4.3]) evolucionara hacia otro
estado estacionario (E7, Es, o EY) sujeto al cumplimiento de condiciones para la
estabilidad local dadas en las Proposiciones 3.2, 3.3, 3.5 al reemplazar ¢ por ¢ + u.
También existe la posibilidad de que la introduccién de las capturas desate un ciclo
limite (estable o inestable) alrededor del punto E'.

Los casos que acabamos de analizar brevemente no son de mucho interés en la
préctica porque la estabilidad de los puntos estacionarios I} = Ly, By = Fyy Ly
no es la deseada en términos bioldgicos.

Lo que si es de interés es conservar la coexistencia estable de las tres especies
introduciendo las capturas del depredador principal y asi llevar a cabo una pesca

sostenible sin arruinar el ecosistema.
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4.3 Conservacion de coexistencia de especies bajo capturas de z(t)

4.3 Conservacion de coexistencia de especies bajo cap-

turas de z(t)

El objetivo principal de esta seccion consiste en identificar un valor maximo de
capturas uo > 0 que permite sostener la coexistencia estable de las tres especies.
Supongamos que el sistema original (3.1) sin capturas (u = 0) evoluciona hacia
el punto estacionario de coexistencia Fy = (24, Ys, 24), es decir, los parametros del
sistema (3.1) cumplen las condiciones dadas en la Proposicion 3.5.
Al iniciar la explotacion del recurso pesquero z(t), se desea satisfacer dos cri-

terios:

1. Extraer la cantidad maxima posible del recurso (por unidad de tiempo) para

maximizar la renta de pesca.

2. Mantener la coexistencia de las tres especies para garantizar la sostenibilidad

de la pesqueria.

En términos matematicos, se desea identificar un valor “critico” de capturas ug > 0
tal que el sistema evolucione hacia el estado estacionario estable de coexis-
tencia B} = (z4(u),ys(u), z4(u)) para 0 < u < g, mientras que para u > ug el
punto E} se vuelve inestable, y se desata un ciclo limite alrededor de L.

Lo anterior implica que u, es exactamente el valor critico de & + uy donde

ocurre la bifurcacién de Hopf del sistema (4.3) cuando 6 aumenta a o + uy.

4.3.1 Identificacion de una bifurcacion de Hopf

Los resultados sobre la existencia de bifurcacién de Hopf estdn basados en el anali-
sis de los valores propios de la matriz Jacobiana en los puntos de equilibrio del
sistema. En el caso particular de un sistema de orden tres como el considerado en
este trabajo, el criterio para la existencia de bifurcacion de Hopf se puede presentar
de la siguiente forma.

Consideremos un sistema

X
‘;—t =F;(X(t), XeR} §cR, (4.10)
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4. COEXISTENCIA DE TRES ESPECIES CON CAPTURAS

con un punto de equilibrio (Xo,dy) y F € C™. Segtn el trabajo [48], existe una
curva suave de puntos de equilibrio (X(6),d) con X (dy) = X, bajo los siguientes

supuestos:

(HS1) Lamatriz Jacobiana DxF 5 (Xj) tiene un par de valores propios imaginarios

puros y la otra raiz es negativa.

En el caso en que exista una curva suave de puntos de equilibrio (X(é), 5)
con X (8y) = X y que los valores propios imaginarios puros A(0) y A(d) de
J(0) = DxFs(X) varian de forma suave con § en § = d, entonces existe
una bifurcacién simple de Hopf, cuando

(HS2) - (Re(A(5)) # 0.

Wei-Min Liu en [48]] estableci6 un criterio sencillo para mostrar la existencia
de bifurcaciones de Hopf simple, utilizando el criterio de Routh-Hurwitz sin hacer
uso de los valores propios. En efecto, en el caso n = 3, si P(-, ) es el polinomio

caracteristico de la matriz Jacobiana .J(§) dado por
P()\, (5) =\ + ?71(5))\2 + 772(5))\ + 7]3((5),
entonces se tiene el siguiente resultado.

Teorema 4.1 (W. Liu [48]) Supongamos que existe una curva suave de puntos
de equilibrio (X(8),0) con X(6y) = X para el sistema @) Las condiciones
(HS1)-(HS2) para una bifurcacion simple de Hopf son equivalentes a las siguien-

tes condiciones sobre los coeficientes del polinomio caracteristico P(\,0):

(CH1) (o) >0, D1(do) = 12(d0) > 0,
Dy (00) = 11(d0)n2(d0) — n3(do) = 0,

dD2(50)

(CH2) 75

£ 0,

Utilizando el criterio establecido en el Teorema[d.1] es posible mostrar que el punto
de equilibrio de coexistencia para el sistema (4.3)) exhibe una bifurcacién simple de

Hopf con respecto al parametro ¢.
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4.3 Conservacion de coexistencia de especies bajo capturas de z(t)

4.3.2 Bifurcacion de Hopf en £}

Recordemos que las coordenadas del punto estacionario de coexistencia dependen

de & cuando este pardmetro es alterado por las capturas, es decir £ = (24(9), y4(0), 24

Dichas coordenadas vienen definidas mediante el sistema de ecuaciones

Pr4(0)ya(0) — y24(8)z4(0)

Glaa(®)) - o+ 24(8)  ar+wa(0) "
(o) = 51 ((0+ war —4(8)(S — 5~ w)),
24(0) = E ((B1 = di = p)za(0) — dran) .

Ademds, para cada ¢, los coeficientes 7;, ¢ = 1,2, 3 del polinomio caracteristico

(3.28) correspondiente a E también depende de 4:

m(0) = —ai(9),
n2(0) = as(d)as(d) + az(0)az(0) + ag(d)as(d),
13(0) = —ag(6) [a1(8)as(8) + ax(6)az(6)] + as(8)as(8)as(d),

donde
l6) = Oe0) - o —
a2(0) = alﬁfﬁ){s)
a3(9) = a1714x(425)’
a(0) = (<al+l°§ ))( ) 7;11/4&):355?
w(®) = 2O
iy = S0n(0) Si@)a(0)
o+ 2@F (o + 1)
os(8) = s

de acuerdo con lo descrito en la Proposicién 3.5 y su respectiva demostracion.

En adelante utilizaremos la notacion x4(dy), y4(do) ¥ 24(do) con dg = § +u para

poder identificar el valor critico de las capturas uy > 0 que induce una bifurcacién
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4. COEXISTENCIA DE TRES ESPECIES CON CAPTURAS

de Hopf en el sistema (4.3). Esto dltimo lo haremos aplicando el Teorema [4.1] al

sistema (4.3).

Para comenzar vamos a establecer bajo qué condiciones se puede tener la de-

sigualdad a;(dg) < 0. De la definicién de a;, tenemos que garantizar que

v 52041%1(50) 7&124((50)
a1000) = Ga(00)) = L G~ (o + w6
= G aa(dy) - — G

564(50) (041 + %4(50))

lo cual se garantiza cuando G'(x4(dg)) < 0 es decir, cuando x4(dy) > = donde &
fue definido en la Observacién 3.6 como
T = ix G(x).
T = arg xg&)}(ﬂ (x)
Por lo tanto, la condicion a,(dy) < 0 es valida en el caso en que z4(dg) € [z, K].
Vamos a mostrar que 73(dg) > 0. Si 24(dg), y4(do), z4(dp) existen (es decir, son

positivas) entonces tenemos para 3; > p las siguientes relaciones:

2Ly (5 Ty 5
a2(%) = 041ﬁ+ JU<4(05)0) >0, as(d) = 0417—1- ;4(2250) 0
_ (B1 — p)a1ya(do) | 71Ya(do)24(do)
a4(50) - (041 +I4(50))2 oy +I4(§0) > 07
~ mYa(do) ~ Siz4(00)
ag(do) = a1+ 74(00) >0, ag(do) = a1+ 7400 >0,

Mas atn, se puede ver directamente que para S — dy < 0 se cumple

Saiz4(d)  S1ya(do)z4(do) _ 24(0o)
(o +24(00))? (a1 +24(60))> a1 + 24(dg)

a7(50)) = (S — 50) < 0.

De este tltimo hecho y dado que a;(dp) < 0 concluimos directamente que

7’]3((50) = —CL6(50) [al(ao)ag(éo) +a2(50)a7(50)} +a3(50)a4(50)a8(50) > 0. (411)

Ahora, vamos a ver que si y; > -, entonces 72(dg) > 0. Observemos que

1n2(d0) = a2(do)as(do) + az(do)az(do) + as(do)as(do) = aa(do)as(do) + 72(do),
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4.3 Conservacion de coexistencia de especies bajo capturas de z(t)

donde
712(d0) = as(do)as(do) + az(do)az(do).

Un célculo directo muestra que si y; > -, entonces

z4(do)
(o + x4(d0))?
_ ()
(o + x4(d0))?

72(d0) = (S171194(00) +v(S — do)z4(d0))

(Mo — (S = 8o) (71 — Vza(00)) >0 (4.12)

Por lo tanto, 15(dg) > 0, siempre que y; > 7.
De la discusion previa y aplicando el Teorema [4.1 de Liu [48] tenemos el si-

guiente resultado.

Proposicion 4.1 Suponga que v, > vy sea ES = (24(9),y4(5), 24(0)) el equili-
brio de coexistencia del sistema (4.3) modificado por la variabilidad del pardmetro
0 (0 — 0+ u, u> 0). Entonces, el sistema (4.3)) exhibe una bifurcacion simple de

Hopfen dy = 6 + uy, si se cumplen las condiciones:
1 .174(60> S [i’,K]

2. D»(0) = m(do)12(0) — m3(do) =0
dDy
3. —= #0.
do 7
Demostracion. De la condicion x4(dy) € [z, K], se obtiene que 17, (d) = —a1(dg) >

0 y también que 13(dy) > 0 en virtud de la férmula (@.11)). Cuando ; > ~, por la

formula (4.12)) tenemos que 72(dg) > 0.
Ademas, si 0g = 0 + u > ¢ es una raiz simple de

Dy(8) = m(0)n2(0) — n3(6) = 0,

es decir, se cumple que

dDs,

B |, T

el Teorema nos asegura que el sistema (4.3)) exhibe una bifurcacion simple de

Hopf en dg = d + ug, con ug > 0. [ |
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4. COEXISTENCIA DE TRES ESPECIES CON CAPTURAS

La Proposicién [4.T] ofrece un método numérico para encontrar el valor critico
do = 0 + ug del parametro de bifurcacion, y los respectivos calculos se presentan a

continuacion.
Para identificar numéricamente el valor critico 69 = 0 + ug, utilizamos la fun-
cién logistica G(x) = rx (1 — %) , junto con los parametros explicitos que vienen

dados en la siguiente tabla:

K rn By o Y B N P dy S Sy o
500 1.5 2 100 0.6 128 14 0.12 0.1 0.12 1.12 0.15

Tabla 4.1: Valores explicitos de los pardmetros.

Recordemos que, en este caso T = & = 250 y 24(dy) = 289,448 > Z.

Los valores dados en esta tabla cumplen la condicién v; > ~ y para dichos
valores el punto estacionario de coexistencia Fy = (x4, y4, 24) en ausencia de cap-
turas (u = 0) existe y es local asintéticamente estable, es decir, se cumplen las

condiciones dadas en la Proposicion 3.5.

Cuando se introducen las capturas (§ — ¢ + u, u € [0, %]) podemos visualizar
cémo se alteran las coordenadas 4(0 + u), y4(0 + u), 24(0 4+ u) y los coeficientes

del polinomio caracteristico Py(\, d) al variar u € [0, %] (ver Figuras 4.1y .

A continuacién presentamos las gréficas de las funciones a; (6 +u) = —n; (5 +
u), 72(d + u), N3(0 4+ u), con el propdsito de verificar que efectivamente tenemos

que

a1(0+u) = —n(d +u) <0, n(d+u)>0, n3(d +u)>0.
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4.3 Conservacion de coexistencia de especies bajo capturas de z(t)

—a1 (6 +u) = (0 + u). n2(0 + w).

Figura 4.1: Grificas de 7;(6 + u), i = 1,2, 3 en funcién de u € [0, 1].

También, podemos graficar Dy(6 + u) = 11(0 + u)n2(0 4+ u) — n3(d + u) asi
dD
como su derivada d_(52 en funcién de u € [0, %] (ver Figura . De estas graficas

podemos identificar la raiz ug de Dy(6 + u) = 0 como u ~ 0.197314 que cumple
= 0 donde § = 0.15 (ver Tabla .
5+u

Ademas, la Figura demuestra que parau € [0, ug) se cumple que 7y (d+u) >
0, n3(04+u) > 0, Da(0+u) = n1(d+u)n2(d+u)—ns3(d+u) > 01lo cual implica que

el equilibrio de coexistencia con u < uy permanece local asintéticamente estable.

dD
la condicién —=2

De otro lado, para u > ug la condicion Dy(6 + u) < 0 implica que F, deja
de ser asintdticamente estable. Es decir, es el valor critico de las capturas, donde

ocurre una bifurcacién simple de Hopf.

Figura 4.2: Gréfica de z4( + u), y4(6 + u), 24(5 + u) en funcién de u € [0, 3].
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150

100
50

-50

-100

-150

-200

Figura 4.3: Graficas de D2(0 + u) = 11(8 + u)n2(6 + u) — 13(6 + ) (izquierda) y
de % (derecha) en funcién de u € [0, 3].
0=56+u

20

| n3(6+U)

0.15 0.20 0.25

Figura 4.4: Graficas de 1 (0+u), n3(0+u), D2 (0+u) = m (d+u)n2(d+u)—ns3(d+u)
en funcién de u € [0, 1].

’ 2
A continuacién presentamos el comportamiento del sistema (@.3) analizado an-
teriormente, por medio de algunos resultados de la experimentacién numérica uti-
lizando Wolfram Mathematica. Para esta experimentacion se usé el conjunto de
valores dados en la Tabla@4.1|y la funcién logistica G(z) = rz (1 — £).
Como ya se ha mencionado la inestabilidad del sistema (4.3)) depende del valor
critico g = 0 + ug del pardmetro de bifurcacion. Ahora por la Proposicién |.1]

podemos determinar el valor critico ug de dyp como ug = 0.197314.

1. Para 0 < u < uy el sistema (4.3) es estable puesto que evoluciona hacia el
estado estacionario de coexistencia Ej = (24(8), y4(6), z4(5)).
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nnnnﬂnl\l\m“,v. f
w1 LA | .
m |

Z4 |

Figura 4.5: Comportamiento del sistema (@.3) cuando 0 < u < wg, tomando u =
0.11.

2. Comportamiento del sistema (4.3)) en el valor critico ug = 0.197314 alre-
dedor del estado estacionario de coexistencia Ef = (z4(8),y4(9), 24(0)),

donde ocurre la bifurcaciéon de Hopf simple.

Xa

Figura 4.6: Comportamiento del sistema {#.3) donde ocurre la bifurcacién de Hopf

simple.

3. En el caso que u > ug se observa que el sistema (4.3) es inestable alrededor
de B = ([lf4((5>, y4(5), Z4(5))
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Xa

Z4

Ya

0 t

Figura 4.7: Comportamiento del sistema (4.3) cuando u > g, tomando u = 0.25.

4.4 Diseno de estrategias para una pesca sostenible

aplicando la teoria de control 6ptimo

En esta seccion analizaremos la dindmica de la poblacién de peces z(t) bajo el
impacto de las capturas, considerando ademds la maximizacidn de la siguiente fun-
cion de utilidad

II(z,h) = p(h)h — C(z,h). (4.13)

Aqui p(h) es la funcién de demanda en donde se considera una relacion inversa
entre demanda — precio y C'(z, h) es la funcién de costo asociada con las capturas
[49]]. Asumimos un modelo econémico donde la demanda tiene pendiente decre-
ciente y los costos dependen de los niveles del stock, los cuales cumplen que:
op()

o < 0,

9C()
“oh

oC(+)

> 0,
0z

< 0. (4.14)

Estas condiciones obedecen a comportamientos frecuentes de las pesquerias [49] y

se interpretan de la siguiente forma:
e Un aumento en la recoleccién /h implica que el precio p disminuya.
e Un aumento en la recoleccién i implica que el costo aumente.

e Si aumenta la biomasa entonces el costo disminuye.
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4.4 Diseiio de estrategias para una pesca sostenible aplicando la teoria de
control optimo

Las funciones de demanda y costo estan dadas por:

p(h) = po — p1h (4.15)
C(z,h) = % (4.16)

donde h representa la recoleccién de los peces, p, es el precio del stock, p; es la
fuerza de la demanda. C'(z, h) se define como los costos totales menos la depre-
ciacion y los pagos de intereses, es decir, una aproximacion a los costos variables
totales, c es el costo de explotacion.

Ahora, sustituyendo (#.13) y (4.16) en (4.13)), 1a funcién de utilidad es:

ch
I(z,h) = poh — p1h* — — 4.17)

z
donde h(t) = wu(t)z(t) con u(t) representando la tasa de capturas o esfuerzo de
pesca. Es necesario mencionar que, en este caso consideramos las siguientes supo-

siciones:

e El modelo bioeconémico que planteamos es considerado como un modelo
de pesca comercial, por lo que es conveniente para los administradores de
la pesqueria un control sobre la pesqueria, debido a que se puede correr el

riesgo de que ésta sea sobreexplotada.

e [os administradores de la pesqueria aplican el precio del mercado del pesca-

do recolectado.

En el planteamiento de este modelo se considera que los agentes encargados tienen
como objetivo maximizar las ganancias de las recolecciones en un horizonte de
tiempo finito, sujeto a la restriccion dindmica (4.3)) y otras restricciones naturales
y de politicas que implican limites (o cotas) para la recoleccidn, h(t) = u(t)z(t)
y el stock, z(t). Por lo anterior, nuestro objetivo es maximizar los beneficios de la

recoleccion en un horizonte de tiempo finito:

T T ch
J(z,u) = / e "I(z, h)dt = / e " {poh —pih® — —] dt — méx (4.18)
0 0 <
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sujeto a
dx Bary Tz
B — — : = 4.1
= G(z) s e 2(0) = 2 (4.19a)
d x x <
dy _ by pry oy —dyy; y(0) =y (4.19b)

dt o +x o+ a4tz

dz Sxz Siyz

— = — 0z —u(t)z; = 4.1

i ats a4z u(t)zs 2(0) = 2 (4.15¢)

donde » > 0 es la tasa de descuento, es decir, los rendimientos marginales sobre
el capital de los agentes de la pesqueria, y 29 > 0, yo > 0y 2y > 0 son los
niveles iniciales para el stock de cada poblacion. En la ecuacion notamos
que las capturas dependen ahora del tiempo ¢ y estdn incluidas en el problema, en
la dindmica de la biomasa del stock de peces z.

De nuevo, como en el problema estudiado en el Capitulo 2, v : [0,7] —
[0, umsx| €s una funcion continua a trozos (esto es u(-) € PC[0,T]) con un ran-
go acotado [0, upmsx] y el valor constante 0 < s, < uo expresa el nivel maximo
de esfuerzo de pesca permitido. Conviene recordar que u, fue identificado en la
Seccién4.3.T|como el valor particular de capturas en el cual el sistema (4.3) exhibe
una bifurcacién de Hopf. Es decir, para unsx < ug el sistema (@.19) evoluciona
hacia su equilibrio de coexistencia estable, lo cual es imprescindible para los admi-
nistradores de la pesqueria ya que ellos buscan realizar una “pesca sostenible”.

Luego, definimos el conjunto de controles admisibles como:

U={u(-) € PC0,T] y w:[0,T] > [0, timax]}- (4.20)

Por lo tanto, nuestro objetivo consiste en maximizar los beneficios eligiendo el
esfuerzo de pesca 0 < u(t) < umax < up y la biomasa z = z(¢, u) correspondiente,
como solucién de @.19), de tal forma que juntos maximicen el valor total de la
renta de pesca con descuento intertemporal definida por (4.18)).

También se supone que las funciones 11, &, y, Z son continuamente diferencia-
bles, en todas las variables.

De acuerdo con el Principio del Mdximo de Pontryagin (ver [4} [5]]), si u(?) :
[0, 7] — [0, umax] es una solucién éptima del problema de horizonte infinito (4.18)-
@1y X = X(t, u(t)) : [0, T] = K[¥es la trayectoria correspondiente, entonces

4% es el conjunto absorbente definido en el Teorema 3.2 del Capitulo 3.
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existe una funcién absolutamente continua A(t) : [0, 7] — R? (diferenciable casi

en todo R?) tal que
H(X*,u*, X‘) > H(X* u, A\)

para todo u € [0, umax] y para casi todo ¢t € [0, 7.
Para el modelo propuesto, del Principio del Maximo de Pontryagin la fun-

cién Hamiltoniana en tiempo corriente asociada con el problema de control 6ptimo

(4.18)-(4.19) viene dada por

H(.I', Y, z, U, )‘17 )\27 )\3):

5 o CUZ Boxy Iz
uz — puzt — — 4+ M\ | G(x) — —
po P z 1( () o+ oq—l—x)

x T z
Y ey pry iy —dly)
o +r o +xr o+
S S
+A3 Tz + Y2 5y —uz ,

art+x o +x

(4.21)
donde \;(t) con i = 1,2, 3 son denominadas las variables de coestado o variables
adjuntas. Las condiciones necesarias para garantizar la optimalidad estdn dadas
por:

oH dX O0H dX oH
_:Oa 5, T AN —:T'A——,
u dt oX™ dt 0X
con X = (z,4,2), A = (A1, A2, A3). Luego las condiciones en detalle son de la

forma:

OH
Sy~ Pz~ 2p12°u — A3z —c =0 (4.22)
u

. Bozy YTz

t) = G(z) — — 4.23
@ (t) (7) iz otz (4.23)
. By pTY MYz

t) = — — —d 4.24
y() a; +x o] +x o] +x 1y ( )
)= 2T OWE ) (4.25)

o+ o+
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Mi(t) =\ (T - G'(z) + /oy 1z ) n Aoyl (p — B1) —nz)

(o + ) (o +1x)? (a1 + x)?
(4.26)
>\3,Z(Sly — SOél>
+ R
(an + )
: A — — A3S
No(t) =02y (r+ nz— ol — o) +d1) S (4.27)
o] +x o]+ o o]+ o
- Ayr Aoy Sy + Sz
As(t) =2piu’z — As |0 -
3(t) =2pu’z p0u+a1+$+a1+x+ slotu+r e
(4.28)
con condiciones iniciales y condiciones de transversalidad dadas por
.T(O) = Zo, y<0) = Yo, Z<0) = %0, (429)
M(T)=0, MNT)=0, X(T)=0. (4.30)
H :
Ahora, de — = 0 se obtiene que
Ju
(Po — As(t)2(t) — ¢
t) = 4.31
u( ) 2p122<t) ( )
de donde la caracterizacion del control 6ptimo u(t) es de la forma
( oOH
0, si — <0
, sl 70
(po —A3()z(t) —c . OH
“(t) = — =0 . 4.32
w () 2p122(t) o ou (4.32)
0H
max i — >0
( “ ! ou

Es decir, el control 6ptimo esta dado por

w*(t) = méx {o, min { (o = As(t))2(t) — ¢ uméx}} . (4.33)

2p 22 (t)
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Ahora se reemplaza la estructura (4.33) de u en el sistema de optimalidad (@.23))-

(4.28)) para resolver el problema.

dX OH
EEDY X(0) =X
(4.34)
dX 0H
TP ax AMI=0

Por otro lado, si existe una solucion X (¢) € R3, A(t) € R3 paratodo ¢ € [0, T],
esta solucion permite definir un control extremal usando la férmula de caracteriza-
cién (4.33). Se debe aclarar que no cualquier solucién del sistema de optimalidad
(4.34) proporciona un control éptimo a través de su caracterizacién (#.31). Esto
ultimo se debe a que el Principio del Médximo de Pontryagin proporciona una con-
dicién necesaria de optimalidad (mds no necesariamente ésta es suficiente).

Ahora dado que el sistema de optimalidad resultante (4.22)-(4.28)) es no lineal y
tiene dimension 6, es imposible resolverlo de forma analitica debido a su compleji-
dad. Por lo que solucionamos este problema de control 6ptimo de forma numérica
utilizando el software GPOPS - II de plataforma MATLAB. (la descripcion del
paquete GPOPS - II estd en el Apéndice).

En este problema de control la existencia de un control optimo se da, puesto
que al inicio del Capitulo 3 hemos mostrado que las soluciones del sistema (4.19)

son positivas y acotadas para todo u € [0, 4], porque % es decreciente respecto

0 (dz\ _ _
audt_z’

y el sistema (4.19)) es lineal en u. Ademads, la funcién (4.17) es concava en la varia-

a u dado que

ble de control u, claramente vemos que

0?11
— = 22 <0,
ou

y el conjunto de controles admisibles [0, u,4x] €s compacto. Es decir, se cumplen
las condiciones suficientes de la existencia de control 6ptimo con 7' < oo dispues-
tas en [50].

Para la solucion de este problema sujeto a (4.19) se uso el conjunto de
valores dados en la Tabla[4.2]y la funcién logistica G/(z) = riz (1 — £).
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K T Bg aq Y Bl Y1 1% dl S Sl (5 p c
500 1.5 2 100 06 128 14 0.12 0.1 0.12 1.12 015 3 1

Tabla 4.2: Valores explicitos de los pardmetros del problema de control 6ptimo (4.18))-
(4.19).

500 100

400 80

300 ’ \ ’ 60

200 40

100 20

o o
[e] 50 100 150 200 o 50 100 150 200
Time (t) Time (1)
(a) Trayectorias z*(t) (b) Trayectorias y*(t)
400 0.015
350 1
300 1 0.01 1
250 B
~ 200 1 =
150 - 4 0.005 4
100 -
50 - 4 o
o 50 100 150 200
% 50 100 150 200 Time (1)
Time (t)
(¢) Trayectorias z*(t) (d) Trayectorias u*(t)

Figura 4.8: Trayectorias del sistema (.19).
En la Figura [4.8]estén las graficas de las trayectorias *(t), y*(t), 2*(t), u*(t),

donde el parametro p es fijo p = 0.12. Recordemos que p es un pardmetro que

representa la contaminacién por parte de la poblacion z(t) que afecta directa e
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indirectamente las poblaciones y(¢) y z(¢). Se observa que bajo estd politica los
estados x(t), y(t), z(t) y el control u(t) después de cierto tiempo comienzan a
estabilizarse, lo cual garantiza la sostenibilidad de la pesca, ademds de garantizar
la coexistencia de las poblaciones x(t), y(t), z(t).

A continuacion, ilustraremos los cambios que presentan las soluciones del pro-
blema de control 6ptimo (4.18)) sujeto a las condiciones (4.19)), respecto a pequeiias

variaciones en el parametro p.

(a) Trayectorias z*(t) (b) Trayectorias y*(t)

(¢) Trayectorias z*(t) (d) Trayectorias u*(t)

Figura 4.9: Trayectorias del sistema (4.19)), bajo la estrategia de pesca u*(t).

Al analizar las graficas de la Figura[4.9)se puede ver que independiente de los

111



4. COEXISTENCIA DE TRES ESPECIES CON CAPTURAS

valores que tome el pardmetro p todos los estados se estabilizan. Cabe destacar

segun las gréificas que:

e Para valores grandes de p, es decir al aumentar la contaminacion en el sistema
el control estacionario v* es mayor. Es decir, en este caso los administradores
de la pesqueria deben aumentar el esfuerzo de pesca. Lo anterior tiene una

explicacion bastante 16gica.

De acuerdo con el andlisis realizado en la Seccién 3.5, en ausencia de captu-
ras (u = 0), las variaciones en p afectan los niveles estacionarios de coexis-
tencia de las tres especies de la siguiente manera: la poblacién z(t) aumenta
su nivel estacionario cuando p crece, la poblacién y(t) es basicamente inalte-
rada en el estado estacionario por los cambios en p y el nivel estacionario de
la poblacion z(t) decrece al aumentar p. La politica de capturas u*(¢) esta di-
sefiada para conservar estas tendencias respecto a las posibles variaciones en
p, y de esta forma mantener la sostenibilidad de la pesca. Como el nivel es-
tacionario de z(¢) disminuye cuando p aumenta, se requiere mayor esfuerzo

u*(t) dado que el tamafio de la poblacién z(t) es menor.

e En el caso en que p es pequefio, los niveles de las poblaciones consideradas
en el sistema (4.19)) aumentan, generando mas oferta para la recoleccion de la
especie comercial. Se observa ademds que el control disminuye, lo cual im-
plica que los administradores de la pesqueria invierten menos en el esfuerzo

de la recoleccion de la especie z.

4.5 Conclusiones

En este capitulo, al igual que en el Capitulo 3, se analizé la existencia de estados
estacionarios y la estabilidad de ellos en un sistema que ahora involucra la captura
de la especie comercial que encabeza una cadena alimenticia.

Dada la complejidad del sistema con recoleccion (.19), su andlisis se restringio
al caso a = [ = 1 en la funcién de recoleccién (4. 1).

Encontramos que adn en el caso en que la variable de esfuerzo pesquero u es
una cantidad constante positiva, la dindmica poblacional de las tres especies invo-

lucradas en la cadena alimenticia es muy distinta al caso en el que no se considera
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la captura de la especie comercial (v = 0). Se evidencié que, para un esfuerzo de
pesca u suficientemente grande, algunos puntos de equilibrio del sistema cambian
de estable (inestable) a inestable (estable). Inclusive algunos puntos de equilibrio
pueden desaparecer de acuerdo a las variaciones del esfuerzo de pesca wu.

Nuestro interés se centrd en conservar la coexistencia estable de las tres espe-
cies introduciendo las capturas del depredador principal, establecer las condiciones
bajo las cuales se permite extraer una cantidad razonable del recurso que, por un
lado, maximiza la renta de pesca y, por otro lado, conserva una fraccién del recurso
para las futuras ganancias, fomentando asi una pesca sostenible.

Realizamos un andlisis de bifurcacién de Hopf del punto estacionario de co-
existencia respecto al esfuerzo de pesca u, suponiendo €ste un pardmetro constante
dentro del modelo. Mediante este andlisis de bifurcacion logramos identificar un
valor critico del esfuerzo de pesca, ug, tal que para todo u € [0, ug) se conserva la
coexistencia estable de las especies.

Por otra parte, se aplicé la teoria de control éptimo para disefiar una estrategia
de pesca sostenible respecto a la dindmica del sistema (4.19) donde el esfuerzo de
pesca es una funcidn continua a trozos, u(t). Dicha estrategia garantiza que el siste-
ma dindmico con capturas evolucione hacia el estado estacionario de coexistencia
estable de las tres especies.

Ademads, se mostré que la estrategia de pesca sostenible se puede ajustar a las
variaciones en el nivel de contaminacion p > 0 inducidas por las presas toxicas.
En particular se obtuvo que, al aumentar la contaminacion en el sistema el control
estacionario u* es mayor. Es decir, en este caso los administradores de la pesqueria
deben aumentar el esfuerzo de pesca. En caso contrario los niveles de las pobla-
ciones del sistema (4.19) aumentan, lo cual implica que los administradores de la
pesqueria invierten menos en el esfuerzo de la recoleccién de la especie comercial

Z.
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Conclusiones y Trabajo
Futuro

Conclusiones

Establecer politicas de conservacion de vida y alimento en nuestro planeta, cada
dia cobran mas importancia, debido a que hay una mayor necesidad de alimentos
por parte de la poblacién humana y la escasez de recursos naturales renovables.
Estas necesidades conllevan al aumento de estudios de modelos biolégicos con un
enfoque no solo econémico sino sostenible. En particular, en este tipo de modelos
se pueden encontrar aquellos que involucran la conservacion de especies marinas,
dado que los recursos pesqueros constituyen una fuente importante de alimentacién
y generan utilidades econdmicas en todas las escalas.

Es importante resaltar que los recursos renovables pesqueros contienen carac-
teristicas naturales que se ven permanentemente amenazadas por el aumento de
la contaminacidn, la sobreexplotacion y el consumo de especies sin ningun tipo de
control. Debido a lo mencionado anteriormente, el estudio de modelos bioeconomi-
cos que involucran especies marinas con caracteristicas particulares (como son las

especies pelagicas) o describen la interaccidon de especies en ecosistemas marinos
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(cadenas alimenticias) es un campo de investigacion que permite aplicar diversas
teorias de las matematicas.

El objetivo principal de esta tesis doctoral era contribuir en este campo de in-
vestigacion estudiando la dindmica modificada de una o méas especies marinas por
la explotacion externa de este recurso renovable por parte de la industria.

Como resultado de los estudios realizados en este trabajo, se disefiaron estrate-
gias sostenibles para los dos modelos analizados.

Es importante resaltar que, la falta de datos en Colombia relacionados con la
recoleccion de especies marinas, hace que no se puedan estudiar modelos acorde a
las necesidades de los agentes encargados en el disefo de estrategias para la pesca
sostenible en el pais lo que puede generar colapsos y extincion de especies vitales

para la seguridad alimentaria de poblaciones costeras, por ejemplo.

Trabajo futuro

En el desarrollo de la investigacion, nos hemos encontrados con problemas intere-
santes derivados de este trabajo, que no hacen parte de los objetivos planteados en
el proyecto doctoral. Planeamos estudiar estos problemas con el fin de obtener im-
portantes resultados complementarios. Nuestro trabajo a futuro se centrard en los
siguientes temas:

La teoria referente a la existencia de soluciones tipo Turnpike fue inicialmente
planteada para problemas de control 6ptimo gobernados por los sistemas dindmicos
lineales [45]. Luego, dicha teoria fue aplicada por A. Rapoport & P. Cartigny [S1,
52] a modelos de pesca tradicionales considerados por Clark [4]. Nuestra intencién
consiste en extender la metodologia propuesta en [S1,152]] al modelo de la pesqueria
peldgica estudiado en esta tesis doctoral.

Una de las preguntas que ha surgido con mayor frecuencia en las exposicio-
nes hechas sobre el modelo de la cadena alimenticia, es sobre la estabilidad global
de la coexistencia de las tres especies. Dicha pregunta todavia no tiene respuesta
justificada. De otro lado, cabe resaltar que para la construccion de las estrategias
de pesca sostenible no es necesario que el punto estacionario de coexistencia sea

globalmente estable. No obstante, encontramos un camino que podrad ayudarnos a
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resolver este interrogante el cual consiste en aplicar un método geométrico pro-

puesto en [53} 54, [55]).
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Apéndice. Paquete de
software GPOPS 11

Los problemas de control 6ptimo pueden resultar de alta complejidad, por lo
que encontrar la solucién de un problema de control 6ptimo de forma analitica
no siempre es posible. Por lo tanto, el uso de herramientas computacionales ha
pasado a ser un aliado importante en la solucion de estos problemas complejos. Es
importante mencionar que el control 6ptimo computacional estd compuesto por una
variedad de métodos numéricos e implementaciones de software. La gran mayoria
de las implementaciones de software de control 6ptimo involucran la transcripcion
directa de un problema de control 6ptimo de tiempo continuo a un problema de
programacion no lineal (PNL). Este tipo de problemas se pueden resolver haciendo
uso de paquetes de dominio libre o paquetes comerciales (ver [56]).

A medida que se han ido desarrollando estrategias de solucion numérica de pro-
blemas se ha podido apreciar que desde la década 1980, los métodos de colocacion
directa se han posicionado en la solucién numérica de problemas de control 6pti-
mo no lineales. En un procedimiento de colocacién directa, las variables de estado
y de coestado del sistema de optimalidad se discretizan en un conjunto de puntos
elegidos apropiadamente en el intervalo de tiempo considerado. Dicho sistema en

tiempo continuo luego se transforma en un problema PNL de dimension finita. El
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problema PNL resultante se resuelve utilizando las subrutinas destinadas para es-
te fin (por ejemplo, las subrutinas SNOPT o IPOPT de MATLAB), iniciando en
las condiciones de frontera y luego ajustando las trayectorias de estado y coesta-
do (mediante aproximaciones polinomiales de un mismo grado maximo o splines)
dentro de cada subintervalo de particién para que cada una de ellas satisfaga la
dinamica del sistema. La convergencia de estos métodos se consigue mediante el
aumento del nimero de puntos de colocacion (afinamiento de la malla). Sin embar-
go, la convergencia no se logra siempre ya que cuando la distancia entre los nodos
vecinos tiende al “épsilon de la maquina”, el algoritmo numérico debe detenerse
sin llegar atin a las trayectorias que satisfacen la dindmica del sistema.

Por otro lado, existen métodos directos de colocacion ortogonal basada en la
cuadratura Gaussiana. En estos métodos, las trayectorias se aproximan utilizando
un polinomio de interpolacion de Lagrange, donde los puntos de colocacion (o sea,
los nodos de este polinomio) se eligen para ser puntos asociados con la cuadratura
de Gauss. Originalmente, se implementaban métodos de colocacion de cuadratu-
ra Gaussiana en el intervalo entero de tiempo (el cual puede ser normalizado a
[—1,1]). Por lo tanto, la convergencia de estos métodos se lograba aumentando
el nimero de nodos y el grado del polinomio de aproximacién sobre el intervalo
entero. En estos casos, la complejidad computacional crecia drasticamente con el
aumento de grado del polinomio de aproximacion. No obstante, para aquellos pro-
blemas con valores en la frontera en donde las soluciones son suaves y no tienen
cambios abruptos, los métodos de colocacion basados en la cuadratura Gaussiana
no requieren muchos puntos de colocacion (nodos) y tienen una estructura simple,
lo cual hace que estos métodos convergen exponencialmente [S7].

La combinacion de los dos enfoques anteriores se conoce como métodos de
colocacion ortogonal directa, ademds se conocen como métodos pseudoespectrales
de Gauss (27,156, 58]]. La seleccion particular de puntos de colocacién (nodos) da
origen a diferentes métodos pseudoespectrales.

Segtn lo indicado en [S8]], existen tres tipos basicos de conjuntos de nodos para

la colocacién ortogonal en un método pseudospectral:
e los puntos LG (de Legendre-Gauss),

e los puntos LGR (de Legendre-Gauss-Radau),
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e los puntos LGL (de Legendre-Gauss-Lobatto).

Estos tres conjuntos de puntos se obtienen a partir de las raices de un polinomio de
Legendre y/o de las combinaciones lineales de un polinomio de Legendre con sus
derivadas. Todos estos conjuntos de puntos estan definidos en el dominio [—1, 1],
pero difieren significativamente entre si. El conjunto de los puntos LG no incluye
los puntos extremos, el conjunto de los puntos LGR incluye s6lo uno de los puntos
extremos y el conjunto de los puntos LGL incluye ambos puntos finales; ademas,
los puntos LGR son asimétricos con respecto al origen.

Para cada tipo de conjuntos de colocaciéon (LG, LGR, LGL) fueron elaborados

los métodos pseudoespectrales correspondientes, a saber:
e conjunto LG = método pseudoespectral de Gauss [39];
e conjunto LGR = mérodo pseudoespectral de Radau [60];
e conjunto LGL = método pseudoespectral de Legendre [61].

Estos tres métodos son métodos adaptativos tanto en el nimero de subinterva-
los de la malla como en el grado del polinomio de aproximacién dentro de cada
subintervalo. Por lo tanto, permiten tomar ventaja de la convergencia exponencial
de un método global de cuadratura Gaussiana en las regiones donde la solucion es
suave e introducir nodos adicionales solo en las regiones donde la solucién cambia
rapidamente.

El paquete computacional GPOPS-II implementa el método pseudoespectral
de Radau aplicando de manera interna y automética un escalamiento del intervalo
[0,7] a[—1, 1] junto con un refinamiento adaptativo de su particién y permite variar
el grado de los polinomios de aproximacion, el nimero de subintervalos en la malla
y el ancho de cada subintervalo durante el proceso de ejecucion. También permite
adicionar puntos de colocacion en las regiones donde se necesita mas informacion
acerca de las trayectorias para asi capturar las caracteristicas claves de una solucién
optima.

La principal ventaja del método pseudoespectral de Radau consiste en que es-
te método (a diferencia de otros métodos pseudoespectrales) permite utilizar las

formulas exactas de las derivadas parciales para calcular el gradiente y el Hessiano
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del Lagrangiano, asi como el Jacobiano de restricciones, en el problema PNL re-
sultante de discretizacion. Esto contribuye significativamente en la exactitud de los
célculos y favorece la convergencia del algoritmo numérico [27].

En el paquete GPOPS-II para resolver un problema de control éptimo es ne-
cesario definir dos funciones, una “endpoint function” y una “continuos function”.
En la endpoint fuction se define cuando empiezan y terminan todas las fases del
problema y la funcién objetivo del problema de control 6ptimo. En la continuos
function se define la dindmica del problema, las restricciones sobre los estados y/o
controles del problema y las condiciones de frontera. Ademads, se deben especificar

los limites superior e inferior de
e El tiempo al inicio y final de una fase.
e El estado al inicio, durante y al final de una fase.
e El control durante una fase.
e Las condiciones de frontera.
e [os parametros fijos.
Luego, al ejecutar GPOPS-II se obtienen los siguientes resultados
e Solucidn: estado, coestado y control.
e Objetivo: El valor 6ptimo de la funcion objetivo en cada iteracion.

La principal limitacion del paquete GPOPS-II consiste en que éste requiere la
continuidad de las primeras y segundas derivadas del Hamiltoniano H (y también
de las restricciones, si éstas estan presentes) con respecto a todas sus variables. No

obstante, los modelos trabajados en esta tesis cumplen esta condicion.
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