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Resumen

Las MV-dlgebras introducidas por Chang en [3] son una generalizacion algebraica de la
l6gica proposicional de Lukasiewicz de multiples valores. Este trabajo aborda las MV-
algebras topologicas, MV-élgebras dotadas de topologias compatibles con sus operacio-
nes algebraicas. El objetivo principal es estudiar con detalle propiedades topolédgicas co-
mo regularidad, conexidad y los axiomas de separacion, asi como las condiciones nece-

sarias para que una MV-algebra sea considerada topoldgica bajo diferentes perspectivas.

Palabras claves: MV-dlgebra topoldgica, topologia filtro, regularidad, topologia ideal,

axiomas de separacién.
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Introduccion

Las algebras Booleanas surgieron como la contraparte algebraica de la 16gica clasica; por
su parte las MV-algebras fueron definidas por C. C. Chang, en 1958 y 1959, cuando éste
dio la prueba algebraica de la completez de la l6gica proposicional multivaluada de Lu-
kasiewicz [3]. En este sentido, las MV-dlgebras son la contraparte algebraica de la 16gica

proposicional de Lukasiewicz.

En 1986, D. Mundici probé una equivalencia categérica entre las MV-dlgebras y los gru-
pos abelianos reticulados con unidad fuerte [14]. Inspirados en esta equivalencia y en el
trabajo de [22], en 2017, C. Lang y Y.C. Yuang definen las topologias filtro sobre MV-dlge-
bras [12] y muestran que toda MV-dlgebra puede ser dotada naturalmente de la topologia
filtro [12]. Surge la pregunta natural: ;Cuando la topologia filtro hace a una MV-algebra
una MV-dlgebra topolégica? Lua, Wan y Weber responden a esta pregunta en [13], dando

condiciones necesarias.

La investigacién en torno a las MV-élgebras topoldgicas no ha cesado desde entonces, y
en particular, en el tltimo afio, se han encontrado resultados sobre las propiedades de
separacion que estas poseen. En este trabajo estudiamos con detalle las propiedades de
MV-élgebras topoldgicas y los resultados presentados en el articulo On regularity of topo-
logical MV-algebras [7], y vemos cémo la topologia subyacente a la MV-algebra topolégica

determina caracteristicas fundamentales como la separacién y la regularidad.
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Capitulo 1

Preliminares

1.1. Reticulos

Los reticulos conforman una estructura matematica estrechamente ligada a las dos estruc-
turas algebraicas discutidas en los siguientes capitulos, las MV-dlgebras y los lu-grupos.
Las definiciones y teoremas sobre reticulos, que se presentan en este capitulo, se encuen-
tranen [19] y [2].

Definicién 1.1.1. Un reticulo (L,V, \) es un conjunto L # () junto con dos operaciones binarias

V, A que satisfacen las siguientes condiciones para cualesquiera x,y, z € L:
s zVy=yVz y zAy=yAx. (Conmutativa)
m xV(yVz)=(@Vy)Vz y zA(yAz)=(xAy)Az (Asociativa)
s V=2 Yy TAz=1 (Idempotencia)
s zA(zVy)=2 y zV(zAy) == (Absorcion)

Decimos que L es un reticulo distributivo si ademas cumple con x A (yV z) = (x Ay)V (z Az).

Ejemplo 1.1.2. El conjunto N de los niimeros naturales con las operaciones V = mcm(n, m),
definida como el minimo comiin miiltiplo, y A = med(n, m), como el miximo comiin divisor, para
cada par de elementos n y m en N, es un reticulo.

El concepto de reticulo tambien se puede abarcar de la siguiente manera,

Definicion 1.1.3. Un conjunto parcialmente ordenado (o poset) (L, <) es un reticulo, si para

cada a,b € L, los elementos

sup{a,b} :=min{ce L |a <e¢, b<c},
inf{a,b} == méx{d € L | d < a, d < b},
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existen en L.

Las definiciones 1.1.1 y 1.1.3 son equivalentes. En efecto, si (L, V, A) es un reticulo como

en la Definicién 1.1.1, se construye el orden parcial < asf:
a<b, siysolosi,a=aAb, siysolosi,b=aVb.

En sentido contrario, si (L, <) es un reticulo como en la Definicién 1.1.3, se definen las

operaciones V, A como:
aANb:=inf{a,b} yaVb:=sup{a,b}.

Observacién 1.1.4. Dado un reticulo L = (L, V, \), existe otro reticulo asociado L°P = (L, V op, Nop)
denominado reticulo dual (también llamado opuesto), donde el conjunto subyacente es el mismo

y las operaciones estdn definidas ast:

De manera natural, se introducen las funciones que conservan la estructura de reticulo,

las cuales son conocidas como homomorfismos de reticulos.

Definicion 1.1.5. Dados dos reticulos (L1,Vp,,AL,), (L2,VL,,AL,), una funcion
f + L1 — Lo se dice que es un homomorfismo de reticulos, si para cada a,b € L, se

tiene que:
= flaVi, ) = f(a) Vi, f(b).
= flaAr, b) = f(a) AL, f(D).

Si Ly y Lo son reticulos considerados como posets, entonces una funcion f : L1 — Lo es un
homomorfismo de reticulos si a <p, bimplica f(a) <, f(b).

1.2. Topologia

Definicion 1.2.1. Una topologia sobre un conjunto X es una coleccion m C P(X) que cumple:
m ), X eT.
w Si{A;| i€ I} es una familia arbitraria en T, entonces |J A; € 7.
i€l

m Si A, B € T, entonces ANB € 7.

Elpar (X, T) se denomina espacio topoldgico, mientras que los elementos de X y T son llamados

puntos y conjuntos abiertos, respectivamente. Un conjunto A C X es cerrado si A° € 1.

10
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Ejemplo 1.2.2. Dado cualquier conjunto X, la coleccién Ty := {0, X } se conoce como topologia
trivial, mientras que T := P(X) se denomina topologia discreta. Evidentemente, (X, 1) y

(X, 72) poseen el mismo conjunto subyacente, pero son espacios topolégicos diferentes.

Definicion 1.2.3. Una funcién entre espacios topolégicos f : (X, 7x) — (Y, 7y) se dice que es
continua si para cada U € 1y se tiene que f~1(U) :=={x € X | f(z) € U} € 7x.

Definicion 1.2.4. Sea (X, 7) un espacio topolégico. Un conjunto B C T es una base para 7, si

paracada A€ 17, A = U Bjdonde{B;:je J} CB.
jed

Ejemplo 1.2.5. El conjunto B = {{z} | x € X} U{(} es una base para la topologia discreta. Por

otra parte, es inmediato que para cada espacio topolégico (X, T), se tiene que T es una base para si

misma.

Definicion 1.2.6. Si (X, 7) es un espacio topolégico y = € X, una vecindad de x es un conjunto

V para el que existe un abierto U € T tal que
zeUCV.

Definicién 1.2.7. Sean (X, 7) un espacio topolégico, x € X y N una coleccién de conjuntos.

Decimos que N es una base del sistema de vecindades de x si,
1. ParatodoV e N,z € V.
2. Para todo abierto U de x, existe un V.e€ N que V. C U.

Definicién 1.2.8. Sea X un espacio topolégicoy A C X, la clausura de A, A, es el conjunto:
A= ﬂ{C C X |Cescerradoy AC C}

y el interior de A, int(A), es el conjunto:
int(A) = U{U C A | U esabiertoen X }

Definicién 1.2.9. Sea X un espacio topolégico. Una separacion de X es un par U,V de abiertos
disjuntos no triviales de X cuya unién es X. El espacio X es conexo si no existe una separacion
de X.

Teorema 1.2.10. La unién de una coleccion de subespacios conexos de X que tienen un punto en

comiin es conexa.

Teorema 1.2.11. La imagen de un espacio conexo bajo una aplicaciéon continua es un espacio

conexo.

11
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Proposicién 1.2.12. La clausura de un espacio conexo también es un espacio conexo.

Definicién 1.2.13. Dado un espacio topoldgico X, se llama componente conexa, a cada uno de
los conjuntos maximales conexos. Es decir un subconjunto Y C X es un componente conexo si se

cumplen estas dos condiciones:
1. Y es conexo.
2. Cualquier conjunto Z que contiene propiamente a'Y es disconexo.

Se cumple que las componentes conexas de X forman una particion de X. Si X es conexo, se tiene

que X es su iinica componente conexa.

Propiedades de Separacién

Los axiomas de separaciéon son propiedades topolégicas que garantizan la existencia de
un nimero suficiente de conjuntos abiertos como para distinguir topolégicamente puntos

distintos.

Definicién 1.2.14. Un espacio topolégico X es un espacio regular cuando para cada conjunto
cerrado F de X y cada punto x que no pertenece a F, existen abiertos, U de x y V de F, que son
disjuntos, estoes U NV = ().

Definicién 1.2.15. Sea (X, 7) un espacio topolégico, decimos que X es
Ty: Sidados dos puntos de X hay una vecindad de alguno de ellos que no contiene al otro.
Ty: Sidados dos puntos de X hay una vecindad de cada uno que no contiene al otro.
T5: (Hausdorff) Si para cada par de puntos de X existen vecindades de cada uno disjuntas.

T3. Si X es reqular y T.

\\\\\\\

To T4 T Regular

Figura 1.1: Axiomas de separacion

Proposicién 1.2.16. Un espacio topolégico X es regular si y solo si para todo x € X y cada

vecindad U de x, existe una vecindad V' de x tal que V C U, dondeV eslaclausurade V.
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Capitulo 2
MV-dlgebras

Las MV-dlgebras son estructuras algebraicas que generalizan la 16gica proposicional clési-
ca y la légica difusa. Las MV-dlgebras, tal como las conocemos hoy, fueron introducidas
formalmente por el matematico italiano Daniele Mundici en 1986 en [15], pero el término
y la estructura ya existian desde la investigacién sobre dlgebras de 16gica multivaluada

de Luckasiewicz [4]. Las definiciones y teoremas de este capitulo son de [5] y [16].

2.1. MV-dlgebras, ideales y filtro

Definicién 2.1.1. Una MV-dlgebra es una dlgebra (A, &, x, 0) del tipo (2,1, 0) que satisface los

siguientes axiomas: para todo x,y € A

M1. (A, ®,0) es un monoide conmutativo,
M2, (z*)* ==,

M3. z® 0" =0,

M4 (z*dy)dy=(y"dz) Da.

Para simplificar la notacion nos referiremos a la MV-dlgebra (A, &, *,0) solo con su con-
junto soporte A. Una MV-élgebra es trivial si su conjunto soporte es un conjunto unitario.
Para una MV-dlgebra (A, @, *,0) se definen una constante y las siguientes operaciones

asi:

13
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Oy =0yt
Ademas para todo z,y € A, se define la relacién
r<ysraey=1,

que resulta ser un orden parcial en A, conocido como el orden natural de A; este orden
dota de una estructura de reticulo distributivo acotado a A con 0 y 1 como primer y

altimo elemento respectivamente, y
zVy=(@oy)dyyzAy=z0 (2" dy).
Ejemplos

1. Elintervalo [0, 1] con las operaciones x &y = min{l,z +y} y 2* = 1 — x es conocida

como la MV-dlgebra estandar.

2. Toda algebra booleana es una MV-élgebra en la cual las operaciones & y V coinci-

den.

3. [0,1]NQyparacadan € Z*, L, = {% :m € {0,1, ...,n}} con las operaciones de

la MV-élgebra estdndar son MV-dlgebras.

4. Sea X un conjunto y A una MV-dlgebra, el conjunto AX = {f : X — A: f es funcién}
es una MV-dlgebra con las operaciones definidas puntualmente, esto es, si f,g €
AX, (f@g)(z) :== f(x) D g(z) y f*(x) := (f(2))* para todo = € X, y el 0 correspon-
de a la funcién constante 0 : X — A tal que 0(x) = 0 para todo z € X.

Definicién 2.1.2. Diremos que A es una MV-cadena si esta linealmente ordenada.

Ejemplo 2.1.3. Se definen los siguientes conjuntos Cqy y Cy de simbolos formales:
Co=10,¢,2¢,3¢c,...}, Cr1={1,c",(2¢)", (30)",...},

donde 0 = 0c, 1 = 0%, y (kc)*™* = ((kc)*)* = kc para cualquier entero positivo k. Sea + (resp.
—) la suma ordinaria (resp. resta) entre enteros, se define la sigquiente operacion binaria & en
C=CyuC:

= nc® me = (n+m)c,
. (no)* @ (me)* =1,

1, sin < m,

((m—=n)e)*, sin>m.

14
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Entonces, (C, &, ,0) es una MV-cadena, y

0<c<2c<--<(n—1ec<ne<---<(ne) ' <(n—=1)c" << (2)" <" <1
En lo que sigue, la letra A denotard una MV-élgebra si no se indica otra cosa.
Proposicién 2.1.4. Para cualquier x,y,z € A, se cumplen las siguientes propiedades:

1. 0<x <1,

2. x <ysiysolosiy* <z*,

3. xoy<zsiysolosiz <y* Pz,

4. x<yentoncesr z<yDzyr©z<y0z,

5, 202 <xy Qyo T,

6. 20 (yYdz)<yd(xO 2).

Lema 2.1.5. Para todo x,y, z € A, las siguientes proposiciones son equivalentes:

1. z<y,

2. x"dy=1,
3. zoy* =0,
4. y=xVy,

5. Existe un elemento z € A tal que v ® z =y,
6. y* <z’
7. 2@z <y®zparatodo z € A,
8. x©z<y®zparatodoz € A.
Lema2.1.6. Siz oy = 0=y O x entonces x = y.
Demostracién. Tenemos que
(@ oy) =1y o) =

es equivalente a

roy=0=yox

entonces por el 2 del Lema 2.1.5 z es igual a .

15



CAPITULO 2. MV-ALGEBRAS

Lema 2.1.7. Si z,y € A entonces:
1. xoy<zNhy<z,y<zVy<zdy,
2. (xVy)* =z* Ny*,
3. (x ANy)* =a* V¥,
4. x@y=(zVy ® (zAy),
5. 10y=(zVy o (zAy),
6. x ANy = 0entoncesx ®y=xVy,
7. xVy=1lentoncesx ®y =1x Nvy.
Lema 2.1.8. Para todo x,y, z € A, se tiene que:
lL.zoy<zAhy<z,y<azVy<zdy,
22z@YA2)=(@dy) A(@@oz2),
3z0@yVz)=(xoy V(rez),
4. (xoy) @ (xOy) =zDy,
5. SizOQy=a20zyx®y=xdz, entonces y = z.
6. (zoy) ANlyox) =0,
7.x=(zNy)®(xey).

Lema 2.1.9. Sea A una MV-ilgebra. Para cualesquiera x,y € A, las siguientes condiciones son

equivalentes:

1. zoy=y;

2. xQy=ux

3.z ANy*=0;

4. x*VvVy=1
Lema 2.1.10. En una MV-ilgebra A las operaciones ®, ® y © cumplen las siguientes propieda-
des:

1. Siz <yentonces zS z > z S y.

16
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22.260@Wydr)=(x0y) o=
Lema 2.1.11. Sean x,a € A.Sizx D a=ayx @ a* = a*, entonces x = 0.

Demostracién. Supongamos que x ®a = ay x @ a* = a*. Entonces, por el Lema 2.1.8 1, se

tiene v < z @ a = a. Ademas, por el Lema 2.1.9 3, se cumple que
xAa=zA(a")" =0.
Por lo tanto, z =z Aa = 0. ]

Definicién 2.1.12. Un MV-ideal de una MV-dlgebra A es un subconjunto no vacio I C A, tal
que para todo x,y € A:

1. Siy <z € Ientoncesy € 1,
2. Siz,y € FentoncesxVyel.
3. Six,y € lentoncesx ®y el
Si I satisface 1. y 2., diremos que I es un ideal.
Definicién 2.1.13. Un MV-filtro es un subconjunto no vacio F' C A, tal que para todo z,y € A:
1. Sizx € Fyx < yentoncesy € F.
2. Siz,y € Fentoncesz ANy € F,
3. Six,y € Fentoncesx ©®y € F
Si F satisface 1. y 2., diremos que F es un filtro.
Definicion 2.1.14. Se dice que una MV-dlgebra A es simple si sus tinicos ideales son {0} y A.

Definicién 2.1.15. Dada una MV-dlgebra A, se define la funcion distancia d : A x A — A,
como
d(z,y) = (xoy) ® (y© 2).

Teorema 2.1.16. La funcién distancia d, cumple las siguientes propiedades:
1. d(z,y) =0siysolosiz =y,
2. d(z,y) = d(y, x),
3. d(z,y) < d(z,z) ®d(z,y).

Lema 2.1.17. d(x,y) = d (z*,y").
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CAPITULO 2. MV-ALGEBRAS

Demostracion.
oy)eyor)=0E"0y)ey o)
(Toy)eor)=>0"0y ey o)

Dado que @& y ® son conmutativas, tenemos que d(x,y) = d (z*, y*). O

Lema 2.1.18. Una MV-dlgebra A es finita si y solo si A es isomorfa a un producto finito de
cadenas finitas, en simbolos,
A= Ly, X Lp, X+ X Ly,

para algunos enteros 2 < ny < ng < --- < ny. Esta representacion es tinica, salvo el orden de los

factores.

Lema 2.1.19. Sea I un ideal de una MV-ilgebra A. Define una relacion binaria =1 en A mediante:
r=ry < d(x,y) € I.

Entonces, =1 es una congruencia.
Reciprocamente, si = es una congruencia en A, entonces {x € A | x = 0} es un ideal, y x = y si
y solo si d(z,y) = 0. Por lo tanto, la correspondencia I —=; es una biyeccion entre el conjunto

de ideales de A y el conjunto de congruencias en A.

Sea I un ideal de una MV-dlgebra A. Dado x € A, la clase de equivalencia de x con
respecto a =y sera denotada como z/1, y el conjunto cociente A/ =; serd A/I. Dado que

=1 es una congruencia, en el conjunto A/I se definen las siguientes operaciones:

(/D) =a"/I y (z/I)@(y/I)=(zoy)/l

La estructura (A/I,®, *,0/I) resulta ser una MV-algebra, llamada el dlgebra cociente de
A por el ideal I. Ademas, la correspondencia x +— z/I define un homomorfismo natural
pr desde A hacia A/I.

Lema 2.1.20. Sea I un ideal de una MV-dlgebra A, y a,b € A. Entonces,
a/l =b/1 <= d(a,b) el <= (a®b " €lyboOa”" €l).

Proposicién 2.1.21. Sea 2 un conjunto de indices, y A = [];cq As el producto directo de una
familia {A;}icq de MV-dlgebras. Para cada i € ), si I; es un ideal de A;, entonces el producto

cartesiano [ [;.q, I; de conjuntos I; es un ideal de A, y

A/ 5= []A/n).

1€Q2 1€Q2

18



CAPITULO 2. MV-ALGEBRAS

Proposicién 2.1.22. Sea Q un conjunto finito de indices, y A = [, A; el producto directo de
una familia {A;};cq de MV-dlgebras. Si K es un ideal de A, entonces para cada i € 2, existe un

ideal I; de A; tal que
K=]]5
i€
Lema 2.1.23. Sean A una MV-ilgebray B C A, se define
B* ={b*:b e B}.
Si I es un MV-ideal de A entonces I* es un MV-filtro de A.

Demostracion. Sea x € I* y v < y, se sabe que z* € I,y por la Proposicién 2.1.4 z* > y*
por tanto y* € I y hemos probado la primera condicién de MV-ideal. 2 se tiene inme-
diatamente por el Lema 2.1.7, 3. Sean x,y € I* entonces por propiedades de los ideales
(xOy)*=z*@y* €lportantozr Oy € I*. O

Definicién 2.1.24. Sean Ay B MV-dlgebras. La funcién f : A — B es un homomorfismo si
satisface las siguientes condiciones para todo x,y € A:

1. f(0) =0,
2. flzdy) = f(z) @ f(y),
3. f(z*) = f(x)*.

Lema 2.1.25. Sea f : A — B un homomorfismo de MV-dlgebras. Para cualesquiera x,y € A, se
cumple que:

L f(1) =1,

2. flxoy) = f(z)© f(y),
3. flwny) = flx) A fly),
4. flzVvy)=f@)V fy),

Notacion
Paraa € A, x € {&,0,6V,A} yU,V C A definimos:

1. La funcién @, : A — A asi ®4(x) =ad z,
2. Lafuncion ©, : A — Aasi O4(z) =a © x,
3. Lafunciéon ,©: A — Aasi L,(z) =a Sz,
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CAPITULO 2. MV-ALGEBRAS

4. Lafunciéon 6, : A — Aasi D,(x) =z Sa,
5. La funciéon V, : A — Aasi V() =aVz,
6. La funcion A, : A — Aasi A\y(x) =a A,

7.axU={axu:ueU}L,UxV ={uxv:uelUveV},U*={u*":uecU}.

2.2. Algebras libres y funciones de McNaughton

Dada una clase K de algebras (como los grupos, anillos o MV-dlgebras) y un conjunto X,
es de utilidad conocer el dlgebra mas general de la clase K generada por X. Por ejem-
plo, si K es la clase de los semigrupos y X = {z}, en este caso hay varios semigrupos
generados por X, el mas simple (X,-), donde x - = x y el mds general es (Y, -) donde
Y ={z, 2?23, 2", }ya" 2™ = 2", el segundo semigrupo es el “més general”,
dado que todo semigrupo puede ser generado por un elemento es una imagen homo-

morfa de (Y, -), estas dlgebras van a ser llamadas algebras libres [9]

En esta seccién vamos a estudiar las algebras libres cuando K es la clase de las MV-
algebras y su relacién con las funciones de McNaughton.

Definicién 2.2.1. Un MV-term o término en k variables x1, x2, ..., x), es una cadena finita de

simbolos sobre el alfabeto

{07 * @, 1, .. J;k‘}
obtenida inductivamente, con las siguientes reglas (Ver [5])
1. 0y x; parai = 1, ..., k son MV-términos.
2. Si T esun MV-término, 7* también lo es.

3. SiTy o son MV-términos, T & o también lo es.

Para cada MV-dgebra Ay un indice k los elementos de A¥ tienen la forma:

T = (33'071'17 "'7$Oé7 "')Oé<k‘7

donde z,, € A, para cada o < k. La a-ésima proyeccion wo, : A¥ — Aes la funcion o (z) = 24

Denotamos Proj% = {r, : a < k} el conjunto de proyecciones de A .

Definicién 2.2.2. Dada A una MV-dlgebra, la MV-dlgebra Term;: es el conjunto de funciones
término T4 : A¥ — A dadas por (Ver [9] definicion 1.4.1)
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% =7g: AF = A

(x1,22,...,Tk) — Zq

2. 04 es la funcién constante 0 de Terms.

3. Dadas p*, o* funciones término, definimos por induccion:

a) (p*)4 := (p)* es una funcioén término.
b) (p @ o)? := p @ o4 es una funcién término.
Definicién 2.2.3. La MV-dlgebra Free,, es la M\V-dlgebra libre con n generadores.
[0,1]

Teorema 2.2.4. Paracadan > 1, Term,, ™ es la MV-dlgebra libre Free,, es decir:

[0,1]

Free, =~ Term,,

Definicion 2.2.5. Decimos que la funcion f : [0,1]" — [0, 1] es una funcién de McNaughton
si:
1. f es una funcién continua respecto a la topologia natural de [0, 1],

2. Existe un niimero finito de funciones lineales con coeficientes enteros, qi,...,q: : R" —
R tal que para todo (ai,...,an,) € [0,1]" hay un i € 1,..,t tal que f(a1,...,an) =

qi(a1, ... an).
Teorema 2.2.6. Teorema de McNaughton
Free, ~ M.,

Donde M., es el conjunto de las funciones de Mcnaughton con dominio R™. Una demostracién

de este teorema se encuentra en [6].

Por el isomorfismo anterior, la MV-dlgebra libre con un generador, Free;, se puede ver

como el conjunto de funciones f : [0,1] — [0, 1] tales que:
mz+b si 0<x<a

fl)=4q mx+b si a1 <z<a

mepx +br si ap_1 <x<lI
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con b;,m; € Z,a; € Q y con las operaciones definidas de las siguiente manera, f,g €

Freeq

(f@g)(x) = min(f(z)+g(z),1)
[a) = 1-f(=)
(fog)(r) = mix(f(z)+g(x) -1,0)
(feg)(r) = mix(f(z)-g(x),0).
Ejemplos. Dadas f y g € Free; tales que:
0 st 0w <i/d dr+1 si 0<x<1/4
, ) 4z <z<
flx)=1< 4z -1 sz. 1/4<x<1/2 , g(x){o § 1d<z<1
1 si 1/2<zx<1
1
g f
0
Figura 2.1

Entonces para la suma tenemos lo siquiente,

—dr+1 si 0<w<1/4
(feg(r)=9 4o—-1 si 1/4<x<1/2
1 si 1/2<x<1
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fédyg

Figura 2.2

2.3. MV-dlgebras y (u-grupos abelianos

Esta seccién contiene algunos de los resultados méas importantes de la teorfa de las MV-
algebras. El primero es la equivalencia categérica de Mundici entre la categoria de las
MV-élgebras y la categoria de los fu-grupos abelianos con unidad fuerte [18, 15]. La co-
rrespondencia biyectiva entre las MV-cadenas y los fu-grupos abelianos totalmente orde-

nados, con unidad fuerte, fue establecida por Chang en [4].

Denotamos por MYV a la categoria de las MV-édlgebras. Los objetos de MV son MV-dlge-
bras y los morfismos son los homomorfismos de MV-dlgebras. Denotaremos por U.AG la
categoria de /-grupos con unidad fuerte. Los elementos de esta categoria son pares (G, u),
donde G es un ¢-grupo abeliano y u es una unidad fuerte de G. Los morfismos serdn ho-
momorfismos de /-grupos que preserven la unidad fuerte. Esto es, h : (G,u) — (H,v) es
un homomorfismo de /-grupos con unidad fuerte si h : G — H es un homomorfismo de
(-grupos y h(u) = v.

Para probar la equivalencia categérica, definimos dos funtores:
I':UAG > MV y E: MV = UAG.
La definicién del funtor I" es directa:
I'(G,u) :=[0,ul¢ si(G,u)esun ¢-grupo con unidad fuerte,
L(h) := hljg, si h:(G,u) — (H,v)es un homomorfismo de ¢-grupos con unidad fuerte.

El funtor = es mas complejo de definir, es decir, dada una MV-algebra A, construir un
¢-grupo con unidad fuerte G4 y una unidad fuerte u tal que A sea isomorfa a [0, u]g,.

Entonces debemos probar que un /-grupo G con unidad fuerte u es isomorfo a Gy .-
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Para cualquier MV-dlgebra A, el grupo G 4 se conoce como el grupo de Chang de A porque,
en el caso particular cuando A es una MV-cadena, el /-grupo G 4 fue definido por primera
vez por Chang [4].

La construccién en el caso general y la equivalencia categoérica entre las MV-élgebras y

los ¢-grupos con unidad fuerte se deben a Mundici en [14].

Si A es una MV-dlgebra, entonces el isomorfismo de MV-algebras entre A y [0, 1], se
sigue por un calculo sencillo. Si G es un f-grupo con unidad fuerte u, entonces el iso-
morfismo de /-grupos con unidad fuerte entre G 'y G| ), se sigue del hecho de que [0, u]

genera G.
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Capitulo 3

Sobre MV-algebras (semi, para,

quasi) topoldgicas

En este capitulo se estudian las MV-dlgebras dotadas de una estructura topolégica, desta-
cando su clasificacién en términos de propiedades de continuidad de las operaciones. La
incorporacién de una topologia en las MV-élgebras permite investigar la interaccién en-
tre su estructura algebraica y topoldgica, lo que enriquece el marco de estudio tradicional
y abre la puerta a nuevas aplicaciones matematicas.

El primer concepto en ser introducido fue el de MV-élgebra topolégica y sus propiedades,

este lo hizo Hoo en [10].

Definicién 3.0.1. Diremos que una funcion f : A x A — B es semicontinua si para todo
a,x € Ay cualquier vecindad abierta U de f(a,x), existe una vecindad abierta V' de x tal que
fa,V)CU.

M. Najafi,G.R. Rezaei y N. Kouhestani definen en [17] lo siguiente,

Definicion 3.0.2. Sea A una MV-dlgebra con una topologia T entonces (A, 7) es llamada una:
1. MV-ilgebra semitopoldgica si la operacion @ es semicontinua.
2. MV-ilgebra paratopolégica si la operacién & es continua.

3. MV-ilgebra quasitopoldgica si la operacion @ es semicontinua y la operacion x es conti-

nua.
4. MV-dlgebra topolégica si las operaciones @ y * son continuas.

Ejemplo 3.0.3. [0, 1] N Q con la topologia usual de R es una MV-ilgebra topoldgica.
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Ejemplos. £5 = {0,1/3,2/3,1} con 7 = {0,{0},{0,1/3},{0,1/3,2/3},£3} es una MV-
dlgebra paratopologica.

Demostracién. Sean z,y € L3 y W un abierto de x @ y, verifiquemos que @ es continua:
Caso 1. Six @ y = 0, la tinica opcién es que z = 0 = y. Haciendo U = {0} = V tenemos
queU oV CW.

Caso 2. Si x & y = 1/3, basta con considerar el caso W = {0,1/3}, tenemos que z = 06
y =0, haciendo U = {0} y V = {0,1/3} entonces U & V C W.

Caso 3. Si x @ y = 2/3, por tanto basta con verificar cuando z = 0y y = 2/3 y cuando
x = 1/3 = y, en el primer caso haciendo U = {0} y V = {0,1/3,2/3} tenemos lo que
queriamos y en el segundo caso con U = {0,1/3} =V, en cualquier caso U & V C W.
Caso4.Siz @y =1,veamos cuandox =0y y =1, haciendoU = {0} yV =13.5iz =1/3
y y = 2/3 basta con escoger U = {0,1/3} y V ={0,1/3,2/3} entonces U & V' C L3.

Ahora consideremos W = {0,1/3} un abierto de 1/3, note que no existe abierto U de

(1/3)* = 2/3 tal que U™ este contenido en ¥, entonces * no es continua.
O

Ejemplo 3.0.4. Sea A = {0,a,b,1} donde 0 < a,b < 1, consideremos las siguientes tablas

@0 a b 1
0/]0 a b 1

«|0 a b1
ala a 1 1

‘1ba0
blb 1 b 1
111 1 1 1

Sea T = {A,{0,b},{1,a},0}, (A, 7) con las operaciones definidas anteriormente es una MV-
dlgebra topologica.

Teorema 3.0.5. Sea A una MV-dlgebra dotada de una topologia T. Las siquientes proposiciones

son equivalentes:
1. (A, ) es una MV-dlgebra quasitopoldgica.
2. © es semicontinua y * es continua.
3. © es semicontinua y * es continua.

Demostracién. 1 = 2.) La funcién * es continua por tanto semicontinua y la funcién © es

una composicién de funciones semicontinuas @ y * entonces es semicontinua.

26



CAPITULO 3. SOBRE MV-ALGEBRAS (SEMI, PARA, QUASI) TOPOLOGICAS

2 = 3.) De forma similar & es una composiciéon de ® y *, entonces es semicontinua.

2 = 1.) Solo es necesario probar que ® es semicontinua, sean z,a € Ay V un abierto
de = @ a*, consideremos z* ® a* = (z ® a)*, entonces V* es un abierto de z* ® q, por la
semicontinuidad de ® existe un abierto U de z* tal que U ® a* C V* de ahi tenemos que

U @ a C V y hemos demostrado que @ es semicontinua.

3 = 2.) Note que z ©® y = = © y*, entonces ® es la composicién de una funcién continua
* y una funcién semicontinua ©, por tanto también es una funcién semicontinua.
O

Teorema 3.0.6. Sea (A, 7) una MV-dlgebra quasitopolégica. Si el ideal {0} es un conjunto abier-

to, entonces (A, 7) es una MV-dlgebra topoldgica.

Demostracion. Sea x € A. Dado que (A, ) es una MV-élgebra quasitopoldgica, como la
funciéon © es semicontinua , x ©® x = 0. Por lo tanto, existe una vecindad abierta V de =
talque Vo x =2V = {0}. Ahora,seay € V. Dado que y ® x = = ® y = 0 entonces
por el Lema 2.1.6, tenemos que y = x. Esto implica que V' = {z}, y haciendo el mismo
proceso para cada x € A, se puede concluir que 7 debe ser la topologia discreta en A. Por
lo tanto, (A, 7) es una MV-dlgebra topoldgica. O
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Capitulo 4
Topologia filtro

Desde sus origenes, la topologia filtro ha jugado un papel importante en la evolucién
de la topologia general, como parte de la necesidad de extender y generalizar conceptos
como convergencia y continuidad maés alla de los espacios métricos clasicos. En este con-
texto, los filtros ofrecen una herramienta mads abstracta y flexible que las sucesiones para
tratar problemas topoldgicos, y su apariciéon marcé un avance en la teoria de espacios
topoldgicos no necesariamente definidos por distancias.

En esta seccién estudiaremos como toda MV-dlgebra puede ser equipada con una topo-
logia filtro y cudles son las condiciones para tener una MV-algebra topolégica con una

topologia filtro.

Definicion 4.0.1. Para todo filtro F, el subconjunto F(c,r) == {x € A:rod(x,c) € F}es
llamado una F-bola abierta centrada en ¢ € A con radior € F.

Lema 4.0.2. Seanr € F'y x € F(y,r). Entonces existe s € F tal que F(x,s) C F(y,r).

Note que por el Lema 4.0.2 toda F-bola abierta es, en efecto, un abierto. El conjunto
{F(e,r) : ¢ € A,r € F} de todas las F-bolas abiertas forma una base para una topo-
logia 77 en A. La topologia 77 generada por un filtro F' es llamada la topologia filtro en
A.

Lema 4.0.3. Sean x € Ay r € F. Entonces:
1. F(z,r)={y € A:d(z,y) € F(0,r)}
2. F(0,r) es un ideal.

Demostracion. La primera parte se tiene de la definicién de bola.

Para probar 2., sean x,y € F(0,7) y z <  V y. Entonces
roz>ro(xVy =rox)AN(roy) e F
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por tantor © z € F,asi z € F(0,r). O

Ejemplo 4.0.4. Un ejemplo de topologia filtro es el siguiente: Para la MV-dlgebra F'reey, se
puede ver que, Fy, = {f € Free; : f(xzg) = 1} es un filtro de Free,. Utilizando los resultados
anteriores para topologias filtro, si f € F(c,r),r &d(c, f) € Fy,

max(r —d(c, f),0)(xzg) = 1
r(zo) — d(c(zo), f(z0)) = 1
d(c(zo), f(zo)) = 0

c(zo) = flwo)

entonces las bolas tienen la siguiente forma

F(e,r) ={f € Free;y : f(xg) = c(xo)}

Note que la eleccion del radio no determina la bola, para este caso particular las bolas con el mismo

centro corresponden al mismo conjunto.

Proposicion 4.0.5. Si f : A — A es una funcion tal que d(f(z), f(y)) < d(z,y) para cualquier

x,y € A, entonces f es continua con .

Demostracion. Sea ¢ € A. Paracadaxz € Ay r € F tenemos que si z € F/(c,r) entonces
rod(f(c), f(z)) > red(c,z) € F por tanto f(F(c,r)) C F(f(c),r)y f es continua en
c. O

Teorema 4.0.6. Toda MV-dlgebra dotada con una topologia filtro es una MV-dlgebra quasito-

polégica.
Demostracién. Sea (A, ) una MV-dlgebra con una topologia filtro. Note que
dla®x,a®y) < d(z,y) ®d(a,a) = d(z,y).

Por la proposicién anterior &, es continua y por tanto & es semicontinua. Ademads tene-

mos que d(z*,y*) = d(z,y), nuevamente por la proposicion anterior * es continua. O

En [13], Luan, Weber y Yang, muestran con el siguiente ejemplo que una MV-élgebra con
la topologia filtro no es siempre topoldgica, y dan condiciones para que una MV-algebra

dotada de una topologia filtro sea una MV-algebra topolégica.

Ejemplo 4.0.7. Consideremos la MV-dlgebra A := [0,1]N. Sea (ay,)nen una sucesion en A que

cumple con las siguientes propiedades:
1. an(x) > ant1(x) > 0 para todon,z € N,
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2. ap(z) = 0Si (n — oo) para todo x € N,

3. “”((?) — 1 Si (x — o) para todo n,m € N.

am

1
n+ax

Estas condiciones las cumple ap(z) =

Sea F':={a € A:3n € N a, < a} un filtro de A. Vamos a mostrar que no existe un U x V
abierto de (0,0) tal que U & V' C F(0,a1), dado que {F(0,a,) : n € N} es una base para el
sistema de vecindades del 0, basta con verificar que para todo a,, € N, F'(0, a,) & F(0, ay,) no estd

contenido en F (0, ay).

an(x0)
a1(zo)

Sea a 1= ap © am = yan — am Y b := a ® a. Entonces a(xo) > 2a1(wo) y b(zo) > a1(zo). Se

Por 3, existe un xy € N tal que

> %, luego por 2, existe m > n tal que an,(vo) < tai(wo).

sigue que: a € F(0,ay) pues an © a = a,, € F,perob ¢ F(0,a1) ast (a1 ©b)(xo) = 0 mds atin
a1 ©b %# ap para todo k € N.

Teorema 4.0.8. Las siquientes condiciones son equivalentes:
1. (A, 7r) es una MV-dlgebra topologica.
2. Paratoda U € N (7p,0), entonces existe V€ N (1p,0) tal que paratodo z € V,a®x € U.

3. Para todo r € F existe un ¢ € F tal que para todo x € A, ¢ © x € F implica que
ro(xdr) el

4. Para todo U € N (7p,0) existe un V€ N (7r,0) tal que para todo x € Asiy,z € V,z <

y D z entonces x € U.

5. Hay una tinica uniformidad w en A tal que (A, w) es una MV-dlgebra uniforme y T coin-

cide con la u-topologia.

6. Los conjuntos U* := {(x,y) € A% : d(z,y) € U}, U € N(1r,0) forman una base para

una uniformidad en A con la cual su topologia es Tp.
Donde N (7F, 0) es la coleccion de vecindades del cero.

Demostracion. 1= 2.) Como & es continua , para toda vecindad U del 0, existen V; y V5
una vecindades del O tal que V; @ Vo C U,sea V = Vi N Va entonces Vg V C U.

2 & 3.Sea U € N(0,7F), existe F(0,r) C U, por hipétesis una vecindad V' € N (0, 7r)
tal que V @ V C U y existe € que satisface que F'(0,¢) C V de donde sigue que F'(0,¢) &
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F(0,e) CU. Ahorasiccx € F < x € F(0,¢) luegox @z € F(0,r) & re (zdx) € F.

2 4.Sea U,V € U(7r,0) de acuerdo con la condicién 2 del Lema 2.1, podemos asumir
que U y V son ideales reticulares. Seax < y ® 2y y,z € V. Entonces a := y V z € V, por
lotanto a @ a € U. Por lo tanto, x € U yaque x < a @ a.

6 = 2.) Sean U,V € U(rp,0) con V* o V* C U*. Podemos asumir que V es un ideal
reticular. Para cualquier x € V tenemos d(z @ z,z) < d(x,0) = z, por lo tanto d(x &
z,x),d(z,0) € V,asi (x & z,x),(x,0) € V*. En consecuencia (z & z,0) € V* o V* C U™.
Asizdz e U.

5 = 1.) es claro de la definicién de uniformidad.

4 < 5 = 6.) se deduce de [Teorema 2.1] [1]. O

Ejemplo 4.0.9. Consideremos la MV-dlgebra y la topologia del Ejemplo 4.0.4, verifiquemos si es
una MV-dlgebra topologica, si {0} es un abierto, debe existir una bola F(0,r) contenida en {0},
FO,r)={f € Freey: fore Fy,,} ={f € Freey : f(zo)or(xzog) =1} ={f: f(zo) = 0}.
Note que siempre se puede construir una funciéon de McNaugthon, diferente a la funcién nula,

que se anule en xy, de la siguiente forma:

1

(1'0,0)

Figura 4.1

Entonces 0 no es un abierto y no podemos concluir si es una MV-ilgebra topolégica usando el
Teorema 3.0.6.

Ahora consideremos una bola abierta del cero V, note que V' corresponde a todas las funciones de

Freey que se anulan en x, de igual forma las funciones del conjunto V@ V' también se anulan
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en xq entonces V@V C V, asi Free; y esta topologia son una MV-dlgebra topolégica por la

condicién 2 del Teorema 4.0.8.
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Capitulo 5
MV-dlgebra topologica

En este capitulo, estudiamos las MV-dlgebras dotadas de una topologia compatible con
sus operaciones. Veremos que la topologia de una MV-algebra topoldgica esta determina-
da de manera tnica. También abordamos aspectos clave como los axiomas de separacion,
se introduce la MV-dlgebra topolégica ideal y se estudia la relacién entre ideales y topo-

logia, la conexidad y las condiciones de trivialidad o discretizacion.
Lema 5.0.1. En una MV-dlgebra topologica las operaciones ®, S,V y A son continuas.

Es inmediato pues todas las operaciones mencionadas puede ser vistas como composi-

ciones de @ y *.

Proposicién 5.0.2. Sea T una topologia sobre una MV-ilgebra A. (A, T) es una MV-dlgebra
topolégica si y sélo si la funcion F : A x A — A definida F(x,y) = x & y* es continua.

Demostracion. Supongamos que (A, 7) es un MV-algebra topolégica. Dado que las fun-
ciones I(z) = x y *(z) = z* de A en A son continuas, la funciones f(z,y) = (z,y*) =
(I(x),*(y)) es una aplicaciéon funcién de A x A en A x A. Por lo tanto, F = @ o f es
continua. Reciprocamente, supongamos que F' es continua. Entonces K = F|(p},4 es
continua. Definimos h : A — A x A por h(z) = (0, z). Claramente, h es continua. Por lo
tanto, * = K o h es continua. Ahora mostramos que & es continua. Sea f(z,y) = (x,y*)
una aplicaciéon de A x A — A x A. Dado que las funciones I(z) = z y * son continuas, f

también es continua. O

5.1. Determinacién tnica de una MV-dlgebra topoldgica

Mostraremos que la topologia 7 de una MV-dlgebra topoldgica (A, 7) esta completamente

determinada por el sistema de vecindades de un punto a.
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Definicién 5.1.1. Sean a € Ay U C A definimos:
Ul@)={rcA:acreclUyrcacU};
UY={reAd:aveeUyaozeclU}

De la definicién se tiene que U(a) C V(a) y U@ cyv@gyucvCA.

Lema 5.1.2. (U(a))* = U(a*)para todo a € A.

Demostracion. Seax € (U(a))* entonces acz™,2*ca € UyaSz* =zx8a", 2*0a=a"Sx
asiz € U(a*)y (U(a))* = U(a®). O

Lema 5.1.3. Sea U un abierto (cerrado) de (A, ) entonces U(a) y U® también son abiertos

(cerrados).

Demostracion. Tenemos que U(a) =, ©~Y(U)Ne; ' (U)y U@ = v, Y (U)NL; ' (U), puesto
que L, Va y D, son funciones continuas U (a) y U® son abiertos (cerrados).
O

Ejemplo 5.1.4. Consideremos F'ree; con la topologia filtro del ejemplo 4.0.4 y sea U = F(c,r)

conc € Freey yr € Fy,, entonces si,
feU(a)={fe€Freer:a0 f,foacU}

es equivalente a tener que (a © f)(zo) = (f © a)(zo) = c(xo), pero (a & f)(xo) o (f © a)(zo)
es igual a cero, por tanto para c¢(zog) # 0, U(a) es el conjunto vacié. Si c(xg) = 0 entonces
(a6 f)(xo) = (f ©a)(xo) =0, lo que implica que a(xo) = f(xo) y por tanto U(a) = F(a,r).

Lema 5.1.5. Sea (A, ) una dlgebra MV-topolégica, y a € A. Si U es una base del sistema de
vecindades abiertas del 0, entonces {U(a) : U € U} es una base de vecindades abiertas de a.

Demostracion. Sea V' un abierto de a, queremos demostrar que existe U abierto del 0 tal

que U(a) CV.Seaz € U(a), por el Lema 2.1.8 tenemos que:
r=(xNa)®(rSa)

r= (a0 (aox))®(xSa),

Note que (a©0) ®0 = a, entonces por la continuidad de las operaciones existe un abierto
del 0, U tal que (acU)®U C U,y tenemos que zSa, aSx € U(a) entonces z € (asU) U
yU(a) C V.

O
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Proposicion 5.1.6. Sea (A, 7) una MV-dlgebra topolégica y U una base del sistema de vecindades

abiertas del 0. Entonces U satisface las siguientes condiciones:
1. 0 e U paratodo U € U;

2. Paratodo U,V e Uy a,be A, siU(a) NV (b) # 0, entonces para cada y € U(a) NV (b),
existe W € U tal que W (y) C U(a) NV (b);

3. ParatodoU e Uy a,b e A, existe V € U tal que V(a) &V (b) CU(a @ b).

En el otro sentido, sea A una MV-dlgebra y sea U una familia de subconjuntos de A que satisface
las condiciones 1, 2 y 3. Entonces la familia By = {U(z) : x € A,U € U} es una base para una
topologia en A. Con esta topologia, A es una MV-dlgebra topologica.

Demostracién. Supongamos que (A, 7) es una MV-algebra topolégica y U es una base de
vecindades abiertas de 0. Es claro que 1 se cumple. Ademads, sabemos por el Lema 5.1.5
que By = {U(z) : © € A,U € U} es una base de la topologia 7, por lo que 2 se cumple.
Finalmente, dado que la operacién @ es continua y By, es una base de la topologia 7, te-

nemos que 3. se cumple.

Reciprocamente, supongamos que A es una MV-dlgebra y U es una familia de subcon-
juntos de A que satisfacen las condiciones 1,2y 3 Sea By = {U(z) : « € A,U € U}. Para
cualquier x € Ay U € U, dado que = ® x = 0 pertenece a U por la condicién 1 tenemos
z € U(z),yasi A=,capey U(z). Esto, junto con la condicién 2, implica que By es una
base para una topologia en A. Con esta topologia, por la condicién 3, obtenemos que la
la operacién @ es continua. Finalmente, por el Lema 5.1.2, tenemos que (U(a))* = U(a*)
para cualquier a € Ay U € U, lo que implica que la operacién  es continua. Asi, con esta

topologia, A es una MV-élgebra topolégica. O

Teorema 5.1.7. Sea a € A, la topologia T de una MV-dlgebra topoldgica (A, ) esta tinicamente
determinada por el sistema de vecindades de a. Mds aiin si U es un sistema de vecindades del cero
{U : U € U} es un sistema de vecindades de a.

Demostracion. Para cualquier vecindad abierta U de a, dadoquea V0 =a©0=a € U,
tenemos 0 € U(®, y por lo tanto U(?) es una vecindad abierta de 0 por el Lema 5.1.3.
Supongamos que U es una base de vecindad abierta de a. Para cualquier vecindad abierta
V de 0, dado que 0 ® 0 = 0 y @ es continua, existe una vecindad abierta W de 0 tal que
W @& W C V.Porel Lema 5.1.5, W(a) es una vecindad abierta de a, y por lo tanto existe
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O € U tal que O C W(a). Afirmamos que O* C V. De hecho, dado que O C W (a),
tenemos O(® C (W (a))(a). Recordemos que

(W(a))(a)={x€A|laVz,acz e W(a)},W(a)={z€A|lacz,xSac W}

Para cualquier € 0@, dado que O C (W (a))®, tenemos = € (W(a))(a), y por lo
tantoaVz,acx € W(a).Sesiguequexrca = (aVe)SacWyarzr=a6(aox) € W.
nmediatamente tenemos = = (z S a) ® (aAx) € W& W C V. Asf, 01 C V, y por lo
tanto {U(a) : U € U} es una base de vecindad abierta de 0.

O

Proposicion 5.1.8. Sean (A,74) y (B, ) MV-ilgebras topologicas y sea f : A — B un
homomorfismo de MV-dlgebras. Denotemos el elemento cero de las MV-dlgebras Ay B por 04 y
0p, respectivamente. Entonces, las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. f es continua.
2. fescontinuaen Q4.
3. f es continua en a, para algiin a € A.

Demostracion. Sea (A, 74), (B,7p) y f como se ha dado en el enunciado. Es claro que
1=2y2= 3.

2 = 1.) Supongamos que f es continua en 04. Para cualquier a € A y una vecindad
abierta V de f(a), como Op & f(a) = f(a) y la suma es continua, existen vecindades
abiertas U de Op y W de f(a) tales que U @ W C V. Observemos que f(a) ©0p = f(a)y,
por lo tanto, W(f(a)) es una vecindad abierta de 0z por el Lema 5.1.3 Asi, U & W (f(a))
es también una vecindad abierta de 0g. Como f(04) = Op y f es continua en 04, existe
una vecindad abierta O de 04 tal que f(O) C U & W(f(a)).

Afirmamos que f(O(a)) C V,donde O(a) ={r € A|a© z,2 ©a € O} es una vecindad

abierta de a. En efecto, para cualquier z € O(a), tenemos que a © z,z S a € O, y asi
f@) e f2) = flaa), [fl@)e fla)=flzea)e f(O) SUNWU.

De lo anterior se sigue que f(z) © f(a) € Uy f(a) A f(x) = f(a) © (f(a) © f(x)) € W.
Por la definicion de W (@) aplicando el Lema 2.1.8, obtenemos que:

f(@)=(f(x)© fla)) @ (fla) A f(z) cUSW C V.
Por lo tanto, f(O(a)) C V, y se cumple 1.
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3 = 2.) Fijemos a € Ay supongamos que f es continua en a. Para cualquier vecindad
abierta V' de 0p, como Op @ Op = Op y la suma es continua, existe una vecindad abierta
UdeOptalque U @ U C V. Por el Lema 5.1.5, sabemos que:

U(f(a)) ={ye Bl fla)oy,yo fla) €U}

es una vecindad abierta de f(a). Como f es continua en a, existe una vecindad abierta W
de a tal que f(W) C U(f(a)). Por el Lema 5.1.3, sabemos que:

W()={recA|lacz,aVac W}

es una vecindad abierta de 0 4.
Afirmamos que f(W(a)) C V. En efecto, para cualquier x € W(a), se cumple que a ©
r,x©acW,yasi

fla)V f(x)=flava), flz)o fla)=f(zoa)e f(W)CU(f(a)).
De esto se sigue que f(z) © f(a) = (f(a) V f(z)) © f(a) €Uy
fla) N f(z) = fla) e (fla)o f(z) €U

Por la definiciéon de U(f(a)) .Aplicando nuevamente el Lema 2.1.8, obtenemos:

f@) = (f(x)e fla) @ (fla) A f(x)) eUUCV.

Por lo tanto, f (W(“)) C V, y se cumple 2. O

5.2. Separacién y regularidad

Lema 5.2.1. Sean (A, 1) una MV-ilgebra topoldgica y U un sistema de vecindades del cero. {x}
es un cerrado si y solo si

() Ulz) = {z}

veu

Demostracion. = Es claro que {z} C ﬂ U(x), supongamos que existe z diferente de z tal
veu
que z € ﬂ U(x), tenemos que A — {x} es un abierto entonces existe V' € U que cumple

veud
con V(z) C A—{z} en particular tenemos que z € V(z) que es igual a tener que x € V()

entonces © € A — {z} Contradiccion.

< Veamos que,
Ur)=A- |J{U(z):202¢Uc6202¢ U}
veu
entonces cada U (x) es un cerrado, por tanto {«} también lo es. O
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Remark. Note que {z} = ﬂ U(xz) siy solo si ﬂ U ={0}.
veu veu

Lema 5.2.2. Sean (A, ) una MV-dlgebra topolégica y U un sistema de vecindades del cero. La
topologia es Hausdorff si y solo si

() U={0}

veu
Demostracién. =) Supongamos que

() U#{0},

veu
entonces existe z # 0 tal que x € U € U ademas existen vecindades V' 'y W de = y el 0
respectivamente, disjuntas luego = ¢ W pero W € U. Contradiccién.
<) Supongamos que A no es Hausdorff entonces existen z,y € A diferentes tales que

x,y € U vecindad del cero, sea V' una vecindad del cero, entonces

Uz) NV (y) #0

Usando el lema anterior,

U@ (V) #0
Uel veu
se convierte en

{z} n{y} #0

Lo que implica que = = y. Contradiccién. O

Hoo prueba, en [10], que en una MV-algebra topoldgica la condicién Tj implica la condi-
ciéon T, nosotros ademds probamos que esto también se cumple en MV-dlgebras quasito-

polégicas.

Proposicién 5.2.3. Sea A una MV-ilgebra quasitopoldgica, si A es un espacio Ty entonces tam-

bien es T7.

Demostracién. Sean z,y € A, x diferente de y, entonces t Sy # 00 y©x # 0. Supongamos
que z © y # 0.Dado que A es Ty, tenemos dos posibilidades, primero supongamos que
existe un abierto W de z © y y 0 ¢ W, por la semicontinuidad de & existen U, V abiertos

de z,y correspondientes tales que
reoVCWyUsyCW

por tanto x ¢ V' y y ¢ U de lo contrario 0 € W.

Ahora si existe W abierto de 0, tal que x © y ¢ W, podemos encontrar abiertos U de z y
Vdeytalesquexz o U,V oy C U, recordemosquez S =0=ycy,dedondex ¢ V'y
y¢U. O
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Teorema 5.2.4. Sea A una MV-dlgebra topoldgica las siguientes proposiciones son equivalentes:
1. A es un espacio Tp.
2. Aes un espacio Th.
3. Aes un espacio T.

Demostracién. 1 = 2.) Toda MV-algebra topoldgica es una MV-dlgebra quasitopolégica
entoces se tiene por la proposicién 5.2.3.

2 = 3.) Tenemos que para z € A, {z} es un cerrado entonces ﬂ U = 0y por el Lema

Ueu
5.2.2 A es Hausdorff. O

Lema 5.2.5. Sea W y S subconjuntos de una MV-algebra topolégica A, y i una base de

abiertos del sistema de vecindades del 0. Entonces

9]
Il

1. (WU(S): U cu}.

2 C V(V) para toda vecindad abierta V' del 0.

.V
3. W(S) := U W (s) es un abierto si W es un abierto de A.
seS

Demostracién. 1. Supongamos que U es una base de vecindades abiertos de 0. Por el Lema
5.1.5, sabemos que {U(x) | U € U} es una base de vecindades abiertas de = para cualquier

x € A. Asi que para cualquier y € A, tenemos

yeS & (VU el)(Ise S)seU(y)
& (YU elU)3se S)yeU(s)
& (YU eld)yeU(S)

& ye ﬂ U(s).
veu

)
)

Por lo tanto, S = ﬂ U(S).

veu
2. Para cualquier vecindad abierto V' de 0, existe U € U tal que U C V. Se sigue inmedia-

tamente por 1 que V. C U(V) C V(V).
3. Supongamos que W es abierto. Por el Lema 5.1.3, sabemos que W (s) es abierto para

cualquier s € S, y también lo es W (S) = U W(s). O
seS

Teorema 5.2.6. Toda MV-ilgebra topolégica es regular.
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Demostracién. Supongamos que (A, 7) es una MV-dlgebra topoldgica. Para cualquier ve-
cindad abierta U de 0, dado que 0 © 0 = 0 y la operacién @ es continua, existe una
vecindad abierta V; de 0 tal que V; @ V4 C U. Ahora, para la vecindad abierta V; de 0, da-
doque 0©0 = 0y © es continua, existe una vecindad abierta V5 de 0 tal que Vo © V5 C V;.
Sea V = Vj N V. Entonces V' es una vecindad abierta de 0.

Afirmamos que V (V) C U. De hecho, para cualquier z € V(V), existe v € V tal que
z € V(v).Néteseque V(v) ={yc A|vey,yov eV} Tenemosv oz e VyrouveV,
lo cual implicaque z Av =v® (veOz) e VOV CVhoVy, C Vi, yporel Lema 2.1.8
obtenemos

r=(xzov)®xAv)eVaelLCVieV CU

En consecuencia, V(V) C U,y asi V C V(V) C U por el Lema 5.2.5 Por lo tanto, hemos
demostrado que para cualquier vecindad abierta U de 0, existe una vecindad V de 0 tal
queV CU.

Ahora, para cualquier a € Ay cualquier vecindad abierta W de a, por el Lema 5.1.5,
existe una vecindad abierta U de 0 tal que U(a) C W. Sea V una vecindad abierta de 0 tal
que V C U. Por el Lema 5.1.6, sabemos que V (a) es una vecindad abierta de a y V'(a) es

cerrada, lo que implica que V (a) C V(a) C U(a) C W. Por lo tanto, (A, 7) es regular.
O

5.3. Ideales

A partir de esta seccién, la palabra ideal hace referencia a MV-ideal.

En [17], M. Najafi,G.R. Rezaei y N. Kouhestani muestran las siguientes propiedades.

Proposicién 5.3.1. Sea I un subconjunto de una MV-ilgebra A. El conjunto I es un ideal si y

solo si:
1. 0€ 1,
2.yelyzocyel=zxcl

Demostracion. Supongamos que I satisface las condiciones 1y 2. Seay € Iy x < y.
Entonces, z ©y = 2 ©y* = 0 € I. Por 2, z € I. Ahora, demostraremos que I es cerrado

para @ . Para esto, sean x,y € I. Por las propiedades de las MV-dlgebras, tenemos
(z@y)Oy=(dy) 0y <zd(yoy")=2d0=ux,
lo que implica que @ y € I. Por lo tanto, I es un ideal.
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Reciprocamente, sea I un ideal. Dado que para cualquier z € 1,0 < z, entonces 0 € I.

Ahora,seay € I yxz ®y € I.Dado que I esunideal, y ® (z - y) € I. Tenemos
yd(roy) =y (xoy) >0 (ydy")=201=u=x
Entonces = € I. O

Lema 5.3.2. Sea I un ideal de una MV-dlgebra A y T una topologia en A tal que (A, T) una

MV-dlgebra topoldgica. Si 0 es un punto interior de I, entonces I es un conjunto abierto.

Demostracion. Sea 0 un punto interior de unideal I y z € I. Por lo tanto, existe W € 7 tal
que 0 € W C I. Como ® es continuay x ® z = 0 € I, existe una vecindad abierto U de
ztalque U ©U C W C I. Supongamos ahora que y € U, entoncesy ©x € U © U C I.
Por la Proposiciéon 5.3.1, y € I. Por lo tanto, U C I. Esto muestra que I es un conjunto
abierto. O

Lema 5.3.3. Sea F un filtro de una MV-ilgebra A y T una topologia en A tal que (A, T) una

MV-ilgebra topoldgica. Si 1 es un punto interior de F', entonces F' es un conjunto cerrado.

5.4. Conexidad

Proposicion 5.4.1. Sea (A, T) una MV-dlgebra topolégica y sean a,b € A.
1. Si D es la componente conexa de a, entonces D* es la componente conexa de a*.

2. Sean a < by a # b. Si a y b son conexos, entonces el intervalo [a, b] es un subconjunto
conexo de A, donde
[a,b] ={zx € A:a <z <)}

3. A es conexo si y solo si 0y 1 son conexos.
Demostracion.

1. Supongamos que a € A, y sean D y H respectivamente la componente conexa de a
y a*. Entonces D* es conexo y a* € D*, ya que * es continua. Por lo tanto, D* C H.

De manera similar, se tiene H* C D,y asi H = (H*)* = Dx. Por lo tanto, D* = H.

2. Sean a,b € Atales que a < by a # b. Supongamos que a y b son conexos. Deno-
temos por D la componente conexa de a. Entonces b € D. Para cualquier = € [a, b],

definimos la aplicacién &, : A — A dada por
kx(y) = x Ay para cualquier y € A.
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Como A es continua, tenemos que k, (D) = x A D es conexo, y ademds a = x A a €
xADyx=axANbexAD.De esto se sigue que x y a son conexos. Por lo tanto, el

intervalo [a, b] es un subconjunto conexo de A.

3. La tercera afirmacién se deduce inmediatamente de la parte 2.

Proposicién 5.4.2. La componente conexa del 0, en una MV-dlgebra topolégica, es un ideal ce-

rrado.

Demostracién. Sea C' la componente conexa de 0, sea ¢ € C dado que @ es continua y por
el Teorema 1.2.11 ¢ @ C es conexo y ¢ € ¢ ® C entonces C' N (¢ ® C) # () y por el Teorema
1.2.10 C U (¢ @ C) es conexo. Puesto que 0 € C tenemos que C U ¢ @ C) C C atin més
c@® C C C. Sirepetimos lo anterior para cada ¢ € C obtenemos que C & C'y hemos
mostrado que C es cerrado parala @.Seay <z € C,tenemosquey =yAz € yAC,
que es conexo por el Teorema 1.2.11 y ademads contiene al cero entonces y A C' C C por
tanto C es un ideal. Ahora por la proposicién 1.2.12 C' es un espacio conexo que contiene

al 0, entonces C C C'y por tanto C debe ser un cerrado. O

5.5. Discretizacién y Trivialidad

Es una cuestién fundamental saber cuando se puede determinar si la topologia de una
MV-élgebra topoldgica es discreta o trivial. En esta seccion, analizamos las condiciones

necesarias y suficientes para que una MV-dlgebra topolégica sea discreta o trivial.
Lema 5.5.1. {0} es abierto (cerrado) si y solo si {a} es abierto (cerrado) para algiin a € A.

Demostracion. Fijemos a € A. Recordemos que @,(z) = x @ a.Si {a} es abierto (cerra-
do), entonces {a*} también es abierto (cerrado), ya que * es continua. Por lo tanto, las
preimdgenes @;}(a*) ={recA|lzda =a"}y @gl(a)*l(a) ={rceAlz®a=a}
son abiertas (cerradas). Asi, @' (a*) N @, ' (a) = {0} es abierto (cerrado) por el Lema
2.1.11. O

Notacién
Para cualquier x € A, el conjunto de todas las vecindades abiertas de = se denota por
O, (), es decir:

Oun(@)={Ver|lzeV}
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Es claro que A € O(4 -)(z). Dado que * es continua, se tiene que Oy ;) (z*) = {V* |V €
O(a,7)(x)}. Definimos el conjunto M4 (x) como:

Mary(z) = (({V | V € Oam(@)}.

Con frecuencia abreviaremos M4 -y(x) como M(z) si no es necesario destacar la MV-

algebra topoldgica (A, 7).

Proposicién 5.5.2. En una MV-ilgebra topolégica (A, ), la topologia T es discreta si y solo si
{a} € T paraalgiin a € A.

Es inmediato del Lema anterior y el Teorema 3.0.6.

Teorema 5.5.3. Sea (A, 7) una MV-dlgebra topolégica. Entonces, las siguientes proposiciones

son equivalentes:

1. 7 es trivial.

N

W

. Owan(a) = {A} para algin a € A.

i

{0,1} C U para cualquier conjunto abierto no vacio U.

S

{0,1} € U para cualquier U € O4 1(0).

Demostracion. Esclaroquel =2 =3y 1 =4=5.

3 = 2.) Supongamos que a € Acon Oy ;)(a) = {A}. Entonces, O 4 - (a*) = {A*} = {A}.
Como a @ a* = 1y @ es continua, tenemos A = A® A C V para cualquier V' € O(4 (1),
lo que implica que O 4 (1) = {A}. Por lo tanto, O4 ;)(0) = O4 )(1*) = {A*} = {A}y

se cumple 2.

2 = 1.) Supongamos que O(4,)(0) = {A}. Para cualquier b € Ay cualquier U €
O(a,7)(b), tenemos U™ € Oy 7(b*). Como 0 © b = b,0 @ b* = b* y © es continua, existen
Ve Ounb)yW € Oy () talesque AoV CUy Ae W CU* Asi, {0,1} C U,y
por ser U arbitrario, se concluye O4 - (b) = {A}.

4 = 2.) Supongamos que 4 se cumple. Sea V' € O(4 (0). Para cualquier » € A, dado que
0@z = zy® es continua, existe U € O4 (0) tal que U @ x C V. Como {0,1} C U por
5,tenemos x € U © x C V, lo que implica que V = A. Asi, se cumple 2. O
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5.6. MV-dlgebras Topolégicas Ideales

En esta seccidn, se presenta una caracterizacién de la topologia ideal, asi como la relaciéon

entre el conjunto de ideales de A y el conjunto ¥(A), donde
V(A) = {7 | m es una topologia sobre Ay (A, 7) es una MV-dlgebra topoldgica}

Sea I un ideal de una MV-algebra A. Vamos a verificar que el conjunto de clases de equi-
valencia inducido por I, {a/I : a € A}, forma una base de una topologia. Es claro que la
WUH{a/I:a€ A} =A,yquesia/INb/I # 0 entonces a/I = b/I. Denotamos esta topologia

por 77 y la llamamos la topologia ideal inducida por I.
Lema 5.6.1. En toda MV-dlgebra A, (z/1)* = x*/I, para todo x € A.

Demostracién. Sea z € (x/I)*, entonces z* € z/I, que resulta en d(x,2*) € Iy por el
Lema 2.1.17, d (z*, z) = d (x, z*) entonces z € x*/1. O

Proposicion 5.6.2. Sea I un ideal de una MV-ilgebra A. Entonces, (A, ~r) es una MV-dlgebra
topolégica, y M4 ) (z) = /I para todo x € A. Ademds, {x/1} es una base de vecindades de x
para la topologia ~yr.

Demostracion. Sea I un ideal de una MV-algebra topoldgica A, y sean z,y € A. Sea U un
abierto de z*, existe z tal que «* € z/I C U, note que z/I = x/I,z/I es un abierto de z,
por el lema anterior (x/I)* = x*/I entonces * es continua, ademds por el Lema 5.6.3, @
también es continua. Luego, para todo abierto U de z, se tiene que z/I C U, y entonces
Mgy (2) = 2/1 O

Lema 5.6.3. Sean A una MV-ilgebra, a,b € A e I unideal de A, se cumple que

a/I &b/ Ca®b/l.

Demostracion. Seax € a/I ©b/1, entonces z = z, & x, donde d (a, z,), d (b, zp) € I. Luego
d(a,z,) ®d(b,xp) € Iy por las propiedades de la distancia se tiene que

dla®b,z) <d(a,zq) ®d(b, )
y entonces z € a & b/1. O
Teorema 5.6.4. Sea (A, 7) una MV-ilgebra topolégica. Entonces se cumple que:
1. M(0) es un ideal de A.
2. 7 =~y para algiin ideal I de A siy sélo si M(0) € 7.

46



CAPITULO 5. MV-ALGEBRA TOPOLOGICA

Demostracién. 1. Para toda vecindad abierta U de 0, dado que 0 & 0 = 0 y la opera-
cién @ es continua, existe una vecindad V' de 0 tal que V & V' C U, lo que implica que
M(0) ® M(0) C VeV C U. Asi, M(0) & M(0) C ﬂer(Aﬂ(o) U = M(0), y por lo tanto
M(0) es cerrado bajo la operacién @. Ademas, para cualquier y € M(0) y z € A tal que
z <y, se tiene que z A 0 = 0 y como A es continua, existe una vecindad W de 0 tal que
2z AW C U,y esto implica que z € M(0). Asi, M(0) es un ideal de A.

2.5i M(0) € 7 entonces {M(0)} forma una base de vecindades de 0 para la topologia 7.
I = M(0). Por 1, tenemos que M(0) es un ideal, entonces, {M(0)} = {I} = {0/} es una
base de vecindades de 0 para la topologia v; por la Proposiciéon 5.6.2 Asi, 7 = v por el
Teorema 5.1.7.

Reciprocamente, si 7 = 7y para un ideal I de A, entonces M(0) = M4 ,,)(0) = 0/1 €
~r = 7 por la Proposicién 5.6.2. O

Ejemplo 5.6.5. Verifiquemos que la MV-dlgebra topoldgica (Freey, Tr, ), del Ejemplo 4.0.4,
tiene una topologia ideal. Sea U € O(0), entonces existen ¢ € Freey y r € Fy, tales que
0 € F(c,r) C U. Puesto que toda bola que contenga al 0 es de la forma F(0, s), para cualquier
s € Fy,, se tiene que F(0,r) C M(0). Ademds F(0,r) € 7r, , luego M(0) C F(0,r). Se
tiene entonces que M(0) € 7p, , y por la proposicion anterior (Free1,Tr, ) es una MV-dlgebra
topoldgica ideal.

Note que F(0,7) = {f € Free; : f(xo) = 0} es un ideal, y ademas F(0,r) = F

o’

entonces 7, = VEz, - Dado un filtro F', ;qué relacién hay entre 7 y vp-? En la siguiente
proposiciéon probamos que yp+ C 7r. Sin embargo, queda abierta la pregunta sobre la

inclusién contraria.

Proposicién 5.6.6. Sea F' un filtro de una MV-dlgebra A, la topologia ideal vp- y la topologia
filtro T satisfacen

Yer C TR

Demostracion. Seac € A,

F(c,1) = {z€A:1ad
= {z€eA:16d
= {xeA:d(czx
= {zeA:d(x
= c¢/F".

c,x) € F}
c,x)" € F}
*eF}
€ F*}

—_ ~— T~

Entonces ¢/ F* € 1. O
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Corolario 5.6.7. Sea (L, o) una MV-cadena topoldgica finita. Entonces, o es discreta o trivial.

Demostracién. Sea (L, o) es una cadena topoldgica finita. Entonces M, ,(0) € o,y por lo
tanto o =y, (0) POT el Teorema 5.6.4. Dado que L es simple y M/, ,(0) es un ideal de
L por el Teorema 5.6.4, tenemos que My, ,1(0) = {0} o M, ,(0) = L. Por lo tanto, o es

discreta o trivial por la Proposicién 5.5.2 y el Teorema 5.5.3. O
Para un MV dlgebra A, definimos ©(A) = {I | I esunidealde A} y
U(A) = {7 | m es una topologia sobre A tal que (A, ) es un MV-dlgebra topolégica}.

Definimos f : ©(A4) — V(A) por f(I) = 7y para todo I € O(A). Entonces f es una
aplicacion inyectiva. De hecho, si I, J € ©(A) tales que y; = 7, entonces [ = 0/1 =
Ma)(0) = Ma,,)(0) =0/J = J por el Lema 2.1.19 y la Proposicién 5.6.2. Por lo tanto,

f es inyectiva.

Corolario 5.6.8. Para una MV-dlgebra finita A, existe una biyeccion entre ©(A) y ¥(A). En
particular, si A = Ly, X Lyp, X -+ x Ly, para algunos enteros 2 < ny < ng < --- < ny,
entonces |U(A)| = 2%, donde |¥(A)| es la cardinalidad de U (A).

Demostracion. Sea A una MV-élgebra finita. Definimos f : ©(A) — ¥(A) mediante f(I) =
1 para todo I € ©.

Sabemos que f es inyectiva. Para probar que f es sobreyectiva, supongamos que 7 €
W(A). Entonces M4 1(0) € 7, pues resulta ser una interseccién finita de abiertos dado

que A es finita. Por el Teorema 5.6.4, 2, se deduce que f es sobreyectiva.

Supongamos que A = Ly, X Ly, X - - - X Ly, , para algunos enteros 2 < n; <ng < --- < ny.
Dado que cada MV-cadena finita es simple y por tanto solo posee 2 ideales ella misma
y {0} y por la Proposicién 2.1.22 tenemos que que |©(A)| = 2*. Por lo tanto, |¥(A)| =
|0(4)| = 2~. O

Sea C' = Cy U C; la MV-cadena del Ejemplo 2.1.3 y sea T' = {0, Cy, C1,C?}, donde Cyp =
{0,¢,2¢,...,nc,...} y C1 = (Co)* = {1,¢*,(20)",...,(nc)*,...}. Es facil ver que T es
la topologia inducida por el ideal Cy, y asi (C,T") es una MV-cadena topoldgica por la
Proposicién 5.6.2. Ahora mostramos que |¥(C')| = |©(C)| = 3. Es decir, la tinica topologia

no trivial y no discreta en C tal que es una MV-cadena topolégica es 7.

Proposicién 5.6.9. Sea C' la MV-cadena del Ejemplo 2.1.3. Si  es una topologia no discreta y

no trivial en C tal que (C, ) es una MV-cadena topoldgica, entonces m = T.
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Demostracién. Sean C'y m como se dan en la proposicién, y sea = € C. Entonces C €
O(c,x)(z). Por la Proposicién 5.5.2 y el Teorema 5.5.3, sabemos que {z} C O ¢ (7)Y
O(c,r)(z) # {C}, dado que 7 es no discreta y no trivial.

Claim 1. {0,c} C U para cualquier U € O )(0). De hecho, dado que 0 Ac = 0y la
operacién A es continua, existe V € O(¢1)(0) tal que VA c C U. Nota que V' # {0} y
¢ < z para cualquier elemento no nulo z en C. Tenemos quec € Vy V Ac C U, por lo
tanto, {0,c} C U.

Claim 2. Cy C U para cualquier U € O(C, 7)(0).

Para cualquier vecindad abierta U de 0, por el Claim 1, sabemos que ¢ € U. Dado que
0@ 0 = 0y la operacién @ es continua, existe V- € O(C,7)(0) talque V& V C U. Por el
Claim 1, tenemos {0,c} C V,porloque2c=c@ce VeV CU. Asi, {0,¢,2c} C U. Dado
que U es una vecindad abierta arbitrariade 0y V' € O +)(0), tenemos {0,¢,2c} C V, lo
que implica que 3¢ = ¢c®2c € V@V C U. Por analogia, obtenemos que {0, ¢, 2¢, . .., kc} C
V N U para cualquier entero positivo &, y por lo tanto Cy C U.

Claim 3. C; C W para cualquier W € O ¢ r)(1).
De hecho, dado que la operacion * es continua, tenemos W* € O ) (0), y por el Claim
2. Cy € W*. Por lo tanto, Cy = (Cy)* C W.

Claim 4. Si x € Cp, entonces Cy C V para cualquier V' & (’)(CJ) (x).
En efecto, sea z € Cj. Entonces = nc para algtin entero positivo n. Dado que 0@ nc = nc
y la operacién @ es continua, existe V; € O(CJ)(O) tal que Vi @ nc C V. Por el Claim 2.

tenemos Cy C V4, y por lo tanto:
{ne,(n+1)e,...} =Co@®nc C Vi dncCV.

Dado que 1©nc = ncy la operacion © es continua, existe V2 € O(¢ 1) (1) tal que Va©ne C

V. Por el Claim 3, obtenemos C; C V3, lo que implica:
{0,¢,2¢,...,nc} =C16nc CVoSncCV.

Por lo tanto, Cy C V por las ecuaciones anteriores.

Claim 5. Si y € C}, entonces C'; C P para cualquier P € O(C,w) (y).

En efecto,seay € C1 y P € O(C, 7)(y). Entonces y* € Cy. Dado que la operacién * es con-

tinua, tenemos P* € O ¢ r)(y"), y por el Claim 4, Cy C P*. Por lo tanto, C; = (Cp)* C P.

77T)

Claim 6. O ¢ () = {Co, C} para cualquier z € Cp.
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En efecto, sea z € Coy D € O(c (7). Entonces Co € D por el Claim 4 Si D # Cy,
existe algan entero positivo n tal que Cy U {(nz)*} C D, lo que implica que D también
es una vecindad abierta de (nz)*, y por el Claim 5, C; C D. Por lo tanto, D = C, y asi
{C} CO(C,m)(x) € {Co, C}. Como O(C, m)(x) # {C}, entonces O ) (x) = {Co, C}.

Claim 7. O (¢ r)(y) = {C1, C} para cualquier y € C.
Esto se deduce inmediatamente del Claim 6 y de la continuidad de la operacién *.

Finalmente, por los Claims 6 y 7, obtenemos que © = {0, Cy,C1,C} =T. O

5.7. MV-idlgebras Topolégicas Cocientes

Una de las operaciones importantes en las algebras universales topoldgicas es tomar sus
cocientes. En esta seccién, discutiremos los cocientes de algebras MV topoldgicas.
Sea (A, 7) un algebra MV topolégica, B un dlgebra MV, y f : A — B un homomorfismo

sobreyectivo de A sobre B que satisface la condicién:
W)y er, wWer (5.1)

Entonces, es facil verificar que 7 = {U C B | f~}(U) € 7} es una topologia. Llamamos
a 7y la topologia cociente sobre B inducida por f. La Proposicién 5.1 establece que 7¢ es
la topologia mas fina tal que B es un algebra MV topoldgica y f es un homomorfismo

continuo y abierto.

Proposicion 5.7.1. Sea (A, 1) una dlgebra MV topologica, B una dlgebra MV y f : A — B un
homomorfismo sobreyectivo de A sobre B que satisface la condicién 5.1 . Entonces, se cumplen las

siguientes afirmaciones:

1. (B,7y) es un dlgebra MV topoldgica, y la llamamos la MV-dlgebra topoldgica cociente
de (A, T).

2. f es un homomorfismo continuo y abierto de A sobre (B, 7y).

3. Si (B, ) es un dlgebra MV topolégica tal que f es un homomorfismo continuo de A sobre

(B, ), entonces 74 C .

Demostracién. 1.Para mostrar que & es continua en (B, Tf), sean by, by € B.Para cualquier
vecindad abierta U € 7; de by ® b, como f es sobreyectivo, existen ay, az € A tales que
b1 = f(a1) y ba = f(az), porlo que by & by = f(a1) ® f(az) = f(a1 & az). Se sigue que
a1 ®az € f71(U).

Dado que U € 7y, entonces f ~1(U) € 7 y @ es continua en (4, 7), existen Vi, V5 € 7 tales
queay € Vi,ap € Vay Vi@ Vo C f-H(U).
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Por lo tanto, by = f(a1) € f(Vi1), b2 = f(a2) € f(V2)y f(V1) @ f(Va) = f(Vi @ Vo) C
f(f~Y%U)) C U. Por la condicién 3, se tiene que f~1(f(V1)), f1(f(V2)) € 7, por lo que
f(V1), f(Va) € 74 por la definicion de 7¢. Asi, & es continua en (B, 7¢).

Para demostrar que * es continua en (B, 7¢), sea U € 7¢. Entonces f L) e, y por lo
tanto (f~1(U))* € 7 ya que x es continua en (4, 7). Ademéas, como f es un homomorfis-

mo, se tiene que
ze fHU) & fx) e U & (f(x)) €U & fla*ZWU e z* € 1 (U) &z e (f L)),

y por lo tanto f~1(U*) = (f~1(U))*, lo que implica que U* € 7¢. Entonces (B, 7¢) es un
MV-élgebra topolégica.

2. Para cualquier V' € 7, por la condicién 3, se tiene que f(V') € 74, y por lo tanto f es

abierto. Asi, f es continua por la definicién de 7.

3. Supongamos que (B, m) es un MV-dlgebra topolégica tal que f es un homomorfismo
abierto y continuo de (A, 7) sobre (B, ). Para cualquier U € 7y, se tiene que f~1(U) € 7,
y por lo tanto f(f~1(U)) € m ya que f es abierto. Como f es sobreyectivo, se obtiene
U=f(fY(U))emyasits Cn O

Proposicién 5.7.2. Sea (A, T) una MV-dlgebra topolégica, B una MV-dlgebra, y f : A — B un
homomorfismo sobreyectivo de A sobre B. Entonces, las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. f satisface la condicién 3 y la MV-dlgebra topoldgica cociente (B, 7f) es discreta.
2. ker(f) € 7, donde ker(f) = f~1(0) = {z € A| f(x) = 0}.

Demostracion. Sean (A, T), B,y f como se describen en la proposicion.
2 = 1.) Supongamos que ker(f) € 7. Queremos demostrar que f~1(f(V)) € T para
cualquier subconjunto no vacio V de A, y por lo tanto, f satisface la condicién 3. De

hecho, tenemos:

z e fTHf(V)) f(z) € f(V)

(FveV) fz) = flv)

(FveV)d(z,v)=(zcv)® (vor) € ker(f)
(FveV)zov, vex eker(f) (porelLema?2.1.20)

ze | J{yeAlyov, voy e ker(f)},
veV

r e 0T

y porlotanto: f~1(f(V)) = U,er{y € 4 | ySv, vOy € ker(f)}. Por el Lema 5.1.3 tenemos
que el conjunto {y € A | y S v, v © y € ker(f)} es un abierto, luego f~1(f(V)) € 7.
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Dado que f~1(0) = ker(f) € 7, tenemos que {0} € 74, y asi (B, ) es discreto por el

Teorema 5.5.2.

1 = 2.) Supongamos que (B, 77) es discreto. Entonces {0} € 7y, y por lo tanto f~1(0) =
ker(f) e 7. O

Ejemplo 5.7.3. Sea (By, ) la MV-dlgebra topoldgica, donde By = {0,a,b, 1} es el dlgebra de
Boole con 4 elementos y 7 = {0,{0,a},{b,1}, B4} es la topologia inducida por el ideal {0,a}.
Definimos una funcién f : By — By por f(0) =0, f(a) = b, f(b) = a, f(1) = 1. Es ficil ver
que f es un automorfismo y satisface la condicion 3, y que 7r = {0,{0,b},{a, 1}, B4}.

Definicién 5.7.4. Una funcion f : A — B entre dos MV-ilgebras topoldgicas es un isomorfis-

mo topologico si f es tanto un isomorfismo como un homeomorfismo.

Teorema 5.7.5. Sean (A, )y (B, m) MV-dlgebras topoldgicas, y sea f : A — B un homomorfis-
mo continuo, abierto y sobreyectivo. Sea p : A — A/ ker(f) el homomorfismo natural. Entonces,

se cumplen las siguientes afirmaciones:
1. p~Yp(V)) = f~Yf(V)) para cualquier subconjunto V de A.

2. A/ker(f), dotado de la topologia 7, = {U C A/ker(f) | p~Y(U) € 7}, es una MV-
dlgebra topologica.

3. Existe un iinico isomorfismo topoldgico f de (A/ker(f),7,) a (B, ) tal que fop = f,es

decir, el siquiente diagrama conmuta:

(A7) — 5 (B7)
pl /f

(A/ ker(f),7p)

Figura 5.1

Demostracion. Sea (A, 7), (B, ), fy p como se describe en el teorema. Entonces, ker(f) es
un ideal de A.
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1. Para cualquier V' C A, tenemos:

acp(p(V) & a/ker(f)=pla) € p(V)
< (v eV)(a/ker(f) =v/ker(f))
& (JveV)(d(a,v) € ker(f))
& (weV)(aov*Avea® €ker(f)) (porel Lema 2.1.20)
S (eV)(fladv")=0Aflvead")=0)
& (FveV)fla)o f(v)"=0Af(v)o fla) =0)
& (FveV)(fla) = f(v))
& fla) e f(V)
& ae V).

Por lo tanto, p~(p(V)) = f=L(f(V)).

. Dado que f es un homomorfismo continuo, abierto y sobreyectivo, por 1 tenemos
que p~1(p(V)) = f~Y1(f(V)) € 7, para cualquier V € 7. Por la Proposicién 5.7.1 se
tiene que entonces (A/ ker(f), 7,) es una MV-algebra topolégica, donde 7, = {U C

A/ker(f) [ p~H(U) € 7}.

. Definimos f : A/ker(f) — B por f(zker(f)) = f(x) para cualquier z € A. En-
tonces, f es un isomorfismo por [5, Teorema 1.2.8], y claramente f es el tnico iso-
morfismo tal que f = f o p. Para probar que f es abierta, sea U € 7,. Entonces

p~1(U) € 7,y porlo tanto f(p~1(U)) € m, ya que f es abierta. Ademas, tenemos:

be f(U) & (3aker(f) €U)b= flaker(f)) = f(a)
HU))b= f(a)
& be f(p (),

< (Jaep

lo que implica que f(U) = f(p~1(U)) € =, y por lo tanto f es abierta.

Para demostrar que f es continua, supongamos que W € . Entonces f~}(W) € 7,

ya que f es continua. Asi, p(f~1(W)) € 7, por la Proposicién 5.1. Ademds, tenemos:

&S ozefm

)

zker(f) € fTH (W) & f(2) = fzker(f)) e W
fw
) € p(f7H (W),

& z/ker(f
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z/ker(f) € p(f 1 (W) & (Bae [TH(W))z/ker(f) = p(a) = a/ ker(f)
& flz/ker(f)) = fa/ker(f)) = f(a) €W
& z/ker(f) € fHW).
Por lo tanto, f 1 (W) = p(f~1(W)) € 7, y f es continua.

Resumiendo el argumento anterior, hemos demostrado que f es el tnico isomorfis-

mo topoldgico que va de (A/ ker(f),7,) a (B, ) tal que f = f o p.

54



Capitulo 6

Conclusiones

En el presente trabajo hemos abordado el estudio de las MV-dlgebras topoldgicas, estu-
diando las condiciones necesarias para dotarlas de una estructura topolégica compatible
con sus operaciones algebraicas. Se ha explorado en detalle la interaccién entre las MV-

algebras y diversas topologias, particularmente la topologia filtro.

En el Capitulo 3, se introducen los conceptos de MV-dlgebra para, quasi y semi-topolégi-
ca, explicando sus propiedades y su relacién con las MV-dlgebras topolégicas. Poste-
riormente, en el Capitulo 4, se estudia como dotar a una MV-élgebra de una estructu-
ra topoldgica utilizando la topologia filtro, explorando sus propiedades y condiciones
de compatibilidad con la estructura algebraica de la MV-dlgebra. A lo largo del estudio,
se ejemplifican teoremas y propuestas con casos particulares, como los presentados en
los Ejemplos 4.0.4, 5.1.4 y 5.6.5. Se profundiza en la topologia filtro como herramienta
para definir estructuras topolégicas en MV-dlgebras. Como un aporte que no esta en la
literatura, hemos demostrado que toda MV-dlgebra, con una topologia filtro, es quasi-
topoldgica y establecemos condiciones para que una MV-élgebra con esta topologia sea,

efectivamente, una MV-élgebra topoldgica.

En el Capitulo 5, se estudian las propiedades de las MV-élgebras topoldgicas. En parti-
cular, en la Seccién 5.2, se revisa con detalle la prueba del Teorema [10, Teorema 3.4], y
adicionalmente probamos la Proposicién 5.2.3, la cual establece que si una MV-dlgebra
quasitopoldgica es un espacio Ty, entonces también es un espacio T;. Este resultado se
obtiene al debilitar las condiciones del Teorema [10, Teorema 3.4] previamente estableci-

do para MV-élgebras topoldgicas.

Por dltimo, se muestra cémo los ideales en una MV-algebra interactian con la estructura
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topoldgica, abordando el concepto de conexidad en MV-dlgebras topoldgicas. Se enfati-
zan las condiciones que garantizan la existencia de componentes conexas y se establece

la relacién entre la topologia filtro y la topologia ideal, como se muestra en la Proposiciéon
5.6.6.

56



Bibliografia

[1] G. Barbieri and H. Weber. A topological approach to the study of fuzzy measures.
In Y. Abramovich, E. Avgerinos, and N. C. Yannelis, editors, Functional Analysis and
Economic Theory, pages 17—46, Berlin, Heidelberg, 1998. Springer Berlin Heidelberg.

[2] S.Burris and H. Sankappanavar. A Course in Universal Algebra, volume 91. Springer,
01 1981.

[3] C. C. Chang. Algebraic analysis of many valued logics. Transactions of the American
Mathematical society, 88(2):467-490, 1958.

[4] C. C. Chang. A new proof of the completeness of the lukasiewicz axioms. Transac-
tions of the American Mathematical Society, 93:74-80, 1959.

[5] R.L.O.Cignoli, I. M. L. D’Ottaviano, and D. Mundici. Algebraic Foundations of Many-
Valued Reasoning. Springer Netherlands, Dordrecht, 2000.

[6] E. Dubuc and Y. Poveda. A simple proof of mcnaughton theorem. 07 2011.

[7] A. Gan, W. Luan, F. Deng, and Y. Yang. On regularity of topological mv-algebras.
Fuzzy Sets and Systems, 475:108747, 2024.

[8] S. Givant. Regular Open Sets, pages 66—73. Springer New York, New York, NY, 2009.
[9] G. Grétzer. Universal algebra. Studia Logica, 41(4):430-431, 1982.
[10] C. Hoo. Topological mv-algebras. Topology and its Applications, 81(2):103-121, 1997.
[11] J. L. Kelley. General topology. Journal of Symbolic Logic, 27(2):235-235, 1962.

[12] C. Luan and Y. C. Yang. Filter topologies on mv-algebras. Soft Computing, 21, 05
2017.

[13] W. Luan, H. Weber, and Y. Yang. Filter topologies and topological mv-algebras.
Fuzzy Sets and Systems, 406:11-21, 2021. Mathematics.

57



BIBLIOGRAFIA

[14] D. Mundici. Interpretation of af c-algebras in Lukasiewicz sentential calculus. Jour-
nal of Functional Analysis, 65(1):15-63, 1986.

[15] D. Mundici. Interpretation of afc -algebras in lukasiewicz sentential calculus. J.
Functional Analysis, 65:15-63, 1986.

[16] D.Mundici. Advanced Lukasiewicz calculus and MV-algebras. Trends in Logic. Springer
Netherlands, 2011.

[17] M. Najafi, G. R. Rezaei, and N. Kouhestani. On (para, quasi) topological mv-
algebras. Fuzzy Sets and Systems, 313:93-104, 2017. Theme: Mathematics of fuzzy
sets.

[18] D. M. R cignoli. An elementary presentation of the equiv- alence between mv -

algebras and lu-groups with strong unit. Studia Logica, 61:49-64, 1998.
[19] S. Roman. Lattices, pages 49-93. Springer New York, New York, NY, 2008.

[20] H. Weber. On topological mv-algebras and topological -groups. Topology and its
Applications, 159(16):3392-3395, 2012.

[21] S. Wu, W. Luan, and Y. Yang. Filter topologies on mv-algebras ii. Soft Comput.,
24(5):3173-3177, mar 2020.

[22] Y. C. Yang. The c-topology on lattice-ordered groups. Science in China Series A Mathe-
matics, 52:2397-2403, 11 2009.

58



	Resumen
	Introducción
	Preliminares
	Retículos
	Topología

	MV-álgebras
	MV-álgebras, ideales y filtro
	Álgebras libres y funciones de McNaughton
	MV-álgebras y u-grupos abelianos

	Sobre MV-álgebras (semi, para, quasi) topológicas
	Topología filtro
	MV-álgebra topológica
	Determinación única de una MV-álgebra topológica
	Separación y regularidad
	Ideales
	Conexidad
	Discretización y Trivialidad
	MV-álgebras Topológicas Ideales
	MV-álgebras Topológicas Cocientes

	Conclusiones
	Bibliografía

