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11 de abril de 2025



2



Resumen

Las MV-álgebras introducidas por Chang en [3] son una generalización algebraica de la

lógica proposicional de Łukasiewicz de múltiples valores. Este trabajo aborda las MV-

álgebras topológicas, MV-álgebras dotadas de topologı́as compatibles con sus operacio-

nes algebraicas. El objetivo principal es estudiar con detalle propiedades topológicas co-

mo regularidad, conexidad y los axiomas de separación, ası́ como las condiciones nece-

sarias para que una MV-álgebra sea considerada topológica bajo diferentes perspectivas.

Palabras claves: MV-álgebra topológica, topologı́a filtro, regularidad, topologı́a ideal,

axiomas de separación.
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su compañı́a, por las risas compartidas y por hacer este camino mucho más llevadero.
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Introducción

Las álgebras Booleanas surgieron como la contraparte algebraica de la lógica clásica; por

su parte las MV-álgebras fueron definidas por C. C. Chang, en 1958 y 1959, cuando éste

dio la prueba algebraica de la completez de la lógica proposicional multivaluada de Lu-

kasiewicz [3]. En este sentido, las MV-álgebras son la contraparte algebraica de la lógica

proposicional de Lukasiewicz.

En 1986, D. Mundici probó una equivalencia categórica entre las MV-álgebras y los gru-

pos abelianos reticulados con unidad fuerte [14]. Inspirados en esta equivalencia y en el

trabajo de [22], en 2017, C. Lang y Y.C. Yuang definen las topologı́as filtro sobre MV-álge-

bras [12] y muestran que toda MV-álgebra puede ser dotada naturalmente de la topologı́a

filtro [12]. Surge la pregunta natural: ¿Cuándo la topologı́a filtro hace a una MV-álgebra

una MV-álgebra topológica? Lua, Wan y Weber responden a esta pregunta en [13], dando

condiciones necesarias.

La investigación en torno a las MV-álgebras topológicas no ha cesado desde entonces, y

en particular, en el último año, se han encontrado resultados sobre las propiedades de

separación que estas poseen. En este trabajo estudiamos con detalle las propiedades de

MV-álgebras topológicas y los resultados presentados en el artı́culo On regularity of topo-
logical MV-algebras [7], y vemos cómo la topologı́a subyacente a la MV-álgebra topológica

determina caracterı́sticas fundamentales como la separación y la regularidad.

7
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Capı́tulo 1

Preliminares

1.1. Retı́culos

Los retı́culos conforman una estructura matemática estrechamente ligada a las dos estruc-

turas algebraicas discutidas en los siguientes capı́tulos, las MV-álgebras y los lu-grupos.
Las definiciones y teoremas sobre retı́culos, que se presentan en este capı́tulo, se encuen-

tran en [19] y [2].

Definición 1.1.1. Un retı́culo ⟨L,∨,∧⟩ es un conjunto L ̸= ∅ junto con dos operaciones binarias
∨,∧ que satisfacen las siguientes condiciones para cualesquiera x, y, z ∈ L:

x ∨ y = y ∨ x y x ∧ y = y ∧ x. (Conmutativa)

x ∨ (y ∨ z) = (x ∨ y) ∨ z y x ∧ (y ∧ z) = (x ∧ y) ∧ z. (Asociativa)

x ∨ x = x y x ∧ x = x. (Idempotencia)

x ∧ (x ∨ y) = x y x ∨ (x ∧ y) = x. (Absorción)

Decimos que L es un retı́culo distributivo si ademas cumple con x∧ (y∨z) = (x∧y)∨ (x∧z).

Ejemplo 1.1.2. El conjunto N de los números naturales con las operaciones ∨ = mcm(n,m),
definida como el mı́nimo común múltiplo, y ∧ = mcd(n,m), como el máximo común divisor, para
cada par de elementos n y m en N, es un retı́culo.

El concepto de retı́culo tambien se puede abarcar de la siguiente manera,

Definición 1.1.3. Un conjunto parcialmente ordenado (o poset) ⟨L,≤⟩ es un retı́culo, si para
cada a, b ∈ L, los elementos

sup{a, b} := mı́n{c ∈ L | a ≤ c, b ≤ c},

ı́nf{a, b} := máx{d ∈ L | d ≤ a, d ≤ b},

9



CAPÍTULO 1. PRELIMINARES

existen en L.

Las definiciones 1.1.1 y 1.1.3 son equivalentes. En efecto, si ⟨L,∨,∧⟩ es un retı́culo como

en la Definición 1.1.1, se construye el orden parcial ≤ ası́:

a ≤ b, si y solo si, a = a ∧ b, si y solo si, b = a ∨ b.

En sentido contrario, si ⟨L,≤⟩ es un retı́culo como en la Definición 1.1.3, se definen las

operaciones ∨,∧ como:

a ∧ b := ı́nf{a, b} y a ∨ b := sup{a, b}.

Observación 1.1.4. Dado un retı́culo L = ⟨L,∨,∧⟩, existe otro retı́culo asociado Lop = ⟨L,∨op,∧op⟩
denominado retı́culo dual (también llamado opuesto), donde el conjunto subyacente es el mismo
y las operaciones están definidas ası́:

De manera natural, se introducen las funciones que conservan la estructura de retı́culo,

las cuales son conocidas como homomorfismos de retı́culos.

Definición 1.1.5. Dados dos retı́culos ⟨L1,∨L1 ,∧L1⟩, ⟨L2,∨L2 ,∧L2⟩, una función
f : L1 −→ L2 se dice que es un homomorfismo de retı́culos, si para cada a, b ∈ L1, se
tiene que:

f(a ∨L1 b) = f(a) ∨L2 f(b).

f(a ∧L1 b) = f(a) ∧L2 f(b).

Si L1 y L2 son retı́culos considerados como posets, entonces una función f : L1 −→ L2 es un
homomorfismo de retı́culos si a ≤L1 b implica f(a) ≤L2 f(b).

1.2. Topologı́a

Definición 1.2.1. Una topologı́a sobre un conjunto X es una colección τ ⊆ P(X) que cumple:

∅, X ∈ τ .

Si {Ai | i ∈ I} es una familia arbitraria en τ , entonces
⋃
i∈I

Ai ∈ τ .

Si A,B ∈ τ , entonces A ∩B ∈ τ .

El par (X, τ) se denomina espacio topológico, mientras que los elementos de X y τ son llamados
puntos y conjuntos abiertos, respectivamente. Un conjunto A ⊆ X es cerrado si Ac ∈ τ .

10



CAPÍTULO 1. PRELIMINARES

Ejemplo 1.2.2. Dado cualquier conjunto X , la colección τ1 := {∅, X} se conoce como topologı́a

trivial, mientras que τ2 := P(X) se denomina topologı́a discreta. Evidentemente, (X, τ1) y
(X, τ2) poseen el mismo conjunto subyacente, pero son espacios topológicos diferentes.

Definición 1.2.3. Una función entre espacios topológicos f : (X, τX) → (Y, τY ) se dice que es
continua si para cada U ∈ τY se tiene que f−1(U) := {x ∈ X | f(x) ∈ U} ∈ τX .

Definición 1.2.4. Sea (X, τ) un espacio topológico. Un conjunto B ⊆ τ es una base para τ , si
para cada A ∈ τ , A =

⋃
j∈J

Bj donde {Bj : j ∈ J} ⊆ B.

Ejemplo 1.2.5. El conjunto B = {{x} | x ∈ X}∪{∅} es una base para la topologı́a discreta. Por
otra parte, es inmediato que para cada espacio topológico (X, τ), se tiene que τ es una base para sı́
misma.

Definición 1.2.6. Si (X, τ) es un espacio topológico y x ∈ X , una vecindad de x es un conjunto
V para el que existe un abierto U ∈ τ tal que

x ∈ U ⊆ V.

Definición 1.2.7. Sean (X, τ) un espacio topológico, x ∈ X y N una colección de conjuntos.
Decimos que N es una base del sistema de vecindades de x si,

1. Para todo V ∈ N , x ∈ V .

2. Para todo abierto U de x, existe un V ∈ N que V ⊆ U .

Definición 1.2.8. Sea X un espacio topológico y A ⊆ X , la clausura de A, A, es el conjunto:

A =
⋂

{C ⊆ X | C es cerrado y A ⊆ C}

y el interior de A, int(A), es el conjunto:

int(A) =
⋃

{U ⊆ A | U es abierto en X}

Definición 1.2.9. Sea X un espacio topológico. Una separación de X es un par U, V de abiertos
disjuntos no triviales de X cuya unión es X . El espacio X es conexo si no existe una separación
de X .

Teorema 1.2.10. La unión de una colección de subespacios conexos de X que tienen un punto en
común es conexa.

Teorema 1.2.11. La imagen de un espacio conexo bajo una aplicación continua es un espacio
conexo.
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Proposición 1.2.12. La clausura de un espacio conexo también es un espacio conexo.

Definición 1.2.13. Dado un espacio topológico X , se llama componente conexa, a cada uno de
los conjuntos maximales conexos. Es decir un subconjunto Y ⊆ X es un componente conexo si se
cumplen estas dos condiciones:

1. Y es conexo.

2. Cualquier conjunto Z que contiene propiamente a Y es disconexo.

Se cumple que las componentes conexas de X forman una partición de X . Si X es conexo, se tiene
que X es su única componente conexa.

Propiedades de Separación

Los axiomas de separación son propiedades topológicas que garantizan la existencia de

un número suficiente de conjuntos abiertos como para distinguir topológicamente puntos

distintos.

Definición 1.2.14. Un espacio topológico X es un espacio regular cuando para cada conjunto
cerrado F de X y cada punto x que no pertenece a F , existen abiertos, U de x y V de F , que son
disjuntos, esto es U ∩ V = ∅.

Definición 1.2.15. Sea (X, τ) un espacio topológico, decimos que X es

T0: Si dados dos puntos de X hay una vecindad de alguno de ellos que no contiene al otro.

T1: Si dados dos puntos de X hay una vecindad de cada uno que no contiene al otro.

T2: (Hausdorff) Si para cada par de puntos de X existen vecindades de cada uno disjuntas.

T3. Si X es regular y T1.

Figura 1.1: Axiomas de separación

Proposición 1.2.16. Un espacio topológico X es regular si y solo si para todo x ∈ X y cada
vecindad U de x, existe una vecindad V de x tal que V ⊆ U , donde V es la clausura de V .
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Capı́tulo 2

MV-álgebras

Las MV-álgebras son estructuras algebraicas que generalizan la lógica proposicional clási-

ca y la lógica difusa. Las MV-álgebras, tal como las conocemos hoy, fueron introducidas

formalmente por el matemático italiano Daniele Mundici en 1986 en [15], pero el término

y la estructura ya existı́an desde la investigación sobre álgebras de lógica multivaluada

de Luckasiewicz [4]. Las definiciones y teoremas de este capı́tulo son de [5] y [16].

2.1. MV-álgebras, ideales y filtro

Definición 2.1.1. Una MV-álgebra es una álgebra (A,⊕, ∗, 0) del tipo (2, 1, 0) que satisface los
siguientes axiomas: para todo x, y ∈ A

M1. (A,⊕, 0) es un monoide conmutativo,

M2. (x∗)∗ = x,

M3. x⊕ 0∗ = 0∗,

M4. (x∗ ⊕ y)∗ ⊕ y = (y∗ ⊕ x)∗ ⊕ x.

Para simplificar la notación nos referiremos a la MV-álgebra (A,⊕, ∗, 0) solo con su con-

junto soporte A. Una MV-álgebra es trivial si su conjunto soporte es un conjunto unitario.

Para una MV-álgebra (A,⊕, ∗, 0) se definen una constante y las siguientes operaciones

ası́:

1 := 0∗

x⊙ y := (x∗ ⊕ y∗)∗,

13



CAPÍTULO 2. MV-ÁLGEBRAS

x⊖ y := x⊙ y∗.

Además para todo x, y ∈ A, se define la relación

x ≤ y ⇔ x∗ ⊕ y = 1,

que resulta ser un orden parcial en A, conocido como el orden natural de A; este orden

dota de una estructura de retı́culo distributivo acotado a A con 0 y 1 como primer y

último elemento respectivamente, y

x ∨ y = (x⊙ y∗)⊕ y y x ∧ y = x⊙ (x∗ ⊕ y).

Ejemplos

1. El intervalo [0, 1] con las operaciones x⊕ y = mı́n{1, x+ y} y x∗ = 1−x es conocida

como la MV-álgebra estándar.

2. Toda álgebra booleana es una MV-álgebra en la cual las operaciones ⊕ y ∨ coinci-

den.

3. [0, 1] ∩ Q y para cada n ∈ Z+, Łn =
{m

n
: m ∈ {0, 1, ..., n}

}
con las operaciones de

la MV-álgebra estándar son MV-álgebras.

4. Sea X un conjunto y A una MV-álgebra , el conjunto AX = {f : X → A : f es función}
es una MV-álgebra con las operaciones definidas puntualmente, esto es, si f, g ∈
AX , (f ⊕ g)(x) := f(x)⊕ g(x) y f∗(x) := (f(x))∗ para todo x ∈ X , y el 0 correspon-

de a la función constante 0 : X → A tal que 0(x) = 0 para todo x ∈ X .

Definición 2.1.2. Diremos que A es una MV-cadena si esta linealmente ordenada.

Ejemplo 2.1.3. Se definen los siguientes conjuntos C0 y C1 de sı́mbolos formales:

C0 = {0, c, 2c, 3c, . . . }, C1 = {1, c∗, (2c)∗, (3c)∗, . . . },

donde 0 = 0c, 1 = 0∗, y (kc)∗∗ = ((kc)∗)∗ = kc para cualquier entero positivo k. Sea + (resp.
−) la suma ordinaria (resp. resta) entre enteros, se define la siguiente operación binaria ⊕ en
C = C0 ∪ C1:

nc⊕mc = (n+m)c,

(nc)∗ ⊕ (mc)∗ = 1,

nc⊕ (mc)∗ =

1, si n ≤ m,

((m− n)c)∗, si n > m.

14



CAPÍTULO 2. MV-ÁLGEBRAS

Entonces, (C,⊕, ∗, 0) es una MV-cadena, y

0 < c < 2c < · · · < (n− 1)c < nc < · · · < (nc)∗ < (n− 1)c∗ < · · · < (2c)∗ < c∗ < 1.

En lo que sigue, la letra A denotará una MV-álgebra si no se indica otra cosa.

Proposición 2.1.4. Para cualquier x, y, z ∈ A, se cumplen las siguientes propiedades:

1. 0 ≤ x ≤ 1,

2. x ≤ y si y solo si y∗ ≤ x∗,

3. x⊙ y ≤ z si y solo si x ≤ y∗ ⊕ z,

4. x ≤ y entonces x⊕ z ≤ y ⊕ z y x⊙ z ≤ y ⊙ z,

5. x⊙ z∗ ≤ x y∗ ⊕ y ⊙ z∗,

6. x⊙ (y ⊕ z) ≤ y ⊕ (x⊙ z).

Lema 2.1.5. Para todo x, y, z ∈ A, las siguientes proposiciones son equivalentes:

1. x ≤ y,

2. x∗ ⊕ y = 1,

3. x⊙ y∗ = 0,

4. y = x ∨ y,

5. Existe un elemento z ∈ A tal que x⊕ z = y,

6. y∗ ≤ x∗,

7. x⊕ z ≤ y ⊕ z para todo z ∈ A,

8. x⊙ z ≤ y ⊙ z para todo z ∈ A.

Lema 2.1.6. Si x⊖ y = 0 = y ⊖ x entonces x = y.

Demostración. Tenemos que

(x∗ ⊕ y)∗ = 1∗(y∗ ⊕ x)∗ =

es equivalente a

x⊖ y = 0 = y ⊖ x

entonces por el 2 del Lema 2.1.5 x es igual a y.
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CAPÍTULO 2. MV-ÁLGEBRAS

Lema 2.1.7. Si x, y ∈ A entonces:

1. x⊙ y ≤ x ∧ y ≤ x, y ≤ x ∨ y ≤ x⊕ y,

2. (x ∨ y)∗ = x∗ ∧ y∗,

3. (x ∧ y)∗ = x∗ ∨ y∗,

4. x⊕ y = (x ∨ y)⊕ (x ∧ y),

5. x⊙ y = (x ∨ y)⊙ (x ∧ y),

6. x ∧ y = 0 entonces x⊕ y = x ∨ y,

7. x ∨ y = 1 entoncesx⊙ y = x ∧ y.

Lema 2.1.8. Para todo x, y, z ∈ A, se tiene que:

1. x⊙ y ≤ x ∧ y ≤ x, y ≤ x ∨ y ≤ x⊕ y,

2. x⊕ (y ∧ z) = (x⊕ y) ∧ (x⊕ z),

3. x⊙ (y ∨ z) = (x⊙ y) ∨ (x⊙ z),

4. (x⊕ y)⊕ (x⊙ y) = x⊕ y,

5. Si x⊙ y = x⊙ z y x⊕ y = x⊕ z, entonces y = z.

6. (x⊖ y) ∧ (y ⊖ x) = 0,

7. x = (x ∧ y)⊕ (x⊖ y).

Lema 2.1.9. Sea A una MV-álgebra. Para cualesquiera x, y ∈ A, las siguientes condiciones son
equivalentes:

1. x⊕ y = y;

2. x⊙ y = x;

3. x ∧ y∗ = 0;

4. x∗ ∨ y = 1.

Lema 2.1.10. En una MV-álgebra A las operaciones ⊕,⊙ y ⊖ cumplen las siguientes propieda-
des:

1. Si x ≤ y entonces z ⊖ z ≥ z ⊖ y.
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CAPÍTULO 2. MV-ÁLGEBRAS

2. x⊖ (y ⊕ x) = (x⊖ y)⊖ z.

Lema 2.1.11. Sean x, a ∈ A. Si x⊕ a = a y x⊕ a∗ = a∗, entonces x = 0.

Demostración. Supongamos que x⊕ a = a y x⊕ a∗ = a∗. Entonces, por el Lema 2.1.8 1, se

tiene x ≤ x⊕ a = a. Además, por el Lema 2.1.9 3, se cumple que

x ∧ a = x ∧ (a∗)∗ = 0.

Por lo tanto, x = x ∧ a = 0.

Definición 2.1.12. Un MV-ideal de una MV-álgebra A es un subconjunto no vacı́o I ⊆ A, tal
que para todo x, y ∈ A:

1. Si y ≤ x ∈ I entonces y ∈ I,

2. Si x, y ∈ F entonces x ∨ y ∈ I.

3. Si x, y ∈ I entonces x⊕ y ∈ I

Si I satisface 1. y 2., diremos que I es un ideal.

Definición 2.1.13. Un MV-filtro es un subconjunto no vacı́o F ⊆ A, tal que para todo x, y ∈ A:

1. Si x ∈ F y x ≤ y entonces y ∈ F .

2. Si x, y ∈ F entonces x ∧ y ∈ F,

3. Si x, y ∈ F entonces x⊙ y ∈ F

Si F satisface 1. y 2., diremos que F es un filtro.

Definición 2.1.14. Se dice que una MV-álgebra A es simple si sus únicos ideales son {0} y A.

Definición 2.1.15. Dada una MV-álgebra A, se define la función distancia d : A × A → A,
como

d(x, y) = (x⊖ y)⊕ (y ⊖ x).

Teorema 2.1.16. La función distancia d, cumple las siguientes propiedades:

1. d(x, y) = 0 si y solo si x = y,

2. d(x, y) = d(y, x),

3. d(x, y) ≤ d(x, z)⊕ d(z, y).

Lema 2.1.17. d(x, y) = d (x∗, y∗).
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Demostración.

(x⊕ y)⊕ (y ⊕ x) = (x∗ ⊙ y∗)⊕ (y∗ ⊖ x∗)

(x⊙ y∗)⊕ (y ⊙ x∗) = (x∗ ⊙ y)⊕ (y∗ ⊙ x)

Dado que ⊕ y ⊙ son conmutativas, tenemos que d(x, y) = d (x∗, y∗).

Lema 2.1.18. Una MV-álgebra A es finita si y solo si A es isomorfa a un producto finito de
cadenas finitas, en sı́mbolos,

A ∼= Ln1 × Ln2 × · · · × Lnk

para algunos enteros 2 ≤ n1 ≤ n2 ≤ · · · ≤ nk. Esta representación es única, salvo el orden de los
factores.

Lema 2.1.19. Sea I un ideal de una MV-álgebra A. Define una relación binaria ≡I en A mediante:

x ≡I y ⇐⇒ d(x, y) ∈ I.

Entonces, ≡I es una congruencia.

Recı́procamente, si ≡ es una congruencia en A, entonces {x ∈ A | x ≡ 0} es un ideal, y x ≡ y si
y solo si d(x, y) = 0. Por lo tanto, la correspondencia I 7→≡I es una biyección entre el conjunto
de ideales de A y el conjunto de congruencias en A.

Sea I un ideal de una MV-álgebra A. Dado x ∈ A, la clase de equivalencia de x con

respecto a ≡I será denotada como x/I , y el conjunto cociente A/ ≡I será A/I . Dado que

≡I es una congruencia, en el conjunto A/I se definen las siguientes operaciones:

(x/I)∗ = x∗/I y (x/I)⊕ (y/I) = (x⊕ y)/I.

La estructura (A/I,⊕, ∗, 0/I) resulta ser una MV-álgebra, llamada el álgebra cociente de

A por el ideal I . Además, la correspondencia x 7→ x/I define un homomorfismo natural

ρI desde A hacia A/I .

Lema 2.1.20. Sea I un ideal de una MV-álgebra A, y a, b ∈ A. Entonces,

a/I = b/I ⇐⇒ d(a, b) ∈ I ⇐⇒ (a⊙ b∗ ∈ I y b⊙ a∗ ∈ I).

Proposición 2.1.21. Sea Ω un conjunto de ı́ndices, y A =
∏

i∈ΩAi el producto directo de una
familia {Ai}i∈Ω de MV-álgebras. Para cada i ∈ Ω, si Ii es un ideal de Ai, entonces el producto
cartesiano

∏
i∈Ω Ii de conjuntos Ii es un ideal de A, y

A/
∏
i∈Ω

Ii ∼=
∏
i∈Ω

(Ai/Ii).
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Proposición 2.1.22. Sea Ω un conjunto finito de ı́ndices, y A =
∏

i∈ΩAi el producto directo de
una familia {Ai}i∈Ω de MV-álgebras. Si K es un ideal de A, entonces para cada i ∈ Ω, existe un
ideal Ii de Ai tal que

K =
∏
i∈Ω

Ii.

Lema 2.1.23. Sean A una MV-álgebra y B ⊆ A, se define

B∗ = {b∗ : b ∈ B}.

Si I es un MV-ideal de A entonces I∗ es un MV-filtro de A.

Demostración. Sea x ∈ I∗ y x < y, se sabe que x∗ ∈ I , y por la Proposición 2.1.4 x∗ > y∗

por tanto y∗ ∈ I y hemos probado la primera condición de MV-ideal. 2 se tiene inme-

diatamente por el Lema 2.1.7, 3. Sean x, y ∈ I∗ entonces por propiedades de los ideales

(x⊙ y)∗ = x∗ ⊕ y∗ ∈ I por tanto x⊙ y ∈ I∗.

Definición 2.1.24. Sean A y B MV-álgebras. La función f : A → B es un homomorfismo si
satisface las siguientes condiciones para todo x, y ∈ A:

1. f(0) = 0,

2. f(x⊕ y) = f(x)⊕ f(y),

3. f(x∗) = f(x)∗.

Lema 2.1.25. Sea f : A → B un homomorfismo de MV-álgebras. Para cualesquiera x, y ∈ A, se
cumple que:

1. f(1) = 1,

2. f(x⊙ y) = f(x)⊙ f(y),

3. f(x ∧ y) = f(x) ∧ f(y),

4. f(x ∨ y) = f(x) ∨ f(y),

Notación

Para a ∈ A, ⋆ ∈ {⊕,⊙,⊖∨,∧} y U, V ⊆ A definimos:

1. La función ⊕a : A → A ası́ ⊕a(x) = a⊕ x,

2. La función ⊙a : A → A ası́ ⊙a(x) = a⊙ x,

3. La función a⊖ : A → A ası́ La(x) = a⊖ x,
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4. La función ⊖a : A → A ası́ Da(x) = x⊖ a,

5. La función ∨a : A → A ası́ ∨a(x) = a ∨ x,

6. La función ∧a : A → A ası́ ∧a(x) = a ∧ x,

7. a ⋆ U = {a ⋆ u : u ∈ U}, U ⋆ V = {u ⋆ v : u ∈ U, v ∈ V }, U∗ = {u∗ : u ∈ U}.

2.2. Álgebras libres y funciones de McNaughton

Dada una clase K de álgebras (como los grupos, anillos o MV-álgebras) y un conjunto X ,

es de utilidad conocer el álgebra más general de la clase K generada por X . Por ejem-

plo , si K es la clase de los semigrupos y X = {x} , en este caso hay varios semigrupos

generados por X , el mas simple (X, ·), donde x · x = x y el más general es (Y, ·) donde

Y = {x, x2, x3, · · · , xn, · · · } y xn · xm = xn+m, el segundo semigrupo es el ”más general”,

dado que todo semigrupo puede ser generado por un elemento es una imagen homo-

morfa de (Y, ·), estas álgebras van a ser llamadas álgebras libres [9]

En esta sección vamos a estudiar las álgebras libres cuando K es la clase de las MV-

álgebras y su relación con las funciones de McNaughton.

Definición 2.2.1. Un MV-term o término en k variables x1, x2, ..., xk, es una cadena finita de
simbolos sobre el alfabeto

{0, ∗,⊕, x1, ..., xk}

obtenida inductivamente, con las siguientes reglas (Ver [5])

1. 0 y xi para i = 1, ..., k son MV-términos.

2. Si τ es un MV-término, τ∗ también lo es.

3. Si τ y σ son MV-términos, τ ⊕ σ también lo es.

Para cada MV-ágebra A y un ı́ndice k los elementos de Ak tienen la forma:

x = (x0, x1, ..., xα, ...)α<k,

donde xα ∈ A, para cada α < k. La α-ésima proyección πα : Ak → A es la función πα(x) = xα.
Denotamos ProjkA = {πα : α < k} el conjunto de proyecciones de Ak .

Definición 2.2.2. Dada A una MV-álgebra, la MV-álgebra TermA
k es el conjunto de funciones

término τA : Ak → A dadas por (Ver [9] definición 1.4.1)
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1.
xαA = πα : Ak → A

(x1, x2, . . . , xk) 7→ xα

2. 0A es la función constante 0 de TermA
k .

3. Dadas ρA, σA funciones término, definimos por inducción:

a) (ρ∗)A := (ρA)∗ es una función término.

b) (ρ⊕ σ)A := ρA ⊕ σA es una función término.

Definición 2.2.3. La MV-álgebra Freen es la MV-álgebra libre con n generadores.

Teorema 2.2.4. Para cada n ≥ 1, Term[0,1]
n es la MV-álgebra libre Freen, es decir:

Freen ≈ Term[0,1]
n

Definición 2.2.5. Decimos que la función f : [0, 1]n → [0, 1] es una función de McNaughton

si:

1. f es una función continua respecto a la topologı́a natural de [0, 1]n,

2. Existe un número finito de funciones lineales con coeficientes enteros, q1, ..., qt : Rn →
R tal que para todo (a1, ..., an) ∈ [0, 1]n hay un i ∈ 1, ..., t tal que f(a1, ..., an) =

qi(a1, ..., an).

Teorema 2.2.6. Teorema de McNaughton

Freen ≈ Mcn

Donde Mcn es el conjunto de las funciones de Mcnaughton con dominio Rn. Una demostración
de este teorema se encuentra en [6].

Por el isomorfismo anterior, la MV-álgebra libre con un generador, Free1, se puede ver

como el conjunto de funciones f : [0, 1] → [0, 1] tales que:

f(x) =



m1x+ b1 si 0 ≤ x < a1
...

mix+ bi si ai−1 ≤ x ≤ ai
...

mkx+ bk si ak−1 ≤ x ≤ l
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con bi,mi ∈ Z, ai ∈ Q y con las operaciones definidas de las siguiente manera, f, g ∈
Free1

(f ⊕ g)(x) = mı́n(f(x) + g(x), 1)

f∗(x) = 1− f(x)

(f ⊙ g)(x) = máx(f(x) + g(x)− 1, 0)

(f ⊖ g)(x) = máx(f(x)− g(x), 0).

Ejemplos. Dadas f y g ∈ Free1 tales que:

f(x) =


0 si 0 ≤ x < 1/4

4x− 1 si 1/4 ≤ x ≤ 1/2

1 si 1/2 < x ≤ 1

, g(x) =

{
−4x+ 1 si 0 ≤ x ≤ 1/4

0 si 1/4 < x ≤ 1

g f

0

1

Figura 2.1

Entonces para la suma tenemos lo siguiente,

(f ⊕ g)(x) =


−4x+ 1 si 0 ≤ x < 1/4

4x− 1 si 1/4 ≤ x ≤ 1/2

1 si 1/2 < x ≤ 1
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f ⊕ g

0

1

Figura 2.2

2.3. MV-álgebras y ℓu-grupos abelianos

Esta sección contiene algunos de los resultados más importantes de la teorı́a de las MV-

álgebras. El primero es la equivalencia categórica de Mundici entre la categorı́a de las

MV-álgebras y la categorı́a de los ℓu-grupos abelianos con unidad fuerte [18, 15]. La co-

rrespondencia biyectiva entre las MV-cadenas y los ℓu-grupos abelianos totalmente orde-

nados, con unidad fuerte, fue establecida por Chang en [4].

Denotamos por MV a la categorı́a de las MV-álgebras. Los objetos de MV son MV-álge-

bras y los morfismos son los homomorfismos de MV-álgebras. Denotaremos por UAG la

categorı́a de ℓ-grupos con unidad fuerte. Los elementos de esta categorı́a son pares (G, u),

donde G es un ℓ-grupo abeliano y u es una unidad fuerte de G. Los morfismos serán ho-

momorfismos de ℓ-grupos que preserven la unidad fuerte. Esto es, h : (G, u) → (H, v) es

un homomorfismo de ℓ-grupos con unidad fuerte si h : G → H es un homomorfismo de

ℓ-grupos y h(u) = v.

Para probar la equivalencia categórica, definimos dos funtores:

Γ : UAG → MV y Ξ : MV → UAG.

La definición del funtor Γ es directa:

Γ(G, u) := [0, u]G si (G, u) es un ℓ-grupo con unidad fuerte,

Γ(h) := h|[0,u] si h : (G, u) → (H, v) es un homomorfismo de ℓ-grupos con unidad fuerte.

El funtor Ξ es más complejo de definir, es decir, dada una MV-álgebra A, construir un

ℓ-grupo con unidad fuerte GA y una unidad fuerte u tal que A sea isomorfa a [0, u]GA
.

Entonces debemos probar que un ℓ-grupo G con unidad fuerte u es isomorfo a G[0,u]G .
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Para cualquier MV-álgebra A, el grupo GA se conoce como el grupo de Chang de A porque,

en el caso particular cuando A es una MV-cadena, el ℓ-grupo GA fue definido por primera

vez por Chang [4].

La construcción en el caso general y la equivalencia categórica entre las MV-álgebras y

los ℓ-grupos con unidad fuerte se deben a Mundici en [14].

Si A es una MV-álgebra, entonces el isomorfismo de MV-álgebras entre A y [0, 1]GA
se

sigue por un cálculo sencillo. Si G es un ℓ-grupo con unidad fuerte u, entonces el iso-

morfismo de ℓ-grupos con unidad fuerte entre G y G[0,u]G se sigue del hecho de que [0, u]

genera G.
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Capı́tulo 3

Sobre MV-álgebras (semi, para,
quasi) topológicas

En este capı́tulo se estudian las MV-álgebras dotadas de una estructura topológica, desta-

cando su clasificación en términos de propiedades de continuidad de las operaciones. La

incorporación de una topologı́a en las MV-álgebras permite investigar la interacción en-

tre su estructura algebraica y topológica, lo que enriquece el marco de estudio tradicional

y abre la puerta a nuevas aplicaciones matemáticas.

El primer concepto en ser introducido fue el de MV-álgebra topológica y sus propiedades,

este lo hizo Hoo en [10].

Definición 3.0.1. Diremos que una función f : A × A → B es semicontinua si para todo
a, x ∈ A y cualquier vecindad abierta U de f(a, x), existe una vecindad abierta V de x tal que
f(a, V ) ⊆ U.

M. Najafi,G.R. Rezaei y N. Kouhestani definen en [17] lo siguiente,

Definición 3.0.2. Sea A una MV-álgebra con una topologı́a τ entonces (A, τ) es llamada una:

1. MV-álgebra semitopológica si la operación ⊕ es semicontinua.

2. MV-álgebra paratopológica si la operación ⊕ es continua.

3. MV-álgebra quasitopológica si la operación ⊕ es semicontinua y la operación ∗ es conti-
nua.

4. MV-álgebra topológica si las operaciones ⊕ y ∗ son continuas.

Ejemplo 3.0.3. [0, 1] ∩Q con la topologı́a usual de R es una MV-álgebra topológica.
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Ejemplos. Ł3 = {0, 1/3, 2/3, 1} con τ = {∅, {0}, {0, 1/3}, {0, 1/3, 2/3},Ł3} es una MV-
álgebra paratopológica.

Demostración. Sean x, y ∈ Ł3 y W un abierto de x⊕ y, verifiquemos que ⊕ es continua:

Caso 1. Si x ⊕ y = 0, la única opción es que x = 0 = y. Haciendo U = {0} = V tenemos

que U ⊕ V ⊆ W.

Caso 2. Si x ⊕ y = 1/3, basta con considerar el caso W = {0, 1/3}, tenemos que x = 0 ó

y = 0, haciendo U = {0} y V = {0, 1/3} entonces U ⊕ V ⊆ W.

Caso 3. Si x ⊕ y = 2/3, por tanto basta con verificar cuando x = 0 y y = 2/3 y cuando

x = 1/3 = y, en el primer caso haciendo U = {0} y V = {0, 1/3, 2/3} tenemos lo que

querı́amos y en el segundo caso con U = {0, 1/3} = V , en cualquier caso U ⊕ V ⊆ W.

Caso 4. Si x⊕y = 1, veamos cuando x = 0 y y = 1, haciendo U = {0} y V = Ł3. Si x = 1/3

y y = 2/3 basta con escoger U = {0, 1/3} y V = {0, 1/3, 2/3} entonces U ⊕ V ⊆ Ł3.

Ahora consideremos W = {0, 1/3} un abierto de 1/3, note que no existe abierto U de

(1/3)∗ = 2/3 tal que U∗ este contenido en W , entonces ∗ no es continua.

Ejemplo 3.0.4. Sea A = {0, a, b, 1} donde 0 < a, b < 1, consideremos las siguientes tablas

⊕ 0 a b 1

0 0 a b 1

a a a 1 1

b b 1 b 1

1 1 1 1 1

∗ 0 a b 1

1 b a 0

Sea τ = {A, {0, b}, {1, a}, ∅}, (A, τ) con las operaciones definidas anteriormente es una MV-
álgebra topológica.

Teorema 3.0.5. Sea A una MV-álgebra dotada de una topologı́a τ . Las siguientes proposiciones
son equivalentes:

1. (A, τ) es una MV-álgebra quasitopológica.

2. ⊙ es semicontinua y * es continua.

3. ⊖ es semicontinua y * es continua.

Demostración. 1 ⇒ 2.) La función ∗ es continua por tanto semicontinua y la función ⊙ es

una composición de funciones semicontinuas ⊕ y * entonces es semicontinua.
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2 ⇒ 3.) De forma similar ⊖ es una composición de ⊙ y *, entonces es semicontinua.

2 ⇒ 1.) Solo es necesario probar que ⊙ es semicontinua, sean x, a ∈ A y V un abierto

de x ⊕ a∗, consideremos x∗ ⊙ a∗ = (x ⊕ a)∗, entonces V ∗ es un abierto de x∗ ⊙ a, por la

semicontinuidad de ⊙ existe un abierto U de x∗ tal que U ⊙ a∗ ⊆ V ∗ de ahı́ tenemos que

U ⊕ a ⊆ V y hemos demostrado que ⊕ es semicontinua.

3 ⇒ 2.) Note que x⊙ y = x⊖ y∗, entonces ⊙ es la composición de una función continua

* y una función semicontinua ⊖, por tanto también es una función semicontinua.

Teorema 3.0.6. Sea (A, τ) una MV-álgebra quasitopológica. Si el ideal {0} es un conjunto abier-
to, entonces (A, τ) es una MV-álgebra topológica.

Demostración. Sea x ∈ A. Dado que (A, τ) es una MV-álgebra quasitopológica, como la

función ⊙ es semicontinua , x ⊙ x = 0. Por lo tanto, existe una vecindad abierta V de x

tal que V ⊙ x = x ⊙ V = {0}. Ahora, sea y ∈ V . Dado que y ⊙ x = x ⊙ y = 0 entonces

por el Lema 2.1.6, tenemos que y = x. Esto implica que V = {x}, y haciendo el mismo

proceso para cada x ∈ A, se puede concluir que τ debe ser la topologı́a discreta en A. Por

lo tanto, (A, τ) es una MV-álgebra topológica.
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Capı́tulo 4

Topologı́a filtro

Desde sus orı́genes, la topologı́a filtro ha jugado un papel importante en la evolución

de la topologı́a general, como parte de la necesidad de extender y generalizar conceptos

como convergencia y continuidad más allá de los espacios métricos clásicos. En este con-

texto, los filtros ofrecen una herramienta más abstracta y flexible que las sucesiones para

tratar problemas topológicos, y su aparición marcó un avance en la teorı́a de espacios

topológicos no necesariamente definidos por distancias.

En esta sección estudiaremos cómo toda MV-álgebra puede ser equipada con una topo-

logı́a filtro y cuáles son las condiciones para tener una MV-álgebra topológica con una

topologı́a filtro.

Definición 4.0.1. Para todo filtro F , el subconjunto F (c, r) := {x ∈ A : r ⊖ d(x, c) ∈ F} es
llamado una F-bola abierta centrada en c ∈ A con radio r ∈ F.

Lema 4.0.2. Sean r ∈ F y x ∈ F (y, r). Entonces existe s ∈ F tal que F (x, s) ⊆ F (y, r).

Note que por el Lema 4.0.2 toda F-bola abierta es, en efecto, un abierto. El conjunto

{F (c, r) : c ∈ A, r ∈ F} de todas las F -bolas abiertas forma una base para una topo-

logı́a τF en A. La topologı́a τF generada por un filtro F es llamada la topologı́a filtro en

A.

Lema 4.0.3. Sean x ∈ A y r ∈ F . Entonces:

1. F (x, r) = {y ∈ A : d(x, y) ∈ F (0, r)}

2. F (0, r) es un ideal.

Demostración. La primera parte se tiene de la definición de bola.

Para probar 2., sean x, y ∈ F (0, r) y z < x ∨ y. Entonces

r ⊖ z ≥ r ⊖ (x ∨ y) = (r ⊖ x) ∧ (r ⊖ y) ∈ F
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por tanto r ⊖ z ∈ F , ası́ z ∈ F (0, r).

Ejemplo 4.0.4. Un ejemplo de topologı́a filtro es el siguiente: Para la MV-álgebra Free1, se
puede ver que, Fx0 = {f ∈ Free1 : f(x0) = 1} es un filtro de Free1. Utilizando los resultados
anteriores para topologı́as filtro, si f ∈ F (c, r), r ⊖ d(c, f) ∈ Fx0

máx(r − d(c, f), 0)(x0) = 1

r(x0)− d(c(x0), f(x0)) = 1

d(c(x0), f(x0)) = 0

c(x0) = f(x0)

entonces las bolas tienen la siguiente forma

F (c, r) = {f ∈ Free1 : f(x0) = c(x0)}

Note que la elección del radio no determina la bola, para este caso particular las bolas con el mismo
centro corresponden al mismo conjunto.

Proposición 4.0.5. Si f : A → A es una función tal que d(f(x), f(y)) ≤ d(x, y) para cualquier
x, y ∈ A, entonces f es continua con τF .

Demostración. Sea c ∈ A. Para cada x ∈ A y r ∈ F tenemos que si x ∈ F (c, r) entonces

r ⊖ d(f(c), f(x)) ≥ r ⊖ d(c, x) ∈ F por tanto f(F (c, r)) ⊆ F (f(c), r) y f es continua en

c.

Teorema 4.0.6. Toda MV-álgebra dotada con una topologı́a filtro es una MV-álgebra quasito-
pológica.

Demostración. Sea (A, τ) una MV-álgebra con una topologı́a filtro. Note que

d(a⊕ x, a⊕ y) ≤ d(x, y)⊕ d(a, a) = d(x, y).

Por la proposición anterior ⊕a es continua y por tanto ⊕ es semicontinua. Además tene-

mos que d(x∗, y∗) = d(x, y), nuevamente por la proposición anterior ∗ es continua.

En [13], Luan, Weber y Yang, muestran con el siguiente ejemplo que una MV-álgebra con

la topologı́a filtro no es siempre topológica, y dan condiciones para que una MV-álgebra

dotada de una topologı́a filtro sea una MV-álgebra topológica.

Ejemplo 4.0.7. Consideremos la MV-álgebra A := [0, 1]N. Sea (an)n∈N una sucesión en A que
cumple con las siguientes propiedades:

1. an(x) ≥ an+1(x) > 0 para todo n, x ∈ N,

30
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2. an(x) → 0 Si (n → ∞) para todo x ∈ N,

3. an(x)
am(x) → 1 Si (x → ∞) para todo n,m ∈ N.

Estas condiciones las cumple an(x) =
1

n+ x
.

Sea F := {α ∈ A : ∃n ∈ N, an ≤ α} un filtro de A. Vamos a mostrar que no existe un U × V

abierto de (0, 0) tal que U ⊕ V ⊆ F (0, a1), dado que {F (0, an) : n ∈ N} es una base para el
sistema de vecindades del 0, basta con verificar que para todo an ∈ N, F (0, an)⊕F (0, an) no está
contenido en F (0, a1).

Por 3, existe un x0 ∈ N tal que an(x0)
a1(x0)

> 4
5 , luego por 2, existe m > n tal que am(x0) <

1
5a1(x0).

Sea a := an ⊖ am = yan − am y b := a ⊕ a. Entonces a(x0) > 3
5a1(x0) y b(x0) ≥ a1(x0). Se

sigue que: a ∈ F (0, an) pues an ⊖ a = am ∈ F , pero b /∈ F (0, a1) ası́ (a1 ⊖ b)(x0) = 0 más aún
a1 ⊖ b ⩾̸ ak para todo k ∈ N.

Teorema 4.0.8. Las siguientes condiciones son equivalentes:

1. (A, τF ) es una MV-álgebra topológica.

2. Para toda U ∈ N (τF , 0), entonces existe V ∈ N (τF , 0) tal que para todo x ∈ V, x⊕x ∈ U .

3. Para todo r ∈ F existe un ε ∈ F tal que para todo x ∈ A, ε ⊖ x ∈ F implica que
r ⊖ (x⊕ x) ∈ F .

4. Para todo U ∈ N (τF , 0) existe un V ∈ N (τF , 0) tal que para todo x ∈ A si y, z ∈ V, z ≤
y ⊕ z entonces x ∈ U .

5. Hay una única uniformidad u en A tal que (A, u) es una MV-álgebra uniforme y τF coin-
cide con la u-topologı́a.

6. Los conjuntos U∗ := {(x, y) ∈ A2 : d(x, y) ∈ U}, U ∈ N (τF , 0) forman una base para
una uniformidad en A con la cual su topologı́a es τF .

Donde N (τF , 0) es la colección de vecindades del cero.

Demostración. 1⇒ 2.) Como ⊕ es continua , para toda vecindad U del 0, existen V1 y V2

una vecindades del 0 tal que V1 ⊕ V2 ⊆ U , sea V = V1 ∩ V2 entonces V ⊕ V ⊆ U.

2 ⇔ 3. Sea U ∈ N (0, τF ), existe F (0, r) ⊆ U , por hipótesis una vecindad V ∈ N (0, τF )

tal que V ⊕ V ⊆ U y existe ε que satisface que F (0, ε) ⊆ V de donde sigue que F (0, ε)⊕
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F (0, ε) ⊆ U. Ahora si ε⊖ x ∈ F ⇔ x ∈ F (0, ε) ,luego x⊕ x ∈ F (0, r) ⇔ r ⊖ (x⊕ x) ∈ F.

2 ⇔ 4. Sea U, V ∈ U(τF , 0) de acuerdo con la condición 2 del Lema 2.1, podemos asumir

que U y V son ideales reticulares. Sea x ≤ y ⊕ z y y, z ∈ V . Entonces a := y ∨ z ∈ V , por

lo tanto a⊕ a ∈ U . Por lo tanto, x ∈ U ya que x ≤ a⊕ a.

6 ⇒ 2.) Sean U, V ∈ U(τF , 0) con V ∗ ◦ V ∗ ⊆ U∗. Podemos asumir que V es un ideal

reticular. Para cualquier x ∈ V tenemos d(x ⊕ x, x) ≤ d(x, 0) = x, por lo tanto d(x ⊕
x, x), d(x, 0) ∈ V , ası́ (x ⊕ x, x), (x, 0) ∈ V ∗. En consecuencia (x ⊕ x, 0) ∈ V ∗ ◦ V ∗ ⊆ U∗.

Ası́ x⊕ x ∈ U .

5 ⇒ 1.) es claro de la definición de uniformidad.

4 ⇔ 5 ⇒ 6.) se deduce de [Teorema 2.1] [1].

Ejemplo 4.0.9. Consideremos la MV-álgebra y la topologı́a del Ejemplo 4.0.4, verifiquemos si es
una MV-álgebra topológica, si {0} es un abierto, debe existir una bola F (0, r) contenida en {0},
F (0, r) = {f ∈ Free1 : f ⊖ r ∈ Fx0} = {f ∈ Free1 : f(x0)⊖ r(x0) = 1} = {f : f(x0) = 0}.
Note que siempre se puede construir una función de McNaugthon, diferente a la función nula,
que se anule en x0, de la siguiente forma:

0

1

(x0,0)

Figura 4.1

Entonces 0 no es un abierto y no podemos concluir si es una MV-álgebra topológica usando el
Teorema 3.0.6.

Ahora consideremos una bola abierta del cero V , note que V corresponde a todas las funciones de
Free1 que se anulan en x0, de igual forma las funciones del conjunto V ⊕ V también se anulan
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en x0 entonces V ⊕ V ⊂ V , ası́ Free1 y esta topologı́a son una MV-álgebra topológica por la
condición 2 del Teorema 4.0.8.
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Capı́tulo 5

MV-álgebra topológica

En este capı́tulo, estudiamos las MV-álgebras dotadas de una topologı́a compatible con

sus operaciones. Veremos que la topologı́a de una MV-álgebra topológica está determina-

da de manera única. También abordamos aspectos clave como los axiomas de separación,

se introduce la MV-álgebra topológica ideal y se estudia la relación entre ideales y topo-

logı́a, la conexidad y las condiciones de trivialidad o discretización.

Lema 5.0.1. En una MV-álgebra topológica las operaciones ⊙,⊖,∨ y ∧ son continuas.

Es inmediato pues todas las operaciones mencionadas puede ser vistas como composi-

ciones de ⊕ y ∗.

Proposición 5.0.2. Sea τ una topologı́a sobre una MV-álgebra A. (A, τ) es una MV-álgebra
topológica si y sólo si la función F : A×A → A definida F (x, y) = x⊕ y∗ es continua.

Demostración. Supongamos que (A, τ) es un MV-álgebra topológica. Dado que las fun-

ciones I(x) = x y ∗(x) = x∗ de A en A son continuas, la funciones f(x, y) = (x, y∗) =

(I(x), ∗(y)) es una aplicación función de A × A en A × A. Por lo tanto, F = ⊕ ◦ f es

continua. Recı́procamente, supongamos que F es continua. Entonces K = F |{0}×A es

continua. Definimos h : A → A × A por h(x) = (0, x). Claramente, h es continua. Por lo

tanto, ∗ = K ◦ h es continua. Ahora mostramos que ⊕ es continua. Sea f(x, y) = (x, y∗)

una aplicación de A× A → A× A. Dado que las funciones I(x) = x y ∗ son continuas, f

también es continua.

5.1. Determinación única de una MV-álgebra topológica

Mostraremos que la topologı́a τ de una MV-álgebra topológica (A, τ) esta completamente

determinada por el sistema de vecindades de un punto a.
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Definición 5.1.1. Sean a ∈ A y U ⊆ A definimos:

U(a) = {x ∈ A : a⊖ x ∈ U y x⊖ a ∈ U};

U (a) = {x ∈ A : a ∨ x ∈ U y a⊖ x ∈ U}

De la definición se tiene que U(a) ⊆ V (a) y U (a) ⊆ V (a) si U ⊆ V ⊆ A.

Lema 5.1.2. (U(a))∗ = U(a∗)para todo a ∈ A.

Demostración. Sea x ∈ (U(a))∗ entonces a⊖x∗, x∗⊖a ∈ U y a⊖x∗ = x⊖a∗, x∗⊖a = a∗⊖x

ası́ x ∈ U(a∗) y (U(a))∗ = U(a∗).

Lema 5.1.3. Sea U un abierto (cerrado) de (A, τ) entonces U(a) y U (a) también son abiertos
(cerrados).

Demostración. Tenemos que U(a) =a ⊖−1(U)∩⊖−1
a (U) y U (a) = ∨−1

a (U)∩L−1
a (U), puesto

que La,∨a y Da son funciones continuas U(a) y U (a) son abiertos (cerrados).

Ejemplo 5.1.4. Consideremos Free1 con la topologı́a filtro del ejemplo 4.0.4 y sea U = F (c, r)

con c ∈ Free1 y r ∈ Fx0 , entonces si,

f ∈ U(a) = {f ∈ Free1 : a⊖ f, f ⊖ a ∈ U}

es equivalente a tener que (a ⊖ f)(x0) = (f ⊖ a)(x0) = c(x0), pero (a ⊖ f)(x0) o (f ⊖ a)(x0)

es igual a cero, por tanto para c(x0) ̸= 0, U(a) es el conjunto vació. Si c(x0) = 0 entonces
(a⊖ f)(x0) = (f ⊖ a)(x0) = 0, lo que implica que a(x0) = f(x0) y por tanto U(a) = F (a, r).

Lema 5.1.5. Sea (A, τ) una álgebra MV-topológica, y a ∈ A. Si U es una base del sistema de
vecindades abiertas del 0, entonces {U(a) : U ∈ U} es una base de vecindades abiertas de a.

Demostración. Sea V un abierto de a, queremos demostrar que existe U abierto del 0 tal

que U(a) ⊆ V . Sea x ∈ U(a) , por el Lema 2.1.8 tenemos que:

x = (x ∧ a)⊕ (x⊖ a)

x = (a⊖ (a⊖ x))⊕ (x⊖ a),

Note que (a⊖0)⊕0 = a, entonces por la continuidad de las operaciones existe un abierto

del 0, U tal que (a⊖U)⊕U ⊆ U , y tenemos que x⊖a, a⊖x ∈ U(a) entonces x ∈ (a⊖U)⊕U

y U(a) ⊆ V .
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Proposición 5.1.6. Sea (A, τ) una MV-álgebra topológica y U una base del sistema de vecindades
abiertas del 0. Entonces U satisface las siguientes condiciones:

1. 0 ∈ U para todo U ∈ U ;

2. Para todo U, V ∈ U y a, b ∈ A, si U(a) ∩ V (b) ̸= ∅, entonces para cada y ∈ U(a) ∩ V (b),
existe W ∈ U tal que W (y) ⊆ U(a) ∩ V (b);

3. Para todo U ∈ U y a, b ∈ A, existe V ∈ U tal que V (a)⊕ V (b) ⊆ U(a⊕ b).

En el otro sentido, sea A una MV-álgebra y sea U una familia de subconjuntos de A que satisface
las condiciones 1, 2 y 3. Entonces la familia BU = {U(x) : x ∈ A,U ∈ U} es una base para una
topologı́a en A. Con esta topologı́a, A es una MV-álgebra topológica.

Demostración. Supongamos que (A, τ) es una MV-álgebra topológica y U es una base de

vecindades abiertas de 0. Es claro que 1 se cumple. Además, sabemos por el Lema 5.1.5

que BU = {U(x) : x ∈ A,U ∈ U} es una base de la topologı́a τ , por lo que 2 se cumple.

Finalmente, dado que la operación ⊕ es continua y BU es una base de la topologı́a τ , te-

nemos que 3. se cumple.

Recı́procamente, supongamos que A es una MV-álgebra y U es una familia de subcon-

juntos de A que satisfacen las condiciones 1, 2 y 3 Sea BU = {U(x) : x ∈ A,U ∈ U}. Para

cualquier x ∈ A y U ∈ U , dado que x ⊕ x = 0 pertenece a U por la condición 1 tenemos

x ∈ U(x), y ası́ A =
⋃

x∈A,U∈U U(x). Esto, junto con la condición 2, implica que BU es una

base para una topologı́a en A. Con esta topologı́a, por la condición 3, obtenemos que la

la operación ⊕ es continua. Finalmente, por el Lema 5.1.2, tenemos que (U(a))∗ = U(a∗)

para cualquier a ∈ A y U ∈ U , lo que implica que la operación ∗ es continua. Ası́, con esta

topologı́a, A es una MV-álgebra topológica.

Teorema 5.1.7. Sea a ∈ A, la topologı́a τ de una MV-álgebra topológica (A, τ) esta únicamente
determinada por el sistema de vecindades de a. Más aún si U es un sistema de vecindades del cero
{U (a) : U ∈ U} es un sistema de vecindades de a.

Demostración. Para cualquier vecindad abierta U de a, dado que a ∨ 0 = a ⊖ 0 = a ∈ U ,

tenemos 0 ∈ U (a), y por lo tanto U (a) es una vecindad abierta de 0 por el Lema 5.1.3.

Supongamos que U es una base de vecindad abierta de a. Para cualquier vecindad abierta

V de 0, dado que 0 ⊕ 0 = 0 y ⊕ es continua, existe una vecindad abierta W de 0 tal que

W ⊕W ⊆ V . Por el Lema 5.1.5, W (a) es una vecindad abierta de a, y por lo tanto existe
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O ∈ U tal que O ⊆ W (a). Afirmamos que O(a) ⊆ V . De hecho, dado que O ⊆ W (a),

tenemos O(a) ⊆ (W (a))(a). Recordemos que

(W (a))(a) = {x ∈ A | a ∨ x, a⊖ x ∈ W (a)},W (a) = {x ∈ A | a⊖ x, x⊖ a ∈ W}.

Para cualquier x ∈ O(a), dado que O(a) ⊆ (W (a))(a), tenemos x ∈ (W (a))(a), y por lo

tanto a∨x, a⊖x ∈ W (a). Se sigue que x⊖ a = (a∨x)⊖ a ∈ W y a∧x = a⊖ (a⊖x) ∈ W .

nmediatamente tenemos x = (x ⊖ a) ⊕ (a ∧ x) ∈ W ⊕ W ⊆ V . Ası́, O(a) ⊆ V , y por lo

tanto {U(a) : U ∈ U} es una base de vecindad abierta de 0.

Proposición 5.1.8. Sean (A, τA) y (B, τB) MV-álgebras topológicas y sea f : A → B un
homomorfismo de MV-álgebras. Denotemos el elemento cero de las MV-álgebras A y B por 0A y
0B , respectivamente. Entonces, las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. f es continua.

2. f es continua en 0A.

3. f es continua en a, para algún a ∈ A.

Demostración. Sea (A, τA), (B, τB) y f como se ha dado en el enunciado. Es claro que

1 ⇒ 2 y 2 ⇒ 3.

2 ⇒ 1.) Supongamos que f es continua en 0A. Para cualquier a ∈ A y una vecindad

abierta V de f(a), como 0B ⊕ f(a) = f(a) y la suma es continua, existen vecindades

abiertas U de 0B y W de f(a) tales que U ⊕W ⊆ V . Observemos que f(a)⊖ 0B = f(a) y,

por lo tanto, W (f(a)) es una vecindad abierta de 0B por el Lema 5.1.3 Ası́, U ⊕W (f(a))

es también una vecindad abierta de 0B . Como f(0A) = 0B y f es continua en 0A, existe

una vecindad abierta O de 0A tal que f(O) ⊆ U ⊕W (f(a)).

Afirmamos que f(O(a)) ⊆ V , donde O(a) = {x ∈ A | a⊖ x, x⊖ a ∈ O} es una vecindad

abierta de a. En efecto, para cualquier x ∈ O(a), tenemos que a⊖ x, x⊖ a ∈ O, y ası́

f(a)⊖ f(x) = f(a⊖ x), f(x)⊖ f(a) = f(x⊖ a) ∈ f(O) ⊆ U ∩W (f(a)).

De lo anterior se sigue que f(x) ⊖ f(a) ∈ U y f(a) ∧ f(x) = f(a) ⊖ (f(a) ⊖ f(x)) ∈ W .

Por la definición de W (f(a)), aplicando el Lema 2.1.8, obtenemos que:

f(x) = (f(x)⊖ f(a))⊕ (f(a) ∧ f(x)) ∈ U ⊕W ⊆ V.

Por lo tanto, f(O(a)) ⊆ V , y se cumple 1.
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3 ⇒ 2.) Fijemos a ∈ A y supongamos que f es continua en a. Para cualquier vecindad

abierta V de 0B , como 0B ⊕ 0B = 0B y la suma es continua, existe una vecindad abierta

U de 0B tal que U ⊕ U ⊆ V . Por el Lema 5.1.5, sabemos que:

U(f(a)) = {y ∈ B | f(a)⊖ y, y ⊖ f(a) ∈ U}

es una vecindad abierta de f(a). Como f es continua en a, existe una vecindad abierta W

de a tal que f(W ) ⊆ U(f(a)). Por el Lema 5.1.3, sabemos que:

W (a) = {x ∈ A | a⊖ x, a ∨ a ∈ W}

es una vecindad abierta de 0A.

Afirmamos que f(W (a)) ⊆ V . En efecto, para cualquier x ∈ W (a), se cumple que a ⊖
x, x⊖ a ∈ W , y ası́

f(a) ∨ f(x) = f(a ∨ x), f(x)⊖ f(a) = f(x⊖ a) ∈ f(W ) ⊆ U(f(a)).

De esto se sigue que f(x)⊖ f(a) = (f(a) ∨ f(x))⊖ f(a) ∈ U y

f(a) ∧ f(x) = f(a)⊖ (f(a)⊖ f(x)) ∈ U

Por la definición de U(f(a)) .Aplicando nuevamente el Lema 2.1.8, obtenemos:

f(x) = (f(x)⊖ f(a))⊕ (f(a) ∧ f(x)) ∈ U ⊕ U ⊆ V.

Por lo tanto, f(W (a)) ⊆ V , y se cumple 2.

5.2. Separación y regularidad

Lema 5.2.1. Sean (A, τ) una MV-álgebra topológica y U un sistema de vecindades del cero. {x}
es un cerrado si y solo si ⋂

U∈U
U(x) = {x}

Demostración. ⇒ Es claro que {x} ⊆
⋂
U∈U

U(x), supongamos que existe z diferente de x tal

que z ∈
⋂
U∈U

U(x), tenemos que A− {x} es un abierto entonces existe V ∈ U que cumple

con V (z) ⊆ A−{x} en particular tenemos que z ∈ V (x) que es igual a tener que x ∈ V (z)

entonces x ∈ A− {x} Contradicción.

⇐ Veamos que,

U(x) = A−
⋃
U∈U

{U(z) : z ⊖ x /∈ U ó x⊖ z /∈ U}

entonces cada U(x) es un cerrado, por tanto {x} también lo es.
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Remark. Note que {x} =
⋂
U∈U

U(x) si y solo si
⋂
U∈U

U = {0}.

Lema 5.2.2. Sean (A, τ) una MV-álgebra topológica y U un sistema de vecindades del cero. La
topologı́a es Hausdorff si y solo si ⋂

U∈U
U = {0}.

Demostración. ⇒) Supongamos que ⋂
U∈U

U ̸= {0},

entonces existe x ̸= 0 tal que x ∈ U ∈ U además existen vecindades V y W de x y el 0

respectivamente, disjuntas luego x /∈ W pero W ∈ U . Contradicción.

⇐) Supongamos que A no es Hausdorff entonces existen x, y ∈ A diferentes tales que

x, y ∈ U vecindad del cero, sea V una vecindad del cero, entonces

U(x) ∩ V (y) ̸= ∅

Usando el lema anterior,

⋂
U∈U

U(x) ∩
⋂
V ∈U

V (y) ̸= ∅

se convierte en

{x} ∩ {y} ≠ ∅

Lo que implica que x = y. Contradicción.

Hoo prueba, en [10], que en una MV-álgebra topológica la condición T0 implica la condi-

ción T1, nosotros además probamos que esto también se cumple en MV-álgebras quasito-

pológicas.

Proposición 5.2.3. Sea A una MV-álgebra quasitopológica, si A es un espacio T0 entonces tam-
bien es T1.

Demostración. Sean x, y ∈ A, x diferente de y, entonces x⊖y ̸= 0 o y⊖x ̸= 0. Supongamos

que x ⊖ y ̸= 0.Dado que A es T0, tenemos dos posibilidades, primero supongamos que

existe un abierto W de x⊖ y y 0 /∈ W , por la semicontinuidad de ⊖ existen U, V abiertos

de x, y correspondientes tales que

x⊖ V ⊆ W y U ⊖ y ⊆ W

por tanto x /∈ V y y /∈ U de lo contrario 0 ∈ W .

Ahora si existe W abierto de 0, tal que x ⊖ y /∈ W , podemos encontrar abiertos U de x y

V de y tales que x⊖ U, V ⊖ y ⊂ U , recordemos que x⊖ x = 0 = y ⊖ y, de donde x /∈ V y

y /∈ U .
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Teorema 5.2.4. Sea A una MV-álgebra topológica las siguientes proposiciones son equivalentes:

1. A es un espacio T0.

2. A es un espacio T1.

3. A es un espacio T2.

Demostración. 1 ⇒ 2.) Toda MV-álgebra topológica es una MV-álgebra quasitopológica

entoces se tiene por la proposición 5.2.3.

2 ⇒ 3.) Tenemos que para x ∈ A, {x} es un cerrado entonces
⋂
U∈U

U = 0 y por el Lema

5.2.2 A es Hausdorff.

Lema 5.2.5. Sea W y S subconjuntos de una MV-álgebra topológica A, y U una base de

abiertos del sistema de vecindades del 0. Entonces

1. S =
⋂

{U(S) : U ∈ U}.

2. V ⊆ V (V ) para toda vecindad abierta V del 0.

3. W (S) :=
⋃
s∈S

W (s) es un abierto si W es un abierto de A.

Demostración. 1. Supongamos que U es una base de vecindades abiertos de 0. Por el Lema

5.1.5, sabemos que {U(x) | U ∈ U} es una base de vecindades abiertas de x para cualquier

x ∈ A. Ası́ que para cualquier y ∈ A, tenemos

y ∈ S ⇔ (∀U ∈ U)(∃s ∈ S) s ∈ U(y)

⇔ (∀U ∈ U)(∃s ∈ S) y ∈ U(s)

⇔ (∀U ∈ U) y ∈ U(S)

⇔ y ∈
⋂
U∈U

U(S).

Por lo tanto, S =
⋂
U∈U

U(S).

2. Para cualquier vecindad abierto V de 0, existe U ∈ U tal que U ⊆ V . Se sigue inmedia-

tamente por 1 que V ⊆ U(V ) ⊆ V (V ).

3. Supongamos que W es abierto. Por el Lema 5.1.3, sabemos que W (s) es abierto para

cualquier s ∈ S, y también lo es W (S) =
⋃
s∈S

W (s).

Teorema 5.2.6. Toda MV-álgebra topológica es regular.
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Demostración. Supongamos que (A, τ) es una MV-álgebra topológica. Para cualquier ve-

cindad abierta U de 0, dado que 0 ⊕ 0 = 0 y la operación ⊕ es continua, existe una

vecindad abierta V1 de 0 tal que V1⊕V1 ⊆ U . Ahora, para la vecindad abierta V1 de 0, da-

do que 0⊙0 = 0 y ⊙ es continua, existe una vecindad abierta V2 de 0 tal que V2⊙V2 ⊆ V1.

Sea V = V1 ∩ V2. Entonces V es una vecindad abierta de 0.

Afirmamos que V (V ) ⊆ U . De hecho, para cualquier x ∈ V (V ), existe v ∈ V tal que

x ∈ V (v). Nótese que V (v) = {y ∈ A | v ⊖ y, y ⊖ v ∈ V }. Tenemos v ⊙ x ∈ V y x⊙ v ∈ V ,

lo cual implica que x ∧ v = v ⊙ (v ⊙ x) ∈ V ⊙ V ⊆ V2 ⊙ V2 ⊆ V1, y por el Lema 2.1.8

obtenemos

x = (x⊙ v)⊕ (x ∧ v) ∈ V ⊕ V1 ⊆ V1 ⊕ V1 ⊆ U.

En consecuencia, V (V ) ⊆ U , y ası́ V ⊆ V (V ) ⊆ U por el Lema 5.2.5 Por lo tanto, hemos

demostrado que para cualquier vecindad abierta U de 0, existe una vecindad V de 0 tal

que V ⊆ U .

Ahora, para cualquier a ∈ A y cualquier vecindad abierta W de a, por el Lema 5.1.5,

existe una vecindad abierta U de 0 tal que U(a) ⊆ W . Sea V una vecindad abierta de 0 tal

que V ⊆ U . Por el Lema 5.1.6, sabemos que V (a) es una vecindad abierta de a y V (a) es

cerrada, lo que implica que V (a) ⊆ V (a) ⊆ U(a) ⊆ W . Por lo tanto, (A, τ) es regular.

5.3. Ideales

A partir de esta sección, la palabra ideal hace referencia a MV-ideal.

En [17], M. Najafi,G.R. Rezaei y N. Kouhestani muestran las siguientes propiedades.

Proposición 5.3.1. Sea I un subconjunto de una MV-álgebra A. El conjunto I es un ideal si y
solo si:

1. 0 ∈ I ,

2. y ∈ I y x⊖ y ∈ I ⇒ x ∈ I .

Demostración. Supongamos que I satisface las condiciones 1 y 2. Sea y ∈ I y x ≤ y.

Entonces, x ⊙ y = x ⊙ y∗ = 0 ∈ I . Por 2, x ∈ I . Ahora, demostraremos que I es cerrado

para ⊕ . Para esto, sean x, y ∈ I . Por las propiedades de las MV-álgebras, tenemos

(x⊕ y)⊙ y = (x⊕ y)⊙ y∗ ≤ x⊕ (y ⊙ y∗) = x⊕ 0 = x,

lo que implica que x⊕ y ∈ I . Por lo tanto, I es un ideal.
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Recı́procamente, sea I un ideal. Dado que para cualquier x ∈ I, 0 ≤ x, entonces 0 ∈ I .

Ahora, sea y ∈ I y x⊙ y ∈ I . Dado que I es un ideal, y ⊕ (x · y) ∈ I . Tenemos

y ⊕ (x⊙ y) = y ⊕ (x⊙ y∗) ≥ x⊙ (y ⊕ y∗) = x⊙ 1 = x.

Entonces x ∈ I .

Lema 5.3.2. Sea I un ideal de una MV-álgebra A y τ una topologı́a en A tal que (A, τ) una
MV-álgebra topológica. Si 0 es un punto interior de I , entonces I es un conjunto abierto.

Demostración. Sea 0 un punto interior de un ideal I y x ∈ I . Por lo tanto, existe W ∈ τ tal

que 0 ∈ W ⊆ I . Como ⊙ es continua y x ⊙ x = 0 ∈ I , existe una vecindad abierto U de

x tal que U ⊙ U ⊆ W ⊆ I . Supongamos ahora que y ∈ U , entonces y ⊙ x ∈ U ⊙ U ⊆ I .

Por la Proposición 5.3.1, y ∈ I . Por lo tanto, U ⊆ I . Esto muestra que I es un conjunto

abierto.

Lema 5.3.3. Sea F un filtro de una MV-álgebra A y τ una topologı́a en A tal que (A, τ) una
MV-álgebra topológica. Si 1 es un punto interior de F , entonces F es un conjunto cerrado.

5.4. Conexidad

Proposición 5.4.1. Sea (A, τ) una MV-álgebra topológica y sean a, b ∈ A.

1. Si D es la componente conexa de a, entonces D∗ es la componente conexa de a∗.

2. Sean a ≤ b y a ̸= b. Si a y b son conexos, entonces el intervalo [a, b] es un subconjunto
conexo de A, donde

[a, b] = {x ∈ A : a ≤ x ≤ b}.

3. A es conexo si y solo si 0 y 1 son conexos.

Demostración. .

1. Supongamos que a ∈ A, y sean D y H respectivamente la componente conexa de a

y a∗. Entonces D∗ es conexo y a∗ ∈ D∗, ya que ∗ es continua. Por lo tanto, D∗ ⊆ H .

De manera similar, se tiene H∗ ⊆ D, y ası́ H = (H∗)∗ = D∗. Por lo tanto, D∗ = H .

2. Sean a, b ∈ A tales que a ≤ b y a ̸= b. Supongamos que a y b son conexos. Deno-

temos por D la componente conexa de a. Entonces b ∈ D. Para cualquier x ∈ [a, b],

definimos la aplicación kx : A → A dada por

kx(y) = x ∧ y para cualquier y ∈ A.
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Como ∧ es continua, tenemos que kx(D) = x ∧D es conexo, y además a = x ∧ a ∈
x ∧D y x = x ∧ b ∈ x ∧D. De esto se sigue que x y a son conexos. Por lo tanto, el

intervalo [a, b] es un subconjunto conexo de A.

3. La tercera afirmación se deduce inmediatamente de la parte 2.

Proposición 5.4.2. La componente conexa del 0, en una MV-álgebra topológica, es un ideal ce-
rrado.

Demostración. Sea C la componente conexa de 0, sea c ∈ C dado que ⊕ es continua y por

el Teorema 1.2.11 c⊕ C es conexo y c ∈ c⊕ C entonces C ∩ (c⊕ C) ̸= ∅ y por el Teorema

1.2.10 C ∪ (c ⊕ C) es conexo. Puesto que 0 ∈ C tenemos que C ∪ c ⊕ C) ⊆ C aún más

c ⊕ C ⊆ C. Si repetimos lo anterior para cada c ∈ C obtenemos que C ⊕ C y hemos

mostrado que C es cerrado para la ⊕. Sea y ≤ x ∈ C , tenemos que y = y ∧ x ∈ y ∧ C ,

que es conexo por el Teorema 1.2.11 y además contiene al cero entonces y ∧ C ⊆ C por

tanto C es un ideal. Ahora por la proposición 1.2.12 C es un espacio conexo que contiene

al 0, entonces C ⊆ C y por tanto C debe ser un cerrado.

5.5. Discretización y Trivialidad

Es una cuestión fundamental saber cuándo se puede determinar si la topologı́a de una

MV-álgebra topológica es discreta o trivial. En esta sección, analizamos las condiciones

necesarias y suficientes para que una MV-álgebra topológica sea discreta o trivial.

Lema 5.5.1. {0} es abierto (cerrado) si y solo si {a} es abierto (cerrado) para algún a ∈ A.

Demostración. Fijemos a ∈ A. Recordemos que
⊕

a(x) = x ⊕ a.Si {a} es abierto (cerra-

do), entonces {a∗} también es abierto (cerrado), ya que ∗ es continua. Por lo tanto, las

preimágenes
⊕−1

a∗ (a
∗) = {x ∈ A | x ⊕ a∗ = a∗} y

⊕−1
a (a)−1(a) = {x ∈ A | x ⊕ a = a}

son abiertas (cerradas). Ası́,
⊕−1

a∗ (a
∗) ∩

⊕−1
a (a) = {0} es abierto (cerrado) por el Lema

2.1.11.

Notación

Para cualquier x ∈ A, el conjunto de todas las vecindades abiertas de x se denota por

O(A,τ)(x), es decir:

O(A,τ)(x) = {V ∈ τ | x ∈ V }.
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Es claro que A ∈ O(A,τ)(x). Dado que ∗ es continua, se tiene que O(A,τ)(x
∗) = {V ∗ | V ∈

O(A,τ)(x)}. Definimos el conjunto M(A,τ)(x) como:

M(A,τ)(x) =
⋂

{V | V ∈ O(A,τ)(x)}.

Con frecuencia abreviaremos M(A,τ)(x) como M(x) si no es necesario destacar la MV-

álgebra topológica (A, τ).

Proposición 5.5.2. En una MV-álgebra topológica (A, τ), la topologı́a τ es discreta si y solo si
{a} ∈ τ para algún a ∈ A.

Es inmediato del Lema anterior y el Teorema 3.0.6.

Teorema 5.5.3. Sea (A, τ) una MV-álgebra topológica. Entonces, las siguientes proposiciones
son equivalentes:

1. τ es trivial.

2. O(A,τ)(0) = {A}.

3. O(A,τ)(a) = {A} para algún a ∈ A.

4. {0, 1} ⊆ U para cualquier conjunto abierto no vacı́o U .

5. {0, 1} ⊆ U para cualquier U ∈ O(A,τ)(0).

Demostración. Es claro que 1 ⇒ 2 ⇒ 3 y 1 ⇒ 4 ⇒ 5.

3 ⇒ 2.) Supongamos que a ∈ A con O(A,τ)(a) = {A}. Entonces, O(A,τ)(a
∗) = {A∗} = {A}.

Como a⊕ a∗ = 1 y ⊕ es continua, tenemos A = A⊕A ⊆ V para cualquier V ∈ O(A,τ)(1),

lo que implica que O(A,τ)(1) = {A}. Por lo tanto, O(A,τ)(0) = O(A,τ)(1
∗) = {A∗} = {A} y

se cumple 2.

2 ⇒ 1.) Supongamos que O(A,τ)(0) = {A}. Para cualquier b ∈ A y cualquier U ∈
O(A,τ)(b), tenemos U∗ ∈ O(A,τ)(b

∗). Como 0 ⊕ b = b, 0 ⊕ b∗ = b∗ y ⊕ es continua, existen

V ∈ O(A,τ)(b) y W ∈ O(A,τ)(b
∗) tales que A ⊕ V ⊆ U y A ⊕ W ⊆ U∗. Ası́, {0, 1} ⊆ U , y

por ser U arbitrario, se concluye O(A,τ)(b) = {A}.

4 ⇒ 2.) Supongamos que 4 se cumple. Sea V ∈ O(A,τ)(0). Para cualquier x ∈ A, dado que

0⊕ x = x y ⊕ es continua, existe U ∈ O(A,τ)(0) tal que U ⊕ x ⊆ V . Como {0, 1} ⊆ U por

5, tenemos x ∈ U ⊕ x ⊆ V , lo que implica que V = A. Ası́, se cumple 2.
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5.6. MV-álgebras Topológicas Ideales

En esta sección, se presenta una caracterización de la topologı́a ideal, ası́ como la relación

entre el conjunto de ideales de A y el conjunto Ψ(A), donde

Ψ(A) = {π | π es una topologı́a sobre A y (A, π) es una MV-álgebra topológica}

Sea I un ideal de una MV-álgebra A. Vamos a verificar que el conjunto de clases de equi-

valencia inducido por I , {a/I : a ∈ A}, forma una base de una topologı́a. Es claro que la⋃
{a/I : a ∈ A} =A, y que si a/I ∩ b/I ̸= ∅ entonces a/I = b/I . Denotamos esta topologı́a

por γI y la llamamos la topologı́a ideal inducida por I .

Lema 5.6.1. En toda MV-álgebra A, (x/I)∗ = x∗/I , para todo x ∈ A.

Demostración. Sea z ∈ (x/I)∗, entonces z∗ ∈ x/I , que resulta en d (x, z∗) ∈ I y por el

Lema 2.1.17, d (x∗, z) = d (x, z∗) entonces z ∈ x∗/I .

Proposición 5.6.2. Sea I un ideal de una MV-álgebra A. Entonces, (A, γI) es una MV-álgebra
topológica, y M(A,γI)(x) = x/I para todo x ∈ A. Además, {x/I} es una base de vecindades de x
para la topologı́a γI .

Demostración. Sea I un ideal de una MV-álgebra topológica A, y sean x, y ∈ A. Sea U un

abierto de x∗, existe z tal que x∗ ∈ z/I ⊆ U , note que z/I = x/I, x/I es un abierto de x,

por el lema anterior (x/I)∗ = x∗/I entonces * es continua, además por el Lema 5.6.3, ⊕
también es continua. Luego, para todo abierto U de x, se tiene que x/I ⊆ U , y entonces

M(A,γI)(x) = x/I

Lema 5.6.3. Sean A una MV-álgebra, a, b ∈ A e I un ideal de A, se cumple que

a/I ⊕ b/I ⊆ a⊕ b/I.

Demostración. Sea x ∈ a/I⊕ b/I , entonces x = xa⊕xb donde d (a, xa), d (b, xb) ∈ I . Luego

d (a, xa)⊕ d (b, xb) ∈ I y por las propiedades de la distancia se tiene que

d(a⊕ b, x) ≤ d (a, xa)⊕ d (b, xb)

y entonces x ∈ a⊕ b/I .

Teorema 5.6.4. Sea (A, τ) una MV-álgebra topológica. Entonces se cumple que:

1. M(0) es un ideal de A.

2. τ = γI para algún ideal I de A si y sólo si M(0) ∈ τ .
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Demostración. 1. Para toda vecindad abierta U de 0, dado que 0 ⊕ 0 = 0 y la opera-

ción ⊕ es continua, existe una vecindad V de 0 tal que V ⊕ V ⊆ U , lo que implica que

M(0) ⊕ M(0) ⊆ V ⊕ V ⊆ U . Ası́, M(0) ⊕ M(0) ⊆
⋂

U∈O(A,τ)(0)
U = M(0), y por lo tanto

M(0) es cerrado bajo la operación ⊕. Además, para cualquier y ∈ M(0) y z ∈ A tal que

z ≤ y, se tiene que z ∧ 0 = 0 y como ∧ es continua, existe una vecindad W de 0 tal que

z ∧W ⊆ U , y esto implica que z ∈ M(0). Ası́, M(0) es un ideal de A.

2. Si M(0) ∈ τ entonces {M(0)} forma una base de vecindades de 0 para la topologı́a τ .

I = M(0). Por 1, tenemos que M(0) es un ideal, entonces, {M(0)} = {I} = {0/I} es una

base de vecindades de 0 para la topologı́a γI por la Proposición 5.6.2 Ası́, τ = γI por el

Teorema 5.1.7.

Recı́procamente, si τ = γI para un ideal I de A, entonces M(0) = M(A,γI)(0) = 0/I ∈
γI = τ por la Proposición 5.6.2.

Ejemplo 5.6.5. Verifiquemos que la MV-álgebra topológica (Free1, τFx0
), del Ejemplo 4.0.4,

tiene una topologı́a ideal. Sea U ∈ O(0), entonces existen c ∈ Free1 y r ∈ Fx0 , tales que
0 ∈ F (c, r) ⊆ U . Puesto que toda bola que contenga al 0 es de la forma F (0, s), para cualquier
s ∈ Fx0 , se tiene que F (0, r) ⊆ M(0). Además F (0, r) ∈ τFx0

, luego M(0) ⊆ F (0, r). Se
tiene entonces que M(0) ∈ τFx0

, y por la proposición anterior (Free1, τFx0
) es una MV-álgebra

topológica ideal.

Note que F (0, r) = {f ∈ Free1 : f(x0) = 0} es un ideal, y además F (0, r) = F ∗
x0

,

entonces τFx0
= γF ∗

x0
. Dado un filtro F , ¿qué relación hay entre τF y γF ∗? En la siguiente

proposición probamos que γF ∗ ⊆ τF . Sin embargo, queda abierta la pregunta sobre la

inclusión contraria.

Proposición 5.6.6. Sea F un filtro de una MV-álgebra A, la topologı́a ideal γF ∗ y la topologı́a
filtro τF satisfacen

γF ∗ ⊆ τF .

Demostración. Sea c ∈ A,

F (c, 1) = {x ∈ A : 1⊖ d(c, x) ∈ F}

= {x ∈ A : 1⊙ d(c, x)∗ ∈ F}

= {x ∈ A : d(c, x)∗ ∈ F}

= {x ∈ A : d(c, x) ∈ F ∗}

= c/F ∗.

Entonces c/F ∗ ∈ τF .
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Corolario 5.6.7. Sea (L, σ) una MV-cadena topológica finita. Entonces, σ es discreta o trivial.

Demostración. Sea (L, σ) es una cadena topológica finita. Entonces M(L,σ)(0) ∈ σ, y por lo

tanto σ = γM(L,σ)(0) por el Teorema 5.6.4. Dado que L es simple y M(L,σ)(0) es un ideal de

L por el Teorema 5.6.4, tenemos que M(L,σ)(0) = {0} o M(L,σ)(0) = L. Por lo tanto, σ es

discreta o trivial por la Proposición 5.5.2 y el Teorema 5.5.3.

Para un MV álgebra A, definimos Θ(A) = {I | I es un ideal de A} y

Ψ(A) = {π | π es una topologı́a sobre A tal que (A, π) es un MV-álgebra topológica}.

Definimos f : Θ(A) → Ψ(A) por f(I) = γI para todo I ∈ Θ(A). Entonces f es una

aplicación inyectiva. De hecho, si I, J ∈ Θ(A) tales que γI = γJ , entonces I = 0/I =

M(A,γI)(0) = M(A,γJ )(0) = 0/J = J por el Lema 2.1.19 y la Proposición 5.6.2. Por lo tanto,

f es inyectiva.

Corolario 5.6.8. Para una MV-álgebra finita A, existe una biyección entre Θ(A) y Ψ(A). En
particular, si A ∼= Ln1 × Ln2 × · · · × Lnk

para algunos enteros 2 ≤ n1 ≤ n2 ≤ · · · ≤ nk,
entonces |Ψ(A)| = 2k, donde |Ψ(A)| es la cardinalidad de Ψ(A).

Demostración. Sea A una MV-álgebra finita. Definimos f : Θ(A) → Ψ(A) mediante f(I) =

γI para todo I ∈ Θ.

Sabemos que f es inyectiva. Para probar que f es sobreyectiva, supongamos que π ∈
Ψ(A). Entonces M(A,π)(0) ∈ π, pues resulta ser una intersección finita de abiertos dado

que A es finita. Por el Teorema 5.6.4, 2, se deduce que f es sobreyectiva.

Supongamos que A ∼= Ln1×Ln2×· · ·×Lnk
, para algunos enteros 2 ≤ n1 ≤ n2 ≤ · · · ≤ nk.

Dado que cada MV-cadena finita es simple y por tanto solo posee 2 ideales ella misma

y {0} y por la Proposición 2.1.22 tenemos que que |Θ(A)| = 2k. Por lo tanto, |Ψ(A)| =
|Θ(A)| = 2k.

Sea C = C0 ∪ C1 la MV-cadena del Ejemplo 2.1.3 y sea T = {∅, C0, C1, C}, donde C0 =

{0, c, 2c, . . . , nc, . . .} y C1 = (C0)
∗ = {1, c∗, (2c)∗, . . . , (nc)∗, . . .}. Es fácil ver que T es

la topologı́a inducida por el ideal C0, y ası́ (C, T ) es una MV-cadena topológica por la

Proposición 5.6.2. Ahora mostramos que |Ψ(C)| = |Θ(C)| = 3. Es decir, la única topologı́a

no trivial y no discreta en C tal que es una MV-cadena topológica es T .

Proposición 5.6.9. Sea C la MV-cadena del Ejemplo 2.1.3. Si π es una topologı́a no discreta y
no trivial en C tal que (C, π) es una MV-cadena topológica, entonces π = T .
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Demostración. Sean C y π como se dan en la proposición, y sea x ∈ C. Entonces C ∈
O(C,π)(x). Por la Proposición 5.5.2 y el Teorema 5.5.3, sabemos que {x} ⊂ O(C,π)(x) y

O(C,π)(x) ̸= {C}, dado que π es no discreta y no trivial.

Claim 1. {0, c} ⊆ U para cualquier U ∈ O(C,∧)(0). De hecho, dado que 0 ∧ c = 0 y la

operación ∧ es continua, existe V ∈ O(C,∧)(0) tal que V ∧ c ⊆ U . Nota que V ̸= {0} y

c ≤ z para cualquier elemento no nulo z en C. Tenemos que c ∈ V y V ∧ c ⊆ U , por lo

tanto, {0, c} ⊆ U .

Claim 2. C0 ⊆ U para cualquier U ∈ O(C, π)(0).

Para cualquier vecindad abierta U de 0, por el Claim 1, sabemos que c ∈ U . Dado que

0 ⊕ 0 = 0 y la operación ⊕ es continua, existe V ∈ O(C, π)(0) tal que V ⊕ V ⊆ U . Por el

Claim 1, tenemos {0, c} ⊆ V , por lo que 2c = c⊕ c ∈ V ⊕V ⊆ U . Ası́, {0, c, 2c} ⊆ U . Dado

que U es una vecindad abierta arbitraria de 0 y V ∈ O(C,π)(0), tenemos {0, c, 2c} ⊆ V , lo

que implica que 3c = c⊕2c ∈ V ⊕V ⊆ U . Por analogı́a, obtenemos que {0, c, 2c, . . . , kc} ⊆
V ∩ U para cualquier entero positivo k, y por lo tanto C0 ⊆ U .

Claim 3. C1 ⊆ W para cualquier W ∈ O(C,π)(1).

De hecho, dado que la operación ∗ es continua, tenemos W ∗ ∈ O(C,π)(0), y por el Claim

2. C0 ⊆ W ∗. Por lo tanto, C1 = (C0)
∗ ⊆ W .

Claim 4. Si x ∈ C0, entonces C0 ⊆ V para cualquier V ∈ O(C,π)(x).

En efecto, sea x ∈ C0. Entonces x = nc para algún entero positivo n. Dado que 0⊕nc = nc

y la operación ⊕ es continua, existe V1 ∈ O(C,π)(0) tal que V1 ⊕ nc ⊆ V . Por el Claim 2.

tenemos C0 ⊆ V1, y por lo tanto:

{nc, (n+ 1)c, . . .} = C0 ⊕ nc ⊆ V1 ⊕ nc ⊆ V.

Dado que 1⊖nc = nc y la operación ⊖ es continua, existe V2 ∈ O(C,π)(1) tal que V2⊖nc ⊆
V . Por el Claim 3, obtenemos C1 ⊆ V2, lo que implica:

{0, c, 2c, . . . , nc} = C1 ⊖ nc ⊆ V2 ⊖ nc ⊆ V.

Por lo tanto, C0 ⊆ V por las ecuaciones anteriores.

Claim 5. Si y ∈ C1, entonces C1 ⊆ P para cualquier P ∈ O(C,π)(y).

En efecto, sea y ∈ C1 y P ∈ O(C, π)(y). Entonces y∗ ∈ C0. Dado que la operación ∗ es con-

tinua, tenemos P ∗ ∈ O(C,π)(y
∗), y por el Claim 4, C0 ⊆ P ∗. Por lo tanto, C1 = (C0)

∗ ⊆ P .

Claim 6. O(C,π)(x) = {C0, C} para cualquier x ∈ C0.

49
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En efecto, sea x ∈ C0 y D ∈ O(C,π)(x). Entonces C0 ⊆ D por el Claim 4 Si D ̸= C0,

existe algún entero positivo n tal que C0 ∪ {(nx)∗} ⊆ D, lo que implica que D también

es una vecindad abierta de (nx)∗, y por el Claim 5, C1 ⊆ D. Por lo tanto, D = C, y ası́

{C} ⊆ O(C, π)(x) ⊆ {C0, C}. Como O(C, π)(x) ̸= {C}, entonces O(C,π)(x) = {C0, C}.

Claim 7. O(C,π)(y) = {C1, C} para cualquier y ∈ C1.

Esto se deduce inmediatamente del Claim 6 y de la continuidad de la operación ∗.

Finalmente, por los Claims 6 y 7, obtenemos que π = {∅, C0, C1, C} = T .

5.7. MV-álgebras Topológicas Cocientes

Una de las operaciones importantes en las álgebras universales topológicas es tomar sus

cocientes. En esta sección, discutiremos los cocientes de álgebras MV topológicas.

Sea (A, τ) un álgebra MV topológica, B un álgebra MV, y f : A → B un homomorfismo

sobreyectivo de A sobre B que satisface la condición:

f−1(f(V )) ∈ τ, ∀V ∈ τ. (5.1)

Entonces, es fácil verificar que τf = {U ⊆ B | f−1(U) ∈ τ} es una topologı́a. Llamamos

a τf la topologı́a cociente sobre B inducida por f . La Proposición 5.1 establece que τf es

la topologı́a más fina tal que B es un álgebra MV topológica y f es un homomorfismo

continuo y abierto.

Proposición 5.7.1. Sea (A, τ) una álgebra MV topológica, B una álgebra MV y f : A → B un
homomorfismo sobreyectivo de A sobre B que satisface la condición 5.1 . Entonces, se cumplen las
siguientes afirmaciones:

1. (B, τf ) es un álgebra MV topológica, y la llamamos la MV-álgebra topológica cociente

de (A, τ).

2. f es un homomorfismo continuo y abierto de A sobre (B, τf ).

3. Si (B, π) es un álgebra MV topológica tal que f es un homomorfismo continuo de A sobre
(B, π), entonces τf ⊆ π.

Demostración. 1. Para mostrar que ⊕ es continua en (B, τf ), sean b1, b2 ∈ B. Para cualquier

vecindad abierta U ∈ τf de b1 ⊕ b2, como f es sobreyectivo, existen a1, a2 ∈ A tales que

b1 = f(a1) y b2 = f(a2), por lo que b1 ⊕ b2 = f(a1) ⊕ f(a2) = f(a1 ⊕ a2). Se sigue que

a1 ⊕ a2 ∈ f−1(U).

Dado que U ∈ τf , entonces f−1(U) ∈ τ y ⊕ es continua en (A, τ), existen V1, V2 ∈ τ tales

que a1 ∈ V1, a2 ∈ V2 y V1 ⊕ V2 ⊆ f−1(U).
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Por lo tanto, b1 = f(a1) ∈ f(V1), b2 = f(a2) ∈ f(V2) y f(V1) ⊕ f(V2) = f(V1 ⊕ V2) ⊆
f(f−1(U)) ⊆ U . Por la condición 3, se tiene que f−1(f(V1)), f

−1(f(V2)) ∈ τ , por lo que

f(V1), f(V2) ∈ τf por la definición de τf . Ası́, ⊕ es continua en (B, τf ).

Para demostrar que ∗ es continua en (B, τf ), sea U ∈ τf . Entonces f−1(U) ∈ τ , y por lo

tanto (f−1(U))∗ ∈ τ ya que ∗ es continua en (A, τ). Además, como f es un homomorfis-

mo, se tiene que

x ∈ f−1(U ) ⇔ f(x) ∈ U∗ ⇔ (f(x))∗ ∈ U ⇔ f(x∗)ıU ⇔ x∗ ∈ f−1(U) ⇔ x ∈ (f−1(U))∗,

y por lo tanto f−1(U∗) = (f−1(U))∗, lo que implica que U∗ ∈ τf . Entonces (B, τf ) es un

MV-álgebra topológica.

2. Para cualquier V ∈ τ , por la condición 3, se tiene que f(V ) ∈ τf , y por lo tanto f es

abierto. Ası́, f es continua por la definición de τf .

3. Supongamos que (B, π) es un MV-álgebra topológica tal que f es un homomorfismo

abierto y continuo de (A, τ) sobre (B, π). Para cualquier U ∈ τf , se tiene que f−1(U) ∈ τ ,

y por lo tanto f(f−1(U)) ∈ π ya que f es abierto. Como f es sobreyectivo, se obtiene

U = f(f−1(U)) ∈ π, y ası́ τf ⊆ π

Proposición 5.7.2. Sea (A, τ) una MV-álgebra topológica, B una MV-álgebra, y f : A → B un
homomorfismo sobreyectivo de A sobre B. Entonces, las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. f satisface la condición 3 y la MV-álgebra topológica cociente (B, τf ) es discreta.

2. ker(f) ∈ τ , donde ker(f) = f−1(0) = {x ∈ A | f(x) = 0}.

Demostración. Sean (A, τ), B, y f como se describen en la proposición.

2 ⇒ 1.) Supongamos que ker(f) ∈ τ . Queremos demostrar que f−1(f(V )) ∈ τ para

cualquier subconjunto no vacı́o V de A, y por lo tanto, f satisface la condición 3. De

hecho, tenemos:

x ∈ f−1(f(V )) ⇔ f(x) ∈ f(V )

⇔ (∃v ∈ V ) f(x) = f(v)

⇔ (∃v ∈ V ) d(x, v) = (x⊖ v)⊕ (v ⊖ x) ∈ ker(f)

⇔ (∃v ∈ V )x⊖ v, v ⊖ x ∈ ker(f) (por el Lema 2.1.20)

⇔ x ∈
⋃
v∈V

{y ∈ A | y ⊖ v, v ⊖ y ∈ ker(f)},

y por lo tanto: f−1(f(V )) =
⋃

v∈V {y ∈ A | y⊖v, v⊖y ∈ ker(f)}. Por el Lema 5.1.3 tenemos

que el conjunto {y ∈ A | y ⊖ v, v ⊖ y ∈ ker(f)} es un abierto, luego f−1(f(V )) ∈ τ .

51
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Dado que f−1(0) = ker(f) ∈ τ , tenemos que {0} ∈ τf , y ası́ (B, τf ) es discreto por el

Teorema 5.5.2.

1 ⇒ 2.) Supongamos que (B, τf ) es discreto. Entonces {0} ∈ τf , y por lo tanto f−1(0) =

ker(f) ∈ τ .

Ejemplo 5.7.3. Sea (B4, τ) la MV-álgebra topológica, donde B4 = {0, a, b, 1} es el álgebra de
Boole con 4 elementos y τ = {∅, {0, a}, {b, 1}, B4} es la topologı́a inducida por el ideal {0, a}.
Definimos una función f : B4 → B4 por f(0) = 0, f(a) = b, f(b) = a, f(1) = 1. Es fácil ver
que f es un automorfismo y satisface la condición 3, y que τf = {∅, {0, b}, {a, 1}, B4}.

Definición 5.7.4. Una función f : A → B entre dos MV-álgebras topológicas es un isomorfis-

mo topológico si f es tanto un isomorfismo como un homeomorfismo.

Teorema 5.7.5. Sean (A, τ) y (B, π) MV-álgebras topológicas, y sea f : A → B un homomorfis-
mo continuo, abierto y sobreyectivo. Sea ρ : A → A/ ker(f) el homomorfismo natural. Entonces,
se cumplen las siguientes afirmaciones:

1. ρ−1(ρ(V )) = f−1(f(V )) para cualquier subconjunto V de A.

2. A/ ker(f), dotado de la topologı́a τρ = {U ⊆ A/ ker(f) | ρ−1(U) ∈ τ}, es una MV-
álgebra topológica.

3. Existe un único isomorfismo topológico f de (A/ ker(f), τρ) a (B, π) tal que f ◦ ρ = f , es
decir, el siguiente diagrama conmuta:

(A, τ) (B, π)

(A/ ker(f), τρ)

f

ρ
f

Figura 5.1

Demostración. Sea (A, τ), (B, π), f y ρ como se describe en el teorema. Entonces, ker(f) es

un ideal de A.
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1. Para cualquier V ⊆ A, tenemos:

a ∈ ρ−1(ρ(V )) ⇔ a/ ker(f) = ρ(a) ∈ ρ(V )

⇔ (∃v ∈ V ) (a/ ker(f) = v/ ker(f))

⇔ (∃v ∈ V ) (d(a, v) ∈ ker(f))

⇔ (∃v ∈ V )(a⊙ v∗ ∧ v ⊙ a∗ ∈ ker(f)) (por el Lema 2.1.20)

⇔ (∃v ∈ V ) (f(a⊙ v∗) = 0 ∧ f(v ⊙ a∗) = 0)

⇔ (∃v ∈ V ) f(a)⊙ f(v)∗ = 0 ∧ f(v)⊙ f(a)∗ = 0)

⇔ (∃v ∈ V ) (f(a) = f(v))

⇔ f(a) ∈ f(V )

⇔ a ∈ f−1(f(V )).

Por lo tanto, ρ−1(ρ(V )) = f−1(f(V )).

2. Dado que f es un homomorfismo continuo, abierto y sobreyectivo, por 1 tenemos

que ρ−1(ρ(V )) = f−1(f(V )) ∈ τ , para cualquier V ∈ τ . Por la Proposición 5.7.1 se

tiene que entonces (A/ ker(f), τρ) es una MV-álgebra topológica, donde τρ = {U ⊆
A/ ker(f) | ρ−1(U) ∈ τ}.

3. Definimos f̄ : A/ ker(f) → B por f̄(x ker(f)) = f(x) para cualquier x ∈ A. En-

tonces, f̄ es un isomorfismo por [5, Teorema 1.2.8], y claramente f̄ es el único iso-

morfismo tal que f = f̄ ◦ ρ. Para probar que f̄ es abierta, sea U ∈ τρ. Entonces

ρ−1(U) ∈ τ , y por lo tanto f(ρ−1(U)) ∈ π, ya que f es abierta. Además, tenemos:

b ∈ f̄(U) ⇔ (∃a ker(f) ∈ U) b = f̄(a ker(f)) = f(a)

⇔ (∃a ∈ ρ−1(U)) b = f(a)

⇔ b ∈ f(ρ−1(U)),

lo que implica que f̄(U) = f(ρ−1(U)) ∈ π, y por lo tanto f̄ es abierta.

Para demostrar que f̄ es continua, supongamos que W ∈ π. Entonces f−1(W ) ∈ τ ,

ya que f es continua. Ası́, ρ(f−1(W )) ∈ τρ por la Proposición 5.1. Además, tenemos:

z ker(f) ∈ f̄−1(W ) ⇔ f(z) = f̄(z ker(f)) ∈ W

⇔ z ∈ f−1(W )

⇔ z/ ker(f) ∈ ρ(f−1(W )),
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y

z/ ker(f) ∈ ρ(f−1(W )) ⇔ (∃a ∈ f−1(W )) z/ ker(f) = ρ(a) = a/ ker(f)

⇔ f̄(z/ ker(f)) = f̄(a/ ker(f)) = f(a) ∈ W

⇔ z/ ker(f) ∈ f̄−1(W ).

Por lo tanto, f̄−1(W ) = ρ(f−1(W )) ∈ τρ y f̄ es continua.

Resumiendo el argumento anterior, hemos demostrado que f̄ es el único isomorfis-

mo topológico que va de (A/ ker(f), τρ) a (B, π) tal que f = f̄ ◦ ρ.

54



Capı́tulo 6

Conclusiones

En el presente trabajo hemos abordado el estudio de las MV-álgebras topológicas, estu-

diando las condiciones necesarias para dotarlas de una estructura topológica compatible

con sus operaciones algebraicas. Se ha explorado en detalle la interacción entre las MV-

álgebras y diversas topologı́as, particularmente la topologı́a filtro.

En el Capı́tulo 3, se introducen los conceptos de MV-álgebra para, quasi y semi-topológi-

ca, explicando sus propiedades y su relación con las MV-álgebras topológicas. Poste-

riormente, en el Capı́tulo 4, se estudia cómo dotar a una MV-álgebra de una estructu-

ra topológica utilizando la topologı́a filtro, explorando sus propiedades y condiciones

de compatibilidad con la estructura algebraica de la MV-álgebra. A lo largo del estudio,

se ejemplifican teoremas y propuestas con casos particulares, como los presentados en

los Ejemplos 4.0.4, 5.1.4 y 5.6.5. Se profundiza en la topologı́a filtro como herramienta

para definir estructuras topológicas en MV-álgebras. Como un aporte que no está en la

literatura, hemos demostrado que toda MV-álgebra, con una topologı́a filtro, es quasi-

topológica y establecemos condiciones para que una MV-álgebra con esta topologı́a sea,

efectivamente, una MV-álgebra topológica.

En el Capı́tulo 5, se estudian las propiedades de las MV-álgebras topológicas. En parti-

cular, en la Sección 5.2, se revisa con detalle la prueba del Teorema [10, Teorema 3.4], y

adicionalmente probamos la Proposición 5.2.3, la cual establece que si una MV-álgebra

quasitopológica es un espacio T0, entonces también es un espacio T1. Este resultado se

obtiene al debilitar las condiciones del Teorema [10, Teorema 3.4] previamente estableci-

do para MV-álgebras topológicas.

Por último, se muestra cómo los ideales en una MV-álgebra interactúan con la estructura
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topológica, abordando el concepto de conexidad en MV-álgebras topológicas. Se enfati-

zan las condiciones que garantizan la existencia de componentes conexas y se establece

la relación entre la topologı́a filtro y la topologı́a ideal, como se muestra en la Proposición

5.6.6.
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