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Resumen

Este trabajo considera como punto de partida la problemética asociada al escaso énfasis
que dentro de los procesos de ensefianza y de los procesos de aprendizaje de la trigonometria
escolar en la Educacion Media, particularmente de las funciones Seno y Coseno, se da a la
variacion y dependencia periddica. En este sentido, se presenta aqui el disefio e implementacién
de una propuesta de aula enmarcada en el enfoque de la Educacion Matematica Realista EMR,
en torno a la identificacion y modelacion de fendmenos periodicos cotidianos y el
reconocimiento de la funcién periddica como elementos fundamentales para caracterizar las
funciones trigonométricas Seno y Coseno, como casos especificos de este tipo de variacion.

La implementacion y el analisis de las producciones de un grupo de estudiantes de
grado décimo de la Institucion Educativa Técnico Comercial Hernando Navia Varén, evidencia
la apropiacion de aspectos relacionados con el desarrollo del pensamiento variacional, alrededor
del estudio de la periodicidad en contextos realistas, tales como: la interpretacion, uso y relacion
entre diferentes sistemas de representacion (retorico, tabular, grafico, algebraico), la modelacion
de fendmenos cotidianos y el reconocimiento de las matematicas como medio para organizar la
realidad. Asimismo, el transitar de los estudiantes a través de los distintos niveles de
comprension dentro de la matematizacion progresiva, es decir los procesos de matematizacion
horizontal y de matematizacion vertical.

Palabras claves: Educacion Matemética Realista, Fendmenos Periddicos, Funciones

Seno y Coseno, Funcién Periddica, Modelacion, Sistemas de Representacion, Propuesta de Aula.



Introduccion

Este trabajo gira en torno al estudio de fendmenos de variacion periodica y funciones
periddicas, especificamente de las funciones Seno y Coseno como casos concretos de este tipo de
variacion. Esta indagacion toma como punto de referencia algunas investigaciones (Buendia,
2004, citada por Montiel (2005), p. 109) y Montiel (2005, p. 109) que han determinado la
periodicidad como la propiedad analitica més relevante de las funciones trigonométricas, a traves
de las cuales adquiere sentido esta propiedad en ambitos escolares. No obstante, como lo
determind Santacruz (2005, p. 130) el proceso de ensefianza de la trigonometria escolar, ha
encapsulado lo funcional en un modelo estatico al privilegiar el enfoque de las razones.
Asimismo, las tres perspectivas que identifica Santacruz (2005, p. 189) para la ensefianza de este
tipo de funciones promueven en el aula un enfoque de correspondencia en tanto se deja de lado
el estudio de las variaciones y covariaciones de las funciones trigonomeétricas, incluida la
propiedad de periodicidad.

En este sentido, a partir del enfoque de la Educacion Matemética Realista EMR, los
Lineamientos (1998) y los Estandares (2006) como referentes curriculares colombianos,
particularmente el pensamiento variacional y el proceso general de modelacion; asi como de
aspectos propios de la matematica, se articula una propuesta de aula que permita a los estudiantes
caracterizar las funciones trigonométricas Seno y Coseno como casos particulares de
dependencia periddica, desde la identificacién y modelacion de fendmenos de esta naturaleza y
el reconocimiento de la funcion periddica.

La implementacion de las situaciones problema y el analisis de resultados deja ver las
producciones de un grupo de estudiantes de grado décimo de la Institucion Educativa Técnico
Comercial Hernando Navia Varon del municipio de Santiago de Cali con respecto a la
modelacién de fendmenos cotidianos, el reconocimiento de la variacion periédica y el uso de
sistemas de representacion retdrico, tabular, gréfico y algebraico, aspectos relacionados con el
desarrollo del pensamiento variacional.

En el primer capitulo se presentan los aspectos generales de la propuesta. Se inicia con
el planteamiento del problema y la formulacion del objetivo general y los objetivos especificos,

para luego dar paso a las diferentes investigaciones, que alrededor de los procesos de ensefianza



y de los procesos de aprendizaje de la trigonometria y del enfoque de la Educacion Matematica
Realista, como marco tedrico y metodoldgico para el disefio e implementacion de situaciones
didacticas en el aula, se constituyen en antecedentes de este trabajo.

En el segundo capitulo se establece el marco teorico de referencia, donde se describen
los principios de la Educacion Matematica Realista: principio de actividad, principio de realidad,
principio de interaccion, principio de interconexion, principio de reinvencion y el principio de
niveles (Paso del conocimiento informal al formal), asi como el uso de los modelos dentro de
este enfoque. Desde los Lineamientos (1998) y los Estandares (2006) se da una vision general
del pensamiento variacional y los sistemas algebraicos y analiticos y del proceso general de
modelacién. Finalmente, la perspectiva matematica se centra en la presentacion de la nocion de
funcion, funcion periddica y las funciones trigonométricas Seno y Coseno.

En el tercer capitulo se aborda la descripcion cada una de las tres situaciones que
componen la propuesta de aula, Situacién 1: Reconozcamos fendmenos naturales periodicos,
Situacion 2: Acerquémonos a las funciones periddicas y Situacion 3: Algunas funciones de
variacion periodica: El caso de las funciones circulares Seno y Coseno; desde su disefio.
Asimismo, se establecen los propdsitos, contenidos y desempefios esperados en los estudiantes
en cada una de ellas. Luego de la presentacion de las tres situaciones y la metodologia de
implementacién, se lleva a cabo por medio de tablas de frecuencia la sistematizacién de
resultados y analisis de los mismos, teniendo en cuenta los elementos teéricos definidos en el
capitulo 2. Se anexan algunos registros de los estudiantes y al finalizar el analisis de cada
situacién se precisan algunas conclusiones con respecto a los desempefios esperados durante la
aplicacion en el salon de clase.

En el capitulo 4 se determinan las conclusiones del trabajo y algunas reflexiones
didacticas sobre los procesos de ensefianza y los procesos de aprendizaje de las funciones
periddicas y de manera especifica sobre las funciones Seno y Coseno, a partir de los objetivos
formulados, el marco teérico y el analisis de los resultados de los estudiantes de grado décimo de
la Institucion Educativa Técnico Comercial Hernando Navia Varon al desarrollar las distintas
tareas concernientes a las situaciones problema planteadas. Al finalizar se presentan las

referencias bibliograficas.



Capitulo 1.

Aspectos generales de la propuesta



Capitulo 1. Aspectos generales de la propuesta

Este capitulo presenta los aspectos generales de esta propuesta de indagacion didactica.
Se inicia con el planteamiento del problema y la formulacion de los objetivos, para luego dar
paso a la justificacion y los antecedentes que enmarcan el presente trabajo. La presentacion de la
problemaética, retoma aspectos fundamentales de estudios llevados a cabo en el CINVESTAV
(México) y algunas de las conclusiones encontradas en el trabajo Las funciones trigonometricas
y el pensamiento variacional. El caso de los textos escolares y las concepciones de los maestros
(Santacruz, 2005). Los objetivos presentan el propoésito del trabajo en tanto, por medio del
andlisis de los resultados de la implementacion de una propuesta de aula, que articula varias
perspectivas (curriculares, didacticas y matematicas), bajo el enfoque de la Educacion
Matematica realista, se puedan movilizar algunos aspectos del pensamiento variacional en un
grupo de estudiantes de la Educacion Media colombiana. Los antecedentes toman en
consideracion investigaciones realizadas a nivel nacional e internacional llevadas a cabo
alrededor de los procesos de ensefianza y de los procesos de aprendizaje de las funciones

trigonométricas, asi como al enfoque de la Educacion Matematica Realista.

1.1 Presentacion del problema

Los procesos de ensefianza y los procesos de aprendizaje de las matematicas en la
Educacion Béasica y Media en Colombia, han estado ligados a diversas dificultades que radican
entre otras, a la complejidad en la construccién de conocimiento matematico, teniendo en cuenta
la propia naturaleza de los objetos que constituyen esta disciplina, lo que se evidencia en la poca
significacion y uso que tienen los estudiantes de las nociones y conceptos matematicos no solo
dentro del aula sino fuera de esta.

Si se considera a las matematicas como un constructo humano que se ha desarrollado en
cada época de acuerdo a las particularidades de la misma, es decir, como respuesta a necesidades
de tipo practico (mediciones, construcciones, etc.) o de tipo cientifico (consolidacion de teorias
propias de la disciplina 0 modelacion de fenémenos tanto al interior de la misma como en otros

campos del conocimiento); su ensefianza no puede estar desligada, por ejemplo, de concepciones



de tipo historico, epistemologico, filosofico y fenomenoldgico que han contribuido no solo a la
constitucion del actual conocimiento matematico, sino que podrian dotar de significado la
préactica escolar de esta disciplina, limitada — en la mayoria de casos — a la presentacion y
memorizacion de un conocimiento descontextualizado, poco relacionado con los saberes
culturales de los estudiantes, asi como con los de otras disciplinas escolares.

Ante esta dificultad, como lo expresa Santacruz (2005, p. 3) una nueva vision de la
Educacion Matematica reconoce la necesidad de dotar a las mateméticas escolares de un
significado y funcionalidad, donde sus origenes, conexiones y aplicaciones en diversos contextos
diferentes a los matematicos, contribuyan a una mejor comprension e intuicion de los procesos
constructivos que efecttian los estudiantes.

De este modo el trabajo que aqui se presenta centra la atencion en atender el poco
énfasis que dentro del estudio de las funciones en la Educacion Basica y Media en Colombia se
otorga a los modelos de variacion y dependencia periddica; particularmente las funciones
trigonométricas Seno y Coseno como casos especificos de este tipo de variacion. En este sentido,
diversas investigaciones (Buendia, 2004, citada por Montiel, 2005, p. 109) y Montiel (2005, p.
109) caracterizan la periodicidad como la propiedad analitica mas importante de la funcién
trigonométrica, siendo este tipo de funcion donde encuentra definicion escolar, en tanto
concepto, la periodicidad. Es decir, se enfatiza el reconocimiento de la variacion periodica para
estas funciones trascendentes y se evidencia en el trabajo con los estudiantes dentro del aula, que
esta propiedad adquiere sentido solo a través de la funcion trigonométrica.

Estos estudios (Buendia, 2004; Montiel, 2005) caracterizan el discurso escolar en
matematicas para la nocién de funcién trigonométrica asociado en primer lugar a su definicion
desde las razones en el tridngulo rectangulo, para luego definir a partir del circulo trigonométrico
la funcion y efectuar las graficas de las funciones trigonométricas basicas, con el propdésito de
ilustrar la propiedad de periodicidad.

Como lo expresa Montiel (2005, p. 124) el tratamiento en el sistema escolar de las
funciones trigonometricas no moviliza su aspecto periodico, ya que en la escuela este tipo de
funciones son abordadas como una extension de las razones, cuya Unica explicacion gira
alrededor de la unidad de medida (equivalencia entre grados y radianes en el circulo
trigonométrico). Asi, se despoja de los usos y significados que dan origen a la funcion

trigonométrica, pero aun mas se desvincula ésta de algunas préacticas de referencia, como es el



caso del estudio del movimiento circular uniforme en fisica. Es decir, pese a ser el circulo
trigonométrico el elemento tradicional — en la ensefianza — por el cual se dota a la trigonometria
de carécter funcional y se abandona su caracter geométrico, De Kee et al (1996) citados por
Montiel (2005, p. 117), sefialan que al comparar el desempefio de los estudiantes en el contexto
del triangulo rectangulo y en el del circulo trigonomeétrico, estos obtienen mejores resultados en
el trabajo trigonomeétrico en el contexto del triangulo rectdngulo y muestran poca comprension
de la funcion circular y de su papel en la construccion de las funciones trigonométricas.

De este modo, Montiel (2005, p. 125) enfatiza, que si se utiliza el circulo solo como un
medio didactico que permite hacer visual 0 mas concreta la construccion de las funciones
trigonométricas, esta estrategia de ensefianza termina obstaculizando esta construccion en un
contexto analitico. Lo anterior, no descarta que el circulo trigopnométrico se constituye en un
recurso grafico que vincula de forma coherente las nociones y unidades de medida en la
trigonometria y en la funcidn trigonométrica, ya que el discurso matematico escolar no deja claro
en los estudiantes el porqué de la necesidad de usar los radianes sobre los grados para la variable
independiente, es decir el enfoque clésico (de las razones a las funciones) no ha podido resolver:
la eleccion de una unidad de medida en el paso de la trigonometria clasica a la trigonometria
analitica; por ende no hay recursos didacticos que permitan al profesor el transito constructivo
triangulo rectangulo — circulo trigonométrico — funcion trigonométrica.

En esta direccién, Santacruz (2005, p. 130) hace énfasis en el encapsulamiento de lo
funcional en un modelo estatico, como es el tridngulo rectangulo, que promueve el enfoque de
las razones, privilegiado por los docentes para la ensefianza de las funciones trigonométricas. Lo
anterior, evidencia un tratamiento de las funciones trigonométricas como correspondencia, ya
que el interés esta en los puntos (angulo, lado y razén) y no en sus variaciones.

Santacruz (2005, p. 189) identifica tres perspectivas para la ensefianza de las funciones
trigonométricas: la primera, de las funciones circulares hacia el tridngulo rectangulo, la segunda,
de las funciones trigonométricas entre los lados de un triangulo rectangulo (razones) hacia las
funciones circulares y finalmente, desde las razones trigonométricas hacia las razones en una
circunferencia no unitaria; las cuales promueven en la escuela un enfoque de correspondencia
para este tipo de funciones, dado el escaso reconocimiento por parte de los libros de texto y los
docentes de las variaciones y covariaciones de las funciones trigonométricas, entre las cuales se

encuentra inmersa la propiedad de periodicidad.



Teniendo en cuenta lo anterior, este trabajo se centra en la identificacion y modelacion
de fendmenos periddicos cotidianos y el reconocimiento de la funcion periddica como elementos
fundamentales que permitan caracterizar las funciones trigonométricas Seno y Coseno, como
casos particulares de variacion periodica, con el objeto de contextualizar la trigonometria escolar
dentro de un ambito de dependencia. Asi, la propuesta de aula, es decir el disefio de las
situaciones problema y las tareas, se enmarca dentro del enfoque de la Educacion Matematica
Realista, promovido por Hans Freudenthal (1973,1991), dado que concibe la matematica como
una herramienta para organizar situaciones del entorno de los estudiantes, realidad a partir de la
cual debe estructurarse el proceso de ensefianza y el proceso de aprendizaje dentro del aula; lo
que se ha denominado matematizacion.

En sintesis, en este trabajo se trata de responder la siguiente pregunta:

¢Qué aspectos del pensamiento variacional se favorecen, en un grupo de estudiantes de
Educacion Media, a traves de la implementacion de una propuesta de aula sobre las funciones
periddicas, particularmente las funciones trigonométricas Seno y Coseno, enmarcada dentro del

enfoque de la Educacién Matematica Realista?

1.2 Objetivos

1.2.1 Objetivo General

Caracterizar algunos aspectos del pensamiento variacional (reconocimiento de la
variacion periddica, sus representaciones, ejemplos etc.) en un grupo de estudiantes de
Educacién Media de la Institucion Educativa Técnico Comercial Hernando Navia Varon a través
del analisis de la implementacion de situaciones problema enmarcadas en contextos realistas y

organizadas en una propuesta de aula.



1.2.2 Objetivos Especificos

e Atrticular los resultados del estudio de algunos aspectos curriculares, didacticos y
matematicos, relacionados con las funciones periodicas, particularmente las funciones
trigonométricas Seno y Coseno, en una propuesta de aula, bajo el enfoque de la
Educacion Matematica Realista.

e Caracterizar algunos aspectos del pensamiento variacional, desde el enfoque de la
Educacion Matematica Realista y las politicas curriculares Colombianas (MEN. 1998,
2006) segun las producciones de un grupo de estudiantes de grado décimo de la
Institucion Educativa Técnico Comercial Hernando Navia Vardn, alrededor de
situaciones problema de variacion periddica.

e Determinar algunas reflexiones didacticas sobre la ensefianza y el aprendizaje de las
funciones periddicas en general y de forma particular sobre las funciones trigopnométricas

Seno y Coseno, a partir de los resultados de este trabajo.

1.3 Justificacién

La reflexion acerca de la ensefianza y el aprendizaje de las funciones periodicas en el
ambito de la investigacion en Educacion Matematica se ha limitado al estudio de las funciones
trigonométricas, como lo afirma Buendia (2006, p. 234) al sefalar que el discurso matematico
escolar para las funciones periddicas ha propiciado una identificacion de la periodicidad como
propiedad exclusiva de este tipo de funciones, dejando por fuera otros modelos funcionales. En
este sentido, afiade la autora que si un fendmeno fisico puede ser modelado por medio de la
funcion seno, adquiere como consecuencia la propiedad de ser periddico. La periodicidad
pareciera no significar nada por si misma, mas que a la luz del comportamiento repetitivo sui
generis de la funcion seno (Buendia, 2006, p.234).

A lo anterior, se suma el tratamiento analitico y algebraico que recibe en el sistema
escolar la periodicidad, desconociendo aspectos de esta propiedad, que como la prediccion se
encuentran relacionados al desarrollo mismo de la humanidad, establecido por Buendia (20086, p.

234) al afirmar que el estudio de los fendmenos naturales periddicos ha contribuido al avance de
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la ciencia en tanto su comportamiento repetitivo permitio al hombre conocerlos y utilizarlos
como unidades naturales de tiempo.

A nivel nacional, los Lineamientos (1998) y los Estandares (2006) como marcos
curriculares que determinan posturas didacticas, conciben la variacion periodica y la modelacién
de fendmenos periodicos cotidianos, ligadas exclusivamente a las funciones trigonométricas; es
decir aun cuando hacen énfasis dentro del desarrollo del pensamiento variacional al estudio de la
dependencia entre variables en contextos reales, por medio de patrones de variacion, limitan la
modelacion de fendmenos periddicos del mundo real a la variacion de las funciones Seno y
Coseno.

Es decir, las politicas educativas colombianas para la Educacién Basica y Media, al
igual que las investigaciones de Buendia (2004, citada por Montiel, 2005, p. 109) y Montiel
(2005, p. 109), reconocen la existencia de la periodicidad en ambientes escolares solo a través de
estas funciones trascendentes.

Sin embargo, como lo determind Santacruz (2005) pese a la publicacién de los
Lineamientos (1998) y Estandares (2006)*, los procesos de ensefianza de la trigonometria escolar
contindan ligados a un contexto estatico donde se privilegian las razones en el triangulo
rectangulo, presentacion que limita su aprendizaje al uso adecuado de técnicas aritméticas y
algebraicas, pero que esconde el tipo de variacion y cambio que subyace a las funciones
trigonometricas. Asi, la escuela no ha potencializado atn la modelacion de situaciones cotidianas
relacionadas con las funciones Seno y Coseno, pues fomenta Unicamente las relaciones entre los
lados y los angulos en el triangulo rectangulo, asi como la operatividad en la demostracion de
identidades y la solucién de ecuaciones trigonométricas.

Este trabajo se enfoca en el estudio de la periodicidad en contextos reales. Es decir,
intenta acercar al estudiante al reconocimiento y comprension de regularidades periddicas en su
contexto, desde la perspectiva variacional y funcional de los Lineamientos (1998) en donde “El
significado y sentido acerca de la variacion puede establecerse a partir de las situaciones
problematicas cuyos escenarios sean los referidos a fendmenos de cambio y variacion de la vida
practica” (p. 73). De esta forma, el disefio de una propuesta de aula en el marco de la Educacion

Matematica Realista, promueve en el sistema escolar la matematizacion de situaciones

1 Si bien 2006 figura como el afio de publicacién de los Estandares, el trabajo desarrollado por Santacruz (2005)
tomo en consideracion la publicacion realizada por el MEN en 2003.
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problematicas de la cotidianidad del estudiante, contrario a la ensefianza tradicional que ha
privilegiado la definicién y el concepto por encima de la actividad matematica del alumno, en lo
que Freudenthal denominé “inversion antididactica” relacionada con comenzar por los conceptos
en vez de por las aplicaciones (Freudenthal, 1983; traduccién de Puig, 2001).

Asi, la identificacion por parte de los estudiantes de fendmenos naturales periddicos, les
permitira caracterizar aspectos fundamentales asociados a la definicion de funcion periddica tales
como: periodo, representaciones (grafica, tabular, algebraica) y la relacion de dependencia entre
las variables, elementos a través de los cuales no solo se pretende el reconocimiento de la
propiedad de periodicidad en las matematicas y en otras disciplinas, sino contribuir al fenémeno
didactico, como lo expresa Buendia (2006, p. 228 — 229) que surge de la poca coherencia entre la
existencia y aplicabilidad de una definicion matemaética de periodicidad — componente esencial
de la estructura matematica — y lo que se interpreta acerca de lo periédico en ambientes
escolares, especificamente al reconocimiento de las funciones trigonomeétricas Seno y Coseno
como modelos particulares de variacién periodica.

Por tanto, el trabajo plantea situaciones en diferentes contextos realistas (Enfoque de la
EMR) que permitan como lo enuncia Buendia (2006, p. 230) una resignificacion del
conocimiento matematico relacionado con el aspecto peridédico de las funciones, en tanto su
tratamiento dentro del aula no brinda suficientes marcos de referencia mas alla de los
exclusivamente matematicos. En este sentido, la propuesta de indagacion didactica al permitir la
caracterizacion de la variacion periddica desde fendmenos naturales, se constituye en una
herramienta para iniciar el estudio y determinacion de la nocion de funcion (periddica), que
brindara a los estudiantes un acercamiento a la funcién circular y a las funciones Seno y Coseno,
desde su representacion grafica, como modelos de comportamiento funcional periddico.

De este modo, se espera aportar una aproximacion a los procesos de ensefianza y a los
procesos de aprendizaje de la trigonometria escolar, que parte de la identificacion y descripcion
de la periodicidad en situaciones cotidianas para determinar un modelo funcional de variacion
periddica y asi comprender las funciones Seno y Coseno, como casos concretos de este

comportamiento.
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1.4 Antecedentes

Como fue mencionado anteriormente, las investigaciones asociadas con las funciones
periddicas a nivel escolar, Educacion Basica y Media, se han centrado en las funciones
trigonométricas, de este modo la recopilacion de antecedentes, gira en torno — en primer lugar — a
investigaciones que han indagado los procesos de ensefianza y los procesos de aprendizaje de las
funciones periddicas y de las funciones trigonométricas Seno y Coseno, concretamente su
periodicidad.

En este sentido, se encuentra un gran numero de estudios adelantados en el
CINVESTAV (México) enmarcados en la aproximacion Socioepistemologia en Matematica
Educativa. Si bien estos trabajos competen a la aproximacién Socioepistemoldgica como modelo
teorico, exploran herramientas de tipo curricular y didactico como son: concepciones sobre la
ensefianza de las funciones trigonométricas desde los textos escolares, los programas oficiales, la
vision de los maestros, de los alumnos (desde la aplicacion de cuestionarios y pruebas) y también
estudios matematicos e histéricos que determinan la presentacion actual de las nociones
trigonométricas en el aula.

En segundo lugar, los antecedentes involucran trabajos desarrollados en el enfogue de la
Educacién Matematica Realista, aunque su objeto de estudio matematico no sean las funciones
trigonométricas. Finalmente, como antecedente personal se encuentra el trabajo de grado: Las
funciones trigonométricas y el pensamiento variacional. El caso de los textos escolares y las
concepciones de los maestros (2005), el cual deja ver los planteamientos de maestros y libros de
texto que han predominado en la ensefianza de la trigonometria en algunas Instituciones
Educativas de Cali por cerca de 30 afos.

Sobre la ensefianza de las funciones periddicas y de las funciones trigonométricas
1.4.1. Una socioepistemologia del aspecto periodico de las funciones
Este articulo (Buendia, 2006) presenta una socioepistemologia — o epistemologia de

practicas — acerca de la periodicidad de las funciones, que tiene como aspecto principal la

relacion prediccion — periodicidad en el reconocimiento significativo de dicha propiedad.
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Ademas, atendiendo al tratamiento de la periodicidad dentro de la escuela, aborda el fenémeno
didactico que surge entre la poca coherencia que hay entre la existencia y aplicabilidad de una
definicion matemaética de periodicidad, componente esencial de la estructura matematica, y lo
que se interpreta acerca de lo periodico en los ambientes escolares, es decir una problematica
relacionada con el poco significado de la definicion formal de la propiedad periddica y la
asociacion no discriminada de esta propiedad con cualquier tipo de repeticion que presente una
grafica.

Mediante una situacion (compuesta de tres secuencias) que gira alrededor del
comportamiento repetitivo de graficas de funciones que describen movimientos y retoma
elementos identificados en torno a la construccién de lo periédico como son: la relacion de lo
periddico con lo dindmico, la bdsqueda de patrones de comportamiento, la necesidad de una
vision local — global, la busqueda de una unidad de andlisis y la importancia de la prediccion
como una practica que potencia la aparicion de dichos elementos, la autora resalta en primer
lugar, el predominio de argumentos de tipo analitico, ante la falta de un marco de referencia
adecuadamente amplio que permita distinguir entre fendmenos y graficos repetitivos de aquellos
que son periodicos.

En segundo lugar, sefiala que lo periddico constituye todo un lenguaje incluso antes del
tratamiento analitico formal de esta propiedad, en este sentido se hace indispensable reconocer
estos marcos de significacion ya que permitiran articular (lo periodico) a lo largo del sistema
didactico; es decir el saber matematico se problematiza en tanto no se le puede considerar como
un objeto acabado no cuestionable, sino como un complejo de practicas, de naturaleza social, que
le den sentido y significado, como es el caso de la periodicidad, que se constituye — como saber

matematico — socialmente en &mbitos no escolares.

1.4.2. Estudio socioepistemoldgico de la funcion trigonométrica

Este estudio (Montiel, 2005) centra su atencion en el fendomeno didactico relacionado
con el tratamiento escolar de la funcidn trigonometrica, involucrando aspectos cognitivos,
epistemoldgicos, didacticos y aporta fundamentos de caracter social para explicar el fenémeno
en cuestion. Esta investigacion documenta que en la escuela la funcidn trigonométrica es vista

como una extension de las razones, cuya Unica explicacion con respecto a la unidad de medida


http://www.google.com.co/url?sa=t&rct=j&q=&esrc=s&frm=1&source=web&cd=1&cad=rja&ved=0CCkQFjAA&url=http%3A%2F%2Fwww.matedu.cicata.ipn.mx%2Ftesis%2Fdoctorado%2Fmontiel_2005.pdf&ei=kUJkUvGON8_54APfsoGIAw&usg=AFQjCNFCSUoSt5IRp1_cmgbrScccaR2I1Q
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radica en la equivalencia entre grados y radianes en el circulo trigonomeétrico, dejando de lado
los usos y significados que dan origen a las funciones trigonométricas y la relacion de las
matematicas con otras areas escolares que se contemplan en la formacién de los estudiantes.

Esta relacidn, entre las matematicas y otras areas escolares, no se concibe como una
simple aplicacion (perspectiva tradicional), sino que por el contrario para el caso de la funcion
trigonométrica, es en esas otras areas (fisica, quimica, biologia) donde se originan las nociones,
ideas y conceptos matematicos que dotan de significado, utilidad y sentido a este tipo de funcion,
lo que determina que las matematicas deben entenderse y aprenderse en la medida en que
conviven en la construccion de conocimiento relacionado con otras asignaturas escolares.

Este enfoque clasico (de las razones a las funciones) — como lo establece esta
investigacion — no ha podido resolver la eleccion de una unidad de medida en el paso de la
trigonometria clasica a la trigonometria analitica; de este modo no hay recursos didacticos que
permitan al profesor el trénsito constructivo tridngulo rectangulo — circulo trigonométrico —
funcion trigonométrica. Asi, la autora a partir del contexto de origen de la funcion
trigonométrica, el cual le permite identificar las circunstancias, las problematicas, los medios y
las denominadas précticas de referencia (matematizacion de la astronomia, matematizacion de la
fisica y matematizacion de la transferencia de calor) que posibilitaron la emergencia de este tipo
de funcidn; propone como ruta alternativa al enfoque de la escuela, una construccién social de la
funcidén trigonométrica en escenarios que articulen la actividad del alumno con una practica de
referencia especifica y realista, ambas reguladas por tres précticas sociales: anticipacion,

prediccion y formalizacion.

1.4.3. Un analisis didactico de la funcién trigonométrica

Tomando como punto de referencia la falta de apropiacion por parte de los estudiantes
mexicanos del concepto de funcion, dado que de ella se tienen diferentes concepciones y
representaciones, generada por una ensefianza tradicional que no permite pasar de una
representacion a otra; la investigacion (Maldonado, 2005) caracteriza con respecto a la
apropiacion del concepto de funcion trigonométrica, en el medio escolar, la siguiente

presentacion:
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e En el contexto del triangulo rectangulo, definiéndose como razones.

e Luego como razones trigonométricas de angulos (medidos en grados) de cualquier valor
(sistema de ejes coordenados).

e Finalmente a partir del circulo unitario se da la conversion de &ngulos medidos en grados a
radianes y de esta manera se trata a las funciones trigonométricas como funciones de variable

real.

Dada esta forma de abordar la funcion trigonométrica en el aula, el interés — de la autora
— se centra en que percibe el estudiante de este tratamiento e intenta dar respuesta a la pregunta:
¢Como vive la nocion de funcién trigonométrica en el sistema escolar mexicano?, para esto a
partir de un cuestionario, cuyo disefio es realizado desde el andlisis didactico de la funcién
trigonométrica en programas oficiales de estudio (objetivos o propdsitos) y libros de texto
(conceptos, definiciones, ejemplos y ejercicios), infiere sobre las concepciones que quedan en el
estudiante de la nocidon de funcidn trigonométrica, considerando que, la concepcion del “sujeto”
refiere los conocimientos que éste tiene sobre un objeto, que son originados como consecuencia
de los procesos de ensefianza — aprendizaje en el interior del sistema didactico.

Asi, uno de los sefialamientos mas importantes de la investigacion, sostiene que los
estudiantes no logran profundizar el concepto de funcion trigonométrica, ya que no hacen
diferencia, cuando se les presenta este tipo de funcion como funcion real, esto dado que el
tratamiento escolar de las funciones trigonométricas como funciones reales, es decir cuando se

pasa de radianes a reales, no se hace explicito.

1.4.4. Las funciones trigonométricas Seno y Coseno a partir de sus aplicaciones

A partir de la relevancia de la trigonometria dentro de la matematica a nivel de
secundaria en Colombia, al estar relacionada con los tipos pensamiento: geométrico, algebraico y
variacional y los procesos generales de: planteamiento y resolucién de problemas y modelacién;
establecidos por el MEN (Lineamientos Curriculares y Estandares) y las dificultades asociadas a
su ensefianza y a su aprendizaje como es el paso de las razones trigonométricas a las funciones
trigonométricas (problema de lo discreto a lo continuo) y la falta de contextualizacién

significativa que los estudiantes de grado décimo tienen de las funciones trigonométricas, el
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trabajo (Sanchez, 2014) plantea el disefio y aplicacion de una propuesta didactica (unidad
didactica) centrada en el aprendizaje significativo de las funciones Seno y Coseno tomando
como referencia problemas experimentales relacionados con el movimiento circular uniforme y
las ondas mecénicas.

De este modo, el disefio de la unidad didactica se fundamenta en los fendmenos fisicos
como fuente de inspiracién de conocimiento matematico, de tal forma que el estudio de las
funciones Seno y Coseno por medio de fendmenos fisicos de comportamiento periddico le
permitan a los estudiantes descubrir estas funciones a través de sus aplicaciones y utilizarlas
como una herramienta Gtil para poder analizar algunos problemas periddicos que se pueden
encontrar en el mundo real. Para tal fin se hace uso programas computacionales como el
Geogebra y el Oscilloscope y de elementos estadisticos como la regresion.

Los resultados de la investigacion revelan que las aplicaciones de la matemaética escolar
se constituyen en herramienta fundamental que permite a los estudiantes un acercamiento al
conocimiento matematico que les ayuda a comprender su entorno. Asi, la interdisciplinariedad,
el uso de herramientas tecnoldgicas y el contexto historico, enriquecen la ensefianza y el

aprendizaje de las matematicas en el aula.

Sobre la Educacion Matemética realista

1.4.5. Estudio de las aplicaciones de las conicas mediado por la modelaciéon desde una vision

analitica

El trabajo (Pérez, 2012) es una indagacion que muestra el disefio y la aplicacion de una
unidad didactica a estudiantes de grado décimo de la Institucion Educativa Normal Superior de
Villavicencio, para conceptualizar las conicas (elipse, pardbola e hipérbola) desde una version
geométrica hacia una analitica.

La unidad didactica esta enmarcada dentro de la Educacion Matematica Realista, por
ello el disefio de cada una de las 3 situaciones que la componen: Cortes a un cono, Capturando
cbnicas y Conicas desplazadas, tiene en cuenta los principios que caracterizan este enfoque y son
tomadas como punto de partida de los procesos de matematizaciéon o modelacion propuestos en

las actividades que desarrollan los estudiantes. Ademas, el disefio e implementacion toma como
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referentes los marcos curriculares establecidos por el Ministerio de Educacion Nacional (MEN),
los libros de texto y las propuestas de ensefianza para las conicas, asi como el plan de area
institucional y el proceso general de modelacién (pensamiento espacial y sistemas geométricos).

Cada actividad contiene una estructura que se identifica con los principios planteados
por Freudenthal: una finalidad (principio de actividad), una experiencia (principio de realidad)
donde el rol del estudiante es reinventar modelos, conceptos, estrategias matematicas (principio
de reinvencion) y el disefio e implementacion de las situaciones con la secuencia de actividades
propende por el paso del estudiante a través de los diferentes niveles de comprension:
situacional, referencial, general y formal (principio de niveles). Asimismo, una socializacion de
resultados por medio de la cual se suscita la discusion, el uso de estrategias matematicas y se
facilita una reflexion colectiva que se constituye en elemento fundamental para que los
estudiantes alcancen niveles méas elevados (principio de interaccion).

La puesta en marcha de cada una de las situaciones fortalece el desarrollo de los
diferentes pensamientos matematicos y el dominio de los sistemas conceptuales y simbdlicos a
través de la ejecucion de los procesos generales (principio de interconexion).

La investigacién evidencia que la propuesta didactica favorecié la comprensién de las
cénicas por medio de la visualizacion, construccion, explicaciéon y formalizacion de los aspectos
graficos y analiticos de estas curvas, ademas que el proceso de matematizacién permite la
reinvencion guiada del conocimiento matematico, donde es posible “hacer” matematica, lo que
se constituye en una herramienta motivadora en el aula y promueve un cambio de actitud hacia el

aprendizaje de esta disciplina.

1.4.6. La modelacion matematica en la educacién matematica realista: Un ejemplo a través

de la produccién y uso de modelos cuadraticos

Esta investigacion (Henao & Vanegas, 2012) se desarrolla a partir del reconocimiento
de algunas problematicas en didactica de la matematica asociadas a la busqueda, disefio e
implementacion de propuestas de ensefianza que permitan abordar la falta de sentido comudn de
los estudiantes en la interpretacion y resolucion de problemas en diferentes contextos, lo que

genera una desvinculacién del conocimiento matematico escolar con sus saberes informales.
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De este modo, se enmarca una propuesta dentro de la Educacién Matematica Realista
que busca divulgar algunos de sus referentes tedricos y metodoldgicos en el disefio de tareas
relacionadas con modelos cuadréticos, enfatizdndose el papel que desempefia el proceso de
modelacion en la conexién entre las matematicas y la realidad para promover la formacion de
conceptos matematicos ligados a lo cuadratico. Asi, se asumen los diferentes niveles de
matematizacion, como posibilidad para indagar el desempefio de los estudiantes de los ultimos
grados de educacion media (10° y 11°) y las implicaciones didacticas y cognitivas, con respecto
al proceso de modelacion matematica en el contexto escolar.

Algunos de los resultados obtenidos en este trabajo, reivindican las diferentes etapas de
matematizacion horizontal y vertical que atraviesan los estudiantes, especificadas por medio de
los niveles de comprension (en el marco de la Educacion Matemaética Realista), lo que evidencia
que los estudiantes pueden situarse en alguno de estos niveles, sin embargo debido a que sus
modelos van evolucionando, hasta adquirir una mayor generalidad, dicha “ubicacién” tiene
inevitablemente un valor relativo. Lo anterior, deja ver que la Educacion Matematica Realista
como marco tedrico y metodoldgico promueve un acercamiento particular a los procesos de

modelacion en el aula y permite desarrollar estrategias de intervencion en ambientes escolares.

1.4.7. Las funciones trigonométricas y el pensamiento variacional. El caso de los textos

escolares y las concepciones de los maestros

El estudio (Santacruz, 2005) realizado es una indagacién de las posturas de maestros de
matematicas en ejercicio de diferentes Instituciones Educativas Oficiales de Cali, frente a la
ensefianza de las funciones trigonométricas y los enfoques de los textos escolares de
trigonometria de diferentes épocas, marcados por las reformas curriculares particulares de esos
momentos histdricos.

La investigacion establece tres diferentes perspectivas definidas por los textos para la

ensefianza y el aprendizaje de las funciones trigonométricas:

e Partir de las funciones circulares pasando por las trigonométricas definidas para cualquier

angulo y finalmente establecerlas en el tridngulo rectangulo.
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e Partir de las funciones trigonométricas establecidas entre los lados de un tridngulo
rectangulo, para definirlas luego en cualquier angulo como razones trigonométricas y
finalmente como circulares.

e Partir desde el estudio de las razones trigonomeétricas en un triangulo rectangulo, para pasar
luego al de las funciones trigonométricas en una circunferencia unitaria y finalmente en una

no unitaria.

Las anteriores perspectivas contindan promoviendo en la escuela un enfoque de
correspondencia para el estudio de estas funciones, ante el escaso reconocimiento de sus
variaciones y covariaciones. Enfoque que en términos de la fenomenologia, deja por fuera
diversos contextos que a lo largo de la historia han sido referentes para este tipo de funciones,
conllevando a que como tal se acceda en la escuela solo al concepto de razén trigonométrica lo
gue genera que no se constituya un verdadero objeto mental de la funcidn trigonomeétrica, puesto
que no son materia de estudio todos los fendmenos por ella organizados, como es el caso de los
movimientos fisicos con caracteristicas periodicas.

El trabajo evidencia ademas el alto grado de subordinacion de los maestros hacia los
textos escolares que aluden dentro de su presentacion innovaciones de tipo curricular (politica
educativa) e identifica que la concepcidn predominante en los docentes es la de ver la funcion
como correspondencia entre los elementos de dos conjuntos, en detrimento de la concepcion de
esta como dependencia entre variables, lo que ha llevado a la falta de reconocimiento de la
dependencia que caracteriza las funciones trigonomeétricas.

Este estudio sefiala que el funcionamiento actual del sistema didactico no contribuye de
manera significativa al desarrollo del pensamiento variacional de los estudiantes de Educacion
Media, ya que las concepciones gue guian las practicas de ensefianza no se corresponden con la
I6gica de la construccion de los conceptos y van en sentido contrario a ella, al presentar
conceptos matematicamente descontextualizados, poco relacionados entre si y orientados solo
hacia una aplicacion artificial a problemas préacticos.

La anterior sintesis de antecedentes permite, en primer lugar, delimitar y justificar la
problematica abordada en este trabajo. De esta forma, algunos de los estudios presentados
caracterizan dentro de la trigonometria escolar las dificultades asociadas a la ensefianza y al

aprendizaje de las funciones trigopnométricas, concretamente su periodicidad, desde las diferentes
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perspectivas o enfoques identificados para su presentacion en el aula. En segundo lugar, las
investigaciones mencionadas con respecto a la Educacion Matematica Realista brindan un marco
de referencia en torno al disefio y aplicacion de propuestas de ensefianza (unidades didacticas)
Ilevadas a cabo en diversas Instituciones Educativas, dentro del enfoque en el cual se ambienta la
propuesta de aula a implementar. Finalmente, algunos de los sefialamientos de estos
antecedentes, brindan herramientas para orientar las conclusiones del presente trabajo a partir del

andlisis de los resultados de la propuesta de aula.
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Capitulo 2. Marco Tedrico de Referencia

Este segundo capitulo expone los referentes tedricos que sustentan la propuesta de
investigacion, se inicia con una presentacion general del enfoque de la Educacion Matematica
Realista EMR, donde se caracteriza: (Qué es la EMR? y cudles son sus principios
fundamentales. De igual forma, en este capitulo se abordan aspectos relacionados con la
modelacion matematica desde el enfoque de la EMR, asi como desde referentes curriculares
colombianos, es decir como proceso general establecido desde los Lineamientos Curriculares
(1998) y los Estandares Basicos de Competencias (2006). Finalmente, se plantea el ambito
disciplinar matematico en torno a la nocién de funcion, funcion periodica y las funciones

trigonométricas Seno y Coseno.

2.1 Sobre la educacion matematica realista

En este apartado se hace referencia a los principios fundamentales que caracterizan la
propuesta de la EMR, marco tedrico y metodoldgico dentro del cual se enmarca el presente
trabajo. Los aspectos o bases teoricas de este enfoque son tomados desde la perspectiva que
Bressan y Gallego (2011) y Bressan, Zolkower y Gallego (2004), pertenecientes al Grupo
Patagonico de Didéactica de la Matematica, realizan de las diversas obras de Hans Freudenthal
considerado el fundador de la EMR vy de autores como Panhuizen, Gravemeijer y Treffers.

La EMR nace entre los afios 60 y 70 en oposicion tanto al enfoque mecanicista que
primaba en la ensefianza de las matematicas, como a la aplicacion de la mateméatica moderna en
las escuelas holandesas.

Freudenthal establece como punto de partida para la EMR el hecho de que la ensefianza
de las matematicas debe estar vinculada con la realidad, permanecer cercana a los estudiantes y
ser relevante en la sociedad con miras a constituirse en un valor humano. Este autor considera
ademas que la matematica es para todos y no para una élite de personas, lo que lo conlleva a
pensar esta disciplina como una actividad humana, a la que todos pueden acceder y es mejor
aprendida haciéndola; es decir todos los estudiantes deben tener alguna forma de contacto con lo

que ha denominado el quehacer matematico, considerado como una actividad estructurante u
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organizadora de matematizacién, donde: “Matematizar es organizar la realidad con medios
matematicos... incluida la matematica misma” (Freudenthal,1973, p. 44, citado por Bressan y
Gallego, 2011, p. 2).

2.2 Principios de la educacion matematica realista

2.2.1 Principio de actividad

La matematica es concebida como una actividad humana a la que todas las personas
pueden tener acceso y puede ser mejor aprendida haciéndola, de esta manera, para Freudenthal
(1991, citado por Bressan, Zolkower y Gallego, 2004, p. 3) hacer matematica (matematizar) es
mas importante que aprenderla como producto terminado. Aunque el autor no profundiza en la
nocion de actividad resalta que desde el punto de vista didactico es indispensable reconstruir el
proceso oculto dentro del producto, asi por ejemplo el énfasis no estd en aprender algoritmos,
sino en el proceso de algoritmizacion, no en el algebra sino en la actividad de algebrizar, etc.

Al propiciar una matematica para todos, Freudenthal reconoce que no todos los
estudiantes van a ser matematicos, por ende lo mas importante es que se aborden en el sistema
educativo de forma matematica y critica problemas de su cotidianidad. Asi, se debe brindar la
posibilidad al estudiante de acceder a estos conocimientos y destrezas, por medio de situaciones
problematicas que le conlleven a la necesidad de usar herramientas matematicas para su
organizacion y solucion.

Desde el enfoque realista, la matematica posee un valor educativo en tanto permite
comprender y participar en las maneras en que esta disciplina organiza diferentes ambitos de

nuestro entorno social y natural.

2.2.2 Principio de realidad: Partir de contextos y situaciones problematicas realistas

Para Freudenthal (1991, citado por Bressan y Gallego, 2011, p. 3) dado que la
matematica surge en gran medida como una organizacion de la realidad, es decir como
herramienta para matematizar situaciones del entorno social y natural, su ensefianza y

aprendizaje debe originarse también en esa realidad, organizar situaciones de este tipo. Sin
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embargo, esto no significa que los procesos de ensefianza y de aprendizaje deban limitarse a
fendmenos perceptibles o tangibles del mundo real, como lo argumenta Panhuizen (2003, p. 2)
los contextos no estan necesariamente restringidos a situaciones de la vida real, ya que la
matematizacion se entiende ain dentro del mismo ambito de la matematica.

Lo que busca, Freudenthal, es que los estudiantes reinventen las herramientas
matematicas (procedimientos de calculo — estrategias de resolucién) a partir de un trabajo en el
aula que comprenda un espacio para preguntas surgidas de las situaciones problema, para la
discusion sobre las diversas estrategias y soluciones, pero sobre todo en torno a la interpretacion
misma de las situaciones problematicas presentadas en contextos y situaciones realistas®. Surge
asi el concepto de contexto dentro del marco de la EMR, siendo entendido como el dominio de la
realidad el cual, en algun proceso de aprendizaje particular, es revelado al alumno en orden a ser
matematizado (Freudenthal, 1991, p. 73, citado por Bressan y Gallego, 2011, p. 3).

La idea de contexto es ampliada por Dekker y otros (2001, citados por Bressan y
Gallego, 2011, p. 3), los cuales conciben un contexto como un evento o situacion derivada de la
realidad que resulta significativa para los estudiantes o la pueden imaginar y conlleva a que
hagan uso de métodos matematicos desde su propia experiencia. Estos autores definen diferentes
tipos de contextos: reales (cotidianos), artificiales (fantasia), matematicos y virtuales (aquellos
que surgen de la realidad pero contienen elementos no reales en si mismos, cuyo objetivo es
simplificar y simular situaciones).

De este modo, los contextos en la EMR al ser significativos para el aprendiz
Freudenthal (1981, p.144, citado por Bressan, Zolkower y Gallego, 2004, p. 5) se constituyen en
los puntos abiertos de partida de su actividad matematica, haciendo uso del sentido comun, asi
como estrategias informales de solucién en via hacia las formales. En este sentido, Bressan y
otros (2006, p. 11 — 33, citadas por Bressan y Gallego, 2011, p. 3 — 4) resaltan que los contextos

realistas cumplen un papel fundamental en el aprendizaje de los estudiantes, en tanto que:

e Son puntos de partida en el proceso de ensefianza y aprendizaje para producir matematica y
dominios de aplicacion de la misma.

e Bien buscados, resultan de interés para los alumnos.

2 Una situacion es realista si se presenta ante el sujeto que aprende como razonable, realizable o susceptible de ser
imaginada (Freudenthal, 1991; Panhuizen, 1996, Streefland, 1991).
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e Se constituyen en objetos de trabajo, tornando accesible el contenido matematico y permiten
que los estudiantes trabajen en diferentes niveles de conceptualizacién con base a sus
posibilidades.

e Promueven el uso del sentido comin y movilizan los conocimientos informales de los
alumnos y la creacion de modelos.

e Son abiertos (permiten estrategias variadas y/o varias soluciones) dando lugar a valiosas

discusiones matematicas entre los alumnos.

No obstante, es importante aclarar el caracter relativo del concepto de contexto realista
en la medida que este se torna realista 0 no dependiendo de la experiencia previa de los

estudiantes y/o su capacidad para imaginarlo o visualizarlo.

2.2.3 Principio de interaccion

El aprendizaje de la matematica es considerado como una actividad social donde la
interaccion colectiva, por medio de la reflexion, lleva a niveles de comprension més elevados en
los estudiantes. Asi, la discusidn sobre las diferentes interpretaciones de una situacion problema,
de los procedimientos y justificaciones de la solucién es central en la EMR. Estas interacciones
pueden ser de dos tipos: sociales verticales (docente — alumno) y horizontales (alumno —
alumno), donde el docente debe manejar este tipo de interacciones de tal manera que pueda
promover la produccion, intercambio y apropiacion de ideas por parte de los estudiantes (Dekker
y Elshout — Mohr, 2004, citados por Bressan y Gallego, 2011, p. 6).

El tener en cuenta situaciones problema que den lugar a diversas interpretaciones y
diferentes niveles de comprension por parte de los estudiantes, conlleva a la consideraciéon de
una clase no fragmentada en pequefios grupos con procesos similares, sino mas bien, como lo
argumenta Freudenthal a una clase general como una unidad de organizacién o al trabajo

cooperativo en grupos heterogéneos (heterogeneidad cognitiva).
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2.2.4 Principio de interconexion (estructuracion) de los ejes o unidades curriculares de la

matematica

El principio de interconexion se asocia con poca diferenciacion que hace la EMR entre
los ejes curriculares de las matematicas. Desde la EMR se concibe que aplicar la matematica es
muy complejo si cada eje curricular que la compone es ensefiado de forma aislada, ya que
usualmente en las aplicaciones de esta disciplina, se requiere no solo de la aritmética, del algebra
o0 la geometria para resolver un problema. Asi, por medio de una integracion curricular, se logra
mayor coherencia en la ensefianza, ya que permite diversos modos de matematizar una situacion.

En términos de Freudenthal (1982, citado por Bressan, Zolkower y Gallego, 2004, p. 9)
lo que realmente importa es saber cdmo encaja el tema en todo el cuerpo de la ensefianza
matematica, si se puede, 0 no, integrar con todo o si es tan estrafalario o aislado que, finalmente,

no dejaria ninguna huella en la educacion.

2.2.5 Principio de reinvencion

La ensefianza de la matematica dentro de la EMR toma la forma de reinvencion guiada
(Freudenthal, 1991, citado por Bressan y Gallego, 2011, p. 6). Esta concepcién de la ensefianza
debe permitir al alumno reinventar ideas y herramientas matematicas a partir del proceso de
matematizacion, en el cual los estudiantes no crean, ni descubren sino que reinventan modelos,
operaciones y estrategias matematicas similares a las usadas por los matematicos al crearlas. En
este ambito es fundamental el rol del docente como guia y organizador de la matematizacion en
el aula, es decir como agente que media entre los estudiantes y las situaciones problema, entre
los propios estudiantes y entre las producciones informales y las formales ya institucionalizadas
dentro de la matematica como disciplina.

Este modelo de ensefianza participativa requiere que los estudiantes expliquen,
justifiquen, cuestionen, acuerden alternativas de solucion y reflexionen sobre ellas, siendo sus

métodos informales la base para el logro de los formales.
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2.2.6 Principio de niveles: Paso del conocimiento informal al formal

Este es quiza uno de los principios mas relevantes de la propuesta de Freudenthal y sus
colaboradores, ya que el objetivo principal de la EMR es el estudio de cdmo pasa un estudiante
del conocimiento informal, al preformal y de éste al formal y cobmo ayudarle en este proceso.

En concordancia con la busqueda de una matematica accesible para todos, las
contribuciones de Freudenthal giran en torno a facilitar el encuentro entre la organizacion
matematica de situaciones cotidianas y la matematica haciendo énfasis en la matematizacién y la
formulacion de secuencias didacticas que se adapten a diferentes aulas, estructurando clases con
base en los multiples usos de los saberes a ensefiar y los diversos modos de apropiacién de estos
saberes por parte de los estudiantes.

Este paso de lo informal a lo formal es denominado por Treffers (1987, citado por
Bressan, Zolkower y Gallego, 2004, p. 6) matematizacion progresiva. Treffers, sostiene que los
estudiantes pasan por diferentes niveles de comprension caracterizados por diversos tipos de
actividades mentales y lingisticas. Este proceso de matematizacion es retomado por Freudenthal
(1991, citado por Bressan, Zolkower y Gallego, 2004, p. 7) quien lo presenta bajo dos formas:

e Matematizacion horizontal, que consiste en convertir un problema contextual en un problema
matematico, basandose en la intuicion, el sentido comdn, la aproximacién empirica, la
observacién, la experimentacion inductiva.

e Matematizacion vertical, ya dentro de la matematica misma, que conlleva estrategias de
reflexién, generalizacién, prueba, rigorizacién (limitando interpretaciones y validez),
simbolizacion y esquematizacion con el objeto de lograr mayores niveles de formalizacion

matematica.

Freudenthal afiade que la matematizacion horizontal implica ir del mundo real al mundo
de los simbolos, mientras que la matematizacion vertical significa moverse en el mundo de los
simbolos, aclarando que la diferencia entre estos dos tipos de matematizacion no siempre esta
claramente delimitada.

En particular, Gravemeijer (2002; citado por Bressan, Zolkower y Gallego, 2004, p. 7)

al realizar la distincion entre “modelo de” y “modelo para” establece que estos niveles de
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comprension son: situacional, referencial, de generalizacion y de formalizacién y que se
encuentran ligados al uso de estrategias, modelos y lenguajes de distinta categoria cognitiva y no

constituyen una jerarquia estrictamente ordenada.

Niveles de matematizacion

Nivel situacional: conocimiento e interpretacion de la situacion problema y uso de
estrategias relacionadas completamente al contexto de la situacién misma. En este nivel los
estudiantes hacen uso de sus conocimientos informales, su experiencia y sentido comun para
identificar la matematica que se encuentra en el contexto, descubre relaciones y regularidades
con otras situaciones, etc.

Nivel referencial: aparecen las representaciones, modelos, descripciones, conceptos y
procedimientos individuales que sintetizan el problema, pero ligadas a la situacion particular en
la cual se originaron.

Nivel general: se desarrolla a través de la exploracién, reflexion y generalizacion sobre
las diferentes representaciones, modelos, descripciones, conceptos y procedimientos surgidos en
el nivel anterior, pero favoreciendo una focalizacion matematica sobre las estrategias que supera
la referencia al contexto. En este nivel, por medio de la reflexidn sobre estrategias, conceptos y
modelos (del nivel anterior) surgen aspectos generalizables, de donde los estudiantes pueden
concluir que se pueden utilizar en conjuntos de problemas, generando modelos para la solucién
de los mismos®.

Nivel formal: se comprende y se actla con los procedimientos, conceptos y notaciones

propias de la rama de las matematicas donde se ubica la situacion problema.

® Generalizar en la EMR implica conectar diversas situaciones reconociendo caracteristicas similares que permiten
que se las clasifique dentro de un determinado tipo y no como la aplicacion de un procedimiento conocido a
situaciones nuevas.
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Figura 1. Niveles de Matematizacion

/ FORMAL / ——gp  Conocimiento
formal

Reflexion

/ GENERAL / —p  "Modelo para"

Reflexion

/ REFERENCIAL / - “Modelo de"

Interaccidon - Reinvencion
Matematizacién Vertical

Reflexion

(Historia de la Matematica - Producciones propias)

/ SITUACIONAL / ——» Contexto

‘«———— Matematizacién Horizontal —— 88 —»

El proceso de matematizacion horizontal corresponde al nivel situacional y de
matematizacion vertical corresponde a los niveles referencial, general y formal.

Para Freudenthal (1971, p. 417 citado por Bressan, Zolkower y Gallego, 2004, p. 8) la
evolucion entre niveles se da cuando la actividad en un nivel es sometida a andlisis en el
siguiente, el tema operatorio de un nivel se torna objeto del siguiente nivel. De igual manera, la
reflexion se constituye en eje central del paso de niveles dentro de la matematizacion y es
concebida como un proceso mental de estructuracion o re — estructuracion de una experiencia, un
problema o un conocimiento existente o intuido.

Por altimo, la finalidad de estos niveles se orienta mas hacia la exploracion de los
procesos de aprendizaje de los estudiantes que a la descripcion exacta de lo que hacen en cada

uno de estos.
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2.3 Sobre la utilizacion de los modelos

Los modelos se constituyen en las representaciones de las situaciones donde se reflejan
los aspectos esenciales de los conceptos y relaciones matemaéticas que son significativos para dar
solucion a la situacion presentada. En términos de Freudenthal (1991, p. 34, citado por Bressan y
Gallego, 2011, p. 4):

“El modelo es simplemente un intermediario, a menudo indispensable, a través
del cual una realidad o teoria compleja es idealizada o simplificada con el fin

de volverla susceptible a un tratamiento matemdtico formal.”

En la EMR la nocion de modelo no hace referencia a estos como sistemas axiomaticos o
estructuras cognitivas, o preconstituidos o impuestos desde la matematica formal, sino de
modelos que emergen durante los procesos de ensefianza y de aprendizaje, es decir en la
actividad matematica de los estudiantes como herramientas para representar y organizar los
diversos contextos y situaciones. De esta forma, la EMR concibe los modelos emergentes (no
presentes de la matematica formal), propios de los educandos, como aquellos inspirados en las
estrategias informales que surgen en los estudiantes o se presentan en alguna etapa de la historia
de la matemaética (de cuyo estudio se encarga la fenomenologia didactica).

En un principio, estos modelos estdn estrechamente relacionados a los contextos y
situaciones de los que emergen, pero poco a poco se van desligando de la situacién particular
para adquirir un caracter de modelos formales y generales, que se van extendiendo a otras
situaciones y contextos, pasando asi de un nivel situacional (modelo de una situacion particular)
a modelos para o herramientas para diversas situaciones tanto al interior como por fuera de la
matematica, generando un razonamiento matematico mas formal, tal como lo sefiala Streefland
(1985) citado por Panhuizen (2003, p. 5) los modelos pueden desempefiar la funcion de tender un
puente entre el nivel informal y el formal: pasando de un “modelo de” a un “modelo para”.

Este proceso de matematizacion progresiva basado en el analisis reflexivo del trabajo
oral y escrito de los estudiantes (soluciones informales y producciones libres) debe centrar su
atencion a momentos claves tales como: busqueda de atajos, cambios de perspectiva o puntos de

vista, creacion o apropiacion de modelos mas elaborados, entre otros; ocurridos en los procesos
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de esquematizacion o formalizacion progresivas y en organizar las discusiones surgidas
alrededor de las soluciones propuestas por los estudiantes, de tal manera que se pueda hacer

explicito el camino hacia niveles de generalizacion més formales, eficientes y sofisticados.

2.3.1 Caracteristicas de los modelos en la EMR

Dentro de la EMR los modelos no solo son pensados como representaciones sino
también como objetos de trabajo y reflexidn en si mismos, sobre los cuales se realizan acciones
(operaciones) y se visualizan, comparan, contrastan y comprueban relaciones. Por tanto,

satisfacen las siguientes condiciones:

e Estan establecidos en contextos realistas, imaginables.

e Flexibles para ser aplicados en un nivel mas general. Los modelos cambian con el tiempo,
esto significa que el modelo debera apoyar la matematizacion vertical, sin obstruir la
posibilidad de volver a los recursos o las situaciones desde las cuales una estrategia se
origind, de este modo los estudiantes siempre deben poder retornar a niveles mas bajos.

e Viables, deben ajustarse a las estrategias informales de los estudiantes, como si los propios

estudiantes los pudieran haber re — inventado y ser facilmente adaptados a otras situaciones.

Desde la perspectiva del docente, como afirma Panhuizen (2005, citada por Bressan y
Gallego, 2011, p. 5), el andlisis de las diferentes maneras de solucion de un problema (soluciones
informales y producciones libres de los estudiantes) permite entender los niveles de
comprension, habilidades de céalculo y notaciones que poseen los estudiantes en un momento
determinado; elementos que brindan al profesor la posibilidad de tomar decisiones micro —
didacticas (aula) y lo guian para decisiones macro — didacticas.

Esta sintesis de aspectos fundamentales de la EMR, consolida este enfoque como marco
tedrico y metodoldgico de referencia de este trabajo, en tanto fundamenta el disefio de la
propuesta de aula, permite su ejecucion y posterior analisis de los resultados. Con referencia al
disefio un enfoque de esta naturaleza brinda la posibilidad a los estudiantes de acceder al
conocimiento matematico desde situaciones problematicas enmarcadas en contextos realistas,

permitiéndoles el uso y desarrollo de diversas estrategias y herramientas matematicas para



32

organizar y solucionar diferentes aspectos de su cotidianidad. Asi, los principios que caracterizan
la EMR se constituyen en el eje fundamental no solo para la elaboracion de la propuesta
(principio de actividad, principio de realidad y principio de interconexion) sino también su
implementacion (principio de interaccion y principio de reinvencion) y analisis, principio de
niveles. Siendo este Gltimo principio, paso del conocimiento informal al formal y sus procesos de
matematizacion horizontal y matematizacion vertical, los que orientan a partir de las

producciones de los estudiantes el anlisis y las conclusiones.

2.4. Referentes curriculares

El marco curricular para este trabajo dentro del contexto de la Educacion Basica y
Media en Colombia, conlleva a considerar referentes propios del pensamiento variacional y
sistemas algebraicos y analiticos y la modelacion (como proceso general de la actividad
matematica), sefialados desde los Lineamientos Curriculares (1998) y los Estandares Basicos de
Competencias (2006) por el Ministerio de Educacién Nacional. EI tomar en cuenta el
pensamiento variacional y la modelacion gira en torno a la problemética central relacionada con
las funciones periodicas y de manera particular con las funciones Seno y Coseno, ademas por su
coherencia con la propuesta de la EMR escogida como marco tedrico y metodolégico.

Es necesario precisar que estos referentes del MEN, aluden al tratamiento general del
concepto de funcién dentro del pensamiento variacional, no obstante se asume que para las
funciones de variacion periddica el tratamiento es analogo, dado que se constituyen en modelos
especificos de dependencia entre variables; es decir pueden ser estudiadas desde sus
representaciones gréaficas, tabulares y expresiones algebraicas. Se debe tener en cuenta, como se
menciond en el capitulo 1, que estas politicas curriculares colombianas centran el estudio y

modelacién de fendmenos periddicos a traves de las funciones trigonométricas Seno y Coseno.
2.4.1 Pensamiento variacional y sistemas algebraicos y analiticos
Tanto los Lineamientos (1998) como los Estandares (2006) caracterizan el pensamiento

variacional y los sistemas algebraicos y analiticos como uno de los cinco tipos de pensamiento

matematico que integrado con el pensamiento numérico y los sistemas numeéricos, el
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pensamiento espacial y los sistemas geomeétricos, el pensamiento métrico y los sistemas métricos
0 de medidas, el pensamiento aleatorio y los sistemas de datos; debe orientar a partir de
situaciones problema, que los articule, los procesos de ensefianza y los procesos de aprendizaje
de las matematicas en el aula. En otras palabras, el desarrollo del pensamiento variacional no
puede desligarse de los otros pensamientos matematicos.

De manera general, los Lineamientos (1998) y los Estandares (2006) asocian el
pensamiento variacional al andlisis, organizacion y modelacion matematica de situaciones y
problemas de la vida cotidiana del ser humano, al interior de las matematicas como de otras areas
y disciplinas (ciencias sociales — ciencias naturales) donde subyace la variacion. Estos marcos
curriculares pretenden el reconocimiento, la identificacion y la caracterizacion de los fendmenos
de variacion y cambio en diversos contextos, asi como su modelacion y representacion en
diferentes sistemas o registros simbolicos (verbales, iconicos, gréficos o algebraicos).
Especificamente, los Lineamientos (1998, p. 72) fundamentan diversos ejes conceptuales
matematicos en los cuales se encuentra inmersa la variacion y el cambio, siendo los mas
relevantes para el estudio aqui efectuado: la funcién como dependencia y modelos de funcién.

Como lo expresa Santacruz (2005, p. 76) “la funcion se encuentra asociada al estudio de
aspectos que se relacionan con la dependencia entre variables, es decir desde contextos referidos
a fenomenos de la cotidianidad, determinados por el cambio o variacion de cantidades”. De este
modo, el pensamiento variacional, centra el estudio de la funcion desde sus diversos sistemas de
representacion, y la relacion entre estos, como son: las tablas, los enunciados verbales, los
graficos cartesianos o sagitales, las formulas y las expresiones analiticas (algebraicas).
Perspectiva reafirmada en los Estandares (2006) donde el desarrollo del pensamiento variacional
se logra por medio de la elaboracién e interpretacion de representaciones matematicas, como:
graficas, tablas, ecuaciones, inecuaciones o desigualdades; las cuales permiten tratar situaciones
de variacion y dependencia en la resolucién de problemas.

Particularmente, la representacién tabular de un tipo de variacion, se establece como
punto de partida para iniciar el estudio de la funcion, ya que se constituye en un caso concreto de
funcidn presentada de forma numérica; proceso que ayuda no solo a la comprension del concepto
de variable por parte del estudiante, en tanto el uso de filas con variables deja ver la infinidad de
valores de reemplazo que una variable puede tener, sino también para el planteamiento y

escritura de expresiones algebraicas o formulas para describir la variacion o cambio. Por su
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parte, la elaboracion e identificacion de la grafica de una funcién, permite un estudio dinamico
de la variacion, en torno a los aspectos de la dependencia entre variables (variable independiente
— variable dependiente) propiciando una vision de la funcién como dependencia.

Por otro lado, consideraciones en torno al estudio de patrones se relacionan con
nociones propias del pensamiento variacional, tales como constante, variable, funcién, razén o
tasa de cambio, dependencia e independencia entre variables y con los diferentes modelos
funcionales que se asocian a ciertas familias de funciones, como las lineales o afines, las
exponenciales y polinomicas. De esta forma, el estudio de relaciones funcionales en la vida
cotidiana se constituye en una aproximacion a la determinacién de la funcion como dependencia
entre magnitudes variables; dicho estudio debe centrar la atencion en aspectos relevantes de la
variacion como son: lo que cambia y lo que permanece constante, las variables puestas en juego,
el ambito de variacion de cada una de estas variables y las relaciones entre ellas. En este sentido,
el tipo de situaciones que fomentan el desarrollo del pensamiento variacional en el aula, debe
permitir a los estudiantes poner en practica habilidades como la conjeturacién, la generalizacion
y la argumentacion, ya sea para refutar o sustentar una conjetura o una propuesta de
generalizacion; habilidades relacionadas con el pensamiento l6gico como cientifico.

Los Estandares (2006), desde su estructura proponen algunos niveles de avance en el
desarrollo de las competencias ligados a los diferentes tipos de pensamiento matematico
(numérico, espacial, métrico, aleatorio y variacional), asi como a los sistemas conceptuales y
simbdlicos asociados a cada uno de estos pensamientos. Asi, cada estandar formulado pone
acento en uno o dos de los procesos generales que desde los Lineamientos (1998) son
contemplados para la actividad matematica.

Para el caso especifico de las funciones periddicas, al centrarse su ensefianza y
aprendizaje en las funciones trigonométricas Seno y Coseno en la Educacion Media, se
establecen los siguientes estandares para el conjunto de grados décimo a undécimo, asociados a
los procesos generales de comunicacion y modelacidn respectivamente:

Desde el pensamiento espacial y sistemas geometricos: Describo y modelo fenomenos
periddicos del mundo real usando relaciones y funciones trigonométricas.

Desde el pensamiento variacional y sistemas algebraicos y analiticos: Modelo
situaciones de variacion periodica con funciones trigonométricas e interpreto y utilizo sus

derivadas.
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Como lo sugieren los Lineamientos (1998) y Estandares (2006), el estudio de la
variacion no puede limitarse a la ensefianza concreta del concepto de funcidn, sino que debe ser
iniciado desde los primeros grados de la Educacion Bésica a través de los patrones y
regularidades (numéricos — geométricos), asociado segun los Estandares (2006) a la
identificacion de los criterios que rigen esas regularidades o las reglas de formacion para
establecer el patrén que se repite periodicamente.

De este modo, un rastreo a los procesos generales de comunicacion y modelacién desde
la Bésica Primaria deja ver la relacion de los estandares: Describo y modelo fendmenos
periddicos del mundo real usando relaciones y funciones trigonométricas y Modelo situaciones
de variacion periddica con funciones trigonomeétricas e interpreto y utilizo sus derivadas, con los
demas estandares propuestos para el mismo pensamiento en los otros conjuntos de grados; a lo
que se ha denominado coherencia vertical.

La coherencia vertical (ver tabla 1) de los estandares estard referida unicamente a
aquellos que estructuran el proceso general de modelacion, en el marco del pensamiento
variacional y sistemas algebraicos y analiticos. Esta decision obedece a la tematica central del

trabajo, relacionada con la variacion funcional periddica.

Pensamiento Variacional y Sistemas Algebraicos y Analiticos: Modelo situaciones de

variacion periddica con funciones trigonométricas e interpreto y utilizo sus derivadas.

Tabla 1. Coherencia vertical de los estdndares para el pensamiento variacional y sistemas algebraicos y

analiticos

Conjunto de Grados Estandar

Primero a tercero Describo cualitativamente situaciones de cambio y variacion utilizando el lenguaje
natural, dibujos y gréficas.

Cuarto a quinto Analizo y explico relaciones de dependencia entre cantidades que varian en el tiempo
con cierta regularidad en situaciones econémicas, sociales y de las ciencias naturales.

Sexto a séptimo Describo y represento situaciones de variacion relacionando diferentes representaciones

(diagramas, expresiones verbales generalizadas y tablas).

Octavo a noveno Modelo situaciones de variacion con funciones polinémicas.
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A partir de la tabla 1 es posible establecer que el disefio de situaciones de ensefianza y
los procesos de aprendizaje de las matematicas, para este caso concreto la variacion, se generan a
partir de un trabajo sistematico llevado a cabo con los estudiantes desde el primer conjunto de
grados, donde la aproximacion inicial pone énfasis en el reconocimiento y descripcion de
situaciones del entorno donde la variacion esta presente, por medio del lenguaje cotidiano y
otras representaciones simbdlicas.

En cuanto a la coherencia horizontal de los estandares, entendida como la relacion de un
estandar con los estandares de los otros pensamientos en el mismo conjunto de grados, es
pertinente resaltar la relacion del pensamiento variacional con el pensamiento numérico y
sistemas numeéricos en torno al estudio de las propiedades numéricas y sus operaciones, asi como
a la nocion de numero real; elementos que contribuyen al paso de la variacién numérica discreta
(tablas) a la variacion numérica continua. Asi, la articulacion e interrelacion entre los cinco tipos
de pensamiento matematico debe organizar y mediar la actividad matematica dentro del aula.

La coherencia horizontal (ver tabla 2) al igual que la vertical estara referida al proceso
general de modelacion, en el marco del pensamiento variacional y sistemas algebraicos y

analiticos, por las razones anteriormente expuestas.

Pensamiento Variacional y Sistemas Algebraicos y Analiticos: Modelo situaciones de

variacion periddica con funciones trigonométricas e interpreto y utilizo sus derivadas.

Tabla 2. Coherencia horizontal de los estdndares para el pensamiento variacional y sistemas algebraicos y

analiticos

Tipo de Pensamiento Matematico

Pensamiento Numeérico y Sistemas Numéricos:

Comparo y contrasto las propiedades de los nimeros (naturales, enteros, racionales y reales) y las de sus
relaciones y operaciones para construir, manejar y utilizar apropiadamente los distintos sistemas
numéricos.

Pensamiento Espacial y Sistemas Geométricos:
Describo y modelo fendmenos periddicos del mundo real usando relaciones y funciones trigonométricas.

Pensamiento Aleatorio y Sistemas de Datos:
Describo tendencias que se observan en conjuntos de variables relacionadas.
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Si bien se establecen los estandares definidos para el conjunto de grados decimo y
undécimo, y la coherencia vertical y horizontal, es pertinente precisar que el trabajo gira
alrededor de la caracterizacion de las funciones trigonométricas, Seno y Coseno, como los casos
particulares de variacion periodica que son estudiados en la Educacion Media. Por esta razon, se
privilegia la modelacion como proceso general de la actividad matematica, como ya se

menciono, y por su relacion con los principios de la EMR.

2.4.2 La modelacion una mirada desde los Lineamientos Curriculares y los Estdndares

Los Lineamientos (1998) describen el proceso general de modelacion partiendo de una
consideracion basica de que los estudiantes aprenden matemadticas “haciendo matematicas”,
postura proveniente de enfoques como la fenomenologia didactica y la EMR, corrientes fundadas
por el matematico holandés Hans Freudenthal. Desde esta consideracion, es indispensable
integrar al curriculo de matematicas una gran variedad de problemas que giren en torno al
contexto o cotidianidad de los estudiantes, es decir situaciones préximas a su vida diaria. Asi, en
su sentido mas elemental la modelacion permite describir la interrelacion entre el mundo real y
las matematicas. En este ambito, la figura 2 describe los elementos basicos del proceso de

modelacion.

Figura 2. Elementos basicos de la construccion de modelos

Formulacion del

Situacion

2 problema (problema -
problemdtica i planteado —| MODELO |—*
real matemdticamente) A A

Coherencia

Interna

Fuente: Lineamientos, 1998, p. 97.
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El esquema anterior concibe como punto de partida del proceso de modelacién una
situacion problematica real. Dicha situacion debe ser idealizada, estructurada y sujeta a
condiciones Yy restricciones, que le permitan un tratamiento en el aula (escolar), lo que conduce a
una formulacién del problema. Sin embargo, es pertinente sefialar que dicha formulacién
conlleva por un lado caracteristicas fundamentales de la situacién original y por otro una
esquematizacién que permite abordarla con elementos matematicos.

Una vez enunciado matematicamente, el problema, debe trasladarse al &mbito
matematico, es decir los conceptos, relaciones, condiciones y suposiciones deben ser
matematizados, generando un modelo matematico de la situacion real. Este modelo como lo
argumentan los Lineamientos (1998, p. 98) consta fundamentalmente de ciertos objetos
matematicos que se identifican con los “elementos basicos” de la situacion original o del
problema formulado, pero también de ciertas relaciones entre estos objetos, que corresponden a
relaciones entre esos “elementos basicos”.

Dado que la modelacién asume la resolucion de problemas de la vida real como eje
primordial de la actividad matematica escolar, este proceso general permite obtener
determinados resultados matematicos, a través de célculos y revision de ejemplos concretos,
extraccion de conclusiones, aplicacion de métodos y resultados matematicos ya conocidos, asi
como el desarrollo de nuevas deducciones matematicas. Es asi como entra en juego la validacion
de dichos resultados, es decir su interpretacion en el contexto de la situacion original. De este
modo, quien soluciona el problema valida al mismo tiempo el modelo, si este se ajusta al
propdsito para el cual fue construido.

Este proceso de validacion de un modelo suele tener incompatibilidades que conllevan a
la modificacion o al reemplazo total del modelo, por ende la resolucién de problemas puede ser
un proceso que requiera la devolucion o retorno varias veces. Al obtenerse un modelo
satisfactorio, este puede ser usado como base para efectuar predicciones acerca de la situacion
original o del objeto modelado, con el fin de tomar decisiones. Lo que es reafirmado en los
Estandares (2006) donde se pone de manifiesto que la modelacion de una situacion problema,
hace posible establecer modelos matematicos de diferentes grados de complejidad®, a partir los
cuales se pueden hacer predicciones, obtener resultados y comprobar que tan razonables son

estos a la luz de las condiciones iniciales de la situacion problematica real. Es precisamente la

* Complejidad que depende de las variables y las relaciones que se den entre estas variables.
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capacidad de prediccion la potencialidad del modelo matematico dentro de la actividad
matematica en el aula.

Tanto los Lineamientos como los Estandares generan la discusion sobre el uso de
modelacién y matematizacion como sindnimos, particularmente los Lineamientos (1998)
realizan una aclaracion con respecto al significado conferido a cada uno de estos términos. Se
entiende por modelacion (o construccion de modelos) “el proceso completo que conduce desde
la situacion problematica real original hasta un modelo matematico” (Lineamientos, 1998, p. 98)
y por matematizacion “el proceso desde el problema enunciado mateméticamente hasta las
matematicas” (Lineamientos, 1998, p. 98).

Desde esta perspectiva, se considera la descripcion de modelacion dada por Treffers y
Goffree como “una actividad estructurante y organizadora, mediante la cual el conocimiento y
las habilidades adquiridas se utilizan para descubrir regularidades, relaciones y estructuras
desconocidas” (Lineamientos, 1998, p. 98). Anadiendo que los modelos matematicos estructuran
y crean una parte de realidad (proceso real pre — existente) y que por tanto la modelacién no
puede ser limitada simplemente a la produccion de una imagen simplificada de un proceso real;
pero que en ultimas todo depende de los intereses, conocimientos e intenciones de quien resuelve
la situacion problema.

Tomando como base a Treffers y Goffree, los Lineamientos (1998) sefialan algunas
actividades que pueden ayudar al paso de la situacion problematica real a la formulacion del
problema, proceso que se identifica con lo que Freudenthal ha denominado matematizacion

horizontal. Algunas de estas actividades (Lineamientos, 1998, p. 99) son:

e ldentificar las matematicas especificas en un contexto general

e Esquematizar, formular y visualizar un problema en diferentes formas
e Descubrir relaciones y regularidades

e Transferir un problema de la vida real a un problema matematico

e Transferir un problema del mundo real a un modelo matematico conocido

Asimismo, una vez el problema haya sido planteado matematicamente es posible
identificar algunas actividades que permiten abordarlo con herramientas matematicas, es decir

matematizar la situacion para “construir” el modelo matematico; paso que se identifica con la
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matematizacion vertical establecida por Freudenthal, algunas de estas actividades (Lineamientos,
1998, p. 99) son:

e Representar una relacion en una formula
e Probar o demostrar regularidades

e Utilizar diferentes modelos

e Combinar e integrar modelos

e Generalizar (Siendo esta ultima el nivel mas alto de modelacion).

De acuerdo con lo anteriormente expuesto, los Lineamientos (1998) dan gran relevancia
al proceso de modelacién en el aprendizaje de las matematicas, permitiendo a los estudiantes
observar, reflexionar, discutir, explicar, predecir y comprobar con el fin de construir de modo
significativo conceptos matematicos, es decir que experimenten procesos de matematizacion que
les conlleven al descubrimiento, creacion y utilizacion de modelos en todos los niveles. Vision
que se corresponde con el principio de actividad en la EMR, al propiciar una matematica para
todos.

Con respecto a los Estandares (2006), estos avanzan mas en la concepcion y definicion
de modelo, que en el proceso mismo de modelacién, como si lo hacen los Lineamientos (1998).
Desde los Estandares (2006, p. 52), se entiende por modelo: un sistema figurativo mental, grafico
o tridimensional que reproduce o representa la realidad en forma esquemaética para hacerla mas
comprensible, es decir un buen modelo debe permitir al estudiante efectuar manipulaciones o
transformaciones sobre la situacion, explorar diferentes alternativas de solucion, asi como la
conjeturacion y verificacion de estas soluciones. Este punto de vista se corresponde, con la
definicion de modelo concebida por Freudenthal dentro del enfoque de la EMR, donde es
considerado como un intermediario por medio del cual una realidad es simplificada con el
propdsito de tornarla asequible a un tratamiento matematico formal.

Los Estandares (2006) al igual que los Lineamientos (1998) retoman elementos de la
propuesta de Freudenthal en torno a la matematizacion. Sin embargo, la postura de los
Estandares (2006, p. 53) considera equivalentes los procesos de modelacion y matematizacion,
entendiendo estos, desde su forma mads sencilla “como simplificacion y restriccion de la

complejidad de una situacion real para reducirla a una situacion ya conocida”, de tal modo que
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pueda detectarse qué esquema se le puede aplicar, como es su relacion con otras situaciones y
qué operaciones matematicas resultan adecuadas para dar solucién a los interrogantes que dicha
situacion plantea; siendo esta la acepcion de matematizacion y modelacion para la Educacion
Basica y Media.

Asi, la modelacion puede simplificar una situacion de diferentes maneras y representarla
ya sea de forma grafica, mental, gestual o por medio de simbolos aritméticos o algebraicos, de tal
forma que los estudiantes formulen y resuelvan situaciones problema relacionados con ella; pero
ante todo debe permitirles la deteccién de esquemas similares en las diversas situaciones
cotidianas, de otras disciplinas y matematicas para reconstruirlas mentalmente.

Esta resefia acerca del pensamiento variacional y sistemas algebraicos y analiticos, asi
como del proceso de modelacion, deja claro que las politicas curriculares Colombianas son
congruentes con posturas internacionales, fundamentalmente con el enfoque de la EMR, que
establecen la complejidad de este proceso general, en tanto requiere asumir la cotidianidad y la
experiencia del estudiante en espacios fuera del aula de clase; ambitos donde los conceptos y

herramientas matematicas deben adquirir significado en el marco de situaciones problema reales.

2.5 Referentes matematicos

Este apartado, considera elementos matematicos asociados a las nociones de funcion,
funcion periddica y funciones trigonométricas Seno y Coseno. En gran medida, se retoman los
aspectos matematicos desarrollados por Santacruz (2005) en el marco del trabajo de grado: Las
funciones trigonométricas y el pensamiento variacional. El caso de los textos escolares y las
concepciones de los maestros; donde se realizé una presentacion de estas nociones tomadas de
textos universitarios® que han orientado e influenciado la ensefianza de las matematicas a nivel
superior y la formacién de los docentes que actualmente se desempefian en niveles de Educacion
Basica y Media. Sin embargo se hacen algunas modificaciones de acuerdo a la tematica central
de esta investigacion: funcion periddica, considerando el caso de las funciones Seno y Coseno.

La presentacion de estos referentes matematicos, inicia con la nocion de funcion que

desarrolla cada texto, luego se caracterizan las nociones de funcidn periddica y de funcion

® Calculus (Volumen 1) de Tom Apostol — Matematicas fundamentales y Funciones de una variable real: Teoria
Elemental de Guillermo Restrepo.
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trigonométrica Seno y Coseno. Esta presentacion es una manera particular de organizacion
definida por el autor de este trabajo y no se corresponde necesariamente con el orden tematico

establecido en los textos de referencia.

2.5.1 Nocién de funcion

El capitulo 3 (Funciones, graficas y ecuaciones) del texto Matematicas Fundamentales
inicia una introduccién al concepto de funcién mencionando que “expresa la relacion entre una
variable x (variable independiente) y una variable y (variable dependiente) que indica la forma

como y depende de x, lo cual se escribe asi: y = f(x)" (Restrepo, 1995, p. 111).
Definicion de funcion

“Sean X'y Y conjuntos. Una funcion de X en Y es una regla abstracta o
explicita que a cada elemento x € X le asigha uno y solo un elemento y € Y. Si
la funcion se denota con la letra f, el elemento Unico y que le corresponde a x
se denota por y = f(x). El conjunto X se Ilama dominio de la funcion (o
conjunto de la variable independiente) y el conjunto Y se llama contradominio

(o conjunto de la variable dependiente)” (Restrepo, 1995, p. 111 —112).°

Por su parte Apostol en el capitulo 1 (Los Conceptos del Célculo Integral) presenta
algunas ideas generales del concepto de funcion, para luego dar una definicion rigurosa del
mismo, no sin antes aclarar que utilizar el término funcion para hacer referencia a determinados
tipos de formulas matematicas, tal como fue concebido por Leibniz, es limitado y por ende

actualmente la definicion puede ser entendida como:

“Dados dos conjuntos de objetos, el conjunto X y el conjunto Y, una funcion
es una ley que asocia a cada objeto de X uno y sélo un objeto en Y. El

conjunto X se denomina el dominio de la funcion. Los objetos de Y, asociados

® Esta es la tnica definicién tomada del texto Matematicas Fundamentales, puesto que en Funciones de una variable
real: Teoria Elemental, libro del mismo autor, no se define este concepto.
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con los objetos en X forman otro conjunto denominado el recorrido de la
funcion. (Este puede ser todo el conjunto Y, pero no es necesario)” (Apostol,
1988, p. 62).

Luego de discutir algunos aspectos relacionados con la notacion de funciones y
presentar ejemplos particulares (funcion identidad, funcion valor absoluto, funcion namero
primo y funcion factorial) centrados en aquellas cuyo dominio y recorrido son conjuntos de
numeros reales (funciones de variable real o funciones reales) que admiten representacion
geomeétrica mediante grafica en un plano cartesiano, concluye el autor que todas las funciones se

caracterizan por los siguientes aspectos:

e Para cada x del dominio X existe una y solo una imagen y emparejada con aquel valor
particular de x.
e Cada funcion engendra un conjunto de pares (x,y), siendo x un elemento genérico del

dominio X, e y es el elemento Unico de Y que corresponde a x. (Apostol, 1988, p. 65).

Esta concepcion de la funcion como conjunto de parejas ordenadas, junto con el uso de
las palabras «correspondencia» y «asocia a» dadas en la definicion anterior las cuales segun el
autor no tienen el mismo significado para todo el mundo, lo conllevan a dar una definicion
formal fundamentada en la nocion de conjunto. De este modo, inicia por definir par ordenado
desde su diferencia con la igualdad de conjuntos, en la cual el orden de los elementos no interesa,
dado que {3,5} = {5,3}, en tanto que en el plano cartesiano las coordenadas de un punto (x,y),

el orden es necesario ya que: (3,5) # (5,3).

Definicion de funcion

“Una funcion f es un conjunto de pares ordenados (x,y) ninguno de los
cuales tiene el mismo primer elemento. Si f es una funcion, el conjunto de
todos los elementos x que aparecen como primeros elementos de pares (x,y)
de f se llama el dominio de f. El conjunto de los segundos elementos y se

denomina recorrido de f, o conjunto de valores de f” (Apostol, 1988, p. 65).
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“A diferencia de la definicion anterior se tiene que esta segunda se encuentra
inmersa dentro de la Teoria de Conjuntos, donde se involucran nociones como
relacion binaria y producto cartesiano, es decir se entiende la funcion como
una triada (X,Y,f) donde X y Y son conjuntos y f es un subconjunto del
producto cartesiano X x Y tal que si la pareja ordenada (x, y) pertenece a f' y

la pareja (x, z) pertenece a f entonces y = z” (Santacruz, 2005, p. 62).
2.5.2 Nocidn de funcion periodica y funcién trigonométrica

Tanto el texto Funciones de una Variable Real como Calculus (Volumen 1) asumen la
definicion de funcion periddica al abordar el estudio de las funciones trascendentes (primer
texto) y las funciones trigonométricas (segundo texto).

El capitulo 4 del texto Funciones de una Variable Real, se centra en las funciones
trascendentes, dando relevancia al estudio de su dominio y rango, sus derivadas, graficas y
propiedades elementales. Para ello, el autor, inicia con una presentacion formal de algunos
conceptos basicos como el nimero 7, longitud de arco, medida de angulos y funcion circular,
que le permitiran caracterizar finalmente las funciones Seno y Coseno. Dada la tematica del
trabajo aqui presentado, la descripcion de los aspectos matematicos hara énfasis en la funcion
circular y las funciones Seno y Coseno.

En este sentido, la funcidn circular se define a partir de una circunferencia de centro 0 y
radio 1, donde la semicircunferencia superior corresponde a la grafica de la funcion: x —
A(x) = (x,v1—x2),-1 < x < 1, la cual es biyectiva y continua del intervalo [—1,1] sobre
dicha semicircunferencia, donde A(1) = (1,0) =1,A(0) =(0,1) = E,A(-1) =(-1,0) =F.
Ademas, cuando x se mueve en el intervalo [—1,1], A(x) recorre la semicircunferencia desde I

hasta F como se muestra en la siguiente figura:



Figura 3. Funcion A(x)

/
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Propiedades (Lemas):

e Para cada x € [0,1], sea f(x) la longitud del arco IA(x). Entonces x — f(x) es una

funcion continua y biyectiva de [0,1] en [O, %]

e Paratodot € [0, g] existe uno y sélo un punto B = B(t) en el arco IE tal que la longitud

del arco TB es t y la funcion t — B(t) es continua.

Definicion de funcion circular

Teorema: Existe una funcion continua t — U(t) de [0,27] en la circunferencia unitaria

tal que la longitud del arco [U(t) es t. El arco IU(¢t) debe entenderse como el arco cuyos

extremos son I = (1,0) y U(t), recorrido en el sentido contrario a las manecillas del reloj, como

se indica en la figura:

Figura 4. Funcién Circular

U=U) fc =
! e

A

-----

N

=l )
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Caracteristicas de la funcién U(t):

e U0)=UQRn)=1=(1,0),U(r)=F =(-1,0).

. U(g) = (0,1) = E,U(%”) =G =(0,—1).

e Lafunciént — U(t) de [0,27[ en la circunferencia unitaria C es biyectiva.
e SiU(s)=,v)>UQRnr—s)=(u—-v).

Con base en estas caracteristicas, se establece la funcién t - X(t),Vvt € R, de Ren la

circunferencia unitaria C. Asi, si t € R existenunoy sélounn € Zyunoyséloun0 < a < 2w

t . .
tal que: t = n.2m + . De esta forma, - se puede ubicar entre dos enteros consecutivos:

n2r<t< (n+1).2ndedonden§%£(n+1).

Sia=t—n.2n,0<a<2nyt=n2r+ asedefine:
Xt)=X(n.2n+ a) = U(a) = U(t —n.2m) es decir X(t) = U(a).

De tal maneraquesi 0 < a < 2m = X(t) = U(t).

Propiedades de la funcién X (t):

La funcion t —» X (t) es continua.

X@t)=1=(10)siysélosi t =n.2m,n€ Z.

X(t+u) =X(t) paratodo t € R siysolosiuesdelaformau =n.2n,n € Z.
Si X(t) = (u,v) entonces X(—t) = (u, —v).

La funcién t - X(t) = (u,v) cuyo dominio es el conjunto de los nimeros reales y
codominio es la circunferencia unitaria se llama funcion circular. Esta funcion es continua y si
0 < t < 27 entonces la longitud del arco IX(t) es ¢.

En otras palabras, la funcion circular le hace corresponder a cada nimero real t un

punto (u, v) sobre la circunferencia unitaria, ademas X(t + 2m) = X(t) paratodo t € R lo que
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garantiza que es periodica de periodo 2m. Esta Gltima afirmacién la realiza el autor de este

trabajo, ya que el texto define con posterioridad la funcion periddica.
Definicion de las funciones Seno y Coseno

Las funciones trigonométricas Seno y Coseno se definen a partir de la funcién circular.
Si t > X(t),t €R eslafuncion circular y X(t) = (u, v) en la circunferencia unitaria, entonces

t >senty t — cost serén las proyecciones:
sen(t) = v =py o X(t),cos(t) = u = p; o X(t).

De donde se deduce que X(t) = (cost,sent) y cos?t + sen?t = 1. Es decir, que las
funciones Seno y Coseno se definen respectivamente como la coordenada y y la coordenada x

del punto correspondiente en la circunferencia unitaria.

Como las proyecciones son funciones continuasy t — X(t) es continua se tiene que:
e t-osenty t— costsonfunciones continuas.
e —1<sent<ly—-1<cost<]1.
e sen(m) =0ycos (m)=-1.

e sen (g) =1Yycos (g) = 0.

e sen (3?”) =—1ycos (771) = 0.

w

Definicion de funcién periddica

Sea Q un conjunto, en general se dice que una funcién no constante fde R en Q es
periddica de periodo p > 0 si f(x+p) = f(x) Vx € R y pes el menor nimero positivo con

esta propiedad. De esta manera, la definicién explicita de funcion periddica’ se constituye en la

" Se habla de definicién explicita ya que con anterioridad el autor del texto ha establecido que la funcion circular
X (t) es periddica.



48

base para formalizar las propiedades y formulas fundamentales para las funciones Seno y
Coseno:

e t-osenty t— costsonfunciones periddicas de periodo 2.

e cos (t) = cos(—t) y sen (—t) = —sen(t),Vt € R.

e Elrango de las funcionest —» senty t - cos t es [—1,1].

e cos(t+s)=cost.coss—sent.sens.

e sen(t+s)=sent.coss+ cost.sens.

En cuanto a las gréficas de las funciones Seno y Coseno en el intervalo 0 < x < 2m,
estas se justifican por medio de enunciados que hacen referencia al analisis de los intervalos de
crecimiento y decrecimiento, asi como a los signos de la primera derivada para cada funcion.
Inicialmente el texto presenta las graficas limitadas al intervalo [0,27], luego realiza la
“extension” a toda la recta por medio de la periodicidad (periodo 2m) de estas dos funciones, lo
que garantiza que la parte de las graficas en el intervalo [0,27], se repite en intervalos de la
forma [k.2m, (k + 1).2n],k € Z.

El capitulo 2: Algunas Aplicaciones de la Integracion, del Calculus de Apostol, presenta
las funciones trigonométricas asumiendo el conocimiento — por parte del lector — de algunas de
las propiedades de estas funciones y sus inversas en tanto su estudio se ha abordado en cursos
anteriores de trigonometria centrado en la solucién de problemas con triangulos rectangulos.

A diferencia del texto Funciones de una Variable Real, Apostol asume la relevancia de
las funciones trigonométricas en el célculo no solo por las relaciones angulos — lados en el
triangulo rectangulo, sino por las mdaltiples propiedades que presentan estas funciones,
especificamente su periodicidad. De esta forma, inicia la presentacion de las funciones
trigonométricas considerando en primer lugar la funcion periddica.

Definicion de funcién periddica

“Una funcion f es periddica con periodo p # 0 si su dominio contiene x + p
siempre que contenga a x y si f(x + p) = f(x) paratodo x del domino de f”
(Apostol, 1988, p. 117).



49

En este mismo apartado, el autor sefiala que las funciones Seno y Coseno son
periddicas de periodo 2w, donde 7 es el &rea de un disco circular unidad.
Ademas que tales funciones son fundamentales para el analisis — desde una
perspectiva matematica — de diversos problemas de campos como la fisica o la
ingenieria, relacionados con fendmenos periodicos como vibraciones,

movimiento de planetas, ondas, etc.?

El texto introduce las funciones Seno y Coseno de dos maneras diferentes, una de ellas
asociada a las definiciones geométricas (Seno y Coseno relacionados con angulos) y la otra a las

definiciones analiticas (sin referencia a la geometria)®.
= Introduccion analitica de las funciones Seno y Coseno

Esta presentacion inicia con cuatro propiedades fundamentales que son tomadas como
axiomas para el Seno y Coseno, a partir de las cuales se pueden deducir todas las demas por

medio de teoremas.
= Propiedades fundamentales del Seno y del Coseno

1. Dominio de definicion. Las funciones Seno y Coseno estan definidas en toda la recta real.
. 1
2. Valores especiales. Tenemos cos 0 = Sen-m = 1,cosm = —1.

3. Coseno de una diferencia. Para x e y cualesquiera, tenemos

cos(y — x) = cosy cosx + sen y senx.

4. Desigualdades fundamentales. Para 0 < x < %rr, tenemos

0<cosx <

sen x
X

1
<—- (Apostol, 1988, p. 118).

® Si bien el texto hace referencia al estudio de fenémenos periddicos cotidianos por medio de las funciones
trigonométricas, una revision de los ejemplos y de los ejercicios propuestos del capitulo muestra una ausencia de
este tipo de problemas.

° El autor afirma que ambas perspectivas son equivalentes en tanto conducen a las mismas funciones y que su interés
no es centrarse en la definicion (de estas funciones), sino en las propiedades que se pueden derivar de estas
definiciones.
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Teorema. Si dos funciones Seno y Coseno satisfacen las propiedades 1 a 4, satisfacen

también las siguientes:

(a) La identidad pitagdrica, sen?x + cos?x = 1,para todo x.
(b) Valores especiales, sen 0 = cos%n =senm = 0.
(c¢) El coseno es funcion par y el seno es funcién impar. Esto es, para todo x tenemos:
cos(—x) = cosx, sen (—x) = —sen x.
(d) Co —relaciones. Para todo x, se tiene:

sen Gn + x) = COS X, COS Gn + x) = —sen x.
(e) Periodicidad. Para todo x, se tiene sen(x + 2m) = sen x, cos(x + 2m) = cos x.
(f) Formulas de adicion. Para x e y cualesquiera, se tiene:

cos(x+y) =cosxcosy —senxseny,

sen (x +y) = senxcosy + cos x sen y.

(g) Férmulas de diferencias. Par todos los valores a y b, se tiene

a—>b a+b
sena—senb = 2sen cos
2 2
a—>b a+b
cos a—cosb =—2sen > sen >

, . 1 . .
(h) Monotonia. En el intervalo [O’ET[]’ el seno es estrictamente creciente y el coseno

estrictamente decreciente. (Apostol, 1988, p. 118 — 119).

Esta introduccién analitica asume la existencia de tales funciones, denominadas Seno y
Coseno, en tanto el objetivo es deducir las propiedades’®. Ademas la presentacién de las
propiedades a través de teoremas, se justifica con el Unico fin de establecer las formulas de
integracion para el seno y el coseno. En este ambito, las propiedades (d), (e) y (h) demuestran
que las funciones Seno y Coseno son monotonas a trozos en cualquier intervalo, por tanto por
aplicacion sucesiva del teorema: “Si f es monotona en un intervalo cerrado [a, b], f es integrable
en [a, b]” (Apostol, 1988, p. 95), el Seno y el Coseno son integrables en cualquier intervalo

finito.

% En la presentacion geométrica se define el Seno y el Coseno como funciones que verifican las propiedades
anteriormente enunciadas.
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La introduccion analitica finaliza en el capitulo 11: Sucesiones y series de funciones con
la consideracion de las funciones Seno y Coseno y sus derivadas acotadas por el nimero 1 en
todo el eje real. Por tanto la desigualdad establecida en el siguiente teorema es valida con

A=1sif(x)=senxo f(x) = cosx.

“Si f es infinitamente derivable en un intervalo abierto I = (a —r,a + 1), y si
existe una constante positiva A tal que |f"(x)| < A" paran=1,23,.., Yy
todo x de I, entonces la serie de Taylor generada por f en a converge hacia

f(x) paracada x de I ” (Apostol, 1988, p. 533).

Lo anterior permite el desarrollo en series de potencias del Seno y del Coseno:

3 x5 57 2n-1
=y —— 4 .. —_qyn-1__ 4 ...
senx =x 3!+5! 7!+ +(-1) (2n—1)!+ Vx € R.
. X2yt 6 o 2n .
cos x = _EJ’Z_EJ’"'J“(_) (Zn)!+---Vxe :

Este desarrollo constituye el punto de inicio del estudio analitico de las funciones
trigonométricas. Partiendo de las definiciones de Seno y Coseno, se pueden deducir todas las

propiedades algebraicas y analiticas de las funciones trigonométricas. Por ejemplo:

sen 0 =0,cos0 = 1,sen (—x) = —sen x, cos(—x) = cosx

Dsenx = cosx, Dcosx = —senx
Descripcion geométrica de las funciones Seno y Coseno

La descripcion geométrica, parte de una circunferencia de radio r y centro en el origen,
en la cual se asigna el punto A = (r,0) y P a cualquier otro punto de esta. Los segmentos
rectilineos OA y OP determinan el angulo AOP, representado por el simbolo 2AOP (ver figura

).
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Figura 5. Angulo ZAOP de x radianes

. dos veces el drea del sector

P r

Se quiere asignar a este angulo un namero real no negativo x que pueda verse como
medida de su magnitud. El proceso consiste en considerar la circunferencia unitaria y llamar x a
la longitud del arco AP, descrito en el sentido contrario a las manecillas del reloj y decir que la
medida de ZAOP es x radianes.

Para obtener una medida independiente de la unidad de distancia el autor define la
medida del AO0P como el doble del area del sector AOP dividida por el cuadrado del radio. Esta

unidad de medida obtenida recibe el nombre de radian, asi se tiene que la medida de un LAOP es

x radianes si g es el area del sector AOP determinado en el disco circular unidad.
Dado que m designa el area de un disco circular unidad, “cuando P = (—1,0), el sector

AOP es un semicirculo de area =, de modo que subtiende un angulo de m radianes. El disco
2

completo es un sector de 2w radianes. Si inicialmente P estd en (1,0) y se desplaza una vez
alrededor de la circunferencia en sentido contrario al de las agujas del reloj el area del sector
AOP crece de 0 a m, tomando todos los valores del intervalo [0,7] exactamente una vez”
(Apostol, 1988, p. 127).

El seno y el coseno quedan definidos en términos de un nimero més que de un angulo,
de tal manera que estas funciones estén determinadas sobre la recta real. Para esto, se considera

un numero x(0 < x < 2m) y un punto P de la circunferencia unitaria tal que el area del sector

AOP seaigual a g donde (a, b) son las coordenadas de P (figura 6).
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Figura 6. Descripcion geométrica de sen x y cos x

P=(a,b)

b= sen x

A=(1,0)

Los numeros a y b estan completamente definidos por x. En consecuencia, se tiene que:
cosx = a, senx = b es decir cos x es la abscisa de Py sen x es su ordenada.
La determinacion del seno y del coseno como funciones definidas en el intervalo (0,2m)

se realiza mediante la asignacién de valores a x:

e Cuando x = m, P = (—1,0) de tal maneraque cosm = —1ysenm = 0.

e Cuandox = g,P = (0,1) de tal manera cosg =0y sen g =1.

La extension de las funciones Seno y Coseno a todo el eje real se hace por medio de

igualdades y expresiones que involucran la propiedad de periodicidad de estas dos funciones.
sen 0 =0,cos0 =1,sen (x + 2m) = sen x, cos (x + 2m) = cos x.

Finalmente, los ejercicios planteados para esta seccion del texto establecen las gréficas
de las seis razones trigonomeétricas (razon en contradiccion con la definicién — funcion — dada
anteriormente por el autor) en un intervalo de un periodo de amplitud, subrayando que la
periodicidad garantiza para cada caso el resto de la grafica. Por ende, lo periddico justifica no
solo la “extension” de las funciones Seno y Coseno a toda la recta real, sino también la
“prolongacion” de la grafica de todas las funciones trigonométricas en términos de la
“repeticion” de la forma.

El marco teorico de referencia definido en este capitulo, establece las consideraciones

que estructuran las etapas de disefio e implementacion de la propuesta de aula, el analisis de las
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producciones de los estudiantes y el planteamiento de las conclusiones derivadas de estos
resultados. En este sentido, las tres situaciones que componen la propuesta de aula articulan el
enfoque de la EMR, desde sus principios y la nocion de contexto realista, los Lineamientos y
Estandares, desde la caracterizacion del pensamiento variacional, los diferentes sistemas de
representacion (retorico, tabular, grafico y algebraico) y el proceso general de modelacion. El
ambito disciplinar enmarca las definiciones, conceptos, representaciones sagitales, algebraicas y

cartesianas, que constituyen las diversas tareas que componen las situaciones.
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Capitulo 3.
La Funcion Periodica en el aula: El caso de las

Funciones Seno y Coseno
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Capitulo 3. La Funcion Periddica en el aula: El caso de las Funciones Seno y Coseno

En este capitulo, se presentan los aspectos relacionados con el disefio de las tres
situaciones que conforman la propuesta de aula, el cual se fundamenté basicamente en los
principios de la EMR, sin dejar de lado consideraciones que con respecto al pensamiento
variacional y la modelacion provienen de los Lineamientos (1998) y Estandares (2006); asi como
los referentes matematicos. De igual manera, se hace referencia al proceso de implementacion de
la propuesta, donde se exponen los aspectos relacionados con la poblacion de estudio y la
metodologia empleada durante la aplicacion en el aula.

Finalmente, se muestra por medio de tablas de frecuencia la sistematizacion de
resultados y tipificacion de las respuestas a las diferentes preguntas que componian cada
situacién, acompafada de su respectivo andlisis y algunas conclusiones obtenidas a partir de los

marcos tedricos de referencia establecidos.

3.1 Disefio de la propuesta de aula

El planteamiento de las tres situaciones a desarrollar en el aula, toma como eje
fundamental los principios establecidos por la EMR. En este sentido, la situacion 1
Reconozcamos fendmenos naturales periddicos, la situacion 2: Acerquémonos a las funciones
periddicas; parten de problemas de la cotidianidad o cercanos a la realidad del estudiante, como
lo sefialan los principios de actividad y de realidad, al concebir la matematica como una
actividad humana, accesible para todos, que permite organizar la realidad; es decir matematizar
situaciones del entorno social y natural. La situacion 3: Algunas funciones de variacion
periddica: El caso de las funciones circulares seno y coseno si bien no toma como punto de
referencia un fendmeno natural, se ubica dentro de un contexto propio de las matematicas, como
lo establecen Dekker y otros (2001, citados por Bressan y Gallego, 2011, p. 3).

De esta forma, la ensefianza de la matematica debe ser abordada dentro del sistema
educativo esencialmente desde situaciones problematicas presentadas en contextos y situaciones
realistas, que brinden al estudiante la posibilidad de discutir sus diferentes estrategias y

soluciones, pero sobre todo la interpretacion misma de la situacion. Es oportuno recordar que
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para el enfoque de la EMR una situacion realista no esta limitada a un fenémeno tangible o
perceptible, es realista en tanto se presente al estudiante como realizable o susceptible de ser
imaginada.

Bajo este ultimo sefialamiento, es preciso mencionar, que el calendario lunar del afio
2014 (situacion 1) fue modificado de acuerdo al proposito de las tareas, las cuales se centran en
los fenémenos peri6dicos. Las variaciones efectuadas al calendario®*, buscaron que el tiempo
transcurrido de una fase de la luna a otra similar se aproximara a la duracién del mes sinddico y
que por tanto la diferencia con las fechas del calendario real fuese minima, cumpliéndose para
cada mes el numero de fases establecidas (por ejemplo dos fases de luna llena en los meses de
enero y marzo). Estas modificaciones afectan la duracion de cada fase de la luna (tiempo
transcurrido para que cambie de una fase a otra), en consecuencia no siempre se aproxima a 7
dias, como se estableceria desde la duracion del mes sinddico. Sin embargo, este mismo
comportamiento se presenta en el calendario lunar real del afio 2014*2.

El principio de interaccion, planteado desde la EMR, enfatiza el aprendizaje de la
matematica como una actividad social mediada por las interacciones docente — estudiante (social
vertical) y estudiante — estudiante (social horizontal); de este modo la propuesta articula el
trabajo en equipo (parejas), el dialogo con los integrantes de cada equipo y la socializacion en
plenaria como mecanismos que generan la discusion alrededor de los diversos procedimientos,
justificaciones y soluciones dadas por los estudiantes frente a la situacion problematica.

El principio de interconexién, en concordancia con los Lineamientos (1998) y los
Estandares (2006) integra dentro de la propuesta de aula la caracterizacion de los fendmenos de
variacion periodica a partir de diferentes sistemas de representacion: tabulares, enunciados
verbales, graficos cartesianos o sagitales, expresiones algebraicas y las relaciones entre estos; de
tal forma que entra en juego la interrelacion de sistemas conceptuales y simbolicos de los
distintos tipos de pensamiento matematico. En este &mbito, los estudiantes reinventan modelos,
estrategias y operaciones, herramientas matematicas, a partir de las situaciones problematicas

planteadas, aspectos en los cuales se centra el principio de reinvencion dentro de la EMR.

1 Estas variaciones se deben a que los fendmenos naturales, para este caso las fases lunares, no son exactamente
periodicos.
12 Disponible en: www.pac.com.ve/contenido/calendario-lunar-2014-imprimir/10989
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En este sentido, las situaciones planteadas involucran los diferentes sistemas de
representacion, asi la situacion 1: Reconozcamos fendmenos naturales periodicos se enfatiza en
el uso e interpretacion de representaciones tabulares y textos (enunciados verbales) por medio de
tareas que implican al estudiante no solo la lectura, sino el manejo y comprension de este tipo de
representaciones, con el fin de caracterizar fendbmenos de variacion periddica y la nocion de
periodo en contextos cercanos a su cotidianidad (contextos realistas).

La situacion 2: Acerquemonos a las funciones periédicas gira en torno
fundamentalmente al manejo de relaciones entre diversos sistemas de representacion: tabular,
cartesiano, sagital y algebraico para la funcion periddica, a traves de actividades que conllevan al
estudiante a la elaboracion e interpretacion de graficas en el plano cartesiano, la comprension y
validacion de relaciones periddicas expresadas de forma sagital y analitica como lo establecen
los Lineamientos (1998) al caracterizar la elaboracion e identificacion de la grafica de una
funcidén esencial en el estudio y concepcion de la funcion como una relacién de dependencia,
para este caso dependencia periddica entre variables.

De manera particular, la tarea 1 de la situacion 2, al considerar la representacion tabular
(discreta) de un fenémeno de variacion periodica, se constituye en un punto de partida que ayuda
al estudiante a la comprension de la nocion de variable, al tiempo que le permite la
representacion cartesiana (tarea 2) y la validacion de las expresiones analiticas™ en la tarea 4.

La situacion 3: Algunas funciones de variacion periddica: El caso de las funciones
circulares seno y coseno toma en consideracion un contexto de medida (longitudes de arco)
dentro de la misma matematica, involucrando el uso de representaciones: retoricas, cartesianas,
tabulares y algebraicas, donde la interpretacion de representaciones retdricas y cartesianas debe
permitir a los estudiantes no solo la caracterizacion de la funcion circular y por ende de las
funciones de variacion perioddica seno y coseno como coordenadas asociadas al punto p(t) =
(x,y)* donde t = longitud del arco; sino también la aproximacion grafica y la determinacion
de algunas de sus propiedades como: valor maximo, valor minimo y periodicidad, esta Gltima a

través de su expresion algebraica.

13 Si bien la tarea 4 de la situacion 2 involucra expresiones algebraicas, esta constituye un contexto realista en tanto
toma en consideracion la experiencia previa de los estudiantes, como se establece en el principio de realidad del
enfoque de la EMR.

1 Este punto generalmente recibe el nombre de punto trigonométrico.
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Bajo estos sefialamientos, el planteamiento de las tareas en cada una de las situaciones,
busca el transito de los estudiantes entre los diferentes niveles de matematizacion: situacional,
referencial, general y formal, es decir dentro del principio de niveles, el paso de un conocimiento
informal al formal.

Por otro lado, desde la coherencia vertical sefialada en la tabla 1 la propuesta de aula
disefiada retoma la descripcion, el analisis y representacion de situaciones de variacion de
diversas disciplinas, relacionando diagramas, expresiones verbales, gréficas, tablas, etc., aspectos
que deben ser el centro de atencidn para el estudio de la variacion en el aula desde los primeros
grados de la Educacion Basica, segun los Estandares (2006). Desde la coherencia horizontal
(tabla 2), es pertinente sefialar que las situaciones llevan consigo el uso de propiedades,
relaciones y operaciones en el sistema de los numeros reales, dado que estdn dirigidas a
estudiantes de grado 10 de la Educacion Media.

Desde la modelacién, Lineamientos (1998) y Estandares (2006), las tareas de las tres
situaciones se centran desde la matematizacion horizontal en actividades como: la identificacion
de las matematicas especificas en un contexto general, la transferencia de un problema de la vida
real a un problema matematico y la caracterizacion de relaciones y regularidades. Desde la
matematizacion vertical, algunas de las actividades que se establecen en las diferentes tareas se
asocian con: la utilizacion de diferentes modelos, la validacion de regularidades y la

generalizacion.

3.1.1 Proposito, contenidos y desempefios esperados en cada situacion

En las tablas presentadas a continuacion, se establecen los propdsitos de cada una de las
situaciones, donde se indica ademas los contenidos y los desempefios esperados en los
estudiantes al desarrollar las tareas. Asimismo, se ubica cada situacion dentro de los niveles del
proceso de matematizacion progresiva: matematizacion horizontal (nivel situacional) y
matematizacion vertical (niveles referencial, general y formal). Al finalizar las tablas, se
muestran cada una de las situaciones disefiadas para su puesta en juego con los estudiantes en el

aula.
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Propdsito: Favorecer el acercamiento de los estudiantes a fendbmenos periddicos a través de la

experiencia con situaciones problematicas naturales de su entorno.

Situacion vael_de . Tarea Contenidos Desempenos
matematizacion esperados
e Representacion
Matematizacién tabular de fendmenos
horizontal de la Tarea 1: cotidianos.
situacion (Nivel Comprendiendo e  Variacidn periddica,
situacional): los la situacion patrones y Reconoce la nocién
estudiantes hacen regularidades. de periodicidad en
uso de situaciones
herramientas e Representacion cotidianas.
empiricas Tarea 2: tabular de fenémenos

Situacion 1: Reconozcamos fendmenos naturales

periodicos

(conocimientos
informales, su
experiencia 'y
sentido comun)
para llevar una
situacion
problema en
contexto a un
problema
matematico.

Estableciendo
regularidades
periodicas

Tarea 3:

Validando
fenémenos
periddicos

periddicos.
Variacion periddica,
patrones y
regularidades.

Variacion periddica,
patrones y
regularidades.
Periodo.

Nocién de periodicidad en fenémenos naturales

Identifica patrones
y regularidades en
contextos realistas.
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Tabla 4. Contenidos y desempefios esperados situacion 2.

Proposito: Reconocer una funcion periddica a través de sus diferentes representaciones: tabular,

gréafica y analitica.

Situacién vael_de . Tarea Contenidos Desempefios
matematizacion esperados

Representacion tabular
de una funcion.
Variacion y
dependencia periddica.

Matematizacién Variacion y

vertical (Nivel Tarea 1: dependencia entre

Situacion 2:
Acerquémonos a las funciones periédicas

referencial): los
estudiantes
emplean diferentes
representaciones,
modelos,
conceptos y
procedimientos
individuales para
sintetizar el
problema,
relacionadas a la
situacion de la cual
se originaron.

Matematizacion
vertical (Nivel
general): a través
de la reflexién
sobre las
estrategias,
conceptos y
modelos surgidos
en el nivel
referencial, surgen
aspectos
generalizables
(estrategias que
superan el
contexto) a partir
de los cuales los
estudiantes pueden
concluir que se
pueden utilizar en
otras situaciones
problematicas.

Comprendiendo la
situacion

Tarea 2:
Representando y
describiendo
funciones
periodicas

Tarea 3:
Reconociendo
gréaficas de
funciones
periodicas

Tarea 4:
Aproximé&ndonos
a la expresion
algebraica

magnitudes (altura —
tiempo).
Par ordenado.

Representacion grafica
de una funcion (plano
cartesiano - sagital).
Funcién periddica
(periodo de una
funcion).

Dominio y rango de
una funcion.

Representacion grafica
de una funcién (plano
cartesiano).

Funcién periddica
(periodo de una
funcion).

Expresion algebraica
de una funcién
Traslacion de gréaficas.
Pendiente de una recta.
Intervalos de
crecimiento y
decrecimiento de una
funcion.

Funciones definidas a
trozos.

Operaciones con
reales.

Desigualdades.

Valor numérico de una
funcion.

Funcién Periddica

Interpreta una
variacion funcional
periddica expresada
de forma tabular.

Representa
graficamente una
funcion periodica.

Determina el
periodo de una
funcion a partir de
su representacion
grafica.

Verifica la
expresién analitica
de una funcién
periddica.
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Proposito: Reconocer las funciones seno y coseno como casos particulares de variacion

periddica.
Situacion Nivel de Tarea Contenidos Desemperios
matematizacion esperados
e Circunferencia
unitaria. Identifica en
Longitud de arco. representaciones
Matematizacion  Tgrea 1: Plano cartesiano. retdricas y gréficas

Situacion 3:
dica: El caso de las funciones circulares seno y coseno

on peri6

Algunas funciones de variaci

vertical (Nivel
general): a través
de la reflexién
sobre las
estrategias,
conceptos y
modelos surgidos
en el nivel
referencial, surgen
aspectos
generalizables
(estrategias que
superan el
contexto) a partir
de los cuales los
estudiantes
pueden concluir
gue se pueden
utilizar en otras
situaciones
problematicas.

Matematizacion
vertical (Nivel
formal): se
comprende y se
actua con los
procedimientos,
conceptos y
notaciones propias
de la rama de las
matematicas
donde se ubica la
situacion
problema.

Caracterizando
las funciones
circulares senoy
€0Seno como
funciones
periodicas

Tarea 2:
Aproximacion
grafica de las
funciones
circulares senoy
€0Seno

Pareja ordenada.
Teorema de Pitagoras.
Nameros reales.
Funcion circular.
Representacion
tabular de una
funcion.

Funcién periddica.

Representacion
gréafica de una funcién
(plano cartesiano).
Valor maximo y
minimo de una
funciodn.

Funcién periédica
(periodo de una
funcion).
Operaciones con
nameros reales.
Funciones circulares
Seno y coseno.

Funcion Circular — Funciones Seno y Coseno

la correspondencia
entre longitudes de
arcos en una
circunferencia
unitaria y parejas
ordenadas de
numeros reales
asociadas el
extremo del arco
(funcion circular).

Reconoce las
funciones seno y
€0Seno como
coordenadas del
punto p(t) = (x,y)
asociado al extremo
de un arco en una
circunferencia
unitaria.

Interpreta las
funciones seno y
COSeno y sus
propiedades desde
sus
representaciones
grafica
(circunferencia
unitaria), tabular y
cartesiana como
funciones de
variable real.
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3.2 Sobre la propuesta de aula

En este apartado se presenta el disefio final de la propuesta de aula que se implementd
con los estudiantes de grado décimo de la Institucion Educativa Técnico Comercial Hernando

Navia Vardn entre los meses de junio y diciembre del afio 2015.

3.2.1 Situacién 1

A continuacion encontrara una serie de actividades desarrollelas junto con un

compariero de curso.

Situacion 1: Reconozcamos fendmenos naturales periodicos

Fases de la luna y calendario lunar

La luna es el Unico satélite natural de la Tierra. Su diametro es de unos 3.476 km,
aproximadamente una cuarta parte del de la Tierra. La luna gira alrededor de su eje (rotacién) en
aproximadamente 27 dias, 7 horas, 43 minutos y 11,5 segundos — 27.32 dias — (mes sidéreo) y se
traslada alrededor de la Tierra (traslacion) en el mismo intervalo de tiempo, de ahi que siempre
nos muestra la misma cara. Ademas, nuestro satélite completa una revolucion relativa al sol en
aproximadamente 29 dias, 12 horas, 44 minutos y 2,8 segundos (mes sinddico), es decir para
cambiar de una fase a otra similar, o mes lunar, la luna necesita 29.53 dias.
(www.astromia.com/tierraluna/movluna.htm)

A medida que la luna gira alrededor de la Tierra, y la Tierra gira alrededor del sol, la
zona de la luna iluminada va cambiando de posicion de manera que unas veces vemos toda la
cara visible de la luna iluminada por el sol, cuando la Tierra esta en alguna posicion entre el sol y
la luna, y otras veces vemos la cara visible oscura, ya que el sol se encuentra al otro lado de la
luna e ilumina la cara oculta. Esta variacién en la cantidad de superficie lunar que vemos
iluminada recibe el nombre de FASES DE LA LUNA, y son cuatro (luna nueva, cuarto
creciente, luna llena y cuarto menguante) que se van alternando a lo largo del mes lunar

(recursos.cnice.mec.es/biosfera/alumno/1ESO/Astro/contenidol1.htm).
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A continuacion se presenta el calendario lunar para los meses de enero, febrero y marzo

de 2014, y las fechas correspondientes a las diferentes fases de la luna.*®

Figura 7. Calend

ario lunar 2014
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Tarea 1: Comprendiendo la situacién

Teniendo en cuenta el texto anterior, responda las siguientes preguntas:

1. Indique en qué consiste el mes sidéreo y cual es su valor aproximado.

2. Explique en qué consiste el mes sinddico y cudl es su valor, segun la lectura.

3. Explique que es el calendario lunar y como se divide el mes sinddico para determinar cada

fase de la luna.

4.

Para dos rotaciones de la luna, enuncie el tiempo en dias transcurridos.

5. a. Complete la siguiente tabla, para las distintas rotaciones de la luna.

N°. de rotaciones

1
1 Z
2

3 6

71
2

10

Dias
transcurridos

109.28

259.54

327.84

1> Este calendario se ha modificado de acuerdo al propésito de las tareas, relacionadas con los fenémenos periédicos.
Ver un ejemplo de calendario real en www.pac.com.ve/contenido/calendario-lunar-2014-imprimir/10989
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b. Escriba la manera como determind la relacion entre el nimero de rotaciones de la luna

y los dias transcurridos.

Tarea 2: Estableciendo regularidades periodicas

Observe el calendario lunar para los meses de enero a marzo de 2014 y conteste:
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1. Determine el tiempo ha transcurrido entre cada fase de luna nueva en el mes de enero.

Compérelo con el mes sinddico y saque una conclusion.

2. ¢Transcurre para el cuarto menguante entre los meses de febrero y marzo la misma cantidad

de dias que para la luna nueva en el mes de enero? Expligque su respuesta.

3. Podrias dar la razén por la cual durante el mes de febrero de 2014, no se presenta luna nueva

y durante los meses de enero y marzo hay dos dias de esta fase. Justifique su respuesta.

4. Realice el calendario lunar para el siguiente trimestre del afio 2014 (Abril, Mayo y Junio).

5. a. Complete la siguiente tabla.

Abril | Junio Junio . Mayo | Abril .
Fecha 8 15 Mayo 23 Abril 8 24 Mayo Junio
Fase @ p ™
Lunar & L4 4 [ D)

b. Indique los aspectos que tuvo en cuenta para realizar este calendario.

6. a. Con base en el calendario lunar del primer semestre del afio 2014, determine la manera

de predecir las fases lunares y fechas, pertenecientes al segundo semestre del 2014.

b. Indique la regularidad relacionada con dias transcurridos entre cada fase lunar. ; Cémo

la podrias denominar?
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Tarea 3: Validando fenomenos periddicos

Las fases lunares y la agricultura

Como bien sabes, Colombia es uno de los principales paises a nivel mundial en la
siembra, cultivo y produccion de café, procesos caracterizados por las practicas tradicionales de
los campesinos de las distintas regiones del pais.

El desarrollo de la caficultura comprende una serie de tareas para las cuales los
pequefios productores consideran, en la mayoria de los casos, las diferentes fases lunares para
ejecutarlas, es asi como la mejor fase lunar para cosechar granos de café con la finalidad de
producir semillas es el cuarto menguante hacia la luna nueva (Torres, 2012).

Con ayuda del calendario lunar construido en la tarea anterior y tomando como

referencia el texto las fases lunares y la agricultura, determine:

1. a. ¢ Cuales fueron las fechas en el primer semestre del afio 2014 donde los pequefios

productores de café pudieron cosechar los granos de café?

b. Identifique la regularidad de las cosechas de granos de cafe.

2. Caracterice de acuerdo a las actividades realizadas en las tareas anteriores un fendmeno

periddico.

3. a. Clasifique los siguientes fendmenos en periddicos o no periodicos e indique el ¢por qué?

o Estaciones del afio.

e Movimiento teldrico (Temblor).
o Eldiay lanoche.

e Funcionamiento de un seméforo.

o Los latidos del corazon.

b. Indique el periodo en los fendmenos clasificados como periddicos. Escriba una reflexién

al respecto.
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4. Identifique el periodo o regularidad aproximada de:
a. Mes sinddico.

b. Mes sidéreo.

c. Cosecha de granos de café.

5. De ejemplos, aparte de los ya mencionados, de algunos fendmenos que tienen un periodo o

regularidad en su comportamiento.

3.2.2 Situacién 2

A continuacion encontrard una serie de actividades desarrollelas junto con un

compariero de curso.

Situacion 2: Acerquémonos a las funciones periddicas

Un deportista de alto rendimiento realiza una préactica en una escalera partiendo de un
lugar A (ubicado en la base de la escalera) hacia la cima, ubicada en un lugar B a 6,9 metros de
altura y hace el recorrido en 3 segundos. Regresa a su punto de partida, pero al regresar decide ir
nuevamente a B y continla esta trayectoria de A a B. La tabla 1 muestra los valores del tiempo
(t) en segundos de cada desplazamiento del deportista y la altura (h) en metros de la posicion

del deportista:

t(s) 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

h(m) 0 2.3 4.6 6.9 4.6 2.3 0 2.3 4.6 6.9 4.6 2.3 0

Tabla 1. Valores del tiempo y altura en metros de la posicion del deportista.

Tarea 1: Comprendiendo la situacion

Teniendo en cuenta el texto y la tabla anterior, solucione las siguientes actividades:

1. Bosqueje un gréafico de la situacion.

2. Escriba el significado que tiene el punto (0,0) en la relacion entre tiempo y altura (posicion

en metros del deportista).
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3. Indique el numero de metros que recorre el deportista cada segundo.

4. Explique el significado de las parejas ordenadas (6,0) y (12,0).

5. Determine el tiempo que tarda el deportista en regresar, por primera vez, al punto de partida.
Argumente su respuesta.

6. Si el deportista a los 2 segundos se encuentra a una altura de 4.6 metros, explique porque al

cabo de 5 segundos su altura es de 2.3 metros.

Tarea 2: Representando y describiendo funciones periddicas

1. a. Escriba como varia el tiempo en esta situacion.

b. Escriba como varia la posicion del deportista (altura en metros).

2. Represente en el plano cartesiano, las parejas ordenadas dadas en la tabla 1.

3. Escriba Falso (F) o Verdadero (V), segun el caso.
a. Al transcurrir 6,12 y 18 segundos el deportista se encuentra en el sitio de partida ().
b. A'los 3 y 9 segundos el deportista se encuentra en lacima ().
c. A los 4 segundos el deportista se encuentra subiendo de A hacia B ().

d. El periodo de esta situacion es 3 segundos ().

4. Teniendo en cuenta que en el plano cartesiano se pueden unir los puntos, describa en el

contexto de la situacion (movimiento del deportista) el significado de la gréafica resultante.
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Se puede afirmar que el movimiento del deportista se describe mediante una funcion periddica.

Una funcién f es periddica con periodo p # 0 si su dominio contiene x + p siempre que contenga a x y Si
f(x +p) = f(x) paratodo x del domino de f.

La representacion grafica de una funcion periddica se repite a intervalos regulares. El intervalo menor para el cual
se repita la gréfica se llama periodo de la funcién. *°
El siguiente diagrama sagital muestra una representacion de la funcion periddica:

f
A > B

5. a. Con base en la grafica del punto 2 (tarea 2) y la definicion anterior, determine lo que
sucede con la grafica a partir de los 12 segundos.

b. Indique el periodo (p) de tiempo a partir de la grafica. Explique su respuesta.

6. Compruebe, por lo menos para tres valores de t, que el periodo p obtenido en 5 (b),
verifica: h(t + p) = h(t).

7. Explique la representacion sagital de una funcién periodica segun la relacion entre los x del
dominio y los f(x) del rango.

18" Definicién tomada de Apostol, Tom. Calculus (Vol. 1). 2ed. Barcelona: Reverté, 1988. Pag. 117 y Espiral 10.
Grupo Editorial Norma, 2004. Pag. 67.
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Tarea 3: Reconociendo graficas de funciones periodicas

Observe las siguientes representaciones gréficas de algunas funciones:*’

a b %o
80
40
08 110 |12 (14 16 |18 20 | 22 | 24 |
C T d p %
A1
1 / 0 1 X
ol 10

1. Complete la tabla 2, indicando si para las funciones periddicas y no para aquellas no
periddicas.

Representacion grafica a b c d e
Funcién Periédica
Periodo

Tabla 2.

2. Explique como determind el periodo p de aquellas funciones clasificadas como periddicas.

o Representaciones graficas tomadas de Leccion 12. Funciones. Disponible en:

platea.pntic.mec.es/jfgarcia/editorialsm/es3_esfera/leccion_12.pdf.
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Tarea 4: Aproximandonos a la expresion algebraica

Para obtener una expresion algebraica que describa el movimiento del deportista,
Valentina y Juan inician una discusion al respecto. Valentina asegura que la variacion de la altura
del deportista en funcion del tiempo corresponde a una funcion lineal dada por la expresion:
h(t) = 2,3t.

Sin embargo, Juan argumenta que esta expresion es valida solo para el primer tramo de

la grafica, k = 0, es decir cuando el deportista sube por primera vez a la cima de la escalera.

1. De este modo, Juan propone a Valentina que la expresién algebraica que describe el
movimiento del deportista para los tramos de ascenso en la grafica es h(t) = 2,3(t — 6k), donde

k indica el nUmero de veces en que sube el deportista. Por ejemplo, para k = 1 la expresion es:

h(t) = 2,3(t — 6).

a. Determine la validez de esta afirmacién para k = 3.
b. Valentina encuentra que para k = 4, la expresion algebraica es h(t) = 2,3(t —24) y
establece que: h(24) = 0; h(25) =2,3; h(26) =4,6 y h(27) = 6,9. Verifique los

valores dados por Valentina.

2. Ahora, Valentina decide buscar una expresion algebraica que permita modelar los tramos de

descenso del deportista y propone: h(t) = —2,3(t — 6k).

a. Decida si para k =1 la expresién dada por Valentina representa el primer tramo de

descenso del deportista.

b. Si k = 0 no representa este primer tramo, explique cual es el valor minimo que debe

tomar k para que la expresion tenga sentido.

3. Al final de la discusion Valentina y Juan deciden que la expresion algebraica que modela la

altura del deportista en funcién del tiempo es de la forma:
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{ 2,3(t —6k); k =0,1,2,3,...;6n <t < 3pdonden =0,1,2, ...y p impar
(Tramos de ascenso)
h(t) =
—2,3(t—6k);k=1,23,..;3p <t < 6ndonden =1,2,..y p impar
(Tramos de descenso)

Compruebe la validez de esta expresion para al menos dos valores de k y de t, para cada

tramo (ascenso y descenso).

4. Teniendo en cuenta las diferentes tareas llevadas a cabo en esta situacion, escriba como define

una funcién periodica.
3.2.3 Situacion 3

A continuacion encontrard una serie de actividades desarrollelas junto con un compafiero de

Curso.

Situacion 3: Algunas funciones de variacion periddica: El caso de las funciones circulares

SEN0 y coseno

A partir de las inquietudes de Valentina y Juan con respecto a las funciones periodicas,
el profesor de matematicas decide proponerles una situacion en un contexto de medida. Para esto
partiendo de una circunferencia unitaria (radio = 1) cuya longitud es L = 2nr = 2n(1) = 2m,
centrada en el origen del sistema de coordenadas relaciona a cada longitud de arco t un Unico
punto p(t) = (x,y) asociado al extremo del arco®®, estableciendo una correspondencia entre las

longitudes de los arcos y parejas ordenadas de nameros reales (ver figura 1).

'8 Un arco determinado en el sentido contrario a las manecillas del reloj se considera positivo; si el movimiento es
en el sentido de las manecillas del reloj el arco se considera negativo.
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(=1.0)

dl -1

Figura 1.

. . 1 . . . . . 1
Por ejemplo, si el arco es de " de circunferencia unitaria se tiene que: t = " (2n) = % entonces

T

p (5) = (0,1), como se observa en la figura 2."°

d(0,-1)

Figura 2.

¥ Las figuras 1 y 2 son tomadas del libro: Mateméatica Moderna y Estructurada 5. Editorial Norma, 1978. P4g. 46 —
47. El texto inicial es una adaptacion de las definiciones dadas en este mismo libro (Pag. 45 — 46).
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Tarea 1: Caracterizando las funciones circulares seno y coseno como funciones periodicas

1. a. Teniendo en cuenta el texto inicial y las figuras 1, 2 y 3, complete la tabla, para los arcos de

circunferencia dados.

Figura 3.

v

Arco

Longitud del arco (t)

Pareja ordenada: p(t) = (x,y)

0

1 . .
S de circunferencia

3 . R
5 de circunferencia

1 . .
> de circunferencia

5 . R
5 de circunferencia

3 . .
" de circunferencia

7 . .
5 de circunferencia

1 vuelta completa

1 . R
1 vueltay s de circunferencia

1 . R
1 vueltay " de circunferencia

3 . B
1 vueltay s de circunferencia

1 - .
1 vueltay > de circunferencia

5 . .
1 vueltay 5 de circunferencia

3 - .
1 vueltay " de circunferencia

7 . B
1 vueltay 5 de circunferencia

2 vueltas completas

Tabla 1.
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b. Explique cdmo determind las longitudes de los arcos y las parejas ordenadas.

2. A partir de la tabla 1, establezca para cuéles longitudes de arco la pareja p(t) = (x,y) es

igual. Argumente su respuesta.

3. Indigue entre qué valores varia la coordenada x y entre qué valores varia la coordenada y de la

pareja ordenada p(t) = (x,y).

Tomando en consideracion que a cada longitud de arco t se le puede asociar una pareja

ordenada p(t) = (x,y) se puede definir la funcion circular seno como la coordenada y del punto

p(t) y la funcién circular coseno como la coordenada x del punto p(t), de tal manera que:

p(t) = (coseno t,seno t).

A continuacién se presentan algunos valores para p(t) asociados a diferentes longitudes de arco

t.

4

V3
(- > )

1
>

A

Figura 4. Circulo Trigonométrico®.

4. A partir de la figura 4, indique como determinar el valor de senot y cosenot, para

longitudes de arco mayores a 2.

% Figura tomada de https:/sites.google.com/site/portafolioisainsaenz/-quinto-parcial/1-circulo-unitario
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5. Complete las siguientes tablas:

da.
Longituddelarco(t) |0 |® | T |5 | g |7n | 3n | 11lm | 2 | 137 | 5w | 17w | 3¢ | 197 | 7w | 237 | 47
612 6 6 1 21 6 6 | 21 6 6 | 21 6
Senot
b.
Longituddelarco(t) |0 |® | T |5 | g |7n | 3n | 11lm | 2 | 137 | 5w | 17w | 3¢ | 197 | 7w | 237 | 47
612 6 6 1 21 6 6 | 21 6 6 | 21 6

Cosenot

Tarea 2: Aproximacion gréfica de las funciones circulares seno y coseno
Dado que p(t) = (coseno t,seno t), lo que significa que a cada longitud de arco le
corresponde un Unico valor senot y un Unico valor cosenot, realice las graficas de estas

funciones teniendo en cuenta las tablas de la pregunta 5 (a, b) de la tarea 1.

1. a. Gréfica de la Funcion Seno

seno t

b

1 4+

18 Tt St W Txn 3n Ha2x 13¢r S7 17a 3@ 19x 7 23z 4n
- o s 1n | /7 | I =JR

6 6 6 2 6 6 2 6 6 2 6
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b. Gréafica de la Funcion Coseno

coseno t

T @« S5xa7x 3@ lx2aldx Sz 17x3w19x 7

2] 2

6 2 6 6 - 6 6 & 6 6

23z 4n
6

=

|

2. Con base en las gréficas anteriores determine:

a. La(s) longitud(es) de arco asociada(s) al valor maximo para la funcién seno.
b. La(s) longitud(es) de arco asociada(s) al valor minimo para la funcion seno.
c. La(s) longitud(es) de arco asociada(s) al valor maximo para la funcion coseno.

d. La(s) longitud(es) de arco asociada(s) al valor minimo para la funcion coseno.

3. Determine el valor de:

7T
a. seno — =
6
5w
b. coseno 3 =

c. coseno 3w =

T
d. seno — =
6

51
e. coseno 7 =
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4. a. Indique las razones por las cuales la funcion seno es periodica y determine su periodo.

b. Indique las razones por las cuales la funcidn coseno es periodica y determine su periodo.

5. Compruebe para al menos dos valores de t que el periodo p obtenido en la pregunta 4,
verifica:
a.seno (t +p) =senot

b. coseno (t + p) = coseno t

6. Después de haber realizado las tres situaciones propuestas, describa que es una funcion

periddica.

3.3 Implementacion de la propuesta de aula

La propuesta de aula se implementd entre los meses de junio y diciembre del afio lectivo
2015, con estudiantes del grupo 10 — 1 (grupo Sena®') de la jornada de la mafiana, de la
Institucion Educativa Hernando Navia Varon, sede Central. Institucion de caracter oficial del
Municipio de Santiago de Cali, ubicada en la Cra 26P N° 50 — 39 del barrio La Nueva Floresta
perteneciente al estrato socioeconémico 3. Sin embargo, la Institucion cuenta con estudiantes de
los estratos 1, 2y 3.

La seleccién del grupo obedecié a disponibilidad de horario, dado que en el afio lectivo
2015, el autor de esta propuesta no orientd el area de matematicas en el nivel de Educacion
Media; asi las horas de matematicas del grupo 10 — 1 coincidieron con espacios donde no
desempefid actividades académicas en los grados a cargo. El total inicial de estudiantes fue de
30, no obstante se finalizé con 28 ya que dos de ellos se retiraron de la Institucién durante la
aplicacién de la propuesta. Las edades del grupo elegido oscilan entre los 15y los 17 afios.

La metodologia de implementacion, fue el trabajo en parejas para toda la propuesta, con
un tiempo asignado para cada tarea de acuerdo a la complejidad o cantidad de preguntas que la

componian. El trabajo en equipo ayuda a los estudiantes a plantear diversas estrategias para

2! Estudiantes seleccionados por medio de evaluacién en Lenguaje y Matematicas, efectuada por el Sena, que al
culminar su Educacion Media reciben ademas de su titulo de bachilleres Técnicos Comerciales , la titulacion de
Técnicos en Contabilizacion De Operaciones Comerciales y Financieras. Lo anterior, supone un plan de estudios
disefiado en conjunto con el Sena (diferente a los demas grupos) solo para el area de comerciales.
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abordar las actividades, a discutir sus ideas y establecer puntos de acuerdo para la solucion de
cada una de las situaciones. Se buscd que la discusion se generara entre los dos integrantes de
cada equipo y no entre los grupos de trabajo.

Durante la aplicacion, el docente investigador resolvié las inquietudes® de los alumnos
frente a las actividades de las tareas, actuando como mediador entre los estudiantes y las
situaciones problematicas (principio de interaccion — principio de reinvencién). Esta mediacion
del docente, se realizaba con cada equipo de trabajo, solo se hizo extensiva a todo el grupo
cuando la inquietud o duda era general.

De igual manera, al finalizar cada situacion se llevé a cabo una plenaria®, acorde con el
principio de interaccion y el principio de reinvencién de la EMR, donde los estudiantes
discutieron sus interpretaciones, procedimientos de célculo y estrategias de solucion de las
situaciones problematicas. Las plenarias fueron dirigidas por el docente hacia aquellas tareas
donde se observo interpretacion erronea o dificultad en la solucion. Para esta dinamica cada
grupo cuenta con el material que ya habia resuelto y se fue dando la palabra a los estudiantes
para que socializaran sus respuestas, generando la discusion y el andlisis, que permitieron la
apropiacion de los conceptos por parte de los estudiantes.

Algunas dificultades presentadas en la ejecucion de la propuesta se debieron a la no
continuidad semana tras semana en la aplicacién de las situaciones, por actividades propias de la
Institucion y por no estar a cargo del area de matematicas en el grado 10 — 1, el autor de este
trabajo. Esta ultima dificultad se relaciond con la ejecucion del plan de aula por parte del docente
responsable y las calificaciones de los periodos académicos. Por esta razon se hizo necesaria la

implementacidn de las situaciones 2 y 3, en espacios cedidos por otros docentes de la Institucion.

3.4 Resultados y andlisis de resultados

Los resultados se organizan por medio de tablas de frecuencias clasificadas por tipos, la
respuesta dada por los estudiantes, el nUmero de estudiantes y el porcentaje. La clasificacion por
tipo de respuesta permite sistematizar las diferentes opciones de los estudiantes. Las tablas van

acompafiadas de su respectiva pregunta, titulo y analisis. Los titulos de las tablas se corresponden

%2 | as inquietudes o cuestionamientos de los estudiantes fueron anotadas por el docente y se constituyen en un
elemento fundamental para enriquecer los analisis de las situaciones.
% Se realiz6 filmacion solo de la primera plenaria.
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con la tarea y el numero de pregunta, asi P;T;(S;) hace referencia a: pregunta 1, tarea 1,
situacion 1; esto con el fin de facilitar la lectura e interpretacion de los resultados. Los analisis
parten fundamentalmente de los registros de los estudiantes, las observaciones del docente
(discusion con los equipos de trabajo) y las plenarias llevadas a cabo. El andlisis de esta
informacion se asocia con un analisis general de las producciones de los estudiantes frente a la
propuesta de aula implementada, es decir lo alcanzado por el grupo.

Se escanean algunos de los registros de los estudiantes con el fin de dar coherencia y
respaldo a las afirmaciones realizadas dentro de los respectivos analisis. En el Anexo 1 (pag.
231) se presenta en su totalidad el registro de la propuesta de aula desarrollada por dos de los
equipos.

Para los diferentes registros escaneados se hace uso de Evidencias de respuesta P T S
Tipo, en tanto los registros no siempre se corresponden entre las diferentes preguntas, es decir la
etiqueta Evidencias de respuesta P T S Tipo 1, no hace referencia necesariamente al mismo grupo

de estudiantes.

3.4.1 Resultados y Andlisis de Resultados de la Situacion 1: Reconozcamos fendmenos

naturales periddicos

Fases de la luna y calendario lunar

La luna es el Unico satélite natural de la Tierra. Su didmetro es de unos 3.476 km,
aproximadamente una cuarta parte del de la Tierra. La luna gira alrededor de su eje (rotacion) en
aproximadamente 27 dias, 7 horas, 43 minutos y 11,5 segundos — 27.32 dias — (mes sidéreo) y se
traslada alrededor de la Tierra (traslacion) en el mismo intervalo de tiempo, de ahi que siempre
nos muestra la misma cara. Ademas, nuestro satélite completa una revolucion relativa al sol en
aproximadamente 29 dias, 12 horas, 44 minutos y 2,8 segundos (mes sinddico), es decir para
cambiar de wuna fase a otra similar, o mes lunar, la luna necesita 29.53 dias
(www.astromia.com/tierraluna/movluna.htm).

A medida que la luna gira alrededor de la Tierra, y la Tierra gira alrededor del sol, la
zona de la luna iluminada va cambiando de posicion de manera que unas veces vemos toda la

cara visible de la luna iluminada por el sol, cuando la Tierra esta en alguna posicion entre el sol y



81

la luna, y otras veces vemos la cara visible oscura, ya que el sol se encuentra al otro lado de la
luna e ilumina la cara oculta. Esta variacion en la cantidad de superficie lunar que vemos
iluminada recibe el nombre de FASES DE LA LUNA, y son cuatro (luna nueva, cuarto
creciente, luna llena y cuarto menguante) que se van alternando a lo largo del mes lunar
(recursos.cnice.mec.es/biosfera/alumno/1ESO/Astro/contenidoll.htm).

A continuacion se presenta el calendario lunar para los meses de enero, febrero y marzo

de 2014, y las fechas correspondientes a las diferentes fases de la luna.?*

Figura 8. Calendario lunar para los meses de enero, febrero y marzo de 2014

enero
lu mami ju vi sado
1 2. 3.4 5
6 7 8 9 10 11 12
13 14 1516 17 18 19
20 21 22 23 24 25 26
27 28 29 30 31

febrero
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1 2
3 4 567 8 9
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17 18 19 20 21 22 23
24 25 26 27 28
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lu mami ju vi sado
1 2
340 568
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31
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Fecha 1 8 16 24 31 7 15 23 2 9 17 25 31
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Un andlisis general, a la lectura del texto Fases de la luna y calendario lunar deja ver
que este no reviste dificultad para la mayoria de estudiantes, no obstante pese a abordar un
fendmeno cotidiano como son las fases de la luna, los jovenes manifiestan desconocer aspectos
relacionados con los movimientos de rotacion y traslacion de nuestro satélite natural, asi como
de revolucion relativa con respecto al sol y por ende con términos como mes sidéreo y mes
sinddico. Aunque estan familiarizados con las diferentes fases de la luna, no conocen el
fendmeno natural, relacionado con la variacion en la cantidad de superficie lunar iluminada, que

las determina.

% Este calendario se ha modificado de acuerdo al propésito de las tareas, relacionadas con los fenémenos periédicos.
Ver un ejemplo de calendario real en www.pac.com.ve/contenido/calendario-lunar-2014-imprimir/10989
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Los estudiantes logran asociar la representacion grafica del calendario lunar del primer
trimestre del afio 2014 con la representacion tabular donde se especifica la fecha y la fase lunar
correspondiente para los meses de enero, febrero y marzo. Las representaciones numericas
involucradas, enteras y decimales, no constituyen un obstaculo para el desarrollo de la lectura,
sin embargo todos los estudiantes se limitan a la aproximacion dada en el texto para los meses
sidéreo (27.32 dias) y sinodico (29.53 dias). No hay preguntas o cuestionamientos al respecto, ni
el intento de comprobar o explicar las equivalencias de las horas, los minutos y los segundos en
dias.

Tarea 1: Comprendiendo la situacion

Teniendo en cuenta el texto anterior, responda las siguientes preguntas:

[ 1. Indique en qué consiste el mes sidéreo y cual es su valor aproximado.

Tabla 6. Tipos de respuestas P;T{(S1)

Clasificacién Respuesta NUmero de Porcentaje
estudiantes

Estudiantes que definen parcial o completamente el mes sidéreo
desde el fendmeno fisico (rotacion y/o traslacion de la luna) y como
el intervalo de tiempo transcurrido para dichos movimientos de la
Tipo 1 luna. Dan el valor requerido. 4 13,3%

Estudiantes que definen parcial o completamente el mes sidéreo
desde el fenémeno fisico (rotacion y/o traslacion de la luna), mas no

Tipo 2 como el intervalo de tiempo transcurrido para dichos movimientos 22 73,3%
de la luna. Dan el valor requerido.

Estudiantes que definen el mes sidéreo, desde una interpretacion
Tipo 3 errénea de los movimientos de rotacion y traslacion de la luna; sin 4 13,3%
embargo dan el valor requerido.
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[ 2. Explique en qué consiste el mes sinddico y cuél es su valor, segun la lectura.

Tabla 7. Tipos de respuestas P,T(S1)

Clasificacion Respuesta NUmero de Porcentaje
estudiantes

Estudiantes que definen el mes sinddico parcial o completamente
como el tiempo transcurrido para que la luna cambie de una fase a
otra similar y /o complete una revolucion relativa alrededor del sol.
Tipo 1 Dan el valor pedido. 4 13,3%

Estudiantes que definen parcial o completamente el mes sinddico
desde el fendmeno fisico (una revolucion relativa de la luna con
Tipo 2 respecto al sol y/o el cambio de una fase de la luna a otra similar); 24 80%
mas no como el tiempo transcurrido en dicha revolucién y/o
cambio. Dan el valor pedido.

Estudiantes que definen de forma erronea el mes sinddico, aunque
Tipo 3 dan su valor aproximado. 2 6,7%

Teniendo en cuenta las tablas 6 y 7, donde se presenta la tipificacion de respuestas a las
preguntas 1 y 2, se observa que el 13,3 % de los estudiantes conciben el mes sidéreo no solo
desde el fendmeno natural, sino también como su duracion (fendmeno). Es conveniente sefialar
que ningln equipo de estudiantes hace sefialamientos explicitos sobre la misma duracién, en
tiempo, del movimiento de rotacion de la luna sobre su propio eje y de traslacién alrededor de la
tierra. Para el mes sinddico, este mismo porcentaje 13,3 %, da su definicion Unicamente en
términos de la duracion del fendbmeno. Sin embargo, el 73,3 % y el 80%, para las preguntas 1y 2
respectivamente, se limitan a la descripcion de los fendmenos, més no interpretan los meses
sidéreo y sinodico como unidades de medida de tiempo.

Lo anterior indica que la mayoria de estudiantes tiene una comprensién de los
fendmenos naturales asociados a las fases lunares a partir de su descripcién en el texto inicial,
aunque no identifiqguen como unidades de tiempo el mes sidéreo, duracion de la rotaciéon y
traslacion de la luna y el mes sinddico, duracion de una revolucion relativa de la luna alrededor
del sol y el cambio de una fase lunar a otra similar. En este sentido, el texto: Fases de la luna 'y
calendario lunar, brinda un contexto, como lo argumenta Freudenthal (1981, p.144, citado por
Bressan, Gallego y Zolkower, 2004, p. 5) para el inicio de la actividad matematica de los
estudiantes, a la vez que permite el reconocimiento y caracterizacion de fenomenos de variacion
periddica en una disciplina externa a la matematica desde una lectura (registro verbal) como lo

argumentan los Lineamientos (1998) y Estandares (2006).
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3. Explique que es el calendario lunar y cémo se divide el mes sinodico para determinar cada
fase de la luna.

Tabla 8. Tipos de respuestas P3T(S1)

Clasificacion Respuesta NUmero de Porcentaje
estudiantes

El calendario lunar es una representacién numérica (registro) de los
dias en los cuales la luna atraviesa sus distintas fases. El mes

Tipo 1 sinddico se divide en 4 fases, cada una con un tiempo aproximado 8 26,7%
de duracion de 7 dias.

El calendario lunar es un registro donde se representan las fechas
correspondientes a las fases lunares. EI mes sinddico se divide en 4

Tipo 2 fases (no establecen el tiempo aproximado de duracion de cada 8 26,7%
fase).

El calendario lunar es un registro de las fases lunares y sus fechas.

Tipo 3 La explicacion gira en torno a los fenémenos naturales que 8 26,7%
determinan el mes sinddico. Este mes se divide en 4 fases, cada una
con un tiempo aproximado de 7 dias.

El calendario lunar muestra las fases (caras) de la luna. EI mes
Tipo 4 sinddico se divide en 4 fases, pero no dan valor aproximado para 6 20%
cada fase o es incorrecto.

Por organizacion vy tipificacion de las respuestas, se incluye en el tipo 3 una pareja de
estudiantes que difiere en el nimero de fases en que se divide el mes sinddico, 3 fases, pero que
no afecta su respuesta en cuanto la duracion aproximada de cada fase. Ademas, se incluye en el
tipo 4 una pareja de estudiantes que en su explicacion del calendario lunar confunden el mes
sinddico con el mes sidéreo.

La clasificacion de respuestas a la pregunta 3, evidencia que 81 % de los estudiantes,
asocian el calendario lunar con una representacion o registro que indica las diferentes fases
lunares y sus correspondientes fechas, de tal manera que el calendario del primer trimestre del
afio 2014 acompafado de su registro tabular, fecha y fase lunar, no reviste dificultad en su
interpretacion. Con respecto a la division del mes sinodico, se observa que los estudiantes, salvo
un grupo (como se menciond anteriormente) divide este mes en 4 fases, donde algunos
aproximan la duracién de cada fase a 7 dias. El grupo que afirma que son tres fases, realiza una
deduccidn que no incluye la fase inicial, luna nueva, sino el total de fases intermedias: creciente,
Ilena y menguante que transcurren para llegar a nuevamente a la luna nueva, como lo indica su

respuesta:
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En esta pregunta, comienzan a surgir en los estudiantes los primeros calculos numéricos
referidos a la duracion de cada fase, de este modo, se asume la aproximacion de 7 dias, ya que
los procedimientos de los jovenes muestran que 7,38 dias y 7,75 dias son los valores que
encuentran. El primero de ellos, concerniente a la duracion del mes sinddico (29,53 dias) vy el
segundo a la duracién de un mes de 31 dias. En ambas respuestas se acude a la division como

proceso de célculo.

[ 4. Para dos rotaciones de la luna, enuncie el tiempo en dias transcurridos™.

Tabla 9. Tipos de respuestas P,T{(S1)

Clasificacion Respuesta Numero de Porcentaje
estudiantes

Estudiantes que enuncian el valor correcto en dias
transcurridos con o sin aproximaciones decimales,
argumentando su respuesta a través de célculos
Tipo 1 numéricos y/o lenguaje retdrico. 24 85,7%

Estudiantes que enuncian un valor erréneo para el nimero
de dias transcurridos. No hay justificacion de su
Tipo 2 respuesta, se limitan al resultado. 4 14,3%

Para esta pregunta y las siguientes el nimero total de estudiantes se reduce a 28 ya que
dos de ellos se retiran de la Institucion.

La tabla 9 muestra que el 85,7% de los estudiantes da el valor acertado para dos
rotaciones de la luna, independiente del uso o no de aproximaciones decimales, donde las
estrategias de solucidén que surgen son de tipo aditivo y multiplicativo, expresadas mediante

operaciones y/o lenguaje retorico. Lo que demuestra el uso de herramientas matematicas por

% A partir de la pregunta 4 se le permite a los estudiantes el uso de la calculadora en las actividades donde lo
consideren necesario.
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parte de los alumnos para comprender, organizar y dar solucion a la situacién planteada,
procesos que se acentdan en los principios de actividad, de realidad y reinvencion dentro del
enfoque de laEMR.

En cuanto a las respuestas incorrectas, se puede deducir de los registros de los
estudiantes errores de calculo debido a la consideracion del mes sinddico, donde se alude a la

duracién de dos fases lunares, como se muestra a continuacion:

Conendo ('O 1oney eo \oemn f(ewed de

o \onn

> e\
dande Vo comgplendn =elen Caed en mY (oatecion

donde Vewnda Oexien faDed Gonde e med
onodicd e odiode.

29 .5 n ] DR ded Jdotn codon (eme
| = ;Oe e 'a loaan
33
I
Q e oling Y oanD Q.ocq-dO’D <o

Ww.3e O\ x;aoco“d’y:‘ P e e
doo volecionws o, lona

Claramente se observa que el nimero de dias transcurridos 14,76%° proviene de la

duracién aproximada (7,38 dias) de cada fase lunar.

[ 5. a. Complete la siguiente tabla, para las distintas rotaciones de la luna.

N°. de rotaciones 1 % 3 6 7% 10

Dias

. 109.28 259.54 327.84
transcurridos

b. Escriba la manera como determind la relacion entre el nimero de rotaciones de la luna
y los dias transcurridos.

% |_os estudiantes no especifican si este calculo lo realizan a través de adicién o multiplicacion.



Tabla 10. Tipos de respuestas Ps, ,T1(S1)
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Clasificacion Respuesta Justificacion Ndmero de Porcentaje
estudiantes
La relacién entre el nimero de rotaciones y los dias
transcurridos se determina total o parcialmente (dias
transcurridos), por medio de una descripcion en
lenguaje retérico, que involucra estructuras tipo 10 35,7%
multiplicativo (multiplicacién y/o divisién).
Estudiantes que
completan de La relacién entre el nimero de rotaciones y los dias
Tipo 1 forma adecuada la  transcurridos se determina por medio de calculos
tabla en su numéricos  que involucran  estructuras  tipo 6 21,4%
totalidad, haciendo  multiplicativo (multiplicacion y/o divisién).
uso o no de
aproximaciones
decimales.
La relacién entre el nimero de rotaciones y los dias
transcurridos se determina parcialmente  (dias
transcurridos), haciendo uso de lenguaje retdrico e
involucra estructuras tipo multiplicativo 4 14,3%
(multiplicacién).
Estudiantes que no
completan de La relacién entre el nimero de rotaciones y los dias
Tipo 2 forma adecuada la  transcurridos se determina parcialmente (dias
tabla (1 -3 transcurridos), haciendo uso de lenguaje retdrico y/o
valores calculos numéricos e involucra estructuras tipo 6 21,4%
incorrectos). multiplicativo (multiplicacion).
Estudiantes que no  La relacion entre el nimero de rotaciones y los dias
completan de transcurridos se determina, por medio de célculos
Tipo 3 formaadecuadala numéricos que  involucran  estructuras  tipo 2 7,1%

tabla (4 o méas
valores o
incorrectos).

multiplicativo (multiplicacion y/o division).

La tabla 10 muestra que el 57,1% de los estudiantes completa no solo de forma

adecuada los valores de la relacion niumero de rotaciones de la luna y dias transcurridos, sino que

hacen uso de estructuras de tipo multiplicativo, ya sea por medio de descripciones en lenguaje

retorico o el uso de algoritmos para justificar dicha relacion. Lo que deja ver, las diversas

estrategias de solucién o primeros modelos®’ que emergen para representar y organizar la

situacién, es decir la matematizacién de la situacion planteada desde el enfoque de la EMR. De

igual forma, el uso de la representacion tabular constituye para los jovenes un punto de partida

en el estudio de la funcion en tanto permite el reconocimiento de patrones y regularidades en el

contexto de la variacion, en torno a las nociones de variable y constante, como lo afirman los

Lineamientos (1998, p.73).

2" Estos modelos estan asociados al contexto o situacion de la cual emergen (nivel situacional).



Algunas de las respuestas dadas por los estudiantes se presentan a continuacion:

Evidencias de respuesta Ps, , T1(S;) Tipo 1

5. a. Complete la siguiente tabla, para las distintas rotaciones de la luna.

N°. de 1

rotaciones | 1 3 3 1N 6 %94 12 | 10
Di

transen oo 2932 | 43,6653 96 | 10928 |16302) 20n. | 25954 | 32784 | 23,2

b. Escriba la manera como determino la relacién entre el nimero de rotaciones de la luna y los

dias transcurmidos.
1% 21.32: 21.32
1,2 X 271.32:13.66 |

2% 37,39 % 31.96
I x 23.32¢ 109,28

Evidencias de respuesta Ps, , T1 (S;) Tipo 2

6x21.32:163.92
1.5 y23.32:204.9

q.SX 2-1.32_. 25(\.5"\

49 x 21,327 327 ¥4

5. a. Complete la siguiente tabla, para las distintas rotaciones de la luna.
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10,,2}.32" :’.15.2

N°. de 1 1
rotaciones - 2 . i 6 % |9 o 12 10
Di
transcumidos |2V [13,66181,96| 10928 [163,921204 9| 25954 | 32784 |2,
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Es pertinente sefialar que al hablar de una determinacion parcial de la relacion numero
de rotaciones de la luna y dias transcurridos por parte de algunos estudiantes, se hace referencia a
la justificacion, ya sea de forma retorica y/o numérica de los dias transcurridos, razon por la cual
solo involucran la multiplicacion. A partir del dialogo con los diversos grupos y la plenaria se
establece, aunque no esta explicito, que para el numero de rotaciones de la luna prevalece el

método de ensayo y error, multiplicando 27,32 por el valor que genere el dado en la tabla, en
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palabras de los jovenes: “Suponemos que el numero de rotaciones aumenta, asi multiplicamos

27,32 por el numero de rotaciones que no sabiamos hasta que nos dio”.

En general, aunque los estudiantes hacen uso de la calculadora, la notacién no es

impedimento para que los jovenes empleen las equivalencias entre las representaciones

numéricas: 7% =75y 9% = 9,5 es decir pese a obtener 259,54 + 27,32 = 9,5 lo escriben como

91
2

Algunos procedimientos (ver a continuacion) muestran un tratamiento de los numeros

1

5. a. Complete la siguiente tabla, para las distintas rotaciones de la luna

75 =7+ % y 9% =9+ % es decir desde su representacion mixta y decimal.

. 13 C P\ - o_\r_\r\ .
Ne. d 1
m A ;1| 3 | 6 7} a+ | n 10
Di _
lnnsc:rsﬁdos D .66 |8LAL| 10928 \(2 02| LA A| 25954 | 32784 2332

A= 1AL x\ 22392
b L3352 D66
C- 22.3% =~ B1.AG.
A= (OQ.‘L@':' 2334
€-23.5Lx =163

€- 13 LR FHD66=200 4

a-23.32 ¥a+x \3.¢6 2254 .54
W-203-D0=23.52:=\2
=292 X 10 = 1A>-L

Finalmente, las dificultades de los grupos que no logran completar de forma adecuada la

tabla se centran en el uso incorrecto de la coma o el punto en las cifras decimales e interpretacion

, , 1
erronea del nimero >

Evidencias de respuesta Ps,T;(S;) Tipo 1

5. a. Complete la siguiente tabla, para las distintas rotaciones de la luna.

N°, de . 1

rotaciones 1 7 3 4 6 7 9.5 1z 10
Dias '

transcurridos | 2732 [Swey | 896 | 10928 |1¢3.92 [ ;5443 | 25954 | 327.84 (33 44
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. 1 -z
En este caso, el nimero 5 Se toma como el doble del valor de una rotacion y se nota

ademaés un inadecuado uso de las cifras decimales (casillas 2 y 9).
Evidencias de respuesta Ps,T; (S;) Tipo 2

5. a. Complete la siguiente tabla, para las distintas rotaciones de la luna.

N°, de 1 F
rotaciones | ! 3 3 . 6 7|8 a |11 10
Dias
transoomidos |13+ 30 [10 .92 [84:95 | 10928 [+6342|230.7 25954 | 32784 21,9

Q. le [
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13.31 + }CJ L I wlavone = Vo dY
——ee 2
Yo .49%
vokiGiun @y
W "
V.30 x (7= 323,84, } Do R N5 S

J Aowi oot

Resultado que conduce a los calculos 27,32 X 7 + 40,98 = 232,22 (casilla 6) y

27,32 X 8 + 40,98 = 259,54 (casilla 7).
Con respecto al grupo clasificado como tipo 3 dentro de la tabla 10, se percibe en este
caso, una comprension errada de la relacion: numero de rotaciones y dias transcurridos que

conduce a célculos numéricos inapropiados e incoherentes.

5. a. Complete la siguiente tabla, para las distintas rotaciones de la luna.

1 2 2 u < & ~ = <y
N°. de 1 1 a 122 10
rotaciones 1 2 3 A a8 & ik L
Dias 2135 | 13.46[q12 | 10928 | .0C (327 25954 | 32784 |22

transcurridos
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D) 27.22v7= 19.9244424
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Tarea 2: Estableciendo regularidades periodicas

Observe el calendario lunar para los meses de enero a marzo de 2014 y conteste:
1. Determine el tiempo ha transcurrido entre cada fase de luna nueva en el mes de enero.
Comparelo con el mes sinddico y saque una conclusion.

Tabla 11. Tipos de respuestas P, T,(S;)

Clasificacion Respuesta Conclusién Numero de Porcentaje
estudiantes
El tiempo transcurrido para
Estudiantes que determinan la luna nueva en el mes de
Tipo 1 que el tiempo transcurrido es enero se aproxima a la 16 57,1%
de 29 dias. duracion del mes sinddico.
El tiempo transcurrido para
Estudiantes que determinan la luna nueva en el mes de
Tipo 2 que el tiempo transcurrido es enero se aproxima a la 8 28,6%
de 30/31 dias. duracién del mes sinédico.
Estudiantes que determinan
Tipo 3 que el tiempo transcurrido es  No hay conclusion. 2 7,1%
de 29 dias.
El tiempo transcurrido
Estudiantes que determinan entre cada fase lunar es
Tipo 4 que el tiempo transcurrido es aproximadamente 7 dias 2 7,1%

de 7 dias.

hasta llegar nuevamente a
su fase similar.

La tabla 11 deja claro que 24 de los 28 estudiantes, independiente del tiempo

transcurrido en dias para las fases de luna nueva en enero, reconocen el mes sinddico como una

regularidad al margen de su duracion. Con respecto al tiempo transcurrido, la diferencia en dias

radica en la inclusion o no, de los extremos (fechas) donde se presenta la primera luna nueva (1

enero) y la segunda (31 enero), lo que evidencia el conteo como principal estrategia para
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determinar los dias transcurridos. Si bien uno de los grupos responde de forma inadecuada que el
tiempo transcurrido es de 7 dias entre las fases de luna nueva en enero, su conclusion reafirma la
regularidad del mes sinddico, en tanto cada fase demora aproximadamente 7 dias hasta llegar a

su similar.

2. ¢ Transcurre para el cuarto menguante entre los meses de febrero y marzo la misma cantidad
de dias que para la luna nueva en el mes de enero? Explique su respuesta.

Tabla 12. Tipos de respuestas P,T,(S1)

Clasificacion Respuesta Explicacion Namero de Porcentaje
estudiantes
Tipo 1 Estudiantes que Asociada a la duracion del mes 6 21,4%
responden si. sinddico.
Tipo 2 Estudiantes que Referida al cambio (duracién) entre 6 21,4%
responden si. cada fase de la luna.
Tipo 3 Estudiantes que No hay explicacion. 8 28,6%
responden si.
Asociada a una diferencia en dias con
Tipo 4 Estudiantes que respecto a la duracidn del mes sinddico 8 28,6%
responden no. ylo interpretacién inadecuada de este
mes.

La tipificacion de las respuestas en si y no, a esta pregunta se efectla sin tomar en
consideracidn los dias transcurridos para la luna nueva en enero, sefialados por los estudiantes en
la pregunta 1.

El 71,4 % de los jovenes ratifica una regularidad ligada a la duracién del mes sinddico,
tiempo que la luna tarda en ir de una fase a otra similar, indiferente de la respuesta a la pregunta
1, como se menciond en el parrafo anterior. En el marco del contexto definido para esta
situacién, estos resultados indican un reconocimiento por parte de los jévenes de la inexactitud
(cuantitativa) que caracteriza los fendmenos naturales de nuestro entorno, en este caso la
variacion periodica de las fases lunares. No obstante, los 8 estudiantes que afirman no basan su
conclusion en este mismo argumento, solo que visto desde la no exactitud (en dias) con el mes

sinddico.
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3. Podrias dar la razon por la cual durante el mes de febrero de 2014, no se presenta luna nueva y
durante los meses de enero y marzo hay dos dias de esta fase. Justifique su respuesta.

Tabla 13. Tipos de respuestas P3T,(S¢)

Clasificacion Respuesta Namero de Porcentaje
estudiantes

Al ser febrero un mes de 28 dias, no se
Tipo 1 completa el mes sinddico desde la dltima fase 20 71,4%
de luna nueva (31 enero).

Febrero es un mes de 28 dias, por tanto es mas
Tipo 2 corto que enero y marzo (No hay argumentos 4 14,3%
asociados a la duracidn del mes sinédico).

Tipo 3 No responden. 4 14,3%

Nuevamente, el mayor porcentaje de estudiantes (71,4%) justifica su respuesta con base
en la regularidad del mes sinddico y como esta se cumple sin distincion de la fase lunar, lo que
demuestra un nivel de comprension de la definicion del mes sinddico a partir de la lectura, es

decir sin acudir a una verificacion por medio de conteo.

[ 4. Realice el calendario lunar para el siguiente trimestre del afio 2014 (Abril, Mayo y Junio).

Tabla 14. Tipos de respuestas P,T,(S;)

Clasificacion Respuesta NUmero de Porcentaje
estudiantes

Estudiantes que realizan adecuadamente y en su
Tipo 1 totalidad el calendario lunar para el segundo 2 7,1%
trimestre de 2014.

Estudiantes que realizan completa o parcialmente el
Tipo 2 calendario lunar, pero al menos una de las fechas o 10 35,7%
fases es incorrecta.

Estudiantes que completan 0 no en su totalidad el

Tipo 3 calendario lunar, pero todas sus fechas son 14 50%
incorrectas.
Tipo 4 Estudiantes que no realizan el calendario lunar. 2 7,1%

| 5. a. Complete la siguiente tabla.

Abril | Junio Junio . Mayo | Abril .
Fecha 8 15 Mayo 23 Abril 8 24 Mayo Junio

F N
L ua':]S; r . \J‘ (, (’)
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Tabla 15. Tipos de respuestas P5,T»(S1)

95

Clasificacion Respuesta Namero de Porcentaje
estudiantes
Tipo 1 Estudiantes que completan la tabla adecuadamente o 6 21,4%
maximo con dos respuestas no acertadas.
Tipo 2 Estudiantes que completan la tabla con al menos 3 10 35,7%
valores adecuados.
Estudiantes que completan la tabla de forma totalmente
Tipo 3 inadecuada o a lo sumo dan dos respuestas acertadas. 2 7,1%
Estudiantes que no completan la tabla, dando
Tipo 4 respuestas totalmente incorrectas o al menos cinco 10 35,7%
acertadas.
b. Indique los aspectos que tuvo en cuenta para realizar este calendario.
Tabla 16. Tipos de respuestas P5,T,(S1)
Clasificacion Respuesta NuUmero de Porcentaje
estudiantes
Estudiantes que realizan conteo (en el calendario
Tipo 1 del primer trimestre) del numero de dias que 6 21,4%
transcurren de una fase de la luna a otra similar
(duracion del mes sinddico).
Estudiantes que realizan conteo (en el calendario
Tipo 2 del primer trimestre) del ndmero de dias que 4 14,3%
transcurren entre cada fase.
Estudiantes que mencionan el calendario del primer
Tipo 3 trimestre y conteo sin especificar proceso alguno. 8 28,6%
Tipo 4 No indican aspecto alguno/No son claros en el 10 35,7%

admbito de la pregunta.

El anélisis de la tipificacion de respuestas a las preguntas 4, 5a y 5b muestra alto grado

de complejidad, en tanto el conteo como proceso generalizado usado por los estudiantes se vio

afectado por la inclusion de los extremos (fechas) dadas para las fases de la luna en el calendario

del primer trimestre, del cual parte la mayoria de jovenes (18) y por tomar en consideracion la

duracion aproximada de 7 dias de cada fase lunar. Lo anterior generé que las fechas y fases

lunares dadas en la tabla (5a) no coincidieran con los calendarios elaborados por los alumnos; en

este sentido los grupos que completan la tabla adecuadamente 0 maximo con dos respuestas no

acertadas manifestaron como base fundamental para el conteo la duracion del mes sinodico (29

dias).
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Sin embargo, lo expuesto no contradice el reconocimiento y comprension de los
estudiantes de una regularidad de tiempo, periodo, en el cambio de una fase de la luna a otra
similar o mes sinddico y una regularidad entre las diferentes fases lunares; al contrario esta
periodicidad se confirma con el hecho de utilizar 29 dias en el conteo para predecir nuevas
fechas por parte de algunos estudiantes, es decir asumen este comportamiento de variacion
periddica para el segundo trimestre.

A partir de las respuestas dadas por los estudiantes a las preguntas 5a y 5b se infiere que
estas no se corresponden directamente con los calendarios construidos en la pregunta 4, asi
calendarios incorrectos o incompletos no implican fechas/fases erroneas en la tabla (5a), lo que
se corrobora con la clasificacion tipo 1 de la tabla 14 donde solo una pareja de estudiantes

elabora acertadamente el calendario:
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Ante esta situacion, los estudiantes manifestaron en la plenaria que pese a que sus
fechas/fases lunares no coincidian con las relacionadas en la tabla (5a) pues les daba una fecha
anterior/una fecha posterior, realizaban el ajuste a la fecha establecida. Por esta razon, la mayor
dificultad se reflejo en la determinacion del dia del mes donde se presentaba la fase lunar.

Si bien, se presentd dificultad en las preguntas 4, 5a y 5b, este tipo de actividades donde

se pone en juego la prediccion, como aspecto fundamental asociado a la periodicidad, contribuye
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al desarrollo del pensamiento variacional, Lineamientos (1998), en tanto permite a los
estudiantes el manejo de habilidades como la conjeturacion, la generalizacion y la argumentacion
en la solucién de situaciones problematicas, punto de vista coherente con el enfoque de la EMR
donde el énfasis se centra en la matematizacion (organizacion de la realidad con medios
matematicos) a partir del uso de estrategias referidas al contexto de la situacion (nivel

situacional), para este caso el conteo.

6. a. Con base en el calendario lunar del primer semestre del afio 2014, determine la manera
de predecir las fases lunares y fechas, pertenecientes al segundo semestre del 2014.

Tabla 17. Tipos de respuestas Pg,T5(S1)

Clasificacion Respuesta NUmero de Porcentaje
estudiantes

Contando los dias que transcurren para que la luna

Tipo 1 cambie de una fase a otra similar (mes sinddico). 2 7,1%

Tipo 2 Contando los dias que transcurren entre cada fase 20 71,4%
lunar.

Tipo 3 Contando (no especifican si los dias transcurridos 2 7,1%

entre cada fase lunar o de una fase a otra similar).

Tipo 4 No determinan la forma de predecir las fechas / No es 4 14,3%
coherente.

| b. Indique la regularidad relacionada con dias transcurridos entre cada fase lunar.

Tabla 18. Tipos de respuestas Pg,T»(S1)

Clasificacion Respuesta NUmero de Porcentaje
estudiantes
Tipo 1 Estudiantes que indican una regularidad de 7 u 16 57,1%
8 dias.
Tipo 2 Estudiantes que no responden 12 42 9%

[ :C6mo la podrias denominar?
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Tabla 19. Tipos de respuestas Pg,T5(S1)

Clasificacion Respuesta Namero de Porcentaje
estudiantes
Tipo 1 Rutina — cambios lunaticos. 4 14,3%
Tipo 2 Periodo de tiempo (semanal). 6 21,4%
Tipo 3 Estudiantes que no responden. 18 64,3%

El analisis de las respuestas a la pregunta 6, corrobora el conteo como herramienta
matemética para predecir las fechas correspondientes al segundo semestre del 2014%%, ademas
que los estudiantes reconocen e indican una regularidad asociada a los cambios entre cada fase
lunar (57,1% de la tabla 18). La tabla 19, muestra que el 21,4% de los jovenes identifica esta
regularidad como un periodo de tiempo, interpretando este como el tiempo trascurrido para cada
cambio de fase lunar, es decir la palabra periodo alude a la duracion en dias de cada fase lunar (7
aproximadamente) y no al tiempo transcurrido para que el fenémeno vuelva a iniciar, se repita,
como sucede con el mes sinddico o tiempo que transcurre entre cada fase similar de la luna. De
lo anterior se puede inferir que algunos estudiantes estan asumiendo el periodo de un fendmeno
como cualquier regularidad que se presente dentro del mismo, lo cual es incorrecto en tanto todo

periodo esta caracterizado por una regularidad, pero no toda regularidad determina un periodo.
Tarea 3: Validando fenémenos periodicos

Las fases lunares y la agricultura

Como bien sabes, Colombia es uno de los principales paises a nivel mundial en la
siembra, cultivo y produccion de café, procesos caracterizados por las précticas tradicionales de
los campesinos de las distintas regiones del pais.

El desarrollo de la caficultura comprende una serie de tareas para las cuales los
pequefios productores consideran, en la mayoria de los casos, las diferentes fases lunares para
ejecutarlas, es asi como la mejor fase lunar para cosechar granos de café con la finalidad de

producir semillas es el cuarto menguante hacia la luna nueva (Torres, 2012).

% Sin embargo este conteo, como lo demuestra el porcentaje (71,4%) de la tabla 17, se fundamenta nuevamente en
la duracién de cada fase lunar, la cual como se menciono en el andlisis de la pregunta 5, conllevo a dificultades en la
determinacion de las fechas y fases lunar del segundo trimestre.
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1. a. ¢Cuales fueron las fechas en el primer semestre del afio 2014 donde los pequefios
productores de café pudieron cosechar los granos de café?

Con ayuda del calendario lunar construido en la tarea anterior y tomando como referencia el
texto las fases lunares y la agricultura, determine:

Tabla 20. Tipos de respuestas P,T3(S1)

Clasificacion Respuesta NUmero de Porcentaje
estudiantes

Estudiantes que indican de manera acertada las

Tipo 1 fechas para la cosecha de granos de café durante 2 7,1%
el primer semestre de 2014.
Estudiantes que indican de manera acertada las

Tipo 2 fechas para la cosecha de granos de café 22 78,6%
Unicamente para el primer trimestre de 2014.
Estudiantes que indican de manera incorrecta las

Tipo 3 fechas para la cosecha de granos de café durante 2 7,1%
el primer semestre de 2014.

Tipo 4 Estudiantes que no especifican ninguna fecha / 2 7,1%
No responden.

| b. Identifique la regularidad de las cosechas de granos de café.
Tabla 21. Tipos de respuestas P,,T3(S1)
Clasificacion Respuesta NUmero de Porcentaje
estudiantes

Tipo 1 Estudiantes que indican como regularidades el mes 2 7,1%
sinddico (29.53 dias) y una semana (7 dias).

Tipo 2 Estudiantes que sefialan una regularidad aproximada 4 14,3%
de 1 mes (30/31 dias).

Tipo 3 Estudiantes que indican una regularidad aproximada 16 57,1%
de 7 dias.

Tipo 4 Estudiantes que sefialan una regularidad aproximada 4 14,3%
de 23 dias.

Tipo 5 Estudiantes que no indican valor numérico para la 2 7,1%
regularidad.

En la clasificacion tipo 3 se toman en consideracion las respuestas que se aproximan a 7

dias, 1 semana — 6/8 dias, asi como aquellas que dan el nimero exacto de dias (7).
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De acuerdo con los resultados y analisis de las preguntas 4 y 5 (a, b) de la tarea 2, la
tabla 20 muestra que el 78,6% de los estudiantes indica acertadamente las fechas para la cosecha
de granos de café para el primer trimestre, es decir la informacion dada en el calendario inicial de
la tarea 1 (situacion 1). Lo anterior, deja ver que las dificultades presentadas por los jovenes en la
elaboracion del calendario lunar para el segundo trimestre del 2014 inciden directamente en la
determinacion de las fechas del segundo trimestre para las cosechas de granos de café. Es
importante resaltar, que el Unico equipo de estudiantes que realiza adecuadamente el calendario
lunar del segundo trimestre (tabla 14, clasificacion tipo 1) ademas de completar correctamente la
tabla 5a (tarea 2) y determinar la forma de predecir las fechas y fases lunares del segundo
semestre (tabla 17, clasificacion tipo 1), logran dar las fechas para las cosechas de granos de café
durante todo el primer semestre del 2014; lo anterior tomando en cuenta la duracion del mes
sinddico (periodo).

En cuanto a la pregunta b se puede establecer la identificacion de la regularidad con la
duracion en dias, 7 aproximadamente, de la cosecha de granos de café. En este sentido, la
mayoria de los estudiantes continda interpretando (57,1%, tabla 21) el tiempo transcurrido entre
el cuarto menguante y la luna nueva como una regularidad periddica, lo que resulta inadecuado
en virtud de los argumentos expuestos en el andlisis de la pregunta 6 (tarea 2, situacion 2). De
este modo, se puede concluir que la acepcion de periodo que poseen los estudiantes en general
esta referida a un uso social o cotidiano, que lo vincula como un “espacio” de tiempo durante el
cual se desarrolla un evento (acontecimiento) o una fase de cualquier fenémeno.

Los estudiantes interpretan el periodo de las cosechas de granos de café como una
semana, no logrando identificar este tiempo, que se corresponde con una fase lunar, como una de
las tareas por las cuales pasa el proceso de cultivo del café. Al formular la pregunta se esperaba
el sefialamiento del mes sinddico o tiempo transcurrido entre el inicio del cuarto menguante y el
inicio del siguiente cuarto menguante, como periodo, dado que el texto hacia énfasis en la
temporada lunar pertinente para cosechar los granos de café, la cual se presenta cada 29 dias
aproximadamente. Es decir, no comprenden que el desarrollo de la caficultura es un fendmeno
ciclico, caracterizado por etapas que se asimilan con las diferentes fases lunares.

Solo uno de los grupos realiza dos sefialamientos adecuados para la regularidad de las
cosechas de granos de café, el primero relacionado con el periodo (mes sinddico) y el segundo

con la duracion de esta tarea dentro del proceso de siembra, cultivo y produccion del cafe. Al
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dialogar con los integrantes de este equipo, especifican que cada mes se pueden cosechar granos
de café, pero que hay un tiempo limitado por una fase lunar para esta tarea. La argumentacion de
estos estudiantes deja claro que diferencian el periodo del fenémeno y lo que dura esta fase
especifica.

Cabe resaltar que 4 estudiantes (clasificacion tipo 2, tabla 21) sefialan como periodo 1
mes aproximadamente, de lo que se puede inferir no solo una interpretacion adecuada del texto,
sino también una nocion de este concepto ligada al transcurso de un intervalo de tiempo regular
entre el inicio de una cosecha y el inicio de la siguiente cosecha de granos de café. En este orden
de ideas, algunos grupos (clasificacion tipo 4, tabla 21) indican aproximadamente 23 dias,
respuesta a partir de la cual se puede deducir el periodo como el intervalo de tiempo transcurrido
entre la finalizacion de una cosecha y el inicio de la siguiente, excluyendo la fase o etapa que
dura cada cosecha.

Finalmente, hay un grupo de estudiantes que no indica un valor numérico (tipo 5, tabla
21) pero especifican que estos periodos de tiempo se dan al final de mes y la regularidad se
aproxima; esta respuesta implicitamente conlleva a la identificacion del mes sinddico como
periodo para la cosecha de granos de café, en tanto se relaciona con los dias del mes donde la
luna va de la fase de cuarto menguante hacia la fase de luna nueva (ver respuesta a

continuacion).
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2. Caracterice de acuerdo a las actividades realizadas en las tareas anteriores un fendmeno
periédico.
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Tabla 22. Tipos de respuestas P,T3(S;)

Clasificacion Respuesta NGmero de Porcentaje
estudiantes

Estudiantes que caracterizan un fendmeno periédico como un suceso
0 evento que ocurre (constantemente) cada cierta cantidad de tiempo
Tipo 1 determinado pero no exacto (aproximado). 8 28,6%

Estudiantes que caracterizan un fenémeno periédico como aquel que
ocurre constantemente con un tiempo determinado. La descripcion se
Tipo 2 limita al fenémeno dado desde la duracién del mes sinddico. 6 21,4%

Estudiantes que caracterizan un fenémeno periédico por un tiempo o
regularidad transcurrido (ocurre constantemente). La descripcion se
Tipo 3 limita al fenémeno dado desde la duracion de cada fase lunar. 8 28,6%

Estudiantes que caracterizan un fendmeno periédico como un
Tipo 4 movimiento regularmente repetitivo. 2 7,1%

Tipo 5 Estudiantes que no caracterizan un fenémeno periédico o su 4 14,3%
caracterizacion es erronea.

El analisis de la tabla 22 evidencia que la descripcion de los estudiantes (50%) al
caracterizar un fendmeno periddico sigue ligada al contexto de la situacién, las fases lunares,
ubicandolos en el nivel situacional dentro del enfoque de la EMR (clasificaciones tipo 2 y tipo
3). La identificacion de un fenémeno periddico (tipo 3, tabla 22) con la regularidad transcurrida
de 7 dias entre las fases lunares es muestra de la persistencia de los estudiantes en asignar el
periodo de un fendmeno a cualquier regularidad que se presente dentro del mismo, como fue
mencionado con anterioridad (pregunta 6, tarea 2). Contrario a la respuesta tipo 2, donde los
jévenes realizan la descripcion del fendmeno periddico desde la duracion del mes sinddico, es
decir el periodo para las fases de la luna.

Se puede sefialar también, que un 28,6% (tipo 1, tabla 22) logra caracterizar un
fendmeno periddico independiente del contexto de la situacion. Asimismo, las respuestas de los
alumnos (clasificaciones tipo 1, tipo 2 y tipo 3) involucran la frase “ocurrencia constante” del
evento o suceso cada cierto tiempo, expresion a la que se dio claridad desde la plenaria donde los
estudiantes manifestaron entenderla como que el suceso no se detiene “siempre se da”, mas no a
la igualdad (no variacion) del fendbmeno en si, es decir que se repite con las mismas

caracteristicas.
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3. a. Clasifique los siguientes fendmenos en periodicos o no periodicos e indique el ¢por qué?

o Estaciones del afio.

e Movimiento teltrico (Temblor).
« Eldiay lanoche.

e Funcionamiento de un semaéforo.
e Los latidos del corazon.




Tabla 23. Tipos de respuestas P3,T3(S1)
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Clasificacion Respuesta Justificacion NUmero de Porcentaje
estudiantes
Los fenémenos periddicos se repiten o
transcurren en un tiempo
determinado, estan definidos,
establecidos o programados (una vez
terminados vuelven a empezar). 8 28,5%
Los fenébmenos no periédicos pueden
Estudiantes que clasifican Suceder —en cualquier ~momento
como peri6dicos los (mespe_rados), por ende no se pueden
fendmenos:  estaciones  del predecir.
Tipo 1 afio, el dia y la noche, |, fengmenos periédicos  son
funcionamiento  de  un  constantes (frecuentes), siempre se
semaforo y los latidos del presentan (perciben) en el diario vivir.
corazon. No periddico: Los fendmenos no periddicos se dan 4 14,3%
movimiento telrico Muy pocas veces (baja frecuencia).
(temblo). Los fendmenos periddicos se pueden
predecir, hay un cambio vy
movimiento constante. 2 7,1%
Los fendmenos no periédicos no se
pueden predecir, no tienen un horario
o ciclo establecido.
Los fendmenos periddicos cambian en
un determinado tiempo y son
constantes. 2 7.1%
No hay explicacion para los no
periédicos.
Los fendmenos periddicos se repiten
con una duracién  aproximada
(regularidad), por tanto se puede
Estudiantes que clasifican predecir su inicio (cuando van a 6 21,4%
como periédicos los ~ocurrir). L
fendmenos: estaciones del Los fgnomenos no perlodlcos_son
~ . espontaneos y no se puede predecir su
ano,_ el d_|a y la noche y ocurrencia.
Tipo 2 funcionamiento de un
seméaforo. No  periodicos:
movimiento tellrico (temblor)
y los latidos del corazén.
No dan razones para sus respuestas. 2 7,1%
Estudiantes que clasifican
como periédicos los
fendmenos: el dia y la noche,
funcionamiento de un
semaforo y los latidos del Los fenémenos periédicos son
Tipo 3 corazon. No periédicos: sincronizados, se dan en un lapso de
movimiento tellrico (temblor) tiempo y son constantes. 4 14,3%

y las estaciones del afio.

Los fendémenos no periddicos no
presentan regularidad.
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b. Indique el periodo en los fendmenos clasificados como periddicos. Escriba una reflexion

al respecto.

Tabla 24. Tipos de respuestas P3,T3(S1)

Fenomeno Periodo Namero de Porcentaje
estudiantes
12 meses (1 afio). 2 7,1%
Estaciones del afio 9 meses. 4 14,3%
4 meses. 2 7,1%
3 meses. 16 57,1%

La cantidad de estudiantes en la tabla 24. Tipos de respuestas P;,T5(S;) es de 24 dado que 4

estudiantes clasifican como no periodicas las estaciones del afio.

Tabla 25. Tipos de respuestas P3,T3(S1)

Fenémeno Periodo NUmero de Porcentaje
estudiantes
24 horas. 8 28,6%
Dia y noche 12 horas. 18 64,3%
No responden. 2 7,1%
Tabla 26. Tipos de respuestas P3,T3(S1)
Fenémeno Periodo NuUmero de Porcentaje
estudiantes
1 - 12 minutos 12 42,9%
. . 2
Funcionamiento de un 5 yipios 2 719%
Menos de 1 minuto (30 — 50 segundos). 6 21,4%
No responden. 8 28,6%
Tabla 27. Tipos de respuestas P3,T3(S1)
Fenémeno Periodo NUmero de Porcentaje
estudiantes
Latidos del corazén 1 segundo. 14 50%
No responden. 6 21,4%

La cantidad de estudiantes en la tabla 27. Tipos de respuestas P;;, T5(S;) es de 20 dado

que 8 estudiantes clasifican como no periddico los latidos del corazon.
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Tabla 28. Tipos de respuestas P3,T3(S;)

Clasificacion NUmero de Reflexién Porcentaje
estudiantes

Siempre un fendmeno periédico se repite cada

determinado tiempo.

Los fendémenos periédicos cuentan con un

periodo programado, los que no son periddicos
Estudiantes que 8 son espontaneos. 28,6%
escriben reflexidn.

Los fendmenos catalogados como periddicos se

deben a que tienen un ciclo, horario y se pueden

predecir.

Los periodos de tiempo se pueden presentar en

cualquier momento de la vida cotidiana.

Estudiantes que no 20 No hay reflexién. 71,4%
escriben reflexion.

La tabla 23, muestra que 16 de los 28 estudiantes clasifican de manera adecuada como
periodicos los fendbmenos: estaciones del afio, el dia y la noche, funcionamiento de un semaforo
y los latidos del corazon y no periddico: movimiento teldrico (temblor). Sus argumentos para
esta clasificacion, de forma general, giran alrededor de catalogar los periédicos como fendmenos
que se repiten, se pueden predecir y estan definidos; en cuanto a los no periédicos, estas
descripciones aluden fundamentalmente a que estos no se pueden predecir, suceden de manera
espontanea 0 no presentan una regularidad. Lo anterior es valido también para aquellas
respuestas tipificadas como 2 y 3, donde salvo un 7,1% que no indica el porqué de su
clasificacion, se observa que las justificaciones de los jovenes giran en torno a los argumentos ya
mencionados asi no haya un reconocimiento de las estaciones del afio y los latidos del corazén
como fendmenos periddicos. De nuevo la palabra “constante” se asocia a que el fendmeno
siempre ocurre, no se detiene.

Es conveniente sefialar, en el marco de la concepcion de periodo identificada en los
estudiantes en analisis anteriores y que se asocia con un “espacio” de tiempo durante el cual se
lleva a cabo un acontecimiento o una etapa de cualquier fenédmeno, que las expresiones los

fendmenos periddicos (tabla 23):

e Transcurren en un tiempo determinado...
e Se repiten con una duracion aproximada (regularidad), por tanto se puede predecir su inicio

(cuéndo van a ocurrir).
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e Son sincronizados, se dan en un lapso de tiempo...

Adquieren diferente sentido para los estudiantes. ElI que transcurran en un lapso de
tiempo determinado se puede asociar a la luz de los resultados anteriores con la duracion de una
de las etapas del fendmeno ya sean las fases lunares o la cosecha de granos de café, o con el
periodo del fendbmeno (mes sinddico). Asimismo, el que se repitan con una duracion aproximada
(regularidad) puede hacer referencia nuevamente al periodo o al tiempo de cada una de las fases
que atraviesa el fenomeno.

En cuanto a la parte b, la determinacion del periodo de los fenémenos indicado, se ve
que para las estaciones del afio (57,1%, tabla 24) y el dia y la noche (64,3%, tabla 25) predomina
para el primer fendmeno un periodo de 3 meses y para el segundo de 12 horas. Lo que evidencia
nuevamente que para los estudiantes, en general, el periodo de un fenébmeno no indica el tiempo
transcurrido para que este se repita bajo las mismas condiciones, sino que esta relacionado con la
duracion de una de las fases que atraviesa el fendmeno. Estas respuestas confirman la
ambiguedad de las expresiones usadas por los estudiantes al momento de clasificar un fenémeno
como periddico (ver parrafo anterior).

Durante la plenaria al interactuar e indagar con los estudiantes sobre estos registros por
medio de la pregunta: ¢;Cada cuénto se repite una estacion?, la respuesta es acertada, cada afio, lo
que permite hacer claridad entre el periodo del fendémeno de las estaciones del afio y la duracién
aproximada de cada una de ellas. Esto se debi6 quiza a la forma como se estructurd la pregunta,
relacionandola con el intervalo de tiempo que transcurre para que vuelva independiente de cual
sea, a presentarse la estacion.

Este dialogo abrio el debate sobre el periodo del dia y la noche, donde se hizo énfasis en
el intervalo de tiempo transcurrido entre amanecer — amanecer y ocaso — 0caso, Sin embargo
algunos jovenes contindan manifestando inquietudes con relacion al periodo y la duracion
aproximada de cada estacion (3 meses); asi como a las 12 horas que transcurren desde que sale el
sol hasta que se oculta, lo que confirma la acepcion de periodo mencionada en el parrafo
anterior.

Ante esta dificultad, de concebir el periodo de las estaciones y del dia y la noche como 1
afio y 24 horas respectivamente, se hizo necesario dentro de la socializacion final generar la

discusion alrededor de un fenémeno cotidiano para la mayoria de estudiantes?® del grado: el ciclo

# De los 28 estudiantes, 25 son mujeres.
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menstrual. Al preguntar: ;Cual seria el periodo en dias aproximados de un ciclo menstrual?
manifestaron que 28 dias, al margen de las irregularidades por cambios hormonales, no obstante
expresan al mismo tiempo que el ciclo menstrual dura aproximadamente entre 5 y 6 dias. Esta
ualtima consideracion hace que algunos estudiantes relacionen 1 semana (aproximada) como
periodo de este fendmeno.

De esta manera, se hace necesario aclarar que la duracion del ciclo menstrual, es decir el
tiempo transcurrido entre el primer dia del ciclo (primer dia de la menstruacion) y el primer dia
del siguiente ciclo (primer dia de la menstruacién) es aproximadamente 28 dias (periodo)
mientras que 1 semana corresponde a la duracion de una de las fases del ciclo, la menstruacion.
Lo que se puede explicar desde el uso cotidiano dado a la palabra periodo en este contexto, ya
que esta se asocia tanto al tiempo que dura la menstruacién (dias de sangrado) como al mismo
ciclo.

Asi, la plenaria se orientd por medio de afirmaciones como: “si el periodo de las
estaciones es 3 meses y el dia y la noche 12 horas, significa que cada tres meses se repite una
estacion y cada 12 horas sale el sol, por ende si el tiempo que dura el ciclo menstrual es de una
semana entonces al finalizar cada semana iniciaria nuevamente el ciclo”. Esta ultima
consideracion al ser tan natural a la cotidianidad de los estudiantes, les permite reflexionar y
afirmar la falsedad de las afirmaciones, de este modo fue posible llevarlos a un nivel de
comprension méas elevado (principio de interaccion) con respecto al concepto de periodo de un
fenémeno al margen de la naturaleza del mismo.*

Para el funcionamiento de un semaforo, no se presenta esta dificultad, dado que el
mayor porcentaje de estudiantes 42,9% (tabla 26) indica que de 1 — 1% minutos es el tiempo que

tarda (tiempo de espera) aproximadamente un seméaforo en pasar de rojo — anaranjado — verde
— rojo, lo que también se puede inferir de los estudiantes que dan como respuesta 3 minutos. Por
el contrario, aquellos que determinan un periodo menor a un minuto, de 30 a 50 segundos, estan
relacionando este con el cambio entre cada uno de los colores que componen el semaforo. Para
los latidos del corazon el 50% (tabla 27) asigna como periodo 1 segundo referido al hecho de que
este musculo “late” sin detenerse, es decir es constante. Estos sefialamientos toman como base

los registros de los estudiantes y la socializacion llevada a cabo al final de la situacion 1.

% Durante la plenaria también se abordé la discusion con respecto al periodo de las cosechas de granos de café
(pregunta 1b, tarea 3) y se logré dar claridad sobre: periodo del fendomeno y duracién de la fase dentro cultivo de
café.
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La reflexion realizada solo por 8 estudiantes confirma que las razones de la escogencia
de los fendmenos periodicos se fundamentan en: se repiten en un determinado tiempo, pueden
ser predecidos y a su seguridad de ocurrencia independiente si son naturales como las estaciones,
el dia y noche, los latidos del corazon o artificiales como el funcionamiento de un semaforo.

4. Identifique el periodo o regularidad aproximada de:

a. Mes sinadico.
b. Mes sidéreo.
c. Cosecha de granos de café.

Tabla 29. Tipos de respuestas P4,T3(S1)

Fenémeno Periodo NUmero de Porcentaje
estudiantes
Mes sinddico 29 dias aproximadamente. 26 92,9%
No responden. 2 7,1%

Tabla 30. Tipos de respuestas P4, T3(S1)

Fenomeno Periodo Numero de Porcentaje
estudiantes
Mes sidéreo 27 dias aproximadamente. 26 92,9%
No responden. 2 7,1%

Tabla 31. Tipos de respuestas P4.T5(S;)

Fenémeno Periodo NUmero de Porcentaje
estudiantes
1 mes. 2 7.1%
Cosecha de granos de 23 dias aproximadamente. 4 14,3%
café 7 dias aproximadamente 20 71,4%
No responden. 2 7,1%

La determinacion del periodo para los meses sinddico y sidéreo, como indican las tablas
29 y 30, no reviste dificultad para los estudiantes, por ser explicitos en el texto dado. No
obstante, para la cosecha de los granos de café, el 71,4% continda sefialando el periodo como el
tiempo de duracion de la cosecha, es decir la fase transcurrida entre el cuarto menguante y la
luna nueva.

Solamente uno de los equipos determina adecuadamente 1 mes como periodo, tiempo
que se aproxima al mes sinddico (de cuarto menguante a cuarto menguante). Estos resultados son

coherentes con la tabla 21 (pregunta 1b, tarea 3), donde la mayor cantidad de estudiantes sefiala
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la regularidad (periodo) como 7 dias. Es decir se ratifica la concepcion de periodo como una
duracion determinada de tiempo, méas no como la duracién determinada de tiempo que permite a
un fendmeno repetirse con las mismas caracteristicas.

Los estudiantes que sefialan 23 dias aproximadamente, consideran el periodo como el
tiempo transcurrido entre la finalizacion de la cosecha, fase de luna nueva y el inicio de la nueva
cosecha, cuarto menguante, mas no como el tiempo entre el inicio del cuarto menguante y su fase

similar.

5. De ejemplos, aparte de los ya mencionados, de algunos fenémenos que tienen un periodo o
regularidad en su comportamiento.

Tabla 32. Tipos de respuestas P5T3(S4)

Fendmeno NUmero de estudiantes

Horarios (programas de television, de trabajo, de alimentacion, dormir) 16
Movimiento de las manecillas del reloj 14
Afo escolar/Horario escolar 10
Ciclo menstrual

Fechas especiales (cumpleafios — aniversarios)
Cometa Halley/Eclipses

Embarazo (Periodo de gestacion)
Rotacién/Traslacion de la tierra

Afio bisiesto

Fendmeno del Nifio

Partido de fatbol

Fotosintesis

Encendido de las luces de los postes
Funcionamiento de un microondas
Fendmenos ya mencionados

No responden

A ONNNNNNIDAOO OO

De la variedad de fendmenos sefialados se puede inferir que los estudiantes comprenden
que es un fendmeno periddico, en tanto la mayoria muestra un patrén regular de tiempo (periodo)
en su comportamiento. La determinacién de estos fendmenos periddicos, naturales y no
naturales, obedece a la descripcién llevada a cabo por los jovenes en la tabla 23 donde este tipo
de fendmenos son frecuentes, siempre suceden, se pueden predecir, transcurren en un
determinado tiempo, se repiten, etc. Sin embargo, la ambigiedad generada frente a un
significado “social” y “matematico” del término periodo, asi como la discusion generada

alrededor del ciclo menstrual deja ver una identificacion inadecuada de algunos de estos
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fendmenos como periddicos, esto se percibe en la afirmacion de 6 estudiantes del embarazo
como fendmeno de naturaleza periddica.

La argumentacion de los estudiantes se basa en la duracion aproximada de 9 meses en
los seres humanos, lo que los conlleva a pensar que este intervalo de tiempo o periodo de
gestacion como comunmente se denomina, se identifica con el periodo del fendbmeno. Al
respecto se aclara que el embarazo pese a tener una regularidad de tiempo (duracion aproximada)
no es periédico dado que al transcurrir los 9 meses (lo que ellos determinan como periodo) no se
inicia una nueva gestacion. Se destaca asi, la relevancia de los fendmenos periddicos en tanto se
puede predecir su comportamiento, tal como sucede con las fases lunares, las cosechas de granos
de cafe, el ciclo menstrual, etc.

Al finalizar la situacion 1 se encuentra que frente a los desempefios esperados (tabla 3)
los estudiantes logran reconocer las fases de la luna y la cosecha de granos de café como
fendmenos periddicos. Lo anterior se deduce a partir del analisis de las diferentes tareas donde
los jovenes identifican patrones y regularidades asociadas tanto a la duracién de los meses
sinddico y sidéreo, como a cada fase lunar (7 dias aproximadamente). Sin embargo, se puede
afirmar que en general no hay un reconocimiento o nivel de comprension del periodo como un
patrén regular de tiempo aproximado que permite a un fendmeno volver a su punto inicial, es
decir que se repita. En este sentido, la respuesta a la pregunta 6b (tarea 2) donde se le pide a los
estudiantes denominar la regularidad relacionada con dias transcurridos entre cada fase lunar
aparece la frase periodo de tiempo ligada a la duracion (7 dias) para el cambio de fase lunar.

Esta concepcién de periodo condiciona las respuestas de los estudiantes, en tanto al
cuestionarseles sobre el periodo de: la cosecha de granos de café (preguntas 1b y 3b, tarea 3), las
estaciones del afio (pregunta 3b, tarea 3) y el dia y la noche (pregunta 3b, tarea 3), estas
respuestas giran en torno al intervalo de duracién de las fases que caracterizan cada fendmeno.

A partir de los anteriores sefialamientos, se puede asegurar que los estudiantes
comprenden un fendmeno periddico, pero su concepcion de periodo se limita a un uso “social” o
“cotidiano” de la palabra donde se vincula con la duracion de un acontecimiento o la duracion de
una de las fases de un ciclo. En este sentido, la interaccion con los estudiantes en la plenaria
permitio contrastar, confrontar e intercambiar estrategias de solucién y respuestas que abrieron el

debate acerca del periodo de un fendmeno, lo que contribuy6 a la reflexién sobre lo llevado a
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cabo por cada equipo y por ende a aumentar el nivel de matematizacion de los jovenes (Enfoque
de la EMR).

Por otro lado, en cuanto al uso de modelos, es decir las herramientas para representar y
organizar la situacion surge el conteo como estrategia para la matematizacion de la situacion
problematica. Este conteo se relaciona con la elaboracion del calendario lunar del segundo
trimestre de 2014 y la prediccion de las fechas tanto de las fases lunares del segundo semestre de
2014 como de la cosecha de los granos de café. A través de la plenaria se pudieron establecer dos
procedimientos: el primero iniciando el conteo desde la ultima fecha de cada fase lunar
(estudiantes que consideran 29 dias) y el segundo contando a partir de la Gltima fase lunar
(estudiantes que consideran 7 dias). El uso del conteo y el hecho de que para la mayoria de
estudiantes la caracterizacion de un fendmeno periddico estuviera referida al contexto de las
fases lunares, es coherente con el nivel situacional propuesto para esta primera situacion desde la
EMR. El desarrollo de la situacién, también permitio identificar otros aspectos que surgen en los
estudiantes como son: el uso de estructuras aditivas y multiplicativas (operaciones de
multiplicacién y division), notacion mixta y decimal de un racional y el método de ensayo y
error.

La plenaria deja claro que partir de situaciones cotidianas o realistas, como lo proponen
los Lineamientos (1998), los Estandares (2006) y el enfoque de la EMR constituye un
rompimiento con la manera tradicional de abordar la actividad matemética en el aula, como lo
manifiesta una estudiante: “iniciar de esta manera es mas analitica, en tanto puedo dar el porqué
de mi respuesta, como es el procedimiento, ya que uno mismo lo analiza y no se limita a la

presentacion de formulas, sin saber de donde salen”.

3.4.2 Resultados y Analisis de Resultados de la Situacién 2: Acerquémonos a las funciones

periddicas

Un deportista de alto rendimiento realiza una préactica en una escalera partiendo de un
lugar A (ubicado en la base de la escalera) hacia la cima, ubicada en un lugar B a 6,9 metros de
altura y hace el recorrido en 3 segundos. Regresa a su punto de partida, pero al regresar decide ir

nuevamente a B y continla esta trayectoria de A a B. La tabla 1 muestra los valores del tiempo
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(t) en segundos de cada desplazamiento del deportista y la altura (k) en metros de la posicion

del deportista:

t(s) 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

h(m) 0 2.3 4.6 6.9 4.6 2.3 0 2.3 4.6 6.9 4.6 2.3 0

Tabla 1. Valores del tiempo y altura en metros de la posicion del deportista.

Tarea 1: Comprendiendo la situacion

Teniendo en cuenta el texto y la tabla anterior, solucione las siguientes actividades:

1. Bosqueje un grafico de la situacion.

Tabla 33. Tipos de respuestas P, T(S2)

Clasificacion Respuesta NUmero de Porcentaje
estudiantes

Estudiantes que representan la situacion por
Tipo 1 medio de una esquematizacién de la realidad 16 57,1%
(dibujo de personas, escaleras).

Estudiantes que representan la situaciéon por
medio de una esquematizacion de la realidad

Tipo 2 (dibujo del deportista, escaleras) y de la 4 14,3%
representacion en el plano cartesiano de la tabla 1.

Estudiantes que bosquejan la  situacién

Tipo 3 combinando la representacion cartesiana (tabla 1) 6 21,4%
y de la esquematizacion de la realidad (dibujo del
deportista, escaleras).

Tipo 4 Estudiantes que no realizan representacion. 2 7,1%

Al iniciar esta tarea los estudiantes manifiestan inquietud frente a la expresién bosquejo
grafico de la situacidn, en tanto no tenian claridad sobre la actividad a realizar, de esta manera se
orientd hacia la visualizacion del fendmeno (movimiento del deportista) y que intentaran
plasmarlo haciendo uso de cualquier tipo de representacién grafica, quedando a criterio de cada
equipo.

La tabla 33 muestra que un alto porcentaje de estudiantes (57,1%) del grupo realiza un
bosquejo grafico de la situacién sin involucrar representaciones cartesianas, sino que buscan

expresar de forma esquematica una situacion realista, un modelo de la realidad, entendido este
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como una herramienta para representar el contexto de la situacion problematica, es decir como
un intermediario para idealizar la situacion planteada (Freudenthal, 1991, p. 34, citado por
Bressan y Gallego, 2011, p. 4). Dos de los equipos (clasificacion tipo 2) ademaés efectlan junto
con la esquematizacion, la grafica en el plano cartesiano de los valores dados en la tabla 1, lo que
deja ver que dentro de las estrategias que surgen en los estudiantes para bosquejar la situacion
aparecen modelos propios de la matematica formal.

Se puede afirmar que la situacion propuesta es realista, desde el enfoque de la EMR,
dado que se presenta razonable o puede ser imaginada por todos los estudiantes, desde el
fenomeno fisico involucrado (movimiento del deportista), como lo establecen (Freudenthal,
1991; Panhuizen, 1996; Streefland, 1991; citados por Bressan y Gallego, 2011, p. 3). En este
sentido, el planteamiento de la situacion en lenguaje verbal, retérico y por medio de la
representacion tabular brinda un contexto que permite a algunos estudiantes hacer uso de
métodos matematicos desde su propia experiencia (Dekker y otros, 2001, citados por Bressan y
Gallego, 2011, p. 3).

Particularmente, una pareja de estudiantes (clasificacion tipo 3) realiza una
representacion en el primer cuadrante del plano cartesiano que muestra una dificultad en la
asociacion de las magnitudes: tiempo y altura con los ejes de coordenadas, a lo que subyace la
nocion de variable independiente y dependiente. Ademas esta representacion tiene un inadecuado
manejo numérico de la escala sobre el eje nombrado h(m), de lo que se puede inferir que los
jovenes extraen los valores de la tabla y los asignan en el orden dado sobre el eje*:. No
relacionan la igualdad de la altura para diferentes valores del tiempo, asi como la ubicacién de la

componente x = 0 de la pareja ordenada (0,0) en el plano.

%! Esta consideracion de “trasladar” los valores en el orden establecido en la tabla al eje de coordenadas, es valida
para los valores asociados al tiempo.
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Algunos de los gréficos bosquejados por los estudiantes son:
Evidencias de respuesta P, T; (S,) Tipo 1

Base
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2. Escriba el significado que tiene el punto (0,0) en la relacion entre tiempo y altura (posicion en

metros del deportista).

Tabla 34. Tipos de respuestas P,T(S3)

Clasificacion Respuesta Numero de Porcentaje
estudiantes

El punto (0,0)indica que el deportista se
Tipo 1 encuentra en reposo, ya que €se es su posicion 8 28,6%
inicial (punto de partida).

El punto (0,0) sefiala que el deportista se
Tipo 2 encuentra en reposo. 18 64,3%

El punto (0,0) marca el punto de inicio de donde
Tipo 3 parte el deportista. 2 7,1%

La tabla 34 evidencia que el mayor porcentaje de estudiantes (64,3%) reconoce el punto
(0,0) en el contexto de la situacion, es decir como estado de reposo del deportista, no ha iniciado
su desplazamiento. Sin embargo de algunas de las respuestas dadas por los jovenes se deduce
que ademas de interpretar el punto (0,0) desde la caracterizacion del fendmeno, estado de
reposo, realizan una identificacion del origen del sistema de coordenadas con la base de la

escalera (punto de partida), como se muestra a continuacion:

Evidencias de respuesta P, T, (S,) Tipo 1
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Evidencias de respuesta P,T;(S) Tipo 3
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Para finalizar, los estudiantes dentro de sus explicaciones involucran términos como
“cuerpo” en reposo o “posicion inicial”, terminologia usada en el area de Ciencias Naturales
(Fisica) dentro del estudio de los movimientos. Lo anterior indica que los jovenes abordan la
situacién no solo con herramientas matematicas sino también de otras disciplinas provenientes de
su propia experiencia, por tanto la tarea 1 responde al principio de interconexion del enfoque de
la EMR donde se aboga por una integracion curricular que permita diferentes maneras de

matematizar una situacion.

3. Indique el nimero de metros que recorre el deportista cada segundo.

Tabla 35. Tipos de respuestas P3T(S2)

Clasificacion Respuesta NUmero de Porcentaje
estudiantes
Tipo 1 Estudiantes que indican 2,3 metros por 28 100%
segundo.

La respuesta a la pregunta 3, confirma que el 100% de los estudiantes comprenden que
el deportista, independiente si sube o baja por la escalera, recorre 2,3 metros por cada segundo,
es decir hay un reconocimiento adecuado de la relacion funcional entre el tiempo dado en
segundos Yy la altura en metros a partir de la representacién tabular; por tanto esta interpretacion
de la dependencia entre las variables tiempo y altura expresada en una tabla de valores se
constituye como lo afirman los Estandares (2006, p. 68) en uno de los medios que contribuye al
desarrollo del pensamiento variacional en la escuela. Lo anterior se puede verificar en el

siguiente texto escrito por uno de los equipos al cual se aplicé la situacion:
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Es evidente la descripcion de un patron para los tramos de ascenso y descenso del

deportista, al establecer el mismo comportamiento, igual distancia recorrida, para diferentes

intervalos de tiempo y la identificacion de una dependencia periddica de la altura con respecto al

tiempo; es decir que cada 6 segundos llega al punto de partida. Si bien en la respuesta hay una

imprecision con respecto al punto de llegada (0,0) después del primer ascenso, pues

matematicamente corresponderia a la pareja ordenada (6,0), es pertinente mencionar que este

equipo asocia en la pregunta 2 de esta misma tarea el punto A (base de la escalera) con el punto

(0,0). Por tanto se puede decir que estan entendiendo el regreso del deportista a la base de la

escalera y no desde la interpretacion cartesiana de la situacion (regreso al origen del sistema de

coordenadas).

[ 4. Explique el significado de las parejas ordenadas (6,0) y (12,0).

Tabla 36. Tipos de respuestas P,T(S2)

Clasificacion

Respuesta Numero de Porcentaje
estudiantes

Las parejas ordenadas (6,0) y (12,0) significan que el
deportista retorna a su posicion inicial, después de haber

Tipo 1 transcurrido un determinado tiempo (6 y 12 segundos). 18 64,3%
Las parejas ordenadas (6,0) y (12,0) significan que el

Tipo 2 deportista regresa a su punto de inicio para comenzar de 6 21,4%
nuevo su movimiento (constante).
Las parejas ordenadas (6,0) y (12,0) significan que

Tipo 3 han transcurrido 6 y 12 segundos y el deportista no ha 4 14,3%

recorrido ninguna altura (distancia en metros).
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De la tipificacion de respuestas a la pregunta 4, se puede inferir que el 64,3 % de los
estudiantes interpreta las parejas ordenadas (6,0) y (12,0) desde el fendbmeno (movimiento del
deportista) como una variacion de la posicion (altura) del deportista hasta regresar a su punto de
partida mientras transcurre un intervalo de tiempo de 6 segundos, de este modo los jovenes
identifican no solo una dependencia funcional entre la altura y el tiempo, sino una variacion
periddica entre sus valores al asociar la misma posicion cada 6 segundos. Por medio de la
interaccion con los diferentes equipos durante el desarrollo de la tarea se pudo establecer en su
totalidad el numero de estudiantes referenciados en la clasificacion tipo 1(tabla 36), pues solo 10
de estos registran de forma escrita en la hoja de solucion el intervalo de tiempo de 6 segundos;
los otros 8 lo expresan de manera verbal al discutir® con ellos la justificacion de la solucién
dada. El interactuar con los jovenes permite determinar ademas que las frases la posicion inicial
(punto de inicio) mencionada por los estudiantes se refiere a la base de la escalera (punto de
partida) y no al origen del sistema de coordenadas. Estos estudiantes logran deducir que el

deportista recorre una distancia cada 6 segundos, asi regrese a la base de la escalera.

Evidencias de respuesta P,T; (S,) Tipo 1
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En este sentido, el 21,4% de estudiantes que no hace referencia explicita al intervalo de
tiempo transcurrido, ni escrito ni verbal, caracteriza que el deportista retorna a su punto de
partida para continuar con su movimiento constante (subir y bajar la escalera), siendo relevante
el reconocimiento por parte de los jovenes de la repeticion del movimiento del deportista

transcurrido un intervalo de tiempo de 6 segundos asi no lo relacionen.

%2 |_a palabra se usa en el contexto del Principio de Interaccion establecido por el enfoque de la EMR.
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Evidencias de respuesta P,T; (S,) Tipo 1
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Evidencias de respuesta P,T; (S,) Tipo 2
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En cuanto a los 4 estudiantes que argumentan que el deportista no ha recorrido ninguna
altura (distancia en metros) al cabo de 6 y 12 segundos, se puede establecer que no estan
tomando en consideracion que el deportista al subir y bajar la escalera recorre una distancia de
13,8 metros, es decir confunden los conceptos de desplazamiento y distancia. Lo que difiere de
algunas explicaciones dadas por otros equipos donde especifican que el punto de partida (base de
la escalera) se encuentra a una altura de O metros. A continuacion se anexan estos registros:

Evidencias de respuesta P,T; (S,) Tipo 1
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Evidencias de respuesta P,T; (S,) Tipo 2
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Se puede observar que las respuestas de los estudiantes, en general, se encuentran
mediadas por términos fisicos: como trayectoria, desplazamiento, cambios de posicién, reposo,
posicion inicial que no siempre son interpretados adecuadamente en el contexto de la situacion

como se presenta a continuacion:
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Evidencias de respuesta P,T; (S,) Tipo 1
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Evidencias de respuesta P,T; (S,) Tipo 2
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Los estudiantes asocian un estado de reposo al deportista por el hecho de regresar a la
base de la escalera. Si bien las respuestas dejan ver que el deportista sube y baja, repitiendo su
movimiento de A a B, los jovenes asumen las parejas ordenadas (6,0) y (12,0) iguales a la
pareja ordenada (0,0).

De igual forma sucede, con la respuesta del siguiente equipo donde si bien no hay
cambio de posicion en el intervalo de 6 segundos, como lo argumentan, el desplazamiento debe

ser cero en el mismo intervalo de tiempo ya que el punto de partida y el punto final coinciden.
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Lo anterior, no descarta el hecho de que los jévenes intentan matematizar la situacion
no solo con herramientas propias de la disciplina. Lo que les permite movilizar diferentes

conocimientos y estrategias de solucion de otras areas.

5. Determine el tiempo que tarda el deportista en regresar, por primera vez, al punto de partida.
Argumente su respuesta.




Tabla 37. Tipos de respuestas P5T(S2)
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Clasificacion Respuesta Argumentacion NGmero de Porcentaje
estudiantes
El deportista tarda 3 segundos para
llegar a la cima y tarda otros 3
Tipo 1 El tiempo que el deportista tarda  segundos para regresar al punto 10 35,7%
en regresar por primera vez al inicial.
punto de partida es 6 segundos.
No hay argumentacion. 10 35,7%
El tiempo que el deportista tarda
Tipo 2 en regresar por primera vez al No hay argumentacion. 4 14,3%
punto de partida es 4,6
segundos.
El tiempo que el deportista tarda  Multiplicamos 2,3 por 6, es decir el
Tipo 3 en regresar por primera vez al numero metros recorridos por los 6 4 14,3%

punto de partida es 13,8%.

segundos transcurridos.

De los 28 estudiantes, 20 reconocen que el tiempo transcurrido para que el deportista
regrese por primera vez al punto de partida es 6 segundos. La argumentacion realizada solo por
10 estudiantes (tipo 1, tabla 37), gira en torno al reconocimiento de un patron a partir del texto
y/o representacion tabular asociado con la regularidad que caracteriza el tiempo para el recorrido
de A a B (ascenso) y de B a A (descenso). Asi, la identificacion, por parte de los jovenes, de este
patron se relaciona con diversos aspectos ligados a la variacion, como son: lo que varia, lo que
permanece constante, la dependencia funcional entre variables, etc., ambitos que contribuyen al
desarrollo del pensamiento variacional. El reconocimiento de esta regularidad para el tiempo de
ascenso y descenso, permite a los estudiantes establecer un intervalo regular de tiempo de 6
segundos que se corresponde con el periodo de la situaciéon, como se observa en la siguiente

respuesta:
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De otro lado, la argumentacion dada por los estudiantes en la clasificacion tipo 3 (tabla
37), pone de manifiesto que sus respuestas no solo estdn mediadas por lenguaje (terminologia)

% Los estudiantes no relacionan unidad de tiempo.
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propia de las Ciencias Naturales (Fisica) sino también sus estrategias, es decir el modo de hacer
uso de las herramientas con que cuentan para resolver una situacion problema. Asi, el

procedimiento descrito hace referencia al calculo de la distancia recorrida por el deportista al

cabo de 6 segundos, a partir de la expresion distancia = velocidad X tiempo = 2,3%><

6s = 13,8 m, donde se evidencia confusion con respecto al enunciado de la pregunta y al

manejo de las unidades para las magnitudes de tiempo y velocidad.

6. Si el deportista a los 2 segundos se encuentra a una altura de 4.6 metros, explique porque al
cabo de 5 segundos su altura es de 2.3 metros.

Tabla 38. Tipos de respuestas P¢T(S2)

Clasificacion Respuesta NuUmero de Porcentaje
estudiantes

El deportista al cabo de 5 segundos se encuentra a una altura
Tipo 1 de 2,3 m ya que esta descendiendo o devolviéndose (su altura 22 78,6%
disminuye).

El deportista al cabo de 5 segundos esta descendiendo a su

Tipo 2 punto de partida. Su explicacion conlleva argumentos 4 14,3%
inadecuados.
Tipo 3 Respuesta incoherente. 2 7,1%

El 78,6% de los estudiantes identifica para las variables involucradas en la situacion
tiempo y altura (posicion del deportista) que mayor tiempo transcurrido no implica mayor altura,
es decir expresan adecuadamente la dependencia funcional entre las magnitudes al establecer que
a los 5 segundos el deportista estd descendiendo por la escalera. De este modo, los joévenes
interpretan una variacion funcional a partir de un registro de representacion tabular, que les
permite identificar como argumentan los Lineamientos (1998, p. 98) “clementos basicos” de la
situacién original, las magnitudes tiempo y altura con las variables, como objetos matematicos,
pero sobre todo las relaciones entre estos objetos, es decir el tipo de variacion que caracteriza el
movimiento del deportista. Las diferentes herramientas usadas por los estudiantes matematicas y
de otras disciplinas, sus procedimientos, sus hipétesis, sus deducciones, etc., relacionadas con la
situacién a partir de la cual se originaron (movimiento del deportista) les brindan la posibilidad
de sintetizar el problema, ubicandolos en un nivel referencial dentro del principio de niveles del

enfoque de la EMR.




125

Evidencias de respuesta PyT;(S,) Tipo 1
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Evidencias de respuesta PyT; (S,) Tipo 2
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Pese a que algunos equipos dan una solucion correcta a la pregunta (tipo 2, tabla 38), su
explicacion conlleva argumentos inadecuados:
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Particularmente este equipo al realizar la division estdn determinado la rapidez
(magnitud de la velocidad) del deportista, lo que demuestra la tendencia de los estudiantes a
operar con las cantidades numéricas involucradas en la pregunta como medio de validacion de
los 2,3 metros de altura dados para la posicion del deportista a los 5 segundos, sin tomar en

consideracion las unidades de medida involucradas.

Tarea 2: Representando y describiendo funciones periddicas

[ 1. a. Escriba como varia el tiempo en esta situacion.

Tabla 39. Tipos de respuestas P,,T»(S>)

Clasificacion Respuesta NUmero de Porcentaje
estudiantes
Tipo 1 Estudiantes que responden: el tiempo varia segundo 20 71,4%
a segundo.

Estudiantes que responden: el tiempo varia segundo
Tipo 2 a segundo y/o el movimiento del deportista se repite 6 21,4%
cada 6 segundos.

Tipo 3 Estudiantes que no responden. 2 7,1%
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[ 1. b. Escriba como varia la posicion del deportista (altura en metros).

Tabla 40. Tipos de respuestas P,T2(S2)

Clasificacion Respuesta NUmero de Porcentaje
estudiantes
Tipo 1 Estudiantes que responden: la posicién del 22 78,6%

deportista varia 2,3 metros cada segundo.

Tipo 2 Estudiantes que responden: la posicién del 2 7,1%
deportista varia 1 metro cada segundo.

Tipo 3 Estudiantes que responden: en cada segundo el 2 7,1%
deportista se mueve el doble de lo que recorrido.

Tipo 4 Estudiantes que no responden. 2 7,1%

Con base en las respuestas de las tablas 39 y 40, se deduce que los estudiantes
reconocen y comprenden la variacion de las magnitudes involucradas en la situacion a partir de
la lectura de una representacion aritmética (discreta) de la funcion, estableciendo la relacion
entre la variable independiente (tiempo) y la variable dependiente (altura). Se puede afirmar que
los jovenes avanzan dentro del pensamiento variacional en la apropiacion del concepto de
funcién en tanto interpretan representaciones matematicas como la tabular (Estandares, 2006)
que les permite describir el tipo de variacion o cambio de la situacion. En esta direccion, el
21,4% (tabla 39) logran describir el movimiento del deportista como periédico al argumentar que
se repite cada seis segundos, valor que corresponde al periodo del fendmeno y por ende de la

funcién.

Evidencias de respuesta P, ,T,(S,) Tipo 1
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La tabla 40, deja ver que el mayor porcentaje de estudiantes identifica que la posicion
del deportista varia 2,3 metros cada segundo, independiente si este asciende o desciende por la



127

escalera, estableciendo una regularidad que define un patron para el movimiento del deportista,
que incluso algunos equipos perciben, interpretan y expresan (escriben) la variacion de otra
forma, pero matematicamente equivalente, evidenciando que los contextos realistas al ser
abiertos permiten estrategias variadas y/o varias soluciones (Bressan y otros, 2006, p. 11 — 33,

citadas por Bressan y Gallego, 2011, p. 3 —4).
3 NJavia Qada 6.9 vy Cada 3 sq

Si bien la respuesta tipo 3 (tabla 40) no es acertada, es un acercamiento de los
estudiantes a la conjeturacion de la variacion entre el tiempo y altura para el movimiento del
deportista, que no toma en cuenta el comportamiento de las variables para todos los instantes de

tiempo transcurridos.

[ 2. Represente en el plano cartesiano, las parejas ordenadas dadas en la tabla 1.

Tabla 41. Tipos de respuestas P,T,(S,)

Clasificacion Respuesta NuUmero de Porcentaje
estudiantes
Tipo 1 Estudiantes que realizan adecuadamente la 20 71,4%

representacion en el plano cartesiano.

Tipo 2 Estudiantes que no realizan de forma adecuada la 8 28,6%
representacion en el plano cartesiano.

La gréfica que efectdan los estudiantes en el plano cartesiano deja ver que la mayoria
hace un uso adecuado de este sistema simbdlico de representacion matematica para la
dependencia funcional establecida por la tabla 1. En este sentido los jovenes ubican
apropiadamente los ejes de coordenadas aunque no siempre denotan las magnitudes involucradas
para el eje x tiempo (segundos) y para el eje y altura (metros), sin embargo por la gréafica
resultante se puede asegurar que los alumnos comprenden la nocion de variable dependiente e
independiente. De igual forma, se observa un manejo conveniente de las escalas numéricas en
cada uno de los ejes con respecto a la seleccion e interpretacion de la unidad de medida elegida,

al margen si es 0 no la misma para los dos ejes, como se muestra a continuacion:
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Evidencias de respuesta P,T,(S,) Tipo 1
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Al observar la tabla 41 (tipo 1, 71,4%) asi como las representaciones cartesianas
anteriores se puede afirmar con base en los Lineamientos (1998) y Estandares (2006) que los
estudiantes ademas de reconocer, identificar y caracterizar el fendbmeno de variacion, logran
modelarlo y representarlo en un sistema grafico. De esta forma, los jovenes manejan relaciones
entre los sistemas de representacion tabular y cartesiana para determinar la dependencia
funcional periddica entre las variables.

En cuanto a las dificultades surgidas en los estudiantes al elaborar la representacion
cartesiana, uno de los equipos al inicio de la actividad transcribe de forma literal los valores de la
altura dados en la tabla 1 al eje de las ordenadas. Esta consideracion los conlleva a representar el
movimiento del deportista por medio de una recta en el plano cartesiano, es decir una funcién de

variacion lineal.

Al interactuar con este equipo de estudiantes se les cuestiona acerca de la ubicacion de
los valores en el eje de las ordenadas y la forma de la gréfica, a lo que responden que es una recta
resultante de unir todas las parejas ordenadas representadas en la tabla 1. Ante esta afirmacion se
les solicita que lean nuevamente el planteamiento del problema e interpreten en el contexto de la
situacion la recta obtenida; los jovenes se centran en el ascenso y descenso del deportista para
argumentar que la grafica no corresponde con este movimiento.

Al indagar con ellos sobre la posicion de los valores en el eje y, especificamente la
ubicacion de la ordenada y = 0 y su relacion con la pareja (0,0), en un principio asocian el
orden numérico del eje por el “orden” dado en la tabla 1 para estos valores de la altura, sin

embargo reconocen luego que no habian tomado en consideracidn que para diferentes valores del
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tiempo los valores de las ordenadas se repiten (son iguales) y por ende no era necesario volverlos

a representar. Finalmente, elaboran de manera adecuada la grafica.
Este dialogo (principio de interaccion) permite a los estudiantes reflexionar sobre su

representacion grafica, la relacion de orden semieje positivo del eje y y la identificacion de una
variacion periddica del movimiento del deportista. No obstante, es adecuado sefialar que frente a
la ubicacién inadecuada de la ordenada y = 0 a los jovenes se les dificulta reconocer que este
valor ubicaria cualquier pareja ordenada sobre el eje x, es decir cualquiera pareja de la forma
(x,0).

Si bien algunos equipos transcriben de manera literal los valores de la altura dados en la

tabla 1 al eje de las ordenadas, la representacion grafica no corresponde a una funcion lineal

como se describio anteriormente.

1
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En cuanto a los equipos que no representan adecuadamente la funcién en el plano
cartesiano, su dificultad gira principalmente alrededor del cambio de posicion de los ejes, es
decir eje x para la altura y eje y para el tiempo, que se podria relacionar con una falta de

comprension de las nociones de variable dependiente e independiente.
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Evidencias de respuesta P,T,(S,) Tipo 1
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Sin embargo al dialogar con los distintos equipos que efectlan esta representacion, los
estudiantes reconocen la dependencia de la altura con respecto al tiempo, al mencionar que al
transcurrir un determinado tiempo la posicion del deportista varia. Asi sefialan por ejemplo que
al llevar 2 segundos la posicion del deportista es 4,6 metros, a los 3 segundos es 6,9 metros, etc.,
por tanto los jovenes logran expresar de forma verbal la variacion funcional aunque no es

coherente con su representacion matematica en el plano cartesiano.
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La dificultad presentada por los estudiantes se asocia entonces con la inversion en el
orden de las coordenadas como lo han identificado Azcarate y Deulofeu (1996) con respecto a la
lectura e interpretacion de representaciones gréaficas cartesianas.

En términos generales, como lo afirman los Lineamientos (1998) y Estandares (2006),
los estudiantes al caracterizar y relacionar la representacion aritmética (discreta) de una funcién
con su representacion cartesiana (continua), demuestran un desarrollo del pensamiento
variacional dado que usan de manera apropiada este tipo de representaciones para el tratamiento
de situaciones de variacion y dependencia, para este caso periddica.

3. Escriba Falso (F) o Verdadero (V), segun el caso.
a. Al transcurrir 6,12 y 18 segundos el deportista se encuentra en el sitio de partida ().

Tabla 42. Tipos de respuestas P3,T»(S5)

Clasificacion Respuesta NUmero de Porcentaje
estudiantes
Tipo 1 Estudiantes que escriben verdadero. 22 78,6%
Tipo 2 Estudiantes que escriben falso. 6 21,4%

3. Escriba Falso (F) o Verdadero (V), segun el caso.
b. A'los 3 y 9 segundos el deportista se encuentra en lacima ().

Tabla 43. Tipos de respuestas P3,T»(S5)

Clasificacion Respuesta NUmero de Porcentaje
estudiantes
Tipo 1 Estudiantes que escriben verdadero. 28 100%

De las tablas 42 y 43 se deduce que los estudiantes reconocen periodicidad en el
movimiento del deportista, en el primer caso (tabla 42) al afirmar que cada 6 segundos regresa al
sitio de partida (base de la escalera). Esta afirmacion la realizan a partir de la tabla 1 y/o de la
grafica que elaboraron en el plano cartesiano, en tanto pueden predecir su comportamiento para
el segundo 18. Para el segundo caso (tabla 43), al identificar que transcurrido este mismo

intervalo de tiempo de 6 segundos, el deportista se encuentra en la misma posicion (altura).
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3. Escriba Falso (F) o Verdadero (V), segun el caso.
c. A'los 4 segundos el deportista se encuentra subiendo de A hacia B ().

Tabla 44. Tipos de respuestas P3.T,(S3)

Clasificacion Respuesta NUmero de Porcentaje
estudiantes
Tipo 1 Estudiantes que escriben verdadero 6 21,4%
Tipo 2 Estudiantes que escriben falso. 22 78,6%

Un alto porcentaje (78,6%) de estudiantes comprende el movimiento de ascenso y
descenso del deportista, al identificar que a los 4 segundos se encuentra descendiendo de B hacia
A. En dialogo con los diferentes equipos se comprueba que la estrategia fundamental para tal
determinacion es la lectura e interpretacion de la grafica, es decir su forma (pendiente negativa)*

y la ubicacion de la pareja ordenada (4, 4,6).

3. Escriba Falso (F) o Verdadero (V), segun el caso.
d. El periodo de esta situacion es 3 segundos ().

Tabla 45. Tipos de respuestas P34T,(S2)

Clasificacion Respuesta NUmero de Porcentaje
estudiantes
Tipo 1 Estudiantes que escriben verdadero 12 42,9%
Tipo 2 Estudiantes que escriben falso. 16 57,1%

De la tabla 45 se puede establecer que un mayor porcentaje de estudiantes sefiala como
falso el periodo de 3 segundos en la situacion, en concordancia con las respuestas a las
afirmaciones 3a y 3b, no obstante es pertinente resaltar que 12 de los jovenes ain comprende el
periodo como una de las etapas, ascenso o descenso, dentro del movimiento del deportista,
similar a lo sucedido con las fases de la luna, la cosecha de granos de café, etc., (situacion 1)®.
De este modo, no conciben el periodo como el intervalo de tiempo transcurrido desde que el
deportista parte de la base de la escalera y regresa a ella, es decir el ascenso y descenso para

volver a iniciar su movimiento (repeticion del fenomeno).

% Este término no es usado por los estudiantes, se escribe para aclarar la inclinacion del segmento de recta
comprendido entre los 3 segundos y 6 segundos.

% Donde el periodo se asociaba al intervalo de tiempo transcurrido entre cada fase lunar y no al tiempo que tarda la
luna en pasar de una fase a su similar.
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El analisis de la pregunta tres, refleja que los estudiantes pueden reconocer
regularidades que caracterizan el fendmeno, desde diferentes representaciones, aunque no
siempre logren identificar un patron regular de tiempo, es decir el periodo. De esta forma,
persiste en algunos jovenes una acepcion de periodo vinculada a un uso cotidiano, duracion de

una fase de cualquier fendmeno, para este caso el tiempo de ascenso (descenso) del deportista.

4. Teniendo en cuenta que en el plano cartesiano se pueden unir los puntos, describa en el
contexto de la situacion (movimiento del deportista) el significado de la gréfica resultante.

Tabla 46. Tipos de respuestas P,T»(S>)

Clasificacion Respuesta NUmero de Porcentaje
estudiantes

El deportista sube y baja la misma distancia. La
Tipo 1 grafica tiene esta forma ya que el tiempo transcurre 6 21,4%
(no se detiene).

El movimiento del deportista es de ascenso (cima) y
Tipo 2 descenso (punto de partida). El tiempo transcurrido 8 28,6%
entre ascenso y descenso es de 6 segundos.

La gréfica se repite constantemente (cambia de la
Tipo 3 misma forma), el movimiento del deportista sigue 6 21,4%
un patrén.

La grafica muestra el desplazamiento del deportista

Tipo 4 en cada instante. EI tiempo no se detiene (se debe 4 14,3%
graficar).
Tipo 5 No responden. 4 14,3%

De la tabla 46 se puede concluir que los estudiantes describen la gréafica en el contexto
de la situacion, identificandola con los tramos de ascenso y descenso del deportista. Algunas de
las respuestas especifican — explicita o implicitamente — que la forma de la grafica resultante se
debe al paso del tiempo, al preguntarles por esta afirmacion los jovenes contestan que a
diferencia de la observacion directa del fenémeno® la gréfica resultante para el movimiento del

deportista en el plano cartesiano se va “desplazando” en tanto el tiempo transcurre, no se detiene.

% Al hablar de observacion directa del fenémeno los estudiantes aseguran que si vieran al deportista subiendo y
bajando las escaleras, su movimiento seria entre los dos mismos puntos (base y cima).
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Evidencias de respuesta P,T,(S,) Tipo 1
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Se puede afirmar que los estudiantes identifican y diferencian la representacion
cotidiana del fendbmeno (imaginacion) de la representacion con herramientas matematicas (plano
cartesiano) logrando dentro del proceso de modelacion descrito en los Lineamientos (1998) y los
Estandares (2006), no solo una formulacion del problema, en tanto reconocen por un lado
caracteristicas esenciales de la situacién original y por otro lado esquematizaciones (bosquejos
graficos, tabulares y cartesianos) que les permiten abordar la situacion con elementos
matematicos; sino también la produccién de un modelo matematico de la situacion real. Es decir
logran establecer la relacion de dependencia entre las variables y el sefialamiento de una
regularidad de tiempo para el cual la representacion grafica que representa el movimiento del
deportista se repite.

Asi, la representacion matematica del movimiento del deportista, a partir de la
aplicacién de métodos y herramientas matematicas ya conocidas como por ejemplo el plano
cartesiano, se constituye para los estudiantes en parte fundamental del proceso de resolucion del
problema. Donde la validacion se origina en el contexto de la situacion mediante el
reconocimiento de los tramos de ascenso y descenso del deportista, asi como en el patron regular
de tiempo establecido para estos tramos (6 segundos). En este sentido, un grupo de estudiantes

(tipo 3, tabla 46) generaliza el comportamiento de la gréfica al afirmar que se repite de manera
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constante, es decir varia de la misma forma, asociando el movimiento del deportista con una
funcidn periodica.

Es importante sefialar que a diferencia de la situacion 1, la palabra “constantemente” no
se limita solo a que el fenbmeno no se detiene o siempre se da, sino que en el caso de la
representacion cartesiana adquiere un significado funcional para los estudiantes, donde la
dependencia de las variables no altera la forma de la grafica.

Finalmente, es posible deducir que el uso de las diferentes representaciones y sus
relaciones por parte de los jovenes, les permite el analisis de una situacion de variacion periodica
en un contexto realista y el desarrollo de actividades como la conjeturacion y la prediccion al
momento de solucionar las tareas.

Se puede afirmar que el movimiento del deportista se describe mediante una funcion

periddica.

Una funcién f es periddica con periodo p # 0 si su dominio contiene x + p siempre que contenga a x y
si f(x +p) = f(x) paratodo x del domino de f.

La representacién grafica de una funcion periddica se repite a intervalos regulares. El intervalo menor para
el cual se repita la grafica se llama periodo de la funcién. *’
El siguiente diagrama sagital muestra una representacion de la funcion periddica:

A f > B

¥ Definicién tomada de Apostol, Tom. Calculus (Vol. 1). 2ed. Barcelona: Reverté, 1988. Pag. 117 y Espiral 10.
Grupo Editorial Norma, 2004. Pag. 67.
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Las preguntas 5, 6 y 7 generan numerosas inquietudes ya que toman en consideracion
las definiciones y conceptos dados en el recuadro con respecto a la funcion periddica. Se hizo
necesaria la intervencién del docente, mediante una socializacion con todo el grupo. Los
estudiantes no reconocen la notacion simbdlica y el lenguaje matematico utilizado, ademas los
conceptos de dominio y rango de una funcion y su representacion sagital. Al indagar al respecto
manifiestan no haber desarrollado en sus cursos de matematicas, hasta el momento, estas
definiciones y este tipo de representacion, asi como el nivel de formalizacion matematica
empleado.

Esta situacion se genera a partir de la planeacion institucional donde hasta grado
décimo se estudian las funciones: polindmicas (lineal — afin — cuadratica), exponenciales,
logaritmicas y trigonométricas, privilegiando un trabajo que se centra en la representacion
grafica de estas funciones a partir de la ecuacion, la tabla de valores y finalmente el plano
cartesiano, dejando de lado en el aula no solo el planteamiento de una expresion algébrica desde
la gréfica, sino también la interpretacion de una funcién como un tipo particular de relacion, que
conllevaria al estudio de representaciones sagitales y los conceptos de dominio y rango tanto
para relaciones como para funciones.

Es decir hasta grado décimo los estudiantes de la Instituciébn Educativa Técnico
Comercial Hernando Navia Vardn se han limitado — con referencia al estudio de las funciones —

al proceso:

Ecuacion — Representacion tabular — Representacion cartesiana.

Si bien en la Institucién hasta grado décimo se hace uso de representaciones tabulares,
graficas y algébricas, que como lo expresan los Lineamientos son sistemas de representacion
asociados a la variacion (1998, p. 73) es indispensable enfrentar a los estudiantes de grado
noveno®® a situaciones que aborden el concepto de relacién, de funcién, sus diversas notaciones y
representaciones, asi como sus caracteristicas (dominio, codominio y rango)®. Dado que este
mismo marco de referencia curricular establece que si bien la nocién de funcion se relaciona con

mundos cambiantes, patrones de variacion entre variables, etc. “A la conceptualizacion de la

% |nstitucionalmente el estudio de las funciones inicia en este grado.
¥ En la actualidad, la planeacion del area de matematicas de la Institucion, deja el estudio de las relaciones y las
funciones desde un punto de vista conjuntista (correspondencia) para el grado undécimo.
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funcion y los objetos asociados (dominio, rango...) le prosigue el estudio de los modelos
elementales, lineal, afin, cuadratico, exponencial,... (Lineamientos, 1998, p. 74).

En este sentido, proponer una situacion en un contexto realista en torno a la funcion
periodica y sus diversas representaciones, enriquece el estudio de la nocion general de funcién en
el aula y se constituye en una forma de expresar la periodicidad; que tradicional vy
exclusivamente ha sido atribuida en el sistema escolar a las funciones trigonométricas como lo
argumentan Buendia 2004 (citada por Montiel, 2005, p. 109) y Montiel (2005, p. 109).

Después de la orientacion dada por el docente y la discusién con los estudiantes, estos

proceden a responder las preguntas 5,6y 7.

5. a. Con base en la grafica del punto 2 (tarea 2) y la definicion anterior, determine lo que
sucede con la gréfica a partir de los 12 segundos.

Tabla 47. Tipos de respuestas Ps5,T»(S>)

Clasificacion Respuesta NUmero de Porcentaje
estudiantes
Tipo 1 A partir de los 12 segundos la grafica se repite, el 18 64,3%
movimiento es periddico.
Tipo 2 El deportista regresa al punto inicial. 2 7,1%
Tipo 3 El deportista se encuentra en reposo. 4 14,3%
Tipo 4 El deportista comienza a descender. 4 14,3%

El mayor porcentaje de estudiantes (64,3%) indica que a partir de los 12 segundos la
gréafica se repite, es decir que el deportista empieza a subir nuevamente desde el punto de partida,
lo que permite establecer que los jovenes reconocen la variacion periodica de la grafica y del
movimiento del deportista; prediciendo el comportamiento de la funcién que modela el
movimiento del deportista para cualquier instante de tiempo. Esta prediccion se fundamenta en la
forma de la gréafica, acompafiada de una interpretacion adecuada de lo que significa la

representacion grafica de una funcién periddica dada en el recuadro.

Evidencias de respuesta Ps,T,(S,) Tipo 1
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En cuanto a los tipos de respuesta 2 y 3, se percibe que los estudiantes no generalizan el

comportamiento de la grafica para valores del tiempo después de los 12 segundos, sino gque se

ubican exactamente en t = 12 segundos deduciendo que el deportista regresa al punto de

partida. Si bien los joévenes relacionan adecuadamente la posicion del deportista en la base de la

escalera para este valor de t, asumen de manera erronea que se encuentra en reposo. De lo

anterior, se puede concluir que algunos de los estudiantes intentan generalizar que cada vez que

el deportista pasa por la base de la escalera (h = 0 m) esté en reposo.

5. b. Indique el periodo (p) de tiempo a partir de la gréfica. Explique su respuesta.

Tabla 48. Tipos de respuestas P5,T»(S5)

Clasificacion Respuesta Explicacion Ndmero de Porcentaje
estudiantes
Al transcurrir 6 segundos, el movimiento del
deportista se repite (vuelve a retomar su movimiento 14 50%
inicial). Es un movimiento periddico.
Estudiantes que
Tipo 1 indican como  Seis segundos es el tiempo que tarda el deportista en
periodo 6 regresar al punto de partida. 6 21,4%
segundos.
Seis segundos es el tiempo que el deportista tarda en
subir y bajar las escaleras. 2 7,1%
Estudiantes que  Tres segundos es el tiempo que se demora en subir la 2 7,1%
indican como escalera.
Tipo 2 periodo 3
segundos. No hay explicacion. 2 7,1%
Estudiantes que El deportista va ascendiendo y descendiendo en este
Tipo 3 indican como intervalo de tiempo (12 segundos). 2 7,1%

periodo 12
segundos.
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Los resultados de la tabla 48, confirman que los estudiantes describen a partir de la
grafica la variacion periddica entre las variables tiempo y altura (posicion del deportista)
permitiéndoles identificar 6 segundos como periodo. Asi, la representacion grafica corrobora las
respuestas dadas en la pregunta 3 (a, b, y d) de esta tarea, ya que la forma y repeticién de la
grafica cada 6 segundos les deja asegurar que el deportista se encuentra yendo de Aa B y de
B a A en ese intervalo de tiempo, como se puede apreciar en las explicaciones descritas en la
tabla 48 (tipo 1).

En contraste con la pregunta 3 (d), se observa que el porcentaje de estudiantes que
determina 3 segundos como el periodo de la funcion disminuye, constituyéndose la
representacion grafica en un medio para probar o demostrar regularidades, especificamente un

patrén regular de tiempo (periodo).

Evidencias de respuesta Ps;, T, (S,) Tipo 1
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6. Compruebe, por lo menos para tres valores de t, que el periodo p obtenido en 5 (b),
verifica: h(t + p) = h(t).

Tabla 49. Tipos de respuestas P¢T,(S2)

Clasificacion Respuesta Nidmero de estudiantes Porcentaje
Estudiantes que comprueban
Tipo 1 adecuadamente la expresion: 28 100%

h(t +p) = h(t).
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Como se mencion0 anteriormente fue necesaria la intervencion del docente en las tres
ltimas preguntas de esta tarea. Particularmente, en la pregunta 6 se hizo indispensable verificar
la expresion h(t +p) = h(t) con todo el grupo, tomando como ejemplo otra funcién de
variacion periodica. En la interaccion con los estudiantes se enfatizé en la relacion entre la
representacion cartesiana de la funcion y los valores obtenidos por medio de la expresion®. En
esta socializacion se discute por tanto el periodo de la funcion que modela el movimiento del
deportista, sin embargo se les pide a los 6 estudiantes que no contestaron correctamente a la
pregunta 5(b) que no alteren su respuesta. De esta forma, el 100 % de los estudiantes verifica la

expresion adecuadamente.

Evidencias de respuesta PsT,(S,) Tipo 1
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% por este motivo la culminacion de la tarea 2 conllevo dos sesiones de clase, cada una de dos horas.
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Los procedimientos llevados a cabo por los estudiantes muestran que se limitan a tomar
3 valores para t y no todos logran interpretar la igualdad h(t + p) = h(t). Es decir aunque
reemplazan valores para t y para p de manera adecuada por ejemplo h(2 + 6) = h(8) se les
dificulta reconocer que h(2) = h(8), de lo anterior se puede inferir que si bien hay una
operatividad (manejo algoritmico) correcta no comprenden que las imagenes (posicion del
deportista) para los valores del tiempo t = 2 segundos y t = 8 segundos son iguales. En dialogo
con los diferentes equipos se constata que en un principio los alumnos se estan restringiendo al
calculo numérico, sin embargo al cuestionarlos sobre la igualdad h(2) = h(8) expresan,
verbalmente, su veracidad recurriendo a la representacion grafica que realizaron. Se observa
ademas en algunos equipos un manejo inadecuado del lenguaje matematico y el concepto de
igualdad.

Dentro del proceso de matematizacion vertical, la grafica les permite probar la validez
de la expresion, siendo esta representacion un modelo que conlleva a los estudiantes a mayores
niveles de formalizacion matematica (Freudenthal, 1991, citado por Bressan, Zolkower y
Gallego, 2004, p. 7) en tanto vincula la elaboracion, interpretacion y relacion entre los sistemas
de representacion matematica: grafico y algebraico como lo estipulan los Lineamientos (1998) y
Estandares (2006) para el desarrollo del pensamiento variacional.

En términos generales, se puede concluir que los estudiantes reconocen el
comportamiento de una funcién periddica en el plano e indican su periodo tomando como
criterio la repeticion de su forma en la representacion cartesiana. Ademas que utilizan la grafica
para argumentar y justificar la propiedad de periodicidad desde su expresién analitica, pese a la
explicacion dada para h(t + p) = h(t).

7. Explique la representacion sagital de una funcidn periddica segun la relacion entre los x del
dominio y los f(x) del rango.
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Tabla 50. Tipos de respuestas P,T,(S2)

Clasificacion Respuesta NUmero de Porcentaje
estudiantes

_ Los dominios (x1'x1+p y x1+2p)' (X2, X24p ¥ X242p) Y
Tipo 1 (X3, X34p ¥ X312,) tienen el mismo rango que son: 18 64,3%

f(x1), f(x3) y f(x3) respectivamente.

Tipo 2 Al completarse un periodo se obtienen los mismos valores 4 14.3%
del rango.

Tipo 3 X1, X14p Y X142p € dirigen hacia la misma direccion f(x,). 2 7,1%

Tipo 4 No realizan explicacion. 4 14.3%

Es pertinente precisar, que si bien se dio la orientacion a los estudiantes sobre los
conceptos de dominio, rango y representacion sagital; con el fin de no interferir en las soluciones
el docente encargado de este trabajo se ausenta de la sesion donde los jovenes abordan esta
altima pregunta. El grupo esta acompafiado con el profesor que les orienta el area de
matematicas.

De acuerdo con los analisis realizados hasta el momento, es evidente que los estudiantes
reconocen la variacion periddica del movimiento del deportista, el comportamiento grafico de
una funcion periodica y el periodo de esta desde su grafica. Sin embargo, para la mayoria la
verificacion algebraica de la propiedad h(t + p) = h(t) adquiere validez solo a partir de la
representacion cartesiana.

La explicacion predominante del diagrama sagital (tipo 1, tabla 50) deja ver que los
estudiantes consideran particiones del conjunto A (Dominio), es decir agrupan los elementos que
tienen la misma imagen. En este sentido cada subconjunto de la forma
(Xa» Xq+p» Xa+2ps -+ » Xa+np) CUya imagen es f(x,) se designa como un dominio, de lo cual se
puede inferir que los jovenes establecen subdominios del dominio de la funcion. Si bien
interpretan adecuadamente la representacién sagital de una funcion periddica, al determinar que
todos los elementos de la forma (x4, Xq4p) Xa+2ps -r Xa+np) ti€nen la misma imagen; la
agrupacion realizada no les deja ver claramente que para cada uno de los elementos del conjunto
A existe una unica imagen. A esta Ultima afirmacion subyace el desconocimiento, por parte de
los estudiantes, de terminologia basica de la teoria de conjuntos y de la funcion como una regla o

correspondencia que asigna a cada elemento de A un Unico elemento de B.
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Al respecto, es pertinente sefialar que la respuesta de 4 estudiantes (tipo 2, tabla 50)
alude a la determinacion de una Unica imagen para cada elemento del dominio, dado que los
elementos x, y x,4, tendran una imagen, para este caso la misma, dado que es una funcion
periodica. Precisamente el periodo p que transcurre o se completa como dicen los jovenes entre
los elementos x, Yy x,., garantiza el mismo valor del rango.

En cuanto a la interpretacion de las imagenes de los elementos x;.py; X24np; X34np del
dominio, los estudiantes consideran nuevamente particiones del conjunto B, al identificar
respectivamente cada imagen f(x;),f(x;)y f(x3) como un rango. Es decir cada f(x,)
constituye un subconjunto del rango de la funcién, dado que el valor de f(x,) es el mismo para
el dominio (xq, Xg4p, Xa+2ps > Xa+np)- D€ las respuestas se infiere que los jovenes no perciben
f(x1), f(x32) vy f(x3) como elementos del conjunto B y por ende como el rango de f, sino como
subconjuntos unitarios que definen cada uno un rango.

Si bien el rango de una funcion es un subconjunto propio del codominio (Rande f <
Cod de f) relacionado con el conjunto de imégenes de los elementos del dominio y para esta
representacion sagital dada en el recuadro de la tarea 2, el Codominio de f = Rango de f; la
dificultad radica en la particion e interpretacion de tres rangos para la funcion, de igual manera
se puede concebir para el dominio.

Asi durante la plenaria los estudiantes no logran identificar como dominio el conjunto
{xl,xlﬂ,, s X2, X241, ...,x3,x3+p} y como rango el conjunto {f(x,),f(x,),f(x3)}, lo que
evidencia que no hay claridad en cuanto a lo nominal y a la designacion de los términos dominio
y rango de una funcion. Sin embargo, lo anterior no contradice el razonamiento de los jovenes en
torno a la correspondencia de los elementos dominio xg, Xg.4p, Xq42ps =+ Xq4+np CON la Misma
imagen f(x,).

Por tanto, se puede sefialar que a los argumentos de los estudiantes subyace la
caracterizacion de una funcion periddica como aquella que asigna a x, del dominio y a los
infinitos valores de la forma x,.,, del dominio, la misma imagen, donde p se identifica con el

periodo de la funcion®.

1 Se incluye en esta categoria de analisis las respuestas clasificadas como tipo 2 y tipo 3 de la tabla 50.
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Evidencias de respuesta P, T,(S,) Tipo 1
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Tarea 3: Reconociendo graficas de funciones periddicas

Observe las siguientes representaciones gréficas de algunas funciones:*?

a b :100* ¢ -+ —j-? '
80 !
l-ao}—|— 1 ‘

01810 12 14 16 18 20 22|24

c

e

42 Representaciones graficas tomadas de Leccion 12. Funciones. Disponible en:
platea.pntic.mec.es/jfgarcia/editorialsm/es3_esfera/leccion_12.pdf.



1. Complete la tabla 2, indicando si para las funciones periddicas y no para aquellas no
periddicas.

Representacion grafica a b c d e
Funcion Periddica
Periodo

Tabla 2.

2. Expliqgue como determiné el periodo p de aquellas funciones clasificadas como
periddicas.
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Tabla 51. Tipos de respuestas T3P 2(S>)
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Clasificacion Respuesta Explicacion NGmero de Porcentaje
estudiantes
Contando la cuadricula (eje x — tiempo
Estudiantes que clasifican en segundos) y teniendo en cuenta la
como periodicas las escala numérica en que estaba 6 21,4%
funciones (a, ¢, d y €) y no graduada cada una de las gréficas.
periddica (b). Determinan
Tipo 1 correctamente el periodo para Como la grafica se repite cada
al menos tres de las determinado tiempo, contamos el 4 14,3%
seleccionadas como tiempo que se demora en cumplir un
periddicas. ciclo.
Teniendo en cuenta el tiempo que se
tarda en llegar a su punto final y 2 7,1%
volver a partir.
Estudiantes que clasifican Tomando en consideracion desde
como periddicas las donde comienza el movimiento hasta 2 7,1%
funciones (a, ¢, d y €) y no que se repite.
periddica (b). Determinan
Tipo 2 correctamente el periodo Teniendo en cuenta el tiempo que se
maximo para dos de las tarda en llegar a su punto final y 2 7,1%
seleccionadas como volver a partir.
periddicas.
Analizando el tiempo desde el punto
de partida hasta el punto final. 2 7,1%
Estudiantes que clasifican
como periddicas las
funciones (a, d y €) y no
periddicas (b y ¢). La grafica se repite (forma) en un
Tipo 3 Determinan el periodo determinado intervalo de tiempo. El 2 7,1%
correcto para todas las fendmeno se repite.
seleccionadas como
periddicas.
Estudiantes que clasifican
como periddicas las
funciones (a, d y e) y no Contando la cuadricula y teniendo en
Tipo 4 periddicas (b y c). cuenta la escala numérica en que 4 14,3%
Determinan el periodo estaba graduada cada una de las
incorrecto para todas las gréficas.
seleccionadas como
periddicas.
Estudiantes que clasifican Contando la cuadricula y tomando en
como periddicas las consideracion que la grafica se repite. 2 7,1%
funciones (a, ¢ y d) y no
periddicas (b y ).
_ Determinan correctamente el opservando y detallando la gréfica. 2 7.1%
Tipo 5 periodo maximo para dos de

las  seleccionadas
periodicas.

como
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El analisis de las respuestas a la tarea 3 revela que 18 (64,3 %) de los estudiantes
(clasificacion tipo 1 y tipo 2) clasifica de forma adecuada las funciones a, ¢, d y e como
periodicas, lo que confirma un nivel de comprension de la funcion periddica a partir del
comportamiento de la grafica como se establecié en la tarea 2 de esta situacion. Para la
determinacion del periodo, 12 de estos estudiantes, toman como aspectos fundamentales: la
forma de la grafica y el conteo.

El primero referido a la identificacion de un intervalo en el cual la forma de la grafica se
repite, estableciendo asi un ciclo de la curva. Este intervalo es asociado por los estudiantes con el
periodo de la funcion, razén por la cual surge el conteo (segundo aspecto) como herramienta
matematica usada para asignar el valor numérico al periodo. La estrategia toma en cuenta la
cuadricula y la escala numérica en que se encuentra graduada cada representacion gréfica.

Se puede asegurar que al margen de la clasificacion de las funciones como periddicas o
no, el conteo es la herramienta generalizada por los estudiantes. No obstante, el manejo de una
escala numérica diferente para el eje x y para el eje y en la misma gréfica (representacion c) o
una escala diferente para el eje x en comparacién con las otras graficas como es el caso de las
representaciones a y d, se constituye en un obstaculo para hallar el valor acertado del periodo.

De esta forma, las dificultades se presentan en las representaciones graficas ¢ y d, donde
los alumnos indican 70 como periodo para la funcion c, es decir asumen este valor como el del

intervalo desde el cual se empieza a repetir la grafica.

Evidencias de respuesta T3P, ,(S,) Tipo 1

1. Complete la tabla 2, indicando si para las funciones periédicas y no para aquellas no periédicas.

Representacion gréfica a b c d e
Funcibn Periédica
S N S)
Periodo p . S o -
| 60 3059 :ﬁ,uiﬁ '

Tabla 2.
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Evidencias de respuesta T3P, ,(S;) Tipo 2

1. Complete la tabla 2, indicando si para las funciones periddicas y no para aquellas no periddicas.

Representacioén gréfica a b c d e

Funcién Periédica

Periodo ‘ \ 1 ¢ 2 e =
Tabla 2.

Se puede apreciar, que los estudiantes no conciben el intervalo (70,80) como parte de
la gréfica al asumir que se encuentra sobre el eje x (y = 0). Esta lectura de la grafica puede
derivarse de la interpretacion dada a las parejas ordenadas (6,0) y (12,0) en el contexto del
movimiento del deportista (tarea 1, situacion 2), donde algunos estudiantes sefialan que al
regresar al punto de inicio el deportista se encuentra en reposo. Asi, p = 70 y la pareja ordenada
(70,0) significaria para los jovenes, en el caso del recorrido de un cuerpo, que este regresa a su
punto de partida, se encuentra en reposo e inicia nuevamente su recorrido ignorando que
permanece detenido en el intervalo (70, 80).

Un equipo de estudiantes argumenta que no es posible asegurar que la funcién c sea
periddica a partir de la representacion dada®, en tanto no se puede predecir que el

comportamiento de la grafica sea el mismo (se repita) a partir de x = 90:

1. Complete la tabla 2, indicando si para las funciones periédicas y no para aquellas no periddicas.

Representacion gréfica a b c d e
Funcién Peribédica

S no no [ S,
Periodo

6 35 5

Tabla 2.

2. Expliiue como determind el periodo p de aquellas funciones clasificadas como periédicas.
qut las lipmc | npicac se ‘g’:"gn cadn credlac (ipvas P eo mok da a

» Representaciones graficas tomadas de Leccién 12. Funciones. Disponible en:

platea.pntic.mec.es/jfgarcia/editorialsm/es3_esfera/leccion_12.pdf.
enfendey '.‘".t el F coomeno X Vepx le
!

A PR

etn la ava o 0) no P,‘L."\.,. M YMAY Gl €L f:""‘d"" 'glf,f o t”:’ff:’

» noC pone ‘a Suponey, poOYQu  pova ,,\'. ’1‘(—‘:‘|h\-""' s 'ec " penodro Qa
' 4 |

‘l“",‘(o dendvia qu opn' con la ! secoencial un mLov\‘ﬁ de ?"r))

** Al momento de disefiar la tarea se tuvo en cuenta este aspecto, sin embargo se decidi6 dejar esta representacion
grafica a la interpretacion de los estudiantes.



150

La respuesta evidencia la determinacion adecuada del periodo (p = 80), sin embargo el
no poder visualizar la forma de la gréafica a partir de la abscisa 90 conlleva a la categorizacion de
la funcién como no periddica. Durante la plenaria se socializa con todo el grupo la solucion dada
por este equipo, el resto de estudiantes manifiesta no haber realizado un analisis global de la
grafica y afirman que al ser una actividad de matematicas entonces no puede haber dos repuestas
distintas (ambigtiedad). Al respecto se aclara que las dos interpretaciones son véalidas en tanto
hay argumentacion que sustenta los razonamientos y procesos llevados a cabo.

Lo anterior deja ver que el planteamiento de actividades que involucran cierto grado de
indeterminacion frente a la respuesta permite a los estudiantes la reflexion y el desarrollo de
procesos del pensamiento matematico (Lineamientos, p. 76) tales como: la conjeturacion y la
argumentacion verbal o escrita y por consiguiente la validacién de sus respuestas; procesos
inherentes a la formulacién y solucion de problemas.

Por otro lado, vinculado al periodo de esta misma funcion, algunos estudiantes no
toman en cuenta la escala numérica en que se encuentra graduado el eje de las abscisas y realizan

un conteo por unidad, como se expone a continuacion:

Evidencias de respuesta T3P, ,(S,) Tipo 1

1. Complete la tabla 2, indicando si para las funciones periédicas y no para aquellas no periddicas.

Representacién gréfica a b c d e
Funcién Periédica =X t =
r | \ !
Periodo 6<a N [ |Isa
Tabla 2.

2. Explique como determiné el periodo p de aquellas funciones clasificadas como periédicas.
(L hicra i o000 oo Mo en ”"“?Ju (4 XY) ‘-‘m-_\(\;;. for »\‘ W une lue ey = ‘-\‘l.

3

Representaciones  grificas tomadas de Leccidn 12. Funciones. Disponible en:
platea.pntic.mec.es/jfgarcia/editorialsm/es3_esfera/leccion_12.pdf.



Evidencias de respuesta T3Py ,(S) Tipo

2

1. Complete la tabla 2, indicando si para las funciones periédicas y no para aquellas no periddicas.

2. Explique como determiné el periodo p de aquellas funciones clasificadas como periédicas.

Representacién gréfica a b c d e
Funcibn Periédica
uner st v |50 st | st
Periodo ; e 12 2¢
Tabla 2.

O t)(l'lfn'rfn,"-‘, oyy.‘y?r,nrJr\ C’ l/(mp.” ({FU’IO J( pltl'o'q ’(ZISIO

Representaciones  graficas  tomadas

de

Leccién

12,

platea.pntic.mec.es/jfgarcia/editorialsm/es3_esfera/leccion_12.pdf.

Funciones.

f.',-_»‘C/;n afl Fira

Disponible

!

en:
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Este conteo sin tomar en consideracion la graduacion del eje x, se repite en la

determinacion del valor numérico para el periodo de la representacion grafica d, donde es

asignado de forma inadecuada 7 (ver registros).

Evidencias de respuesta T3Py ,(S,) Tipo

1. Complete la tabla 2, indicando si para las funciones periédicas y no para aquellas no periddicas.

1

2. Explique como determind el periodo p de aquellas funciones clasificadas como periddicas.

3 Representaciones  grificas  tomadas

platea.pntic.mec.es/jfgarcia/editorialsm/es3_esfera/leccion_12.pdf.

de

Leccién

12,

Representacién gréfica a b c d e
Funcién Periédica s
S NO NO G A
Periodo
Gs)| wof no | 7 | (29
Tabla 2.

Funciones.

Disponible

en:
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Evidencias de respuesta T3P, ,(S;) Tipo 2

1. Complete la tabla 2, indicando s/ para las funciones periédicas y no para aquellas no periddicas.

Representacién gréfica a b c d e
Funcién Periédica S\ ,\\0 S\ Sy /\b
Periodo

6 N | 1

Tabla 2.

2. Explique como determiné el periodo p de aquellas funciones clasificadas como periddicas.
£ porue cormdanos Cada twacinto \ Se e e

3 Representaciones  graficas tomadas de Leccién 12. Funciones. Disponible en:

platea.pntic.mec.es/jfgarcia/editorialsm/es3_esfera/leccion_12.pdf.

Es interesante resaltar que para la determinacion del periodo, los estudiantes efectan el
conteo a partir del punto (0,0), es decir que para las representaciones a, d y e visualizan las
gréaficas solo para el primer cuadrante. Esta discusion se lleva a cabo durante la plenaria pero los
estudiantes no expresan argumentos validos o coherentes para tal decisién, un grupo menciona
que el periodo es un nimero mayor que cero, por tanto no puede ubicarse en la parte negativa del
eje x. Ante esto, la reflexion se centra en la nocidn de distancia entre dos puntos ya sea en la

recta numérica o en el plano cartesiano.

Holamaon ¢l Qegiody Patdicado del Porlo (0"’) ’ ‘»”07\{'*%5"'*59 el
Niwngip QI(}'C On wa didenginodn %“"5‘”\6‘0‘ (/ s, do Heives
Contourds 105 Coo0\CH Juias de Cack ;}ma J "’\ 0‘(7(/1“ dc(
Nowevo Jee ,(/,/'6 Aestio G La "F’[}U"o'

Dentro del proceso de matematizacion vertical del enfoque de la EMR, la tarea 1 y la
tarea 2 de la situacion 2, ubica a los estudiantes en un nivel referencial dado que emplean
diversas representaciones: lengua natural, tabular, gréafica; conceptos y procedimientos para
sintetizar el problema, todas estas relacionadas con el movimiento del deportista, es decir a partir

de la situacion de la cual se originaron.
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La tarea 3, los sitGa en un nivel general dentro del proceso de matematizacion vertical,
pues la lectura y el andlisis de las representaciones graficas supera el contexto de la situacion
planteada (movimiento del deportista), permitiéndoles reflexionar sobre las estrategias,
conceptos y modelos usados en el nivel referencial, particularmente el reconocimiento de una
funcion periddica a partir del comportamiento repetitivo de su grafica y la determinacion del
periodo desde la identificacion de un intervalo definido para que se repita la gréfica (tarea 2,
pregunta 5(a,b)), proceso al cual subyace el conteo. Asi, los estudiantes pueden concluir que el
comportamiento repetitivo de la gréafica, la definicion de un intervalo para que se repita la grafica
y el conteo; son aspectos generalizables que se pueden aplicar en otro tipo de situaciones.

Sin embargo, como se puede ver a través de las explicaciones de los estudiantes (tabla
51) y algunos de los registros escaneados, prevalece la tendencia de los jévenes a asociar el valor
numérico del periodo de una funcién con una unidad de medida como es el tiempo,
concretamente los segundos. En este sentido, se puede inferir que el contexto de la situacion
abordada (movimiento del deportista) incide sobre la concepcién de periodo, ya que el eje x de

las diferentes representaciones graficas de la tarea 3, no tiene asignado la magnitud tiempo.

Evidencias de respuesta T3P, ,(S,) Tipo 1

Al obsewar las aaficas hos dnos coenla que hay uves que e\ pondo
Veqa codo dedeimnodo denpo ol misme Sy, Osea cada Aemgo
Vullue o oCuy,

Evidencias de respuesta T3P, ,(S,) Tipo 2

1. Complete la tabla 2, indicando s/ para las funciones periédicas y no para aquellas no periédicas.

Representacién gréfica a b c d e
Funcién Peribédica
o]l ?‘10 61 5! 51
Periodo
6 70 | 3,5] 5
Tabla 2.

2. Explique como determind el periodo p de aquellas funciones clasificadas como periédicas.
Cortands Yo cecyencta de  codo Seaundo
3

Representaciones  grdficas tomadas de Leccibn 12. Funciones. Disponible en:
platea.pntic.mec.es/jfgarcia/editorialsm/es3_esfera/leccion_12.pdf.
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Evidencias de respuesta T3P, ,(S;) Tipo 3

1. Complete la tabla 2, indicando s/ para las funciones periédicas y no para aquellas no periédicas.

Representacién gréfica a b c d e
Funcién Periédica
St NO | o) i =
Periodo 6- s Q()-)] 3,555 s, 59
Tabla 2.

2. Explique cdmo determind el periodo p de aquellas funciones clasificadas como periddicas.
CordenAdc €1 heenarey on 0 Ct ) S0 ool e U p]n un crclo

3 Representaciones  grificas tomadas de Leccién 12.  Funciones. Disponible  en:

platea.pntic.mec.es/jfgarcia/editorialsm/es3_esfera/leccion_12.pdf.

Tarea 4: Aproximandonos a la expresion algebraica

Para obtener una expresion algebraica que describa el movimiento del deportista,
Valentina y Juan inician una discusion al respecto. Valentina asegura que la variacion de la altura
del deportista en funcion del tiempo corresponde a una funcién lineal dada por la expresion:
h(t) = 2,3t.

Sin embargo, Juan argumenta que esta expresion es valida solo para el primer tramo de

la gréfica, k = 0, es decir cuando el deportista sube por primera vez a la cima de la escalera.

1. De este modo, Juan propone a Valentina que la expresion algebraica que describe el
movimiento del deportista para los tramos de ascenso en la grafica es h(t) = 2,3(t — 6k), donde
k indica el numero de veces en que sube el deportista. Por ejemplo, para k = 1 la expresion es:
h(t) = 2,3(t — 6).
a. Determine la validez de esta afirmacion para k = 3.

Al iniciar el desarrollo de esta tarea, los estudiantes manifiestan inquietudes frente a la

solucion de la misma, en tanto no logran interpretar una expresion algebraica por partes, que
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involucre tantas letras* y parametros. Se hizo necesario la socializacién con todo el grupo de
cada item que compone la tarea 4.

En la interaccion con los jovenes se pudo establecer que las dificultades no solo giran en
torno a la representacion algebraica para h(t) dada en la pregunta 3, sino también en las
expresiones de variacion lineal que modelan los tramos de ascenso y descenso del deportista.
Esta discusion reafirma el poco énfasis que dentro de la ensefianza de las funciones al interior del
aula, reciben las actividades en las cuales los estudiantes deben plantear una expresion algebraica

a partir de la representacion grafica de una funcion.

Tabla 52. Tipos de respuestas T4 P1,(S>)

Clasificacion Respuesta NUmero de Porcentaje
estudiantes

Estudiantes que determinan la expresion
algebraica h(t) = 2,3(t — 18) y comprueban su

Tipo 1 validez evaluando cada valor del tiempo 18 64,3%
(t = 185,19 5,20 s y 21 s) adecuadamente.

Estudiantes que determinan la expresién

Tipo 2 algebraica h(t) = 2,3(t — 18), sin embargo no 4 14,3%
comprueban su validez para el tramo
correspondiente (k = 3).

Tipo 3 No responden. 6 21,4%

1. b. Valentina encuentra que para k = 4, la expresion algebraica es h(t) = 2,3(t —24) y
establece que: h(24) = 0; h(25) =2,3; h(26) =4,6 y h(27) = 6,9. Verifique los valores
dados por Valentina.

Tabla 53. Tipos de respuestas T4 P15 (S>)

Clasificacion Respuesta NuUmero de Porcentaje
estudiantes

Estudiantes que verifican adecuadamente en la
Tipo 1 expresion, para k = 4, todos los valores del 22 78,6%
tiempo (t = 245,255,265y 27 s).

Tipo 2 Estudiantes que verifican maximo con dos 2 7,1%
errores, la expresion para k = 4.

Tipo 3 No responden. 4 14,3%

* La palabra letras es usada por los estudiantes.
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Se observa de la tabla 52, que el 64,3% de los estudiantes ademas de hallar la expresion
algebraica h(t) = 2,3(t — 18) evaluando en h(t) = 2,3(t — 6k) el valor k = 3, comprueban la
validez de la expresion h(t) = 2,3(t — 18) para cada uno de los valores del tiempo, es decir

reemplazando punto por punto, como se evidencia en algunos de los procedimientos elaborados
por los jovenes:

Evidencias de respuesta T,P;,(S;) Tipo 1

1 N
ARNSLE 2va (Sie -0 )=l 7 s (e

by - 2-5‘\‘1%'1%\ ‘-'. 2r3((,\ S

}\.'-_}O‘i 2,?)(30.’1\:\\ X 2.73(1\ 2065

- | | 5, ey W) e

Wi = 2 Wals dglie =03 ¢

M) 2 A U 2 o R (5 ) S e

Evidencias de respuesta T, P, ,(S,) Tipo 2
1 R/ @=h (9= 2,3 (4-18) woh(e) e 23 (- 12) 2 h(t)= 2.3(+ -18)

l\(-')'— 2,3(]']‘]5) Lk(‘): Z,’_’)(]E‘IL\ L({)-’z,ﬁ(?()‘.l:)
LG)e 2310 ) ?

(l) 2.3 1) h(lz): o (o) ‘\(701 2,3 ( )

= 23 a kb
=0

¢ h()e 2,3 (¢-12)
h(o = 3,3 (a1 -12)
h(z= 2,3 (3)
6,9

Evidencias de respuesta T, P, ,(S,) Tipo 3

_l.) a ‘\(‘c)-: 2,3 (X -hs)
7 h(1) = 2,3 (he-i8) =0

‘\(-[': 242 ({—"1%)
hiGE)Y =22 (1q-18) = 23
hiCEY=2,2 (& -[18)]
WQY=0232 (ibiapY=|4e

RAE 2.8 CU—Ae)Y
RHiD:=[2.2 (21-18) L, A
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Si bien la mayor parte de los estudiantes responde de manera acertada, en la interaccion
inicial con los diferentes equipos se pudo constatar que no todos comprenden, en términos
algoritmicos, como evaluar la expresion algebraica que modela una funcién en un punto,
situacion que se hace mas compleja en tanto para la expresion h(t) = 2,3(t — 6k) ademas de
considerar el valor de t, se debe tener en cuenta el parametro k para el respectivo tramo de
ascenso del deportista.

El dialogo equipo por equipo y la plenaria, confirman que a los estudiantes se les
dificulta reconocer la variacion de t en la expresion algebraica, pese a tener claro que el tiempo
transcurre (varia) conforme el deportista asciende por la escalera y que la grafica que representa
el movimiento del deportista se “desplaza” en el plano cartesiano en tanto el tiempo no se detiene
(pregunta 4, tarea 2). Se puede afirmar que los jovenes identifican visualmente la traslacion
horizontal de la gréfica debido al transcurso del tiempo, pero se les dificulta asociar los cambios
que produce este movimiento de traslacion en la ecuacion o expresion algebraica.

Es precisamente la representacion grafica la que les permite a los jovenes confrontar y
validar cada valor hallado de h(t) en el tramo de ascenso correspondiente (k = 3); consiguiendo
relacionar las representaciones grafica y algebraica para el movimiento del deportista, lo que se
constituye como lo expresan los Lineamientos (1998) dentro del pensamiento variacional en eje
fundamental para el estudio y comprensién de la funcidn (periodica). Este uso de la grafica como
medio de validacion del proceso algebraico es consecuente con la verificacién de la propiedad
h(t + p) = h(t) la cual se ratifica solo a partir de la representacion cartesiana (pregunta 6, tarea
2).

Aunque los estudiantes logran relacionar las dos representaciones en términos de la
verificacion y la validacion de valores, la plenaria corrobora que a los jovenes les resulta
complejo asociar a una representacion grafica su expresion algebraica. En general, para este
caso, no reconocen que las lineas rectas que representan el movimiento del deportista en el plano
cartesiano corresponden a funciones de la forma f(x) = mx + b y el cambio producido por el
signo de m en la inclinacion de la recta (tramos de ascenso y descenso). En este ambito, la
escuela ha contribuido poco al limitar el estudio de las funciones a su representacion grafica a

partir de su representacion discreta (tabular) y ecuacion, dejando de lado el planteamiento de la
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expresion algebraica desde el analisis grafico asociado a los cambios producidos por los
parametros, los intervalos de crecimiento y decrecimiento, los cortes con los ejes, etc.*®
En cuanto a la pregunta 1b, la tabla 53 presenta un porcentaje de 78,6% de estudiantes
que verifican de manera adecuada los valores de h(t) correspondiente al tramo de ascenso
k = 4. Al igual que 1a, la estrategia consiste en reemplazar y evaluar cada valor del tiempo, no
obstante para esta pregunta la validacion se efectla teniendo en cuenta los calculos numéricos
realizados sin acudir a la representacion grafica. Esto se debe quiza a que los jovenes asumen la
veracidad o afirmacion dada en la pregunta, es decir no deben ni deducir la expresion ni los
valores como en la pregunta la.
Evidencias de respuesta T, Py, (S,) Tipo 1
hHAE |
,\H)=1,3 (4-24) ||
h(1)=2,3(24-24)=0
h ()= 2y3(t-124)
h(4)= 2,3 (25+24) =
NOUENENCET))
hU) +23 (26 F24Y =[41¢
) =25 [ {24)
k(ﬂ-—’z,%va TV EIE

Evidencias de respuesta T,P;, (S;) Tipo 2

) W@ =(24-24)=23(0 =
1,\(29: (QE— QL:‘\) 2,3 (N:= 273
:‘f\ (QG): (QQ - 4\ ’5(7)?46
h(27): (27- 94)-2,3 ()76

\ |

> Aunque inicialmente la tarea 4 se plante6 de esta forma, la complejidad de la expresién algebraica resultante de la
situacion problema, conllevo a la aproximacion, es decir al reconocimiento por parte de los estudiantes de la
expresion algebraica via verificacion y validacion.
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Evidencias de respuesta T, P, (S;) Tipo 3

\; \ \ ! 2\ i f M
A a L. 0 T\ - 24 nLTl & &
n v ’2 ') \ O o | n Lz 2 '\;..':-"'l NVIB ey Leb o s N
’ ' \ e e
’ tly. .
{ . ) TN " '], 1% ) -
A \%)» ) .2.‘1-_‘1 hWle=9 1) | \!ﬂ ‘r‘1 \ ) 2%
N\ = ') h \'\\ =[O NLvIAR = 6.9 -
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En cuanto aquellos estudiantes que no dan solucién a la pregunta 1 (a, b), sus
argumentos giran en torno a la falta de claridad con respecto a las operaciones o calculos que

deben realizar para la verificacion de las expresiones.
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2. Ahora, Valentina decide buscar una expresion algebraica que permita modelar los tramos de
descenso del deportista y propone: h(t) = —2,3(t — 6k).
a. Decida si para k =1 la expresién dada por Valentina representa el primer tramo de
descenso del deportista.

Tabla 54. Tipos de respuestas T4 P,,(S>)

Clasificacion Respuesta NuUmero de Porcentaje
estudiantes

Estudiantes que al decidir la validez de la expresion para k = 1,
Tipo 1 verifican esta para cada valor del tiempo (t =3s,45,55y65) 16 57,1%
adecuadamente.

Estudiantes que al decidir la validez de la expresion para k = 1,
Tipo 2 verifican esta de forma incorrecta ya sea tomando valores 4 14,3%
inadecuados para el tiempo u otra expresion algebraica.

Tipo 3 No responden. 8 28,6%
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Al comprobar h(t) = —2,3(t — 6k) para k = 1, el mayor porcentaje de estudiantes

verifica nuevamente la expresion para cada valor de t. Los valores obtenidos para h(t) son

contrastados, en pos de la validacion, con la representacion tabular y la representacion gréafica,

segun se pudo establecer en la plenaria.

Evidencias de respuesta T, P,,(S,) Tipo 1
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L\%\" w 1 ~ \\\—-.
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Evidencias de respuesta T, P,,(S,) Tipo 3

x h(): -2,3(+ -¢) + h(o) «-2,3 (¢ -¢)

2 a) 2 h(e)=-2,3(+-0)
he) = -2.3 (5-6) h(o) = =2,3 (4 -0) h(0:-2,3(5-0)
h(3)= -5 5 ( -2) hea): -2,3 (-2 his)= -2,3 1)
- a4 < 2,3

= 6a
x h(#)= -2,3(4-¢)
htor= -2,3 (¢-¢)

hie) = -2,360)
=0
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Por otro lado, se identifican algunos calculos inadecuados, relacionados con valores de t
que no corresponden al tramo de descenso (k = 1), sino al tramo de ascenso (k = 1), como se
aprecia en el registro del equipo Tipo 1. Asi como, con el planteamiento de una expresion
algebraica diferente para el tramo de descenso (k = 1), como se observa en el registro del

equipo Tipo 2.

Evidencias de respuesta T,P,,(S,) Tipo 1
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Evidencias de respuesta T, P, (S,) Tipo 2
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Este Gltimo registro, deja claro que los integrantes de este equipo no llevan a cabo
ningun tipo de operacién, ya que los calculos numéricos realizados no satisfacen la igualdad

propuesta, es decir no establecen argumentos validos para probar los valores de h(t).

2. b. Si k =0 no representa este primer tramo, explique cudl es el valor minimo que debe
tomar k para que la expresion tenga sentido.
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Tabla 55. Tipos de respuestas T4 P, (S5)

Clasificacion Respuesta Explicacién NUmero de Porcentaje
estudiantes

De esta manera se verifican los

valores de la altura para k = 1. No

hay verificacion algebraica por parte 4 14,3%
de los estudiantes.

Estudiantes que EIl deportista ya lleva un recorrido
Tipo 1 responden: el valor (desplazamiento) y un tiempo 4 14,3%
minimo para que la determinado.
expresion tenga
sentido es k = 1. El deportista no empieza a
descender desde k = 0, sino desde 2 7,1%

la altura maxima.

k =0 es un punto de ascenso, a

partir de k = 1 el deportista iniciara 2 7,1%
el descenso.
No hay. 2 7,1%
Estudiantes que no k=0 no representa este primer
Tipo 2 especifican el valor tramo ya que el descenso del 2 7,1%
minimo para k. deportista no inicio desde cero.
Tipo 3 No responden 12 42,9%

La tipificacion de respuestas a la pregunta 2b, pone de manifiesto que el 50% de los
jovenes indica k = 1 como valor minimo para que h(t) = —2,3(t — 6k) tenga sentido en el
contexto de la situacion, es decir como expresién que modela el primer tramo de descenso del
deportista. Las explicaciones de los estudiantes giran en torno a la verificacion de valores
efectuada en el punto 2a de esta tarea, razon por la cual no comprueban algebraicamente la
expresion dada para k = 0, lo anterior fue manifestado por los jovenes durante la plenaria.

Los estudiantes reconocen que el ascenso (k = 0) del deportista o el hecho de que
descienda desde la altura maxima conlleva al desplazamiento de la gréfica, lo que es coherente
con la respuesta a la pregunta 4 de la tarea 2, donde los jovenes argumentan que la grafica del
movimiento del deportista en el plano cartesiano toma esa forma debido al transcurso del tiempo.
Se puede inferir que la identificacion de un desplazamiento visual de la grafica incide sobre la
determinacion de k = 1 como valor minimo para la expresion que modela este primer tramo de

descenso del deportista.
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Evidencias de respuesta T, Py, (S;) Tipo 1
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Evidencias de respuesta T,P,,(S,) Tipo 2
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Es oportuno sefialar que solo uno de los equipos realiza una verificacion algebraica que
justifica la eleccién del valor k = 1 en lugar de k = 0 para este primer tramo de descenso. Asi,
su argumentacion se fundamenta en demostrar que los valores hallados en la expresion h(t) =

—2,3(t — 6k) usando k = 0 no coinciden con los de la representacién gréafica.
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Por medio de la socializacion al final de la situacion 2, se pudo establecer que algunos
estudiantes tomaban el valor de k de forma consecutiva, sin discriminar los tramos de ascenso y
descenso, por lo cual se hizo necesario centrar la discusion en el valor del parametro k en la
ecuaciéon de acuerdo a la traslacion horizontal de la grafica. De igual forma, se analizé la
variacion de la grafica desde la inclinacion de los tramos de ascenso (descenso) del deportista, es
decir la pendiente positiva (pendiente negativa) y su caracterizacion en las respectivas

ecuaciones. De este analisis se deduce que no hay una conceptualizacién de los modelos de
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variacion lineal por parte de los alumnos dado que no interpretan los cambios producidos por los

diferentes parametros en la grafica y por ende en la expresion algebraica.

3. Al final de la discusion Valentina y Juan deciden que la expresion algebraica que modela la
altura del deportista en funcion del tiempo es de la forma:

( 2,3(t — 6k);k=0,1,2,3,...;6n <t <3pdonden =0,1,2,...y p impar
(Tramos de ascenso)
h(t) =
—2,3(t —6k);k =1,2,3,...;3p <t < 6ndonden =1,2,..y p impar
(Tramos de descenso)

Compruebe la validez de esta expresion para al menos dos valores de k y de t, para cada tramo
(ascenso y descenso).

Tabla 56. Tipos de respuestas T,P3(S,)

Clasificacion Respuesta NUmero de Porcentaje
estudiantes

Estudiantes que comprueban adecuadamente la validez
de la expresion algebraica h(t) para tramos de ascenso
Tipo 1 tomando dos valores de k y un valor para el tiempo. 4 14,3%

Estudiantes que comprueban adecuadamente la validez

Tipo 2 de la expresion algebraica h(t) para tramos de ascenso
tomando dos valores para el tiempo y un valor de k. 2 7,1%
Tipo 3 No responden/ No lo resuelven. 22 78,6%

El alto porcentaje de jovenes que no responden/no resuelven esta pregunta, es coherente
con las dificultades sefialadas desde el inicio de la actividad y los resultados de los analisis
Ilevados a cabo hasta ahora. Pocos estudiantes logran comprobar la expresion para h(t) y si lo
hacen es de forma parcial, usando algunos de los valores para k y t que han verificado en las

preguntas anteriores.
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Evidencias de respuesta T,P5(S,) Tipo 1
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Durante la plenaria el grupo en general manifiesta inconvenientes, aparte de los ya
sefialados, ligados con la expresion algebraica a trozos para la funcion h(t) y las desigualdades.
Para ambos aspectos dejan claro que sus cursos de matematica escolar no han hecho énfasis en
este tipo de expresiones y operaciones. Algunos estudiantes en la interpretacion de las variables
que condicionan el valor de t asumen p como el periodo de la funcién, debido al uso de esta letra
para simbolizarlo en las diversas tareas. Aunque se comprueba con todo el grupo de manera
operativa (calculos numéricos) la expresion algebraica para h(t), esta toma sentido para los
jévenes cuando los valores encontrados para cada tramo de ascenso y descenso se confrontan con
la gréfica que han elaborado, es decir nuevamente la representacion cartesiana se constituye en el
medio de validacién de la expresion h(t) para el movimiento del deportista.

Teniendo en cuenta los Lineamientos (1998) con respecto al pensamiento variacional se
puede afirmar que los estudiantes reconocen, identifican y caracterizan un fendmeno de
variacion periodica como es el movimiento del deportista, al elaborar desde la representacion
tabular la grafica de una funcion periddica e identificar su comportamiento en el plano. De esta
manera, logran relacionar la representacion discreta y cartesiana para este tipo de variacion, sin
embargo no interpretan la representacion algebraica (ecuacién) que captura la dependencia
funcional establecida entre las variables: tiempo y altura. Se utiliza la palabra “interpretan” ya
que la tarea no giraba en torno al planteamiento y escritura de la expresion algebraica; sino a la

verificacion y validacion de la formula presentada.
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4. Teniendo en cuenta las diferentes tareas llevadas a cabo en esta situacion, escriba
como define una funcién periodica.

Tabla 57. Tipos de respuestas T4 P4(S>)

Clasificacion Respuesta Numerode  Porcentaje
estudiantes

Una funcién periddica representa un fendmeno que se repite
Tipo 1 constantemente en un determinado intervalo de tiempo. Esta 14 50%
caracterizada por un periodo.

Tipo 2 Una funcion periodica es una grafica que se repite en un periodo 4 14,3%
determinado de tiempo.

Tipo 3 Una funcién periddica es el intervalo de tiempo que se tarda una 4 14,3%
accion en repetirse de igual forma.

Tipo 4 Una funcién es periddica si determina una distancia en un tiempo. 2 7,1%
Tipo 5 Una funcién periddica es el tiempo exacto en el que se realiza algo. 2 7,1%
Tipo 6 No responden. 2 7,1%

Los diferentes significados de funcién periddica expuestos por los estudiantes dejan ver
que el 50% relaciona esta clase de funcion con fendmenos, concepcidn que desde el enfoque de
la EMR identifica la matematica como una disciplina que organiza diversos aspectos del entono
social y cultural. El hacer referencia a “una funcion periodica representa un fendmeno” permite
deducir que hay un reconocimiento y comprension de la modelacion, por parte de los jovenes, de
fendmenos (independiente de su naturaleza) a través de este tipo particular de variacion o cambio
funcional, es decir logran superar el contexto de las situaciones problema planteadas: fases
lunares y movimiento del deportista.

Al cuestionar a los estudiantes en la plenaria sobre la expresion “que se repite
constantemente” estos aluden no solamente a una caracterizacion continua del fendbmeno, es

% sino que avanzan hacia una conceptualizacion de la

decir que “no se detiene o siempre se da
repeticion del fenomeno bajo las mismas condiciones. En este ambito, la situacion 2:
Acerquémonos a las funciones periddicas brinda a los alumnos un contexto realista, donde la

representacion tabular y grafica les permite identificar el periodo y predecir el comportamiento

%8 Esta caracterizacion fue dada por los estudiantes en la situacion 1 a partir de las fases lunares y las cosechas de
granos de café.
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similar del fendbmeno y por ende de la funcidn que lo modela, reflejado en la gréafica en el plano
cartesiano.

Al finalizar la situacion 2 se encuentra que frente a los dos primeros desempefios
esperados (tabla 4), los estudiantes en general interpretan una variacion periddica desde la tabla
de valores, describiendo aspectos fundamentales de este cambio funcional como es la
dependencia entre variables e identificando patrones y regularidades para los tramos de ascenso
y descenso del deportista. Ademéas son capaces de representar a partir del registro tabular
graficamente una funcion periddica, esta afirmacion se realiza teniendo en cuenta las
representaciones cartesianas que para el movimiento del deportista efectdan los estudiantes (tarea
2, pregunta 2).

Con respecto al tercer desempefio propuesto, los jovenes determinan el periodo de la
funcion que modela el movimiento del deportista a partir de su representacion grafica.
Particularmente la representacion cartesiana (pregunta 5b, tarea 2) les permite a muchos
estudiantes replantear la respuesta dada al item d (pregunta 3d, tarea 2), donde afirman que el
periodo de la funcién es 3 segundos. Sin embargo, el andlisis de resultados de la tarea 3 revela
que pese a que los estudiantes reconocen el comportamiento de una variaciéon periddica en el
plano, es decir la forma repetitiva de la grafica, no todos logran identificar el periodo de las
funciones, esto debido en gran medida a dificultades asociadas con la graduacion del eje de las
abscisas.

En este ambito, es pertinente resaltar que la determinacién del periodo, por parte de los
alumnos, se asocia directamente con el tiempo; es decir el valor numérico de p para cada funcién
se acomparfia de segundos como unidad de medida. Si bien esto se debe al contexto planteado:
movimiento del deportista (tarea 1 y tarea 2), no se puede desconocer que las pocas situaciones
que circulan en la Educacién Béasica y Media y hacen referencia a la variacion periddica, se
limitan a fendmenos relacionados con el tiempo.

Por otro lado, en cuanto a la verificacién de la expresion algebraica de una funcion
periddica (desempefio 4, tabla 4), se puede concluir que los estudiantes no validan h(t) (tarea 4,
pregunta 3) para el movimiento del deportista. Los registros, la interaccion durante el desarrollo
de la tarea y la plenaria permiten establecer que el estudio de las funciones llevado a cabo por
este grupo, ha dejado de lado actividades en el aula que promuevan el planteamiento de una
representacion algebraica a partir de la tabla de valores y la grafica. Asi, los jovenes manifiestan
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un desconocimiento de este tipo de expresiones (a trozos), de las desigualdades para t y de los
pardmetros que caracterizan a h(t).

En esta direccién, verificacion de una expresion algebraica, se pudo determinar que la
representacion grafica se convierte en el medio de validacion de cualquier ecuacion o formula
dada; es decir tanto para la propiedad de periodicidad (pregunta 6, tarea 2) como para los tramos
de ascenso y descenso del deportista (tarea 4, pregunta 1a, 2a). De lo contrario las expresiones
carecen de sentido para los estudiantes, limitdindose a un algoritmo que permite céalculos
operativos.

De lo anterior, se puede deducir que los jovenes de grado 10 — 1 a través de la situacion
2 avanzan en la apropiacion del concepto de funcion periddica, pues logran reconocer su
comportamiento en el plano e indicar su periodo tomando como criterio la repeticion de su forma
en la representacion cartesiana; asi como relacionar las representaciones tabular y grafica. Pero
no se logra su formalizacion en tanto hay una designacion inadecuada para el dominio y el rango
de una funcidén (desde la correspondencia entre dos conjuntos) y el modelo funcional periédico
expresado algebraicamente no se puede desligar de su registro gréafico.

Se hace indispensable, ante los anteriores sefialamientos, un replanteamiento del plan de
area de matematicas y de los planes de aula de la Institucion Educativa Técnico Comercial
Hernando Navia Varon que considere el estudio de patrones y regularidades periddicas desde los
primeros grados de la Educacion Béasica como lo estipulan los Lineamientos (1998) y Estandares
(2006) para la variacion, asi mismo que se implementen actividades que susciten el estudio de las
funciones desde la modelacion de situaciones cercanas a la realidad de los estudiantes, la
articulacion entre las diferentes representaciones simbolicas y el paso entre cada una de estas, sin
desligar la perspectiva conjuntista. Asi, se deben propiciar situaciones que conlleven a los
estudiantes al analisis de representaciones cartesianas y tabulares de diversos modelos de
funciones — incluyendo el periddico — que permitan el planteamiento de su ecuacién a partir de la
identificacion de relaciones entre propiedades de las gréficas y propiedades de las ecuaciones
algebraicas (Estandares 2006, p. 87), por ejemplo el cambio del parametro m (pendiente) para
una dependencia lineal.

Desde el enfoque de la EMR, la situacién 2, les permite a los estudiantes transitar entre
el nivel referencial y el nivel general dentro del proceso de matematizacién vertical, ya que en

las tareas 1, 2 y 4 hacen uso de las representaciones grafica, tabular y algebraica, el conteo —
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como modelo — y la repeticidn de la forma de la grafica para sintetizar y solucionar el problema;
todos estos aspectos relacionados con la situacion a partir de la cual se originaron: el movimiento
del deportista. Por su parte, en la tarea 3, los jovenes pueden generalizar®’ el conteo, la forma de
la gréfica y la determinacion del periodo para cualquier representacion cartesiana de una funcion
periddica, es decir concluyen que estas estrategias se pueden utilizar en otras situaciones
ubicandolos en un nivel general. A lo anterior se suma la caracterizacion de las diversas
situaciones propuestas, fases lunares y movimiento del deportista, sin importar su naturaleza,

como fendmenos de variacion periodica.

3.4.3 Resultados y Analisis de Resultados de la Situacion 3: Algunas funciones de variacion

periddica: El caso de las funciones circulares seno y coseno

A partir de las inquietudes de Valentina y Juan con respecto a las funciones periddicas,
el profesor de matematicas decide proponerles una situacion en un contexto de medida. Para esto
partiendo de una circunferencia unitaria (radio = 1) cuya longitud es L = 2nr = 2n(1) = 21,
centrada en el origen del sistema de coordenadas relaciona a cada longitud de arco t un dnico
punto p(t) = (x,y) asociado al extremo del arco®®, estableciendo una correspondencia entre las

longitudes de los arcos y parejas ordenadas de nameros reales (ver figura 1).

4} PO = (XV)

(=1.0) 1.0)

-

dl0-1)

Figura 1.

*" Esta palabra se usa en el sentido dado por el enfoque de la EMR.
8 Un arco determinado en el sentido contrario a las manecillas del reloj se considera positivo; si el movimiento es
en el sentido de las manecillas del reloj el arco se considera negativo.
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Por ejemplo, si el arco es de " de circunferencia unitaria se tiene que: t = " (2m) = g entonces

Vs

p (E) = (0,1), como se observa en la figura 2.%

b
pi5)

o>

(-L.0)

b}
(0,1)

1.0)

-

dl(0-1)

Figura 2.

Tarea 1: Caracterizando las funciones circulares seno y coseno como funciones periodicas

1. a. Teniendo en cuenta el texto inicial y las figuras 1, 2 y 3, complete la tabla, para los arcos de
circunferencia dados.

Ix

Figura 3.

%9 Las figuras 1y 2 son tomadas del libro: Matemética Moderna y Estructurada 5. Editorial Norma, 1978. P4g. 46 —
47. El texto inicial es una adaptacion de las definiciones dadas en este mismo libro (Pag. 45 — 46).
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Arco Longitud del arco (t) Pareja ordenada: p(t) = (x,y)

0

1 . .
3 de circunferencia

3 . .
3 de circunferencia

1 . .
> de circunferencia

5 . .
3 de circunferencia

3 . .
" de circunferencia

7 . .
3 de circunferencia

1 vuelta completa

1 . R
1 vueltay s de circunferencia

1 . R
1 vueltay " de circunferencia

3 . R
1 vueltay s de circunferencia

1 - .
1 vueltay 5 de circunferencia

5 . B
1 vueltay s de circunferencia

3 . R
1 vueltay " de circunferencia

7 - .
1 vueltay s de circunferencia

2 vueltas completas

Tabla 1.

La lectura de la situacion 3, genera en los estudiantes inquietudes con respecto a la
expresion L = 2nr = 2m(1) = 2m para la longitud de la circunferencia unitaria, asi como con el
término longitud de arco. Al cuestionarseles, manifiestan desconocer el término longitud de arco
y no recordar la expresion L = 2mr, aunque si haberla aplicado en sus cursos de matemaéticas. De
igual forma, la interpretacién de las figuras 1, 2 y 3 se dificulta para el grupo en general, asi es
necesario el acompafiamiento tanto en la lectura del texto, la explicacion de la correspondencia
entre las longitudes de los arcos y parejas ordenadas de numeros reales desde las graficas
(figuras 1y 2) y el proceso algoritmico.

A diferencia de las situaciones 1 y 2 de esta propuesta de aula, la situacion 3 se ubica en

un contexto de medida dentro del mismo d&mbito de la matematica (Panhuizen, 2003, p. 2) lo que




173

pudo ocasionar los interrogantes expresados por los estudiantes. Lo anterior evidencia ademas
que el estudio de las funciones trigonométricas Seno y Coseno en su curso escolar de
matematica, el cual parti6 desde las razones en el triangulo rectdngulo hacia las funciones
circulares, sefialada en el capitulo 2 como una de las perspectivas predominantes en la ensefianza
de esta disciplina, favorecido poco la comprensién de la dependencia y variacion que las
caracteriza, dado que para la fecha de implementacion de la situacion 3 los estudiantes ya habian

abordado el concepto de funcidn trigonomeétrica y su representacion cartesiana.

Tabla 58. Tipos de respuestas T{P1,(S3)

Clasificacion Respuesta Numero de Porcentaje
estudiantes

Estudiantes que completan adecuadamente la tabla, para
Tipo 1 todos los valores de longitud de arco (t). 12 43%

Estudiantes que completan adecuadamente la tabla, al
Tipo 2 menos para 12 valores de longitud de arco (t). 16 57%

Tabla 59. Tipos de respuestas T1P1,(S3)

Clasificacion Respuesta NUmero de Porcentaje
estudiantes
Tipo 1 Estudiantes que completan adecuadamente la tabla, 4 14,3%

para todas las parejas ordenadas.

Tipo 2 Estudiantes que completan adecuadamente la tabla, al 12 43%
menos para 12 parejas ordenadas.

Tipo 3 Estudiantes que completan adecuadamente la tabla, 10 35,7%
maximo para 11 parejas ordenadas.
Tipo 4 No responden. 2 7%

De la tabla 58 se puede establecer que el 43% de los jovenes logra completar
adecuadamente todos los valores para la longitud de arco t en contraste con el 14,3% (tabla 59)
que completa adecuadamente la tabla 1 para la columna de parejas ordenadas. No obstante, se
observa tanto en la tabla 58 como en la tabla 59 que 16 estudiantes y 12 estudiantes
respectivamente, completan al menos la tabla 1 con un alto porcentaje (al menos doce valores)
para la longitud de arco t y pareja ordenada p(t).

Al efectuar el anélisis de estos resultados es necesario considerar que durante el
desarrollo de esta primera pregunta se presentan dificultades en la determinacion de las parejas

ordenadas para longitudes de arco asociadas a arcos que no coinciden con los ejes cartesianos,
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- 135 7 . .
por ejemplo 335575 de circunferencia y por ende a aquellos arcos mayores a 1 vuelta, que
coinciden con los anteriores.
Si bien los estudiantes a partir de la figura 3, deducen que la circunferencia unitaria se

encuentra dividida en ocho partes iguales y relacionan 3 de circunferencia con la longitud de arco

t= % no logran establecer numéricamente las componentes x y y de la pareja ordenada. Se hace
indispensable la socializacion con todo el grupo para hallar el valor de estas componentes.

Al iniciar la explicacion los jovenes no identifican el tridngulo rectangulo isdsceles
formado por esta longitud de arco (t = %) en el primer cuadrante y por tanto no comprenden la
aplicacién del Teorema de Pitagoras para el célculo de las componentes de la pareja ordenada.

Ademas las consideraciones: x = y (por ser un triangulo isosceles); valor de la hipotenusa =

- . . " . .. , . 1
1, asi como la racionalizacion del denominador (procedimiento algoritmico) en x =y = 5=

g para llegar a la solucion de los valores de x y y pasan desapercibidas para la mayoria de
estudiantes en tanto manifiestan no entender en su totalidad lo realizado en el tablero.

Esta circunstancia genera una limitacion de los estudiantes a los valores encontrados,
dado que no se apropian del proceso de resolucion; en sus propias palabras “profe, lo que nos

interesa son los valores para determinar la pareja ordenada”.

Uno de los equipos reconoce y define las razones Seno, Coseno y Tangente, en el

triangulo isdsceles formado por t = g; como se presenta a continuacion:

A
¥
x
2
|
3z % [ !
3 x TR ’
)
v/ ' s
y K, = Lo
¥y (7N
oo? Ge
x 45° X > > 3 .
x i 2x Fae L8
N/ e
i~
5n Iz
¥R 4
3n
5

Figura 3.
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De lo anterior se puede deducir que no hay conceptualizacion en los estudiantes de
razon trigonométrica, en tanto no reconocen los cocientes entre los lados del triangulo
rectangulo.

Una vez definida la pareja ordenada para t = %, se cuestiona a los estudiantes acerca de

3m 5t 7w

losvaloresde x y y parat = R la mayoria manifiesta que deben ser iguales, motivo por
el cual se hace necesaria la discusion de la variacion de los signos de la abscisa y de la ordenada
de acuerdo a su ubicacion en los cuadrantes.

Los siguientes son dos de los registros de los estudiantes al completar la tabla 1, el
primero de estos con todos los valores de t las parejas p(t) correctas; en el segundo se presentan

algunas dificultades en los valores de las columnas t y p(t):

Evidencias de respuesta T; P;,(S3) Tipo 1

Arco Longitud del arco (¢) | Pareja ordenada: p(t) = (x,y)
0
. t:0 PM)= (1 0)
< de circunferencia / o 4\
- U | o (20)
= de circu 3 (A1), 23X Ry
i -3 A | Pl (.9
%dadmrﬂemnda {;_%(m)z bl Ble) » (4 0)
= de circunferencia & '(7
: t3u: T [P = (42,5)
< de circunferencia 3 (¢1) 3
¢ {71(“\’ ';"’ P+) = (o,-1)
Zdet:lrcunfer\ancu: an .
8 {"%’(1“):_‘7 P(”:(!EV_?)
elta
g 4o am PL* (1,0)
1vueltay§dedmunferencla J 341{ P({)- (‘G‘ E)
il o il
1vueltay 7 de circunferencia s JSK Pl4) = £ s 5
2 . ’
lweltayédeeifwnfemncla 4= O P(t):{—m Vj)
a il G
lvuelta)'%dedrcunfemncia = N P(‘)'— ('J ())
1 vueltay % de circunferencia - T ¥ -y
: 4= &1 Ple)= (2, °12)
1vueltay 7 de circunferencia L Vi P({)" (O ’L)
-i ’
lmltayédeclrcunferench Vi -Yi
+= 150 p(e)=(2, ¥
T t= 4n P(t) = (1,0)
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Evidencias de respuesta T; P;,(S3) Tipo 2

Arco Longitud del arco (¢) | Pareja ordenada: p(t) = (x,)

i o) pcd)z (1,0
Mo £ eon (o
ST s = o )
Py e E ocky= (o)
f“dmm o w8 3)
S o bet): B4) (0.
e o PG (5
1vueltay ; de circunferencia é_s;{./ P(U: (541‘0_)_41
1vueltay = de circunferencia H*l \*({)"( J-' )

; i p(4)Cerd) (1, 0)
1vueltay de circunferencia %jf (ll_.) (\Cz_ \(—)
1vueltay ; de circunferencia e P("L’“’) C—) 0)
1vuelta y : de circunferencia \:13?’ (__ﬁ CC __,_17)
1vuettay 2 de circunferencia %L(} o(ill:i CO"—)
i < PO (%~
S i A cAr PGa) = (4,0)

Las dificultades de los estudiantes al completar las longitudes de arco en la tabla 1,
radican en una asignacion erronea de t a partir de un mal conteo de los arcos alrededor de la
circunferencia unitaria y en una inadecuada aplicacion de la expresion t = arco X (2m); como

se puede apreciar en los registros dados a continuacion:
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Evidencias de respuesta T; P;,(S3) Tipo 1 Evidencias de respuesta T; P;,(S3) Tipo 2
Arco Longitud del arco (t) | Pareja ordenada: p(t) = (x,y) Arco Longitud del arco t) Pare]aordenada:p(t):(x,y)‘,
, 0 1,0) : 0 ol L
de circunferencia T p. (G =) * de ciunferencia i /7 7
: AR UL ‘ N b s I
. N SO, ¥ \ 3 . . \
; de circunferencia _47711_1 v p:(il‘_.(_%‘_\g;v ; de cicunferenca };l[ (%(g’f;\
T S v e - 5
- O B s v OG0
2 de cirounferencia 5R- 2% lo_ eq\ (-85 3 * ge ircunferencia BY =0\ (VE V3
; v S Ll " T P\T/’('T’ 2
+ de crcunferencia an _[37) 2 e circunferencia n D e
7 7 P-’T)_(O/r]) 4 J,z— PLJK\O, 1> ¢
Fos—— ¥ 1710, (37 Vi |- de cicunferencia T .7 V3
' T p‘(-r):(%:’-f\ i 77' P‘(%./‘(——r--'g-, ;
1vuetta completa 27 - (NJ: (1, 0) 1 ueta completa - P:(ZF\)‘(, )O) i
1vuetay ; de Gicunieencia 9T A m’) v TT 1vueta y = de circunferencia ar a0\ (V2 V2
: T HEES ‘ T EDGZ
1vuetay %demn‘emia 10T oLt 1vuetay > de circunferencia Jant o A
: . Mg (o ‘ v M0 P
1weta y 3 de ciourferencia 1141 1 wekay ;e cicuferenci i P(mr) (__[-7 \fi\ ;
h g (M e -l g
1weta y ; de citunferenca A 1vuelay§dec‘lcunferencia A P(:‘.? _;/)L A
L 5 et 0
1vetay - de ciunferencia %ﬂ_ 1vuelay§decirwnferencia Al Nﬁ) ( 2 _1]_1_\
M N TET? 2
1vuela y > de cirounerencia Mw A : e =
: 7 1vuetay - de cicunferencia _U{IL 0 ( ﬁ%l. ): (U: = D
: - s =
1vuelta y - de cicunferenca :\_5_41 1vuehay§decircunferenc : l%‘ﬁ_‘__ P(l%'r_> (% __‘_J;é
2 vueltas completas ) ) ' "
41 2 vueltas completas i (('4 l\}_.(.[: J\

El registro del equipo Tipo 1 deja ver, pese a que borraron, que los estudiantes llevan a

., 7
cabo de manera adecuada el proceso de resolucion para hallar los valores de t hasta el arco de 5

. . 1 . .
de circunferencia, para el arco de 1 vueltay 1 vuelta 'y 3 de circunferencia no es coherente. Para

el resto de arcos no especifican su procedimiento.
La siguiente tabla resume el proceso de resolucion para determinar t donde se deduce

la dificultad que muestran los equipos Tipo 1y Tipo 2 anteriores al completar la tabla 1:



Arco

Longitud del arco (t)

0

1 . .
s de circunferencia
3 . .
5 de circunferencia
1 . .
> de circunferencia
5 . .
5 de circunferencia
3 . .
" de circunferencia

7 . .
s de circunferencia

1 vuelta completa

1 . .
1 vueltay 3 de circunferencia

1 . .
1 vueltay " de circunferencia

0

1 T
g?m =7

3 3w
gem =7

1

E(Zn) =7

5 57
gm =7

3 3w
==

7 7
gem =7
2T

9 o
gm =7
10 10w
3 e =
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. 1 - . 10 10
Es decir, para un arco de 1 vuelta y " de circunferencia asumen il lugar de .

confundiendo la longitud del arco con el arco. Lo mismo sucede con:

1 12
1 vueltay Z—de circunferencia: t = T (2m) =

3 14
1 vueltay Zde circunferencia: t = T (2m) =

Los anteriores resultados evidencian que estos 4 estudiantes no identifican este patron

de comportamiento — con base en el conteo — para los valores de t a partir de los arcos dados.

Por otro lado, se observa que algunos estudiantes (ver registro) dan como repuesta:

1
1 vuelta y Z—de circunferencia:t = 12n

3
1 vuelta y Zde circunferencia:t = —

11n
2

2 vueltas completas:t = 16w
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Arco Longitud del arco (¢) | Pareja ordenada: p(t) = (x,y)
p D ?(C) = 0
3 de circunferencia i D(T)= (£, &)
o z
2 de circunferencia 3T DT, L7 &
&) 1 7 P ?)
1 . . = »
3 de circunferencia N Do) - ‘._7’9)
;dedmunfemnda ‘J‘ D ?:,4 = ’/_ ‘I;?— N -\E’;—:
% de circunferencia %T/,‘ Oe2)= (o, -1)
| % de circunferencia Fr ’3/_: L= 7 )
“ - B s
1 vuelta completa 7 Pem= r1,0)
1vueltay = de circunferencia m Q™) = [z Z
: ar ) 2 (58
1vueltay 3 de circunferencia ST ")(_53): (O /\\
%
1vueltay 3 de circunferencia M q{« \ LI, I: )
v C7
1vueltay = de circunferencia o
2 120 ( TT) ={(1 ,O\
1vueltay Z de circunferencia 131 ( 13T )
(V] v
1vuettay $ de circunferencia 11T ( 17 ) F 1
> )
1vueltay 7 de circunferencia A5 7/75 1511 ,[ ﬂ
=] | 7 ”7; 7
2 vueltas completas 16T ’7{761"\) = {1 \O)

Durante la plenaria, al indagar acerca de sus resultados mencionan que siguen la
regularidad en los valores de las longitudes de arco, por ejemplo:

3 _ ) 11m

1 vuelta y gde circunferencia:t = 7
1 ) ) 12m

1 vuelta y Ede circunferencia:t = %
) ) 13w

1 vuelta y gde circunferencia:t = 7
3 _ ) 14m

1 vuelta y Zde circunferencia:t = 7
7 ] ) 157

1 vueltay gde circunferencia:t = T

lé6m
2 vueltas completas:t = %
No obstante aunque los jovenes admiten haber omitido el denominador en dos de sus
11 . . .
respuestas, no pueden argumentar t = Tﬂ de acuerdo a la regularidad establecida, motivo por el
cual realizan el conteo alrededor de la circunferencia unitaria obteniendo para este valor de t, 2

3 . . . . .
vueltas yzde circunferencia, que si bien corresponde al mismo punto p(t) sobre la



180

. . 141 7T P - .
circunferencia que t =——-=-- razon por la cual determinan adecuadamente la pareja

. 3 . .
ordenada, no se asocia con el arco de 1 vueltay " de circunferencia.

En cuanto a las dificultades presentadas en la determinacion de las parejas ordenadas
para cada longitud de arco (tabla 59), estas giran en torno al manejo inapropiado de los signos
para x y y en cada uno de los cuadrantes y a valores erroneos de t debidos a un mal conteo de los

arcos sobre la circunferencia unitaria, ver los siguientes registros.

Evidencias de respuesta T; P;,(S3) Tipo 1 Evidencias de respuesta T; P;,(S3) Tipo 2
Arco Longitud delarco () | Pareja ordenada: p(t) = (v,y) Arco Longitud del arco (¢) | Pareja ordenada: p(t) = (x.)

. 0 Ple) = (40 0 0 Pilo) = (4.)

T 5 = > : = - =T

; de circunferencia :f [ (/’:1/ : ((:73 { A() 3 de circunferencia 4 l ; (: {\__; {2 )

édecircunferencia i!‘f p: _,;) {_\-7 9 sdeoirwnlemwia Eay |J : (ﬂ\ Ry 0

q {5 o T C Y/ e
2 de circunferencia T p: ,. |s ( 4 ‘O) 2 de circunferencia . p: ft): / 10)
Edecircunferencia ';‘( D. (1] \ - (\"2 el 3 e icurlerenca '.T{. 1D (,,‘ : (\ AJ )
3 . ; ™ : 1 i ? A Vi ; :
E\de circunferencia = P 4 ( 3 l\ 7 de circunferencia 9 r (31 ) ( -1

{Z de circunferenci {2 de circunferencia T SN S
15 de circunferencia - L"m \ P,\Q 8 } {ar) U‘“\f
1 vuelta completa W p: (¥ = ll(/) 1vuelta completa o ; : (j,;)
1vueltay édecirwnferencia [ p <q“ (2 LJ \) ) 1vueltay %deciwierencla :: p (ar (fu :: )

S N
Lueltay 7 de circunferencia (0 1o\ ( ll‘> 1velay ; de crcnferencia _17 p: S ( 110)

2 5] o r— , ' ~
1vueltay 2 de circunferencia !—?’7’ P o) < (ﬁﬁ 1vuelay §de circunferencia ! for ) - (L :}._‘zz\
3 — - : : — 1vugttay * de circunferencia AR TR

vuekay;deurcunferencna nn ') ,7“) (01 1) 2 [ p: () { ; _1)
s oy ABY Jsiel all
1vueltay Ede circunferencia ’__;_7'! l_) (4)\3') J {_v 53 \ 1vettay ¢ de crounlersncia = l; (‘ & \ - {.\% ,—;{1 \)
e i e Tvuelay * de Grourlerenca A . [ o
lvueltay ;decm:unferencla N1y P (E;JJ & (043 ‘ - P — ; {(‘[,,

. L j T de circunferenc ar (a1t k5. O
1vueltay %dedrcunferencia 1010 D ( 3:1;> = {}) Lwellay ;de encia _?_1 ¢ (_4_\ ?_‘ L‘)

v L Y - 2 vueltas completas 161 ) (,::H \ (\ 7\
2 vueltas completas 161 b ( '-';:"j (‘JJ) [ i [ 95149 1,0)
| \

Finalmente, es pertinente mencionar que aparecen en los registros de los estudiantes dos
tipos de expresion para longitudes de arco mayores a 1 vuelta completa. La primera de ellas,
vinculada al reconocimiento de t = 2w para un arco de 1 vuelta, es decir una expresion mixta
(parte entera — parte fraccionaria) para las longitudes de arco mencionadas. En este sentido, los
estudiantes argumentan que esta notacién les permite reconocer que ya han dado 1 vuelta sobre
la circunferencia y haciendo uso de los primeros resultados de la tabla 1 (0 < t < 2m) pueden
inferir que vuelven a los mismos puntos p(t), por ende las parejas ordenadas son iguales aunque

no siempre las determinen correctamente.



Arco Longitud del arco (£) | Pareja ordenada: p(f) = (x,3)
0 @) o)
2 de circunferencia P ) =1 P{3)=<C10)
2 de circunferencia 2 = L6 = Z; o) = (_\g =)
% de circunferencia B 7: 2 ) = P (@)= (_1‘ )
% de circunferencia 2-% (at) = ,_F__ P (4) = (A& E)
3 de circunferencia 2“%(1“)._3% 9 (ﬁ3=(0.'1\
Z de circunferencia 5 %(11‘3’ . |y (O 1% ﬁ?_"}
1 vuelta completa 21 CENE (1. 0)

1 vueltay Eda circunferencia

P (&N (%%‘)

1vueltay ; de circunferencia

e ()= (o, 1)

1 vueltay i—de circunferencia

P (€Y= (2 3y

1 vusita y ;de circunferencia

p(&£) > (1.0)

1 vueltay %de circunferencia

?(_-’«3: Q‘—K}'\[;

1 vueltay %de circunferencia

23r

p (A)= G, D

1vueltay 2 de circunferencia

21U [

p (D =NE V3

2 vueltas completas

P = (40D 4
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La segunda notacion, integra en una expresion fraccionaria el valor de t para arcos
mayores a 1 vuelta completa. Esta expresion de t conlleva a los estudiantes a realizar conteo para
determinar las parejas ordenadas asociadas al extremo de cada uno de estos arcos, sin desconocer

que deben llegar al mismo punto, aunque no siempre lo concreten adecuadamente.

Arco Longitud del arco (t) | Pareja ordenada: p(t) = (x,y)
0
(0] Ci,0)
2 de circunferencia A &
8 5 W A
. = (%% \
= de circunferencia
L] Lol [,
e CAIRA)
; de circunferencia
TT (-/!'(\)
T
- de circunferencia = I E’l
8 AT = -
E ~&= ( e L )
= de circunferencia i
4 1—"( (&\,-ﬂ
%de circunferencia £ ! _ [
1 vuelta completa Cio))
o d
1vueltay ; de circunferencia e
- 3
1vueltay 7 de circunferencia Exd \)
0 2 °
1vuelta y 3 de circunferencia vy I 2 S
4 A
1vuelta y 3 de circunferencia
(4 (-1L.0Y
s :
1vueltay :de circunfererncia ;3/.}'( Al &
1vueltay %de circunferencia
e “10)
1 vueltay Z de cirounferencia o o g3
% A= 4
2 vueltas completas ¢
ATY (1,0}
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El uso de las dos expresiones, no limita al menos la identificacion por parte de los
estudiantes de una variacion periddica entre las longitudes de los arcos y las parejas ordenadas
sobre la circunferencia unitaria.

Ante algunos cuestionamientos, por parte de los estudiantes se discute durante la

socializacion final (plenaria), la equivalencia entre estas expresiones, desde la operatividad, es

. 5
decir 2nZ = 2r + 2= 2Z,
2 2 2

[ b. Explique como determind las longitudes de los arcos y las parejas ordenadas.

Tabla 60. Tipos de respuestas T{ P13, (S3)

Clasificacion Respuesta Explicacion NUmero de Porcentaje
estudiantes

Efectuando t = arco x (2m) para
arcos entre 0 y 1 vuelta completa. Para
arcos mayores a 1 vuelta, considerando
2m = 1vuelta mas la longitud 12 43%
Tipo 1 Longitudes correspondiente al arco de
de los arcos circunferencia establecido.

A partir de la figura 3, teniendo en
cuenta el punto final de cada arco, 14 50%
contando y dando vueltas.

Tipo 2 Longitudes Sin explicacion. 2 7%
de los arcos

Tabla 61. Tipos de respuestas T{P4;,(S3)

Clasificacion Respuesta Explicacion Numero de Porcentaje
estudiantes

A partir de la figura 3, teniendo en cuenta el

punto final de cada arco, contando y dando 16 57%
vueltas.
Tipo 1 Parejas
ordenadas Al determinar las parejas ordenadas para
cada arco entre 0 y 1 vuelta, dabamos vueltas
y caiamos en las mismas coordenadas. 4 14,3%
Tipo 2 Parejas Sin explicacion. 8 28,6%
ordenadas

De las tablas 60 y 61, se puede establecer que el mayor porcentaje de estudiantes, 50% y

57% respectivamente, privilegia el conteo y las vueltas sobre la circunferencia unitaria como
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estrategias para determinar tanto las longitudes de los arcos como las parejas ordenadas, tomando

como referencia el punto final de cada arco, como lo confirman las siguientes respuestas:

Evidencias de respuesta T; P;,(S3) Tipo 1

. l(.» rermirorros nwasalizande (cr chrﬁfo S <l FProf con
I &) CI\O .@'\/\“ . UC/.C‘-’C‘J

Evidencias de respuesta T; P;,(S3) Tipo 2

b. Explique cdmo determind las longitudes de los arcos y las parejas ordenadas.
| Herminares con, <l grafico  a' c Hrofe noz dio, Cbr‘&g\'du!’l-lﬂh}.\i Conbindo.

Evidencias de respuesta T; P;1,(S3) Tipo 3

13) Oon')O'“!?: (‘OCICI (Du"_»na(l": 'i(‘n*(jon‘c" 1‘\0:"0 “(‘ oy al n-‘o e

o5 I“X’(Lo, (,‘1‘: s (uo“(!o —lcmamo: \o‘; (‘o:Jcr\o:, :umol;c.nog
(r_u,r. vucno C}u‘ cla‘_n, Fvo ’)IL‘n\F\(‘ co"cmlo en o‘ s mo ,:oﬂ"o

JC ‘0: CO'JL*no(!a:, F.O Comlslon.!o ((\.‘onj\locl cL Ooc‘q ovlo.

De esta manera, el conteo prevalece como herramienta matematica usada por los
estudiantes en el proceso de resolucion de las tres situaciones planteadas en esta propuesta de
aula, sin importar el contexto en que se encuentra inscrita cada situacion.

Los resultados de la tabla 60, dejan ver ademas que 12 estudiantes hacen uso de la
expresion t = arco X (2m), para arcos entre 0 y 1 vuelta. Para arcos mayores a 1 vuelta asocian
directamente t con la porcion (fraccion) de la circunferencia dada en la columna 1, de la tabla 1.
Es preciso aclarar que las respuestas dadas por los jovenes en la determinacién de las longitudes
de arco, se limitaron a aquellos arcos comprendidos entre 0 y 1 vuelta, para arcos mayores a 1

vuelta se realiz una interpretacion de sus registros; confirmados durante la plenaria.



Evidencias de respuesta T; P, (S3) Tipo 1

he O tuno eXa encero fo dge \oﬂ\\ud

A ®m
) 4

H
: %Czw\ %_
w

A (owr
- )

. %\w) ‘;i'F‘

o 3 (o) D -
¥ ?
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1 ) A
o — 1Y
] L3
Evidencias de respuesta T; P;, (S3) Tipo 2 Justificacion
tm;. J/ (3o é’ ?o: Cred }o )'v“v'vw\:.n‘o o o J'- Jng U)\.u.uoh e oy o (| Farsin ardseaca: le) = 5 2)
vt laso de ? f i R 5 ~ =t
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Para la tabla 61, se observa que 20 estudiantes utilizan la representacion gréfica (figura
3) para especificar las parejas ordenadas, aun teniendo definidas las coordenadas cartesianas dos
de los equipos para longitudes de arco entre 0 y 2. Lo anterior muestra que subyace la nocion
de periodicidad y una nocion intuitiva del periodo (2m) en los estudiantes, aunque recurran a la

circunferencia unitaria para dar veracidad a sus resultados.
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Evidencias de respuesta T; P, (S3) Tipo 1
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Evidencias de respuesta T; P;,(S3) Tipo 2
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Durante la plenaria se cuestiona a los estudiantes sobre el uso del conteo en esta primera

. ~ - 1 . .
pregunta y la mayoria sefiala — por ejemplo — que un arco de 5 de circunferencia y un arco de 1

vuelta y 5 de circunferencia se ubican en el mismo punto p(t) sobre la circunferencia unitaria,

definiendo la misma pareja ordenada. Sin embargo, al igual que en la situacion 2, la
representacion grafica dada en la figura 3 corrobora estas afirmaciones. Si bien los estudiantes
asumen, aunque no la hagan explicita, una variacién periddica cada 2m verifican sobre la
circunferencia unitaria a través del conteo, sus respuestas. Asi, la representacion cartesiana se
constituye en el medio de validacién tanto de las longitudes de arco como de las parejas
ordenadas, lo que es coherente con los resultados indicados en las tablas 60 y 61.

Al margen de las dificultades relacionadas con respecto al uso del conteo, los signos
para la abscisa y la ordenada en los cuadrantes, la aplicacion de la expresion t = arco X (2m),
asi como la regularidad establecida para las longitudes de arco en la tabla 1; los estudiantes
logran — al menos graficamente — asociar un arco dado sobre una circunferencia unitaria con su
respectiva longitud y pareja ordenada de reales, ademéas de identificar un comportamiento

periddico en esta correspondencia.
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2. A partir de la tabla 1, establezca para cuales longitudes de arco la pareja p(t) = (x,y) es
igual. Argumente su respuesta.

Tabla 62. Tipos de respuestas T{P,(S3)

Clasificacion

Respuesta

Argumentacion

NUmero de
estudiantes

Porcentaje

Tipo 1

Tipo 2

Tipo 3

Estudiantes que establecen la

pareja p(t) = (x,y) igual al
menos para 4 longitudes de arco.

Estudiantes que establecen la
pareja  p(t) = (x,y) igual
maximo para 3 longitudes de
arco.

Estudiantes que establecen de
manera no adecuada la pareja
p(t) = (x,y) para las longitudes
de arco /No responden.

Al dar una vuelta
completa se vuelve al
mismo punto, es decir se
empiezan a repetir los
mismos valores.

Al dar una vuelta
completa se vuelve al
mismo punto, es decir
igual pareja ordenada.

Las parejas ordenadas
iguales son  aquellas
donde el denominador es
el mismo.

Los valores son iguales
ya que al dar una vuelta
quedan en el mismo lugar
y las coordenadas se
repiten.

Al ser diferentes los
arcos, su longitud es
distinta y por ende las
parejas ordenadas.

Sin argumentacion.

10

21,4%

35,7%

7,1%

7,1%

7,1%

21,4%

La tabla 62 muestra que ninguno de los equipos establece en su totalidad las longitudes

de arco para las cuales la pareja p(t) = (x,y) es igual. Si bien hay un equipo que completa

adecuadamente las columnas 2 y 3 de la tabla 1, se limita a una igualdad para dos valores de t.

Los aspectos que més influyen en el bajo porcentaje de aciertos en esta pregunta, como ya se

menciond anteriormente, son los valores incorrectos para las componentes de p(t) = (x,y) y los

signos de la pareja ordenada dependiendo del cuadrante donde de esta se ubique. Por una parte,

los estudiantes omiten el signo ya sea de la abscisa o de la ordenada, asumiendo que los valores

de las coordenadas no varian de acuerdo a su posicion en el plano cartesiano. Por otro lado,

afiaden un signo negativo cuando el valor de la abscisa o de la ordenada es negativo, asi para
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3m -2 V2 a s -2 2 -
t=—, p(O) = (77) escribiendo p(t) = (_—27) como se observa en el siguiente
registro:
Arco Longitud del arco (t) | Pareja ordenada: p(¢) = (x,y)
0 J
2 de circunferencia . 5 (
. 4 Y oo )
T = T I
P S L e
; de circunferencia e 5 (T0) b aqely
S | [ <TT -’ v\';)
5 de circunferencia e p(=)- (.;Z, s A }
% de circunferencia CRES ‘/'\/r1.:7]4 (0 -1)
Ede circunferencia ) i 3 P (2TTN ( vz’ P
e v o >
1 vuelta completa 2T i /:‘:\: ( 1. O
1 vueltay 2 de circunferencia qre. ) TE t= T
-4 T ‘\\"l_“r“ & = ) = )
1 vueltay %declrcunfemnch %‘L P (%:Q)_ (0,4)
1 vueltay Ededreunfemnda M1 4 Gl_rz_) k:;— _‘L‘_:,)
= Bl X 2 =
1 vuelta y ;declmunferancla 3"(_ P (STC)—- ( 1 0)
1 vuelta y = de circunferencia 13 7C o (121T ',LJ;' S Ik
g 4 [(’—'53 Y[t
1vueltay %dadrcunfemnda 3 TC s "\
e - P2E) (r"ﬂr
1 vueltay - de circunferencia gl 38 \S T g L
i 4 P(ES:-E -5
2 vueltas completas 4re o (__”.,); (1 U)

No obstante, el 57,1% (clasificaciones tipo 1 y tipo 2, tabla 62) argumenta que las
parejas ordenadas son iguales ya que al completarse una vuelta se vuelve al mismo punto de
coordenadas y por ende se empiezan a repetir los valores de estas parejas, lo que deja ver una
interpretacion de la periodicidad en términos de la repeticion de los parejas ordenadas para

diferentes longitudes de arco. Ver los siguientes registros.

Evidencias de respuesta T; P, (S3) Tipo 1

3
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‘Dnn (‘Jov or Jrno(‘a‘-, lo r‘u' (‘on\l;u‘o csS --‘ oo
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Evidencias de respuesta T; P,(S3) Tipo 2
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Evidencias de respuesta T; P, (S3) Tipo 3

Longitud del arco (t) | Pareja ordenada: p(t) = (x,y)

Arco
0 9] (1,0)
T -
:dedveum ;I”‘_ P("ﬂ(l?—— v’;)
% de circunferencia %’, e ('»531/ (-‘/_%_ /32?
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T L0 e S KO,
3 N -
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Si bien en la situacion 2 se abordaron las funciones periédicas y la nocién de periodo

desde diversas representaciones, los jovenes no asocian esta repeticion de los valores de las
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coordenadas cada vuelta (2m) con el periodo de esta situacion de medida y correspondencia
entre las longitudes de arco y las parejas ordenadas. Tal como sucede en la pregunta 1 de esta
tarea. En dialogo con algunos de los equipos al plantearles la posibilidad de seguir dando vueltas
sobre la circunferencia unitaria y que pasaria con las parejas ordenadas, reconocen que los
valores de las parejas ordenadas serian iguales para aquellos arcos que tienen el mismo punto
final y que al dar infinitas vueltas lo que varia es la longitud del arco. Al respecto, solo una
pareja de estudiantes interpreta que no hay longitudes de arco para las cuales una pareja

ordenada sea igual, ya que toda variacion de t genera variacion de p(t).

\
2. f‘J-rr:JI‘; N {;\\_.':q-‘ S 1qual. ya.gut \'\»:\\\ uno & 1’3" Qreod 0N
. : |
ét(:/:m!-;) \o ‘g NN 41-.-; !-‘.\ \-t-‘;j‘\w\l Faer \"‘?-\-r‘v:\- { (Q'J.
' \
\‘)"v-’\JNJ /“V""‘n"c‘vqn) Farmioven

Uno de los equipos intenta generalizar un comportamiento para la igualdad de las
parejas ordenadas asociado al mismo denominador en algunas de las fracciones, lo que permite
ver nuevamente que excluyen la variacion del signo de las componentes de p(t) segun su

posicion en los cuadrantes del plano cartesiano.

2\ (= PO) \pu)aS oilens (‘a}l lag Luo\e'r J.cm \f)bal' Va\O', «(-.z:y\ L{N],

< Appamv\o&:u ero e mnmo.
Qe "%p %I% 1(‘!(

3. Indique entre qué valores varia la coordenada x y entre qué valores varia la coordenada y de la
pareja ordenada p(t) = (x,y).

Tabla 63. Tipos de respuestas T{P3(S3)

Clasificacion Variacion de la coordenada x NUmero de estudiantes Porcentaje
Tipo 1 Entre —1 y 1. 10 35,7%
Tipo 2 Otro valor. 6 21,4%

Tipo 3 No responden. 12 42,9%
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Tabla 64. Tipos de respuestas T, P3(S3)

Clasificacion Variacion de la coordenada y NiUmero de estudiantes Porcentaje
Tipo 1 Entre —1 y 1. 8 28,6%
Tipo 2 Otro valor. 8 28,6%
Tipo 3 No responden. 12 42,9%

Es necesario precisar que esta pregunta no es clara para los estudiantes, manifiestan no
comprender el enunciado “entre qué valores varia la coordenada x y entre qué valores varia la
coordenada y de la pareja ordenada p(t) = (x,y)”. Se debe socializar con el grupo la expresion
variacion de la coordenada x (y), para esto se les indica que observen en la tabla 1 la columna
pareja ordenada p(t) e identifiquen los distintos valores numéricos que toman x y y.

En esta identificacion se percibe que los jévenes conciben la variacién numérica de las
coordenadas x y y, aludiendo que pueden existir infinitos valores para estas, sin embargo como
lo muestran las tablas 63 y 64, el 64,3% y el 71,5% respectivamente asignan otro valor o no
responden. La dificultad radica en que los estudiantes no definen 1 y —1 como valores extremos
gue acotan esta variacion numérica de x y y, es decir no los concretan como valor maximo y
valor minimo. En este sentido, la caracterizacion del rango de la dependencia funcional periddica
entre longitud de arco y pareja ordenada de numeros reales expresada mediante la tabla 1
(Situacion 3: tarea 1(a)) se hace compleja — para los estudiantes — en tanto para cada t hay una
variacion independiente de las componentes de la pareja ordenada (x,y) en el intervalo [—1,1].
A esto se afiade que algunas de las parejas ordenadas dadas por los equipos en la pregunta 1(a)
son incorrectas.

Los registros presentan las diferentes respuestas dadas por los estudiantes, se resalta la
referencia de infinitos valores entre —1 y 1 (equipo Tipo 1), donde subyace la idea de variacion

numeérica para cada una de las coordenadas de p(t).

Evidencias de respuesta T; P;(S3) Tipo 1
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Evidencias de respuesta T; P;(S3) Tipo 2
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Evidencias de respuesta T; P;(S3) Tipo 3

MeNoY e x= . A4 voare! e y: -0
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Evidencias de respuesta T; P;(S3) Tipo 4

| 1 2
-t valeor Q.o vewd o ((‘OYC{.\O(“‘.O X Q} €)e @y
/

' c \ . | 1 : g
£\ \/q‘C\' q'Q vemos \O OY O 00O 4 = R - |

Tomando en consideracién gque a cada longitud de arco t se le puede asociar una pareja ordenada
p(t) = (x,y) se puede definir la funcidn circular seno como la coordenada y del punto p(t) y la

funcién circular coseno como la coordenada x del punto p(t), de tal manera que:
p(t) = (coseno t,seno t).

A continuacion se presentan algunos valores para p(t) asociados a diferentes longitudes de arco

t.
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Y

Figura 4. Circulo Trigonométrico™.

4. A partir de la figura 4, indique como determinar el valor de senot y cosenot, para
longitudes de arco mayores a 2.

Tabla 65. Tipos de respuestas T1P4(S3)

Clasificacion Respuesta NUmero de Porcentaje
estudiantes

A partir de los valores dados en la circunferencia, dando

Tipo 1 vueltas y contando se pueden conocer los valores para 16 57,1%
longitudes mayores a 2.

Tipo 2 Contando y sumando % 0 30°. 2 7,1%

Tipo 3 No responden. 10 35,7%

Un primer acercamiento a la lectura tanto del enunciado como de la figura 4 que
enmarcan las preguntas 4 y 5 de esta tarea, deja ver que los estudiantes pese a percibir la
correspondencia entre las longitudes de arcos y las parejas de numeros reales se les dificulta

asociar la abscisa y la ordenada de la pareja p(t) = (x,y) con las funciones circulares Coseno y

%0 Figura tomada de https:/sites.google.com/site/portafolioisainsaenz/-quinto-parcial/1-circulo-unitario.
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seno, respectivamente. Con base en el analisis de la pregunta 3 (situacion 3) se puede inferir que
el hecho de que t defina una variacion independiente para cada coordenada de p(t) = (x,y)

obstaculiza la comprension de la relacion funcional:

t - p(t) = x(cosenot) yt — p(t) = y(senot)

Durante el desarrollo de esta parte de la tarea se discute con los estudiantes la
interpretacion de la pareja ordenada p(t) = (x,y); para la mayoria p(t) = (x,y) constituye una
pareja donde x representa la variable independiente y y la variable dependiente, tal como se
aborda en la ensefianza de las matematicas escolares y se abarco en la situacion 2 de esta
propuesta de aula.

Esta concepcidn limita la visualizacion de t como variable independiente y las
componentes x y y como variables dependientes dentro de la pareja p(t) = (x,y), donde cada
una de ellas determina una funcion circular caracterizada por un tipo particular de variacion. Es
indispensable sefialar que el uso tradicional en la notacion matematica de x para la variable
independiente y su ubicacion en el eje horizontal del plano cartesiano, contribuye a la restriccion
sefialada ya que los valores del Coseno t (x) para la funcion t — p(t) = x se representan sobre
el eje de las ordenadas.

Una vez resueltas las inquietudes de los estudiantes en torno al significado de la
expresion p(t) = (coseno t,seno t), manifiestan que la figura 4 se encuentra “llena” de valores
gue no asocian con la tabla 1 que ellos han completado en la pregunta 1(a) de esta tarea. Se
percibe complejidad para relacionar la representacion tabular y la representacion cartesiana de la
dependencia entre las longitudes de arco y los valores de las parejas ordenadas. Es preciso
indicar al grupo que contrasten algunos de los valores tanto para t como p(t) de latablaly la
figura 4.

De esta forma la tabla 65 muestra que la comparacion con la tabla 1 les permite a los
estudiantes deducir que el procedimiento para determinar el valor de Senot y Cosenot para
t > 2m es el mismo usado para definir las parejas ordenadas en la pregunta 1(a), es decir
efectuando conteo y giros sobre la circunferencia unitaria, donde es posible dar infinitas vueltas.
De este modo validan (ver analisis pregunta 2, tarea 1) estas estrategias como herramientas

matematicas para dar solucion al cuestionamiento planteado y reafirman el reconocimiento de la
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variacion periodica entre longitudes de arco y parejas ordenadas y por ende de los valores de las
coordenadas x y y. A partir de este reconocimiento se esperaria que los jovenes caracterizan la
periodicidad de las funciones circulares Cosenot y Seno t sin estar ligada a la representacion

cartesiana (repeticion de la gréafica).

Evidencias de respuesta T; P, (S3) Tipo 1

H. Cow \05‘ valores de (‘ VY &Q(QV\U(\ dovdo \)UQHL\S
X PO covorer (o3 Jewnc Valoves

Evidencias de respuesta T; P, (S3) Tipo 2
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Evidencias de respuesta T; P, (S3) Tipo 3

4\, Aesfues e l.cr\l?( q‘gg"\c‘ﬂ JorloreS e (e oo Fenaacy
lo ace Wid=s Tuve Aol {'u?.urz\\

Evidencias de respuesta T; P, (S3) Tipo 4
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Asi, en virtud de los resultados obtenidos en la pregunta 3 (situacion 3) con relacion a la
variacion de las coordenadas x y y se cuestiona a los diferentes equipos tomando como
referencia la figura 4, sobre este rango de variacién. Las respuestas, en un principio, dejan claro

que la interpretacion realizada por los jovenes del punto p(t) sobre el circulo trigonométrico no
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favorece la definicién del intervalo [—1,1], en tanto no reconocen que las coordenadas x y

y crecen y decrecen entre estos dos valores. En este &mbito, influye un inadecuado orden en el

conjunto de los nimeros reales donde algunos estudiantes consideran validas las desigualdades:

V3 V2
7>1y7

> 1. Se realiza con todo el grupo la verificacion de la relacion de orden no solo

desde la representacion grafica dada en la figura 4 (posicion del valor en el plano cartesiano) sino

también con la calculadora.

[ 5. Complete las siguientes tablas:

a.
Longitud delarco(t) | 0 |® |® |5n | g |7n | 3n | 11w | 2¢ | 13w | 5 | 17m | 3 | 197 | 77 | 237 | 4x
6126 6 | 2| 6 6 | 2| 6 6 | 2| 6
Senot
b.
Longitud delarco(t) |0 |T |7 |57 | g |7n |3n | 11l | 27 | 13w | 57 | 17 | 3¢ | 197 | 7w | 237 | 4n
6126 6 | 2] 6 6 | 2| 6 6 | 2| 6
Cosenot
Tabla 66. Tipos de respuestas T, Ps,(S3)
Clasificacion Respuesta NUmero de Porcentaje
estudiantes
Tipo 1 Estudiantes que completan en su totalidad y de manera 22 78,6%
adecuada la tabla para la funcién seno.
Tipo 2 Estudiantes que no completan adecuadamente la tabla para la 6 21,4%
funcién seno.
Tabla 67. Tipos de respuestas TPz, (S3)
Clasificacion Respuesta NUmero de Porcentaje
estudiantes
Tipo 1 Estudiantes que completan en su totalidad y de manera 10 35,7%
adecuada la tabla para la funcion coseno.
Tipo 2 Estudiantes que no completan adecuadamente la tabla para la 18 64,3%

funcién coseno.

Los resultados de las tablas 66 y 67 evidencian una mayor dificultad en la

determinacion de los valores para la funcion Cosenot. Se esperaria que los estudiantes
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completaran adecuadamente las dos tablas pues los primeros 9 valores para cada funcién estaban
dados en el circulo trigonométrico y teniendo en cuenta que hay un reconocimiento de los
jovenes de la periodicidad en términos no solo de la repeticion de las parejas ordenadas para
diferentes arcos cuyo extremo final coincide, sino también cada vuelta (ver andlisis preguntas 1y
2, situacion 3). No obstante, como ya se ha mencionado, esta identificacién de una dependencia
periddica y un periodo®! no garantiza su uso al momento de especificar los valores para Seno t y
Coseno t, razén por la cual recurren al conteo de las longitudes de arco alrededor del circulo
trigonométrico. Esta estrategia no siempre es aplicada correctamente, generando valores erroneos

en las tablas 5a y 5b para estas funciones circulares.

Evidencias de respuesta T; Ps, ,(S3) Tipo 1

5. Complele las siguientes tablas:

Iongituddelarco(®) [ 0 [ R | 7 [Sa| x || 3a[1ln [2¢ [ B3 [ Sn [ 17w [ 3|19 [ 77| 232 [ 4n
61276 62| 6 6 | 2| & 6 2|78
Senot i 1 : 1 A A A
o413 lg 2kl o2 |1 - =14
22100527 (O e R e
k.
Longttuddelarco (f) [ 0 [ X [ X [5r[ a [7r[3n[1ln [ 2z [ 13 [ Sn | i7x | 8x | 19% | 7x | 237 | 4%
612 |7% 6|26 6 | 2|76 6 |[T|Te
C
oo 1= 0B 4180 B 1 2 [0 R2 =0 |1
2 T 7 T 2 2 2 7

> Es pertinente recordar que los estudiantes no asocian, no hacen explicito, ni designan 2 con el termino periodo.
La interpretacion se realiza a partir de los registros de los estudiantes, la socializacion durante la actividad y la
plenaria.



197

Evidencias de respuesta T; Ps, ,(S3) Tipo 2

5. Complete las siguientes tablas:

a. -
Longituddelarco() | 0 | X [ X T5a| x | 7n|3n| 1in [ 20 | 13n | Sx | 170 | 37| 197 | 7m| 237 | 4n
612 6| 2| 6 6 | 2| 6 6 | 2| 6
Senat i 1 1 2] o« Ve
\ —_ f 1 1 1 3
) L R A 2 < LA I A
O 2 |1 2 0 ra Z 9] Z 1 2 2 7|5 5
b.
Longituddelarco(t) [ 0 [ ® | ® |5r| o | 7x| 3n| 1im | 2 | 13r | 5w | 17m | 3| 197 | 7| 237 | 4
612|% 62| 6 6 2] 6 6 | 2.6
Coseno t Vil - NES) v |va
3 Vi3l Vil V3l V3l 31 [VZl| vl val |-
oo [ Ho | 2|19 = |0 2= 7|0 | 3=

Evidencias de respuesta T; Ps, 1, (S3) Tipo 3

5. Complete las siguientes tablas:

a.
Longituddelarco(t) [ 0 | X | ® [5a| «r [ 7n|3n| 11n | 24| 137 | Sn | 175 | 3¢ | 197 | 7| 237 | 4n
62|66 62| 6 6 | 2] 6 6 |2 6
Senot
4 B ) _
ol |&loH ] % oL |4 [0 [£]|-%|OC
b.
Longltuddelarco(t) | 0 | Z | X | Sa| m | 7n| 3| 11 | 2| 137 | Sm [ 17n | 3| 197 | 7| 23w [ 4n
6(2]% 6|26 6 2] 6 6 | 2.6
Cosenot J3 31 J3! V31 = Nell
A ] B A= S 2
OLQIXLOL‘LLO"Z’-‘DQQL

Evidencias de respuesta T; Ps, 1, (S3) Tipo 4

5. Complete las siguientes tablas:

a.
Longltuddelarco(t) [ 0 | B | % (S| o | 7m| 3| 11 [ 27| 13 | 5| 17x | 3¢ | 197 | 7m | 237 | 4¢
612|%6 62| 6 6 | 2| 6 6 | 2| 6
Senot A
oltl 1 |& o2 e |4 1|4 o4 -2 o
v = . ] < A Lo Q. 2
b.
Longituddelarco(t) | 0 [ ® | X | Sr| o | 7n(3m| 11n | 2¢| 13 | Sm | 17m | 3| 197 [ 7 [ 23m [ 4n
6|12]|% 62| 6 6 | 2| 6- 6 | 2.6
Cosenot r =1 r == 2 1
4 N2 A BE Gl 3! J3 -7 57 =
1 '_:‘ O _:. - ‘:, 0 -—5:‘ | ,,}. O —::: -\ -,2.: O -:i |
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Tarea 2: Aproximacion grafica de las funciones circulares seno y coseno

Dado que p(t) = (coseno t, seno t), lo que significa que a cada longitud de arco le corresponde
un Unico valor seno t y un Unico valor coseno t, realice las gréaficas de estas funciones teniendo
en cuenta las tablas de la pregunta 5 (a, b) de la tarea 1.

1. a. Gréfica de la Funcion Seno

senot

T R SaAwIx 33X UA2x 3z 52 173w i9x Tn 23x4m
6 2 6 6 2 6 6 2 6 6 2 6

b. Gréafica de la Funcion Coseno

coseno t

——t—— >
M A sxwx 3x lax2xbx Sx 17319z Tx 23 4n
6 2 .(\ 6 2 6 6 2 6 6 2 6
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Tabla 68. Tipos de respuestas T, P1,(S3)

Clasificacion Respuesta Namero de Porcentaje
estudiantes
Tipo 1 Estudiantes que realizan adecuadamente la grafica para la 20 71,4%

funcion seno.

Tipo 2 Estudiantes que no realizan adecuadamente la gréfica para la 8 28,6%
funcién seno.

Tabla 69. Tipos de respuestas T, P4y, (S3)

Clasificacion Respuesta NUmero de Porcentaje
estudiantes
Tipo 1 Estudiantes que realizan adecuadamente la grafica para la 6 21,4%

funcion coseno.

Tipo 2 Estudiantes que no realizan adecuadamente la gréfica para la 22 78,6%
funcién coseno.

Los resultados de las tablas 68 y 69 evidencian coherencia con las respuestas dadas por
los estudiantes a la pregunta 5a y 5b de la tarea 1. En este sentido, un mayor porcentaje 71,4%
(tabla 68) representa adecuadamente la grafica para la funcion circular Seno t, en tanto solo el
21,4% (tabla 69) para la funcion circular Coseno t. Hay incidencia de los valores erroneos dados
en la tabla b (pregunta 5, tarea 1) sobre la aproximacion grafica de esta ultima funcion.

Con respecto a esta aproximacion gréfica es indispensable reiterar, por una parte, que al
momento de implementacidn de esta tarea los estudiantes ya habian efectuado el estudio de las
funciones trigonométricas y sus representaciones cartesianas, sin embargo parece — al menos
para la funcién circular Coseno t — que no hay movilizacidn ni conexion de saberes previos en
torno a la forma de la curva de esta funcion en el plano cartesiano. De esta manera, como lo
seflalan Santacruz (2005) y Montiel (2005) el enfoque tradicional en la ensefianza de la
trigonometria escolar de las razones trigonométricas hacia las funciones trigonométricas
contribuyé poco a la comprensién de la variacion y dependencia periddica para estas funciones
trascendentes y por ende a la concepcion de funcion trigonométrica.

Por otra parte, como se mencion0 con anterioridad, los estudiantes no utilizan el
reconocimiento de la periodicidad que han caracterizado para la dependencia entre longitudes de
arco y parejas ordenadas desde la tarea 1 para la representacién grafica de las funciones
circulares Seno t y Coseno t. Es decir aunque la mayoria de jovenes alude que cada vuelta los
valores de las componentes de las parejas ordenadas se repiten, no designan 1 vuelta = 2w

como el periodo de las relaciones funcionales Seno t y Coseno t.
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En términos generales, la asignacion de valores incorrectos en las tablas a y b (pregunta
5, tarea 1) ligada a la no identificacion del periodo de estas funciones y al inadecuado conteo de
las longitudes de arco dificultan el paso de la representacion discreta (tabular) a la representacion
continua (cartesiana), obstaculizando la aproximacion gréfica para las funciones circulares
Senot y Coseno t y su tratamiento como funciones de variacion periddica en términos de su
forma en el plano cartesiano.

En la elaboracion de las gréficas cartesianas la mayoria de los estudiantes usa la
calculadora para aproximar aquellos valores de Senot y Cosenot que involucran raices
cuadradas.

Las aproximaciones graficas dadas a continuacion se corresponden con las tablas

presentadas para cada equipo en la pregunta 5a y 5b de la tarea 1 de esta situacion.

Evidencias de respuesta T, P, (S3) Tipo 1

1. a. Gréfica de la Funcién Seno

senot

-1

b. Gréfica de la Funcién Coseno

coseno t

14




Evidencias de resp
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uesta T, Py, (S3) Tipo 2

Gréfica de la Funcién Seno

scnot

- - t
= = sx m7x 3% _Ux2m 13k Sk 17x3%\19x  7x _23x 4=n
6 2 6 \6 2 6 6 2 6 s — 2 6
=t
ol B .
A \ g P
.:-]-- \/
b. Grafica de la Funcién Coseno
coseno t
.
1 1 =
-2 \
i )
=
21 { {
= \ / &
o .
™ m\ -Sx-m Ix 3x  Mx2xBm Sx _17x3m19x /In 23x\dn
6 "z‘\_/ 6 2 6 6 2\\6 6 2 6
o
s o L4 L N
- - o
=1
-14
4
Evidencias de respuesta T, P4, (S3) Tipo 3
1. a. Gréafica de la Funciéon Seno
seno t
14 /\
*V : )
o \ + +—t ' + —p t
o m Sk om7x 3% [Ux2;m 13x Sk 17x3X19x/ 7x 23z 4x
6 2 6 6 2 /6 6 2 6 6 2
/
St ‘-
X \ /
_1.[ W ¢
b. Grafica de la Funcion Coseno
coseno t
1 4
I~ b Y -
V3l - \ \ S\
=z Y \ 7
o , - w—pe: §
x = Sk ®w Ix /3x  MNx2x3x Sz 17x 3w 19x /7= 23x 4n
6 2T N6 e 2 6 6 2 6 6/ 2 6
Nz - / /
- X7 - 4
\ /
e J o
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Evidencias de respuesta T, Py, (S3) Tipo 4

1. a. Gréfica de la Funcién Seno

scno t

1

%.
1

W
o

-1

b. Gréfica de la Funcion Coseno

coseno t

J

l.
MO /
A
A 'A’
e e e —pp——p—p—t——P>

n Sr 17x3m 19 fIn 23w 4
6 2\ 6 6 2 6
Q
N N

2. Con base en las gréficas anteriores determine:

a. La(s) longitud(es) de arco asociada(s) al valor maximo para la funcion seno.
b. La(s) longitud(es) de arco asociada(s) al valor minimo para la funcién seno.
c. La(s) longitud(es) de arco asociada(s) al valor maximo para la funcion coseno.
d. La(s) longitud(es) de arco asociada(s) al valor minimo para la funcion coseno.




Tabla 70. Tipos de respuestas T, P,,(S3)
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Clasificacion Respuesta Namero de Porcentaje
estudiantes
Tipo 1 Estudiantes que determinan las longitudes de arco asociadas 4 14,3%
al valor méaximo para la funcién seno.
Tipo 2 Estudiantes que mencionan Unicamente el valor maximo para 14 50%
la funcién seno.
Tipo 3 No responden. 10 35,7%
Tabla 71. Tipos de respuestas T, P,y (S3)
Clasificacion Respuesta NUmero de Porcentaje
estudiantes
Tipo 1 Estudiantes que determinan las longitudes de arco asociadas 4 14,3%
al valor minimo para la funcién seno.
Tipo 2 Estudiantes que mencionan Unicamente el valor minimo para 14 50%
la funcién seno.
Tipo 3 No responden. 10 35,7%
Tabla 72. Tipos de respuestas T, P,.(S3)
Clasificacion Respuesta NUmero de Porcentaje
estudiantes
Tipo 1 Estudiantes que determinan las longitudes de arco asociadas 4 14,3%
al valor méximo para la funcion coseno.
Tipo 2 Estudiantes que mencionan Gnicamente el valor maximo para 14 50%
la funcién coseno.
Tipo 3 No responden. 10 35,7%
Tabla 73. Tipos de respuestas T, P,4(S3)
Clasificacion Respuesta NUmero de Porcentaje
estudiantes
Tipo 1 Estudiantes que determinan las longitudes de arco asociadas 4 14,3%
al valor minimo para la funcién coseno.
Tipo 2 Estudiantes que mencionan Gnicamente el valor minimo para 12 42,9%
la funcidn coseno.
Tipo 3 Estudiantes que mencionan como valor minimo para la 2 7,1%
funcién coseno: cero.
Tipo 4 No responden. 10 35,7%
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El analisis de los resultados de la pregunta 2 (a, b, ¢ y d) evidencia en primer lugar, que
en contraste con los resultados de la pregunta 3 (tarea 1) el numero de estudiantes que determina
el intervalo [—1,1] como el rango de variacién de las funciones circulares Senot y Coseno t
aumenta (clasificacion tipo 1 y 2, tablas 70 — 73); asi la discusion generada alrededor de la
interpretacion del circulo trigonométrico (pregunta 4, tarea 1) ayuda a puntualizar estos valores
como minimo y maximo. En segundo lugar, con referencia a las aproximaciones graficas
elaboradas por los estudiantes en la pregunta 1 (tarea 2), estas les permiten a los jovenes validar
los valores al margen si son adecuadas o no, como es el caso de la funcion circular Coseno t
donde el 78,6% (tabla 69) no realiza una representacion cartesiana correcta.

De este modo, aunque la representacién grafica se constituye en un medio para validar
—1y 1 como valores minimo y méaximo no favorece la determinacion de las longitudes de arco
asociadas a estos (clasificacion tipo 1, tablas 70 — 73), en gran parte por las dificultades
generadas en la pregunta 5 de la tarea 1 (ver analisis). En general pese a que los estudiantes han
asociado a cada longitud de arco una pareja ordenada (situacion 3, tarea 1), errores tanto en la
interpretacion y asignacion de las coordenadas de las componentes de p(t) a partir del circulo
trigonométrico impide que identifiquen los valores de t para los cuales las funciones circulares

Seno t y Coseno t alcanzan su punto maximo y minimo.

Evidencias de respuestas T,P,,p,q(S3) Tipo 1: Realiza una adecuada aproximacion grafica solo

para la funcion Seno t.

=29 (3.’ * <) \lol\c-« ragor en el Scro e<c 4

g(— Yc*v\-le [—a1 _'_[!_‘ ~ =D
.

C\ e rrenov '\Jﬂlo-r en el sene oS -4

Q <c 1¢:Ptlc en =%
=

A £l 4 reages Naler ea o\ cotens Ceo 1
C

ac wc?r\c 2 5 2T,

€\ rrccon volow en e\ coscere cs o

Ce "C'P‘L': e N_, 239, 50,20 a7
- 2. =
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Evidencias de respuestas T,P,,1,4(S3) Tipo 2: Realiza una adecuada aproximacion grafica solo

para la funcion Seno t.

l("-al‘uc‘CI del

o - Povc- wl mae  de (\,nuo'n Senro
e 4
'
(or\-j\luc!u del avco \3016\ 2t wan de Funcen Cene
X R—

\crﬂj\\vc’(r del ecece Per

c) A

l'—'"t)n\vd{! d.et aceo

")c—!

creno =71

el

<! prece e\ ¢ Fueruen (crenc

\,:r\.\f 1 ol a) f,l'

Suncron
\

Se observa por la respuesta, que esta pareja de estudiantes identifican —1 y 1 con las

longitudes del arco y no con los valores minimo y maximo para las funciones Seno t y Coseno t.

Evidencias de respuestas T,P,,1,q4(S3) Tipo 3: Realiza una adecuada aproximacion grafica solo

para la funcion Seno t.

2. a. Los \O"‘%\')fvfics &e, arco qgocméa_f, o\ val sy Moy ynmo

fora la  Tuncion Seno  SOw 1—2 -——ESZ_ ‘
b. oo longidvdes de ©orco asociadas ol _valer
: - . 3K 2K

vwini MmO Paa la funcion Send  Sona -J—-& R

C: Lo \’D.\'r:'\\«ucl@s de Orco O':CC\O’;‘O’) &) SisNE
Yo Xy mo Po,r\ \a T""\L‘"(’"‘ O O. al‘( , 4-TC

0. Log \On’g\\uc‘)cg Ae QyCo C\Soc,.ogoz_) o) valoy

WA NN o Paxa la Tunc,on Coseno K: 3

Evidencias de respuestas T,P,,1,4(S3) Tipo 4: Realiza aproximaciones graficas inadecuadas

tanto para la funcion Seno t como para la funcién Coseno t (Equipo Tipo 3: pregunta 1, situacién

3).
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Evidencias de respuestas T,P,,1,4(S3) Tipo 5: Realiza aproximaciones graficas adecuadas

tanto para la funcién Seno t como para la funcion Coseno t.

(&
DENO

/.) f\) E’ V(‘n,hv N'n)umo anc:[;oncL o 1L r_,,r o \c))r\c A
/¢ v _SIT '
2

2
Sewno
)3) E] \10‘0, Mint Mo 00\‘C$)oml? = csu- e H‘Fu'\(’ co%
vl .« v I
2 2
CocenO

C) €l Vaky maxmo Cout'.c';orr’c . c’u- ép \(.F‘.]c.;
v O v an v ATT

Co_f.guo
C‘u‘ s vc?--’c STANRA

c)) E] Vo,o- mMiNimo Conr‘;’;on(\o a -1
VT Vo3

Los andlisis llevados hasta el momento de la tarea 1 y tarea 2, de esta tercera situacion,
ratifican el uso del circulo trigonométrico como elemento tradicional para dotar a la
trigonometria de caracter funcional (Montiel, 2005, p. 124) pues los alumnos logran identificar
una dependencia periodica entre las longitudes de arco y las parejas ordenadas en términos de la
repeticion de los valores de las coordenadas cada vuelta, pero el hecho de que los jévenes en su
mayoria no asocien este patron regular de medida con el periodo y el tipo de variacion que
caracteriza la funcion: t - p(t) = (coseno t,seno t)>2 obstaculizan la construccion de las
funciones trigonométricas en un contexto analitico (Montiel, 2005, p 125). Se puede concluir
ademas que a diferencia de la situacion 2, la aproximacion grafica (pregunta 1, tarea 2) para la
mayoria de equipos no propicia la comprension de la dependencia periddica de las funciones
circulares Seno t y Coseno t, ligada a la forma repetitiva (en intervalos regulares) de una grafica

en el plano cartesiano.

52 Ver anélisis pregunta 3, tarea 1. Situacion 3.
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3. Determine el valor de:
71
a. seno — =
6
5m
b. coseno 5 =
c. coseno 3w =

i3
d. seno — =
6

51
e. coseno ? =

Tabla 74. Tipos de respuestas T, P3,(S3)

Clasificacion Respuesta Ndmero de Porcentaje
estudiantes
Tipo 1 Estudiantes que determinan el valor correcto de seno 7?” 24 85,7%
Tipo 2 Estudiantes que determinan el valor incorrecto de seno %’T 2 7.1%
Tipo 3 No responden. 2 7,1%
Tabla 75. Tipos de respuestas T, P3;,(S3)
Clasificacion Respuesta NUmero de Porcentaje
estudiantes
Tipo 1 Estudiantes que determinan el valor correcto de coseno 5?" 12 42,9%
Tipo 2 Estudiantes que determinan el valor incorrecto de coseno 5?” 14 50%
Tipo 3 No responden. 2 7,1%
Tabla 76. Tipos de respuestas T, P3.(S3)
Clasificacion Respuesta NUmero de Porcentaje
estudiantes
Tipo 1 Estudiantes que determinan el valor correcto de coseno 3. 18 64,3%
Tipo 2 Estudiantes que determinan el valor incorrecto de coseno 3. 8 28,6%
Tipo 3 No responden. 2 7,1%
Tabla 77. Tipos de respuestas T, P34(S3)
Clasificacion Respuesta NUmero de Porcentaje
estudiantes
Tipo 1 Estudiantes que determinan el valor correcto de seno % 26 92,9%
Tipo 2 No responden. 2 7,1%
Tabla 78. Tipos de respuestas T, P3.(S3)
Clasificacion Respuesta Ndmero de Porcentaje
estudiantes
Tipo 1 Estudiantes que determinan el valor correcto de coseno 57" 24 85,7%
Tipo 2 Estudiantes que determinan el valor incorrecto de coseno 57" 2 7.1%
Tipo 3 No responden. 2 7,1%
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Es importante indicar que en la solucion de esta pregunta, los estudiantes recurren al
circulo trigonométrico (figura 4) y no a la aproximacion grafica (pregunta 1, tarea 2) para
obtener los valores del Seno y del Coseno, el motivo de esta seleccion segun manifiestan
obedece a que la representacion cartesiana de la figura 4 les permite visualizar de manera mas
sencilla y precisa los valores numéricos.

En general, aunque un mayor porcentaje de jovenes (tablas 74, 76, 77 y 78) da el valor

correcto para el Seno y el Coseno, los resultados de la tabla 75 muestran dificultades para

51 . . - .
coseno —, estas radican en un error de asignacion de la coordenada que representa la funcion

: . ] ' 5
Coseno t en la pareja ordenada p(t). Es decir la mayoria de estudiantes asume para el coseno ?”

. . 5 3 .
el valor del Seno e incluso suprimen para este valor (seno ?” = —\/2—_) el radical. Frente al

porcentaje de valor incorrecto para coseno 3 en la tabla 76 se observa que no toman en cuenta
el signo, resultado de un mal conteo que los ubica en 2w, razén por la cual sefialan 1. Este

argumento fue expresado durante la plenaria.

Evidencias de respuestas Evidencias de respuestas Evidencias de respuestas
T2P3ab,ca(S3) Tipo 1 T2P3ab,c,d(S3) Tipo 2 T2P3ab,c,d(S3) Tipo 3
3. Determine ol valor de: 3. Determine el valor de: 3. Determine el valor de:
i R Im -
a. seno — = 32 a. Seno 161_r < _%_ a. seno =~ = =
Sm _ -2 5T o\
b. coseno e b. coseno _5_315_ =2 b. coseno ==
c. coseno 3m ~ -1 PO Sl S - c. coseno3m =—2-
T T
d. senog = = d. seno % = 3 d. seno_ = _\-
Sm 5
e. coseno —= () e. coseno %’5 = e. coseno —2’5 =Q

4. a. Indique las razones por las cuales la funcion seno es periddica y determine su periodo.
b. Indique las razones por las cuales la funcion coseno es periodica y determine su periodo.

Tabla 79. Tipos de respuestas T, P4, (S3)

Clasificacion Razones NUmero de Porcentaje
estudiantes
Tipo 1 Tiene un periodo de tiempo, el cual al terminar se vuelve a 8 28,6%
repetir.
Tipo 2 Su movimiento se repite (vuelve al mismo lugar). 12 42,9%
Tipo 3 Su movimiento es constante y curvilineo. 2 7,1%

Tipo 4 No responden. 6 21,4%




Tabla 80. Tipos de respuestas T, P4, (S3)
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Clasificacion Respuesta Namero de Porcentaje
estudiantes
Tipo 1 Estudiantes que determinan de forma correcta el periodo para 6 21,4%
la funcién seno.
Tipo 2 Estudiantes que determinan de forma incorrecta el periodo 8 28,6%
para la funcién seno.
Tipo 3 No responden. 14 50%
Tabla 81. Tipos de respuestas T, P4y, (S3)
Clasificacion Razones NUmero de Porcentaje
estudiantes
Tipo 1 Se repite en un determinado tiempo para llegar al valor final 6 21,4%
de donde inicio.
Tipo 2 Su movimiento se repite (vuelve al mismo lugar). Tiene un 14 50%
ciclo.
Tipo 3 Su movimiento es constante y curvilineo. 2 7,1%
Tipo 5 No responden. 6 21,4%
Tabla 82. Tipos de respuestas T, P4, (S3)
Clasificacion Respuesta NUmero de Porcentaje
estudiantes
Tipo 1 Estudiantes que determinan de forma correcta el periodo para 6 21,4%
la funcién coseno.
Tipo 2 Estudiantes que determinan de forma incorrecta el periodo 8 28,6%
para la funcién coseno.
Tipo 3 No responden. 14 50%

Las razones expuestas por los estudiantes para indicar la periodicidad de las funciones

Seno t y Coseno t (tablas 79 y 81) deja ver que para algunos jovenes el periodo de una funcion,

tal vez por la naturaleza de los fenémenos propuestos en la situacion 1 y la situacién 2, continta

ligado al tiempo. Es decir, no hay comprension del periodo en un contexto de medida de arcos y

longitudes de arco (situacion 3). Lo anterior evidencia desde del enfoque de la EMR, que para

estos estudiantes la nocion de periodo se ubica en el nivel referencial, en tanto como concepto

sigue ligado al contexto de las situaciones en las cuales se origind: fases de la luna y movimiento

del deportista.

Lo anterior no contradice que la situacion 2, les haya permitido a los estudiantes

transitar entre el nivel referencial y el nivel general dentro del proceso de matematizacion
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vertical, pues como lo establece Gravemeijer (2002, citado por Bressan, Gallego y Zolkower,
2004, p. 7) los niveles de comprension situacional, referencial, de generalizacion y formalizacion
no constituyen una jerarquia estrictamente ordenada.

Los resultados de la tabla 79, muestran que la funcidn Seno t es periddica a partir del
movimiento repetitivo de su aproximacion gréafica, donde los estudiantes especifican que vuelve
al punto desde el cual inicio. Esta validacion grafica se justifica en tanto el 71,4% (tabla 68)
efectlia una adecuada representacion cartesiana de esta funcion. Sin embargo, para el caso de la
funcion Coseno t (tabla 81) donde solo 6 estudiantes (tabla 69) llevan a cabo una correcta
representacion gréafica, el argumento de los jovenes gira alrededor del reconocimiento de la
periodicidad en términos de la repeticion de las parejas ordenadas (ver analisis tarea 1, situacion
3). Esta afirmacion se realiza a partir de la discusion e interaccion con los jovenes durante la
plenaria.

En cuanto al periodo de estas funciones circulares, el porcentaje que determina
correctamente su valor (tablas 80 y 82) no varia pese al nimero de estudiantes (tabla 68) que
realizan una adecuada aproximacion grafica de la funcién seno. En este sentido, se puede deducir
que si bien la repeticion de la gréafica valida la periodicidad de Seno t, no les permite identificar
el valor numérico del periodo a partir de esta. A diferencia de la situacion 2 (tarea 3) donde las
dificultades se asocian con la graduacién del eje de las abscisas, en el caso de la funcién Seno t
conciernen con la imposibilidad de reconocer que la variacion periddica de las longitudes de arco
y las coordenadas x y y de la pareja ordenada p(t) sobre el circulo trigonométrico es la misma
que caracteriza las funciones Seno t y Coseno t; es decir los estudiantes asignan la dependencia
periddica a las coordenadas x y y pero no a las funciones definidas por estas componentes en:
t - p(t) = (coseno t,seno t).

Por tanto el transito circulo trigopnométrico — funcion trigonométrica, como lo afirma
Montiel (2005, p. 125) no es evidente, aun cuando la propuesta de aula aqui desarrollada no
aborda el enfoque clasico de las razones hacia las funciones trigonométricas ni se centra en la

discusion de la unidad de medida (angulos y radianes).
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Evidencias de respuesta T, P, 1,(S3) Tipo 1
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La respuesta de este equipo al punto b, hace referencia a un movimiento constante y
rectilineo dado que en la aproximacion gréafica del Coseno t realizan trazos rectos, lo anterior no

limita el reconocimiento del valor para el periodo.

Evidencias de respuesta T, P, 1,(S3) Tipo 2
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Evidencias de respuesta T, P,,1,(S3) Tipo 3
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A partir de la aproximacion grafica efectuada por este grupo de estudiantes se infiere
que los tres tiempos hacen referencia a la repeticion de la grafica a partir del valor asociado a 7.
Para el Seno este valor es 0 y para el Coseno —1, es decir que tanto para el Seno t como para el

Coseno t la grafica se empieza a repetir solo a partir de 3.
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Evidencias de respuesta T, P, ,(S3) Tipo 4
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Esta respuesta deja ver que persiste, como se presento en la situacion 1 y la situacion 2,
en algunos estudiantes la comprension de periodo ligada a las etapas o fases que caracterizan una
situacion, para este caso la forma de un tramo de la gréfica y no a la repeticién de la gréafica de la

funcién cada 2.

5. Compruebe para al menos dos valores de t que el periodo p obtenido en la pregunta 4,
verifica:

a.seno (t +p) =senot

b. coseno (t + p) = coseno t

Tabla 83. Tipos de respuestas T, Ps,(S3)

Clasificacion Respuesta Numero de Porcentaje
estudiantes
Tipo 1 Estudiantes que comprueban la expresion seno (t + 6 21,4%
p) = seno t.
Tipo 2 No responden. 22 78,6%

Tabla 84. Tipos de respuestas T, Ps, (S3)

Clasificacion Respuesta Numero de Porcentaje
estudiantes
Tipo 1 Estudiantes que comprueban la expresion coseno (t + 4 14,3%
p) = coseno t.
Tipo 2 No responden. 24 85,7%

De las tablas 83 y 84 se observa que un bajo porcentaje de estudiantes comprueba las
expresiones seno (t + p) = senot Y coseno (t + p) = coseno t, debido fundamentalmente a
la dificultad para determinar el periodo p, como se mostro en la pregunta 4 de esta tarea. Si bien
la interaccion y discusion con los estudiantes revela que el proceso de verificacion de la

propiedad de periodicidad es entendido, pues lo relacionan con la expresion h(t + p) = h(t) de
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la pregunta 6 (tarea 2, situacion 2) que comprobaron adecuadamente; la no asignacion o
asignacion erronea de p, como se sefialo en las tablas 80 y 82, obstaculiza la validacion de estas
igualdades para las funciones Seno t y Coseno t.

Los equipos que verifican la propiedad de periodicidad seno (t + p) = senot y
coseno (t + p) = coseno t son aquellos que han definido apropiadamente el valor de p. No
obstante, estos estudiantes no recurren a las representaciones graficas para dar veracidad a los
valores encontrados, es decir especifican el proceso algoritmico de resolucion. Aunque en un
bajo porcentaje, en comparacion con la situacién 2, estos jovenes logran describir la propiedad
de periodicidad sin hacer uso del registro grafico, en este sentido validan la variacion periodica
en un registro algebraico, aspecto que desde los Lineamientos (1998) y los Estandares (2006)

promueve el desarrollo del pensamiento variacional.

Evidencias de respuesta T, Ps, 1, (S3) Tipo 1
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6. Después de haber realizado las tres situaciones propuestas, describa que es una funcion
periodica.

Tabla 85. Tipos de respuestas T, P¢(S3)

Clasificacion Respuesta NuUmero de Porcentaje
estudiantes

Es una expresidn matematica en la que se puede observar un
Tipo 1 periodo de tiempo determinado en el que transcurre un 2 7,1%
fendmeno y se repite un nimero x de intervalos.

Tipo 2 Es una funcion que se repite de manera constante (valores 8 28,6%
numéricos) en un determinado tiempo.

Tipo 3 Una funcion periodica es un movimiento constante. 8 28,6%

Tipo 4 No responden. 10 35,7%

De los resultados de la tabla 85 se infiere con respecto a la descripcion de una funcion
periddica que para los estudiantes esta hace referencia a una funcidén que se repite dado que
asigna valores numéricos iguales, al margen del fendbmeno que se esté modelando, en un
determinado intervalo de tiempo. Solo uno de los equipos (clasificacion tipo 1) sefiala este patron
regular (de tiempo) como el periodo que transcurre para que el fendmeno se repita. Las
respuestas de los jovenes indican la persistencia de la concepcién de periodo al tiempo,
impidiéndoles concebir esta nocién en un contexto de medida, segun el enfoque de la EMR,
propio de la matemética. Ademas los términos de las descripciones abarcan las diversas
representaciones desarrolladas a lo largo de esta propuesta de aula, asi expresion matematica
alude a la expresion algebraica, valores numéricos tanto a la representacion discreta (tabla) como
a la representacién continua (cartesiana) y movimiento constante a la representacion gréafica.

Esta interpretacion de los registros de los estudiantes considera la discusion generada
durante la plenaria alrededor de esta pregunta. Al cuestionarseles acerca de la expresion
movimiento constante, los jovenes afirman que se encuentra relacionado no solo con la

repeticion indefinida de la grafica, sino también del fendmeno en las mismas circunstancias.
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Evidencias de respuesta T, P¢(S3) Tipo 1
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Al finalizar la situacion 3 se encuentra que frente al primer desempefio esperado (tabla
5) prevalece en los estudiantes, para la identificacién de la correspondencia entre las longitudes
de arcos y las parejas ordenadas de numeros reales, la representacion grafica sobre la
representacion retorica, en tanto hay dificultad en la lectura de los textos que enmarcan la

situacién. En este aspecto, los jovenes no solo identifican esta correspondencia sino que
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reconocen una dependencia perioddica en términos de la repeticion de las parejas ordenadas cada
vuelta y para los arcos cuyo extremo final coincide. Sin embargo, la representacion grafica
(circulo trigonométrico) valida el valor de las componentes x y y de p(t).

Frente al segundo desempefio, en general, los estudiantes reconocen las funciones Seno
t y Coseno t como la ordenada y la abscisa de la pareja p(t) = (x,y) aunque en un inicio se les
haya dificultado su comprension. En este sentido el contraste entre la tabla 1 y el circulo
trigonométrico dado en la figura 4, los conlleva no solo a reafirmar la variacion periddica entre
longitudes de arco y parejas ordenadas sino también a asociar este tipo de dependencia a los
valores de las coordenadas x y y.

No obstante, la mayoria de estudiantes no interpreta el Seno t y el Coseno t como
funciones de variable real y sus propiedades desde sus diversas representaciones (grafica, tabular
y cartesiana), es decir el tercer desempefio esperado, pues aungue los jovenes reconocen una
dependencia periodica entre t y p(t) donde aluden (no escriben) 2w como periodo, no logran
asignar esta variacion y sus caracteristicas a las funciones definidas por estas componentes. Se
puede concluir que para los jovenes en la relacion funcional t — p(t) = (coseno t,seno t) el
Coseno t y el Seno t quedan restringidas a la abscisa y a la ordenada respectivamente, de este
modo no las conciben como funciones periddicas donde la variacion de t produce una
dependencia especifica para cada una de ellas.

Tomando en cuenta los Lineamientos (1998) y los Estandares (2006), con relacién al
desarrollo del pensamiento variacional, se puede afirmar que los estudiantes hacen uso de
diversas representaciones simbdlicas, pero no logran relacionar la representacion gréfica (circulo
trigonométrico), la representacion tabular, la representacion cartesiana y la representacion
algebraica (propiedad de periodicidad) para Seno t y Coseno t, por tanto no se constituyen las
funciones Seno t y Cosenot como modelos particulares de variacién periddica, dado que este
tipo de dependencia entre variables se restringe a la representacion en el circulo trigonométrico.

Desde el enfoque de la EMR, la situacién 3, permite a los estudiantes generalizar > el
conteo como herramienta matematica para organizar y dar solucién a las situaciones
problematicas planteadas (principio de actividad). El uso de esta estrategia es transversal a los
distintos contextos propuestos en cada una de las situaciones, ubicando a los jovenes en un nivel

general dentro del principio de niveles planteado por este marco teérico. Asi, el conteo se

%% palabra usada en el sentido dado por el enfoque de la EMR.
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constituye en un modelo generalizable que pueden utilizar para la solucion de diversas
situaciones en tanto han reconocido la dependencia peridédica como caracteristica similar, que les
brinda la posibilidad de clasificarlas como fendmenos de variacion periddica.

Por su parte el concepto de periodo no es interpretado por la mayoria de estudiantes en
un contexto dentro de la misma matematica, ubicando esta nocion en un nivel referencial, pues
queda limitado al contexto donde se origino: fases de la luna (calendario lunar) y movimiento del
deportista, pese a haber desarrollado la situacion 2 donde se trabajé dicha nocién desde registros
tabulares, algebraicos y graficos.

Dado el caracter relativo del concepto de contexto realista dentro del enfoque de la
EMR, se puede aseverar que la situacion 3, no constituye tal contexto para este grupo de
estudiantes en tanto no resulta significativo para los jévenes ya sea por su experiencia previa y/o
su capacidad para imaginarlo o visualizarlo; en términos de los resultados aqui expuestos, como
se menciond anteriormente, debido a la complejidad de la relacion funcional t — p(t) =
(coseno t,seno t). Lo anterior impide dentro del proceso de matematizacion vertical que los

estudiantes alcancen el nivel formal.
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Capitulo 4. Conclusiones Generales y Algunas Reflexiones Didacticas

En este capitulo se presentan las conclusiones generales de este trabajo a partir de los

objetivos planteados, el marco tedrico establecido y el analisis de los resultados de la propuesta

de aula implementada con los estudiantes de grado décimo de la Institucion Educativa Técnico

Comercial Hernando Navia Varon. Se realizan algunas reflexiones de tipo didactico alrededor de

los procesos de ensefianza y los procesos de aprendizaje de las funciones periddicas y de forma

especifica sobre las funciones Seno y Coseno. Al finalizar el capitulo se listan las referencias

bibliograficas.

4.1 Conclusiones generales

En relacion con objetivo especifico 1 a partir del cual se planted la articulacion en una

propuesta de aula bajo el enfoque de la EMR de perspectivas curriculares, didacticas y

matematicas, se puede concluir que:

El enfoque de la EMR, como marco tedrico y metodologico, articuld a través del disefio e
implementacién de tres situaciones problema una propuesta de aula en torno a las funciones
periddicas y a las funciones Seno y Coseno como casos concretos de este tipo de variacion,

que parte de la consideracion de fendmenos de naturaleza periddica en contextos realistas.

El principio de actividad y el principio de realidad proporcionan un escenario para la
caracterizacion y modelacién de fendmenos de naturaleza periodica, en tanto permiten el
acercamiento de los estudiantes a fendmenos de variacién periddica cercanos a su
cotidianidad. El principio de interaccion, durante la fase de implementacién, promueve en los
estudiantes el trabajo en equipo, la socializacion y discusion alrededor de los diversos
procedimientos y soluciones durante el desarrollo de las tareas, asi como la plenaria al
finalizar cada situacion. De esta manera, se favorecen las interacciones de tipo social entre
docentes — estudiantes y estudiantes — estudiantes alrededor de la actividad matematica en el
aula lo que potencia la comunicacion, la prediccion, la argumentacién verbal, la refutacion y

validaciéon de las estrategias y herramientas matematicas, habilidades asociadas al paso de los
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jévenes entre los niveles de comprension con respecto a situaciones de variacion periddica en

contextos realistas matematicos y no matematicos.

La correspondencia entre el principio de interconexion y los referentes curriculares
colombianos, Lineamientos (1998) y Estandares (2006), posibilita a los estudiantes la
interpretacion, empleo y relacion de sistemas de representacion tabular, retorico, verbal,
grafico y algebraico, como aspectos asociados al desarrollo del pensamiento variacional y el
proceso general de modelacion en la matematizacion de las situaciones planteadas, desde
procedimientos informales y formales de las matemaéticas (numéricos, geométricos, gréficos,
etc.) y de otras disciplinas; lo que contribuye a la integracion de los sistemas conceptuales y

simbdlicos propios del pensamiento matematico.

El referente matematico constituye un eje transversal que permea y da coherencia a la
propuesta de aula, en tanto vincula el lenguaje simbolico y formal de las matematicas por
medio de conceptos y representaciones propias de esta area del conocimiento, que proveen
elementos tedricos para el andlisis de las producciones de los estudiantes desde lo disciplinar.
En este sentido la propuesta apropia: funcién periddica, pareja ordenada, dominio y rango de
una funcién, traslacion de gréaficas, intervalos de crecimiento y decrecimiento de una funcién,
propiedad de periodicidad, representacion sagital y cartesiana de una funcién, circulo

trigonométrico, funciones trigonométricas, etc., (ver capitulo 3: tablas 3, 4 y 5).

Con relaciéon al segundo objetivo especifico asociado a la caracterizacion desde el

enfoque de la EMR y los Lineamientos (1998) y Estandares (2006) como politicas curriculares

colombianas, de las producciones de los estudiantes se puede concluir que:

Los estudiantes desarrollan algunos aspectos del pensamiento variacional en tanto reconocen
fendmenos cotidianos de variacion periddica, identifican patrones y regularidades que
caracterizan un fenébmeno y una variacion funcional periddica y modelan situaciones de
dependencia periodica. Las producciones de los estudiantes dejan ver con relacion a este tipo
de pensamiento: la interpretacién de una variacion periddica desde su representacion tabular

(discreta), la identificacién de la dependencia entre variables en una relacién funcional
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periddica, la representacion grafica de una funcién periddica a partir de su registro tabular, la
determinacion del periodo de una funcion desde su representacion cartesiana, el
reconocimiento de la forma repetitiva de una grafica — para un intervalo definido — como
comportamiento de una variacion periodica en el plano cartesiano, el uso de la representacion
grafica para validar expresiones algebraicas, la interpretacion de la correspondencia entre
longitudes de arco y parejas ordenadas de numeros reales en un registro tabular y grafico y la
identificacion de la dependencia periddica entre longitudes de arco y parejas ordenadas de

nameros reales en el contexto del circulo trigonométrico.

En el proceso de matematizacién progresiva, es decir el paso del conocimiento informal al
formal, surge como herramienta matematica para interpretar y organizar las distintas
situaciones, el conteo, constituyéndose en el modelo para el tratamiento y solucion de
situaciones de variacién periodica al margen del contexto que enmarca cada una de estas. De
esta forma, el conteo es una estrategia generalizable desde un contexto particular en el que
emerge (fases lunares) hasta un contexto matematico (de medida), pasando como lo sefiala
Streefland (1985) citado por Panhuizen (2003, p. 5) de un “modelo de” a un “modelo para”,
es decir de un “modelo de” una situacion particular a un “modelo para” diferentes situaciones

dentro o fuera de la matematicas.

La matematizacién de las tres situaciones planteadas permitié a los estudiantes el paso de
niveles en el proceso de matematizacion vertical, en tanto la reflexion sobre sus diversas
estrategias de solucién los conlleva no solo a mayores niveles de representacion, célculo y
formalizacion matemaética al establecer el periodo, la repeticion de un fenémeno bajo los
mismos parametros, la forma repetitiva de la grafica en el plano cartesiano, etc., como
criterios generales que caracterizan situaciones de variacion periddica, sino también a
reconocer las matematicas como el medio para organizar la realidad y asumir un pensamiento

critico a partir de la interrelacion entre la cotidianidad y esta disciplina.

Desde el principio de niveles, de la EMR, la situacion 1: fases lunares y cosecha de granos de
café, permiti6 la matematizacién horizontal, lo que ubica a los estudiantes en el nivel

situacional en tanto reconocen e interpretan la situacion problema dada en un contexto real y
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mediante la aplicacion de estrategias relacionadas totalmente con el contexto mismo de la
situacion, es susceptible de tratamiento matematico. La situacion 2: acerquémonos a las
funciones periddicas, les permitié a los jovenes transitar entre el nivel referencial y el nivel
general dentro del proceso de matematizacion vertical, en tanto hacen uso de diferentes
sistemas de representacion y el conteo para sintetizar y solucionar la situacion, ligados con el
contexto de la misma y determinan el periodo de una funcion a partir de cualquier
representacion cartesiana (se supera el contexto). Finalmente la situacion 3: algunas
funciones de variacion periddica: El caso de las funciones circulares seno y coseno, ubica a
los jovenes en un nivel general con respecto al conteo, pero en un nivel referencial para el
concepto de periodo, pues continua ligado al contexto de las situaciones donde se origino, es

decir al tiempo.

e Con respecto a los propoésitos esperados en cada situacion, la etapa de implementacion y
andlisis de la propuesta dejé ver que los fenémenos de las fases lunares y la cosecha de
granos de café, potencian el acercamiento de los estudiantes a situaciones de cambio
periddico en contextos reales, lo que se constituye en eje fundamental para iniciar el estudio
de la variacion, la dependencia entre variables, la comprension del concepto de funcion y por
ende la modelacion de situaciones. Por su parte el movimiento del deportista, permitié a los
estudiantes modelar una situacion de naturaleza periodica y avanzar en la apropiacion del
concepto de funcidn perioddica a través del uso y la relacion entre las representaciones
tabular, gréfica, tanto cartesiana como sagital y algebraica, desarrollos propios del
pensamiento variacional. Finalmente, la Gltima situacion planteada posibilit6 a los jévenes la
identificacion de la variacion periddica en un contexto matematico entre las longitudes de
arco y las parejas ordenadas de reales y por ende de las coordenadas x y y en la pareja

ordenada p(t).

El analisis de los resultados dejo ver algunas limitaciones en los estudiantes frente a los

desempefios esperados en cada situacion:
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En la situacion 1, la acepcion de periodo, se vincula a un uso “cotidiano” de la palabra como
la duracion de una etapa o fase del fendmeno, mas no a un patron regular de tiempo (contexto

de la situacion) que permite a un fendmeno repetirse.

En la situacién 2, no hay una formalizacion del concepto de funcién periddica, en tanto hay
designacion inadecuada para el dominio y rango, aspectos fundamentales en la definicién del
concepto. A lo anterior se suma, que no hay identificacion y validacion de la ecuacion que
captura la variacion periddica entre variables, es decir no hay comprension de la expresion

algebraica, en si misma, como representacion que modela la situacion.

En la situacién 3, los estudiantes no logran designar 2w como periodo de la dependencia
entre longitudes de arco y parejas de nimeros reales, por tanto se les dificulta reconocer las
funciones Seno y Coseno como casos particulares de variacion periddica. El anélisis de las
producciones de los jovenes evidencid que en la relacion funcional: t - p(t) =
(coseno t,seno t) coseno t y seno t quedan definidas como la abscisa y la ordenada de la
pareja p(t), coordenadas que se repiten cada vuelta en el circulo trigonométrico, mas no
como funciones reales de variacion periddica. Se asocia esta dificultad con la complejidad
para comprender que una variacion de la longitud de arco (t) en la funcién circular t —
p(t) = (coseno t,seno t) genera dos funciones periddicas independientes, pero de periodo
21.

La implementacién de la propuesta de aula evidencia que el partir de fendmenos

cotidianos de variacion periodica favorece el desarrollo de algunos aspectos del pensamiento

variacional y la aproximacion al concepto de funcién periddica, sin embargo una ‘“‘escasa”

conceptualizacion de la nocion de funcién en cuanto al dominio, rango y representacion sagital,

limitan la formalizacién de la funcién periddica y el reconocimiento en la funcion t — p(t) de

las funciones Seno y Coseno como tipos particulares dependencia periddica en los ndmeros

reales.
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4.2 Algunas reflexiones didacticas

En relacion al tercer objetivo especifico, como resultado del analisis de la propuesta de

aula enmarcada dentro del enfoque de la EMR, es posible establecer algunas reflexiones de tipo

didactico que contribuyan a fortalecer el estudio de la variacion, el cambio y la modelacion en

los procesos de ensefianza y los procesos de aprendizaje al interior del aula de las funciones

periodicas y del Seno y del Coseno como casos particulares de este tipo de dependencia

funcional, principalmente en la Institucion donde se llevo a cabo la implementacion, asi como a

la comunidad de educadores matematicos en formacion y en ejercicio. En este &mbito se puede

sefalar que:

En la Institucion Educativa Técnico Comercial Hernando Navia Vardn los procesos de
ensefianza y los procesos de aprendizaje de las funciones en general y particularmente de las
funciones periddicas, han desligado el acercamiento previo de los estudiantes a situaciones y
fendmenos de cambio y variacion cotidianos, asi como del estudio de patrones y
regularidades periddicas de forma numérica, geométrica o grafica, desde el primer conjunto
de grados de la Educacion Baésica, donde el énfasis se centra como lo establecen los
Estandares (2006, p. 81) en la descripcion cualitativa de este tipo de situaciones a través de
registros de representacion grafico y lengua natural, entre otros. De esta forma, aunque hay
conocimiento y apropiacion en la planeacion institucional del area de matematicas, de las
politicas curriculares colombianas estas no median las précticas de los docentes en cuanto al

inicio del estudio de la variacion y del desarrollo del pensamiento variacional.

Las practicas de ensefianza de los docentes de la Institucion Educativa Técnico Comercial
Hernando Navia Vardn, que pueden ser generalizadas a otras instituciones, con relacién al
estudio de las funciones privilegia un enfoque que parte de la definicion formal del concepto
desde su expresion algebraica para los diferentes modelos elementales de variacion: lineal,
afin, cuadratico, exponencial, etc., hacia la representacion cartesiana, pasando por su registro

tabular, es decir el esquema:

Ecuacion — Representacion tabular — Representacion cartesiana.
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Asi, a la luz de los Lineamientos (1998) y los Estandares (2006) no se promueve en la
Institucion el proceso de modelacion, en tanto no se toman como punto de partida situaciones
problemaéticas del entorno de los estudiantes, reduciendo este proceso general de la actividad
matematica a la aplicacion de los modelos particulares de funcién en la solucion de

determinados problemas al interior de las matematicas y de otras disciplinas.

Es necesario el replanteamiento del plan de area de matematicas de la Institucion Educativa
Técnico Comercial Hernando Navia Varén, de tal manera que considere para el estudio de la
variacion desde la Educacion Bésica los patrones y regularidades en situaciones del diario
vivir, particularmente los periddicos, de igual modo que se implementen actividades que
susciten el estudio de las funciones periddicas desde la modelacion de situaciones cercanas a
la realidad de los estudiantes, la puesta en juego de las diferentes representaciones
simbolicas, su relacion y el trénsito entre cada una de estas, sin dejar de lado concepciones
como dominio, rango Yy representacion sagital, propias de la perspectiva conjuntista. Lo
anterior implica que las practicas de los docentes, en tanto mediadores entre el conocimiento
matematico, las situaciones problemas y los estudiantes, deben propiciar la identificacion de
las mateméticas como una actividad humana y de caracter social que permite entender y

explicar la realidad natural y cultural del entorno.

Las politicas curriculares colombianas, Lineamientos (1998) y Estandares (2006), si bien
enfatizan en la modelacion de fendmenos periddicos del mundo real, limitan este proceso
general a la variacion periodica particular que caracteriza a las funciones trigonométricas
Seno y Coseno, dejando de lado — o al menos no se hace explicito —situaciones cotidianas de
diversa naturaleza periodica cercanas al contexto de los estudiantes que como las expuestas
en este trabajo: los latidos del corazon, las fases lunares, las estaciones del afio, el ciclo
menstrual, el funcionamiento de un semaforo, etc., permitirian iniciar la descripcién y
reconocimiento de un modelo de variacion periodica en el aula, lo que contribuye a una

aproximacion y apropiacion del modelo general de funcién periodica.

El disefio e implementacidn de propuestas de aula en contextos realistas que giran alrededor

de la modelacién, como proceso que le permite a los estudiantes acceder al conocimiento
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matematico a partir de su realidad social y natural, potencializa el aprendizaje ya que les
brinda la posibilidad de trabajar en distintos niveles de conceptualizacion, hacer uso de su
sentido comun, movilizar y poner en juego saberes previos e informales durante los procesos

de resolucion que emergen en su actividad matematica.

En los procesos de ensefianza y los procesos de aprendizaje de las funciones trigonométricas
la dependencia periddica entre las longitudes de arco y las parejas ordenadas de nimeros
reales en el circulo trigonométrico no se “hereda” para el tratamiento del Seno y del Coseno
como funciones periddicas de variable real. Asi, se puede afirmar que al margen del enfoque
seleccionado para la ensefianza de las funciones trigonométricas en el aula, de las funciones
circulares hacia el tridangulo rectangulo, de las funciones trigonométricas entre los lados de un
triangulo rectdngulo (razones) hacia las funciones circulares y desde las razones
trigonométricas hacia las razones en una circunferencia no unitaria (Santacruz 2005, p. 189);
el uso del circulo trigonométrico como estrategia grafica obstaculiza el aprendizaje y la
construccién analitica de estas funciones en los estudiantes (Montiel, 2005, p. 125), es decir
al margen de la discusion de la unidad de medida, grados y radianes, como lo afirma
(Montiel, 2005, p. 125) no es evidente el transito del circulo trigonométrico a las funciones

trigonomeétricas.

Si en las instituciones educativas los procesos de ensefianza y los procesos de aprendizaje de
las funciones periodicas contindan vinculados exclusivamente a las funciones
trigonométricas Seno y Coseno en grado décimo, la dependencia periédica como tipo
particular de cambio entre variables no se constituye en objeto de aprendizaje en ambientes
escolares, ya que como afirma Buendia (2006, p. 234) el discurso matematico escolar para
las funciones periddicas ha propiciado una identificacion de la periodicidad como propiedad
exclusiva de las funciones trigonométricas, dejando por fuera otros modelos funcionales
caracterizados por esta variacion, lo que implica que se privilegien los modelos funcionales
elementales. Ademas, si el estudio de las funciones en el aula no toma en consideracion la
modelacién de situaciones cotidianas de cualquier tipo de variacion y su presentacion se
reduce a un contenido especifico para un conjunto de grados, octavo y noveno de la
Educacion Basica, a partir de su forma general (expresiones algebraicas) se puede afirmar

que en la escuela con relacién al desarrollo del pensamiento variacional no se conceptualiza
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la funcién, dado que no hay articulacion ni interrelacion entre los cinco tipos de pensamiento

y los procesos generales que deben mediar en la actividad matematica de los estudiantes.
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Anexo 1. Situacion aplicada a los estudiantes



PROYECTO DE GRADO UNA PROPUESTA DE AULA PARA LA
ENSENANZA DE LAS FUNCIONES PERIODICAS SENO Y COSENO
DESDE UN ENFOQUE VARIACIONAL!

INSTITUCION EDUCATIVA TECNICO COMERCIAL HERNANDO NAVIA VARON
SEDE CENTRAL

NOMBRES:

GRADO: — __ JORNADA:

A continuacién encontrara una serie de actividades desarréllelas junto con un
compaiiero de curso.

SITUACION 1: Reconozcamos fenémenos naturales periédicos
Fases de la luna y calendario lunar

La luna es el unico satélite natural de la Tierra. Su didmetro es de unos 3.476 km,
aproximadamente una cuarta parte del de la Tierra. La luna gira alrededor de su eje (rotacién) en
aproximadamente 27 dias, 7 horas, 43 minutos y 11,5 segundos — 27.32 dias — (mes sidéreo) y se
traslada alrededor de la Tierra (tras/acién) en el mismo intervalo de tiempo, de ahi que siempre nos
muestra la misma cara. Ademas, nuestro satélite completa una revolucion relativa al sol en
aproximadamente 29 dias, 12 horas, 44 minutos y 2,8 segundos (mes sinddico), es decir para
cambiar de una fase a otra similar, o mes lunar, la luna necesita 29.53 dias.2

A medida que la luna gira alrededor de la Tierra, y la Tierra gira alrededor del sol, la zona de la
luna iluminada va cambiando de posicién de manera que unas veces vemos toda la cara visible de
la luna iluminada por el sol, cuando la Tierra esta en alguna posicién entre el sol y la luna, y otras
veces vemos la cara visible oscura, ya que el sol se encuentra al otro lado de la luna e ilumina la
cara oculta. Esta variacion en la cantidad de superficie lunar que vemos iluminada recibe el nombre
de FASES DE LA LUNA, y son cuatro (luna nueva, cuarto creciente, luna llena y cuarto
menguante) que se van altemando a lo largo del mes lunar.?

A continuacién se presenta el calendario lunar para los meses de enero, febrero y marzo de 2014,
y las fechas correspondientes a las diferentes fases de la luna.4

! Elaborado por Omar Alexander Santacruz Lenis bajo la asesoria de Ligia Amparo Torres Rengifo.

2 Tomado de www.astromia.comy/tierraluna/moviuna.htm

3 Tomado de recursos.cnice.mec. es/biosfera/alumno/1ESO/Astro/contenido11.htm

4 Este calendario se ha modificado de acuerdo al proposito de las tareas, relacionadas con los fenémenos
periédicos. Ver un ejemplo de calendario real en www.pac.com.ve/contenido/calendario-lunar-2014-
imprimir/10989
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Calendario lunar 2014

enero
lu mamiju vi sado
g B N
6 7 8 9101112
13 14 1516 17 18 19
20 21 2223 24 25 26
27 28 29 30 31

febrero
lumamiju vi sado
12
34 5617189
10 11 1213 14 15 15
17 18 1920 21 22 23
24 25 26 27 28

Fases Lunares

marzo

lu mamiju vi sado

12
3486 6:7..8:9
10 11 12 13 14 15 16
17 18 192021 22 23
24 25 26 27 28 29 30
31

@ Luna nveva § Cuato creciente 1 Luna liena P Cuarto menguante
Mes Enero Febrero Marzo
Fecha 1/8[116 | 24 |31 |7 15[ 23 2|9 17 ] 25 ] 31

Fase Lunar ‘ D O

D] @0 O

D QO O D

Tarea 1: Comprendiendo la situacion

Teniendo en cuenta el texto anterior, responda las siguientes preguntas:

1. Indique en qué consiste el mes sidéreo y cuél es su valor aproximado.

2. Explique en qué consiste el mes sinddico y cual es su valor, segun la lectura.

3. Explique que es el calendario lunar y cémo se divide el mes sinddico para determinar cada fase

de laluna.

4. Para dos rotaciones de la luna, enuncie el tiempo en dias transcurridos.

5. a. Complete la siguiente tabla, para las distintas rotaciones de la luna.

Ne. de

1 1 1
rotaciones & 2 3 4 5 7 3 12, 19
Dias
transcurmidos | 2132 | 15.cc | 81.96 | 19928 | ics 0 | 200 | 2595¢ | 32784 | 2332

b. Escriba la manera como determino la relacion entre el nimero de rotaciones de la luna y los
dias transcurridos.
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Tarea 2: Estableciendo regularidades periédicas -

Observe el calendario lunar para los meses de enero a marzo de 2014 y conteste:

1. Cuénto tiempo ha transcurrido entre cada fase de luna nueva en el mes de enero. Comparelo
con el mes sinddico y saque una conclusion.

2. Transcurre para el cuarto menguante entre los meses de febrero y marzo la misma cantidad de
dias que para la luna nueva en el mes de enero. Explique su respuesta.

3. Podrias dar la razdn por la cual durante el mes de febrero de 2014, no se presenta luna nueva y
durante los meses de enero y marzo hay dos dias de esta fase. Justifique su respuesta.

4. Realice el calendario lunar para el siguiente trimestre del afio 2014 (Abril, Mayo y Junio).

5. a. Complete la siguiente tabla.

15 23 8 24

=00 e [0 0 (@0 o

Fecha Agm Jurie Mayo 2 Jimio April 16 Mayo (bl Mayow Junio.c.‘(

b. Indique los aspectos que tuvo en cuenta para realizar este calendario.

6. a. Con base en el calendario lunar del primer semestre del afio 2014, determine la manera de
predecir las fases lunares y fechas, pertenecientes al segundo semestre del 2014.

b. Indique la regularidad relacionada con dias transcurridos entre c/ada fase lunar. ;Como la
podrias denominar?
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Tarea 3: Validando fendmenos periédicos

Las fases lunares y Ia agricultura

Como bien sabes, Colombia es uno de los principales paises a nivel mundial en la siembra, cultivo
y produccidn de café, procesos caracterizados por las practicas tradicionales de los campesinos de
las distintas regiones del pais.

El desarrollo de la caficultura comprende una serie de tareas para las cuales los pequerios
productores consideran, en la mayoria de los casos, las diferentes fases lunares para ejecutarlas,
es asi como la mejor fase funar para cosechar granos de café con la finalidad de producir semillas
es el cuarto menguante hacia la luna nueva (Torres, 2012).

Con ayuda del calendario lunar construido en la tarea anterior y tomando como referencia el texto
las fases lunares y la agricultura, determine:

1. a. ¢ Cuales fueron las fechas en el primer semestre del afio 2014 donde los pequefios productores
de café pudieron cosechar los granos de café?

b. Identifique la regularidad de las cosechas de granos de café.

2. Caracterice de acuerdo a las actividades realizadas en las tareas anteriores un fendmeno
periddico.

3. a. Clasifique los siguientes fendmenos en periddicos o no periddices e indique el ;por qué?

Estaciones del afio.

Movimiento teldrico (Temblor).
El dia y la noche.
Funcionamiento de un semaforo.
Los latidos del corazén.

b. Indique el periodo en los fendmenos clasificados como periédicos. Escriba una reflexion
al respecto.

4. ldentifique el periodo o regularidad aproximada de:
a. Mes sinddico.

b. Mes sidéreo.

¢. Cosecha de granos de café.

5. De ejsmplos, aparte de los ya mencionados, de algunos fendmencs que tienen un periodo o
regularidad en su comportamiento.
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PROYECTO DE GRADO UNA PROPUESTA DE AULA PARA LA
ENSENANZA DE LAS FUNCIONES PERIODICAS SENO Y COSENO
DESDE UN ENFOQUE VARIACIONAL '

INSTITUCION EDUCATIVA TECNICO COMERCIAL HERNANDO NAVIA
VARON SEDE CENTRAL

NOMBRES:

GRADO: —__ JORNADA:

A continuacién encontrard una serie de actividades desarrélielas junto con un
compaiiero de curso.

SITUACION 2: Acerquémonos a las funciones periédicas

Un deportista de aito rendimiento realiza una practica en una escalera partiendo de un lugar A
(ubicado en |a base de la escalera) hacia la cima, ubicada en un lugar B a 6,9 metros de altura y
hace el recorrido en 3 segundos. Regresa a su punto de partida, pero al regresar decide ir
nuevamente a B y continGa esta trayectoria de A a B. La tabla 1 muestra los valores del tiempo (t)
en segundos de cada desplazamiento del deportista y Ia altura (k) en metros de la posicién del
deportista:

t(s) 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

h(m) | 0 23 4.6 69 | 46 23 0 23 4.6 6.9 4.6 2.3 0

Tabla 1. Valores del tiempo y altura en metros de la posicién del deportista.
Tarea 1: Comprendiendo la situacién
Teniendo en cuenta el texto y la tabla anterior, solucione las siguientes actividades:
1. Bosqueje un gréfico de la situacién.

2. Escriba el significado que tiene el punto (0,0) en la relacidn entre tiempo y altura (posicién en
metros del deportista).

3. Indique el nimero de metros que recorre el deportista cada segundo.
4. Explique el significado de las parejas ordenadas (6,0) y (12,0).

5. Determine el tiempo que tarda el deportista en regresar, por primera vez, al punto de partida.
Argumente su respuesta.

6. Si el deportista a los 2 segundos se encuentra a una altura de 4.6 metros, explique porque al cabo
de 5 segundos su altura es de 2.3 metros.

! Elaborado por Omar Alexander Santacruz Lenis bajo la asesoria de Ligia Amparo Torres Rengifo.
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Tarea 2: Representando y describiendo funciones periédicas
1. a. Escriba como varia el tiempo en esta situacion.
b. Escriba cémo varia la posicion del deportista (altura en metros).
2. Represente en el plano cartesiano, las parejas ordenadas dadas en la tabla 1.
3. Escriba Falso (F) o Verdadero (V), segun el caso.
a. Al transcurrir 6,12 y 18 segundcs el deportista se encuentra en el sitio de partida (v ).
b. A los 3 y 9 segundos el deportista se encuentra en la cima (v ).
c. A los 4 segundos el deportista se encuentra subiendo de A hacia B (F ).
d. El periodo de esta situacidn es 3 segundos ( 3 ).

4. Teniendo en cuenta que en el plano cartesiano se pueden unir los puntos, describa en el contexto
de la situacién (movimiento del deportista) el significado de la grafica resultante.

Se puede afirmar que el movimiento del deportista se describe mediante una funcién periédica.

Una furicion f es periodica con periodo p # 0 si su dominio contiene x + p siempre gue contenga ax y
si f(x +p) = f(x) para todo x del domino de f.

La representacién grafica de una funcion periddica se repite a intervalos regulares. El intervalo menor
para el cual se repita la grafica se llama periodo de la funcion. 2

El siguiente diagrama sagital muestra una representacion de la funcion periodica:

2 Definicién tomada de Apostol, Tom. Calculus {Vol. 1). 2ed. Barcelona: Reverté, 1988. Pdg. 117 y Espiral 10.
Grupo Editorial Norma, 2004, Pag. 67.
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5. a. Con base en la grafica del punto 2 (tarea 2) y ta definicién anterior, determine lo que sucede
con la grafica a partir de los 12 segundos.

b. indique el periodo (p) de tiempo a partir de la grafica. Explique su respuesta.

6. Compruebe, por lo menos para tres valores de t, que el periodo p obtenido en 5 (b),
verifica: h(t + p) = h(t).

7. Explique la representacion sagital de una funcién periédica segin la relacién entre los x del
dominio y los f(x) del rango.
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Tarea 3: Reconociendo graficas de funciones periédicas

Observe las siguientes representaciones gréficas de algunas funciones:?

1. Complete la tabla 2, indicando si para las funciones periédicas y no para aquellas no periddicas.

Representacion gréfica a b c d e

Funcién Periédica

N no no. A 5y
Periodo

5 35 5

Tabla 2.

2. Expli<1ue coémo determing el periodo p de aquellas funciones clasificadas como periddicas.
porgoe las bnme b loc Juapicas 5 chHen cadn crerdac npvas ¢ eco noc da a
3

Representaciones  graficas tomadas de Leccion 12.  Funciones. Disponible en:
platea.pntic.mec.es/jfgarcia/editorialsm/es3_esfera/leccion_12.pdf.

9”"*“(40/ C’U( el f(oomfr\o % veFJe
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Tarea 4: Aproximéandonos a la expresion algebraica

Para obtener una expresion algebraica que describa el movimiento del deportista, Valentina y Juan
inician una discusion al respecto. Valentina asegura que la variacion de la altura del deportista en
funcién del tiempo corresponde a una funcién lineal dada por la expresion: h(t) = 2,3t.

Sin embargo, Juan argumenta que esta expresion es vélida solo para el primer tramo de la grét’ ca,
k = 0, es decir cuando el depomsta sube por primera vez a la cima de la escalera.

1. De este modo, Juan propone a Valentina que la expresion algebraica que describe el movimiento
del deportista para los tramos de ascenso en la gréﬁcal es h(t) = 2,3(t - 6k), donde k indica el
ntimero de veces en que sube el deportista. Por ejemplo, para k = 1 la expresion es:

h(t) = 2,3(t—6).

a. Determine la validez de esta afirmacion para k = 3.

b. Valentina encuentra que para k =4, la expresion algebraica es h(t) =2,3(t—24) y
establece que: h(24) = 0; h(25) =2,3; h(26) =4,6 y h(27) = 6,9. Verifique los valores
dados por Valentina.

2. Ahora, Valentina decide buscar una expresion algebraica que permita modelar los tramos de
descenso del deportista y propone: h(t) = —2,3(t — 6k).

a. Decidasiparak = 1 laexpresion dada por Valentina representa el primer tramo de descenso
del deportista.

b. Sik = 0 no representa este primer tramo, explique cudl es el valor minimo que debe tomar
k para que la expresion tenga sentido.

3. Al final de la discusién Valentina y Juan deciden que la expresi6n algebraica que modela la altura
del deportista en funcion del tiempo es de la forma:

2,3(t—6k);k=0,1,23,..;6n <t < 3pdonden =0,1,2,..y p impar
(Tramos de ascenso)
h(t) = :
-23(t—-6k);k=123,..;3p<t<6ndonden=12,..ypimpar
(Tramos de descenso)

Compruebe la validez de esta expresion para al menos dos valores de k y de t, para cada tramo
(ascenso y descenso).

4. Teniendo en cuenta las diferentes tareas llevadas a cabo en esta situacion, escriba como define
una funcién periédica.
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PROYECTO DE GRADO UNA PROPUESTA DE AULA PARA LA
ENSENANZA DE LAS FUNCIONES PERIODICAS SENO Y COSENO
DESDE UN ENFOQUE VARIACIONAL!

INSTITUCION EDUCATIVA TECNICO COMERCIAL HERNANDO NAVIA
VARON SEDE CENTRAL

NOMBRES:
GRADO: — ________ JORNADA:

A continuacién encontrara una serie de actividades desarréllelas junto con un
compairiero de curso.

SITUACION 3: Algunas funciones de variacién periédica: El caso de Jas funciones circulares
seno y coseno

A partir de las inquietudes de Valentina y Juan con respecto a las funciones periddicas, el profesor
de matematicas decide proponerles una situacién en un contexto de medida. Para esto partiendo de
una circunferencia unitaria (radio = 1) cuya longitud es L = 2ar = 2r(1) = 2r , centrada en el
origen del sistema de coordenadas relaciona a cada longitud de arco t un Gnico punto p(t) =
(x,y) asociado al extremo del arco 2, estableciendo una correspondencia entre las longitudes de los
arcos y parejas ordenadas de nimeros reales (ver figura 1).

¥

PO = (XY)
sl /

x

L0y (1.0)

d| (0-1)

Figura 1.

! Elaborado por Omar Alexander Santacruz Lenis bajo la asesoria de Ligia Amparo Torres Rengifo.
2 Un arco determinado en el sentido contrario a las manecillas del reloj se considera positivo; si el movimiento
es en el sentido de las manecillas del reloj el arco se considera negativo.
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Por ejemplo, si el arco es de 3 de circunferencia unitaria se tiene que: t = %(er) :’E' entonces

) (;) = (0,1), como se observa en la figura 2.

¥
P(%) 0,1)

b x
t=5
1.0 (1.0)
c\ :
d

©-1)

Figura 2.
Tarea 1: Caracterizando las funciones circulares seno y coseno como funcicnes periédicas

1. a. Teniendo en cuenta el texto inicial y las figuras 1, 2 y 3, complete la tabla, para los arcos de

circunferencia dados.

45°

v

Sn
3

3n

2

Figura 3.




Arco

Longitud del arco ()

Pareja ordenada: p(t) = (x,y)

0

i t-0 PH)=(40)
- de circunferencia
8 JF:%/(/TO 4 pP(4) = (T%Iil)
2 de circunferencia / 29
; B0 I | pl) - (AETE)
2 de circunferencia ).
: ’(=J27(m = [Pty = Eio)
2 de circunferencia
7 ==.5]0 -
: 130 Pl = (2%
= de circunferencia 3 Yo 3
. i e B e ey
-| Z de circunferencia ). I 1\l
i =300 |- (8-2)
1 vuelta completa {55 p ({) =0
= == X150
1vueltay %de circunferencia 1 an V3
S Plo= (F.5F)
1vueltay %de circunferencia odine
= 2 P(*) = ( 0,1 )
1vueltay 2 de circunferencia o aI Py - (,Q \E)
: ) ka3
l . N
1 vueltay 7 de circunferencia e I P (1= ('1 : 0)

5 . N
1vueltay s de circunferencia

]

Plo) = (2, %)

1vueltay % de circunferencia

P(#)= (o,-1)

7 . o
1vueltay = de circunferencia

"

"

ple)-[1, 0

2 vueltas completas

I R [P
(
g
ke

2. 2
P(+) = (1,0)

\

Tabla 1.

b. Explique cdmo determind las longitudes de los arcos y las parejas ordenadas.

2. A partir de la tabla 1, establezca para cuales longitudes de arco la pareja p(t) = (x,y) es igual.

Argumente su respuesta.

3. Indique entre qué valores varia la coordenada x y entre que valores varia la coordenada y de la

pareja ordenada p(t) = (x,y).
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Tomando en consideracién que a cada longitud de arco t se le puede asociar una pareja ordenada
p(t) = (x,¥) se puede definir la funcion circular seno como la coordenada y del punto p(t) y la
funcién circular coseno como la coordenada x del punto p(t), de tal manera que:

p(t) = (coseno t,seno t).

A continuacion se presentan algunos valores para p(t) asociados a diferentes longitudes de arco t.

Lk Eary bt 202

Figura 4. Circulo Trigonométrico®.

4. A partir de la figura 4, indilt:e como determinar el valor de seno t y coseno t, para longitudes de
arco mayores a 2. K/ - ()on mMOS (P SUMOMO < Jtia Codo 20 S'C‘L o
¢ 6

5. Complete las siguientes tablas:

a.
Longituddelarco() [ 0 [ [ ® [5a[ o [7n[3n | 1ln [ 2n| 13n [ 5n | 17n [ 3n| 197 [ 7n[ 23 [ 4n
6126 62| 6 6 | 2] 6 6 | 2| 6
Senot
, 4 a1 3 i
o il A -1 B I 7 e+ ,
Olz11l2lolz -1l Z 1ol = 2|0 2|12 ]0

3 Figura tomada de https://sites.google.com/site/portafolioisainsaenz/-quinto-parcial/1-circulo-unitario




b.
Longitud del arco (t) T1Z|5a|m|7n|3n|1in | 27| 13n | 57| 17 | 3¢ | 197 | 7m [ 23w [ 4
612]|% 62| 6 6 | 2] 6 6 | 2|6
Cosenot
E ia"' o ﬂ E \I_;_ O _E -1 ‘E O E /l
510[=Z|1[%10] 2|13 2 2 2

254



Tarea 2: Aproximacion grafica deéfas funciones circulares seno y coseno
Dado que p(t) = (coseno t, seno t), lo que significa que a cada longitud de arco le corresponde un

Gnico valor seno t y un Unico valor coseno t, realice las graficas de estas funciones teniendo en
cuenta las tablas de la pregunta 5 (a, b) de la tarea 1.

1. a. Gréfica de la Funcién Seno

seno t

& on Sstmix 3 17237 | 23z 4
6 2 6 6 2 6/ 6 2 6 \6 Z 6/
o i ),

t
» 4
\ /; \
\ /’ \\ //
\. 4
1= \ \/
b. Gréfica de la Funcién Coseno
coseno t
4
|
\
\ //E
t

c\[:l
SIE

5t W In /& Un2x 3 5t 17x3w19x Jn 23x 4n
6 6 /2 2 6
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2. Con base en las graficas anteriores determine:
a. La(s) longitud(es) de arco asociada(s) al valor mé&ximo para la funcién seno.
b. La(s) longitud(es) de arco asociada(s) al valor minimo para la funcion seno.
c. La(s) longitud{es) de arco asociada(s) al valor maximo para la funcién coseno.
d. La(s) longitud(es) de arco asociada(s) al valor minimo para la funcién coseno.

3. Determine el valor de: o

senof—
6

un

T
e. coseno <z =0

4. a. Indique las razones por las cuales la funcién seno es periédica y determine su periodo.
b. Indique las razones por las cuales la funcién cosenc es periddica y determine su periodo.

5. Compruebe para al menos dos valores de t que el periodo p obtenido en fa pregunta 4, verifica:

a.seno (t+p) =senot
b. coseno (t + p) = coseno t

6. Después de haber realizado las tres situaciones propuestas, descnba que es una funcién
periddica.
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PROYECTO DE GRADO UNA PROPUESTA DE AULA PARA LA
ENSENANZA DE LAS FUNCIONES PERIODICAS SENO Y COSENO
DESDE UN ENFOQUE VARIACIONAL!

INSTITUCION EDUCATIVA TECNICO COMERCIAL HERNANDO NAVIA VARON
SEDE CENTRAL

NOMBRES:

GRADO: — __ JORNADA:

A continuacién encontrara una serie de actividades desarréllelas junto con un
compaiiero de curso.

SITUACION 1: Reconozcamos fenémenos naturales periédicos
Fases de la luna y calendario lunar

La luna es el unico satélite natural de la Tierra. Su didmetro es de unos 3.476 km,
aproximadamente una cuarta parte del de la Tierra. La luna gira alrededor de su eje (rotacién) en
aproximadamente 27 dias, 7 horas, 43 minutos y 11,5 segundos — 27.32 dias — (mes sidéreo) y se
traslada alrededor de la Tierra (tras/acién) en el mismo intervalo de tiempo, de ahi que siempre nos
muestra la misma cara. Ademas, nuestro satélite completa una revolucion relativa al sol en
aproximadamente 29 dias, 12 horas, 44 minutos y 2,8 segundos (mes sinddico), es decir para
cambiar de una fase a otra similar, o mes lunar, la luna necesita 29.53 dias.2

A medida que la luna gira alrededor de la Tierra, y la Tierra gira alrededor del sol, la zona de la
luna iluminada va cambiando de posicién de manera que unas veces vemos toda la cara visible de
la luna iluminada por el sol, cuando la Tierra esta en alguna posicién entre el sol y la luna, y otras
veces vemos la cara visible oscura, ya que el sol se encuentra al otro lado de la luna e ilumina la
cara oculta. Esta variacion en la cantidad de superficie lunar que vemos iluminada recibe el nombre
de FASES DE LA LUNA, y son cuatro (luna nueva, cuarto creciente, luna llena y cuarto
menguante) que se van altemando a lo largo del mes lunar.?

A continuacién se presenta el calendario lunar para los meses de enero, febrero y marzo de 2014,
y las fechas correspondientes a las diferentes fases de la luna.4

! Elaborado por Omar Alexander Santacruz Lenis bajo la asesoria de Ligia Amparo Torres Rengifo.

2 Tomado de www.astromia.comy/tierraluna/moviuna.htm

3 Tomado de recursos.cnice.mec. es/biosfera/alumno/1ESO/Astro/contenido11.htm

4 Este calendario se ha modificado de acuerdo al proposito de las tareas, relacionadas con los fenémenos
periédicos. Ver un ejemplo de calendario real en www.pac.com.ve/contenido/calendario-lunar-2014-
imprimir/10989
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Calendario lunar 2014

enero
lu mamiju vi sado
123 45
6 7 8 9 10 1112
13 14 1516 17 18 19
20 21 2223 24 25 26

27 28 29 30 31

febrero
lu mamiju vi sado
12
34 5617238 9
10 11 1213 14 15 16
17 18 1920 21 22 23
24 25 26 27 28

marzo
lu mami ju vi sado
12

10 11 1213 14 15 16
17 18 192021 22 23
24 2526 27 28 29 20

N

345678 9|

.Luna nueva | ' Cuarto creciente ‘.7 Luna liena ’Cuano menguante
( |
Mes Enero Febrero Marzo
Fecha 118116 | 24 | 31 |7 )15 [ 23 |29 |17 | 25 | 31
Fase Lun V| s ~ | & g |
sselunar '@ @Ol |@|0OClo(@0 Ol @

Tarea 1: Comprendiendo la situacién

Teniendo en cuenta el texto anterior, responda las siguientes preguntas:

1. Indique en qué consiste el mes sidéreo y cual es su valor aproximado.

2. Explique en qué consiste el mes sinddico y cual es su valor, segun la lectura.

3. Explique que es el calendario lunar y como se divide el mes sinédico para determinar cada fase
de la luna.

4. Para dos rotaciones de la luna, enuncie el tiempo en dias transcurridos.

5. a. Complete la siguiente tabla, para las distintas rotaciones de la luna.

N°. de 1 N
rotaciones 1 > 3 Y 6 73|82 4% 10
Dias 7 19 .1
transcurridos |V + 3L |10 .42 [81:96 | 10028 4632|2317 25954 | 32784 |21, Q

b. Escriba la manera como determino la relacién entre el niumero de rotaciones de la luna y los
dias transcurridos.
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Tarea 2: Estableciendo regularidades periédicas

Observe el calendario lunar para los meses de enero a marzo de 2014 y conteste:

1. Cuénto tiempo ha transcurrido entre cada fase de luna nueva en el mes de enero. Compérelo
con el mes sinddico y saque una conclusién.

2. Transcurre para el cuarto menguante entre los meses de febrero y marzo la misma cantidad de
dias que para la luna nueva en el mes de enero. Explique su respuesta.

3. Podrias dar la razén por la cual durante el mes de febrero de 2014, no se presenta luna nueva y
durante los meses de enero y marzo hay dos dias de esta fase. Justifique su respuesta.

4. Realice el calendario lunar para el siguiente trimestre del afio 2014 (Abril, Mayo y Junio).

5. a. Complete la siguiente tabla.

Fecha Abril | Junio Junio

g M Abril .
8 15 Mayo 31 23 Abril 1¢ gyo 2;', Mayo 70 Junio !

x©]O] @ [O] © [O0]0] 0 | ©

vne \L\

AL

b. Indique los aspectos que tuvo en cuenta para realizar este calendario.

6. a. Con base en el calendario lunar del primer semestre del afio 2014, determine la manera de
predecir las fases lunares y fechas, pertenecientes al segundo semestre del 2014.

b. Indique la regularidad relacionada con dias transcurridos entre cada fase lunar. ¢ Como la
podrias denominar?
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Tarea 3: Validando fendmenos periédicos

Las fases lunares y Ia agricultura

Como bien sabes, Colombia es uno de los principales paises a nivel mundial en la siembra, cultivo
y produccidn de café, procesos caracterizados por las practicas tradicionales de los campesinos de
las distintas regiones del pais.

El desarrollo de la caficultura comprende una serie de tareas para las cuales los pequerios
productores consideran, en la mayoria de los casos, las diferentes fases lunares para ejecutarlas,
es asi como la mejor fase funar para cosechar granos de café con la finalidad de producir semillas
es el cuarto menguante hacia la luna nueva (Torres, 2012).

Con ayuda del calendario lunar construido en la tarea anterior y tomando como referencia el texto
las fases lunares y la agricultura, determine:

1. a. ¢ Cuales fueron las fechas en el primer semestre del afio 2014 donde los pequefios productores
de café pudieron cosechar los granos de café?

b. Identifique la regularidad de las cosechas de granos de café.

2. Caracterice de acuerdo a las actividades realizadas en las tareas anteriores un fendmeno
periddico.

3. a. Clasifique los siguientes fendmenos en periddicos o no periddices e indique el ;por qué?

Estaciones del afio.

Movimiento teldrico (Temblor).
El dia y la noche.
Funcionamiento de un semaforo.
Los latidos del corazén.

b. Indique el periodo en los fendmenos clasificados como periédicos. Escriba una reflexion
al respecto.

4. ldentifique el periodo o regularidad aproximada de:
a. Mes sinddico.

b. Mes sidéreo.

¢. Cosecha de granos de café.

5. De ejsmplos, aparte de los ya mencionados, de algunos fendmencs que tienen un periodo o
regularidad en su comportamiento.
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PROYECTO DE GRADO UNA PROPUESTA DE AULA PARA LA
ENSENANZA DE LAS FUNCIONES PERIODICAS SENO Y COSENO
DESDE UN ENFOQUE VARIACIONAL '

INSTITUCION EDUCATIVA TECNICO COMERCIAL HERNANDO NAVIA
VARON SEDE CENTRAL

NOMBRES:

GRADO: —__ JORNADA:

A continuacién encontrard una serie de actividades desarrélielas junto con un
compaiiero de curso.

SITUACION 2: Acerquémonos a las funciones periédicas

Un deportista de aito rendimiento realiza una practica en una escalera partiendo de un lugar A
(ubicado en |a base de la escalera) hacia la cima, ubicada en un lugar B a 6,9 metros de altura y
hace el recorrido en 3 segundos. Regresa a su punto de partida, pero al regresar decide ir
nuevamente a B y continGa esta trayectoria de A a B. La tabla 1 muestra los valores del tiempo (t)
en segundos de cada desplazamiento del deportista y Ia altura (k) en metros de la posicién del
deportista:

t(s) 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

h(m) | 0 23 4.6 69 | 46 23 0 23 4.6 6.9 4.6 2.3 0

Tabla 1. Valores del tiempo y altura en metros de la posicién del deportista.
Tarea 1: Comprendiendo la situacién
Teniendo en cuenta el texto y la tabla anterior, solucione las siguientes actividades:
1. Bosqueje un gréfico de la situacién.

2. Escriba el significado que tiene el punto (0,0) en la relacidn entre tiempo y altura (posicién en
metros del deportista).

3. Indique el nimero de metros que recorre el deportista cada segundo.
4. Explique el significado de las parejas ordenadas (6,0) y (12,0).

5. Determine el tiempo que tarda el deportista en regresar, por primera vez, al punto de partida.
Argumente su respuesta.

6. Si el deportista a los 2 segundos se encuentra a una altura de 4.6 metros, explique porque al cabo
de 5 segundos su altura es de 2.3 metros.

! Elaborado por Omar Alexander Santacruz Lenis bajo la asesoria de Ligia Amparo Torres Rengifo.
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Tarea 2: Representando y describiendo funciones periddicas
1. a. Escriba como varia el tiempo en esta situacion.
b. Escriba cdmo varia la posicion del deportista (altura en metros).
2. Represente en el plano cartesiano, las parejas ordenadas dadas en la tabla 1.
3. Escriba Falso () o Verdadero (V), segln ei caso.
a. Al transcurrir 6, 12 y 18 segundos el deportista se encuentra en el sitio de partida (V).
b. A los 3 y 9 segundos el deportista se encuentra en la cima (\ ).
c. A los 4 segundos el deportista se encuentra subiendo de 4 hacia B (F );
d. El periodo de esta situacidn es 3 segundos (F ).

4. Teniendo en cuenta qde en el plano cartesiano se pueden unir los puntos, describa en el contexto
de la situacion (movimiento del deportista) el significado de la grafica resultante.

Se puede afirmar que el movimiento del deportista se describe mediante una funcién periédica.

Una funcion f es periddica con periodo p # 0 si su dominio contiene x + p siempre Gue contengaax y
si f(x + p) = f(x) para todo x del domino de f.

La representacion gréfica de una funcion periddica se repite a intervalos regulares. El intervalo menor
para el cual se repita la gréfica se llama periodo de la funcion. 2

E| siguiente diagrama sagital muestra una representacion de la funcion periédica:

2 pefinicién tomada de Apostol, Tom. Calculus (Vol. 1). 2ed. Barcelona: Reverté, 1988. Pég. 117 y Espiral 10.
Grupo Editorial Norma, 2004. Pag. 67.
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5. a. Con base en la gréfica del punto 2 (tarea 2) y la definicién anterior, determine lo que sucede
con la gréfica a partir de jos 12 segundos.

b. Indique el periodo (p) de tiempo a partir de la grafica. Explique su respuesta.

6. Compruebe, por lo menos para tres valores de ¢, que el periodo p obtenido en 5 (b),
verifica: h(t + p) = h(t).

7. Explique la representacion sagital de una funcion pericdica segun fa relacion entre los x del
dominio y los f(x) del rango.
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Tarea 3: Reconociendo graficas de funciones periédicas

Observe las siguientes representaciones gréficas de algunas funciones:?

_§_§m_§«

,0{8 10712 14 16 18.20 22 24
A J

1. Complete la tabla 2, indicando si para las funciones periddicas y no para aquellas no periddicas.

Representacién gréfica a b c d e
Funcién Peri6dica : . ,,
D NO | & : ik
Periodo 7 ¥y < =
Tabla 2.

2. Explique cémo determiné el\periodo p de aquellas funciones clasificadas como periddicas.
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Tarea4: Aproximéndonos a la expresion algebraica

Para obtener una expresion algebraica que describa el movimiento del deportista, Valentina y Juan
inician una discusién al respecto. Valentina asegura que la variacion de la altura del deportista en
funcion del tiempo corresponde a una funcion lineal dada por la expresion: h(t) = 2,3t.

Sin embargo, Juan argumenta que esta expresion es valida solo para el primer tramo de la gréﬁca
k = 0, es decir cuando el deportista sube por primera vez a la cima de la escalera.

1. De este modo, Juan propone a Valentina que la expresién algebraica que describe el movimiento
del deportista para los tramos de ascenso en la grafica es h(t) = 2,3(t — 6k), donde k indica el
numero de veces en que sube el deportista. Por ejemplo, parak=1la expresion es: -

h(t) =2,3(t = 6).

a. Determine la validez de esta afirmacion para k = 3.

b. Valentina encuentra que para k =4, la expresion algebraica es h(t) =2,3(t—24) y
establece que: h(24) = 0; h(25) =2,3; h(26) = 4,6 y h(27) = 6,9. Verifique los valores
dados por Valentina.

2. Ahora, Valentina decide buscar una expresion algebraica que permita modelar los tramos de
descenso del deportista y propone: h(t) = —2,3(t — 6k).

a. Decidasiparak = 11a expresién dada por Valentina representa el primer tramo de descenso
del deportista.

b. Sik = 0 no representa este primer tramo, explique cual es €l valor minimo que debe tomar
k para que la expresion tenga sentido.

3. Al final de la discusioén Valentina y Juan deciden que la expresién algebraica que modela la altura
del deportista en funcion del tiempo es de la forma:

23(t—6k);k=0123,..;6n <t < 3pdonden =0,1,2,..y p impar
(Tramos de ascenso)
h(t) = g
—23(t—6k);k=1,23,..;3p <t < 6ndonden = 1,2,..y p impar
(Tramos de descenso)

Compruebe la validez de esta expresion para al menos dos valores de k y de t, para cada tramo
(ascenso y descenso).

4. Teniendo en cuenta las diferentes tareas llevadas a cabo en esta situacion, escriba como define
una funcién periédica.

3 W) B3 L58)

R(14) T LY (11 -18)=6

h(1 ) = 3 (18--‘{‘«&}\)? O
‘1\(’{9\}:, Ly (1G4=48) < 2.0

h(70)= LR (W -18) T A,
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b

h(a)=13 (12 -1a) = O. W1 =2V (16-0) =40
h(25y= 23 (28-14) =2 W (1=~ 20) 0
2.
A Kh=(3)2-2363—3) 2 6.4 WSIEUS T2
W (4)=-23(a-3)=a.6. VFEST SR ey
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PROYECTO DE GRADO UNA PROPUESTA DE AULA PARA LA
ENSENANZA DE LAS FUNCIONES PERIODICAS SENO Y COSENO
DESDE UN ENFOQUE VARIACIONAL!

INSTITUCION EDUCATIVA TECNICO COMERCIAL HERNANDO NAVIA
VARON SEDE CENTRAL

NOMBRES:
GRADO: — ________ JORNADA:

A continuacién encontrara una serie de actividades desarréllelas junto con un
compairiero de curso.

SITUACION 3: Algunas funciones de variacién periédica: El caso de Jas funciones circulares
seno y coseno

A partir de las inquietudes de Valentina y Juan con respecto a las funciones periddicas, el profesor
de matematicas decide proponerles una situacién en un contexto de medida. Para esto partiendo de
una circunferencia unitaria (radio = 1) cuya longitud es L = 2ar = 2r(1) = 2r , centrada en el
origen del sistema de coordenadas relaciona a cada longitud de arco t un Gnico punto p(t) =
(x,y) asociado al extremo del arco 2, estableciendo una correspondencia entre las longitudes de los
arcos y parejas ordenadas de nimeros reales (ver figura 1).

¥

PO = (XY)
sl /

x

L0y (1.0)

d| (0-1)

Figura 1.

! Elaborado por Omar Alexander Santacruz Lenis bajo la asesoria de Ligia Amparo Torres Rengifo.
2 Un arco determinado en el sentido contrario a las manecillas del reloj se considera positivo; si el movimiento
es en el sentido de las manecillas del reloj el arco se considera negativo.
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Por ejemplo, si el arco es de 3 de circunferencia unitaria se tiene que: t = %(er) :’E' entonces

) (;) = (0,1), como se observa en la figura 2.

¥
P(%) 0,1)

b x
t=5
1.0 (1.0)
c\ :
d

©-1)

Figura 2.
Tarea 1: Caracterizando las funciones circulares seno y coseno como funcicnes periédicas

1. a. Teniendo en cuenta el texto inicial y las figuras 1, 2 y 3, complete la tabla, para los arcos de

circunferencia dados.

45°

v

Sn
3

3n

2

Figura 3.




),i(’{“)? ﬂ
g

Arco Longitud del arco (t) | Pareja ordenada: p(t) = (x,y)
0
6 PO (o)
%de circunferencia a-4 (0= T 0 W _NT VT
@ 4 ke
3 . .
= de circunferencia q s v b MmN
8 QY= (AT0) 3 — L_.\ s
g ?l . A ( ] S
b 5 N .
=d nf o - x
5 de circunferencia 2 %(m) W Pites ("";L‘) :
S . A
5 de circunferencia VT

PS5

%de circunferencia }% (o) = '%L_ v L g (Q/— 1)
e p
7 . i
*| = de circunferencia 2-% (o) = 24T vV,
8 t=2(t) = T2 |Pat . (V2N
(4] b P A ‘& 2 a2t 7
1 vuelta completa rA Y
13r P € (A0)

1 . o
1vueltay ; de circunferencia Al I:T P 2Nl T\
1vueltay = de circunferencia o

' L Tl ).

3 . .

lvqeltay ;de circunferencia X 3_? P ( #) = (”E« Vs
3 2 <

1 . 5
1vueltay ; de circunferencia "t Y p ) - (-1,0)

5 . .
1vueltay 2 de circunferencia ARV 5_-—:‘;" HiRE ('L@—‘} U ELS
1vueltay ; de circunferencia Y _'ST__. V) ate,
1vueltay %de circunferencia 1y g (N -\

-vm PeC)=( Lo
“t 7 L
2 vueltas completas 417 P(4) = (4 0)
Tabla 1.

b. Explique coémo determin las longitudes de los arcos y las parejas ordenadas.

2. A partir de la tabla 1, establezca para cudles longitudes de arco la pareja p(t) = (x,¥) es igual.

Argumente su respuesta.

3. Indique entre qué valores varia la coordenada x y entre que valores varia la coordenada y de la

pareja ordenada p(t) = (%, ).

b \\,\t\\tv\'\&\\i \\/—“ \0\\94_\7\,:}@, o

\_u\'\‘ %:A\r\ (AP

sveey POV vrdle  de-
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Tomando en consideracién que a cada longitud de arco ¢ se le puede asociar una pareja ordenada
p(t) = (x,y) se puede definir la funcién circular seno como la coordenada y del punto p(t) y la
funcién circular coseno como la coordenada x del punto p(t), de tal manera que:

p(t) = (coseno t,seno t).

A continuacién se presentan algunos valores para p(t) asociados a diferentes longitudes de arco t.

s 0,1'
(_l'f:i.) T‘ ) 3
2'2,;

Figura 4. Circulo Trigonométrico®.

4. A partir de la figura 4, indique como determinar el valor de seno t y coseno t, para longitudes de
arco mayores a 2m. '

5. Complete las siguientes tablas:

a.
Longituddelarco(t) | 0 [ E | / Su|m|7x|3n|1in [ 2n| 138 | Sr| 17x | 3¢ | 197 | Tmw| 237 | 4nr
6216 62| 6 6 | 2| 6 6 [2] 6
Senot ) 4 4 4 A I PN 4 A
02456'1'1201'10 = [z |0

3 Figura tomada de https://sites.google.com/site/portafolioisainsaenz/-quinto-parcial/1-circulo-unitario
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b.
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Longitud delarco(t) | 0 S| x| 7n| 3| 1in | 2 e
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Tarea 2: Aproximacion grafica de las funciones circulares seno y coseno

Dado que p(t) = (coseno t,seno t), lo que significa que a cada longitud de arco le corresponde un
(nico valor seno t y un (nico valor coseno t, realice las gréficas de estas funciones teniendo en
cuenta las tablas de la pregunta 5 (a, b) de la tarea 1.

1. a. Gréfica de la Funcion Seno

seno t
1+ ]
P
//
f‘"' \
/ \ /
':::::?::l..-.l:::{::::::}t
MM St RIn 3 Un2xp ik St 17x3W 19 7% 23 An
6 2 & \5 27 6/ 6 2 6 6 I 6
/ /
/ /
/ﬁ \! /a .=
\ //
\\., \‘ r
14 . .
]
b. Gréfica de la Funcién Coseno
cosenot
»
]1! L]
\ \
\ %
I: ° \i L}
2 . \ / \
\ / /o
\ /
ettt e ————————p
nom Sspmin /3 Ux2pln Sm U7xdmi9n Tm 23k 4n
6 2N\ 6 6,/ 2 6 6 2\ 6 6/ 2 6
5 \ / /
! \o * ¢ bl
/ \
1 /
-1 - 3
3




2. Con base en las graficas anteriores determine:

a. La(s) longitud({es) de arco asociada(s) al valor maximo para la funcién seno.
b. La(s) longitud{es) de arco asociada(s) ai valor minimo para la funcién seno.
c. La(s) longitud(es) de arco asociada(s) al valor méximo para la funcién coseno.
d. La(s) longitud{es) de arco asociada(s) al valor minimo para la funcién coseno.

3. Determine el valor de:

S)'E1'tcil,'£ = b
. =

EINN

a

b. coseno Mo
3 L

c. cosenoe3m= "~

d

6

T _ 4
seno — = 7
5
e. coseno —-= ()

4. a. Indique las razones por las cuales la funci6n seno es periédica y determine su pericdo.
b. Indique las razones por las cuales la funcién coseno es periddica y determine su periodo.

5. Compruebe para al menos dos valores de t que el periodo p obtenido en la pregunta 4, verifica:

a.seno(t+p) =senot
b. coseno (t + p) = coseno t

6. Después de haber realizado las tres situaciones propuestas, describa que es una funcion
periddica. '
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