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Resumen

Este trabajo de investigacion presenta y desarrolla una propuesta orientada en la
articulacion de la literatura y las matematicas en un recurso curricular. El disefio se propuso
como un camino para el desarrollo de pensamiento variacional, a través de un cuento que

brinda una aproximacion a la funcion lineal.

Para ello, se disend el cuento Una v(Aria)cion de ensuerio, el cual introduce los
conceptos iniciales de la funcion lineal mediante la historia de Aria, la protagonista del
cuento, que se encuentra atrapada en un sueflo magico. El recurso curricular fue
implementado con los estudiantes del grado noveno de la Institucion Educativa Normal

Superior Farallones de Cali, ubicada en Santiago de Cali, Valle del Cauca.

En este, se pretendio determinar los niveles de razonamiento covariacional y de
matematizacion alcanzados por los estudiantes, al realizar las actividades inmersas en el
cuento, permitiendo reconocer el transito entre los diferentes niveles, asi como su
posicionamiento en un determinado nivel. Lo que permiti6 evidenciar el potencial del

cuento como recurso curricular para el desarrollo del pensamiento variacional.

Palabras claves: Niveles de matematizacion, Razonamiento covariacional, el

cuento como recurso curricular



ABSTRACT

This research work presents and develops a proposal oriented to the articulation of
literature and mathematics in a curricular resource. The design was proposed as a way for
the development of variational thinking, through a story that provides an approach to the
linear function. For this purpose, the story Una v(Aria)cion de ensuefio, which introduces
the initial concepts of the linear function through the story of Aria, the protagonist of the

story, who is trapped in a magical dream.

The curricular resource was implemented with ninth grade students of the
Institucion Educativa Normal Superior Farallones de Cali, located in Santiago de Cali,
Valle del Cauca. The purpose was to determine the levels of covariational reasoning and
mathematization reached by the students, when performing the activities immersed in the
story, allowing to recognize the transit between the different levels, as well as their
positioning in a certain level. This made it possible to demonstrate the potential of the story

as a curricular resource for the development of variational thinking.

Key words: Levels of mathematics, Covariational reasoning, the story as a

curricular resource.



Introduccion

A lo largo de la revision documental realizada para la construccion de este trabajo
se identific6 una constante preocupacion por el desarrollo del pensamiento variacional de
manera contextualizada. Este interés se refleja en los documentos curriculares del sistema
educativo colombiano, en tanto que en estos se promueve el estudio de situaciones de
variacion. No obstante, atin con las recomendaciones y el énfasis de abordar las situaciones
de variacion desde problemas significativos, se evidencid una necesidad de seguir
desarrollando investigaciones de este tipo, debido a la baja cantidad de propuestas que

lleven las matematicas a un nivel mas real y cercano para los estudiantes.

A partir de este problema se plantearon interrogantes como: ;Puede ser la literatura
un facilitador para la contextualizacion de problemas? ;Es posible articular la literatura y
las matematicas para el desarrollo del pensamiento variacional? Estas preguntas orientaron
esta investigacion hacia la creacion de una secuencia de actividades mediadas por un
cuento que posibilitd ver las matematicas de manera real y cercana a los estudiantes y
finalmente hacia la pregunta central: ;Qué formas de expresion del razonamiento
covariacional surgen en los estudiantes cuando se pone en juego un cuento como recurso
curricular para una aproximacion de la funcion lineal que posibilite el desarrollo del

pensamiento variacional?

Lo expresado se desarroll6 a través de varios capitulos, asi: En el primer capitulo se
expone la descripcion del problema, para lo cual se plantean posteriormente los objetivos

que orientaran el desarrollo y lo esperado. En seguida se expone la sintesis de distintos



trabajos de investigacion que tratan los aspectos relacionados con este trabajo, que son

grandes referentes debido a las cuestiones trabajadas alli.

En el segundo, se analiza la perspectiva curricular colombiana con respecto al
estudio de la variacion y la definicion de recurso curricular; la perspectiva matematica con
las respectivas definiciones de los elementos de una funcion lineal; la perspectiva didactica,
en la que se considera un enfoque realista de las matematicas y el razonamiento

covariacional para analizar las producciones de los estudiantes.

En el tercero se presentan los aspectos generales de la metodologia, se menciona el
Colegio en que se implemento, el grado fue el escogido para la implementacion y la
seleccion de las producciones para el analisis. En el cuarto se llevan a cabo los analisis de
las producciones del recurso, el cual esta constituido por seis actividades distribuidas a lo
largo de dos situaciones. Para finalizar, en el quinto capitulo, se presentan las conclusiones
de los analisis y algunas recomendaciones para futuros trabajos, todo esto teniendo en

cuenta los objetivos generales y especificos planteados al inicio del texto.

En este sentido, el trabajo busco mostrar como la literatura puede convertirse en un
recurso que favorece el aprendizaje de la funcion lineal y, con ello, aportar nuevas
posibilidades para la ensefianza contextualizada de las matematicas en el aula, al integrar
recursos narrativos para el aprendizaje de las matematicas, abriendo alternativas para el
desarrollo del pensamiento variacional en contextos escolares. De esta manera, se evidencio
que la articulacion literatura — matematicas no solo es posible, sino valiosa para el

desarrollo del pensamiento variacional.



I. Planteamiento del Problema

En este apartado se abordan los elementos que permiten la formulacion y desarrollo
del problema de investigacion. Se presentan los fundamentos normativos y tedricos que
apoyan la necesidad de fortalecer el desarrollo del pensamiento variacional en la educacion
matematica. Asimismo, se presentan los antecedentes, justificacion y objetivos del trabajo
de investigacion, y se destaca la pertinencia de promover estrategias educativas
innovadoras que integren situaciones reales y significativas orientadas en el desarrollo del

razonamiento covariacional como componente del pensamiento variacional.

1.1 Descripcion del Problema

En el marco de la Ley General de Educacion (1994) se establecieron las areas
fundamentales para la educacion en Colombia y la necesidad de emitir lineamientos

curriculares e indicadores para cada grado de la educacion formal.

En el 4rea de matematicas dichos lineamientos se establecieron en 1998 indicando
que el proposito de las matematicas no se limita en el manejo de sistemas matematicos
conceptuales y simbolicos, sino que busca el desarrollo del pensamiento matematico a
partir del manejo de sistemas encaminados en cinco tipos: numérico, espacial, métrico,
estocastico y variacional, mediante los procesos de formular y resolver problemas,
comunicar, razonar, modelar fendmenos de la realidad, y ejercitar procedimientos y

algoritmos.



En los Lineamientos Curriculares de Matematicas (MEN, 1998), los sistemas
matematicos se reconocen como herramientas de las que se puede valer el pensamiento
matematico respectivo y como medios potentes que ayudan a desarrollarlo y a refinarlo
(Vasco, 2002, pag.61). En este sentido, uno de los tipos de pensamiento que se propone

fortalecer a partir de los Lineamientos Curriculares es el pensamiento variacional.

El pensamiento variacional hace referencia al andlisis de la variacion y el cambio
entre cantidades, puede ser promovido a través del sistema algebraico, el cual proporciona
herramientas necesarias para identificar, representar y analizar patrones de variacion;
representar relaciones entre cantidades y modelar situaciones dindmicas, actuando como un

medio que permite la construccion y desarrollo de este pensamiento.

Trabajar por tipos de pensamientos permite enfocar el aprendizaje de las
matematicas con el fin de que los estudiantes puedan modelar y resolver problemas reales,
en lugar de limitarse a la aplicacion de algoritmos. Sin embargo, “una de las dificultades
que se ha encontrado en la interpretacion de los lineamientos curriculares del area de
matematicas es que no es muy claro qué se debe entender por pensamiento variacional”

(Vasco, 2002).

Torres, Valoyes y Malagon (2002) identificaron que la ensefianza de los distintos
conceptos del algebra escolar suele centrarse en un aprendizaje de algoritmos aritméticos y
de representacion grafica por medio de tablas de datos, lo que obstaculiza el desarrollo del
pensamiento variacional; en consecuencia, cuando los estudiantes enfrentan situaciones

dindmicas que requieran de un andlisis de estas, no logran construir un modelo de la



situacion en cuestion. Esto genera un aprendizaje mecanico y sin reflexion en el que los
estudiantes perciben los problemas como irrelevantes para su vida diaria, limitando su

comprension significativa de la variacion (Thompson, 2008).

Estudiar el pensamiento variacional desde actividades que no implican mas que la
aplicacion de procesos aritméticos, ignorando los conceptos de relaciones de dependencia y
cambio, puede generar una fragmentacion en el aprendizaje de los conceptos de variacion,
lo que conlleva a una capacidad limitada de analisis de situaciones dinamicas por parte del
estudiante. Esto muestra la necesidad de nuevas estrategias para promover el desarrollo del

pensamiento variacional en el estudiante.

El MEN (Ministerio de Educacion Nacional, 1998) menciona que los alumnos

aprenden a usar las matematicas cuando estas se perciben en su entorno social.

Los alumnos aprenden a usar las matematicas en la sociedad y a descubrir qué
matematicas son relevantes para su educacion y profesion posteriores. Puesto que es
importante que todos los alumnos aprendan matematicas como parte de su
educacion basica, también es importante que sepan por qué las aprenden. A través
del contexto desarrollaran una actitud critica y flexible ante el uso de las

matematicas en problemas que deberan afrontar en la vida real (MEN, 1998, p.25).

Ademas, el MEN (1998, 2006) sefiala que el significado y sentido de la variacion
puede empezar con situaciones de la vida practica y construirse a partir de las situaciones
problemas, cuyos escenarios involucran fenomenos de cambio y variacion en contextos

reales y practicos de los individuos; permitiendo la resolucion de problemas basada en el



estudio de la variacion y el cambio, y en la modelacion de procesos de la vida cotidiana, las
ciencias naturales y sociales y las matematicas mismas. Sin embargo, diversos estudios han

evidenciado la ausencia de una orientacion clara que lleve a cabo lo prescrito.

Por ejemplo, Acevedo (2013) analiza el pensamiento variacional en los libros de
texto de matematicas utilizados como guia de aprendizaje. Se pretendia identificar la
presencia de situaciones problema que evidencien el desarrollo del pensamiento
variacional, sin embargo, los resultados mostraron que en las propuestas escolares
predomina el manejo de simbolos, operaciones y propiedades, dejando de lado el
reconocimiento de las nociones variacionales. Segun el autor, “los libros de texto
seleccionados proponen pocas actividades, ejercicios y 'problemas' donde se evidencie el

desarrollo del pensamiento variacional” (pag.141).

Lo anterior muestra la pertinencia de disefiar propuestas que integren situaciones
reales y significativas orientadas en el desarrollo del pensamiento variacional. En ese
sentido, para fomentar el pensamiento variacional, es importante considerar los procesos de
razonamiento que permiten el andlisis de las magnitudes variables con un caracter
dinamico, asi como la variacion simultanea entre dos cantidades. Esta relacion mutua entre

cantidades se articula mediante un razonamiento covariacional.

Este razonamiento, como lo plantea Carlson et al. (2003), se define como las
actividades cognitivas implicadas al coordinar los cambios entre dos cantidades que varian,
atendiendo a la forma en que una cambia con respecto a la otra, lo cual constituye una

habilidad esencial para comprender y modelar situaciones reales y contextualizadas



enmarcadas en el desarrollo del pensamiento variacional, como lo sugieren los documentos

curriculares.

Carlson et al. (2003) evidenciaron que incluso en el nivel de educacion superior, los
estudiantes presentan dificultades al interpretar y modelar relaciones funcionales en
contextos que involucren variacidon continua, lo que refleja la importancia de fortalecer el
razonamiento covariacional para el desarrollo del pensamiento variacional. En ese sentido,
el estudio de las funciones, abordado desde situaciones contextualizadas, proporciona un
medio adecuado para trabajar y fortalecer dicho razonamiento, ya que este consiste en
entender como se relacionan las magnitudes variables en fenémenos de distintos contextos

que permiten dar sentido a situaciones practicas y cotidianas del ser humano.

Particularmente, la funcién lineal permite representar de manera contextualizada
relaciones de cambio constante entre dos cantidades, ofreciendo oportunidades
significativas para modelar situaciones reales y fomentar el desarrollo del pensamiento
variacional desde un enfoque préctico y cercano a los estudiantes. Ademas, permite trabajar
con relaciones funcionales de cambio contintio y aborda distintas aplicaciones en las que el
sustrato sea la variacion entre cantidades relacionadas. Constituyendo un camino para
obtener modelos sobre el comportamiento de magnitudes y favoreciendo la comprension

del cambio de una magnitud con respecto a otra en distintas representaciones.

El MEN (1998) establece que el concepto de funcidon debe abordarse mediante
diversos sistemas de representaciones. El registro tabular constituye una forma inicial del

estudio de la funcion a partir del andlisis de las relaciones numéricas; mientras que la
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representacion grafica evidencia la dependencia entre variables. Sin embargo, interpretar la
funcion lineal fuera de la representacion grafica y tabular, siendo estos los registros que

mas se estudian en el aula, representa un desafio para muchos estudiantes.

Aunque los estudiantes realizan calculos para completar una tabla de valores o
trazar una gréfica, a menudo enfrentan dificultad para establecer relaciones entre las
diferentes representaciones, bien sea respecto a qué significan los parametros en la
ecuacion algebraica en comparacion con la grafica o viceversa. Estas dificultades afectan la
comprension de la funcion lineal desde la identificacion de patrones de covariacion y la

relacidn entre las variables.

Posada y Villa (2006), en su propuesta didactica, en concordancia con el MEN
(1998, 2006), concluyeron que, para entender el concepto de funcidn, es importante
pensarlo como un modelo matematico de relaciones entre variables que cambian a partir del
uso de diferentes sistemas de representacion. Segiin el MEN (1998), los estudiantes
aprenden matematicas en la accion de hacer matematicas. Esto implica que un componente
esencial del aprendizaje es la resolucion de problemas en relacion con la vida diaria de los
individuos. De manera que puedan aplicar su conocimiento matematico para entender y

solucionar situaciones reales en la construccion de modelos matematicos.

La modelacion es un proceso esencial para representar situaciones de la vida real
utilizando herramientas y conceptos matematicos, articulando el mundo real y el mundo
matematico. Como lo sefala el MEN (1998), “la forma de describir ese juego o

interrelacion entre el mundo real y las matematicas es la modelacion” (pag.76).
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En este proyecto la funcidn lineal se toma como eje articulador que promueve el
desarrollo del pensamiento variacional, puesto que permite la modelacion de situaciones de
la vida cotidiana. Siguiendo los Estandares Basicos de Competencias (MEN, 2006), se
expresan que la modelacion de situaciones mediante la funcion lineal se aborda en el ciclo
octavo - noveno de la educacion basica secundaria. Reconociendo el contexto escolar, este
proyecto esta dirigido a los estudiantes de ultimo grado del ciclo, para brindar una

aproximacion a la funcion lineal.

Al dirigir el proyecto a estudiantes de grado noveno, no s6lo responde a lo emitido
por el MEN (2006) sobre abordar la funcion lineal en este grado escolar, sino también a la
integracion de situaciones que involucren fendmenos de variacion mediante la modelacion

en contextos significativos y cercanos a la realidad de los estudiantes.

Respecto a la modelacion, Vasco (2002) la define como “el arte de producir
modelos matematicos que simulen la dindmica de ciertos subprocesos que ocurren en la
realidad” (p.6). El autor resalta el caracter dinamico del proceso de modelar y plantea la
modelacion como un puente entre el mundo real y el mundo matematico, permitiendo
convertir situaciones concretas en representaciones simbolicas o algebraicas que capturan
relaciones y variaciones observables. Por lo tanto, el punto de partida en el proceso de
modelacidn es una situacion real, la cual se analiza con el fin de identificar variables, las
relaciones que existen entre estas mismas y finalmente construir un modelo matematico que

permita representar el fendémeno o situacion en cuestion.
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En esa linea, la Educaciéon Matematica Realista (en adelante EMR) desarrollada por
Freudenthal propone que las matematicas deben ser cercanas y accesibles para todas las
personas. Para Freudenthal (1991), citado en Bressan et al. (2016), la imagen de las
matematicas se enmarca dentro de la imagen del mundo; la imagen del matematico dentro
de la del hombre y la imagen de la ensefianza de la matematica dentro de la sociedad. En
ese sentido, las matematicas no son un sistema abstracto ajeno a la sociedad, sino que

emergen de la necesidad de comprender y estructurar el mundo que nos rodea.

Por su parte, Lazaro G. et al. (2024) mencionan que para Freudenthal, las
matematicas toman valor educativo cuando permite comprender y participar de la forma en

que esta actividad matematica organiza diversas esferas en la sociedad.

En concordancia con lo mencionado por el MEN (1998) sobre la importancia de
iniciar el desarrollo del pensamiento variacional a través de situaciones de la vida practica,
y la importancia de ver las matematicas en contextos reales que le den un sentido y
significado como lo dice la EMR, surge la idea de articular la literatura con las matematicas
para la creacion de un cuento que permita a los estudiantes visualizar el concepto de
funcion lineal en un contexto inmersivo y significativo, el cual brinde sentido al estudio de
la variacion en situaciones cercanas a los estudiantes, favoreciendo asi el desarrollo del

pensamiento variacional.

De este modo, el cuento surge como una recurso curricular que articula lo dicho por

diferentes autores y los documentos curriculares acerca del estudio de la variacion y lo
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mencionado por la EMR acerca de la vision significativa de las matemadticas en la vida

cotidiana.

El cuento como estrategia para el desarrollo del pensamiento variacional es
clasificado como un recurso curricular. Segtn la definicion que brinda Rezat (2024), un
recurso curricular es aquel que presenta una secuencia de actividades para el aprendizaje de
un objeto matematico. En este caso, el cuento incorpora una secuencia de actividades para
una aproximacion a la funcion lineal que conlleve al desarrollo del pensamiento
variacional, articulado mediante un contexto que permita al estudiante darle sentido al
concepto de funcidn lineal en concordancia con el enfoque de la Educacion Matematica

Realista.

Rezat (2024), menciona que todo recurso curricular debe tener una poblacion
objetivo y debe estar alineado con lo descrito por las autoridades educativas para el
desarrollo del objeto matematico en cuestion. En este supuesto, el cuento esté dirigido a los
estudiantes de noveno grado y se ha elaborado teniendo en cuenta lo mencionado por los
Lineamientos Curriculares (1998) para el aprendizaje de la funcidn lineal y el desarrollo del

pensamiento variacional.

Asi, el cuento como recurso curricular proporciona una manera de presentar las
matematicas contextualizadas, brindandole a los estudiantes una forma distinta de
aproximacion a estas. La fusion entre las matematicas y la literatura promueve una manera

mas realista de esta disciplina, al integrarlas en una historia enmarcada en situaciones
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hiladas, contextualizadas e imaginarias que brinden una aproximacion de la funcién lineal

que posibilite el desarrollo del pensamiento variacional.

A pesar de que tradicionalmente se ha marcado una distancia entre la literatura y las
ciencias exactas, puesto que en matematicas parece que sélo cabe la rigurosidad, precision
y objetividad por su razon de ciencia exacta, mientras que la literatura se ubica desde la
subjetividad, creatividad y diversas interpretaciones a través del lenguaje narrativo, esta
articulacion abre nuevas visiones y posibilidades para el desarrollo del pensamiento

variacional.

Por lo tanto, la fusion entre las matematicas y la literatura, no s6lo muestra nuevas
perspectivas para una aproximacion a la funcion lineal que posibilite el desarrollo del
pensamiento variacional, sino que también promueve procesos cognitivos y competencias

lectoras esenciales para la vida diaria del estudiante.

En relacion con lo anterior, alrededor de la problematica curricular, la necesidad de
proponer estrategias pedagogicas que vinculen los conceptos matematicos con situaciones
de la vida practica y el potencial de la literatura para favorecer una aproximacion de la
funcién lineal, mediante el cuento como recurso curricular que fomente el desarrollo del

pensamiento variacional, este trabajo se plantea la siguiente pregunta problema:

¢/ Qué formas de expresion del razonamiento covariacional surgen en los
estudiantes cuando se pone en juego un cuento como recurso curricular para una

aproximacion de la funcion lineal que posibilite el desarrollo del pensamiento variacional?
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1.2.0bjetivos

1.2.1. Objetivo General

Determinar los niveles de razonamiento covariacional y de matematizacion
alcanzados por los estudiantes en las producciones escritas, al desarrollar las actividades de
variacion inmersas en el cuento como recurso curricular, para el desarrollo del pensamiento

variacional a través de una aproximacion a la funcioén lineal.

1.2.2. Objetivos Especificos

e Promover el estudio de la variacion y el cambio en situaciones asociadas a la
funcion lineal, a partir de la creacion de un cuento como recurso curricular
que articula la perspectiva de la EMR y el Razonamiento Covariacional.

e Determinar los niveles de Razonamiento Covariacional y de Matematizacion
alcanzados por los estudiantes en las producciones escritas, al desarrollar las
actividades de variacion inmersas en el cuento.

e (lasificar las distintas producciones escritas de los estudiantes al desarrollar
las actividades para su respectivo andlisis y caracterizacion a la luz de la

articulacion del Razonamiento Covariacional y la EMR.

1.3. Antecedentes y Justificacion

El estudio de la funcion lineal es importante, no solo para el desarrollo del
pensamiento matematico mas avanzado, sino para su uso en la vida cotidiana, como lo

resaltan el MEN (1998) y Vasco (2003). La funcién debe servir para que los estudiantes se
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enfrenten tanto a situaciones en contextos matematicos como a situaciones en contextos de
la vida cotidiana. Razon por la que la funcion no sea presentada como representaciones
muertas y sin sentido, que no evidencian esta utilidad y que generan un desinterés en el

estudiante (Vasco 2003).

En el campo de la educacion matematica se han realizado diversos trabajos
encaminados al estudio de la funcion lineal y el pensamiento variacional, debido a su
importancia en la comprension de las variables involucradas en fenémenos de cambio. La
revision documental proporciona un horizonte respecto a coémo se ha abordado el
aprendizaje de la funcion lineal, haciendo hincapié en el uso de situaciones de variacion
enmarcadas en las practicas usuales de los individuos, conectadas con las matematicas a

través del uso de la literatura que promueva la modelacion y el razonamiento covariacional.

Estos trabajos de investigacion permiten reconocer los estudios que se han hecho
sobre la funcion lineal para fomentar el pensamiento variacional, asi como sus dificultades
frente a las actividades cognitivas subyacentes de este pensamiento. Brinda perspectivas de
diferentes autores encaminados en la direccion de este proyecto, estimulando una vision de
las matematicas mas realista y visible frente a fendmenos de covariacion en problemas
contextualizados. A su vez, muestran un entorno amplio en el que se ve necesario seguir
investigando para considerar estrategias innovadoras que aporten al desarrollo del

pensamiento variacional.
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1.3.1. Caracteristicas de Investigaciones para Promover el Aprendizaje de la

Funcion Lineal

En investigaciones previas, la funcion lineal se resalta como una herramienta
pertinente para el estudio y modelacion de la variacion. Uno de estos trabajos es el
realizado por Roldan (2013) en la Universidad Nacional de Colombia, el cual se centrd en
diversos aspectos que consolidaron el concepto de funcién lineal: el historico, disciplinar,
pedagogico y didactico, seiialando su importancia en el proceso de aprendizaje y ensefianza

de las matematicas.

A partir de un analisis historico, disciplinar y pedagogico, diseiid una secuencia
didactica en la que se plantean tres actividades para propiciar en los estudiantes una
comprension del concepto de funcion lineal y sus aplicaciones en situaciones de la vida
real. En esta secuencia didéctica, la experimentacion y la modelacion se plantean como el
vehiculo de aprendizaje clave que, de manera conjunta, dan como resultado el aprendizaje

de los elementos relacionados con la funcién lineal.

En sus conclusiones afirma que la funcion lineal es necesaria para el estudio y
modelacion de problemas que involucren variacion. Roldan (2013) resalta que, aunque en
las actividades, las variaciones entre las cantidades pueden presentarse de manera creciente
o decreciente; rapida o lenta, en relacion con el tiempo o el espacio, mantiene un ritmo
constante de variacion, lo que permite la identificacion de regularidades en la funcion

lineal, por lo cual se desarrolla significativamente el pensamiento variacional.
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El autor también resalta que la ensefianza de la funcion lineal debe articular de
forma equilibrada las diferentes representaciones como la tabular, la gréafica cartesiana, la
algebraica y la verbal, fortaleciendo el paso de una a otra mediante diferentes contextos.
Asimismo, indica que para que los estudiantes desarrollen sentido cuantitativo y
habilidades como construccion, el andlisis de tablas, y célculo de valores numéricos, es
importante trabajar con situaciones reales y contextualizadas, a lo que en su investigacion

llamo "practicas experimentales".

Finalmente, Roldan (2013), concluye que para llegar a la comprension del concepto
de funcion lineal se requiere alejar al estudiante de los procesos de memorizacion presentes
en la ensefianza tradicional. En su lugar, propone que mediante situaciones problemas
contextualizados, los estudiantes creen modelos que le permitan relacionar los datos
obtenidos y lleguen a una definicion propia que refleje su comprension y sentido respecto a

los elementos subyacentes a la funcion lineal.

En esta direccion, Soto (2016), en su trabajo de maestria de la Universidad Nacional
de Colombia, presenta el disefio de una propuesta metodoldgica de ensefianza y aprendizaje
de la funcion lineal para fortalecer el pensamiento variacional en los estudiantes de grado
undécimo. Este trabajo tuvo como objetivo la mejora del desempefio de los estudiantes en
el proceso de modelacion de situaciones en contextos reales a través de la funcion lineal,
basandose en la metodologia de transposicion del lenguaje natural al simbolico, mediante

unidades didacticas en un ambiente colaborativo y guiado.
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En sus resultados, el autor menciona que algunos estudiantes del grado undécimo
presentan dificultades para representar en diferentes registros, patrones de variacion
involucrados en situaciones de cambio continuo. A su vez, se les dificulta expresar

situaciones presentadas en lenguaje cotidiano al lenguaje simbolico.

Soto (2016) resalta que, al analizar el desempefio de los estudiantes en las diferentes
actividades, es importante que el proceso de modelacion de situaciones mediante la funcion
lineal se aborde no sélo en el contexto propio de las matematicas, sino en los de la vida

cotidiana de los alumnos y de otras ciencias, tal como lo sugiere el MEN (1998).

Por ello concluye que la intervencion en el aula mediante el proceso de modelacion
en contextos de la vida préctica, las ciencias y de las matematicas en entornos reales y
concretos, fomentan la identificacion de dependencia entre cantidades variables, la
descripcion de tasas de cambio y patrones de variacion. Esto genera que los estudiantes
modelen situaciones de cambio a través de la funcion lineal. Finalmente, recomienda
extender la estrategia metodoldgica de ensefianza y aprendizaje de este concepto mediante
el proceso de modelacion en distintos contextos y en otros niveles educativos para

fortalecer el pensamiento variacional.

En concordancia con lo anterior, las investigaciones revisadas referentes al
pensamiento variacional fundamentan la idea de este trabajo al poner en evidencia la
necesidad de disefar e integrar situaciones enmarcadas en fendémenos de variacion en

diferentes contextos, maxime aquellos relacionados con la vida cotidiana de los alumnos.
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Esto refuerza el ideal de promover una educaciéon matematica desde una perspectiva realista

y significativa para la vida.

Estos trabajos de investigacion robustecen la propuesta de emplear el enfoque de la
Educacion Matematica Realista para la creacion del cuento como un recurso curricular, el
cual se presenta como el escenario que permite la interaccion de los estudiantes con
situaciones cercanas a su realidad, propiciando la modelacion matematica y desarrollando

el pensamiento variacional mediante una aproximacion de la funcién lineal.

1.3.2. La Covariacion para el Desarrollo del Pensamiento Variacional

En el marco de la ensefanza y el aprendizaje de funcion, una de las propuestas
significativas desarrolladas es la del razonamiento covariacional. Este concepto,
introducido por Carlson et al. (2003), hace referencia a las actividades cognitivas
implicadas en la coordinacion de dos cantidades que varian, mientras se atiende a las
formas en que cada una de ellas cambia con respecto a la otra. Esta propuesta permite ver
las situaciones de variacion desde una perspectiva diferente al enfoque conjuntista, en el
que se ensefia la funcidon como una relacion de correspondencia y se deja de lado el

dinamismo que caracteriza a las situaciones de variacion.

Carlson et al. (2003) sefiala que en las situaciones de variacion se establecen
relaciones de dependencia entre las variables involucradas. Es decir, las cantidades no
cambian de manera aislada o arbitraria, sino que cada variable varia en funcién de los
cambios que experimentan las demads. A estas relaciones de dependencia se les denomina

relaciones de covariacion. Para dar cuenta de ello, determina 5 niveles de razonamiento
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covariacional a los que puede llegar un estudiante, sustentados por las acciones mentales y

comportamientos manifiestos en las respuestas a situaciones de variacion.

En su investigacion, presenta cinco situaciones en las que analizaron aspectos
covariantes de situaciones dindmicas como la de llenar agua en una botella esférica y el
deslizamiento de una escalera apoyada en una pared. Al finalizar la implementacion de

estas situaciones seleccionaron a seis estudiantes para realizarles una entrevista clinica.

Las respuestas de los seis estudiantes mostraron dificultades significativas, ya que
solo uno de los participantes logro llegar a un nivel alto de razonamiento covariacional,
puesto que logré construir la mayoria de los modelos que requerian las situaciones. Por otra
parte, los demas estudiantes se clasificaron en niveles inferiores de razonamiento
covariacional, debido a que los modelos que presentaban no correspondian a las situaciones
dadas. Lo cual evidencia la necesidad de reforzar el razonamiento covariacional y el
proceso de modelacidn en situaciones dinamicas para el desarrollo del pensamiento

variacional.

Percibir las situaciones de variacion desde esta perspectiva de las relaciones de
covariacion puede ayudar a los estudiantes a comprender el cambio implicado en distintas
situaciones dinamicas, permitiéndoles interpretar, analizar y generar modelos en los que
puedan entender el comportamiento de las cantidades en distintos momentos y de manera

general en cada situacion.

Siguiendo esta idea, Posso (2020) plantea que el cambio hacia un enfoque

covariacional visibiliza y facilita la puesta en practica de diversas acciones y estrategias
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cognitivas por parte de los estudiantes. En su trabajo de maestria de la Universidad del
Valle de Cali, evidencia la importancia de estudiar la funcion por medio de estrategias que

muestren este concepto como una relacion de covariacion.

Su estudio llevé a cabo distintas situaciones presentadas en un contexto cercano a
los estudiantes. En la primera de ellas, orientada en el contexto de un gimnasio, el
estudiante debe establecer las ganancias del gimnasio en diferentes momentos, a medida
que cambian el nimero de socios. Posteriormente, cambia el valor de la suscripcion, lo que
conlleva a que el estudiante tenga en cuenta los nuevos socios del gimnasio y demas
valores, lo cual enfrenta al estudiante a una situacion dindmica, en la que debe tener en

cuenta las distintas relaciones de covariacion existentes entre los valores implicados.

Aunque el trabajo de Posso (2020) evidencidé un impacto positivo de la vision de la
funcién como una relacidon de covariacion, los porcentajes de estudiantes que muestran un
alto nivel de razonamiento covariacional siguen siendo bajos y se afirma que es necesario
que en la educacion escolar se desarrollen estrategias que favorezcan un estudio adecuado

de las funciones.

En esa linea, Morales, Pérez y Romero (2018) en su trabajo de Maestria en
Educacion desarrollado en la Pontificia Universidad Javeriana de Bogot4, indagaron sobre
el proceso de modelacion desarrollado por estudiantes de noveno grado mediante
situaciones de covariacional lineal. Para ello, emplearon el enfoque de investigacion mixto
y en el componente cuantitativo describieron que los estudiantes tuvieron éxito al resolver

situaciones que implican la construccion de modelos matematicos.
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Los autores destacan que en el proceso de modelacion matematica es menester
involucrar elementos propios del pensamiento variacional y el razonamiento covariacional.
Ademas, resalta la importancia de utilizar situaciones del contexto de los estudiantes con el
fin de desarrollar un pensamiento matematico que permita emplear la funcién lineal en

situaciones de su entorno.

En sus resultados indican que, a partir de la implementacion de la secuencia
didactica, los estudiantes lograron alcanzar el nivel cuatro del razonamiento covariacional
de acuerdo con la clasificacion de Carlson et al. (2003), que corresponde al calculo de la

razén promedio.

Al asociar las acciones mentales y los niveles de covariacional, los autores
identificaron que es posible clasificar las producciones y comportamientos de los alumnos

al realizar tareas relacionadas al pensamiento variacional.

Por su parte, Martinez y Vélez (2019) en su propuesta de aula para potencializar el
desarrollo del pensamiento variacional mediante tareas de covariacion, mencionan que el
enfoque del razonamiento covariacional sirve para conocer las acciones mentales presentes
en los razonamientos de los estudiantes, lo que permite un seguimiento al aprendizaje de
los alumnos con respecto a situaciones relacionadas con el desarrollo del pensamiento
variacional. También afirman que la vision conjuntista de la funcion, aprendida
comunmente en la educacion basica, provoca que los alumnos no logren ver el dinamismo

de la relacion que existe entre cantidades de una situacioén de variacion.
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Por lo anterior, el razonamiento covariacional le permite al estudiante enfrentar
situaciones de variacion, de tal forma en que pueda analizar las distintas relaciones
existentes entre las variables implicadas. Esto brinda una perspectiva diferente a la
tradicional para el aprendizaje de la funcion, por lo que se subraya la idea de promover la
implementacion de situaciones contextualizadas bajo un enfoque covariacional, en el que
mediante el andlisis de las acciones mentales que los estudiantes manifiestan al resolverlas,
se potencie el desarrollo del razonamiento covariacional, y con ello, el pensamiento

variacional.

1.3.3. La Literatura y las Matemadticas

La revision bibliogréfica respecto al uso de la literatura para la ensefianza y
aprendizaje de las matematicas enriquece la propuesta de integrar un cuento como un
recurso curricular, al evidenciar los beneficios que tiene esta fusion para la educacion.
Diversas investigaciones muestran que incorporar la literatura en el aula, no s6lo fomenta el
gusto por la lectura, sino que también permite la comprension de conceptos matematicos de

manera contextualizada y significativa.

La literatura suele verse apartada de las ciencias como las matematicas, porque se
dice que en las matematicas no hay cabida para la subjetividad que suele estar presente en
los distintos relatos de fantasia. “Nuestra cultura esquizofrénica separa de una forma tan
excesiva como artificiosa las ciencias de las letras y, en el caso concreto de las
matematicas, ni siquiera se las suele considerar como parte de la cultura propiamente

dicha” (Frabetti, 2009, pag.2).
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En el ambito internacional, Cézar et al. (2014) exploran el uso de la literatura
infantil como un recurso para el desarrollo interdisciplinar de las competencias
matematicas. Los autores establecen una busqueda detallada de libros en lengua castellana
e inglesa en los primeros niveles educativos de este pais y mencionan que la integracion de
cuentos en el aula promueve la comprension de conceptos matematicos, la resolucion de

problemas y un aprendizaje significativo.

En sus resultados, catalogan los libros segun el ciclo escolar pertinente, junto con
los contenidos matematicos inmersos en estos, y en sus reflexiones finales, promueven su
uso para las diferentes etapas de la educacion. Los autores recalcan que la lectura tiene una

importancia primordial en el proceso de aprendizaje de los alumnos.

A través de la comprension de mensajes escritos en cualquier estilo, el alumno
podra avanzar en su aprendizaje, tanto en la escuela como fuera de ella. Ademas, resaltan
que, como docentes, se conoce la importancia de despertar a temprana edad el gusto por la
lectura y los libros. Por ello, se considera importante que los maestros elaboren propuestas

de trabajo que promuevan en los estudiantes el gusto por la lectura.

Mas alla de hacer uso de un libro y una historia, se pretende que el estudiante
desarrolle un gusto por aprender, ya sea porque le gustan los libros, las matematicas o las
ciencias; y que eso que le gusta, le sirva como un inicio para despertar su curiosidad hacia
lo que no le gusta. En ese sentido, Cézar et al. (2014) dice que “los libros de lectura son
material clave como medio para alcanzar el objetivo méaximo de interdisciplinariedad en la

enseflanza” (pag.3).
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Siguiendo lo anterior, Flecha (2012) expresa que la literatura infantil es un recurso
Optimo no sélo para favorecer el lenguaje oral y escrito, estimular la imaginacion,
transmitir valores, trabajar aspectos culturales y contextualizados, sino que también es un
elemento ideal para abordar conceptos matematicos de manera explicita o implicita dentro
de una historia. Ademas, muestra como a través del cuento los nifios dan sus inicios en el
conteo, la correspondencia uno a uno, las expresiones basicas de comparacion y los

cuantificadores.

El autor estudia una seccion de cuentos desde una perspectiva matematica, en los
que muestra opciones reales para trasladar al aula de manera que los docentes puedan
usarlos para acercar a los estudiantes al conocimiento matematico. El primer cuento que
sugiere es “Ricitos de Oro y los tres osos” de Muller (2008) para abordarlo con nifios de 2-

3 afios.

En primera instancia, Flecha (2012) recomienda familiarizar a los nifios con la
historia sin abordar conceptos abstractos, para luego aprovechar situaciones de la vida
diaria y establecer relaciones entre la historia y los conceptos matematicos como los
cuantificadores basicos, las comparaciones, la utilizacién de numeros perceptivos en
situaciones cotidianas y la elaboracion de clasificaciones atendiendo a una variable.
Finalmente, el autor plantea una forma de cdémo acercarse a la literatura infantil desde una

perspectiva concreta como es la del conocimiento matematico.

En el contexto local, Rivera y Sanchez (2013), en su tesis de pregrado respecto al

desarrollo del pensamiento variacional en la educacion bésica primaria, presentan los
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resultados de una secuencia de actividades con base en una adaptacion del cuento Hansel y
Gretel aplicada a los estudiantes del grado tercero en relacion con la generalizacion de

patrones.

Las autoras mencionan que cada situacion de la secuencia se desprende en un
elemento del cuento con el fin de presentar una propuesta variada, llamativa y motivadora
que cobre significado para los estudiantes, integrando diferentes procesos matematicos a
través de un contexto literario infantil y movilizando contenidos matematicos que fomenten

el desarrollo del pensamiento variacional en el alumnado de la Educacion Basica Primaria.

Su secuencia didéctica, se organiza en 4 situaciones. La primera de ellas mostraba el
cuento adaptado de Hansel y Gretel para familiarizar a los estudiantes con los aspectos
centrales del cuento. La segunda situacion se enmarca en la transicion desde el
reconocimiento de los patrones mediante imagenes, hacia los patrones numéricos que
permitan un patron de identificacion. La tercera situacion se centra en trabajar con
multiplos y divisores de un mismo niimero y de numeros distintos, para que los estudiantes
reconozcan la existencia de una forma general de expresar el resultado, identificando las

relaciones funcionales entre dos variables.

Finalmente, la cuarta situacion se centra en seguir trabajando dicha operacion,
identificando relaciones de variacion entre los espacios de medida, y en potenciar el trabajo
con las propiedades asociativa y conmutativa, las cuales propician la formulacion de

generalidades y el desarrollo de argumentaciones estructuradas.
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En los resultados del trabajo de investigacion se destaca que la presentacion de la
secuencia didactica abordada en el contexto de una adaptacion del cuento Hansel y Gretel,
es una buena alternativa para ayudar a mejorar la comprension de las situaciones y
actividades, la cual debe ser explorada por los maestros, debido a que estas situaciones
cobran significatividad en los estudiantes y los motiva a hacer uso de diferentes técnicas y

estrategias para llegar a una respuesta.

Asimismo, Rivera y Sanchez (2013) indican que el disefio e implementacion de la
secuencia didactica permitié que los estudiantes pudieran dar un significado a las variables
involucradas en las situaciones, e identificar las relaciones entre ellas, evidenciando ciertas
regularidades al trabajar con diferentes patrones, fomentando un acercamiento al

pensamiento variacional a través del proceso de generalizar.

De forma similar, Martinez (2017), en su trabajo de investigacion en la Universidad
Distrital Francisco José de Caldas de Bogotd, hace un estudio de caso desarrollado en el
marco de la practica II de un grupo de estudiantes de la Licenciatura en Educacion Basica
con Enfasis en Matematicas. En este, analiza las formas de proceder de los docentes en
formacion al hacer uso del cuento como un recurso en el aula. A través del analisis del
contenido y las planeaciones de los futuros docentes, se identifican las técnicas de
apropiacion del recurso desde la perspectiva de la mediacion instrumental y los enfoques de

la practica.

En los resultados de la investigacion se menciona que los docentes en formacion

fueron capaces de reconocer el recurso como un ente participe de los procesos cognitivos
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de los estudiantes. Sin embargo, la propiedad fundamental que identificaron al utilizar los
cuentos en el ambito de matematicas fue la imaginacion y la capacidad de contextualizar a
los estudiantes; lo cual hizo que se desaprovechara otras oportunidades de trabajo, debido al
analisis superficial del recurso por parte de los docentes en formacion, los cuales incluyeron

recursos diferentes al cuento en sus actividades en el aula.

Respecto a los habitos de lectura de los futuros docentes, Martinez (2017) resalta la
problematica que se observa en la cultura colombiana y la falta de practicas lectoras por
parte de los maestros en formacion, y subraya la importancia de implementar campafas que
fomenten la lectura. El autor menciona que “una generacion de futuros docentes que no lee,
generara una generacion de estudiantes que no lo hace, pues parte del proceso formativo del

nifio pasa por replicar habitos y costumbres de los actores de su entorno” (pag. 83).

Loaiza (2024) en su trabajo en la educacion bésica secundaria del Liceo Las
Américas de la ciudad de Cali, de la Universidad Nacional Abierta y a Distancia, presenta
una propuesta de implementar la poesia matematica como estrategia pedagogica en la
educacion basica secundaria, en la busqueda de la comprension de los contenidos
matematicos con areas como la lengua castellana. Para esto, implementa una secuencia
didéctica en los grados 7° y 8° enfatizando en la lectura, socializacion, discusion,

elaboracion y analisis de poemas matematicos.

En la primera parte de la secuencia, los estudiantes leen y analizan los poemas
matematicos en relacion con temas como el numero =, las fracciones; algunos conceptos

estadisticos y temas de geometria, esperando que los alumnos desarrollen una mejor
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comprension de estos conceptos y comuniquen esta comprension mediante los poemas,

relacionando el pensamiento métrico, estocastico y geométrico con su cotidianidad.

En la segunda parte, Loaiza (2024) busca y analiza la exploracion de los estudiantes
entre la poesia y las matematicas para la resolucion de problemas usando poemas creados
por ellos mismos, desarrollando habilidades como el razonamiento y la argumentacion.
Finalmente, en la tercera actividad, se hace énfasis en potenciar esas competencias
argumentativas y de razonamiento en las matematicas, al incitarlos a escribir poemas
personales usando metaforas, exageraciones o anaforas. En esta actividad, la secuencia
didéctica brinda espacios para explorar sus emociones mediante la integracion de los

conceptos matematicos.

Los resultados de este estudio mostraron un incremento en la comprension de los
conceptos matematicos y el fortalecimiento de competencias como el razonamiento y la

argumentacion, ademas de incrementar la parte motivacional y emocional de los alumnos.

El autor resalta que la estrategia poética vincula conceptos matematicos de manera
creativa, conllevando a una comprension mas significativa de estos. Segin Loaiza (2024),
la conexion entre la poesia y las matematicas se evidencia en la medida en que los
estudiantes argumentan y comunican con pocos errores sus ideas usando el verso y la rima.
Ademés, en la investigacion menciona que las producciones de los estudiantes muestran

como el lenguaje poético facilita la transmision de conocimiento de manera creativa.

De igual forma, indica que muchos estudiantes se sintieron representados al escribir

sus poemas en relacion con su estado emocional y los conceptos matematicos, teniendo un
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aprendizaje mas significativo. Sin embargo, Loaiza (2024) subraya que algunos estudiantes
requerian recursos adicionales para establecer la conexion entre su lenguaje y el concepto
matematico. Por esto, el autor resalta la necesidad de continuar con el desarrollo de esta

estrategia y la adaptacion de mas recursos didacticos en otras fases.

El autor concluye que utilizar los poemas matematicos es una buena estrategia
pedagoégica en la educacion matematica, puesto que ofrece un camino innovador frente a las

practicas tradicionales de la ensefianza de las matematicas.

Castagnino (1954) menciona que la literatura tiene la capacidad de manifestar una
realidad en otra valiéndose de la creatividad, la estética, el sentimiento, la belleza y la vida
misma (citado en Henao & Moreno 2016, pag.37). Precisamente el cuento busca manifestar
una realidad de fantasia, que a su vez tenga similitud con la realidad de los estudiantes, para
que este pueda ver como se pueden encontrar y utilizar las matematicas en su vida

cotidiana.

Por su parte, Henao y Moreno (2016) brinda una descripcion de lo que es la

literatura matematica con una intencion pedagogica:

No todo lo que hay en literatura es matematica ni lo que se estudia en matematica
depende de la literatura; no nos referimos a la literatura especializada o de
divulgacion matematica ni a la matematica recreativa, tampoco a toda clase de
literatura. Con literatura matematica nos referimos a una serie de libros de poesia,
cuento y novela cuyo contenido se relaciona con la matematica, con los

matematicos o con la educacion matematica; en estos, los contenidos matematicos
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se presentan en forma de poemas o relatos, pero no pierden su esencia tematica

(pag.37).

Esta es una precision sobre la literatura que es utilizada para la ensefianza y el
aprendizaje de las matematicas de una manera didéctica, haciendo uso de relatos ficticios,
fantasiosos, pero que a su vez pueden representar muchas dimensiones de nuestra propia

realidad (Henao y Moreno, 2016).

“La ciencia, la literatura y la educacion se invaden mutuamente y pueden convocar
la experiencia pedagogica en el aula” (Henao y Moreno, 2016, pag.40), puesto que “hay
una relacion directa entre la ensefianza y la palabra” (Barthes, 1986, pag.313, citado en
Henao y Moreno, 2016, pag.40). Estas afirmaciones muestran la estrecha relacion que
existe entre las matematicas y la literatura, ademas del gran potencial pedagogico que

tienen si se juntan para el desarrollo de pensamiento matematico.

La experiencia en el ambito cientifico es parte fundamental de la construccion del
saber y, por medio del texto correcto, el lector puede encontrar el texto adecuado, que
genera las sensaciones adecuadas y en el momento adecuado (Henao y Moreno, 2016).
Estas experiencias se pueden transformar gradualmente en pensamiento cientifico formal.
“Ademas, el arte y la ciencia convergen en la creatividad” (Gonzalez, 2015, pag.20. Citado

en Henao y Moreno, 2016).

En ese sentido, la exploracion bibliografica muestra que, a nivel internacional,
Espana ha sido uno de los paises que promueven la intervencion de la literatura y el cuento

para el desarrollo de conceptos matematicos, instando a los docentes a integrar narraciones
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para la ensefianza de las matematicas. A nivel local, autores como Rivera y Sanchez (2013),
Martinez (2016) y Loaiza (2024) han explorado significativamente el uso de recursos como
el cuento y la poesia para el area de matematicas, aportando notablemente a un enfoque
realista y cercano de las matematicas para los estudiantes, en concordancia con el eje

central de este trabajo de investigacion.

Las propuestas de los autores indican la pertinencia de hacer uso de la literatura para
la comprension de conceptos matematicos y muestran los beneficios respecto a la
motivacion de los estudiantes; el fomento de su creatividad y el desarrollo de competencias

como el razonamiento y la argumentacion.

Asimismo, la revision de los documentos aportan sustancialmente a la propuesta de
este trabajo de investigacion de elaborar un cuento como un recurso curricular, debido a
que, aunque algunos autores han utilizado el cuento como un recurso en el aula, la
integracion de este como un recurso curricular para el desarrollo del pensamiento
variacional, sigue siendo un campo por descubrir y se pretende con este trabajo de
investigacion seguir explorando este enfoque, desde una vision realista de las matematicas,

aportando nuevas perspectivas de su ensefianza y aprendizaje.
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II. Marco de Referencia

Este capitulo se divide en tres secciones fundamentales que corresponden a las
perspectivas tedricas del presente trabajo de investigacion. Estas secciones abordan la
perspectiva curricular, la perspectiva didactica y la perspectiva matematica de la funcion
lineal. A lo largo de las tres perspectivas se analiza en la literatura lo dicho acerca del
desarrollo del pensamiento variacional en la educacion escolar, la definicion de recurso
curricular, los marcos teoricos que promueven el estudio de la variacion y las definiciones

conceptuales de la funcion lineal.

2.1  Perspectiva curricular

En este apartado se presenta una perspectiva historica y curricular respecto a la
ensenanza de las matematicas en Colombia y su preocupacion por la mejora del sistema
educativo y promover una vision de las matematicas como un conglomerado de diversas
areas de las matemadticas como sistemas interconectados. A partir de este recorrido, se
resalta la importancia del desarrollo del pensamiento variacional y la pertinencia de estudiar
la funcion lineal como eje articulador. Ademas, se subraya la normativa que articula que el
contexto mas propicio para poner en practica un aprendizaje activo es el de situaciones de
la vida cotidiana, en el que la modelacion constituye un papel crucial al permitir establecer

conexiones entre fendémenos del mundo real y los conceptos matematicos.
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2.1.1. Referente MEN

En las décadas de 1940 y 1950, un grupo de matematicos bajo el seudonimo de
"Nicolas Bourbaki" buscaron sistematizar las matematicas a través de la teoria de conjuntos
y de la 16gica matematica. Por su elegancia arquitectonica y la unificacion del lenguaje, esta
reestructuracion bourbakista de las matematicas llamé la atencion de la comunidad

matematica hasta el punto de pensarse hablar de "la matematica" y no "las matematicas".

En los afios 60 y 70, surge la "new math", o "matematica moderna", la cual produjo
una transformacion de la ensefianza por su énfasis en las estructuras abstractas y el rigor
logico, lo cual generd limitaciones en la comprension por parte de los estudiantes. Respecto
a esto, en aquella década se inicio el debate entre los defensores de la matematica moderna
y los partidarios del movimiento de volver a lo bésico “Back to Basic” y a una reforma

escolar llamada “Mejoramiento Cualitativo de la Educacion™ en 1975.

Posteriormente en 1978, el Dr. Carlos Vasco y su equipo de trabajo, revisaron los
programas de matematicas en los tres primeros grados escolares y propusieron el “enfoque
de sistemas”, el cual consideraba enfocar diversas areas de las matematicas como sistemas

2

interconectados y no como conjuntos.

La renovacion curricular propuso acercarse a las distintas regiones de las
matematicas, los nimeros, la geometria, las medidas, los datos estadisticos, la
misma légica y los conjuntos desde una perspectiva sistémica que los
comprendiera como totalidades estructuradas, con sus elementos, sus

operaciones y sus relaciones (MEN, 1998, pag. 6)
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A raiz de las consecuencias que produjo la propuesta de hacer énfasis de las
matematicas en lo estructural y formal, lo empirico e intuitivo empezo a tomar valor en los
procesos de construccion del conocimiento matematico en la escuela. Esto implicé otorgar
mayor relevancia a la manipulacion y experimentacion con los objetos que apoyan los
procesos de construccion, sin dejar de lado la reflexion y la comprension, las cuales deben

conducir posteriormente a una formalizacion rigurosa.

Lo anterior ha producido un replanteamiento dentro de la practica y el discurso
didactico frente a los modelos de enseflanza tradicionales. En ese sentido, se resalta la
necesidad de un énfasis en la educacion constructivista en el que el estudiante sea un ente
activo de aprendizaje. E1 MEN (1998) indica que en este enfoque ya no hay objeto de
ensefianza, sino objeto de aprendizaje. El estudiante mismo es quien, a partir de su
conocimientos, estructuras y concepciones previas, construye nuevos significados del
objeto de aprendizaje, los contrasta socialmente al compartirlo con otros estudiantes y con

el saber disciplinar aceptado.

El MEN (1998) también destaca que "el conocimiento matematico no se genera de
modo rapido y acabado, todo proceso de aprendizaje es lento y nunca esta totalmente
concluido" (pag. 16). Ademas, indica que en el proceso de aprendizaje no solo se debe
tener en cuenta el aspecto cognitivo, sino que también es importante la dimension social. La
institucion escolar, como parte activa de la sociedad, deberia asegurar que los conceptos
matematicos ensefiados en la escuela sean relevantes y tomen sentido en el entorno social

de los alumnos.
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Frente a eso, el MEN (1998) menciona que el docente debera enriquecer el
contexto, creando situaciones problematicas que promuevan en los estudiantes la
exploracion, el planteamiento de preguntas y reflexion sobre los modelos matematicos
empleados. Desde esta perspectiva, el rol del docente experimenta un cambio significativo.
Deja de ser un transmisor de saberes para ser parte activa del desarrollo, implementacién y

evaluacion del curriculo.

A lo largo de las décadas, la ensefianza de las matematicas en Colombia ha tenido
varias reformas enfocadas en mejorar la calidad del aprendizaje. Desde los inicios de la
“Matematica Moderna” hasta la propuesta del enfoque de sistemas, se ha querido potenciar
el pensamiento matematico en los estudiantes. Los Lineamientos Curriculares sefialan que
el énfasis debe centrarse en el fortalecimiento del pensamiento matematico, a través de la
adquisicion de contenidos relacionados con sistemas matematicos que sirvan como
herramientas para el desarrollo de cinco tipos de pensamientos: numérico, espacial,

métrico, aleatorio y variacional.

El MEN (1998) destaca que este desarrollo debe estar mediados por cinco procesos:
formular y resolver problemas; modelar procesos y fenomenos de la realidad; comunicar,
razonar y formular; comparar y ejercitar procedimientos y algoritmos. En relacion con esto,

Vasco (2002) menciona que:

La propuesta de trabajar por tipos de pensamiento fue pues un paso adelante
muy significativo, pues establece el propdsito de las matematicas escolares en el
desarrollo del pensamiento matematico en sus diversas formas y su utilizacion

socialmente més poderosa: La modelacion, sin limitar las matematicas escolares
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a la mera aplicacion de algoritmos ya conocidos para “resolver problemas”, los
cuales, mas que problemas abiertos y retadores, son apenas ejercicios escolares,
por necesarios que estos sean. (pag.4)

Esto refuerza la idea de la modelacion como nucleo de este proyecto, pues como
plantea el MEN (1998), el contexto mas adecuado para poner en practica el aprendizaje
activo y propiciar el acercamiento de los estudiantes a las matematicas es el de las
situaciones problematicas procedentes de la vida cotidiana. Esto, debido a que la inmersioén
de las matematicas en un contexto, desarrolla procesos de pensamiento que contribuyen al

sentido y trascendencia de las matematicas.

Desde esta perspectiva, la modelacion constituye un papel crucial al permitir
establecer conexiones entre fendmenos del mundo real y los conceptos matematicos. De
acuerdo con Vasco (2002), la modelacion es una de las maneras mas tangibles de ver la
utilidad de las practicas matematicas en un entorno social. Este proceso permite representar
fenomenos de la cotidianidad mediante herramientas matematicas, lo cual va en
concordancia con el MEN (1998) respecto a la vision de las matematicas enmarcadas en

contextos cotidianos vinculados con las practicas matematicas.

En ese sentido, el arte de ensefar, especificamente en el area de la educacion
matematica, requiere de innovacion y ruptura de algunas tradiciones. Esto implica no sélo
la adopcion de nuevas metodologias y enfoques didacticos, sino también la capacidad de

adaptar los contenidos a las realidades y contextos de los estudiantes.

Dentro de este marco, el pensamiento variacional toma un papel crucial para

fomentar la comprension de patrones, relaciones y cambios desde una perspectiva de las
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matematicas mas contextualizada, interconectada y palpable, que permite explorar
situaciones problemas, crear modelos matematicos y evidenciar sus aplicaciones en

contextos cotidianos. De acuerdo con el MEN (1998):

Proponer el inicio y desarrollo del pensamiento variacional como uno de los
logros para alcanzar en la educacion basica, presupone superar la ensefianza de
contenidos matematicos fragmentados y compartimentalizados, para ubicarse
en el dominio de un campo conceptual que involucra conceptos y
procedimientos interestructurados y vinculados que permitan analizar,
organizar y modelar mateméticamente situaciones y problemas tanto de la
actividad practica del hombre como de las ciencias y las propiamente

matematicas donde la variacion se encuentre como sustrato de ellas (pag.49).
Conforme al MEN (2006), para el desarrollo del pensamiento variacional son muy
apropiadas las actividades como: analizar de qué forma cambia, aumenta o disminuye la
forma o el valor en una secuencia de figuras, nimeros o letras; formular hipotesis respecto
al siguiente término en una sucesion; representar ese término de forma oral, escrita o por
medio de dibujos, e intentar formular un procedimiento o algoritmo que dé cuenta del
patron encontrado para posteriormente confirmar o refutar dicho procedimiento y

generalizarlo.

El estudio de los patrones esta relacionado con conceptos claves del
pensamiento variacional, tales como la nocidon de constante y variable, la
funcion; la razon de cambio, y la relacion de dependencia e independencia entre
variables. Ademas, el estudio de patrones también se relaciona con los diversos
tipos de modelos funcionales asociados a ciertas familias de funciones, como las

lineales y las afines; las polindmicas y las exponenciales (pag. 22)
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En ese sentido, la funcion lineal representa un pilar del pensamiento variacional, ya
que posibilita modelar y analizar situaciones de cambio en contextos como el de las
ciencias y el de la vida practica. Su estudio permite formular conjeturas respecto a los
términos en una sucesion, facilita la identificacion de patrones, establece generalizaciones y
fomenta el uso de sus representaciones en distintos registros. Ademas, la funcion lineal
proporciona un marco para analizar la interaccioén entre magnitudes y comprender
conceptos como la variable y la constante, asi como las relaciones de dependencia e

independencia.

Los escenarios donde aparece la nocioén de funcion establecen relaciones
funcionales entre los mundos que cambian, de esta manera la funcion surge como
herramienta de conocimiento necesaria que permite conectar patrones de variacion entre

variables, predecir y controlar el cambio (MEN, 1998).

El MEN (1998) indica que, para iniciar el estudio de la funcion, el registro tabular
toma un papel importante al mostrar la funcion en forma numérica y la comprension de la
variable. Asimismo, resalta que es importante seleccionar situaciones problemas que
enfrenten a los estudiantes a la formulacién de expresiones algebraicas o construccion de
formulas. Demana (1990) (como se cita en MEN, 1998) "la exposicion repetida de
construcciones de formulas, como expresiones que explicitan un patron de variacion, ayuda
a los estudiantes a comprender la sintaxis de las expresiones algebraicas que apareceran

después del estudio del algebra" (pag. 50)
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De esta manera, el aprendizaje de la funcidn lineal en la educacion basica
secundaria debe centrarse en promover la comprension del cambio de las relaciones entre
variables, mas alla del simple dominio algoritmico de sus expresiones, a través de
situaciones inmersas en la vida diaria que le permitan al estudiante explorarlas, analizarlas,
modelarlas y representarlas, favoreciendo la aproximacion de los elementos de estas

situaciones, en las que se palpe una vision humana y util de las matematicas.

De acuerdo con el MEN (1998, 2006), las matematicas deben concebirse como una
actividad humana, en la cual lo empirico e intuitivo debe tomar valor en el proceso de
construccion del conocimiento matematico. Ademas, se enfatiza en la necesidad de superar
la ensefianza fragmentada de contenidos, promoviendo un aprendizaje basado en

situaciones problematicas emergentes de la vida cotidiana de los estudiantes.

En cuanto a la comprension de patrones, cambios, relaciones de dependencia e
independencia, y el andlisis de variaciones en diferentes registros, el MEN (1998, 2006)
hacen referencia que son conceptos claves para el desarrollo del pensamiento variacional.
Por su parte, la funcion lineal, desempefia un papel fundamental, ya que permite modelar
situaciones de cambio, identificar patrones y representarlos en distintos registros,
favoreciendo la comprension de la variacion entre variables implicadas en situaciones

cotidianas.

Si bien los Estandares Basicos de Competencias en Matematicas (2006), establecen
que en el grado noveno de la educacion secundaria se promueva la construccion formal del

concepto de funcidn lineal, el recurso curricular propuesto no se vincula directamente con
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un estandar especifico sefalado por el MEN (2006), puesto que este constituye una
introduccién de conceptos elementales para su futura construccion formal, que se propone

en el ciclo octavo — noveno.

En este sentido, los documentos curriculares dan cuenta de la orientacion para
propuestas educativas enmarcadas en el pensamiento variacional, promoviendo un enfoque
contextualizado desde una perspectiva social que permita dar significado y sentido a
situaciones de variacion en su entorno. La orientacion del marco legal y curricular,
constituyen un fundamento esencial para el desarrollo del presente proyecto que propone el

cuento como un recurso curricular para una aproximacioén a la funcion lineal.

2.1.2. EI cuento como un recurso curricular

El término "recurso" en el ambito de la educacion suele ser un término diverso y
ambiguo, ente de diversas investigaciones e interpretaciones, sin embargo, la nocion de

recurso para las matematicas escolares:

e ‘“se extiende mas alla de los recursos materiales y humanos bésicos para incluir
una gama de otros recursos humanos y materiales, asi como recursos
matematicos, culturales y sociales” (Adler, 2000, pag. 210, citado en Rezat,
2024, pag. 224).

e Ruthven (2019, pag. 44, citado en Rezat, 2024, pag. 210) ofrece otra definicion,
concibiendo un recurso como "materiales relacionados con el curriculo,

destinados a apoyar el aprendizaje o la actividad docente".
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Rezat (2024) combina estas dos definiciones para establecer lo que es un recurso
curricular, incluyendo programas y herramientas, impresas y digitales. Ampliando de esta

manera las anteriores definiciones, adaptandolas a la era digital.

Al término curriculo también se le han asociado diferentes significados. Este se
asocia tanto como con las oportunidades de aprendizaje, como con las trayectorias
hipotéticas de aprendizaje. Para Schmidt et. al. (1997) “el curriculo proporciona un
esquema basico de oportunidades educativas planificadas y secuenciadas que expresan los
objetivos e intenciones de las autoridades educativas” (citado en Rezat, 2024, pag. 224).
Esta definicion se refiere a que el curriculo es una estructura brindada por las autoridades

curriculares con el fin de ordenar la gestion escolar (Rezat, 2024).

Tradicionalmente el curriculo ha sido mediado por libros de texto y guias docentes,
sin embargo, los recursos curriculares pueden incluir tecnologias digitales, entornos de
aprendizaje o plataformas (Rezat, 2024). De este modo se propone integrar las anteriores
definiciones y afiade el componente digital para crear una definicion de recurso curricular.
Segtin el autor, este es todo tipo de material, fisico o digital, que actlia como mediador del
curriculo a través de trayectorias y oportunidades de aprendizaje, enfocado en un area
especifica de las matematicas, un nivel de escolaridad y que esté alineado con los

propdsitos y objetivos descritos por las autoridades educativas.

Por lo anterior, un recurso curricular se define como aquel recurso que cumple las
condiciones de: a) presenta una secuencia de actividades; b) tiene como proposito el

aprendizaje de un objeto matematico; c¢) tiene una poblacion objetivo; y d) articula el objeto
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matematico y la poblacion objetivo teniendo en cuenta lo dicho por las autoridades

educativas. En este sentido, el cuento creado para el presente trabajo se clasifica dentro de

esta definicion, ya que cumple con las 4 condiciones:

1.

Presenta una secuencia de actividades: El cuento presenta una secuencia de
actividades contextualizadas en un mundo de ensuefio en el que se presentan las
matematicas como las describe la Educacion Matematica Realista, de manera util y
con un sentido mas cercano a la realidad de los estudiantes.

Tiene como propdsito el aprendizaje de un objeto matematico: El cuento estéa
escrito con el proposito de desarrollar el pensamiento variacional por medio de una
secuencia de actividades que aproximan al estudiante a la funcién lineal. Estas
actividades estan presentadas para que los estudiantes desarrollen su pensamiento
variacional de manera progresiva, teniendo en cuenta los niveles del razonamiento
covariacional que describe Carlson et. al. (2003).

Es decir, las primeras actividades presentan actividades que buscan potenciar los
primeros niveles del razonamiento covariacional en los estudiantes y de manera
progresiva las actividades van avanzando en los niveles del razonamiento
covariacional, hasta llegar al nivel 4.

Una poblacion objetivo: El cuento tiene como poblacion objetivo el grado noveno
de la educacion basica secundaria.

Articula el objeto matematico y la poblacion objetivo teniendo en cuenta lo
dicho por las autoridades educativas: El cuento est escrito teniendo en cuenta lo

dicho por el Ministerio de Educacion Nacional respecto a los conceptos
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matematicos que deben aprender los estudiantes en el grado noveno de la educacion
basica secundaria. El Ministerio de Educacién Nacional (2006) sugiere que en grado
noveno se debe introducir la modelacion matematica y la funcion lineal.

Es por esto por lo que el cuento cumple con la caracteristica numero 4, ya que esta
escrito para el desarrollo del pensamiento variacional por medio de una
aproximacion a la funcion lineal, trabajada a la luz de la modelacion matematica

descrita por el Ministerio de Educacién Nacional (1998).

El cuento elaborado en el marco de este trabajo de investigacion, ademds de cumplir
con los criterios de un recurso curricular, constituye una propuesta que promueve el
desarrollo del pensamiento variacional a partir de situaciones contextualizadas,
significativas y alineadas con los Lineamientos Curriculares. Al integrar elementos
narrativos con una secuencia de actividades matematicamente estructuradas, el cuento
ofrece a los estudiantes una oportunidad de aprendizaje progresiva, coherente y cercana a

su realidad.

2.2. Perspectiva matematica de la Funcion Lineal

Es ampliamente reconocido que la nocién de funcion ha desempefiado un papel
fundamental en la historia de las matematicas, debido a su capacidad para modelar y

describir una amplia variedad de fendémenos en distintos contextos.

En particular, la funcidn lineal se ha constituido en una herramienta esencial en
diversas disciplinas: en economia, permite analizar comportamientos de mercado y apoyar

la toma de decisiones; en fisica e ingenieria, es utilizada en el estudio del movimiento
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rectilineo uniforme y en el anélisis de leyes eléctricas; en quimica, facilita procesos como la
estequiometria y la espectrofotometria; en las ciencias sociales, posibilita el analisis de
tendencias; y en la vida cotidiana, se aplica en situaciones practicas como la elaboracion de

presupuestos o la eleccion de planes de telefonia, entre otros.

Por lo anterior, se reconoce la importancia del estudio de la funcion lineal, tanto en
ambitos cientificos como en ambitos cotidianos. Por esto, el recurso curricular desarrollado
esta realizado con la intencion de brindar a los estudiantes una aproximacion a la funcion

lineal por medio de un cuento.

Con respecto a la funcion, se toma de referente la novena edicion del libro de

Larson y Edwards (2010), en la cual presentan la siguiente definicion de funcion:

Una relacion entre dos conjuntos X y Y es un conjunto de pares ordenados, cada
uno de la forma (x, y), donde x es un elemento de X y y un elemento de Y. Una
funcién de X a Y es una relacion entre X y Y con la propiedad de que, si dos
pares ordenados tienen el mismo valor de x, entonces también tienen el mismo
valor de y. La variables x se denomina variable independiente, mientras que la

variables y se denomina variable dependiente. (pag. 78).

Entrando mas especificamente en la definicion de la funcion lineal, Posada y Villa
(2006) la definen como la relacion entre dos cantidades de magnitud cuya razon de cambio
es constante. Es decir, en una situacion de variacion lineal, el cambio de las variables es un

cambio constante, cambio que se suele relacionar generalmente con una linea recta.
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La funcion lineal puede ser representada en: grafica, tablas, de manera verbal, con la
que se comunica en lenguaje natural la situacion y la representacion algebraica, esta Gltima
hace uso del lenguaje algebraico para poder brindar un modelo de la situaciéon de variacion

en cuestion.

La construccion de los distintos modelos de variacion coincide en identificar los
elementos de la situacioén de variacion. Ademas, el presente trabajo de investigacion se
centra en una aproximacion a la funcion lineal, por lo que la atencidn se guia hacia la
identificacion y apropiacion de los elementos que componen la funcion lineal, es decir, las
variables, las relaciones que existen entre las variables, las constantes, la razén de cambio,

el analisis de distintas representaciones como la grafica, tabular y verbal.

Variables:

El término variable ha sido relacionado a diferentes palabras como: simbolo,
parametro, argumento, espacio vacio, entre otras, por lo que se considera que el término
tiene distintos significados que dependen del contexto en el que aparece (Usiskin, 1988,

citado en Fiscue, 2023, pag. 30).

En este sentido, una variable puede definirse como cualquier condicion que puede
cambiar o modificarse, ya sea en términos cuantitativos o cualitativos (Paredes, 2009,
citado en Fiscue, 2023), lo que justifica su denominacion. Ademas, para que una
caracteristica sea considerada una variable, debe ser medible; es decir, debe poder asumir
distintos valores y representarse mediante un simbolo al que se asignan nimeros o

magnitudes determinadas (MEN, 2006).
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En un contexto donde se analiza la covariacion entre cantidades, es fundamental
distinguir entre dos tipos de variables: la variable independiente y la variable dependiente.

Segun Stewart (2012), estos dos tipos de variables se definen de la siguiente manera:

El numero f (x) es el valor de fen x y se lee ‘f de x’. El rango de f es el conjunto
de todos los valores posibles de f (x) conforme x varia a través de todo el
dominio. Un simbolo que representa un nimero arbitrario en el dominio de una
funcién f se llama variable independiente. Un simbolo que representa un

nimero en el rango de f se conoce como variable dependiente. (pag. 10).

Es ampliamente reconocido que en la vida cotidiana se presentan numerosos tipos
de variables, aunque los estudiantes muchas veces no logran identificarlas correctamente ni
comprenden como tratarlas, manipularlas u operarlas en contextos especificos. Por ello, es
parte fundamental el fortalecer el estudio del concepto de variable como un componente
esencial en la formacion del pensamiento variacional. Algunos ejemplos cotidianos de
variables incluyen: la estatura de una persona, la hora del dia, la cantidad de liquido en un

recipiente, la temperatura de un alimento o el dia de la semana, entre muchos otros.

Razon de cambio:

Swokowski (1982) presenta dos perspectivas para ver la pendiente de una recta, la
primera tiene que ver con el grado de inclinacion de la recta con respecto al eje x; y la
segunda perspectiva se puede ver como la razéon de cambio de una magnitud con respecto a
la otra. La razén de cambio permite analizar de qué manera se comportan los datos, ya sea

de manera instantdnea o de manera general, en el caso de las situaciones de variacion lineal,
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estas dos ultimas seran siempre las mismas. En este sentido, Larson, Hostetler y Edwards
(1999, citado en Caicedo, 2021) definen la pendiente como razoén de cambio de la siguiente

mancra:

La pendiente de una recta puede interpretarse bien como una razoén o proporcion o
bien como una tasa o ritmo de variacion. Si los ejes X e Y tienen la misma unidad de
medida, la pendiente no tiene dimension y es una razoén o proporcion. Si los ejes X e

Y tienen distintas unidades de medida, la pendiente es una tasa o ritmo de cambio.
(pag. 46)
Las distintas situaciones presentadas a lo largo del recurso son actividades de
variacion lineal, en las que la pendiente de las mismas se presenta como una tasa o ritmo de

cambio, debido a que los ejes X e Y tienen distintas unidades de medida.

Representaciones:

Una funcion f de la forma f(x) = mx + b se denomina funcion lineal porque su
gréfica es la grafica de la ecuacion y = mx + b, la cual representa una recta con pendiente
m y punto de interseccion b en y (Diaz y Chamizo, 2019). Chéavez Lopez et. al. (2010,
citado en Caicedo, 2021) expresan que existen diferentes tipos de representacion de la

funcion lineal:

- Representacion verbal: Se presenta una descripcion con palabras, de la relacion entre
variables implicadas.
- Formula algebraica: Se presenta una expresion algebraica en la que se muestra la

relacion entre variables.
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- Representacion tabular: Se presenta una tabla en la que aparecen algunos de los
valores que toman las distintas variables implicadas en la situacion.

- Diagrama sagital: Se presentan dos diagramas en los que se muestra una relacion de
correspondencia entre valores que toman las variables relacionadas.

- Grafica: Se presenta una representacion en un plano cartesiano, en la que se

relacionan dominio y rango.

La representacion grafica de una funcion lineal puede variar dependiendo de los
valores que tomen los elementos que la componen, es decir, si la pendiente es positiva,
negativa o cero, si el valor de corte con el eje Y es cero o distinto de cero. A continuacion,
se presentan algunos ejemplos de los distintos tipos de representacion grafica de una

funciodn lineal.

Funcion constante

Uno de los casos mencionados anteriormente es cuando la pendiente es igual a cero
(m = 0). Con esto, la funciéon f toma la forma f(x) = b, donde b tiene un valor constante
determinado por la situacion, la funcion f de esta forma recibe el nombre de funcién
constante, debido a que todos sus valores son siempre el mismo niimero. Su grafica es la
recta horizontal determinada por la ecuacién y = b. La Ilustracion 1 muestra la grafica de

la funcién constante f(x) = 3.
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llustracion 1 Grafica de la funcion f(x) = 3
Funcion lineal

Cuando la pendiente es diferente de cero (m # 0) se le conoce como funcion lineal.
Segtin Roldan (2013), “una funcion lineal tiene la expresion analiticay = f(x) = mx + b
donde m y b son niimeros reales y m # 0” (citado en Angulo y Renteria, 2023, pag 42),
esto mismo se divide en dos casos, uno de estos es en el que la pendiente es mayor a cero
(m > 0) y otro en el que la pendiente es menor a cero (m < 0). La diferencia entre la
pendiente positiva o negativa es que cuando una funcion f cuenta con una pendiente
positiva (m > 0), sus valores cambian de manera creciente, y cuando la funcion f cuenta
con una pendiente negativa (m < 0), sus valores cambian de manera decreciente. Ejemplo

de una funcién f con m > 0 se muestra en la Ilustracion 2:



52

/ o Ry

llustracion 2 Grdfica de la funcion f(x) = 2x + 1
Funcion lineal afin

Cuando en la funcion f(x) = mx + b, b toma valor igual a cero (b = 0), la funcién
f se la conoce como funcion lineal afin. Ejemplo de grafica de una funcion lineal afin (ver

[lustracion 3):

llustracion 3 Grdfica de la funcion f{x)=2x
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Estos fundamentos se integran en el cuento como base para el desarrollo del
pensamiento variacional, determinan la estructura de la propuesta de investigacion. Estos se
integran gradualmente en las situaciones presentadas a lo largo del cuento, con el propdsito
de aproximar a los estudiantes a una comprension de la funcién lineal y el desarrollo del

pensamiento variacional en los estudiantes del noveno grado.

2.3. Perspectiva didactica

En este apartado se presentan los dos referentes que soportan este trabajo y
posibilitan el analisis de las producciones de los estudiantes respecto al uso del cuento
como recurso curricular enmarcado en el enfoque de la Educacion Matematica Realista y el

Razonamiento Covariacional.

Se abordan los principios fundamentales de la EMR, haciendo énfasis en el
principio de niveles de matematizacion, que constituye uno de los ejes centrales del trabajo
en curso, al permitir comprender la manera en que los estudiantes transitan en situaciones

contextualizadas brindadas en el recurso curricular.

Asimismo, se presenta el marco del razonamiento covariacional y los niveles de
razonamiento covariacional que permite estudiar la capacidad de coordinacion de dos
cantidades covariantes mientras se atiende a las formas en que cada una de ellas cambia con
respecto a la otra. Esta articulacion de los dos marcos teoricos permite una base sélida para
analizar las formas en que los estudiantes avanzan en los niveles de matematizacion y

razonamiento covariacional, mediante el recurso curricular que promueve una nocioén
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realista y significativa hacia una aproximacion de la funcion lineal que posibilite el

pensamiento variacional.

2.3.1. Enfoque Educacion Matemdtica Realista

El enfoque en la Educacion Matematica Realista (EMR) se desarrolld en la década
de 1960 y fue fundada por el matematico Hans Freudenthal. Su origen llega como respuesta
al movimiento de la Matematica Moderna y al enfoque algoritmico de la ensefianza de las
matematicas, del cual emergio la idea principal de la EMR: las matematicas deben
percibirse como una actividad humana vinculada con la realidad, a la cual todas las
personas deben tener acceso. “Hay una cosa que necesitamos [decidir] urgentemente, si la
imagen de la matematica es para una élite o para todos — una imagen de la matemadtica para
la totalidad de la educacion” pag.63 (Freudenthal, 1973) como se cita en Bressan, Gallego,

Pérez, & Zolkower, 2016)

A diferencia de los métodos tradicionales y el orden convencional de ensefiar los
conceptos matematicos y luego aplicarlos, las Matematicas Realistas proponen ensefiar las

matematicas como una herramienta util, con énfasis en el proceso y no en el resultado.

Esto hace referencia a que las matematicas no deben ser vistas s6lo como un
conjunto de resultados o férmulas a memorizar, sino como un proceso dinamico de
construccion y exploracion, en el cual los estudiantes desarrollen habilidades matematicas y
de pensamiento critico que se puedan aplicar en problemas cotidianos. El aprendizaje no
debe radicar en dominar algoritmos, sino en el proceso de llegar a estos; no en el algebra,

sino en la actividad de algebrizar, y no en las abstracciones, sino en la accion de abstraer.
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Esto implica que aprende las matematicas debe enfatizarse mas en la actividad misma de
hacer matemadticas que en el resultado final, permitiendo a los estudiantes ser entes activos

de la construccion de su conocimiento matematico.

Este enfoque permite a los estudiantes vivir las matematicas como una experiencia
practica, acceder a conocimientos, objetos y destrezas enmarcadas en tareas matematicas
realistas que impulsan la necesidad del uso de herramientas matematicas para su
organizacion y solucion en el mundo que nos rodea, lo que, en el marco de La Educacion

Matematica Realista se le llama “matematizar”.

Para la Educacion Matematica Realista, la ensefianza y aprendizaje de las

matematicas se fundamenta en seis principios esenciales:

e Principio de actividad: se basa en que las matematicas deben verse como una
actividad humana, cuya finalidad es matematizar el mundo que nos rodea. Esta
posee un valor educativo en la medida en que permite comprender y participar en la
organizacion de diversos aspectos en un entorno real y cercano a los individuos. Por
ello, se enfatiza en que el punto de partida de las matematicas deben ser las
actividades cotidianas de las personas que generen la necesidad de hacer uso de
herramientas matematicas para su organizacion y solucion.

e Principio de realidad: se centra en que el aprendizaje matematico debe originarse
en la realidad, entendida no s6lo como el mundo tangible, sino como algo que puede
ser imaginable y cobrar sentido en un cierto escenario. “Yo prefiero aplicar el

término ‘realidad” a lo que la experiencia del sentido comtn toma como real en un
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cierto escenario” Freudenthal (1991) (como se cita en Bressan, A. 2005). Al

respecto, se espera que, a partir de este contexto, los individuos puedan empezar a

formalizar los contenidos matematicos.

Principio de niveles: radica en que las estrategias y nociones intuitivas de los

alumnos puestas en juego en las situaciones realistas deben avanzar en determinados

niveles de formalizacion. Estos niveles estan relacionados con la matematizacion
horizontal y la matematizacion vertical. La matematizacion horizontal conduce del
mundo de la vida al mundo de los simbolos, en el que los individuos viven, actiian
y experimentan, mientras que la matematizacion vertical implica la creacion,
recreacion y manipulacion de simbolos de forma mecanica, integral y manera

reflexiva (Mejia, 2016).

- La matematizacion horizontal: es percibida como el cambio del mundo real al
mundo de los simbolos, la cual involucra transformar un problema del “mundo
real” (cotidianidad) en un problema matematico, haciendo uso de la intuicion,
la observacion, sentido comun y la experiencia. Se lleva a cabo dentro de las
matematicas mismas, es decir, la evolucion que tenga el estudiante en cuanto a
los conocimientos de contenidos matemdticos y en diferentes niveles de
abstraccion.

- La matematizacion vertical: se basa en la evolucion y la transicion del
estudiante en sus conocimientos matematicos en el dmbito de la realidad
matematica, mediante el uso de esquemas, generalizaciones, pruebas, rigor y

simbolizacion.
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En este proceso, se tiene en cuenta que los estudiantes pasan por cuatro niveles de
comprension: el nivel situacional, enmarcado en la matematizacion horizontal, y el nivel

referencial, nivel general y nivel formal, correspondientes a la matematizacion vertical.

Nivel situacional: el estudiante hace uso de la matematizacion horizontal,
mediante su experiencia y conocimientos informales para la organizacion y
solucion de una situacion problema.

Nivel referencial: aparecen las representaciones, esquemas, modelos graficos,
procedimientos y descripciones que hacen los estudiantes de un problema. Es
decir, surgen “modelos de” una situacion particular.

Nivel general: el alumno reflexiona sobre los conceptos y estrategias utilizados y
puede llegar a generalizar lo producido en el nivel referencial. Por esto se reconoce
los “modelos para” la resolucion de situaciones generalizadas.

Nivel formal: se hace énfasis en el uso comprensivo de los conceptos y

procedimientos de manera abstracta y simbolica.

Estos niveles de comprension no son lineales, sino dinamicos, lo que conlleva a que
se pueda transitar entre ellos. Mas que describir qué puede hacer el alumno en cada nivel,
estos permiten seguir sus procesos globales de aprendizaje. Se espera que los alumnos
puedan moverse de un nivel a otro siempre que lo necesiten, ya que ninguno esta totalmente
separado y los de mayor nivel incorporan los conocimientos de los niveles inferiores
(Bressan, Gallego, Pérez & Zolkower, 2016). Sin embargo, para que estos niveles
funcionen, deben estar basados en contextos concretos y ser lo suficientemente flexibles

para aplicarse en los niveles avanzados.
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e Principio de reinvencion guiada: reconoce el papel crucial del docente en la
educacion como el sujeto que media entre los alumnos y las situaciones
problemaéticas, entre los mismos alumnos; y entre sus producciones informales y las
herramientas formales. Para Freudenthal, la matematica no es otra cosa que una forma
de sentido comun, s6lo que mas organizada (Bressan, A. 2005, pag.5), por ello el
docente debe actuar como guia en la transicion del conocimiento informal de los
individuos hacia el uso de herramientas matematicas formales propias de la disciplina.

e Principio de interaccion: el aprendizaje de las matematicas no ocurre de manera
aislada, sino que es una actividad social que se produce mediante la interaccion
colectiva entre el docente y el estudiante, y también entre los mismos estudiantes.
Esta interaccion promueve el logro de dirigir a los estudiantes hacia los niveles de
comprension mas altos.

e Principio de interconexion o interrelacion: la EMR pretende ensefiar las
matematicas de forma articulada y conectada, evitando la fragmentacion del
conocimiento. Esto debido a que aplicar las matematicas es muy dificil si cada eje es
ensefiado de manera aislada, negando las conexiones que los cruzan, ya que
comunmente en las aplicaciones se necesita mas que solo conocimientos de la
aritmética, o el algebra o solo la geometria para solucionar un problema (Bressan,
Gallego, Pérez & Zolkower, 2016). En este sentido, las unidades presentes en las
situaciones dadas en el aula, deben tener conexion entre ellas e instar al estudiante a

hacer uso de estas de manera conjunta.
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Esta perspectiva de la Educacion Matematica Realista, que considera el valor
educativo de las matematicas al facilitar la participacion activa en el mundo oscilante,
mediante la organizacion que esta hace del entorno social como una actividad humana,
promueve una de las ideas centrales de esta investigacion que es apoyar el estudio de la
variacion y el cambio en situaciones asociadas a la funcion lineal desde una vision real y
accesible. Para efectos del desarrollo de la investigacion, el énfasis estara en uno de los
principios claves de la EMR, el principio de niveles, que permite el analisis del proceso de
aprendizaje de los alumnos observado al transitar por los niveles de matematizacion al

abordar las situaciones propuestas en el recurso curricular.

2.3.2. Razonamiento covariacional

El razonamiento covariacional es abordado, segiin Carlson et al (2003), como las
“actividades cognitivas implicadas en la coordinacion de dos cantidades que varian
mientras se atiende a las formas en que cada una de ellas cambia con respecto a la otra”
(p-130). En este enfoque, se muestra la funcién como una relacion de covariacion entre las
cantidades implicadas en la variacion. Ademas, brinda una caracterizacion de este tipo de
pensamiento a través de unos niveles de razonamiento covariacional a los que puede llegar
un estudiante, los cudles se evidencian en acciones mentales y registros que manifiestan los

estudiantes al enfrentar una situacion de variacion.

Tabla 1: Descripcion y Comportamientos de las acciones Mentales

Accion

Descripcion de la accion mental Comportamientos
mental

AMI Coordinacion del valor de una Designacion de los ejes con indicaciones
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variable con los cambios en la otra.

verbales de coordinacion de las dos variables
(e.g., y cambia con cambios en x).

AM2

Coordinacion de la direccion de
cambio de una variable con los
cambios en la otra variable.

Construccion de una linea recta creciente.
Verbalizacion de la consciencia de la direccion
del cambio del valor de salida mientras se
consideran los cambios en el valor de entrada.

AM3

Coordinacion de la cantidad de
cambio de una variable con los
cambios en la otra variable.

Localizacion de puntos/construccion de rectas
secantes. Verbalizacion de la consciencia de la
cantidad de cambio del valor de salida mientras
se consideran los cambios en el valor de
entrada.

AM4

Coordinacion de la razon de cambio
promedio de la funcién con los
incrementos uniformes del cambio
en la variable de entrada.

Construccion de rectas secantes construidas
para el dominio. Verbalizaciéon de la
consciencia de la razon de cambio del valor de
salida (con respecto al valor de entrada)
mientras se consideran incrementos uniformes
del valor de entrada.

AMS

Coordinacion de la razon de cambio
instantanea de la funcion con los
cambios continuos en la variable

independiente para todo el dominio

de la funcién.

Construccidn de una curva suave con
indicaciones claras de los cambios o
concavidad. Verbalizacion de la consciencia de
los cambios instantaneos en la razén de cambio
para todo el dominio de la funcién (los puntos
de inflexion y la direccion de las concavidades
son correctos).

Nota. Fuente: Carlson, (2003).

Las acciones mentales se organizan en cinco niveles progresivos empezando desde

(AM1) hasta la altima (AMS5), que muestran el desarrollo del razonamiento covariacional

de los estudiantes. La primera accion mental consiste en identificar verbalmente que algo

esta cambiando en una situacion determinada. La segunda hace referencia a la direccion del

cambio, es decir, si aumenta, disminuye o permanece constante. La tercera corresponde a la

concienciacion de las medidas involucradas, esto es, comenzar a medir y cuantificar los

cambios identificados y establecer relaciones numéricas entre las cantidades.
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La cuarta accion mental implica que el estudiante sea capaz de construir esbozos de
la situacion, y como consecuencia, logre relacionar cudnto cambia una cantidad respecto a
otra; es decir, coordinar la razéon de cambio promedio de una funcién con las variaciones de
la variable independiente. En la ultima accion mental, se espera que el estudiante haya
construido una imagen mental solida del fendémeno de cambio y se haya apropiado de sus
propiedades y caracteristicas fundamentales. Esto se evidencia en su capacidad para
reconocer cambios instantdneos, asi como para identificar aspectos del comportamiento de

una funcién como la concavidad y los puntos de inflexion, en caso de que existan.

Para percibir la evolucion del razonamiento covariacional y clasificar las acciones
mentales manifiestas de los estudiantes al enfrentarse a situaciones de covariacion, Carlson
et al. (2003) propone, de acuerdo a las acciones mentales, cinco niveles de razonamiento,

los cuales se presentan en la siguiente tabla:

Tabla 2: Niveles de razonamiento covariacional

NIVELES DE RAZONAMIENTO COVARIACIONAL
El marco conceptual para la covariacion describe cinco niveles de desarrollo de las imagenes de
la covariacion. Estas imagenes de covariacion se presentan en términos de las acciones
mentales sustentadas por cada imagen.
Nivel 1 (N1). Coordinacion.
En el nivel de coordinacion, las imagenes de la covariacion pueden sustentar la accidn mental
de coordinar el cambio de una variable con cambios en la otra variable (AM1).
Nivel 2 (N2). Direccion.
En el nivel de direccion, las imagenes de la covariacion pueden sustentar las acciones mentales
de coordinar la direccion del cambio de una de las variables con cambios en la otra. Las

acciones mentales identificadas como AM1 y AM2, ambas son sustentadas por imagenes de
N2.
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Nivel 3 (N3). Coordinacion cuantitativa.

En el nivel de la coordinacion cuantitativa, las imagenes de la covariacion pueden sustentar las
acciones mentales de coordinar la cantidad de cambio de una variable con cambios en la otra.
Las acciones mentales identificadas como AM1, AM2 y AM3 son sustentadas por las imdgenes
de N3.

Nivel 4 (N4). Raz6n promedio.

En el nivel de la razon promedio, las imagenes de covariacion pueden sustentar a las acciones
mentales de coordinar la razon de cambio promedio de una funcion con cambios uniformes en
los valores de entrada de la variable. La razén de cambio promedio se puede descomponer para
coordinar la cantidad de cambio de la variable resultante con los cambios en la variable de
entrada. Las acciones mentales identificadas como AM1 hasta AM4 son sustentadas por

imagenes de N4.

Nivel 5 (N5). Razon instantanea.

En el nivel de la razon instantanea, las imagenes de covariacion pueden sustentar a las acciones
mentales de coordinar la razon de cambio instantanea de una funcion con cambios continuos en
la variable de entrada. Este nivel incluye una conciencia de que la razén de cambio instantdnea
resulta de refinamientos mas y mas pequefios en la razéon de cambio promedio. También
incluye la conciencia de que el punto de inflexion es aquel en el que la razéon de cambio pasa de
ser creciente a decreciente o, al contrario. Las acciones mentales identificadas como AM1 a

AMS son sustentadas por imagenes de N5.

Nota Fuente: Carlson, M., Jacobs, S., Coe, E., Larsen, S., & Hsu, E. (2003).

Esta caracterizacion de los Niveles de Razonamiento Covariacional y las Acciones
Mentales que puede evidenciar un estudiante, junto con los Niveles de Matematizacion de
la Educacion Matematica Realista, constituyen los referentes tedricos para el analisis de las
producciones de los estudiantes en el desarrollo de las diferentes actividades presentadas a

lo largo del recurso curricular.
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Para una mayor precision a la hora de utilizar estos enfoques se tuvo en cuenta la
Tabla 3 realizada por Posso (2020), en la que relaciona estas dos perspectivas para la
clasificacion de las actividades del recurso curricular, en cuanto a los Niveles de
Matematizacion y los Niveles de Razonamiento Covariacional que se espera evidenciar en

las producciones de los estudiantes.

Debido a que el presente trabajo de investigacion se centra en brindar una
aproximacion inicial a la funcion lineal, que posteriormente debera ser conceptualizada y
formalizada, las actividades del recurso curricular abordan los Niveles de Matematizacion

situacional, referencial y general; y los niveles 1, 2, 3 y 4 de Razonamiento Covariacional.



Tabla 3: Articulacion niveles de matematizacion y niveles de razonamiento covariacional
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El Razonamiento Covariacional

Propuesta de aula

Niveles de razonamiento

Modelacion segin la EMR Acciones Mentales .. S1 S2
covariacional
_ Nivel situacional
«g Los estudiantes acuden a sus
g conocimientos informales
E para atender los primeros
p acercamientos a la situacion,
‘2 | posteriormente identificar las
g matematicas en el contexto
é para luego visualizarlas,
g esquematizarlas,
>~ reformularlas y descubrir
regularidades.
N1. Coordinacion: Las
. imagenes de la covariacion
Comportamiento: -,
. . . pueden sustentar a la accién
AMI1: Designacion de los ejes .
., o mental de coordinar el

_ Coordinacion del con indicaciones verbales . .
< . . L, cambio de una variable con
S Nivel referencial valor de una de coordinacion de las dos . . AlP1
= . . cambios en la otra variable.
) Aparecen y se emplean variable con los variables. ) - . (AM1)
> , . . . N2. Direccion: Las imagenes
o modelos graficos, materiales | cambios de otra. Comportamiento: de la covariacion pueden
= o notacionales de la situacion | AM2: Construccion de una linea P A1P2P3 | A3P2P3
2 . . . sustentar a las acciones
S trabajada. Los modelos se | Coordinacion de la | recta creciente. . (AM2) | (AM2)
= . . . . mentales de coordinar la
< consideran modelos de, en | direccion del Verbalizacion de la . . .
g . . . .y direccion del cambio de una
2 cuanto a que hacen parte de | cambio de una consciencia de la direccion . . A2
= . L, ; . . de las variables con cambios
s una situacion particular. variable con los del cambio del valor de (AM2)

cambios en la otra
variable.

salida mientras se
consideran los cambios en
el valor de entrada.

en la otra. Las acciones
mentales identificadas como
AM1 y AM2 ambas son
sustentadas por imagenes de
N2.




Nivel general
Se acentlia mas la reflexion y
se pasa a preocuparse de los
procesos empleados,
conceptos, estrategias,
modelos, con el propdsito de
llegar a la generalizacion de
tal forma que se puedan
considerar formas de
tratamiento adecuadas para
situaciones con
caracteristicas idénticas. En
este nivel los modelos se
constituyen en modelos para,
al relacionarse con casos que
sean parecidos donde se
pueden emplear estos
modelos.

AM3:
Coordinacion de la
cantidad de cambio
de una variable con
los cambios en la
otra variable.
AM4:
Coordinacion de la
razén de cambio
promedio de la
funcion con los
incrementos
uniformes del
cambio en la
variable de entrada.

Comportamiento:
Localizacion de
puntos/construccion de
rectas secantes.
Verbalizacion de la
consciencia de la cantidad
de cambio del valor de
salida mientras se
consideran los cambios en
el valor de entrada.
Comportamiento:
Construccion de rectas
secantes contiguas para el
dominio. Verbalizacion de
la consciencia de la razon
de cambio del valor de
salida (con respecto al
valor de entrada) mientras
se consideran incrementos
uniformes del valor de
entrada.

N3. Coordinacion
cuantitativa: Las imagenes
de la covariacién pueden
sustentar a las acciones
mentales de coordinar la
cantidad de cambio en una
variable con cambios en la
otra. Las acciones mentales
identificadas como AMI,
AM?2 y AM3 son sustentadas
por las imagenes de N3.

N4. Coordinacion: Las
imagenes de covariacion
pueden sustentar a las
acciones mentales de
coordinar la razén de cambio
promedio de una funcién con
cambios uniformes en los
valores de entrada de la
variable. La razoén de cambio
promedio se puede
descomponer para coordinar
la cantidad de cambio de la
variable resultante con los
cambios en la variable de
entrada. Las acciones
mentales identificadas como
AMI1 hasta AM4 son
sustentadas por imagenes de
N4.

A3
(AM3)
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Al
(AM4)

A2
(AM4)

A3P1P4
(AM3)

A3P5
(AM4)

Nota. Fuente: Posso Torres, J. (2020).
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I11. Metodologia

3.1  Generalidades de la metodologia

A grandes rasgos, Camargo (2021) recopila las caracteristicas de multiples metodologias
empleadas en trabajos de investigacion de tipo cualitativo. Entre las distintas metodologias,
existe un grupo denominado “Estrategias de disefio (;qué pasaria si...?)”, en el que se
encuentran los trabajos de investigacion que parten de una conjetura de aprendizaje. Los
investigadores proponen una hipdtesis de trabajo en la que predicen qué podria pasar si se
implementan ciertas actividades para el aprendizaje de un concepto matematico en especifico.
Seguido de esto, los investigadores disefian una secuencia de actividades para poner a prueba
dicha hipoétesis y finalmente analizan qué ocurrié realmente en el aprendizaje del concepto

matematico por medio de la secuencia.

La metodologia del presente trabajo estd basada en las caracteristicas de las Estrategias
de disefio (;qué pasaria si...?). El trabajo se desarrolla en 4 fases (ver Figura 1), que se describen
mas adelante. En la fase 1 se crea el recurso curricular con la intencion de ver qué sucede al
momento en que los estudiantes aprenden por medio de actividades contextualizadas en un
cuento, para esto se clasificaron las actividades en los niveles que se esperaria que trabajaran los
estudiantes. La fase 2 corresponde al momento de implementacion del recurso curricular, en el
cual se recolectan todos los datos para el respectivo analisis. Durante la fase 3 se llevo a cabo el
analisis de las producciones de los estudiantes, para asi poder clasificar sus producciones segun
sus tipos de respuestas. Para la fase 4 se observo qué fue lo que ocurri6é al momento en que los

estudiantes desarrollaron las actividades del recurso curricular.
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Figura 1 Fases de desarrollo del trabajo investigativo

Fase 1:
Fundamentacion . Fase 3:
o lFase Z: il d Fase 4:
eorica id nalisis de
. Y Implementacion ____ > Resultadosy
creacion del del recurso las .
conclusiones

curricular

recurso producciones

curricular

Nota: Elaboracion propia

2.2. Desarrollo de la investigacion

2.2.1. Fase 1: Fundamentacion tedrica y creacion del recurso curricular

La primera fase se centr6 en definir los elementos tedricos para la escritura del cuento
concebido como un recurso curricular, en el que se propicio la biisqueda de contextos y
fendmenos del mundo real, que requiera la necesidad de ser organizados matematicamente,
debido que, en esta perspectiva realista se considera que las mateméticas adquieren valor
educativo en la medida en que permiten la comprension y participacion en las formas en que esta

disciplina organiza diversas aspectos del entorno social.

Para Freudenthal (1991) (citado en Bressan, Zolkower & Gallego, 2005), las matematicas
surgen como una organizacion (matematizacion) de la realidad, y por esto el aprendizaje
matematico debe empezar en esa realidad. Al hablar de “realidad” no sélo hace referencia al
mundo existente y tangible, sino a lo que los estudiantes puedan imaginar y brindar sentido en

cierto escenario. Por ello, el cuento se disefio para analizar fenomenos del mundo cotidiano en un



68

escenario imaginario, fusionando la literatura y las matematicas para una aproximacion de la

funcion lineal que posibilite el desarrollo del pensamiento variacional.

El cuento (ver Anexo 1) esta disefiado con dos situaciones que constan de 3 actividades.
La primera situacion presenta al estudiante preguntas respecto a la decision de tomar el
transporte mas conveniente para Aria. En esta se privilegian los primeros acercamientos a la
covariacion, mediante la exploracion de relacion entre las cantidades involucradas en ese
momento del cuento; su relacion de dependencia, coordinacion del valor de una variable con

respecto a los cambios de otra, y su direccion de cambio.

La segunda situacion consta de actividades que exigen a los estudiantes interpretar
gréficas y organizar valores relacionados entre si para hallar la razén de cambio de cada
consigna. Finalmente, dentro de la segunda situacion, se presenta una actividad final que busca
recopilar todos los tipos de preguntas realizadas a lo largo del cuento, desde la actividad uno de
la situacion uno hasta la actividad dos de la situacion dos. En la Tabla 4 se presenta la estructura
del cuento:

Tabla 4 Estructura general del cuento

Capitulos del cuento Situaciones Actividades Preguntas
Actividad 1: Eligiendo entre el arbol y la mariposa. 3
I Situacion 1 Actividad 2: Explorando las relaciones 4
Actividad 3: jEs hora de decidir! 4
Actividad 1: Prepara aguas magicas 4
II Situacién 2 Actividad 2: Cruzando el bosque encantado. 3
Actividad 3: Las ganancias del domiciliario 5

Nota: Elaboracion propia
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En las Tabla 5 y Nota: Elaboracion propia

Tabla 6 se presentan las caracteristicas de las secuencias en cuanto a los contenidos
movilizados, los desempefios esperados, las acciones mentales y el nivel de matematizacién que

se espera evidenciar en las producciones de los estudiantes.



Tabla 5: Contenidos movilizados en la situacion 1

razonamientos empleados.

el mas adecuado para Aria.

Preguntas . - ~ . . s
aso%ia das Contenidos movilizados Desempeiios esperados Acciones mentales Nivel matematizacion
. ., . ivel referencial: El
Identificacion de variables AM1: N ve relerenc
. ) De acuerdo con los valores que se dan en la tabla, L estudiante hace uso de
implicadas y el cambio . . . Coordinacion del .
. el estudiante debe coordinar los cambios de una . modelos graficos de una
1 entre ellas, teniendo en . . . valor de una variable . . .
. variable, teniendo en cuenta los cambios de la otra . situacion particular
- cuenta su relacion de . con los cambios de
= dependencia variable para poder completar la tabla. ofra enmarcada en un contexto
:g ) ' real.
& 2 Identificacion Nivel referencial: El
:.: o yo . . . . estudiante hace uso de
explicacion del sentido de | El estudiante debe comunicar si el costo del pasaje .
. . . . modelos graficos de una
3 variacion, teniendo en aumenta o disminuye respecto a la cantidad de situacién particular
cuenta las relaciones entre | estaciones/kilometros recorridas. P
las variables implicadas AM2: enmarcada en un contexto
' Coordinacion de la | real.
El estudiante debe identificar y explicar la relacion | direccion del cambio
~ 1 de dependencia que existe entre la cantidad de de una variable con
= estaciones y el precio del viaje. los cambios en la otra
§ P Relacion de dependencia El estudiante debe identificar que ambas variables variable.
= entre variables. estan ligadas en una relacion de dependencia.
- El estudiante debe identificar y explicar la relacion
4 de dependencia que existe entre el costo del viaje y
la distancia del viaje a realizar.
Identificacion de la El estudiante debe coordinar la manera en que
1 cantidad de cambio entre cambian las variables para poder tomar una Nivel general: Se hace
las variables implicadas decision que se ajuste a la necesidad de la énfasis en las estrategias y
para la toma de decisiones. | situacion. procesos empleados por los
- El estudiante debe tener en cuenta la cantidad de AM3: estudiantes para llegar a la
= ) monedas que se menciona y calcular la distancia Coordinacion de la | generalizacion de problemas
§ Calcular el valor de una maxima que podria recorrer Aria en cada cantidad de cambio | y situaciones similares.
Z variable dependiendo del transporte. de una variable con
- valor de entrada de la otra. | El estudiante debe tener en cuenta la distancia que | los cambios en la otra
3 se quiere recorrer, para asi calcular cuanto dinero variable.
deberia pagar Aria en cada transporte.
Comunicacién de los El estudiante debe escribir en el mango cudl fue su
4 procesos, modelos o estrategia para poder determinar cudl transporte es

Nota: Elaboracion propia




Tabla 6: Contenidos movilizados en la situacion 2

variacion lineal.

cuenta los datos brindados.

uniformes del cambio en la
otra variable de entrada.

Preguntas . - ~ .z . s
asocgia das Contenidos movilizados Desempeiios esperados Acciéon mental Nivel de matematizacion
1 El estudiante debe identificar la . . .
— ., . Nivel general: Se hace énfasis en las
= 2 . . proporcion a la que cambia la .
s Proporcionalidad y . . . estrategias y procesos empleados por
= 3 -, . cantidad de cada ingrediente con .
= relacion de dependencia los estudiantes para llegar a la
2 . respecto al otro, para la L . ;
- entre variables ., AM4: Coordinacion de la generalizacion, y considerar formas de
& 4 preparacion de las aguas , . . . ; .
< mAgicas razon de cambio promedio de | resolver situaciones similares.
1 - la funcion con los incrementos Nivel general: Se hace énfasis en las
«a Interpretacion de las El estudiante debe identificar la uniformes del cambio en la ge
= 2 . . ] . L, ) estrategias y procesos empleados por
< graficas y las variables razén de cambio y la relacion de otra variable de entrada. .
= 3 : . . los estudiantes para llegar a la
i~ involucradas para el dependencia que existe entre los N ;
2 , , , o generalizacion, y considerar formas de
= calculo de la razon de dias que pasan y el crecimiento . ; .
< 4 . . resolver situaciones de esa misma
< cambio. del arbol. ,
indole.
El estudiante debe calcular la L Nivel general: Se hace énfasis en las
, . . AM3 Coordinacion de la .
Célculo de un valor de una | cantidad de dinero que gana el . . estrategias y procesos empleados por
. . . ; cantidad de cambio de una .
1 variable teniendo en cuenta | papa de Andrea teniendo en . . los estudiantes para llegar a la
. variable con los cambios en la N ;
el valor de otra. cuenta el dinero que gana en un . generalizacion, y considerar formas de
. otra variable. . ; .
dia. resolver situaciones de esa misma
Relacion de dependencia o indole.
2 . . . AM2 Coordinacion de la :
entre variables. El estudiante debe explicar de . -, . Nivel referencial: El estudiante hace
, . . direccion del cambio de una ,
o ., . qué manera estan relacionadas . . uso de modelos graficos de una
= Relacion de dependencia . I variable con los cambiosenla | " "7 .
o 3 . las variables implicadas. . situacion particular enmarcada en un
= entre variables. otra variable. contexto real
> —
> . El estudiante debe calcular el AM3 Coordinacion de la
< Calculo de un valor de una . . .
< . . valor de una variable con cantidad de cambio de una . ) )
4 variable teniendo en cuenta . . Nivel general: Se hace énfasis en las
respecto al valor de entrada de la | variable con los cambios en .
el valor de otra. otra variable 1 bl estrategias y procesos empleados por
a Otr.a Vz.u:la c. —| los estudiantes para llegar a la
) ) ] AM4 Coordinacion de la razon | generalizacion, y considerar formas de
Calcu}o dela razén dg El estudiante d.ebe cglcular la de c':amblo prorpedlo de la resolver situaciones de esa misma
5 cambio de una situacién de | razon de cambio teniendo en funcioén con los incrementos

indole.

Nota: Elaboracion propia




2.2.2. Fase 2: Implementacion

Durante la presentacion de lo ocurrido durante la implementacion y las decisiones
tomadas por los investigadores, se hace uso de los términos SxAxPx, los cuéles hacen referencia
a la situacion, S1 significa situacion 1; al numero de la actividades, A1l se refiere a la actividad 1;
y al nimero de pregunta, P1 indica que es la pregunta 1. Dicho esto, se presentan las

caracteristicas de la implementacion del recurso curricular.

Para la implementacion del recurso curricular se escogio la Institucion Educativa Escuela
Normal Farallones, en la que los docentes en formacion estaban realizando sus practicas
profesionales. Esta institucion se encuentra en el occidente de la ciudad de Santiago de Cali y se
caracteriza por ser una instituciéon formadora de maestros, reconocida por su liderazgo en
procesos pedagdgicos. Actualmente la Escuela Normal Superior Farallones de Cali cuenta con
aproximadamente 3,700 estudiantes en los niveles de preescolar, primaria, secundaria y el

Programa de Formacion Complementaria.

Como parte del proceso de la implementacion, en un primer momento se sostuvo un
didlogo con la maestra a cargo de la materia de matematicas de los grados novenos. En este, se le
explicod de qué trata el recurso curricular propuesto y el objetivo de su implementacion. La
profesora accedi6 a brindar el espacio para la implementacion y organizé 3 sesiones de clase
distribuidas de la siguiente manera: el primer dia se dispusieron 2 horas, en las cuales se trabajo
el primer capitulo del cuento que corresponde a la situacion 1. El segundo dia se dispuso una
hora para la continuacién de la implementacion, en la cual se trabajo el inicio del capitulo II que
comprendia la primera actividad de la situacion 2. Finalmente, en la tltima sesion de dos horas

se abordaron las ultimas actividades de la situacion 2.



Para el desarrollo del recurso curricular, los investigadores entregaron los capitulos del
cuento con las actividades y las hojas de trabajo de manera individual. Durante las tres sesiones
de implementacion, los investigadores tomaron un rol de apoyo, estando atentos a cualquier
situacion de duda o dificultad que tuvieran los estudiantes al momento de desarrollar las
actividades. Se pretendidé no intervenir de manera directa en las producciones de los estudiantes
para que estas revelaran sus razonamientos y estuvieran lo menos alteradas posible por cualquier

instruccion o explicacion de los investigadores.

Al momento de desarrollar las actividades, se observaron distintas reacciones en cuanto a
la estructura del recurso y el hecho de tener que leer una historia. Algunos se mostraron
indiferentes ante las actividades e incluso no trabajaron durante las sesiones de implementacion.
Otro grupo de estudiantes trabajo en las actividades, sin embargo, mencionaron que no era
necesario leer el cuento para poder responder a estas, ya que decian que no les agradaba leer.
Finalmente, hubo un tercer grupo de estudiantes que se mostraron emocionados con el hecho de

leer una historia que tuviera que ver con las matematicas.

Después de finalizar la tercera sesion de implementacion, los investigadores recolectaron
los paquetes de hojas de cada estudiante para su respectivo analisis. Al observar las producciones
de los estudiantes, los investigadores decidieron no tener en cuenta las respuestas a la pregunta
cuatro de la actividad dos de la situacion dos (S2A2P4). Esta decision se tomo debido a que este
punto pretendia que los estudiantes organicen la informacion en las parejas ordenadas, como la
S2A2P3, para dar cuenta de la razon de cambio. Sin embargo, al formular la pregunta no se les

dio parejas ordenadas, sino que se les dio la razon de cambio, por lo que los estudiantes no



lograron comprender a qué se referian esas parejas de nimeros y no dieron respuesta a la

pregunta.

En el anterior capitulo se describieron las fases 1 y 2, las cuales corresponden a la
fundamentacion teorica, construccion del recurso curricular, implementacion y recoleccion de
datos. Las siguientes 2 fases corresponden al andlisis de las producciones, resultados y
conclusiones finales, por lo que se decide presentar dichos analisis en el capitulo IV y lo

correspondiente a las conclusiones y consideraciones finales serd presentado en el capitulo V.



IV. Analisis

Este capitulo presenta los andlisis realizados a las producciones de los estudiantes. Parte
del analisis de las producciones, situacion 1 y 2, con respecto a las acciones mentales
evidenciadas. Al concluir la presentacion del analisis de las acciones mentales evidenciadas en
las producciones de los estudiantes, se presenta el andlisis de las producciones de los estudiantes
con respecto a los niveles de matematizacion presentes en estas. Para cada uno de los analisis se

presenta la respectiva clasificacion de las producciones de los estudiantes.

4.1.  Analisis de las producciones con base en los niveles de razonamiento

covariacional

Para esta fase se seleccionaron las producciones escritas de 9 de los estudiantes que
realizaron todas las actividades, es decir, se tomo6 una muestra del 30% del total de estudiantes.
Las producciones de los estudiantes fueron clasificadas por grupos, segin el tipo de respuestas
similares. De esta manera, para cada actividad y/o pregunta se formaron los distintos grupos de
respuestas a los cuales se les realizo el analisis respectivo para determinar en qué nivel de

razonamiento covariacional se encuentra cada uno de estos grupos.

El analisis de los niveles de matematizacion de la EMR, se llevd a cabo de manera
individual. Inicialmente, se observo las respuestas de las primeras actividades, las cuales fueron
clasificadas en un nivel de la EMR. Posteriormente, se hizo el andlisis y clasificacion de las
ultimas respuestas, lo que permitio identificar la progresion del tipo de respuestas registradas en

las producciones de los estudiantes.



El analisis de las producciones se divide en dos partes: a. Analisis de los niveles de
razonamiento covariacional alcanzados por los estudiantes y, b. Analisis de los niveles de

matematizacion evidenciados en las producciones de los estudiantes.

4.1.1. Analisis de los niveles de razonamiento covariacional observados en las producciones

de los estudiantes

En este analisis se clasificaron las respuestas de los estudiantes segun el nivel de
razonamiento covariacional evidenciado en sus producciones. Para el anélisis se agruparon las
producciones de acuerdo a los tipos de respuestas que se observaron en las producciones de los
estudiantes. Dentro de cada grupo de respuestas se tomaron uno o dos representantes para ilustrar

lo descrito en el analisis.

Al realizar el analisis de las actividades, se hicieron varias distribuciones dependiendo de
la naturaleza de las respuestas de los estudiantes. Para las actividades en las que existian
diferencias, se analizaron estas por preguntas. En cambio, cuando las respuestas coincidian en lo
que los estudiantes querian expresar, se agruparon 2 o mas preguntas para su analisis en

conjunto.

En este analisis de los niveles de razonamiento covariacional se describieron cuéles son
las acciones mentales presentes en las producciones de los estudiantes al momento de resolver
las situaciones presentadas en el recurso curricular. Asimismo, conociendo cuéles son las
acciones mentales realizadas en las producciones de los estudiantes, se distribuyeron los grupos

en determinado nivel de razonamiento covariacional.



A continuacion, se presenta el analisis de las producciones de los 9 estudiantes

organizados en grupos (ver Anexo 2).
Situacion 1

Para el andlisis de la situacién 1, se construy6 una tabla (ver Tabla 7) la cual presenta el
cruce existente entre los conceptos matematicos y las acciones mentales correspondientes frente
a las actividades de la situacion 1. Las producciones de los estudiantes fueron organizadas en 23
grupos (ver Anexo 2) que muestran tipos de respuestas similares a cada pregunta de las

actividades — solo en el caso de la actividad 1 no se realiz6 un andlisis de cada pregunta, debido a

su naturaleza similar —.

Previo a describir como cada grupo pone de manifiesto cada accion mental es importante
sefialar que los estudiantes de los grupos 5, 6 y 11 no dan cuenta de la relacion de dependencia
que existe entre el costo del viaje y la distancia recorrida, por lo que su nivel de razonamiento

covariacional no puede identificarse para la STA2P1 y S1A2P2 respectivamente.

Tabla 7: Articulacion de los Conceptos Matematicos y las Acciones Mentales asociadas

Concepto y A.ccmnes Relacion (%e dependencia Cantidad de cambio
entales relacionadas entre cantidades
. . AM1 AM2 AM1 AM2 AM3
Situaciones y preguntas
Gl Gl Gl
S1A1 P1-P3 G2 G2 G2
G3 G3
Pl G4 G4
P2 o
S1A2 G9
P3 G10 G10
G12
P4 G13 GI13




o Gl4 Gl4 | Gl4
G15 G5 | Gls
G16 G16

P2 G17 G17 g};
GI18 G18

SIA3

s G19 G19 | oo
G20 G20
G2l G21

P4 G22 G22 gg
G23 G23

Nota: Elaboracion propia

Analisis situacion 1 actividad 1

En S1A1, se muestran 2 tipos de respuestas G1 y G2. En el grupo 1 y 2, los estudiantes
completaron acertadamente la tabla de valores (ver Anexo 3) e identifican la relacion de
dependencia entre cantidades, expresando que a medida que aumentan las estaciones o los km
recorridos, la cantidad de chocolates que debe pagar Aria también aumenta. Sin embargo, la
diferencia de respuestas radica en que el grupo 1 reconoce que aumentan los valores, pero al
especificar como incrementa el precio del viaje en el transporte arbol (S1A1P2), enuncian una

razén de cambio que no da cuenta de dicho incremento (ver Anexo 4).

No obstante, al mencionar de qué manera aumenta el valor del viaje en el transporte de la
mariposa, expresan una razon de cambio que si refleja el crecimiento del valor del viaje en ese
transporte (ver Ilustracion 4). Por su parte, el grupo 2 identifica la relacion de dependencia entre
cantidades y especifican cudl es la razon de cambio, describiendo cuanto aumentan los valores

del precio en cada transporte (ver Ilustracion 5).
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Hustracion 5: SIAIP2P3
Analisis situacion 1 actividad 2

En relacién con lo propuesto en SIA2P1 se distinguen tres grupos G3, G4 y G5, pero se
retoman los procesos de G3 y G4 por lo dicho anteriormente frente al grupo 5. El grupo 3
especifica no solo la relacion de dependencia entre la cantidad de estaciones/km recorridos y el
precio del viaje, sino que también relaciona el precio del viaje con la cantidad de monedas de
chocolate que Aria dispone (ver Ilustracion 6); mientras el grupo 4 so6lo indica que el precio

aumenta a medida que aumentan la cantidad de estaciones (ver Anexo 5).
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Hustracion 6: SIA2P1




En relacion con S1A2P2 se muestran 3 tipos de respuestas: G6, G7 y G8, pero se retoman
los procesos de G7 y G8 por lo dicho anteriormente en relacion con G6. Los grupos 7 y 8 indican
que no existe ninguna manera en que los km aumenten sin que el precio aumente, mostrando que
son conscientes de la relacion de dependencia entre estas variables. Sin embargo, el grupo 7 lo
hace de manera intuitiva (ver Anexo 6), y el grupo 8 especifica la relacion de dependencia (ver

[lustracion 7).
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llustracion 7: S1A2P2

En S1A2P3, se muestran 3 tipos de respuestas G9, G10 y G11, pero se retoman los
procesos de G9 y G10 por lo dicho anteriormente frente al grupo 11. Por un lado, el grupo 9
expresa, de manera general, que hay una relacion de dependencia entre la distancia recorrida y el
precio del viaje (ver Anexo 7); mientras que el grupo 10 identifica la relacion de dependencia
entre las variables y en sus producciones especifican que, si la cantidad de kilometros aumenta
también aumenta el precio del viaje, lo que implica que este grupo de estudiantes reconocen que

si la distancia del viaje disminuye, el precio también disminuye (ver Ilustracion 8 y el Anexo 8).
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lustracion 8: S1A2P3



En esta S1A2P4 se presentan dos tipos de respuestas G12 y G13 en el que ambos
expresan la relacion de dependencia entre las monedas de chocolate y los kildmetros (ver Anexo
9). Sin embargo, solo el grupo 13 evidencia una consciencia de la coordinacion de la direccion
del cambio entre los kilometros y las monedas de chocolate, mencionando que, para poder

recorrer mas distancia, Aria debe contar con mas monedas de chocolate (ver Ilustracion 9)

llustracion 9: S14A2P4

Analisis situacion 1 actividad 3

En S1A3P1, se muestran 2 tipos de respuestas G14 y G15. El grupo 14 y 15 expresan que
la mejor opcidn de transporte es la mariposa, dando cuenta de que son conscientes de la cantidad
de monedas de chocolate que debe pagar para viajar en cada uno de los transportes y elegir el
mas conveniente (ver Anexo 10). Sin embargo, s6lo el grupo 15 especifica la diferencia de

precio entre el arbol (18) y la mariposa (17), es decir ¢ 1, (ver Ilustracion 10).
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Tlustracion 10: S1A3P1



En STA3P2 se presentan tres tipos de respuestas G16, G17 y G18. El grupo 16, aunque
expresa una relacion en cuanto a la direccion de cambio, responde valores que no dan cuenta de
la cantidad de kilometros que puede recorrer Aria con cierta cantidad de monedas de chocolate
(ver Anexo 11). El grupo 17 responde parcialmente bien, ya que dan cuenta de la distancia que
puede recorrer Aria en el arbol, el cual se podia percibir al llenar la tabla dada en la STA1P1. Sin
embargo, para hallar la distancia a recorrer del viaje en la mariposa, los estudiantes debian

calcular mas valores, considerando la razén de cambio.

En esta construccion, tuvieron dificultad al realizar los calculos, lo cual hizo que no
mencionaran acertadamente la mayor distancia de viaje en la mariposa (ver Anexo 12), salvo el
grupo 18 que responde correctamente construyendo tablas de valores para ambos transportes (ver
Tlustracion 11), las cuales le permiten indicar cual es la mayor distancia que puede recorrer en

cada transporte.
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Hustracion 11: SIA3P2



En esta SIA3P3, se muestran 2 tipos de respuestas G19 y G20. El grupo 19 reconoce la
relacion de las variables en cuanto a la direccion de cambio, sin embargo, brinda diversas
cantidades de monedas incorrectas sin evidencia de algun proceso (ver Anexo 13). El grupo 20
responde parcialmente bien la cantidad de monedas que debe pagar en cada transporte, haciendo
uso de las tablas de valores construidas en S1A3P2, lo que indica la consciencia de la cantidad de
cambio entre las variables. Sin embargo, al realizar la tabla de valores del arbol hace operaciones
equivocas al pasar de la estacion 10 a la 11 (ver Ilustracion 12), lo que produce que no dé cuenta

del valor exacto.
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Hustracion 12: S1A3P3

En S1A3P4 se evidencian 3 tipos de respuesta G21, G22 y G23. El grupo 21 especifica el
uso de un modelo en lengua natural (ver Ilustracion 13 y Anexo 14). El grupo 22 no especifica el
uso de un modelo para poder conocer cudl es la mejor opcidn de transporte, sin embargo, si
indica que la mariposa es la mejor opcidon porque “es la mas barata” (ver Anexo 15). Finalmente,

el grupo 23 describe el modelo realizado para responder cudl es la mejor opcidon de transporte



(ver Anexo 16), sin embargo, este modelo no da cuenta del comportamiento de las cantidades en

la tabla de valores que realiz6 para la STA1P1.
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llustracion 13: SIA3P4

El analisis anterior permite evidenciar las acciones mentales indicadas en la tabla 7. En
las producciones de los estudiantes frente a la situacion 1, se puede observar que aquellos grupos
que tuvieron comportamientos asociados a la AM1 muestran una consciencia de la relacion de
dependencia existente entre la cantidad de estaciones/km recorridos y cantidad de monedas de

chocolate.

Por su parte, los grupos, cuyos comportamientos reflejan la AM2 indican no soélo esta
relacion de dependencia, sino que sus producciones muestran la consciencia de la direccion del
cambio del valor del precio teniendo en cuenta los cambios del valor de estaciones/km;
reconociendo que un valor aumenta o disminuye de acuerdo con los cambios en la otra variable.
Finalmente, los grupos que revelan comportamientos asociados a la AM3 no so6lo verbalizan esa
consciencia de direccion, sino que en sus respuestas también describen y coordinan la cantidad

de cambio de una variable con respecto a los cambios de la otra.

A continuacion, se muestra el andlisis respectivo a las producciones de los estudiantes

para la situacion 2 del recurso curricular.



4.1.1.1.

Situacion 2

La Tabla 8, que corresponde al analisis de las producciones de los estudiantes para la

situacion 2, se construyo6 a partir de los conceptos matematicos y las acciones mentales del

razonamiento covariacional. Las producciones fueron organizadas en 23 grupos (ver Anexo 2)

que muestran respuestas similares a cada pregunta de las actividades. En el caso de las

actividades 1 y 3 se realiz6 un andlisis en conjunto, debido a su naturaleza similar.

Tabla 8: Articulacion de los Conceptos Matematicos y las Acciones Mentales Asociadas

Relacion de

dependencia Cantlda.d de Razén de cambio
entre cambio
cantidades
Situacion/ | p o nta | AMI | AM2 | AM1 | AM2 | AM3 | AM1 | AM2 | AM3 | AM4
actividad
G aala
P1-P3 G2 G2
G3 G3
G3 G3
SIA] G4 G4
G5 G5
P4 G6 G6 G6 G6
G7 G7 G7 G7
GS G8
G9
P1 G10 G9 G9 G9
Gl11 | Gl11
S2A2 P2 G2 | a2 Gl1 | G11
G13 | G13
P3 Gi14 | G1a G13 | G13
G15 | G15
Pl Gi6 | gie | 913
P2 -P3 G17 G17
G18 | GI18
S2A3 P4 G19 | Gio | O18
G20 | G20
G21 | G21 G21 | G21
P5 G22 | G22 G2 | 6
G23 | G23
Nota: Elaboracion propia




Analisis situacion 2 actividad 1

Para las preguntas 1 a 3 de la actividad 1 se presentan 4 tipos de respuestas G1, G2, G3 y
G4. Los primeros tres grupos dan cuenta de las cantidades de ingredientes que necesitan para la
preparacion de las distintas aguas magicas, diferencidandose en que el grupo 1 no muestra un
proceso u operacion que sustente sus respuestas (ver Anexo 17). El grupo 2 manifiesta una
operacion multiplicativa que muestra como, para cada cantidad de bebidas, multiplica los
ingredientes de manera proporcional para encontrar las cantidades necesarias de cada uno de

estos (ver Anexo 18).

Por su parte, el grupo 3 construy6 un modelo tabular en el que evidencia las cantidades
de cada uno de los ingredientes necesarios para las bebidas correspondientes (ver Ilustracion 14).
Finalmente, el grupo 4 responde cantidades diferentes a las necesarias para la preparacion de las

aguas magicas sin manifestar algiin proceso que dé cuenta de sus respuestas (ver Ilustracion 15).
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Hustracion 14: S2A1P1P2P3



llustracion 15: S2A1P1P2P3

En relacion con la pregunta 4 de la actividad 1 se presentan 4 tipos de respuestas G5, G6,
G7y G8. El grupo 5 muestra un modelo con operaciones matemadticas que no da cuenta de sus
respuestas. En este, realizan multiplicaciones y divisiones, cuyos resultados no concuerdan con

las cantidades dadas en sus resultados finales (ver Ilustracion 16).

Hlustracion 16: S2A1P4

El grupo 6 indica correctamente la cantidad de vasos que puede preparar con los
ingredientes restantes de Aria. Para ello, E1 construye un modelo tabular para responder a las

preguntas 1 a 3 de esta actividad (ver ilustracion 11), y E2 manifiesta un modelo verbal en el que



explica para cada ingrediente cudl es la proporcion necesaria para la preparacion de las aguas

magicas segun la receta (ver Ilustracion 17).
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[lustracion 17: S241P4

El grupo 7 responde parcialmente la pregunta sin evidenciar un proceso, pues indican
correctamente la cantidad maxima de vasos de nube de arcoiris que se pueden preparar con los
ingredientes dados. Sin embargo, no responden la cantidad de vasos de agua de suspiros que
podria preparar Aria (ver Anexo 19). Por su parte, el grupo 8 responde cantidades diferentes a las
necesarias para la preparacion sin dar cuenta de una operacion o proceso matematico (ver Anexo

20).

Analisis situacion 2 actividad 2

En la S2A2P1 se observan 2 tipos de respuestas G9 y G10. El grupo 9 hace uso efectivo
de la formula y da cuenta de una correcta interpretacion de graficas que le permite hallar los

valores correspondientes (ver Ilustracion 18). El grupo 10 ubica los valores de manera incorrecta



en la formula, por lo que llega a la conclusion de que el arbol presenta un “crecimiento

negativo”, lo que no evidencia la coordinacion de la direccion del cambio en el crecimiento del

arbol teniendo en cuenta los cambios en la cantidad de dias transcurridos (ver Anexo 21).
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llustracion 18: S2A2P1

Para la S2A2P2 se evidencian 2 tipos de respuestas G11 y G12. El grupo 11 hace uso
efectivo de la formula y da cuenta de una correcta interpretacion de graficas que le permite hallar
los valores correspondientes (ver Ilustracion 19). El grupo 12 ubican de manera incorrecta los
valores de la altura y los dias que han pasado, por lo que no tiene sentido el valor que expresan

respecto a los centimetros que ha crecido el arbol en ese intervalo de dias (ver Anexo 22).



[lustracion 19: S242P2

Con respecto a la S2A2P3, se evidencian 2 tipos de respuestas G13 y G14. El grupo 13
ordena de manera efectiva las parejas ordenadas y la formula. Ademas, menciona correctamente
cudl es el crecimiento del arbol al pasar un dia (ver Ilustracion 20). En el caso del grupo 14 se
puede ver que, aunque organizan las parejas ordenadas de manera correcta, no ubican estos
valores correctamente en la formula brindada, por lo que no dan cuenta del crecimiento del arbol,
puesto que, pese a que indican que crece “0.5cm” cada dia, la operacion es inconsistente con el

resultado (ver Anexo 23).

(S dias, 25 cm)
(2 _dins, LD cm)

y utiliza la formula mégica para calcular la diferencia entre el
imiento del drbol (cm), comparado con la diferencia de los dias,

para saber cuénto crece el drbol de guanébana cada dia.
mnlonog,

Crecimientodeldrbol 1
Dias que pasaron 2

El 4rbol de manzana crece ©,5 cm cada dia.

¥ 1

llustracion 20: S2A2P3



Analisis situacion 2 actividad 3

Para la S2A3P1 se presentan 2 tipos de respuestas G15 y G16. El grupo 15 presenta la
cantidad correcta de dinero que gana el papa de Andrea haciendo domicilios durante una semana
haciendo uso de operaciones multiplicativas (ver Ilustracion 21). El grupo 16, registra cifras

incorrectas sin mostrar ningun tipo de operacion o explicacion de su respuesta (ver Anexo 24).

Hustracion 21: S2A3P1

En la S2A3P2P3 se presenta un tipo de respuesta (G17), en la que todos los estudiantes
mencionan la relacion de dependencia entre las variables y son conscientes de que, si aumenta la
cantidad de domicilios, aumenta la cantidad de dinero, y de igual manera, si aumenta la cantidad

de dinero, aumenta la cantidad de domicilios (ver Ilustracion 22y Anexo 25).
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llustracion 22: S2A3P2P3



Con respecto a la S2A3P4 se evidencian 3 tipos de respuestas G18, G19 y G20. El grupo
18 responde correctamente cuantos dias debe trabajar el papa de Andrea para ganar $900.000,
haciendo uso de una multiplicacion (ver Ilustracion 23). Con respecto a las producciones de los
grupos 19 y 20, muestran una cantidad de dias que no corresponde con las ganancias del papa de

Andrea ($900.000) (Anexo 26).

Sin embargo, el grupo 20 da cuenta de un proceso multiplicativo por ensayo y error, que, aunque
el resultado es la cantidad de ganancias ($900.000), no tiene en cuenta que el valor que encontrd
(180) es la cantidad de domicilios necesarios para que el papa de Andrea gane $900.000 y no los
dias que debe trabajar para ganar esa cantidad de dinero (ver



Anexo 27).

Hustracion 23: S2A3P4

Para la S2A3P5 se presentan 3 tipos de respuestas G21, G22 y G23. El grupo 21 responde
cuanto es la ganancia del papa de Andrea durante los dias dados. Particularmente, E2 hace uso de
un modelo tabular (ver Ilustracion 24) y E4 hace la diferencia entre las ganancias del papa de
Andrea en ese intervalo de dias (ver Anexo 28). El grupo 22 da la respuesta correcta, pero no
evidencia ningln tipo de proceso que justifique su respuesta (Anexo 29). El grupo 23 no da
cuenta correctamente de las ganancias del papa de Andrea en el intervalo de dias dado, y muestra

un proceso que indica el valor de las ganancias de un dia de trabajo ($75.000) (ver Anexo 30).

Hustracion 24: S2A3P5

El anélisis anterior permite identificar las acciones mentales indicadas en la tabla 8, esto
confirma la clasificacion de Carlson et al. (2003) y evidencia la necesidad de fortalecer AM3 y
AM4 en la ensefnanza. En las producciones de los estudiantes respecto a la situacion 2, se puede

observar que aquellos grupos que presentaron comportamientos asociados a la AMI1 en estas



actividades, no manifiestan consciencia de la direccion del crecimiento del arbol con respecto a

los dias transcurridos (AM2).

De igual manera, no comunican la consciencia de la cantidad de cambio (AM3) y razén
de cambio entre estas variables (AM4). Es decir, aunque reconocen la relacion entre el transcurso
del tiempo y el crecimiento del arbol frutal, no verbalizan la cantidad de cambio de esta relacion,

ni la razdn de cambio de este crecimiento covariacional.

Por otra parte, los grupos que mostraron comportamientos asociados a la AM3 si
evidencian la consciencia de la cantidad de cambio. Por ejemplo, en la actividad 2, al coordinar
cuanto cambia la altura del arbol teniendo en cuenta la cantidad de dias transcurridos; y en la

actividad 3, al coordinar la cantidad de dinero en relacidn con la cantidad de domicilios.

Finalmente, respecto a los grupos que evidenciaron comportamientos asociados a la
AMA4, se puede decir que verbalizan la consciencia de la razon de cambio. Esto se observa, por
ejemplo, en la actividad 1, al mostrar una consciencia de la razon de cambio de la cantidad de

ingredientes considerando la cantidad de vasos de agua que debe preparar.

4.1.2. Niveles De Razonamiento Covariacional Alcanzados por los Estudiantes

En este apartado se presenta la clasificacion de las producciones de los estudiantes en los
niveles de razonamiento covariacional, a partir de las acciones mentales evidenciadas en el

analisis de estas.



4.1.2.1. Situacion 1

A continuacion, se presenta la tabla 9 que corresponde a la clasificacion de las
producciones de los estudiantes en los distintos niveles de razonamiento covariacional, segun las

acciones mentales evidenciadas.

Tabla 9: Niveles de Razonamiento Covariacional alcanzacdos por los estudiantes en la

situacion 1

Niveles de Razonamiento Covariacional

N1 N2 N3

Gl-G3-G4-G10-G13 | G2-G14-G15-G17-G18

Grupos | G7-G8-G9-GI2 | "0 519 23 -G20-G21 - G22

Nota: Elaboracion propia

Nivel 1: Las acciones mentales desarrolladas por los grupos 7, 8, 9, 12 ilustran un nivel 1
del razonamiento covariacional en tanto a que expresan la relacion de dependencia entre las

variables (AM1), como la existente entre la cantidad de km recorridos y el precio del viaje.

Nivel 2: Los grupos 1, 3, 4, 10, 13, 16, 19, 23 manifiestan un nivel 2 de razonamiento
covariacional al verbalizar la consciencia de la direccion del cambio del valor de salida
considerando los cambios en el valor de entrada (AM2). Esto se observa al momento en que
relacionan la direccion del cambio del valor del precio de los transportes teniendo en cuenta los

cambios en la cantidad de estaciones/km.

Nivel 3: Los grupos 2, 14, 15, 17, 18, 20, 21, 22 evidencian un nivel 3 de razonamiento

covariacional al plasmar la consciencia de la cantidad de cambio del valor de salida mientras se



consideran los cambios en el valor de entrada (AM3). Un ejemplo de ello es la coordinacion de
la cantidad de cambio de los kilémetros que puede recorrer Aria, teniendo en cuenta la cantidad
de monedas que ella dispone, lo que permite elegir cual es la opcion mas adecuada para cumplir

su mision y gastar menos monedas de chocolate.

4.1.2.2. Situacion 2

A continuacion, se presenta la Tabla 10 que corresponde a la clasificacion de las
producciones de los estudiantes en los distintos niveles de razonamiento covariacional, segin las

acciones mentales evidenciadas.

Tabla 10: Niveles de Razonamiento Covariacional alcanzados por los estudiantes en la

situacion 2

Niveles
N1 N2 N3 N4
G4-G5-G8-G12- Gl1-G2-G3-G6-
Grupos G10 Gl4-Gl16-G17 - G15-G18 G7-G9-Gl1 -
G19-G20-@G23 G13-G21-QG22

Nota: Elaboracion propia

Nivel 1: Las acciones mentales desarrolladas por el grupo 10 manifiestan un nivel 1 de
razonamiento covariacional, en tanto que sus producciones no manifiestan consciencia de la
direccion de las variables. Un ejemplo de ello es que no coordina la direccidon del crecimiento del
arbol con respecto a los dias transcurridos (AM2), ya que mencionan que este tiene un
crecimiento negativo. De igual manera, no comunican la consciencia de la cantidad de cambio

(AM3) y razon de cambio entre estas variables (AM4). Es decir, aunque reconocen la relacion



entre el transcurso del tiempo y el crecimiento del arbol frutal, no verbalizan la direccion, la

cantidad de cambio de esta relacidn, ni la razéon de cambio de este crecimiento covariacional.

Nivel 2: Las producciones de los grupos 4, 5, 8, 12, 14, 16, 17, 19, 20 y 23, estan
relacionadas con el nivel 2 de razonamiento covariacional, puesto que sus respuestas a lo largo
de las actividades s6lo muestran la consciencia de la direccion de cambio de las variables
implicadas. Es decir, estos grupos reconocen la relacion de dependencia y direccion (AM1 y
AM?2) entre las variables, pero no indican consciencia de la cantidad de cambio y razon de

cambio, comportamientos asociados a los niveles 3 y 4.

Nivel 3: En las producciones de los grupos 15 y 18 se observan acciones mentales
asociadas al nivel 3 de razonamiento covariacional. En sus producciones muestran la consciencia
de la cantidad de cambio de una variable con respecto a la cantidad de cambio de otra variable
relacionada (AM3). Ejemplo de esto es la manera en que responden cudntos dias debe trabajar el

papa de Andrea para poder ganar $900.000.

Nivel 4: Las acciones mentales evidenciadas en las producciones de los grupos 1, 2, 3, 6,
7,9, 11,13, 21 y 22, se encuentran relacionadas con el nivel 4 del razonamiento covariacional,
puesto que en estas se puede observar la coordinacion de la razon de cambio de una variable con

respecto a los cambios en la otra variable relacionada (AM4).

Como ejemplo de ello, se puede percibir en la S2A3P5 una de las respuestas del grupo
21, en la que uno de los estudiantes organiza los cambios en las ganancias del papa de Andrea,
mediante un modelo tabular, teniendo en cuenta el cambio en los dias transcurridos. De manera

similar, en la S2A1P1P2P3, se puede observar que el grupo 3 organiza la informacion en un



modelo tabular para dar cuenta a qué proporcidon cambian las cantidades de los ingredientes

teniendo en cuenta la razén de cambio de los vasos por preparar.

4.2.  Analisis de las producciones con base en los niveles de matematizacion de la

Educacion Matematica Realista

La Tabla 11 muestra los niveles de matematizacion de la Educacion Matemadtica Realista
evidenciados en las producciones de los estudiantes. En este analisis se toma como referencia las
respuestas de la actividad inicial y la actividad final del cuento, ya que estas permiten identificar
la evolucion de las respuestas de cada estudiante con respecto a los niveles de matematizacion de
la Educacion Matematica Realista. Las producciones de los 9 estudiantes se organizan en 3

grupos segun los niveles alcanzados por cada estudiante.

Tabla 11: Niveles de Matematizacion alcanzados por los estudiantes

Situacional - Referencial - general | Situacional -Referencial Referencial

El, E2, E3 E4, E6, E7, ES, E9 ES

Nota: Elaboracion propia

En el transcurso de la resolucion de actividades presentes en el recurso, los estudiantes
El, E2 y E3 se movilizaron en el nivel situacional, referencial y general. Para ilustrar lo anterior

se muestra a continuacion el analisis de las producciones de E1.

De acuerdo con las respuestas de E1 para la S1 se puede observar que E1 realiza una

descripcion del comportamiento del precio para cada transporte, expresando que, por cada



kilometro o estacion, el precio del viaje aumenta cierta cantidad (ver Ilustracion 25),
evidenciando que E1 reconoce una razoén de cambio constante en el precio y lo describe de

manera verbal, manifestando el nivel referencial de la Educacion Matematica Realista.

lustracion 25: S141

En la S1A2 se observa que su respuesta propone una solucion basada en una situacion
cotidiana como “pedir un favor”. En este caso, E1 plantea que la manera en que aumenten los km
sin que aumente el precio es pedirle el favor a la libélula que la lleve gratis (ver Ilustracion 26),

lo cual muestra el nivel situacional de la Educacion Matematica Realista.

Tustracion 26: S142

Para la S2A1, en las respuestas de E1 aparece el uso de un modelo tabular, previamente
visto en la STA1P1, para responder acertadamente estas preguntas (ver Ilustracion 27). Estas
producciones, manifiestan un nivel general, puesto que E1 hace uso de un modelo utilizado en
una situacion particular para dar respuesta a otra situacion, evidenciando su capacidad de

generalizacion, y el nivel general de la Educacion Matematica Realista.



Hustracion 27: S2A41

En las producciones de E1 para la S2A3, se evidencia que responde de acuerdo al
contexto del cuento y sus experiencias cotidianas (ver Ilustracion 28), lo que manifiesta
respuestas del tipo situacional, y referencial, entre las que se destaca la respuesta de la pregunta
3, en la que E1 hace una descripcion de la relacion de dependencia entre la cantidad de
domicilios y el dinero que gana el domiciliario, mostrando su capacidad de analisis del
comportamiento de las cantidades, por lo tanto, un nivel referencial de la Educacién Matematica

Realista.
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Hustracion 28: S243



Respecto al andlisis de las producciones de E4, E6, E7, E8 y E9 se evidencia que estos
estudiantes presentan respuestas correspondientes a los niveles de matematizacion situacional y
referencial de la Educacion Matematica Realista. Para ilustrar lo anterior se muestra a

continuacion el analisis de las producciones de E4.

Las respuestas de E4 para la S1 muestran que el estudiante responde de manera acertada
las preguntas mediante sus conocimientos y el contexto del cuento, manifestando modelos de una
situacion particular, en la que describe patrones de crecimiento y relaciones de dependencia (ver
Ilustracion 29). En esta situacion, se observa de manera general, el nivel referencial de la
Educacion Matematica Realista, salvo por la respuesta de la SIA2P2, en la que E4 asevera que
no hay manera en que aumenten los km sin que el precio cambie su valor, a no ser que la
Libélula le haga el favor, lo cual refleja el nivel situacional de la Educacion Matematica Realista

al responder basandose en experiencias cotidianas como pedir un favor.




lustracion 29: S1

En la S2A1 y S2A2, E4 brinda respuestas sin proceso alguno, por lo que no muestra el
modelo empleado para llegar a ellas (ver Ilustracion 30). Aunque responde acertadamente la
cantidad de bebidas que se pueden preparar con los ingredientes dados, sus descripciones

enuncian respuestas de una situacion particular, lo que le sitiia en el nivel referencial.
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Hustracion 30: S2A41

Asi mismo, para las respuestas de la S2A3, se observa que E4 hace uso de un modelo
matematico para esta situacion particular, presentando sus operaciones y descripciones (ver

[lustracion 31), revelando el nivel referencial de la Educacion Matematica Realista.
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Tustracion 31: S243

En el ultimo grupo se encuentra el estudiante ES, quien en sus producciones refleja

respuestas asociadas inicamente al nivel referencial de la Educacion Matematica Realista.

En la S1A1, las producciones de E5 describen verbalmente el comportamiento de las
distintas cantidades implicadas en las actividades (ver Ilustracion 32), al indicar la relacion que
existe entre el precio del viaje y la distancia que recorre. Esta organizacion y descripcion de las
actividades de esta situacion particular manifiesta el nivel referencial de la Educacion

Matematica Realista.
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Hustracion 32: S1A41

Para la ultima actividad de la S2, se observa que ES utiliza modelos matematicos de una
situacion particular, en los que describe verbalmente los comportamientos de las cantidades y
hace uso de procesos multiplicativos (ver Ilustracion 33). El uso de estos modelos de una
situacion particular que dan cuenta de las respuestas a las actividades de la S2, muestra el nivel

referencial de la Educacion Matematica Realista.
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lHustracion 33: S243

A continuacion, se presenta la Figura 2 que muestra los niveles de matematizacion en los
que transitaron los estudiantes. Se percibe que los estudiantes E1, E2 y E3 se movilizaron, a lo
largo del recurso curricular, entre los tres niveles de matematizacion: situacional, referencial y
general. Por su parte, E4, E6, E7, E8, y E9 se desplazaron principalmente entre el nivel

situacional y referencial, mientras que el estudiante ES permaneci6 en el nivel referencial de

matematizacion.

Figura 2. Grdfica de los niveles de matematizacion evidenciados en las respuestas de

cada estudiante



Formal |

General |
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Nota: Elaboracion propia.

Estos resultados permiten reconocer los diversos alcances y trayectos en los procesos de
matematizacion, lo que refleja la necesidad de seguir promoviendo actividades que trabajen el

transito hacia el nivel general de matematizacion.

4.3.  Articulacion Del Razonamiento Covariacional y la Educacion Matematica

Realista.

A continuacion, se presenta la Tabla 12 del cruce entre el Razonamiento Covariacional y
la Educacion Matematica Realista, en la que muestran los niveles de razonamiento covariacional

y los niveles de matematizacion alcanzados por los nueve estudiantes de noveno grado.

Tabla 12 Niveles de Matematizacion y de Razonamiento Covariacional alcanzado por los

estudiantes

Niveles de razonamiento covariacional
N1 N2 N3 N4

Niveles de Situacional




matematizacion Referencial ES5, E7, E8 E4, E6, E9

General El, E3 E2

Nota: Elaboracion propia

Con base en la Tabla 12 se identifica que las producciones de los estudiantes E1, E2 y E3
transitan en el nivel general de matematizacion; y que su nivel de razonamiento covariacional
corresponde a los niveles 2 y 3. En particular, las producciones ilustran que son capaces de
establecer modelos matematicos que dan cuenta del reconocimiento de una generalizacion de la
situacién — aunque sin establecer una expresion alfanumérica — en la que establecen relaciones de
dependencia, coordinacion de la direccion y cantidad de cambio de una variable, teniendo en

cuenta los cambios de la otra.

Particularmente, las producciones de E2 ilustran que hay unos elementos iniciales que le
permitirian establecer las unidades de cambio entre las variables, para luego determinar la razon
de cambio. En relacion con las producciones de los estudiantes E4, ES, E6, E7, E8, E9 se
observa que estos transitan en el nivel referencial de matematizacion, puesto que, las
producciones de estos estudiantes muestran el uso de modelos de situaciones particulares

enmarcadas en la concrecion del contexto para la resolucion de las actividades.

Respecto al nivel de razonamiento covariacional, los estudiantes ES, E7 y E8 manifiestan
comportamientos que los sitian en el nivel 2, debido a que logran establecer relaciones de
dependencia entre las variables involucradas y la direccion de dicha relacion. Por su parte, los
estudiantes E4, E6 y E9 manifiestan comportamientos asociados al nivel 4 de razonamiento
covariacional, porque tuvieron en cuenta la proporcion a la que cambiaban los valores, logrando

verbalizar la consciencia de la razon del cambio entre variables.



V. Conclusiones y Recomendaciones

4.1. Conclusiones

El trabajo de investigacion tuvo como objetivo general Determinar los niveles de
razonamiento covariacional y de matematizacion alcanzados por los estudiantes en las
producciones escritas, al desarrollar las actividades de variacion inmersas en el cuento como
recurso curricular, para el desarrollo del pensamiento variacional a través de una
aproximacion a la funcion lineal. En coherencia con el objetivo general, a continuacion, se hara
una valoracion del cumplimiento de los objetivos especificos que guiaron el trabajo de

investigacion.

En lo que respecta al objetivo especifico Promover el estudio de la variacion y el cambio
en situaciones asociadas a la funcion lineal, a partir de la creacion de un cuento como recurso
curricular que articula la perspectiva de la EMR y el razonamiento covariacional, se percibe
que la fusion de la literatura y las matematicas para la creacion de un cuento constituye un
escenario idoneo para promover situaciones de variacion y cambio, contextualizadas e hiladas,

asociadas a una aproximacion significativa a la funcion lineal.

No obstante, se reconoce la responsabilidad que asumen los autores del recurso
curricular, al garantizar una escritura coherente que no solo articule de manera 6ptima la
perspectiva de la EMR y el Razonamiento Covariacional, sino que ademas posibilite en el
estudiante la lectura. Es importante destacar que, pese a que, la elaboracion de las situaciones y

actividades enmarcadas en dichas articulaciones constituyo un recorrido sumamente exigente y



desafiante, se divisa mediante los analisis que la creacion del cuento derivo en el estudio de la

variacion y el cambio.

En relacion con el objetivo especifico Determinar los niveles de razonamiento
covariacional y de matematizacion alcanzados por los estudiantes en las producciones escritas,
al desarrollar las actividades de variacion inmersas en el cuento, se logré evidenciar una amplia
gama de comportamientos relacionados a los niveles de razonamiento covariacional y a los

niveles de matematizacion.

Sin embargo, surge una preocupacion sobre como continuar fortaleciendo la transicion
hacia una comprension formal de la funcidn lineal en este nivel escolar, pues luego muchos de
los estudiantes se ubican en niveles bajos de razonamiento covariacional y de matematizacion,
teniendo en cuenta que son estudiantes de grado noveno, en el cual, segiin el MEN (1998), se
llega a una construccion formal de funcion. Por lo que se considera pertinente continuar el
desarrollo del pensamiento variacional por medio de situaciones contextualizadas enmarcadas

tanto en el Razonamiento Covariacional como en la Educacion Matematica Realista.

Finalmente, el tercer objetivo especifico Clasificar las distintas producciones escritas de
los estudiantes al desarrollar las actividades para su respectivo andlisis y caracterizacion a la
luz de la articulacion del razonamiento covariacional y la EMR, se observa que los resultados

muestran un desfase entre lo dicho en la teoria y lo evidenciado en los respectivos analisis.

Con respecto a este desfase y el trabajo de investigacion, durante la experiencia de
creacion, implementacion y analisis, se logro evidenciar algunos casos en los que se

evidenciaron razonamientos asociados al nivel 4 del razonamiento covariacional, pero que en sus



producciones registraban respuestas relacionadas a los niveles situacional o referencial. Se cree
que esto ocurre debido a la gran dificultad de la que se habla en diversas investigaciones acerca

del paso de lo particular hacia lo general.

Por lo anterior se concluye que es de gran importancia el seguir trabajando actividades
que desarrollen el pensamiento variacional en el estudiante de manera progresiva, yendo desde lo
particular hasta lo general. Ademas, estas actividades deben ser contextualizadas en contextos
cercanos a los estudiantes para que estos apropien esos conocimientos y vean esas tareas mas alla

que una obligacion.

Finalmente, en relacion con el desarrollo e implementacion del recurso curricular es
posible concluir que, con respecto a la pregunta problema que surge de la problematica
presentada al inicio del trabajo, la implementacion del recurso curricular permitio a los
investigadores evidenciar distintos razonamientos en las producciones de los estudiantes, que
pudieron ser analizados bajo los enfoques tedricos del presente trabajo de investigacion y las
cuales muestran que es posible seguir desarrollando trabajos que articulen la literatura con las
matematicas, de tal manera que el hecho de aprender no sea lineal y cerrado, sino que los
estudiantes tengan distintas opciones para enriquecer su conocimiento y de esta manera puedan

desarrollar pensamiento de la manera que ellos prefieran.

Por lo anterior, es entendible que algunos de los estudiantes se hayan visto poco
interesados ante la propuesta de aprender matematicas a través de un cuento, teniendo en cuenta
que nuestra cultura no es muy lectora, sin embargo, se debe seguir insistiendo en que los
estudiantes lean, pero asi mismo los investigadores deben seguir ajustando su manera de escribir,

construyendo historias que puedan ser de gran interés, que contengan gran significado y que a su



vez sean entretenidas para los estudiantes, ya que para escribir una historia se debe tener en
cuenta aspectos de la comunidad a la que esta sera dirigida, su contexto, sus gustos, su edad y
otras demas variables que pueden ayudar a los escritores a crear historia que capten el interés de

sus lectores.

Sin embargo, el recurso curricular y la idea de un cuento lleno de situaciones problema en
las que el protagonista necesitaba la ayuda del conocimiento matematico del lector, en general,
fue muy bien recibido y varios de los estudiantes se notaron muy curiosos acerca del origen del
cuento y como surgio esa idea. Esto muestra que la innovacion pedagogica puede despertar

interés incluso en contextos poco habituados a la lectura.

4.2. Recomendaciones

Como parte de las recomendaciones, se reconoce que es de gran importancia el ser
cuidadoso con la escritura del cuento, ya que las actividades deben ir ligadas al cuento de tal
manera que este logre sumergir al lector en la narracion, e incitar el gusto y la necesidad de

enfrentarse a las actividades con la intencidén de poder avanzar en la historia.

Durante la implementacion del recurso surgid un inconveniente con una pregunta que los
investigadores del presente trabajo no lograron captar durante la etapa de disefio y los ajustes del
recurso curricular. Este inconveniente se debio a una consigna mal formulada en la que los
estudiantes tuvieron algunas dificultades para su desarrollo, situa por lo que los investigadores

tuvieron que descartar las respuestas correspondientes a esta.

Asimismo, durante la escritura del cuento se consider6 la poblacion a la que este iba

dirigido, ya que, aunque se tratase de un cuento, el lenguaje debia ser el mas apropiado para la



edad de los estudiantes de noveno grado. Esto se debe hacer debido a que, si el lenguaje del
cuento es muy infantil, los estudiantes pueden tomar el recurso en tono de broma, si por el
contrario el lenguaje del cuento es muy sofisticado o formal, los estudiantes pueden no

comprender los términos y generar un rechazo hacia el recurso.

En este sentido, se sugiere seguir trabajando el desarrollo del pensamiento variacional
haciendo uso de recursos que contextualicen y acerquen al estudiante hacia unas matematicas

que sean vistas como parte de su vida y no simplemente como una obligacion de su vida escolar.
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Anexos

Anexo 1. El cuento Una v(Aria)cion de ensuerio

Capitulo 1

—¢El senor Dedekind? jja! —Dice Charles con desdén a su amigo Carlin—. El papa de
Aria es la persona mas prepotente de la ciudad, jdel pais! Se la pasa todo el dia pensando en
nimeros, viendo matematicas hasta en el desayuno. Imaginate que a la pobre Aria le toca usar un
bolso que dice “jamo la teoria de nimeros!” y sabra Dios cudl es esa tal teoria y por qué Aria
tendria que amarla. Uy, no!, s6lo sé que por el simple hecho de que en ese bolso diga al final

“numeros”, ya me dan ganas de vomitar y no juntarme con Aria jamas.

—Y Aria... —continiia Charles—Aria es una nifia incontrolable, inamovible y obstinada
en sus decisiones. Se cuestiona absolutamente todo lo que la rodea y observa. Que por qué el
cielo es azul y no del color “Alorince”, cuyo nombre invento para la uniéon de unos colores que

solo ella podia conocer: ciruela, dorado, malva e indigo.

La primera vez que Aria le dijo a Charles que el cielo deberia de ser color alorince,

Charles la mir6 como si de los 0jos oscuros de Aria saliera un monstruo.

—iPero es que ti estas loca! eso no es un color, esa palabra ni siquiera existe—Gritd

Charles.

—Tu lo que eres es un nifio comun y corriente como todos los de este mundo. jPiensaaa!,

que no te cuesta nada, bobete—Contesto Aria irritada.

Desde entonces, Aria prefiere guardar sus corazonadas e imaginaciones en el fondo de su
ridiculo bolso como obsequio de su padre por su cumpleafios nimero “22 + 6”, como decia en el
pastel que el sr. Dedekind, habia comprado. Aria nunca hubiese adivinado su edad si no fuera
porque ella se conocia lo suficiente para saber cuantos afios cumplia el 42 + 3 de Junio de cada

ano.



A pesar de las irritantes conversaciones con Charles sobre las matematicas que tanto
odiaba, las participaciones de Aria en clase siempre han sido notorias por todos sus compafieros.
Sobresaliente siempre en todas las asignaturas, aunque dudosa siempre en cuanto a la utilidad de

las matematicas.
—Se acabo la clase, nifios. Pueden salir a sus casas—dice la maestra Mileva.

La ultima clase del dia jueves era la de matematicas, y la profesora Mileva, cuyo nombre
extrafo solo puede ser una sefial de que ensefia la peor materia, tuvo la maravillosa idea de cerrar

la clase con un titulo gigante en el tablero: “LA FUNCION LINEAL”.

—Pero jqué es eso! —Dijo Aria en su mente—. Esta profesora siempre cumple a la

perfeccion la tarea de arruinarme la salida de clase.

Aria no tiene la méds minima intencion de saber qué es la funcion lineal, asi que se resigno
a cerrar el cuaderno y perderse en su mundo de imaginacion, rogandole al tiempo que llegara

rapido la hora de salir.

Al llegar a su casa, Aria estaba tan abrumada y cansada que cayo en un suefio profundo e
inesperado en el que el mundo esté al revés. En su sueiio, el cielo esta sobre sus pies, la lluvia va
hacia arriba, los aviones caminan, los caballos vuelan, los perros se posan en los hombros de las
personas y las mariposas transportan a las personas como buses. Aria se encuentra tan perdida y
confundida que su Unica escapatoria es encontrar al gran mago de los suefios, Mandrius, el cual
tiene el poder para que Aria pueda volver a su realidad, en la que por ahora se encuentra

dormida.

Para lograr esta mision, tendrd que aprender como funcionan las cosas en este mundo

extrafio en el que se encuentra atrapada.
—Pero, jjdonde estoy!!—QGrita Aria al ver su mundo al revés.

—Calma... con el tiempo te acostumbras—Responde una libélula del tamafio de un

perro.



—Pero ta... ;por qué hablas? jeres una libélula! ;jy por qué eres tan grande?!
—Tranquila, con el tiempo te acostumbras...
—Por qué has dicho eso dos veces? jno tienes nada mas qué decir?

—¢Y t no tienes menos qué decir? —Dice la libélula exasperada. Tranquila, no es la
primera vez que me encuentro a alguien como tu, perdida. Sé que quieres intentar salir de aqui,

(verdad?
—iPues claro! jEs que no ves que estoy hablando con una libélula casi de mi tamaiio!

—Bien, humanita—Dice la libélula irritada. Sigueme, te llevaré a la estacion de
transportes. Alli podras tomar un 4rbol o una mariposa para llegar a donde Fortin. El te guiara

hacia el castillo de Mandrius, el duefio de este suefio.
—iQuéeéée! ;como que en un arbol o en una mariposa?

—Si, humanita. Aqui los transportes no son tan aburridos como en el de tu mundo...—

Contesta la libélula.
Situacion 1:
Actividad 1: Eligiendo entre el arbol y la mariposa.

Aria debe transportarse a la cueva de Fortin, quién dice conocer al gran mago. Para llegar a su
destino, debe elegir el transporte mas adecuado para poder gastar la menor cantidad de dinero posible, ya
que, al estar en un mundo al revés, todo el dinero que tiene en esa vida, se ve reflejado en 20 monedas de
chocolate (C) que encontré en el piso nublado. Antes de tomar una decision, Aria necesita entender coémo

funcionan los precios de los transportes.

1. Ayuda a Aria a completar la tabla de valores de cada transporte para que sea mas facil escoger el

transporte mas conveniente.



Cantidad de estaciones 1 3 7

Precio C3 C7 C12 C18 C33
Mariposa

Km recorridos 1 2 5 7 8

Precio C3 C5s C7 C11 C13

Ten en cuenta que:

e Entre cada estacion hay aproximadamente 2 kilémetros
e (C) es el simbolo que representa las monedas de chocolate
2. Indica como se comporta el precio del viaje a medida que aumentan las estaciones recorridas en el

arbol
3. Indica como se comporta el precio del viaje a medida que aumentan los kilometros recorridos en la

mariposa.

Actividad 2: Explorando las relaciones

Gracias a tu ayuda, Aria ha logrado llenar la tabla de precios de la mariposa y el arbol. Pronto ti1 y Aria
sabran cual de los dos transportes es el mas conveniente, pero antes de tomar una decision final, ayudale a

Aria a responder:

1. Si la cantidad de estaciones que recorre Aria en el arbol aumenta ;qué pasaria con la cantidad de
monedas de chocolate? ;sigue igual, aumenta o disminuye? Explica por qué sucede esto.

2. (Crees que existe alguna situacion en la que los kilémetros aumenten sin que el precio del viaje
cambie su valor? Explica tu respuesta.

3. (De qué depende el precio del viaje que desea hacer Aria? ;Por qué sucede esto?

4. ;De qué depende el nimero de kildmetros que puede recorrer Aria en un viaje?

Actividad 3: ;Es hora de decidir!

iLlego el momento de tomar una decision importante! Aria debe elegir el transporte que mejor se ajuste a

su presupuesto, ya que al tener s6lo C 20 monedas de chocolate, necesita distribuirlas muy bien.



Sabiendo que Aria necesita viajar 8 kilometros para llegar a la cueva de Fortin, analiza cuidadosamente

los precios y ayudala a elegir el transporte mas adecuado para continuar su viaje hacia Mandrius.

1. (Cual crees que seria la mejor opcion de transporte que puede tomar Aria para llegar hacia
Mandrius?
2. Si Aria tuviera C50, ;cual es la mayor distancia que podria recorrer en cada transporte?

Imagina que Aria recorre 35 kilometros ;Cuanto debe pagar en ambos transportes?

Cuando Aria termin6 de hacer los calculos para decidir si debia viajar en el arbol o en la
mariposa, se acerco a comprar su boleto. Sin embargo, en este mundo maravilloso, los boletos no
eran simples papeles: jeran frutas magicas! Para poder abordar el transporte, debia llevar una

fruta y entregarla en la puerta.

Frente a ella, una rosa brillante sostenia un letrero que decia:

“PARA SUBIRTE AL TRANSPORTE QUE ELEGISTE, DEBES ESCRIBIR EN
ESTE MANGO MAGICO COMO DESCUBRISTE CUAL ES LA MEJOR OPCION”

4. Ayuda a Aria a no perder mas tiempo para encontrar la cueva de Fortin y escribe con

tus propias palabras como hiciste para saber cual es la mejor opcion de transporte.




Capitulo 1T

Al subirse en la mariposa, sus 0jos observaron por las ventanas en forma de aletas, como
las manzanas y las moras se comian a los 0sos y las nueces a las ardillas. Las ranas volaban y las

aves caminaban en una pata.

El suelo era tan azul y tan cubierto de nubes que Aria sentia que estaba volando, pero en
realidad la mariposa estaba caminando hacia su destino. Fue hasta entonces que Aria se

cuestion6 por qué en su mundo real eran los 0sos los que se comian las frutas y no al revés.

Se divisaba una cueva verde y llena de flores. Fortin miraba al suelo y empezaba a contar

los minutos para que empezaran a salir las estrellas con la noche.

—Asi que ta eres Aria...—Menciona Fortin al despertar de sus pensamientos estrellados

por el sonido de la llegada de la mariposa.
—;Coémo lo sabes? — Pregunta Aria asombrada.
—Me lo dijo Libe, la libélula. Es mi mejor amiga.
—¢Pero en qué momento? Si hace un rato estaba hablando conmigo.

—Desde que te dejo en la estacion de transporte. En nuestro mundo podemos

comunicarnos por telepatia.

—¢Y qué es eso? — Encara Aria dudosa.

—LEs como si nos leyéramos la mente. No tenemos que hablar ni escribir para

comunicarnos. Por eso supe que ya venias.
—¢Entonces no necesitan celulares?

—No, eso déjalo alld, en tu mundo aburrido—dice Fortin sonriéndole.



—Pues como este es tan chévere...—Dice Aria sarcastica. — Bueno, mucha telepatia y

rarezas. ;[ Como puedo encontrar a Mandrius? jme quiero ir ya de aqui!

—FEsté bien, te ayudaré¢, pero primero acompafiame a Lorandia. Es hora de comer. Te
presentaré a Orann, el loro mas ruidoso y mejor chef que hay en nuestro mundo. Orann prepara

los ojos saltones méas deliciosos que podras probar.

—(Ojos saltones? — Exclama Aria con asco—;Un loro que cocina? Cada vez me

sorprende mas este mundo.

—Tranquila, Aria. No es lo que parece. Orann prepara este plato con uvas jugosas y
gigantes del tamafio de una manzana, las cuales pela y hace un agujero para quitar sus semillas.
En este agujero introduce una crema oscura, la cual prepara con su receta secreta y lo finaliza
con una capa de mermelada de moras exquisita. Este plato se asemeja a unos 0jos graciosos y

saltones, razon por la cual Orann le puso ese peculiar nombre.

Aria y Fortin se encaminaron a Lorandia y al llegar, ella qued6 perpleja frente a lo que
observaban sus ojos. Un restaurante en forma de canasta verde con su rotulo “LORANDIA”,
abria sus puertas hacia adentro y dejaba ver un cimulo de loritos que caminaban con su plumaje

de color rosado, dorado y purpura, divisando cuatro patas negras.

En el centro de Lorandia, el loro que més llamaba su atencion era de color azul, plateado,
café y grises difuminados. Aquel loro removia la capa fina de las uvas y hacia un agujero en el

centro de esta para introducir una crema café oscura en forma de la pupila de un ojo.

—Mmmmm... Ojos saltones. — Dijo Aria para si, entendiendo mejor la descripcion de

Fortin anteriormente.

Fortin, al ver a Aria ensimismada observando la canasta verde mas famosa de su mundo,

sonrio perplejo y le pregunto:

— Qué tal, ;eh? Ese es Orann. A que en tu mundo no hay de estos...

—Absolutamente no...—contestd Aria anonadada.



Orann levantd su cabeza y se dirigi6 hacia su amigo Fortin.

—(Queé tal Fortin?

—Tal como lo ves, muy bien. Te presento a una nueva amiga, Orann. Siento que te

agradard su manera particular de dialogar.

—;Coémo te llamas? — Pregunta Orann mirando a la amiga de Fortin.

—Aria...—Contest6 ella dudosa.

—Yo soy Orann, el chef del gran restaurante Lorandia. Bienvenida, Aria—Contesto

sonriente.

—iChef! — Grit6 uno de los loritos al servicio de Orann—jNecesitamos la salsa

especial!

—iEn camino! — Grité Orann poniéndose la pata izquierda en senal de “a sus 6rdenes”.

Lorandia era el restaurante mas visitado de ese mundo, por lo que en la cocina siempre

habia mucho trabajo por hacer.

—Orann—Interpela Aria—Necesito tu ayuda para encontrar al gran mago y salir de este

suefio en el que me encuentro atrapada.

—CQuisiera poder ayudarte, pero como veras me encuentro muy ocupado y si no cumplo
con las 6rdenes, los comensales empezaran a enojarse, se iran del restaurante y el jefe estallara

de ira hacia nosotros.



Situacion 2

Fortin conoce la manera de llegar hacia el gran mago, pero se encuentra muy hambriento
y no ayudara a Aria hasta que pueda saciar su hambre. Aria necesita la ayuda de Orann, pues ¢l
es el inico que puede preparar la comida de Fortin tal y como a ¢l le gusta, pero Orann se

encuentra muy, muy ocupado.

Aria deberd ayudar a Orann a preparar algunas 6rdenes de los comensales, para que asi

este pueda preparar la comida de Fortin.

Orann le pide a Aria que le ayude a preparar las bebidas y le entrega la siguiente receta:

Agua de nubes arcoiris: Para preparar 5 vasos se necesitan 2 nubes arcoiris, 3 motas de

algodon de azucar y 5 rugidos de ledn.

Agua de suspiros: Para preparar 4 vasos se necesitan 3 suspiros, 2 cubos de hielo azul y

3 lagrimas de hormiga.

Actividad 1: Prepara aguas magicas.

1. Orann le pide a Aria preparar 15 vasos de agua de nubes arcoiris ;Cuantas nubes arcoiris, motas de
algodon de azucar y rugidos de ledn necesita?
2. Orann necesita que Aria prepare 16 vasos de agua de suspiros ;Cuantos suspiros, cubos de hielo
azul y lagrimas de hormiga necesita?
3. Orann necesita con urgencia que Aria prepare otros 25 vasos de agua de nubes arcoiris /Cual es la
cantidad que necesita de cada ingrediente para la preparacion?
- Al final de estas preparaciones, a - 8 lagrimas de hormiga.
Aria le quedan los siguiente
ingredientes:
- 4 nubes arcoiris.
- 8 motas de algodon de azucar.
- 11 rugidos de leon.
- 6 suspiros.

- 4 cubos de hielo azul.



(Cual es la maxima cantidad de vasos de cada bebida que podria preparar Aria con estos

ingredientes disponibles?

—iYa, Fortin! — Dice Aria cansada—. Ya terminé la orden. Dile a Orann que te
prepare tu comida para que vayamos hacia Mandrius y podamos salir de este mundo tan

caotico en el que me encuentro.

—jOrannnnnn! — Grita Fortin, en medio de los loritos que caminaban el Lorandia.

—Tranquilo, no me he olvidado de tu comida—Dice Orann sonriente.

Orann se dirige hacia Fortin y le entrega un sombrero lleno de delicias magicas:
algas doradas, piedras de coco color ciruela, mermelada de indigo y trocitos de nubes en
forma de flores malvas. Al ver los colores combinados en el sombrero que le sirvié Orann a
Fortin, por primera vez en todo el camino, Aria pens6 que podria ser buena idea probar esos

extrafnos sabores que parecian tener sus colores favoritos de su mundo real.

Al probar las algas doradas, el paladar de Aria hizo fiesta y se cuestion6 por qué en
su mundo jamas habia probado ese tipo de sabores. Aria y Fortin comieron las delicias
magicas preparadas por Orann y partieron a su encuentro con Mandrius. Al alejarse de

Lorandia, Aria grita:

—iGracias, Orann! — Nunca pensé que ese sombrero tuviera sabores tan
deliciosos. Y, a decir verdad, trabajar contigo no fue tan abrumador. jSuerte con tus aguas

de suspiros! — Finaliza Aria a lo lejos.

Para encontrarse con Mandrius, Aria y Fortin deben cruzar el bosque encantado, un

lugar lleno de plantas frutales en el que esté la fruta favorita de Mandrius.

—iMira, Aria! Llegamos al bosque encantado. Para cruzar este bosque, tenemos
que responder unas preguntas, a las que el guardian llama “preguntas contrasefia”. Las
respuestas te sirven como sefial para que Mandrius sepa que vamos en son de paz, y no para
hacerle dafio. Al final del bosque esta el castillo de Mandrius. jEstamos cerca! — Dice

Fortin entusiasmado.



En la mitad del bosque, un perro guardian los detiene y dice:

—Para poder cruzar el bosque y llegar al castillo de Mandrius, deben responder las
siguientes preguntas contrasefia — Dice el perro guardidn, mientras le entrega unas graficas

a Aria.

Actividad 2: Cruzando el bosque encantado.

1) Arbol de Manzanas:

Altura (Cm)

15

05

Dias

2) Arbol de guanabana:

Las guanabanas son la fruta favorita del gran mago, por esta razon Mandrius lanz6 un
hechizo en la tierra del gran bosque encantado para que los arboles de guanabana crezcan 2
centimetros al instante en el que son sembrados y asi poder comer guanabanas lo mas pronto
posible. Es por esto por lo que la grafica de la altura del arbol de guanabana empieza desde 2

centimetros.



Altura (cm)

. Dias

—Las graficas muestran el crecimiento de 2 arboles frutales—Dice el perro
guardian dirigiéndose a Aria y Fortin—. Para pasar tendran que responder las siguientes

preguntas:

Preguntas del perro guardian:

Ayuda a Aria a responder las preguntas contrasefia para cruzar el bosque encantado y llegar

al castillo de Mandrius:

1. Observa la grafica del arbol de manzanas y responde:
e Entre el dia 2 y el dia 5 ;Cuantos dias han pasado? Y ;Cuanto ha crecido el arbol en
esos dias?

—jAria, espera! —Dice un colibri mensajero—. Libe, tu amiga la libélula, te mand6 una

nota para que puedas responder las preguntas contrasefia siguientes:

Querida, Aria.

S¢é lo mucho que te has esforzado para salir de este sueiio y por eso Fortin se comunico
conmigo por telepatia para entregarte este mensaje.

Para responder esta pregunta debes:
Organizar los datos anteriores en esta formula mdgica:

Crecimiento del arbol _

Dias que pasaron



Y asi sabras que por cada cm que crecio el arbol de manzanas, pasaron dias.

Si pudiste responder lo anterior (que sé que lo hiciste, porque eres muy terca como para
rendirte en tu busqueda hacia Mandrius), podras resolver las siguientes preguntas contrasena.

jVamos, falta poco!
Con amor, Libe. Tu amiga.

e Entre la altura 0.5 cm y 2.5 centimetros ;Cuantos centimetros ha crecido el arbol? Y

(Cuantos dias han pasado para que crezca de esa manera?

Crecimiento del arbol

e Organiza los datos anteriores en la formula magica: -
Dias que pasaron

2. Observa la grafica del arbol de guanabanas y responde:
e Entre el dia 1 y el dia 3 ;Cuantos dias han pasado? Y ;Cuantos centimetros crecid el
arbol en esos dias?
e Organiza la informacion de la manera en que te enseild Libe en su nota:
3. Entre la altura 2 cm y 5 cm ¢Cudntos centimetros ha crecido el arbol? Y ;Cuéntos dias han
pasado para que crezca de esa manera?

4. Organiza la informacion de la manera en que te ensefié Libe.

La formula que te enseiié Libe sirve para calcular el crecimiento de los arboles. Haz

uso de esa formula para responder las siguientes preguntas:

5. Observa la grafica del arbol de manzana y ten en cuenta que:
= El arbol de manzana ha crecido 2.5 cm en 5 dias

= El arbol de manzanas ha crecido 1.5 cm en 3 dias
Organiza la informacidn en parejas ordenadas

( dias, cm)
( dias, cm)

Y utiliza la formula magica para calcular la diferencia entre el crecimiento del arbol (cm) y los dias
para saber cuanto crece el arbol de manzana cada dia.

Crecimiento del arbol _

Dias que pasaron

El arbol de manzana crece cm cada dia.



6. Observa la grafica del arbol de guanabana y ten en cuenta que:
= El arbol de guanabana ha crecido 1 cm en 1 dia
=> El arbol de guanabana ha crecido 3 cm en 3 dias

De acuerdo con el procedimiento del punto 3), organiza la informacion en parejas
ordenadas y calcula la diferencia entre el crecimiento del 4rbol (cm) y los dias para saber cuanto

crece el arbol de guanabana cada dia.

—iMuy bien, Aria! —Dice el perro guardian—. Con ayuda de tus amigos lograste
contestar las preguntas contrasefia, confirmando que vas en son de paz con Mandrius.

Sigueme, te llevaré a la salida.

—i¢En serio?!—Pregunta Aria ansiosa—. ;Asi que ya podemos cruzar el bosque

encantado para encontrar a Mandrius?

—iClaro que si, Aria! —Dice el perro guardian, mientras les abre paso hacia la

puerta de arbustos que muestra un camino chocolatoso hacia afuera.

Después de cruzar el bosque encantado y dar la contrasena al perro guardian, Aria'y
Fortin partieron hacia el castillo de Mandrius. A lo lejos observaron un castillo de
malvaviscos que mostraba en su cispide una insignia de color fuego que divisaba en su
centro: “Mandrius, el duefio de los suefios”. Aria se maravillé por los paisajes frente a sus
ojos. Caminaba sobre piedras de chocolate y a sus costados escuchaba rios de mermelada.

Las palmeras cantaban al unisono y movian sus cabellos hacia todas las direcciones.

Fortin miraba a Aria de soslayo y encontraba en sus ojos el asombro de las primeras

VECES.

—Fortin... esto es... jasombroso! —. Dice Aria en un sonido tan bajo, que parecia

que hablase para ella.

—Lo sé, Aria. Lo sé... —. Dice Fortin suspirando.

—¢Por qué no hay de estos en mi mundo? —Dice Aria meditabunda.



—Porque so6lo en este mundo todo es posible, Aria. Aqui cobra sentido todo lo

irreal ante los 0jos humanos.

—Asi es—. Dice una voz gruesa a lo lejos. —En este mundo existen todos los
sabores, transportes, colores, restaurantes en todas sus formas; los bosques mas

maravillosos y los mejores amigos que podrias encontrar.

Aria se voltea hacia la voz gruesa y encuentra al mago con una bandera magica en

las manos.
—Mandrius... jno sabes todo lo que me costd encontrarte! —Dice Aria.
—A qué puedo imaginarlo...—Dice Mandrius mirando a Fortin.

—Muy bien, Aria —continué Mandrius—. Ha llegado el momento. Para salir de
este suefio, debes cumplir una tltima tarea: dejar tu huella en nuestro mundo. jDebes
marcar nuestra historia para siempre! Para lograrlo, debes ponerle un nombre a nuestro
mundo con ayuda de tus amigos. Como habras notado, ni la Libélula, ni la Mariposa, ni el
Arbol, ni Fortin, Orann, ni yo mismo te hemos revelado como se llama este lugar. Ese
honor te lo hemos reservado a ti y a los que te ayudaron a llegar hasta el castillo de
Mandrius. Han viajado en nuestros transportes, conocido las frutas que devoran animales,
imaginado los sabores més exquisitos de Lorandia, explorado el bosque encantado y
visitado el castillo més dulce que jamas hayan visto. Asi que... jes su turno de dejar huella!
Una vez le hayan dado un nombre a nuestro mundo, ti podrés despertar y regresar al

mundo real.
—Eso si—Intervino Fortin— No me olvides a mi.
—Ni a mi— Dice una voz suave y conocida a lo lejos.
—Libe...—Dice Aria reconociendo su voz.

—iMucho menos a nosotros! —Dicen el arbol y la mariposa, llegando hacia ellos

por el camino de piedras de chocolate.



—Bien, Aria... jllegd tu momento! Escribe, con ayuda de tus amigos, el nombre de

nuestro mundo en este libro magico y podras despertar...

inundados al despertar.

El sol rodeo su cara y cubri6 su mirada. La mafiana asomaba un dia de escuela en un
mundo normal; el mundo de Aria. Al llegar a su salon de clases, la maestra Mileva ya
estaba sumando en el tablero un problema mas al mundo. La tinta de su marcador parecia

saber de memoria lo que escribiria:

“El papa de Andrea realiza domicilios y por cada domicilio gana $5000. Al dia

realiza 15 domicilios en total”

—iMuy bien, Fortin! —Dice Aria en su mente, recordando a su amigo en su mundo

al revés—. Llegd mi momento de triunfar sola.

Actividad 3:
De acuerdo con lo anterior, responde las siguientes preguntas:

1. (Cuénto dinero gana luego de realizar domicilios durante una semana (7 dias)?

2. Si aumenta la cantidad de domicilios que hace en un dia ;Qué pasaria con la
cantidad de dinero que gana? Explica por qué ocurre esto.

3. (De qué depende la cantidad de dinero que gana el papa de Andrea en un dia?
Explica por qué ocurre esto.

4. (Cuantos dias debe trabajar el papa de Andrea para ganar $900.000?



5. Sien 2 dias el papa de Andrea ha ganado $150.000 y en 5 dias ha ganado $375.000
(Cuanto gano entre el dia 2 y el dia 5?

Mientras los compafieros de Aria parecian estar congelados por el frio de la
situacion en el tablero, Aria record6 su suefio y decidié encaminarse a las respuestas junto

con sus amigos de lectura, que tanto la ayudaron en su sueilo magico.

Ayuda a Aria a responder las preguntas de la profesora Mileva y haz orgullosos a
Libe, Fortin, Mandrius, el perro guardidn, el colibri mensajero, el arbol y a la mariposa de

tu gran trabajo.
—iLo logréééée! —Grita Aria en el salon de clase.
Al oir su voz, sus compaferos giraron en direccion a ella, burlandose.

—Lo siento—Dice Aria—Se me habia olvidado de que este mundo carece de

asombro y magia.
—ijAy, Aria...! —Dice Charles—Otra vez en tu mente de Alorinces.

—No, y es que hay més... algas doradas, piedras de coco color ciruela, mermelada
de indigo y trocitos de nubes en forma de flores malvas—Dice Aria orgullosa al recordar

los sabores del sueno.

—iTienes esa mente llena de locura e imaginaciones, Arial —Dice Charles

asustado.
—Imaginate lo cruel que seria que estuviese vacia... —Finaliza Aria emocionada.

Suena el timbre de salida y Aria atiborra con apremio sus cuadernos y colores en el

bolso que le obsequio su padre, el Sr. Dedekind.

—(A donde vas tan rapido? —Dice una voz desconocida a lo lejos.



Aria ignora la pregunta y se encamina hacia la salida de la escuela. Al salir por el
marco de la puerta, observa el cielo azulado con todas las formas y figuras blancas que

solia contar cuando era mas chica.

Sus ojos perseguian los autobuses llenos de individuos, el suelo lleno de piedras
grisaceas, los perros que le ladraban a lo desconocido; los gatos gastando sus vidas y las

personas caminando en direccion a todos los lugares.

Y Aria, tan ensimismada y obstinada, olvidando que, aunque su mundo parecia estar
al derecho, habia olvidado qué era el estar consciente del presente y observar lo que para
ella se habia tornado normal. Habia olvidado, en sus pocos afos, lo que observaban sus

o0jos, palpitaba su corazén y caminaban sus incipientes pies: la vida.

Fue entonces cuando recordo y le respondio a la voz desconocida, pero méas como

respondiendo a si misma:

—A despedirme de alguien, a despedirme de alguien...

Anexo 2 Distribucion de los estudiantes en cada grupo

Tabla de grupos de estudiantes formados para el analisis de los niveles de

razonamiento covariacional en la situacion 1.

Gl: El, E8, E2, ES, E6, E3, E7 | G9: E3, E2, E§, E7 G17: ES8, E4, E6, ES

G2: E4, E9 G10: E1, E4, ES G18: E2

G3: G3: E4, E6, E2 G11: E9, E6 G19: El, E3, E4, E8, E7, ES, E9
G4: E7, E1, E8, E3, E5 G12: El, E2, E3, E4, E6, E7, E8 | G20: E2, E6

G5: E9 G13: ES G21: ES, El, E8, E2

G6: E7, E3, E9, E6, E1, E2 G14: E7, E9, E3, E8, E6, E4, El G22: E3, E6, E9, E4,

G7: E4, ES G15: E2, ES G23: E7

G8: E8 Gle: E7, El, E9, E3




Tabla de grupos formados para el analisis de los niveles de razonamiento

covariacional en la situacion 2.

Gl:E3,E4,E5,E6, E7 | G9: El, E2, E4, E6, E9 G17: El, E2, E3, E4, E5, E6, E7, E8, E9
G2: E9, E2 G10: ES, E8, E7, E3 G18: E2, E6

G3: El Gl1: E2, E6 G19: ES, E4, E1

G4: E8 G12: E3, E8, E7, E1, E4, E9, E5 | G20: E9, E3, E8, E7

G5: E7, E3 G13: E6, E4, E1, E9, ES, E2 G21: E2, E4, E1

G6: E2, E1 G14: E3, E8, E7 G22: E6, E9

G7: E4, E9 G15: E2, E5, E6 G23: ES, E3, E8, E7

G8: E8, E6, ES G16: E7, E8, E3, E1, E9, E4

Anexo 3. Produccion del grupo 1y 2-S141

Anexo 4. Produccion del grupo 1 - SIAI




Anexo 5. Produccion del grupo 4 - SIA2P1
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Anexo 10 Produccion del grupo 14 - SIA3P1
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Anexo 11 Produccion del grupo 16 - SIA3P2

Anexo 12. Produccion del grupo 17 - SIA3P2
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Anexo 15. Produccion del grupo 22 - SIA3P4

Anexo 16. Produccion del grupo 23 - SIA3P4
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Anexo 19. Produccion del grupo 7 - S2A1P4
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Anexo 22. Produccion del grupo 12 - S2A2P2
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Anexo 24. Produccion del grupo 16 - S2A3P1
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Anexo 25. Produccion del grupo 17 - S2A3P2P3

Anexo 26. Produccion del grupo 19 - S2A3P4




Anexo 27. Produccion del grupo 20 - S2A3P4
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