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Resumen

Uno de los desafios mas importantes de la cosmologia moderna es explicar, desde el punto
de vista fundamental, las razones por las cuales el universo hoy en dia se expande de
forma acelerada. Desde el punto de vista tedrico, se han propuesto diversos modelos que
se pueden clasificar en dos grupos: aquellos que adicionan un fluido ex6tico denominado
energia oscura y aquellos que modifican la teoria de la gravedad. Dado que, la mayoria de
modelos del segundo grupo ha tenido problemas observacionales, en el presente trabajo se
estudia un modelo de energia oscura basado en campos vectoriales de gauge acoplado a
la materia oscura. Para el andlisis respectivo se usa el método de los sistemas dinamicos,
encontrando asi los puntos criticos del sistema y estudiando su estabilidad. Ademaés, se
realiza la solucion numérica del sistema de ecuaciones diferenciales y se obtiene la evolucion
césmica de los parametros de densidad y las ecuaciones de estado efectivas, encontrando
una ecuacion de estado dinamica para la energia oscura, la cual depende fuertemente
de uno de los parametros involucrados en la funcién que acopla a la energia oscura y la
materia oscura.

Palabras clave: energia oscura, campos vectoriales, campos de gauge, sistemas dinami-
cos, expansion acelerada, cosmologia.
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Capitulo

Introduccién

Actualmente se sabe, gracias a las observaciones, que el universo se expande de forma
acelerada [1, 2]; puesto que, a finales del siglo XX realizando la medicién del corrimiento
al rojo de la longitud de onda de radiacién de supernovas tipo IA, se determiné que dichas
mediciones tenian sentido si el universo se encontraba en expansion acelerada. Esta idea
es totalmente contraria a la que tenia Einstein durante el desarrollo de su teoria de la
gravedad a principios del siglo XX, pues pensaba que el universo era estatico; pero para
su sorpresa, las ecuaciones de dicha teoria predecian un comportamiento dinamico por
parte del universo. Para contrarrestar el comportamiento dinamico del universo, Eintein
introdujo la constante cosmoldgica A a sus ecuaciones. Sin embargo, en el ano 1928, las
observaciones realizadas por Edwin Hubble muestran que el uiverso se encontraba en
expansion. Este descubrimiento obligd a Einstein a prescindir de la constante cosmologica
y a considerar esta idea como uno de sus méas grandes errores. No obstante, en 1998,
se descubre que el universo no solo se expandia, sino que lo hacia de forma acelerada
[1, 2]. La explicacién mas sencilla a este fenémeno, es considerar la existencia de una
densidad de energia constante, con presion negativa, y que justamene se logra mediante
la reintroduccién de la constante cosmolégica [3, 4]. Este modelo se conoce actualmente
como el modelo ACDM y es el que mejor se ajusta a las observaciones actuales [3, 5]. Sin
embargo, este modelo tiene algunos problemas o tensiones: el primero, es el denominado
de “ajuste fino” [6], ya que dicha constante se asociaba a la energia del vacio, pero al
momento de compararla con esta energia obtenida mediante observaciones, se llega a
una discrepancia de 120 6rdenes de magnitud. El segundo problema corresponde al de
la tensién Hy [7, 8], donde H es el parametro de Hubble, la tensién resulta porque al
medir esta cantidad hoy en dia, utilizando los datos de la radiacion césmica de fondo
(CMB por sus siglas en inglés), resulta ser diferente a la cantidad obtenida si se realizan
medidas locales. Finalmente, esta el entendimiento del origen fundamental de la constante
cosmoldgica [9], o en ultimas, el origen fundamental de la expansién acelerada del universo.
Desde el descubrimiento de dicha expansién acelerada, diferentes grupos de investigacion
e investigadores han propuesto diversos modelos intentando explicar este fenémeno del
universo. Estos modelos se pueden clasificar en dos grandes grupos, de acuerdo a la forma
en que se “incluye” el fenémeno de la expansion tardia del universo en las ecuaciones de
Einstein,



G = 81GT,,, (1.1)

donde, G, es el tensor de Einstein y corresponde a la parte geométrica de las ecuaciones,
G es la constante de gravitacion universal y T}, es el tensor de energfa-impulso y co-
rresponde al contenido energético del universo. Por lo tanto, el primer grupo de modelos
corresponde a aquellos que modifican la parte izquierda de la ecuacion (1.1), es decir, son
modificaciones a la geometria o en ultimas a la teoria de la gravedad [3, 10]. Inicialmen-
te, habia una gran variedad de modelos de este tipo, pero a medida que se realizaban
proyectos observacionales, las predicciones de dichos modelos debian corresponder a los
resultados de las mediciones realizadas, hecho que no resulté exitoso para algunos de estos
modelos [11, 12, 13], ya que, por ejemplo, predecian que la velocidad de las ondas gravi-
tacionales era mayor a la obtenida experimentalmente. Por tal razon, en el contexto de
la expansion acelerada tardia, los modelos vigentes actualmente de gravedad modificada
son los llamados modelos f(R). Estos modelos consisten en la modificacién de la accién
de Einstein-Hilbert, donde esta ya no sera una funcién lineal del escalar de curvatura R,
sino que tendra otros términos que dependan de dicho escalar.

En el segundo grupo de modelos se encuentran aquellos que modifican la parte derecha de
la ecuacién (1.1); es decir, adicionan un contenido material exético, con presion negativa,
llamado energfa oscura [14, 15]. Este fluido sera el responsable de la expansién acelerada
del universo. En este grupo se encuentra la mayoria de propuestas planteadas; entre
ellas, modelos de quintaesencia que usan campos escalares con sus respectivos potenciales,
modelos de k-esencia similares a los de quintaesencia con la diferencia de que el término
cinético de los campos no es canonico, modelos acoplados entre energia oscura y materia
oscura, entre otros (ver [14, 15]).

Las propuestas mas populares son aquellas que usan campos escalares en modelos de ener-
gla oscura; sin embargo, no se deben descartar otras opciones como los campos vectoriales
(ver por ejemplo [16, 17, 18, 19, 20]), las formas (ver por ejemplo [21, 22, 23]), etc. Es
por esto que, en el presente trabajo se propone un modelo para la energia oscura basado
en campos vectoriales con un acople no minimo a la materia oscura. El documento se
divide en 7 capitulos: en el capitulo 2, se realiza un repaso de la teoria sobre la expansion
acelerada del universo, junto con el modelo cosmolégico estandar y la energia oscura. En
el capitulo 3, se presenta la base tedrica del método de los sistemas dinamicos, el cual
es usado para analizar el modelo de este trabajo. En el capitulo 4, se estudia el mode-
lo propuesto partiendo desde su accién, derivando asi sus respectivas ecuaciones usando
la métrica FRLW. En el capitulo 5, se obtiene el sistema dinamico asociado al modelo,
junto con sus puntos criticos y el analisis de estos. En el capitulo 6, se presenta la solu-
ciéon numérica del sistema de ecuaciones y las graficas correspondientes a la evolucion de
los parametros de densidad y las ecuaciones de estado. Finalmente, en el capitulo 7, se
muestran las conclusiones obtenidas.



Capitulo

Expansion acelerada del universo

A principios del siglo XX, cuando Einstein se encontraba desarrollando su teoria de la
gravedad, introdujo la constante cosmoldgica A en sus ecuaciones para seguir manteniendo
la idea de un universo completamente estatico. Sin embargo, en ese mismo tiempo, de-
Sitter al resolver las mismas ecuaciones de Einstein para un universo sin materia, mostrd
que la introduccion de dicha constante cosmoldgica conducia a un periodo de expansion
acelerada, muy diferente al que imaginaba Einstein. Es asi como inicialmente se encuentra
una discrepancia entre la introduccion y la omision de dicha constante en las ecuaciones de
Einstein. Anos después, Edwin Hubble demostré que efectivamente el universo se expande,
dejando auin abierta la incégnita sobre la constante cosmoldgica.

Finalizando el siglo XX se empezaron a obtener las primeras evidencias observacionales
de la expansion acelerada del universo [15], entre estas se tienen:

= Supernova tipo IA (SN Ia): cuando una enana blanca alcanza una masa de 1,4 masas
solares, la gravedad aumenta y dicha estrella explota. Inicialmente se pensaba que
dichas estrellas tenian siempre la misma luminosidad y de esta forma podian ser
usadas como unas luces fijas o estandar en el universo, estas son tan brillantes como
una galaxia. Pero cuando se realizaron las primeras observaciones se encontrd que
su luz se volvia méas débil con la distancia, lo que llevé a pensar a los cientifcios que
se debfa a una posible extincion, pero finalmente se dedujo que esto sucedia por la
expansion cosmica.

» Radiacién de fondo de microondas (CMB): el fondo césmico de microondas es una
captura instantanea del universo, cuando tenia aproxiamdamente 380000 afios de
edad, antes de la época de desarrollo de estructuras y tiene anisotropias en la tem-
peratura. El espectro angular de potencias del CMB implica que este esta dominado
por unos picos y que estos presentan cierto corrimiento debido a la expansion cosmi-
ca. Teniendo en cuenta la evidencia de las observaciones tratadas hasta este punto,
se puede inducir que el universo es espacialmente plano y que también, el conteni-
do material del universo corresponde a aproximadamente un cuarto de la densidad
critica, siendo entonces las otras tres cuartas partes otro contenido desconocido, el
cual se denomina energia oscura y sera tratado en el proximo capitulo.



» Oscilaciones actsticas bariénicas (BAO): hace muchos anos, toda la materia (inclu-
yendo la materia oscura) y la radiacién estaban condensadas formando un plasma.
Los fotones, que no interactian con la materia oscura, solo interactiian con la ma-
teria bariénica colindante. Dicha materia oscura se encuentra en grumos y genera
atraccion gravitatoria sobre la materia barionica actuando como centros y a su vez,
la presion de radiaciéon al ser tan grande ejerce fuerza hacia afuera, produciéndose
asi las oscilaciones de bariones. Estas se denominan acusticas por la similitud que
existe con la expansién y compresion del aire en la atmésfera, lo que genera el soni-
do. En este caso, se tienen ondas de presion propagandose en dicho plasma. Dichas
oscilaciones dejaron de propagarse en la época de recombinacion, debido al descaco-
ple de la luz y la materia; las cuales se detectan en la distribucién de galaxias por la
alta probabilidad de encontrar dos galaxias separadas por la distancia caracteristica
de las oscilaciones actsticas, la cual se puede medir y comparar con las predicciones
tedricas.

» Lente gravitacional débil (WL): la presencia de estructuras en el universo genera
una flexién gravitacional de la luz lo cual distorsiona las imagenes de las galaxias.
De esta forma, podemos hacer un mapeo de la materia oscura y su agrupamiento
que muestra la influencia de la energia oscura en el crecimiento de estructuras a gran
escala. Las estructuras masivas deflectan la luz (efecto fuerte) y en el caso del efecto
débil distorsiona los tamanos, formas y brillo; este tltimo es el que se estudia, pero
solo se genera aproximadamente 1% de distorsién, por lo tanto se deben estudiar
una gran cantiadad de galaxias para detectar dicho efecto.

Las observaciones descritas anteriormente son solo una muestra de todas las posibilidades
que existen y que sirven de base para poner a prueba los diferentes modelos tedricos.

A pesar de que ya se sabe que el universo se expande de forma acelerada, atin no se tiene
la total certeza del origen y la explicacion fundamental de la misma. Es por esto que, se
ha venido proponiendo una gran cantidad de modelos que intentan explicar la expansion
acelerada del universo, estos modelos pueden ser de dos tipos: aquellos que modifican el
contenido material del universo, adicionando un fluido exético denominado energia oscura,
el cual es responsable de dicho comportamiento dinamico del universo y los demas que
modifican de forma geométrica el espacio-tiempo. Estos tltimos pueden surgir de efectos
cuanticos como correcciones de curvatura en la accién de Einstein Hilbert.

En el caso del segundo grupo de modelos, uno de estos es el modelo f(R) o de gravedad
modificada. Estos modelos se pueden describir por medio de una acciéon de la siguiente
forma:

s = [day=g/(R) (2.1)

donde f(R) es una funcion del escalar de Ricci R, de manera que no se tiene el término
usual que depende de R, sino otro tipo de funciones, variando dicha métrica se obtienen las
ecuaciones de campo, las cuales generalmente resultan siendo ecuaciones de movimiento
de 6rdenes superiores al segundo [15], que es el usual que se obtiene.

Otro modelo existente en este grupo es el modelo Dvali-Gabadadze-Porrati (DGP), el cual
es un modelo basado en branas [15]. En este caso, se considera una brana incrustada en



ACDM: Modelo cosmolégico estandar

un hiperespacio (o “bulk” en inglés) de Minkowski 5-dimensional. Entre otros modelos de
modificacién de la gravedad.

SECTION 2.1

ACDM: Modelo cosmolégico estandar

El modelo ACDM fue el primero en proponerse para explicar la expansion acelerada
del universo. Inicialmente fue introducida por Einstein, para conservar su idea de un
universo estatico, pues, debido a la atraccion gravitatoria, el universo tiende a contraerse,
de manera que, usando A se podria contrarrestar este hecho. Es asi como Einstein de
esta forma, modifica la ecuacién (1.1) adicionando un término y teniendo en cuenta que
G = R, — %QW,R, obteniendo asi:

1
R, — ig,wR — Ag = 87GT,. (2.2)

El problema de la constante cosmolégica radica en que se desconoce el origen fun-
damental de la misma, lo mas natural es que dicha constante esté relacionada o asociada
a la energia del vacio, pero justo alli es donde aparece la discrepancia [9, 24]. Desde el
punto de vista de la fisica de particulas, el origen de la constante cosmoldgica surge por
la densidad de energia del vacio [14]. Esta se calcula teéricamente usando el efecto Casi-
mir, obteniendo un valor estimado y se mide también usando observaciones cosmolégicas,
obteniendo de esta forma una discrepancia entre estos dos resultados de 120 6rdenes de
magnitud, a esto se le conoce como problema de ajuste fino, pues no se sabe por qué la
energia del vacio es tan pequena. Cuando recién se conocié este hecho, se intent6 analizar
y proponer alternativas para explicar o subsanar esta discrepancia. Una de estas era usar
supersimetria, pues en este tipo de teorias cada grado de libertad bosonico tiene su contra
parte fermidnica; de manera que, los grados bosonicos contribuyen al punto de energia
cero de forma positiva y los grados fermiénicos lo hacen de forma negativa, es asi como
se cancelan entre si y dicha energia se anula. Sin embargo, esto implica que la energia
del vacio debe ser cero, lo cual no es cierto de acuerdo a las observaciones cosmolégicas y
ademas, se sabe que el universo no se encuentra en un estado de vacio supersimétrico.

Otro de los problemas que tiene el modelo ACDM es el llamado problema de coinci-
dencia, pues la densidad de energia de A es del mismo orden de la densidad de masa del
universo hoy en dia, es decir, el universo inicia su proceso de expansion justo ahora, no
en el pasado ni en el futuro. Si esta densidad de energia fuera mucho mayor y dominante
en una época temprana no hubiera sido posible el proceso de formacion de estructuras y
entre otras cosas, no existiria el universo.

Otro problema de este modelo es la llamada tension Hj, donde H es el pardmetro de
Hubble y su indice indica que es medido hoy en dia. El problema radica en que, el valor
de dicha constante depende del método de medicion; pues si se realiza una extrapolacion
usando los datos observacionales de la CMB, se obtiene un resultado diferente a cuando
se estima dicho valor mediante la escalera de distancias usando supernovas.



Energia oscura

Por los problemas observacionales que presenta el modelo ACDM listados anteriormente,
se hace necesaria la busqueda de otras alternativas que puedan explicar de forma acertada
la expansion acelerada del universo y no presente este tipo de problemas o tensiones con
las observaciones.

SECTION 2.2

Energia oscura

Como alternativa al modelo ACDM se han propuesto, a lo largo de la historia, muchos
modelos de energia oscura (adicionando un fluido exético al tensor de energia impulso)
para explicar la expansion acelerada del universo. Entre estos modelos hay algunos basados
en campos escalares, campos vectoriales, formas, entre otros [14]. Algunos de los mas
conocidos son:

= Quintaesencia: este es un modelo que usa un campo escalar ordinario minimamen-
te acoplado a la gravedad [25, 26|, el cual cuenta con una presién negativa que se
encarga de generar la expansion acelerada del universo. Su accion tiene la siguiente
expresion:

1
5= [d'ay=g| - 5(Vo) - V(9)|. (2.3)
donde el primer término del integrando es el término cinético del campo escalar ¢
y el segundo término es su respectivo potencial. A pesar de que esta es una buena
propuesta para la energia oscura, uno de sus problemas es encontrar estos potenciales

de quintaesencia en fisica de particulas.

» K-esencia: este modelo es muy similar al modelo anterior de quintaesencia, con la
excepcion de que su término cinético es no canoénico en este caso, la idea de esta
teoria es pensar en la posibilidad de existencia de alguna solucién dindmica que
obligue a los términos no lineales a permanecer no despreciables. La accion tiene la
siguiente forma [14, 27]:

s = [ d'ev=g p(6, X), (2.4)

donde p(¢, X) corresponde a una densidad de presion y X = —1/2(V¢)% Una de
las motivaciones por las cuales se consideran este tipo de lagrangianos se origina en
la teoria de cuerdas.

Ambos modelos, quintaesencia y k-esencia resuelven el problema de coincidencia,
pero no resuelven el problema de ajuste fino. Los datos observacionales de supernovas
son mas consistentes con el modelo de k-esencia que con el de quintaesencia.

= Campo taquidnico: se ha pensado que los condensados taquidénicos en una clase
de la teoria de cuerdas podria tener consecuencias cosmolégicas interesantes. Los



Energia oscura

taquiones tienen una ecuacion de estado interesante cuyo parametro se interpola
suavemente entre —1 y 0; de manera que, esto abre la posibilidad de tener una gran
cantidad de intentos para construir modelos cosmolégicos viables usando el campo
taquionico como un candidato apropiado para inflaciéon a altas energias. Pero, el
taquion solo puede usarse como una fuente de energia oscura dependiendo de la
forma de su potencial; de esta forma, se usa esta alternativa con una forma correcta
de potencial.

El lagrangiano efectivo para este modelo taquionico es descrito por la siguiente
expresion [14]:

S=— / A2V (§)\/—=det(gup + 0u0040), (2.5)

donde V' (¢) es el campo taqui6nico.

= Campo fantasma: los datos observacionales recientes indican que el valor de la
ecuacion de estado estd en un intervalo estrecho alrededor de —1. Los modelos
mencionados anteriormente tienen un valor para la ecuacién de estado > —1, la
region en la que dicho valor es menor que —1 se dice que es debida a una forma
de energia oscura fantasma. Este modelo se basa en un campo escalar con energia
cinética negativa, de esta forma su accion tiene la siguiente forma [14, 28, 29, 30]:

5= [dev=g[5(v07 - V(o) (2.6)

Sin embargo, los campos fantasmas generalmente cuentan con inestabilidades cuan-
ticas ultra-violetas y ademas, la densidad de energia de estos campos no esta acotada
desde abajo.

» Gas de Chaplygin: este es un caso interesante de energia oscura donde el fluido
ex6tico es el denominado gas de Chaplygin, el cual tiene la siguiente forma para su
ecuacion de estado [14]:

P
donde A es una constante positiva y es similar a la forma que se tiene para el campo
taquidnico, siendo este un caso especial de dicho modelo, el cual tiene un potencial
constante. Este modelo puede ser una propuesta interesante para la unificacion de
la energia oscura y la materia oscura, puesto que, en épocas tempranas se com-
porta como un polvo sin presién y en épocas tardias se comporta como constante
cosmoldgica produciendo asi expansion acelerada.

Ademas de estos hay muchos mas modelos de energia oscura que se han propuesto
como alternativa a la constante cosmoldgica.



Capitulo

Método de los sistemas dinamicos

Los sistemas dinamicos pertenecen al grupo de los sistemas auténomos, los cuales juegan
un papel muy importante en la cosmologia a la hora de solucionar ecuaciones y analizar el
comportamiento de cada uno de los sistemas [14, 19, 31, 32, 33]. Generalmente, en modelos
cosmoldgicos es comin enfrentarse a sistemas de ecuaciones diferenciales, los cuales no
son faciles de solucionar; es por esto que, se debe acudir a algiin método para resolverlos,
uno de estos métodos es el denominado método de los sistemas dinamicos.

En este caso, se realiza el andlisis para un sistema de orden 2 (dos ecuaciones diferenciales
de primer orden), pero dicho andlisis se puede aplicar para un sistema de cualquier orden,
siempre y cuando todas las ecuaciones diferenciales sean de primer orden. Suponiendo
entonces un sistema de dos ecuaciones diferenciales de primer orden, donde estas dos
ecuaciones estan acopladas entre si, de forma que:

i’:f(fb,y,t), y:g<$,y,t>, (31)

donde f y g son funciones de x, y y t; pero, el sistema es autéonomo si f y g no dependen
explicitamente de ¢ [34], se asume esto de aqui en adelante. Como las funciones f y g no se
pueden solucionar de forma directa, lo que si se puede hacer es analizar su comportamiento
y para esto, se buscan sus puntos criticos y se analiza la estabilidad de cada uno de estos
para ver como es su comportamiento y hacia déonde tiende el sistema.

Un punto critico o fijo es un punto de la funcién en la cual esta se anula [35]; en este caso,
el punto critico (z., y.) satisface lo siguiente:

f(xc; yc) = j:(xm yc) - 0;
g(xcayc) - y(l'c,yc) =0.

Para analizar dicho punto se realiza una pequena perturbaciéon alrededor de este para
analizar su comportamiento:

r=x.+0r, Yy=1y.+y. (3.4)



De manera que, sustituyendo las expresiones anteriores en las ecuaciones (3.1) se obtienen
las siguientes ecuaciones a primer orden:

i) =(5) o3

la matriz M depende del punto critico (x.,y.) y esta dada por:

of of
M = [gﬂ; gg] . (3.6)
oz oyl (v=zc,y=y.)

La solucién general para la ecuacién (3.5), la cual da cuenta de la evolucién de las per-
turbaciones linales [14], es:

dr = Ae™' 4 Be™',
dy = Ce™' 4 De2t

donde oy, as son los valores propios de la matriz M y A, B, C, D son las constantes de
integracion. De esta forma, se puede clasificar dicho punto critico de acuerdo a los valores
que puedan tomar los valores propios, teniendo en cuenta que un punto critico es un
atractor si:

(x(t), y(t)) = (e, y.) para t— oo. (3.9)
Los puntos criticos se pueden clasificar de la siguiente forma:

= Punto estable: todos los valores propios son negativos, en este caso a; < 0y ap < 0.

= Punto inestable o fuente: todos los valores propios son positivos, en este caso a; > 0
y Qg > 0.

» Punto de silla: algunos valores son positivos y los deméas son negativos, en este caso
ap > 0y ay < 0 o viceversa.

» Espiral estable: el determinante de la matriz M es negativo y las partes reales de
los valores propios a; y ap son negativas.

Teniendo en cuenta la clasificacién anterior, los puntos estables y las espirales estables
son atractores y los puntos inestables y los puntos de silla no son atractores.

En el capitulo 5 se usa la aplicacion de esta teoria del método de los sistemas dinamicos
para el caso del modelo que se estudia en este trabajo.



Capitulo

Modelo con campos vectoriales de Gauge

Como se vio en el capitulo 2, existe una gran variedad de modelos que intentan explicar
el fenémeno de la expansion acelerada del universo. Mas especificamente, en el caso de los
modelos de energia oscura, los cuales cuentan con la presencia de un fluido exético que da
cuenta de dicha expansion acelerada, hay diversos tipos de modelos; entre estos, modelos
basados en campos escalares [36, 37, 38, 39], campos vectoriales [40, 41, 42, 43, 44], formas
[22, 45] y campos vectoriales de Gauge [46, 19, 47, 48, 49]. Estos tltimos empezaron a ser
utilizados en el area de la cosmologia hace poco, inicialmente fueron usados en la fisica de
particulas trayendo consigo buenos resultados; es por esto que, surgio la idea de incluirlos
en la cosmologia como posibles modelos para la energia oscura.

Una de las principales razones a favor de dichos campos de Gauge, es que, en la natura-
leza es mas probable contar con la presencia de campos vectoriales que con la de campos
escalares fundamentales. Ademaés, estos campos tienen la posibilidad de relacionar la cos-
mologia con la fenomenologia de la fisica de particulas. Pero, una de las razones que
pueden tener estos campos en su contra, es la posible anisotropia que los campos vec-
toriales pueden inducir debido a su naturaleza. Ademas, también se debe tener especial
cuidado con las patologias que pueden presentar sus lagrangianos. Algunos trabajos se
han realizado estudiando estos campos, como en las referencias [47, 19, 48, 50], donde
sus lagrangianos efectivamente estan libres de patologias y no cuentan con anisotropias.
Una de las alternativas para evitar dichas anisotropias es el uso de la denominada “triada
cHésmica”, donde se tienen tres campos vectoriales ortogonales entre si, cuya norma es
igual.

A pesar de que estos campos son muy buenos candidatos para ser usados como modelos de
energia oscura, no han sido lo suficientemente estudiados; es por esto que, en este trabajo
se plantea estudiar un modelo para la energia oscura basado en campos vectoriales de
Gauge acoplado a la materia oscura.
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SECTION 4.1

Modelo

En este trabajo se analiza el modelo cosmolodgico descrito por la siguiente accién:

1
S:/d4x«/_—g[2M2R—4F5VF$“’ SV + XY ) + £, ), (1)

donde g corresponde al determinante de la métrica, Mp es la masa reducida de Planck,
R es el escalar de Ricci, F}, es el tensor de esfuerzos del campo electromagnético, V(X))
es el potencial correspondiente al campo, f(X,Y) es la funcién de acople entre la ener-
gia oscura y la materia oscura, L,,,; es el lagrangiano de materia oscura y L,, £, son
el lagrangiano de radiaciéon y materia barionica respectivamente. También se tienen las
siguientes definiciones, donde A® son los campos:

X = AAY,
Y = F;VF;W, .
Fo = 9,A%—9,A°. (4.4)

En este caso se tienen tres campos vectoriales, cuyas componentes diferentes de cero son
las componentes (1,1), (2,2) y (3,3), las cuales tienen la misma magnitud. Se mostrara
que estos campos son los responsables de la expansion acelerada tardia del universo.

SECTION 4.2

Ecuaciones de campo

Para determinar las ecuaciones de campo se varfa la accion (4.1) respecto a la métrica.
Dado que dicha ecuaciéon se compone del producto de dos términos, la raiz del negativo
del determinante de la métrica (asociado al elemento de volumen) y los términos que se
encuentran entre corchetes, esto corresponde a la variacion de un producto, es decir:

/d4 { { MPR_EFLFJW ZV )+ f(X,Y)L mat+Lr+£b] (4.5)
* \/_[ MpoR - FﬁuFé”” = 2V + (X, Y)Emat}+5(cr)+5(cb)]},

A continuacién se realiza cada una de las variaciones por separado y después se reemplazan
todas en la ecuacion anterior. Se inicia entonces con la variacién de la raiz del negativo
del determinante de la métrica:
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19
Vg = 5
1 (99" 0gu)

A
1 v
= 5V —399" 09,

La variacién del escalar de Ricci se presenta en el apéndice A y su resultado es:

0R
ogH

= R, +A.

Ahora, se calcula la variacion del término Fj, Fi*":

S (Fo, F) =

ursa

(F, Farpg™*g")

0 g
0g
0 a a U _vp
5 [(OuAL = 0.45) (O Ay = 0, Ao
_ Fa akp((;v(;zgvp%_(;v(gn u/\)

Fakpé“’g”p + Fa Fakpé”’égg”k
- F'(YluFanpgyp + F;LIWFW\”g
2F“ I
2F“ Fe .

puot av:

De esta forma, se procede con el calculo de (%V(X ):

5 PATEN,
X) = ASAY
59‘/( ) ang( 9
Vo, ..
T dX dg 5 AnAag™)
— VxA“A,,.

Por tltimo, se realiza el célculo de %[ (X, Y) Lyl

5 5 5

gg /YLl = @[f(X,Y)]£M+f(X,Y)@£M
_qof e Of 0 1a J
= ﬁ@(!‘l Ay >+87Yc57( L) EM+f(X7Y)@£M
= [fxA%A + [y (QFLF Lo+ f(X,Y) (;;j”

0Ly
dgrv’

= [f,XAZAaV+2fYFa FJ]£M+f(X>Y)

po= av

(4.6)

(4.7)

(4.10)
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Ahora, usando las ecuaciones (4.7), (4.7), (4.9), (4.10) y (4.11) en la ecuacién (4.6) y
usando el principio de minima accién se obtiene:

\/_gm,[ MR — Lo g SV 4 FXY ) £y + Lo (411

4uya

+ V- MP v

4( po aV

1
2F FU Z VXAZA(IV

0Ly
0G|

+ {f,XAZAm + 2fngaFgu} Ly + f(X,Y)

Ordenando los términos y usando la ecuacién del tensor de Einstein (G, = R, — %R Gu)
la ecuacién anterior se puede reescribir como:

M? 171 1 1
S Ow= PR+ V)t 50 f (XY)Cur + G, (112
+ »C +£b + ZVXAG av [fXAa ay + 2fYFSUF;V}LM
5£M
(XY .
(x5

Ahora, para simplificar un poco la ecuacién anterior se calculan los tensores de energia
impulso correspondientes a los campos y a la materia oscura:

0L,

T, = =2 LG 4.13
2% 5g;u/ + gM ( )
1 a o a 1 a v
= —2[— 12Fi e, = :VXA#AGV} T EE g = 3V (X) g

a o a 1 a loa
= BT 423 Vi ATA,, (4FMF§ +3 V(X)) G

Para el siguiente calculo se usa la abreviatura £y, = fL.

. 5£ .
. ) 5£M
_ _2[( Fx AL A, +2fy F2 1) F FLr1G

pn* av

= o[~ S AL Au L — 2 Fy Fl L+ ngg].

Finalmente, la ecuacién (4.14) se convierte en la siguiente ecuacién mucho méas conden-
sada:

M:G,, = T, + Tl% + 1, + Tfjl,. Ecuaciones de campo. (4.15)
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SECTION 4.3

Ecuaciones de movimiento

Para obtener las ecuaciones de movimiento, se varia la accién (4.1) ahora respecto a los
campos:

oL oL
— =0 =———= | =0. (4.16)
dAs (8(8,“43))

Se calcula el primer término teniendo en cuenta que %(R) = 85\# (L) = W‘?u(ﬁb) =0:

Entonces:

oL 1 0 0 0
= /= ——— (F*F"y - — V(X —[f(X,Y 4.1
o1 \/_9{2[ fo P P) = g VI + Lugr POV @)
O o puw _ i[(a Ay = 0,AL) (9" AL — 9" A)| =0 (4.18)
aAu prsoa aA“ [ Vet a a )
0 dv 0 @ Ay 5
aAMV(X) = anAM(AI/Aa)_‘/:XA(Z7 (419)
0 af o af o
—f(X)Y) = ——(AAY)+ ————(F* ") = fxA. 4.2
S TNY) = Gy (AN + S (FLF) = Al (420)
De esta forma:
oL 5 5
TA = \/—g(—?)Van+£Mf7an). (421)
m

Ahora, para el segundo término de la eucaciéon (4.16):

5‘(5,5%) B 8(8,?14”)\/__9%: BMI%R - iFg,,F;V —3V(X) + f(X, Y)EM} (4.22)
TR = g (0t — D 0 — ) (423)
(0, A,) " 8(8,A,) L u
— 8(8?141,) :OMA‘;GNAZ — 0, AL0" Al — 0,A50" Ay + 3VAZ('9”A’;]
- a(aaA) 0, ALY 4 0, ALF
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a = 87‘][ a a AV 87']( a a v
(A Y = [axa@Ay)( o)+ 5y a4, Fw >]EM (4.24)
= fy(2F)Ly.
Asi:
oL 1 » »
00,4,) \/‘_9[—4(2Fa ) +2fxF; EM} (4.25)

1
= \/—QF;W{— 5 +2f,Y£M}’

au<aﬁ1y) = 9, {\/—_gF“( - ; 12 fycM)} (4.26)

De esta forma, se obtienen las ecuaciones de movimiento:

VEAUVix + Lurfx) = 0u|V=gFe( - ; F2fyLy)] @)

SECTION 4.4

Ecuaciones con el fondo

Teniendo en cuenta que se usa la métrica de Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker (FRLW),
esto es,

ds® = —dt* + a*8;;dr'da? (4.28)
y definiendo la forma que tienen los campos,
AL = A(t)d), (4.29)

se obtinen las ecuaciones (4.15) y (4.27) que dan la dindmica del universo en este modelo
particular.
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4.4.1 Ecuaciones de campo

Para la componente 00 (1 = v = 0) de la ecuacién (4.15):

Mwm:21%+ﬂ+%+%} (4.30)

a

Para el primer término:

1
To = Y {F&Fjo OV AL AL, — (4F§UF5" + V(X)) 900} (4.31)
F(()IJF(;TO = FgaFaoagaU = (60/1‘; — 80/18)(6014(1& — 8aAa0) (432)
= (00A7)(00Aac)g™
= (A)?(g" +¢* +¢%)
3 .

Fo 7 = FiyFaasg™ 9" = (0,A% — 05 A2)(0aAap — 05A0a)g™"g™  (4.33)
= [0,(A(£))35 = 0, (A(1))57] [Oa(A(1))dag — D5(A(t))aa] 99"
= (A)*62 Gap 979" + (A)*65 baa 979"
= 2(A)%(g" + 9% + ¢%)
— D (AR

a?

Asi, el primer término tiene la siguiente forma:

el
_ 2Mf+8V

a —
TOO -

Segundo término:

Tl = —2fxA§Awlsr — Afy F FaLos +3fTon (4.35)
(A)?

a?

= —Afy oy + 3fpur
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Para los tensores energia-impulso para la materia oscura, radiacion y materia bariénica,
respectivamente:

TH = pu, (4.36)
TSO = Pr;
T = p

De esta forma, la ecuacién de campo para la componente (00) queda como:

(A)? s
2 f + pr + po. (4.37)

3 (A)?
SMAH? = 223 +3V +3py — 4fy

Donde se define pyr = fpur.

Para las otra componentes diagonales, es decir para = v = 1:

MiGy = % |To+Td + T+ T5). (4.38)
Para el primer término:
a a o a 1 a loa
T — Z{FWFMHV,XAZ.AM—(4FPGF§ —i—V(X))gZ-Z}. (4.39)
FoFg = FoFuiag™ (4.40)

- (&Ag - aJA?)(aiAaoa - aaAai)gUa
= (0 AD(~Du )™

= —(4)2
A%A,; = A% (4.41)
Asi:
a )2 2 1 6 1\2 2
TO — (A2 42V A — {4(—6L2(A))+3v]a (4.42)
1 .
= 5(A)2 + 2V xA? — 3Va?,
Para el segundo término:
T = —2fxAfAuLy — AfyFoFl Ly + fTY (4.43)
2FX A% - Afy (A)?.
= S Ly — - Ly
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Teniendo en cuenta que:

1
Ti = pr=3pr (4.44)
T; = m=0
Y ademas, sabiendo que:
Gy = —— —2-=-3H"+2H, (4.45)
a a
se obtiene:
. 1(AY A2 2A% L Afy (A2,
—3Mp —2MpH = -~ +2Vy— -3V - Ly+ -2 L 4.46
P P 2 a? + X2 3 a? M+3f az M (4.46)
1
+ gpr
1(A)2 A? 2A% . A fy(A)?;
—2Mp = = Wx— —3V—=-=Ly+-2-2L 4.47
P 2 a? + A g2 3 a? M+3f a2 "M ( )
1
: A)? A2 2fx A2, 8 fy (A)? 4
—2M2H:2( Wx— — =Ly — - ~—2Ly+3 —pr + Py
P 5 2V 3T @M T3 e M+ pr+3p + po
(4.48)

4.4.2 Ecuaciones de movimiento

Usando el fondo y la forma de los campos en la ecuacion (4.27) se tiene: primero, para
el lado izquierdo de dicha ecuacion, como ya se menciond, g es el determinante de la
métrica, en este caso la representacion matricial de la métrica es diagonal, por lo tanto
su determinante es el producto de los elementos de la diagonal:

V=9 =/~ (=9)(a?)(a?)(a?) = Vab = d@*. (4.49)
Los campos tienen la forma:

A
AZ = Auagli”: o (450)

a2

asi, el lado izquiero de la ecuacion (4.27) se escribe como:
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A
V=9 A7 (=Vix +pufx) = QSE(V,X + PMf,X) (4.51)
= aA(=Vx +pufx)

Se procede con el lado derecho de la ecuacion (4.27):

‘ 1 r . 1
o, {\/ —gFW< e + 2f,Y£M>} = 0, agFaaj9”a92]< 5 + 2f,YﬁM)] (4.52)
= 0,]a®(0nAgj — ajAaa)g“ag”( — ; +2 f,ycM)}
= 0O, a?’AgUOg“< — ; + 2f,yL'M>]

= 80 |:;GA — QQAf,yﬁM:|

= ;GA + ;CLA — QGAijﬁM — 2CLAf,Y£M
— 2aA[fyy (DFLFI) + Fyx(BALAY)]| Lo
— QCLAf’yﬁ.M.
QFe,F™ = 0y|Fo Faapg™g™ | (4.53)
6, .,
= o] - (]
= —%AAjL%aAz
a a
ACAY = 9y[A%Auag™] (4.54)
A2
= | ]
AA A%
= e Tt

De esta forma, las ecuaciones de movimiento se pueden reescribir como:
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QA(_‘/,X + ,0Mf7X) = §CLA + iaA — 2CLAf,y£M — ZCLAf’y,CM (455)
i 2
— 2aAf7y,C'M

1 . 1 . . . A2 .
= iCI,A + 5&14 — QCLAf,y,CM - 2&Af7y£]\/[ + 24;A£ijyy

AP
— 24a¥£Mf,yy

A? A% ,
- 4A?£Mf7YX + 4¥Aaf7yxﬁM - 2@Af7yp.M.

Dividiendo el lado derecho de la ecuacion (4.56) por el factor de escala a del lado izquierdo
de la misma ecuacién, recordando que pyy = —3Hpy, H = % y multiplicando y diviendo
por 3f en los términos que tienen L), se obtiene:

A A A 2Afx . 8 Afy . 1A fy .
= S H- 4V, — —H- - 4.
0 a+ a+V’Xa+3a pr 3 apr+3a pr (4.56)
8[fxy (AA HA? fyvy (AA  HA2\TA _
3L f \a? a? f \a? a? a
SECTION 4.5

Formas del potencial y la funciéon de acople

En este caso se elige convenientemente la siguiente forma para el potencial y también se
presenta su derivada respecto a X:

_AML?

V(X) = Voe VB, (4.57)
A

Vx = T

Ahora, se presenta la forma de la funciéon de acople entre la energia oscura y la materia
oscura, de igual forma sus derivadas respecto a X e Y:

fX)Y) = fo (]\2,5)_” eHoX/Mp (4.58)
fx(X,Y) = A’%ﬂx,w,

fr(XY) = 5 XY,
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Usando estas ecuaciones en la ecuacion (4.37), esta tltima queda escrita como:

3A
3SM2ZH? =

{2

2 a®

+ 3V + pu(1+2n) + py + pr.

Ecuacién de Friedmann 1. (4.59)

Y usando dichas definiciones de la funcién de acople y el potencial en la ecuacion (4.48),
esta queda como:

A2

—2M}H =2— —2
a

(

A\ |
V-5
Mzt 3P

Ho

A2 v 4
— 3+4n)— + =p, )
)a2+( + n)3 +3p + o

Ecuacién de Friedmann 2.

(4.60)




Capitulo

Sistema dinamico

Ahora, se procede a resolver y analizar el sistema, teniendo en cuenta las ecuaciones que
se obtuvieron en el capitulo anterior. Estas ecuaciones son muy complicadas y extensas,
por lo tanto, se debe usar alguna estrategia para dicha solucién. En este caso, se adopta el
método de los sitemas dinamicos, el cual fue descrito anteriormente en el capitulo 3. Para
esto, se definen unas variables adimensionales para reescribir las ecuaciones del sistema y
obtener un sistema auténomo, cuyas ecuaciones se cierran entre si y de esta forma poder
realizar el analisis correspondiente.

En el contexto cosmologico, una solucién apropiada debe contener al menos tres puntos
criticos: uno de radiacién, el cual debe ser una fuente o un punto de silla; un punto de
materia, correspondiente a un punto de silla y por tltimo, un punto de energia oscura, el
cual debe ser el inico punto atractor del sistema, indicando que este tiende a dicho punto.

7

[ [ ]
Radiacién Materia Energia oscura

\A

Figura 5.1: Esquema representativo de los puntos criticos minimos en un sistema dinamico.

SECTION 5.1

Variables adimensionales

Con el objetivo de reescribir la ecuacién (4.59) en términos de otras variables, de forma que
su expresion sea un poco mas sencilla, se definen las siguientes variables adimensionales:
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A 1 VV
r = — , Y= , (5.1)
a2MpH MpH
A, P P
M 2M2ZH?’ " 2MZH?
Q, = _ A
" 3M3AHY - V2Mpa

De esta forma, la ecuacién (4.59) se puede reescribir como:

1=+ + Qu(1+2n) +Q + Q.| Ligadura de Friedmann (5.2)

SECTION 5.2

Ecuaciones diferenciales

Para obtener el sistema de ecuaciones diferenciales, se realiza la derivada de cada variable
adimensional respecto al nimero de e-folds; es decir, por ejemplo:

dx 1 dz
fo = =7 (5.3)
dN  Hdt
Y reescribiendo el resultado en términos de las variables definidas en las ecuaciones (5.2),
para asi tener un sistema de ecuaciones diferenciales de primer orden, se obtiene:

— 23420202 2+ 2nQ (1 — 4a?) —2p022 20 — Apona 2 (z + 2)

T _= €T —'— = 9 54
f g 22 +nflp (1 — 8x2) (5:4)
fy = 2Myz(z—z) +ylg+1),
1
fo = 29b<q - 2):
fr = QQr(q - 1)7
fr = v—2z
Donde, ¢ es el parametro de desaceleracion:
q = —1—H:1[1+m2—3y2<1+4)\22)+4uﬂ 22— 2nQy 4 Q (5.5)
H2 2 3 0 M M T .
Se calcula también la ecuacién de estado efectiva:
pr  —M33H?+2H) 1
. — = =—(2g—1). 5.6
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Por dltimo, se calcula la ecuacion de estado de la energia oscura:

Wpg — p,l, (57)
PDE

la presién de la energia oscura se obtiene de la ecuacién (4.15) para las componentes
w=v =1

. 1
—2M¢{H —3MpH? = ppp+ 3Pr (5.8)

De esta forma, la ecuacion de estado de la energia oscura toma la siguiente forma:

—M3(2H + 3H?) — 1p,
3A% 13V '

WpE =

(5.9)

Reorganizando la expresion anterior y escribiéndola en términos de las variables adimen-
sionales ya definidas, se obtiene:

2¢ —1—-9Q,
= = 1
WpE 30ps (5 0)

SECTION 5.3

Puntos criticos

Para estudiar el sistema dindamico en cuestion, se calculan sus respectivos puntos criticos
y se analiza la estabilidad de cada uno de ellos:

= Primer punto critico:

3
Vi 1
= V20 =z Q,=0, g=-. w,=0, (511
x N ¢=5 W (5.11)
—18 + 2161 — 75u + 336nu — 4812 + 128nu?

8(3 4 2u)(12n — 3u + 8np)

Q, =

Este punto corresponde a un punto de escalamiento entre la materia bariénica y
la energia oscura, donde la ecuaciéon de estado efectiva es w.y = 0, por lo que
el escalamiento ocurriria durante la época de materia. Los valores propios de este
punto son muy largos, por lo tanto no se exponen aqui, pero al realizar el respectivo
estudio de dichos valores propios se llega a la conclusién de que este es un punto de
silla.
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= Segundo punto critico:

v—1+A 1
g 7_‘_7 y: _— Z:x’ &_2,,,:07 szo, (512)

VA

qg = -1, we=-1

Este es un punto de energia oscura. Ya que la ecuacién de estado es wey = —1,
este punto corresponde a un universo en expansion acelerada tipo de Sitter. En los
valores propios hay algunos positivos, algunos negativos, por lo tanto este es un
punto de silla.

= Tercer punto critico:

3(1+ 2n)
x = W, z=xz, Q.=0, Q=0 ¢=-1, (5.13)
V=9 —24n + 36n2 + 4+96n3 4 48np + 288n2p 4 256031
v- AVTV3N 4 120\ + 1202) + 31 + 18np + 16124
Weyp = —1.
Este es también un punto de energia oscura con w.; = —1; es decir, asintéticamente

se tiene un universo de de Sitter. Los valores propios correspondientes a este punto
también son muy extensos, hay cantidades reales e imaginarias, pero todas son
negativas, por lo que se concluye que este punto correspoonde a un atractor.

s Cuarto punto critico:
1
y=0, z=ux, Qrzl_x27 0%=0 qg=1, wefzg- (514)

Dado que la ecuacion de estado efectiva en este punto es wey = %, entonces corres-
ponde a un universo dominado por radiacién. Sin embargo, se nota que el valor de
Q). depende de z. Se dice entonces que, en este punto coexisten la radiacion y la
radiacion oscura; que es la forma como se denomina a la radiacién que proviene del
fluido asociado al campo propuesto para explicar la expansion acelerada tardia del
Universo. Los valores propios de este punto tienen cantidades positivas y negativas,
por lo tanto corresponde a un punto de silla.

= Quinto punto critico:

1
r=—-1, y=0, z=-1, Q.=0, =0, ¢=1, Wep = 3 (5.15)

En este punto sucede algo similar al punto anterior, pues el fluido oscuro se comporta
similar a la radiacion, ya que su ecuacién de estado efectiva w.; = % es de radiacion.
En este caso €2, no depende de x, de hecho puede notarse que este punto es un
caso especial del punto anterior, donde xr = —1 y 2, = 0. Este es un punto de silla,
debido a que los valores propios de la matriz de Jacobi en este punto son algunos
positivos y algunos negativos.
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= Sexto punto critico:

r =0, y=0, 2=0, Q.=0, Q,=0, (5.16)
1 2n
= ——— Wep=———.
1 2+4n’ / 3+ 6n

En este caso el tinico componente material es la de materia oscura. Dado que n > 0,
por lo tanto w.y < 0. Sin embargo, se nota que ¢ > 0 por lo que no habra expansion
acelerada en este punto. Este es un punto de silla.

= Séptimo punto critico:
1
r=1 y=0, z2z=1, Q.,=0, =0, ¢g=1, Wep = 3 (5.17)

Este punto también corresponde a un caso especial del punto cuarto donde €2, =0
y x = 1. Asi como el punto quinto, la estabilidad de este punto corresponde a una
silla.

= Octavo punto critico:
y=0, z=2 ,=0, Q,=0. (5.18)

Las expresiones para x, q, wes, {1pg y los valores propios son demasiado extensas y
no se exponen aqui; pero al realizar el respectivo analisis a este punto se concluye
que es un punto de energia oscura, para ¢ > 0 y para g < 0 es un punto de silla,
pero para valores positivos muy grandes de y puede ser un atractor

SECTION 5.4

Espacio de parametros

Al realizar el andlisis de los puntos criticos usando el programa Mathematica [51], este
nos arroja a su vez condiciones para los parametros p, A y n; de esta forma, dichos puntos
existiran y tendran sentido. Agrupando todas estas condiciones y analizandolas se llega
a un consenso para el rango de valores permitidos que puede tomar cada parametro. De
esta forma, al momento de realizar la solucién numérica del sistema de ecuaciones (5.5)
los valores que pueden tomar los pardmetros son:

= n >0,
= 173> A2>1,

= > 2



Capitulo

Solucion Numérica

Para resolver el sistema de ecuaciones diferenciales (5.5) se utiliza el solftware Mathemati-
ca [51] y se realiza dicha solucién de forma numérica; para esto, se deben fijar condiciones
iniciales para las variables adimensionales x, y, z, Q,/, . v €, y ademas de esto, se deben
fijar los valores de los parametros p, A y n.

De esta forma, se usan las siguientes condiciones iniciales, las cuales estan en la época de
radiacion profunda:

A= 1, (6.1)
= 27,

n = 0,001,

rg = 1x107%,

Yo = 6,14 x 107",
20 = 1,52 x 1070,
Mo = 0,7x107°,
Qo = 0,999994.

Y asi se obtiene la siguiente grafica que contiene la evolucion de los pardmetros de densi-
dad, la ecuacién de estado efectiva y la ecuacién de estado de la energia oscura:
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Figura 6.1: Evolucién de los parametros de densidad, la ecuacion de estado efectiva y la
ecuacion de estado de la energia oscura con condiciones iniciales en la época de radiacion

profunda.

Se puede observar en la figura anterior que la ecuacion de estado de la energia oscura
(wpg) tiene una forma bastante novedosa y esto se debe a la funcién de acople que se
plantea en este trabajo, més explicitamente por el parametro n en dicha funciéon. Por lo
tanto, si se varia n asi mismo cambiard wpg como se puede ver en la siguiente grafica:
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Figura 6.2: Evolucién cosmolédgica de la ecuacion de estado de la energia oscura para
diferentes valores del parametro n.

Se puede observar entonces que, a medida que n va decreciendo, la curva de la gréafica
anterior se va cerrando y se va aplanando, acercandose cada vez més a —1.

Segun el espacio de pardmetros que se obtuvo en la seccion 5 n debe ser mayor que cero,
esta es la 1nica restriccion que se tiene para este parametro, pero al realizar la solucion
numérica se encuentra que se obtiene mejores resultados para n < 1073,

Como se puede ver en la ecuacion (4.58), la funcién de acople cuenta con dos parametros,
n que ya se vio en qué forma modifica la ecuacion de estado de la energia oscura y u. Para
el caso de u, los cambios que produce en wpg son practicamente insignificantes; incluso
si fijamos 1 = 0 no se observan cambios en la evolucién de los pardmetros de densidad y
las ecuaciones de estado:
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Figura 6.3: Evolucién de los parametros de densidad, la ecuacion de estado efectiva y la
ecuacion de estado de la energia oscura con condiciones iniciales en la época de radiacion
profunda para p = 0.

Sin embargo, solamente se obtienen cambios en wpg, por parte de u, si se realizan varia-

ciones altas en dicho pardmetro y ademas, los cambios no son tan apreciables como los
observados en la figura 6.2.
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Conclusiones

De acuerdo a lo obtenido en la figura 6.1, se puede concluir que el modelo planteado en este
trabajo reproduce satisfactoriamente la historia de la expansion del universo; de manera
que, es una buena opcion para explicar la expansién acelerada del mismo y a su vez, es
una alternativa viable al modelo ACDM. Ademas de esto, de acuerdo a los resultados de
la evolucién de los parametros de densidad y las ecuaciones de estado, con relaciéon a la
funcién de acople, se tiene una fuerte dependencia de dicha funcién con el parametro n,
de manera que, para cambios pequenos de dicha variable se obtiene variaciones altas en la
ecuaciéon de estado de la energia oscura. A medida que el valor de dicho parametro se hace
cada vez mas pequeno, wpg se va acercando cada vez mas a —1; es decir, cuando n tiende
a cero el modelo se comporta como si estuviera desacoplado obteniendo una ecuacion de
estado para la energia oscura constante e igual a —1.

En cuanto al parametro u, se concluye que no es muy relevante con respecto a la funcion
de acople, pues sus variaciones no tienen algin efecto en la ecuacion de estado de la
energia oscura y de hecho, atn fijando = 0 se obtiene el mismo resultado que para un
valor de p diferente de cero. Solo se obtienen cambios en wpg para variaciones muy altas
de u, cambios que se pueden obtener de una manera mas rapida y eficaz haciendo solo
pequenas variaciones en el parametro n.



Apéndice

Variacion del escalar de Ricci

Para calcular la variacién del escalar de Ricci se calcula primero la variacion del tensor
de Riemann, el cual se define como:

B = 0ul'ps — 0 + T T0s = T) s (A.1)
De esta forma, su variacion estd dada por:
0(R5,,) = 0(0u175) — 0(0,175) + 0(T.I75) — 6(I,I705). (A.2)

Teniendo en cuenta lo siguiente:

00, Iy, = 0,007,
oI5 Irg) = o0, Irs + 15010,
oIy Ths) = =0T s —T7. 0T
Se obtiene la expresion:
0RG,, = 0,015 — 0,00 + ol Ths + 17,0175 — 0T, s — I7, 01 5. (A4)

Ahora, como I}, es la diferencia de dos conexiones y es un tensor, por lo tanto, se puede
calcular su derivada covariante:

VeTy,) = 0/I5,)+ Fgﬁarfu - rﬁeargu — rgﬁargﬁ. (A.5)

De esta forma, la ecuacién (A.4) se puede reescribir como:

SRS, = Vu(0T%) = V,(6T%). (A.6)



34

Ahora, se puede obtener la variacién del tensor de curvatura de Ricci haciendo la con-
traccion de dos indices de la variacién del tensor de Riemann y llegar a la identidad de
Palatini [52]:

6R,, = OR" (A.7)

poww

= Va(0T7,) =V, (I7,).

El escalar de Ricei se define como:

R = ¢"™R.. (A.8)

Asi, su variacion se calcula como:

SR = Ru8g™ + g"6R,, (A.9)
= R;w(sg“l/ + g“l/vﬂ(érf,u - 5Fg,u)'

Como Vg = 0, la ecuacion anterior se puede reescribir como:

SR = Rubg" + Va(g"oTs, — g"osT2 ). (A.10)

El dltimo término de la ecuacién anterior al ser multiplicado por /—g¢ es una derivada
exacta y usando el teorema de Stokes se obtiene tinicamente un término de frontera al
intregrar; asi, cuando la variacién de la métrica se anula este término es despreciable. De
esta forma:

OR
ogHv

= R (A.11)
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