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Resumen

En el siguiente trabajo se presenta una reconstruccion detallada de la adjuncién
entre las categorias de los sistemas topologicos Fuzzy y los espacios topologicos Fuzzy,
presentada en el 2015 por Janna [2]. Para ello, se realiza un estudio de nociones prelimi-
nares, tales como los reticulos, los marcos, conceptos generales de teoria de categorias
y adjunciones. Todo lo anterior con el objetivo de que el documento sea autocontenido.
Se hace uso de la teoria de Galois para hacer un acercamiento mas intuitivo al con-
cepto de adjuncién, el cual es clave durante todo el trabajo, posteriormente se definen
las categorias estudiadas y se obtenien sus relaciones funtoriales de una manera mas
detallada que la descrita por Vickers en 1989 [1], para finalmente hacer la extencién a

los conjuntos Fuzzy.

Palabras Clave.
Reticulos, meet, join, marcos, espacio topoldgico, categorias, transformacion natu-
ral, conexién de Galois, adjuncion, funtor, funcién continua, conjuntos fuzzy, sistema

topologico.



Introduccion

Los conjuntos Fuzzy, introducidos por Zadeh en 1965 [8], representan conceptos
donde la pertenencia no se limita a dos valores discretos (0 para no pertenece y 1
para pertenece). Es natural preguntarse si estos conjuntos pueden generar topologias.
Este concepto fue introducido por Chang [13]. En 1992, Chakraborty y Ahsannullah [12]
introdujeron el concepto de topologia Fuzzy sobre conjuntos Fuzzy. Poco antes, en 1989,
Vickers [1] definié los sistemas topolégicos como herramientas para abordar légicas
geométricas, lo que llevé al resultado clasico de la existencia de una adjuncién entre

sistemas topoldgicos y espacios topoldgicos.

Este trabajo se aproxima a la definicién de adjuncién desde las conexiones de Galois,
lo que resulta muy didéctico e intuitivo para el lector, incluso si no esta familiarizado
con este tltimo concepto. Se presentan nociones basicas de teoria de categorias y se
discuten varios ejemplos que demuestran que el uso de categorias y las relaciones que

surgen de ellas son frecuentes en diversas dreas de las matematicas.

En el segundo capitulo, se lleva a cabo una reconstruccién detallada de la prueba
propuesta por Vickers [1] sobre la adjuncién entre la categoria de los sistemas topoldgi-
cos y la categoria opuesta de los marcos, los locales. Ademads, se reconstruye la prueba
de la adjuncion entre las categorias de los sistemas topologicos y los espacios topologi-
cos, lo que permite concluir la adjuncion entre los espacios topoldgicos y los locales

mediante composicion.

Finalmente, en el tercer capitulo, se realiza una reconstruccion de la demostracién
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de la adjuncién entre los espacios topoldgicos Fuzzy y los locales, tal como se propuso en
la investigacién de Jana y Chakraborty [2] en 2015. En contraste con su demostracion,
este documento propone estas adjunciones como extensiones de los casos clasicos, lo

que facilita un acercamiento mas intuitivo al resultado.
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Capitulo 1
Preliminares

Con el fin de formar un lenguaje comtn, se introducirdn unos preliminares bésicos

que comprenden nociones de algebra, topologia, teoria de categorias y logica Fuzzy.

1.1. Reticulos

Definicién 1.1. Un conjunto parcialmente ordenado (poset por su nombre en
inglés partial ordered set) es una pareja (X, <), donde X es un conjunto y < es una

relacién binaria sobre X que satisface las siguientes condiciones:
1. propiedad reflexiva: Ve € X : z < x;
2. propiedad antisimétrica: Vr,y € X :six <y y y < x, entonces z = y;

3. propiedad transitiva: Vz,y,z2 € X :six <y y y < z, entonces = < z.

Cuando el orden de un poset sea suficientemente claro segiin el contexto, se denotara
X en lugar de (X, <).

El opuesto de un poset (X, <) es el poset (X,>) donde > es el orden original

invertido. Este poset se denotara con frecuencia como XP.



En ocasiones se usaran las notaciones z < y cuando = < y y x # y. Analogamente,

r>ysix>yyr#y.

Definicién 1.2. Sea X un poset. Si existe, el elemento minimo de X se llamara cero de
X y se denotard simplemente como 0. De manera similar, si existe, el elemento maximo

de X se llamaré el uno y se denotara simplemente como 1.

Definicién 1.3. Sea P un poset, u € P es la menor de las cotas superiores de z,y € P
si se tiene que * < u 'y y < u, y para todo z que cumpla que x < z y y < z se debe
tener que u < z.

La propriedad anterior se puede expresar con el siguiente diagrama

U ——— 2
T Y
De manera analoga definimos la mayor cota inferior. Sea P un poset, u € P es la

mayor de las cotas inferiores de x,y € P si se tiene que u < x y u < y, y para todo z

que cumpla que z < z y z < y se debe tener que z < u.

X

Definicién 1.4. Sea P un poset, X C Py y € P, entonces y serd un meet para X si

y solo si:
= 3y es una cota inferior de X, es decir si € X entonces y < x y,
= si 2z es cualquier otra cota inferior para X entonces z <y,

= en ese caso se denotard y = A\ X.



Y andlogamente, sea P un poset, X C P y y € P, entonces y serd un join para X

si y solo si:

= y es una cota superior de X, es decir si x € X entonces y > x, y

= si z es cualquier otra cota superior de X entonces z > y,

= en ese caso se denotard y = \/ X.

El siguiente resultado se desprende naturalmente de la anterior definicién y del
concepto de reticulo opuesto.

Sea P un poset, X C Py y € P. Entonces y es un join de X si y solo si y es un

meet de X en P°P.

Definicién 1.5. Sea X un poset.

1. X es un (meet)-semireticulo si para todo x,y € X, existe z Ay € X. Si ademés,

para todo z,y € X existe x Vy € X, X es un reticulo completo

2. Si cada subconjunto de X tiene supremo e infimo, X sera llamado un reticulo

completo.

Note que todo reticulo completo tiene uno, 1 = A0y cero 0 = \/ . Un reticulo que

tiene tanto uno como cero, se llama un reticulo acotado.

Definicién 1.6. Un reticulo L es distributivo si para todo a,b,c € L:

aN(bVec)=(aNnb)V(aAec).

Note que lo anterior es equivalente a

Va,b,ce L:aV (bAc)=(aVb)A(aVc).

La definicién anterior nos permite ver la relacién entre los reticulos y la topologia,

lo cual serd tema de constante discusion en el presente trabajo.



Ejemplo 1.7. Considere un espacio topolégico (X, (X)) donde 2(X) es el conjunto
de todos los abiertos de X. Entonces (X)), ordenado por inclusién, es un reticulo
distributivo completo dado que para todo A, B,U; € Q(X)(i € I) tenemos :

VU =JU, ANB=AnBy \U =int (ﬂU)

icl i€l i€l i€l

De ahora en adelante, dado un espacio topolégico, (X, (X)) se discutird inicamente

la estructura reticular de Q(X).

Ejemplo 1.8. Sea U un conjunto y P(U) el conjunto de sus subconjuntos. En P(U)
los meets son intersecciones y los joins son uniones, de donde, P(U) es un reticulo con
C como relacién de orden.

Primero, se verifica la existencia de los meets. Si cada X; es un subconjunto de U,

entonces
ﬂXZ- C X, para todo 1.
i

SiY C X; paratodoiyy €Y, entonces y € X; para todo i y de ahi que y € [, X;.
De donde

Y CnNX;

Para los joins, X; C U; X; para todo i. Si X; C Y para todo 7 y x € U; X}, entonces
x € X; para algin i y de ahi se tiene que € Y. De donde |J, X; C Y.

De lo anterior y de las leyes de distribucién bien conocidas en teoria de conjuntos, se
concluye que dado un conjunto U, su conjunto potencia P(U) es un reticulo distributivo

completo.

Dado que uno de los objetivos de esta seccidén es dar nociones basicas que acerquen
a la teoria de categorias, es conveniente hacer una comparacion de la terminologia

empleada:



Poset P = Categoria P
Elementos de P = Objetos de P
x Ay = Producto
x V y = Coproducto
x <y =morfismo f:x —y

Los posets ofrecen una muy buena intuicién de lo que es una categoria con objetos

y rela

1.2.

ciones muy cercanas, pero, naturalmente, tienen algunas diferencias.

Los posets son pequenos: Un poset tiene un conjunto de elementos, pero en
general, una categoria puede tener mds elementos. Por ejemplo, la categoria Set
de los conjuntos es muy importante y utilizada, pero no existe tal cosa como el

conjunto de todos los conjuntos.

Los posets son finos: para los elementos x, y del poset P, puede observarse que
rly<s=zc—y

es decir que entre los elementos x y y pueden haber cero o un morfismo. Sin
embargo, en una categoria C' puede existir un conjunto arbitrario de morfismos

entre dos objetos. Escribimos
hom(A, B)

para denotar la familia de morfismos de A a B. La propiedad reflexiva de los
posets sera equivalente a la existencia de un formismo identidad y la propiedad

transitiva a la composicion de morfismos.

Categorias

Definicién 1.9. Una categoria es una cuadrupla A = (O, hom,id, o) que consta de

lo siguiente:



1. Una clase O, cuyos miembros son llamados objetos de C,

2. para cada par (A, B) de objetos de C, un conjunto hom(A, B), cuyos miembros
son morfismos en C' de A a B. (La afirmacién “f € hom(A, B)” se expresa
de manera grafica usando flechas, es decir, f : A — B es un morfismo”, o bien,

“A L Besun morfismo”,
3. para cada A objeto de C',; un morfismo A “4y A 1lamado la identidad en C ,

4. una ley de composicion que asocia a todo par de morfismos, A ENy: y B C,

gof .. ..
un morfismo A —= C', con las siguientes condiciones:

a) la composicion es asociativa,

b) las identidades en C, actuan como identidades en la composicion, es decir,

para cada morfismo A I, B tenemos queidgo f=fy foidy=f,

Cuando haya espacio a ambiguedades, se denotara la clase de objetos de la categoria
A como ObA.

Ejemplo 1.10. Los siguientes son ejemplos usuales de categorias

1. La categoria Set de los conjuntos, donde O es la clase de todos los conjuntos y

hom(A, B) es el conjunto de todas las funciones de A en B.

2. La categoria Gr de los grupos, donde O es la clase de todos los grupos y hom(A, B)

es el conjuto de todos los homomorfismos de grupos de A en B.

3. La categoria Vecy de todos los espacios vectoriales sobre un campo F, donde O
es la clase de todos los espacios vectoriales sobre F'y hom(A, B) es el conjunto

de transformaciones lineales de A en B.

4. La categoria Poset de los conjuntos parcialmente ordenados, donde O es la clase
de todos los conjuntos parcialmente ordenados y hom(A, B) es el conjunto de
todas las funciones mondtonas de A en B, es decir, funciones f : P — @) que

satisfacen



p<q = f(p) < flqg)

5. Sea G un grafo orientado, él define una categoria donde O es el conjunto de
vértices del grafo y hom(A, B) es la arista (orientada) que conecta los vértices A
y B.

6. La categoria Top de los espacios topologicos, donde O es la clase de todos los
espacios topologicos y hom(A, B) es el conjunto de todas las funciones continuas
de A en B.

7. Considere una logica deductiva. Puede definirse una categoria donde los objetos
son las féormulas bien formadas (wf fs). Existe un morfismo de una wff « en la

wff B siy solosi dado a puede deducirse f3.

8. Sea I’ un campo. La categoria Matry de matrices sobre el campo F'. Los objetos
son los nimeros enteros positivos. Dados m, n € Z*, hom(m,n) es el conjunto
de todas las matrices n x m sobre F, con la multiplicacién de matrices como
la composicion de morfismos. Se invierten las posiciones de n y m porque si
M € hom(m,n) y N € hom(n, k), el producto NM tiene dimensién k x m, como

es necesario. A esta categoria se le nombra por sus morfismos, no por sus objetos.

En teoria de categorias, los morfismos tienen un rol mas importante que los objetos.
Es por eso que, tomando un punto de vista méas amplio, se pueden ver a las categorias
como objetos con estructura. Los morfismos entre ellas, que preservan la estructura, se

llaman funtores.

Definicién 1.11. Si A y B son categorias, entonces un funtor covariante de A a
B es una aplicacién que asigna a cada A € ObA un F(A) € ObB, y a cada morfismo
AL A" en A un morfismo F(A) 1, F(A') en B, de tal manera que:

1. F preserva la composicion, es decir, F(f o g) = F(f) o F(g), siempre que f y g

estén definidas, y

2. F preserva los morfismos identidad, es decir, F(ida) = idp(a).
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De manera andloga, un funtor contravariante de A a B es una aplicacion que
asigna a cada A € ObA un F(A) € ObB, y a cada morfismo A Iy A en A un morfismo
Ay 295 pra) en B.

Los funtores F' de A en B serédn denotados como F': A — B o A E) B. También

se usard la notacién reducida FA y F'f para referirse a F'(A) y F(f) respectivamente.

1.2.1. Ejemplos

1. Sea A una categoria, se define el funtor identidad i¢ds : A — A como:

idi(AL B)=AL B.

2. Considere Vecg, la categoria de los espacios vectoriales sobre R. Ahora definase
U:Vectg — Set como el funtor que envia a cualquier espacio vectorial V al
conjunto UV de vectores de V. Es decir, U olvida toda la informacion de espacio

vectorial, con lo cual vemos a UV tunicamente como conjunto.

3. Para toda categoria C y todo objeto A de C, existe el funtor covariante, hom-

functor, hom(A, —) : A — Set definido de la siguiente manera:

hom(A,f
e

hom(A, —)(B s C) = hom(A, B) L hom(A,C),

donde hom(A, f)(g) = fog

Definicién 1.12. Un morfismo f : A — Bm, en una categoria, es un isomorfismo
si existe un morfismo g : B — A, de tal manera que go f =ida y fog =idg. Al

morfismo ¢ se le llama inverso de f.

Cuando existe un isomorfismo entre dos objetos de una categoria, diremos que estos

son isomorfos.

1.2.2. Propiedades de los Funtores

A continuacién se discuten algunas propiedades que seran utiles mas adelante.



Proposicion 1.13. Todo funtor F : A — B preserva isomorfismos, es decir, siempre

que A — A’ sea un isomorfismo en A, F(k) serd un isomorfismo en B.

Demostracién. F(k) o F(k™') = F(ko k™) = F(ida/) = idpa. La implicacién opuesta
se demuestra de manera similar.

]

Observe que, a pesar de tener una demostracién simple, la propiedad anterior tiene
consecuencias importantes. En particular, puede ser usada para demostrar que ciertos
objetos de alguna categoria no son isomorfos. Por ejemplo, el funtor del grupo funda-
mental puede ser usado para demostrar que entre ciertos espacios topoldgicos no existe
un homeoformismo (isomorfismo en Top) al demostrar que sus grupos fundamentales

no son isomorfos.

Proposicién 1.14. SiF: A — By G: B — (' son funtores, entonces G o F es un

funtor.

Definicién 1.15. Un funtor F : A — B se llama isomorfismo siempre que exista un

funtor G : B — A de tal manera que GoF = id, y, de la misma manera Fo G = idp.

Asi mismo, siempre que exista un isormofismo entre dos categorias, estas se diran

isomorfas.

Observe que el funtor G estd determinado unicamente por F, por lo cual se le
denota F~. Ademds, ser isomorfo a conforma una clase de equivalencia, por lo cual,

las categorias isomorfas son, en esencia, iguales.

1.3. Conexiones de Galois

Dado que este documento presta especial atencién a probar la existencia de algunos
funtores adjuntos, es preciso motivar la definiciéon de adjuncién considerando el caso de

funtores adjuntos entre posets.

Definicién 1.16. Sean (P, <p) y (Q, <g) posets, y considere las siguientes dos fun-

ciones * : P = Q : x, las cuales se denotaram como p — p* y q — ¢* para todo p € P



y q € Q. Este par de funciones se llama una conexion de Galois si, para todop € Py
g € Q, se cumple que
pP<pq < q<op"

Proposicion 1.17. sea x : P &= Q : x una conexién de Galois. para todo elemento x

de P o de Q se usaré la notacién z** := (z*)" y 2*** := (z**)".

1. Para todop € Py q € Q se tiene que
p<pp” Yy q=<oq”.
2. Para todo pi,ps € P y para todo qq, g2 € Q se cumple que
P<pp=p<0Pi Y G<0®@=0<pd

3. Para todo p € Py q € Q se tiene que

Las pruebas de estas proposiciones pueden ser encontradas en [6].
El siguiente teorema illustra muy bien el comportamiento de las conexiones de Ga-

lois, ademas muestra que son casi una biyeccién, que puede ajustarse para que lo sea.

Teorema 1.18. Teorema Fundamental de las Conexiones de Galois. Sea

% : P = Q : x una conexién de Galois. Un elemento p € P (respectivamente ¢ € Q) se
dird que es **-cerrado si p = p** (respectivamente ¢ = ¢**). Las conexiones de Galois se
restringen a una biyeccién entre los subposets de elementos **-cerrados. Dicha biyeccién

revierte el orden.

Demostracion. Sean Q* C Py P* C Q las imagenes de las funciones * : @ — Py
x : P — Q respectivamente. Se quiere probar que la restriccion de la conexion a estos

subconjuntos, es decir

x: Q" «+—— P
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es una biyeccién. Para lo cual, considere p € Q*, es decir p = ¢* para algin ¢ € Q.

Entonces, por la propiedad [3| de las conexiones de Galois, se tiene que

lo que quiere decir que la funcién x : Q@ — P es invertible y por tanto biyectiva. De
manera analoga se tiene que para q € P*, ¢ = ¢**. La biyeccién revierte el orden por la

*

propiedad [2] Como ya se vio, todos los elementos de Q* son **-cerrados. Si p € P es

**_cerrado, entonces
de donde p € QF, lo cual demuestra que la biyeccién existe inicamente entre los sub-

posets de objetos **-cerrados.
]

Con el siguiente diagrama, en [6], se ilustra este comportamiento de (anti) isomor-

fismo.

11



Note que los 1 (top) de cada poset son elementos **-cerrados, ya que por la propiedad
2, 1p < 17, pero para todo = € P, se tiene que x < 1p, en particular, 13 < 1p y por
antisimetria, obtenemos la igualdad. Andlogamente se prueba que los 0 (bottom) no
son **-cerrados necesariamente. Pues 0p < 03 y por la propiedad universal del bottom
0p < x para cualquier x € P.

Como consecuencia de que el isomorfismo revierte el orden, tenemos que 1p = 05 y

1o = 0%. Dado que, por la definicién de conexion de Galois se tiene que

0p <pq¢" <= q=<o0p.

Dado que el lado izquierdo siempre es cierto, por la propiedad universal del bottom,
entonces el derecho también lo es. Es decir que ¢ <g 0% para cualquier ¢ € Q, por
tanto es el top de Q.

La siguiente proposicion generaliza el resultado anterior.

Proposicion 1.19. Las conexiones de Galois transforman joins en meets. Es decir, si

12



x P& Q:xes una conexion de Galois, S C Py T C Q, entonces

(VpS) = NgS*y  (VoT)* = ApT*.

Demostracion. Dado que * : P & Q : * es una conexion de Galois, las siguientes

equivalencias se cumplen:
re(VpS) <= V(k<p ), k<p{z} <=V <pS),zek < xec NS

[]

De la prueba anterior, se sigue que el meet arbitrario de objetos **-cerrados, siempre

*

que exista, es **-cerrado. Basta con tomar p; = ¢} y reconstruir el argumento anterior,

dado que si p € P es **-cerrado, entonces existe ¢ € Q tal que p = ¢*.

Algunos de los ejemplos de conexiones de Galois mas famosos, vienen de relaciones
simples entre dos conjuntos. Esto motiva el estudio de las conexiones de Galois entre
reticulos booleanos donde el orden estd dado por la inclusion.

Sean U,V conjuntos y ~C U x V una relacion entre U y V. Se escribe u ~ v si u

esté relacionado con v, entonces para S € 2V y T € 2V se define:
S~ :={veV:VseS s~uv}e2’,
T~ ={uclU:VteT,u~t}ec2'
Proposicién 1.20. El par de funciones ~: 2V < 2" :~ es una conexién de Galois.
Demostracion. Sean S C 2V y T C 2V, tomando la inclusién como orden, se tiene que
SCT <= VseS,seT™
< VseS,VteTl,s~t
< VteT Vse S s~t

= VteTl teS™

<— T CS5™.
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Ademas puede probarse que cualquier conexion de Galois construida de esta manera,
viene de una wunica relacion. De la proposicion anterior, se tiene que u ~ v si y solo si
{u} C {v}~ siysolo si {v} C {u}™, es decir que R = {(u,v) € Sx T |v € {u}~}.
Sea = otra relacién de tal manera que R’ = {(u,v) € S x T | v € {u}"}. Note que si
(u,v) € R — R, entonces v € {u}~ — {u}". Es decir que relaciones diferentes, inducen

conexiones de Galois diferentes.

Ejemplo 1.21. Complemento ortogonal. Sea (V) (,)) un espacio vectorial, sobre un
cuerpo K, de dimensioén finita con producto interno, y sea S C V un subespacio vectorial

de V. Se define el complemento ortogonal de S como

St={veV:{vs)=0 VsecS}

Note que el complemento ortogonal de S es un subespacio de V

» 0 €St pues (0,s) = 0 para todo s € S.

» Sean v, w € S*. Para cada s € S, se tiene que (v,s) =0y (w,s) = 0, con lo que
(v+w,s) = (v,8) + (w,s) =0+ 0=0. Luego, v + w € S*.

» Sive Sty e K, entonces para cada s € S vale (M, s) = Mv,s) = X0 = 0.
Luego, \v € S+.

El proceso de tomar el complemento ortogonal de subespacios vectoriales (y hacerlo
nuevamente) genera una conexion de Galois. Sean U, W dos subespaciones vectoriales.
Para hacer una verificacién de la definicién de conexién de Galois, es necesario probar
que U C W siysolosi W C U™

Lo primero que debe mostrarse es que si U C W+ entonces, W+ C UL Para esto,
note que si m € W+, entonces para todo k € W+, (m, k) = 0. En particular, para
todo k' € U, (m, k') = 0, lo cual quiere decir que m € U+, por lo cual W+ C U+,
Ademss, es claro W C W+, por lo cual W C U+ y queda verificada la condicién.

Ahora, para mostrar que los objetos de S+ son L _L-cerrados, por definicién se tiene
que (SL)l = {v eV ]{vt)y=0Vte SL}. Sea s € S. Para cada t € S se tiene que
(s,t) = (t,s) = 0, de donde se deduce que s € (SL)L, por lo tanto S C (SL)L. Dado
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que dim(V) = dim(S) + dim(S+), entonces dim((S+)*+) = dim(S), de donde se tiene
la igualdad S = (S+)1).

1.4. De las conexiones de Galois a las adjunciones

Como se ha discutido antes, existe una relacion natural entre la teoria de categorias
y los poset, de ahi que se tenga un simil entre las conexiones de Galois (relaciones entre

posets) y las adjunciones (relaciones entre categorias).

Definicién 1.22. Sean (P, <p) vy (Q, <o) posets. Un par de funciones L : P = Q : R

es una adjuncion de posets si para todo p € Py q € Q se tiene que

p<pR(qg <= L <aoq

L y R son un par de funciones adjuntas, donde L es la adjunta izquiera de R, y R

es la adjunta a derecha de L, esto se denota como L - R.

La diferencia entre las conexiones de Galois y las funciones adjuntas esta en que
se revierte el orden de Q, es decir, se define sobre Q°, que como se vio previamente,

también es un poset sobre el conjunto Q. Para ¢, ¢, € Q, se tiene

G1<gw @2 < @=<oq

Este cambio en la notacion hace que las relaciones ya no sean simétricas, lo cual
ocurre muy a menudo usando categorias generales, donde se usan parejas de funtores
covariantes asimétricos. Las dos proposiciones siguientes, ademas de mostrar dos de las
propiedades mas importantes de las adjunciones de posets, ofrecen una buena intuicion

(pues son mas débiles) de como seran las adjunciones entre categorias.

Proposicion 1.23. Sea L : P < Q : R una adjuncion de posets, cada una de las

funciones adjuntas esta determinada por la otra de manera tunica.

Demostracion. Para probar que R determina de manera tnica a L, suponga que L’ :
P = Q' R es otra adjuncion. Entonces, de la definicién de adjuncion se tiene que para
todo g € Q
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Lp)<gq <= p<pRlg <= L' <o«

En particular, tomando ¢ = L(p),

L(p) <o L(p) = L'(p) <o L(p)

y tomando ¢ = L'(p), lo cual se puede hacer porque tanto L como L’ son funciones

adjuntas a izquierda, se tiene
L'(p) <o L'(p) = L(p) <o L'(p)

y por la antisimetria del orden de Q% L(p) = L'(p) y dado que, por la definicién
de adjuncién, esta igualdad se mantiene para todo p € P, entonces L = L', y asi, R
determina a L de manera unica.

]

El siguiente teorema, muestra que los adjuntos a derecha preservan el meet, y los
adjuntos a izquierda preservan el join. Pero primero, es necesario probar la existencia,

es decir, si VpS existe en P, entonces VgoL(S) existe en Q.
Demostracion. Suponga que existe m = VpS € P, entonces para todo s € S, s < m.
Dado que L : P < Q: L es una adjuncion, entonces

s<pm<p R(q) <= L(s)<gL(m)<oq

La relacion se mantiene, porque si R(q) es cota superior de S, entonces m < R(q)
porque es la menor de las cotas superiores. Entonces L(s) esta acotado para todo s, y
para cualquier ¢ que sea cota superior de L(.S), se tiene una cota superir menor. Como

es claro, esta relaciéon no puede mantenerse (en general) con el meet. Pues si n = AS

n<ps<pR(q) <= Ln)<gL(s)<ogq

y eso no garantiza que dada otra cota k inferior para S, L(k) <g L(n). De manera

andloga se prueba que la existencia de AgT implica que ApR(T) existe. Para probar
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que L preserva el join y que R preserva el meet, basta con tomar la proposicién [1.19

ya que la adjuncién es una conexion de Galois entre P y Q% entonces

\/QOP == /\Q y /\QOP == \/Q

de donde

L(vpS) =VoL(S) y R(AoT)=ApR(T)
]

Ejemplo 1.24. Sea f : U — 2" una funcién. Entonces para todo S € 2V, T € 2V, se

definen

L#(S) := Usesf(s) € 2Y,
RyT):={ueclU: flu) CT}e2".
Entonces el par de funciones L(S) : 2V < 2V : Ry(T') es una adjuncién de reticulos

booleanos.

Note que para todo S € 2V y T' € 2V se tiene que

SCRyT)<=VseS,seRsT)
= VselS f(s)CT
= Usesf(s) CT
< Ly(S)CT

y tal como en las conexiones de Galois, toda adjuncién de este tipo surge de una
relacién tnica, que en este caso es la funcién f : U — 2V,

La adjuncién entre la imagen y la preimagen de una funciéon es una de las mas
conocidas, ademas de ser un ejemplo muy ilustrativo de la estructura que se esté cons-
truyendo. Para S € 2V y T' € 2" se definen

fx(8)={f(s):5€ 5},
AT ={uecU: f(u) €T}
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Del teorema anterior, se tiene que la imagen preserva uniones y la preimagen preserva
intersecciones. Es un hecho bien conocido que la preimagen preserva uniones también,
lo cual conduce a pensar que restringiendo la preimagen f~!: 2" — 2V a una funcién
[~V — 2V definiendo f~'(v) := f~'({v}) para todo v € V, dado que f~' = L1,
se obtiene otra adjuncion, donde la preimagen ya no seria adjunto a derecha, sino a

izquierda. Algunos autores denotan a este adjunto f; donde

fi(8)={veV:ftw) CS}

en otras palabras, cada funcion f : U — V determina una tripla de adjuntos

feA S

donde f, preserva uniones, f; preserva intersecciones y f~! preserva tanto uniones
como intersecciones. Un hecho interesante e importante es que esta cadena no puede
ser extendida en general, es decir, (en general) f, no preserva intersecciones, y como
consecuencia, no puede ser adjunto a derecha. De la misma manera f, no siempre
preserva uniones y por tanto no puede ser adjunto a izquierda. Para notar esto, considere
la funcién f : R — R, donde para todo = € R, f(x) = 1. Ahora dado que INQ = 0,
entonces f(I N Q) = 0. Por otro lado, f(Q) N f(I) = 1, es decir que f no preserva

Intersecciones.

1.4.1. Transformaciones Naturales

Las transformaciones naturales son, en gran medida, lo que motivo la primera de-
finicién de funtor. En pocas palabras, son aplicaciones (o formas de moverse) desde un

funtor a otro.

Definicién 1.25. Sean F, G : A — B funtores. Una transformacion natural n de F
en G (denotada como 7 : F — G) es una aplicacién que asigna a cada objeto A de A
un morfismo 74 : FA — GA de B, de tal manera que la siguiente condicion natural

se cumpla: para todo f: A — A’ morfismo de A, el siguiente diagrama conmuta.
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TA

FA GA
Ef Gf
FA o GA

Es decir, Gf ona =na o F'f.

Ejemplo 1.26. El determinante.

Sea n un entero positivo fijo. Considere dos funtores GG, U: CRng — Grp, de
los anillos conmutativos con unidad a los grupos, definidos de la siguiente manera. El
funtor G envia un anillo R al grupo general lineal GL,(R) y a un morfismo f : R — S
a la aplicacién f que actia componente a componente en los elementos de una matriz.

Lo cual se denotarad como f..

G:R— GL,(R), G:(f:R—=S) (f.: GL,(R) = GL,(9))

Por otro lado, el funtor U, envia a un anillo R a su grupo de unidades R* y a un
morfismo de anillos f* al morfismo restringido f, : R* — S*, lo cual estd ligado al

hecho de que un morfismo de anillos envia unidades en unidades.
U:R—R, U:(f:R—=>9)—(f:R" =8

Es decir, pasado por cada funtor, obtenemos versiones distintas del morfismo f, una
de ellas aplicada a matrices componente a componente, y la otra aplicada a unidades. El

determinante es independiente de si se hace antes o después de un morfismo de anillos.

det (feA) = fu(det(A))

por lo tanto,
dets Ofe = f o detR

Para darle mas desarollo al ejemplo, considere las funciones r-lineales alternantes

de la siguiente definicion.
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Definicién 1.27. Una funcién r-lineal f sobre un anillo R se llama alternante siempre

que

flag,...,a,) =0

si y solo si oy = o para i # j.

Lema 1.28. Sea V un espacio vectorial de dimension n, existe una tnica funcién n-

lineal alternante f tal que

f(el,...,en)zl

donde {ey,...,e,} es la base canénica de V.

Este lema es importante porque esa unicidad de f da paso a definir el determinante.

Para para cualuier matriz n x n, se define

det(A) = f(ag...,qp)

el determinante de A donde f es justamente la funciéon del lema. El determinante de
A también se simboliza como |A|, como es bien conocio, el determminante se puede

calcular mediante la formmula:

det A = Z sgn(o) H Qi g;

0EP, i=1

donde la suma se calcula sobre todas las permutaciones o del conjunto {1,...,n}.

El conjunto de todas las permutaciones se denota como P,, y sgn(c) es el signo de cada
permitacién, el cual se toma +1 si la permutacién es par y —1 si es impar.

Ahora, tomando la matriz A € GL,(R), calculando su determinante por la formula

anterior y finalmente aplicando el morfismo de anillos f, tenemos
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f(detA) = 13 sen(e) [ i)

O'EPn

= f( Z sgn(0)a1 4,02,y - - - Uno, )

o€ Py
= f(a11a22 - . . Gpn — A1 G—1)2 - - - Q1n £ .. .)
= fla11a22 . .. ann) — f(an1am-1y2 ... a1,) £...)
= f(an)f(a) ... f(awm) — f(am)f(am-1)2) - flam) £...)
= det f(A).

Todas las igualdades anteriores se mantienen pues f es un morfismo de anillos, el
cual preserva las operaciones del anillo. Es por esto que el determinante surge como
una transformacién natural, pues, al calcularse con la misma férmula sin importar el

anillo, entonces detgof, = f o detr se cumple.

El ejemplo anterior muestra que las transformaciones naturales aparecen con fre-
cuencia y que su uso es bastante comun. El siguiente concepto permite darle un uso mas

profundo a las transformaciones y contestar preguntas de alto interés en matematicas.

1.4.2. Funtores adjuntos.

,Cuando dos objetos son iguales? es una pregunta que surge constantemente en
matematicas. La teoria de categorias ofrece una respuesta bastante satisfactoria intro-
duciendo el concepto de isomorfismo: dos objetos A y B son isomorfos en una categoria
C si existe un morfismo de uno a otro que tiene inversa tanto a izquierda como a derecha.
En otras palabras, es un proceso A — B que puede ser totalmente reversible (dado

que es un contexto categdrico, este proceso debe ser respuetuoso con la estructura).

Cuando se comparan dos categorias, podria estarse tentado a buscar un funtor

G : B — A tal que, dado F': A — B pueda afirmarse que

FG:ZdBy’LdA:GF,
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pero muchas veces, esta busqueda no es fructifera. Es decir, la igualdad es demasiado
demandante para ser util en matematicas. Encontrar un funtor que revierta todo lo
hecho por otro funtor dado, es intitil en la medida que, aplicando ese proceso se llegaria,
exactamente a, la misma categoria, lo cual no tiene ninguna riqueza ni interés tedrico.
Considere a los conjuntos X, Y, los conjuntos X x Y y Y x X son diferentes, dado que

no es lo mismo fijar un objeto en la primera componente que fijarlo en la segunda, es
decir (a,y) # (y,a).

Pero, si el objetivo es simplemente obtener parejas de elementos de los conjuntos
X,Y, sera suficiente decir que los conjuntos X x Y y Y x X no son iguales, pero
si isomorfos. Los isomorfismos proveen una nocién de igualdad mas acertada cuando
estamos comparando categorias. Es decir, las ecuaciones anteriores pueden reformularse

como

FG~idg yids = GF

reemplazando las igualdades con isomorfismos. Cuando esto es posible, las categorias

seran equivalentes.

Para ir un poco maés lejos, se reempelazan los isomorfismos con morfismos norma-
les, de modo que las categorias, posiblemente, no serdn equivalentes, pero esta nueva

comparacion abre algunas preguntas.

Definicién 1.29. Un funtor G : A — B es adjunto a izquierda de F si existe una
transformacién natural 1 : idg —> F'G donde F : B — A es un funtor tal que, para
todo morfismo f : A —» FB existe un tnico f : GA — B, morfismo de B, tal que el

triangulo
id g o FGA
P
7 f
FB

22



conmuta.

Ejemplo 1.30. Relaciones. El conjunto potencia 2% de un conjunto X se convierte
en un poset ordenado por la inclusion, lo que también lo convierte en una categoria,
como se mencioné anteriormente. Ademas, cualquier relacién R sobre X x Y define una
adjuncién en esta categoria.

Por ejemplo, si R C X XY, donde X es un conjunto de animales y ¥ es un conjunto
de caracteristicas, R podria ser el conjunto de pares (z,y) tales que el animal x tiene
la caracteristica y. Es posible que se esté interesado en subconjuntos de animales que
tengan una caracteristica especifica y, viceversa, en subconjuntos de caracteristicas que

sean comunes a varios animales. Esto motiva la definicién del siguiente par de funciones:

f:2% — 2"

donde a un conjunto de animales, se le asigne un conjunto de caracteristicas, es
decir, dado A € 2%, fA={y €Y : (x,y) € R para todo x € A, de donde, si A C A’ =
FA'CFAy

g:2¥ — 2%

donde a un conjunto de caracteristicas se le asigna un conjunto de animales, es decir
dado B € 2¥, gB = {x € X : (z,y) € R para todo y € B, de donde, si B C B’ =
gB" C gB.

Las dos funciones invierten el orden y satisfacen lo siguiente:

BC fAe ACgB

es decir, todas las caracteristicas de B las tienen todos los animales en A si y solo si
todo animal en A tiene todas las caracteristicas en B. Note que no es exactamente la
misma relacion descrita en la definicién de adjuncién ni en la de conexién de Galois.

Estos funtores son llamados adjuntos mutuamente a derecha.
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1.5. Marcos (Frames).

En el contexto de la topologia sin puntos, aparece la estructura de los marcos, la
cual nos ofrece una mirada (o contrapartida) algebraica de los espacios topolégicos. La
motivacién para hacer topologia sin puntos nace de observar que, en muchas ocaciones,
el reticulo abstracto de conjuntos abiertos puede tener mucha mas imformacién sobre
un espacio topoldgico que los puntos que este contiene, lo cual nos invita a dotar de

estructura algebraica dichos reticulos.

Definicién 1.31. Un marco (frame en inglés) es un reticulo completo L que satisface

la siguiente ley distributiva:

VACLWbeL: (\/Arb=\/{anb]|ac A}

Una funciéon h : L — M entre marcos es un homomorfismo de marcos si

preserva todos los join (incluyendo el 0) y todos los meet (incluyendo el 1).

Ejemplo 1.32. Un algebra Booleana B siempre es un marco, pues siempre que para
A C B existe\/ A, la ley de distributividad se cumple.

Como veremos a continuacién, dado un espacio topoldgico siempre se puede dotar

de esta estructura algebraica a su reticulo abstracto.

Denotaremos Top a la categoria de los espacios topoldgicos (donde los objetos son los
espacios topoldgicos y los morfismos son las funciones continuas) y Frm a la categoria
de los marcos (donde los objetos son los marcos y los morfismos son los homomorfismos

de marcos). Ahora:

Sea X un conjunto y A un submarco de P(X), es decir una familia de subconjuntos

de X que forman un marco bajo las operaciones de marco de P(X)
» 515 C A, entonces | JS € A

» si S C A es finito, entonces (S € A
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Este marco es una topologia sobre X. Un espacio topologico es un conjunto equipado
con una topologia (X' sobre él. Los elementos de (X ) se llaman subconjuntos abiertos

del espacio.

Sean X, Y espacios topolégicos con Q(X), Q(Y) como sus reticulos de conjuntos
abiertos. Sea f : X — Y una funcién continua. Luego f~}(U) € Q(X) para todo
abierto U de Y, ademéas f~! preserva uniones arbitrarias e intersecciones finitas. Por

tanto construimos el siguiente homomorfismo de marcos

Q) : QYY) = QX)) : U fHU)
en otras palabras, se ha conseguido formar el funtor contravariante €2 que va de Top

a Frm, logrando dotar de estructura de marco a todo espacio topologico.

Dado que, en algunas situaciones, es més conveniente usar funtores covariantes,
por ejemplo, determinar si una adjuncién es izquireda o derecha, podemos definir la

categoria dual Loc = Frm®P, la categoria de los locales, y un funtor covariante

Q2 : Top — Loc.

Lo anterior invita a pensar en construir un funtor ® : Loc — Top de tal manera
que dado un local o un marco, obtengamos un espacio topoldgico relacionado. Ese

funtor, con ciertas generalidades, se construirda mas adelante.
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Capitulo 2

Dualidad entre espacios topolégicos

y sistemas topoldgicos

2.1. Sistemas topoldgicos.

El el presente capitulo se introducira la nociéon de sistema topoldgico, la cual per-
mitira dar uso a la estructura de marco que fue definida previamente. También se
desarrollara la relacion entre esta categoria y la de los espacios topoldgicos, lo cual es

un paso previo a lo hecho por Janna en 2015 [2].

Definiciéon 2.1. Sea A un marco, cuyos elementos llamaremos abiertos. Sea X un
conjunto, cuyos elementos llamaremos puntos. Sea F un subconjunto de X x A. Si
(z,a) € F entonces escribimos z F a, y se leerd = satisface a a.

Los conjuntos X y A junto con la relacién F forman un sistema topoldgico si y solo

st:
1. Si S es un subconjunto finito de A, entonces

x|=/\S<:>:z:|=aparatodanS

26



2. Si S es un subconjunto de A, entonces

xIZ\/S@xIZaparaalgﬁnaES

En ese caso, denotaremos D = (X, F, A) y cuando no haya lugar a confusién, sim-
plemente D = (X, A).

Ejemplo 2.2. Sea X un conjunto, y sea A una topologia sobre X.

rFasiysolosiz€a
En este caso es bastante sencillo verificar las condiciones de sistema topolégico.

Veamos.
Sin perdida de generalidad, sea a = B N C, entonces
rEBNCsxEByaxEC, es decir

r€ ByzeC,dedonde x € (BNC).

La segunda condicién se verifica de manera anéloga.

2.2. Funciones continuas.

Una vez definido el concepto de sistema topoldgico, es natural preguntarse por la
existencia de funciones (o morfismos) entre dos de ellos. En otras palabras, se quiere
una forma de de relacionar dos sistemas topoldgicos (X, A) y (Y, B), de tal manera que
puntos de X puedan ser relacionados con puntos de Y sin pérdida de informacién. Sea
f X — Y una funcién que en cierto sentido podemos calcular, considere el siguiente

escenario:

1. se toma un punto de X,

2. se verifica si puede relacionarse con algiin punto de Y,
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3. de ser asi, obtenemos un abierto de B.

Para este propdsito, escribiremos ¢(b), donde
x E ¢(b) siy solosi f(x) Eb,

y se espera que ya esté en A. Por lo tanto, ¢ es una funcién de A en B. Ahora, sea

S un subconjunto de A,

L.zE@o(\/S) & f(x) E\/S & f(x) Ebparaalgin b € S & x F ¢(b) para algin
beS<xkE\{ob) :be S}

Y de manera similar, si S es finito,

2.z Eo(ANS) < f(x) EANS & f(x) Ebparatodob € S < x E ¢(b) para todo
beS<xkE NoD) :be S}

Estos desarrollos sugieren que ¢ debe ser un homomorfismo de marcos.

Definicién 2.3. Sean D = (X, A) y E = (Y, B) sistemas topoldgicos. Una funcién
continua f de D a E (f : D — E) es una pareja (f,€2f) donde:

1. f: X — Y es una funcién,
2. Qf : B— A es un morfismo de marcos, y
3. 2 EQf(b) < f(x)EDb

Note que las flechas van en direccion opuesta

X / Y

Qf
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pero la direccién de la funcién se marca en el sentido de los puntos, no de los abiertos.

Definicién 2.4.
Sean D = (X, A), E = (Y,B)y F = (Z,C) sistemas topolégicos.

1. La funcién identidad idp : D — D esta definida como

ZdD:’ldxX—>X
QZdD:ZdAA—)A

2. Sean f: D — Eyg:E — F funciones continuas. La composiciéon go f : D — F
se define como:
gof:X—>Z

Qgof):C— A
Es decir, la composicién natural miembro a miembro.

Proposicion 2.5. La funciéon identidad es continua.

Demostracion. Considere idp : D — D la funcién identidad en el sistema topoldgico
D= (X,A).
SixEQida(a) =z =idx(x) F a=Qida(a)
de donde es evidente que idx (x) E a. El sentido opuesto de la implicacién es andlogo.
O

Proposicién 2.6. La composicién de funciones continuas es una funcién continua.

Demostracion. Sean D = (X, A), E = (Y,B) y F = (Z,C) sistemas topoldgicos.
sizEQ(fog)(c) =z E Qf(Qg(c)) Dado que g es continua, existe b € E tal que
Qg(c) =b.
Por lo tanto x E Qf(b), pero f es una funcién continua, entonces f(z) F b= f(z) F
g(c) y como g es continua, podemos conduir que g(f(z)) E c. El lado opuesto de la
implicacion es analogo.

]
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De las dos proposiciones anteriores, como se vio anteriormente, existe la composicion
y la funcién identidad, y del hecho que si L es un reticulo, L°? también lo es, se infiere

la siguiente definicién.

Definicién 2.7. TopSys es la categoria que tiene a los sistemas topoldgicos como

objetos y a las funciones continuas como morfismos.

2.3. Espacios Topoldgicos

En esta seccién se discuten las relaciones entre los espacios topologicos y los sistemas

topologicos. Estas relaciones dan paso a definir los funtores entre dichas categorias.

Proposicion 2.8. Sean X y Y dos espacios topolégicos. Entonces las funciones conti-
nuas (en el sentido de sistema topolégico) de (X, Q2(X)) a (Y,Q(Y)) son equivalentes a
funciones f: X — Y tales que si B es un abierto de Y (B € QY)), entonces f~'(B) es

un abierto de X.

Demostracion. Un espacio topoldgico es un conjunto X con su marco X de conjuntos

abiertos. Luego, sea f una funciéon continua, entonces la condicién

rEQf(B)< f(x)EB

es equivalente a Qf(B) = f~1(B) el cual debe ser un abierto de X, lo que indica que

el espacio topoldgico esta completamente detriminado por el conjunto X y sus abiertos.

Como es conocido, la imagen inversa de una funcién continua preserva los meets y

los joins, entonces (f, f~!) es una funcién continua si y solo si f~! preserva uniones
arbitrarias e intersecciones finitas de X.

O

Siempre que se quiera, se puede ver un sistema topoldgico como un espacio to-
polégico comparando abiertos tinicamente por los puntos que los satisfacen. Es decir,
dos abiertos A y B de un sistema topoldgico, son iguales si a ambos abiertos los satis-
facen exactamente los mismos puntos. Esto, como se vera a continuacion, define una

topologia.
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Definicién 2.9. Sea D(X, A) un sistema topolégico. Para cada abierto a € A se define

su extension en D como ext(a) = {x € X : x F a}. Ademas, ext(A) = {ext(a)eea}-

Por la forma en que fue definida F es facil observar que los join y los meets corres-
ponden a las uniones y las intersecciones finitas de las extensiones respectivamente, de
donde las extensiones forman una topologia 7 sobre X. Esta topologia depende tanto

de X como de A. Veamos.
Lema 2.10. ext(A) forma una topologia sobre X.

Demostracion. Sean a,b € A, entonces a Ab € A. Ahora, ext(a Nb) ={zr € X 1z F
(aND)}, es decir ext(a ND) ={x € X :xFayxFb}ydadoque {xr € X :xFa}y
{z € X : 2 FE b} son subconjuntos de X, se concluye que ext(a Ab) = {z € X : z F
a}N{z € X : x E b}. Demostrar que los join coinciden con las intersecciones arbitrarias,
es un procedimiento totalmente andlogo. Por ultimo, ext(0) = {x € X : 2z E 0} =10, y
ext(l) ={r € X : 2 F 1} = X. Es decir que ext(A) es una topologia sobre X.

[

Lema 2.11. Si (f,Qf) : (X,F,A) — (Y,F’, B) es una funcién continua, entonces
f (X, ext(A)) — (Y, ext(B)) es una funcién continua.

Esto es consecuencia inmediata de la proposicion dado que si (f,€2f) es una
funcién continua, f(x) E b < x E Qf(b) es decir, que Qf conincide con f~1.

Definicién 2.12. Ext es un funtor de TopSys a Top tal que Ext actida sobre un
objeto de (X, =, A) como Ext (X, =, A) = (X, ext(A)) y para cada morfismo (f,2f)
como Ext (f,Qf) = f.

De los lemas y se puede concluir que, efectivamente, Ext es un funtor.

Vickers [2] propone una construccién del funtor Spat que es menos detallada que
las desarrolladas anteriormente. En su propuesta, el nombre del funtor proviene de la
palabra spatialization, en el sentido de formar un espacio topoldgico a partir de una
estructura algebraica. En este documento, se desea enfatizar cémo actia el funtor Ext

en objetos y morfismos para brindar claridad en su tratamiento.
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Previamente, se ha demostrado que, dado un sistema topoldgico, es posible obtener
un espacio topolégico al dotar de estructura topoldgica las extensiones de cada abierto
del sistema. Por lo tanto, es deseable contar con un proceso inverso al anterior.

Los dos lemas que se presentan a continuacién tienen como objetivo demostrar la
existencia de un funtor J : Top — TopSys, y posteriormente establecer su relacién

de adjunciéon con el funtor Ext.

Lema 2.13. Sea (X, QX) un espacio topoldgico, J(X, QX) = (X, €,QX) es un sistema
topoldgico, donde € hace las veces de F, es decir, es un subconjunto de (X x QX). Si

x satisface a A, es decir x € A, se leera x pertenece a A.

Demostracion. Dado que 2X es un reticulo completo con la inclusién como orden, y
que respeta los meets finitos y los join (intersecciones finitas y uniones respectivamente),
entonces €2.X es un marco. Ahora, r € ANB siysolosi,z € Ay x € B; andlogamente,
si S es un subconjunto de QX xz € | JS siy solo sf € A para algin A € S. Por tanto,
J(X,QX) es un sistema topoldgico. O

Lema 2.14. Sean (X,QX) y (Y,QY) dos espacios topolégicos. Si f: X — Y es una
funcién continua de X en Y, entonces J(f) = (f, f7!), donde f~! hace las veces de

Qf tal como en la definicion es una funcién continua entre los sistemas topologicos
J(X,QX) y J(Y,QY).

Demostracion. Deben verificarse cada una de las condiciones de la definicién 2.3l
1. Es evidente que f es una funcién tal que f: X — Y,

2. f~! es un morfismo de marcos f~! : QY — QX dado que f es una funcién
continua, su inversa respeta uniones arbitrarias e intersecciones finitas (joins y

meets respectivamente),

3. <) Sea b un abierto de Y y x un elemento de X tales que f(z) € b, aplicando la
imagen inversa se obtiene que f~!(f(z)) € f~'(b) de donde z € f~!(b). Lo cual,
en la notacién de la definicién [2.3] se expresa como f(z) E b=z E Qf(b).

=) Sea a un abierto en QX tal que a = f~!(b). Suponga que z € a, aplicando la
imagen directa de f se obtiene que f(x) € f(a) C b.

32



]

Los lemas anteriores prueban que J es, en efecto, un funtor J : Top — TopSys.
Aunque pueda parecer un resultado sencillo, tiene una gran profundidad, ya que la
existencia de J muestra que en la categoria Top, no es suficiente hablar inicamente de
funciones continuas, sino que también es igual de importante (o incluso mas) considerar
la funcién inversa, restringida a los abiertos del codominio de f, es decir, a la topologia
de Y. Esta consideracién adquiere atin mas relevancia al observar que la funcién inversa

preserva la estructura algebraica del marco.
Teorema 2.15. Ext es adjunto a derecha del funtor J.

Demostracion. Para demostrar la adjuncion es suficiente exhibir la counidad, para ello,
recuerde que J(X,7) = (X, €,7) v Ezt(X, |, A) = (X, ext(A)). Entonces, calculando
la composicién, se obtiene J(Ezt(X, =, A)) = (X, €,ext(A)). Por tanto, debe encon-

trarse € tal que el diagrama de la counidad

€xX

J(BExt(X,F, A)) (X,E, A)

J(f)

~

J(Y, 7

conmute. En palabras, el diagrama quiere decir que, todo mormismo f - J(Y, ) —
(X,F, A) de Top-Sys puede ser factorizado de manera tnica a través de e.
Considere ex = (idx, ext*), es decir

(idy,ext*)
_—

(X, €, ext(A)) (X,E,A)

donde ext* es una funcién de A en ext(A) tal que ext*(a) = ext(a) (lo cual es

morfismo de marcos por como fue definido ext(a)) para todo a € A.
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Sea f = (f1, f2), considere J(f) = (fi, fi'!), entonces, para la parte de los puntos
se tiene que idx o f; = f1. Para la parte de los abiertos, donde los morfismos van en

sentido opuesto, tomando la definicién debe cumplirse que

Yy € fala) &z = fi(y) Fa

pues f es una funcién continua. Pero dado que J = (f1, f; '), que también es conti-

nua, se tiene que

y € frl(ext(a)) &z = fi(y) F a,

por lo tanto, el diagrama conmuta para la parte de los puntos y la de los abiertos.

Ademas, por la naturaleza de la imagen inversa, f es unico. O

En su trabajo, Vickers [2] se refiere al resultado anterior como espacializacion. Es
importante destacar que el teorema no afirma que todo sistema topoldgico deba ser un

espacio topoldgico, sino que puede ser extendido a uno.

2.4. Locales

Como se dijo en secciones pasadas, los locales son la categoria opuesta a los marcos.
Se introducen con el objetivo de facilitar algunos calculos, ademas de ser una alternativa
para construir sistemas topoldgicos.

Pensando en Loc, la categoria de los locales, inicamente como la categoria opuesta

a F'rm, se deduce la siguiente definicion.

Definicién 2.16. Existe un funtor fm : TopSys — Loc, de tal manera que, dado
un sistema topolégico (X, F, A), fm(X,F, A) = Ay dada una funcién continua (f1, f2),

fm(fi, fo) = fo, donde f; es un morfismo de marcos pero actuando en direccién opuesta.

Tal como el funtor Ext ve los abiertos como conjuntos de puntos, al considerarlos
como los puntos que satisfacen un abierto en especifico, se puede pensar en los puntos

como una funcién de un marco al reticulo 2 formado por el conjunto parcialmente
ordenado {0, 1}.
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x(a):{ l1sizFa

0 en otro caso

Por como esta construido F, podemos verificar que para todo z, la funciéon anterior

es un morfismo de marcos, r : A — 2.

= considere a, b abiertos de un marco A, ahora

(a A D) IsizkE (aAD)
z(a =
0 en otro caso

es decir, z(a A b) = 1 si z satisface tanto a a como a b, x(a) = z(b) = 1, de donde
z(a) Nxz(b) =1,y

» tomando z(a V b)

0 en otro caso

x(a\/b):{ lsizkE (aVb)

es decir, que x debe satisfacer a alguno de los dos. Dado que = como aplicacién,
preserva meets y joints, es un morfismo de marcos, lo cual nos da paso a la

siguiente definicion.

Definicién 2.17. Sea A un marco. El local asociado a A es un sistema topolégico D

con las siguientes caracteristicas

1. A es el marco de abiertos de D,

2. la parte de los puntos de D estd compuesta por los morfismos de marcos z : A —>

2,y

3. diremos que x estd relacionado con a (z F a) si y solo si z(a) = 1.

Cuando no hay lugar confusion, es tipico simplemnte referirse al local A. Un sistema

topologico es localificable si y solo si es homeomorfo a un local.
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De esta definicién es muy importante notar que lo tinico que se us6 para describir
los puntos como funciones es simplemente el hecho de que dichas aplicaciones actuan
como morfismo de marcos, es decir, si se consiguiese un marco M mas general que 2, de
tal manera que morfismos x : A — M conservaran la estructura de la misma manera,
podria generalizarse la definicién de local y, por tanto, la de sistema topolégico. Mostrar
dicho marco y los morfismos es uno de los objetivos de los siguientes capitulos y del

documento en general.

Proposicion 2.18. Sean D y E locales, las funciones continuas de D a E son equiva-
lentes a morfismos de marcos de QFE a 2D. Tal como es de esperar, las flechas van en

sentido opuesto.

Demostracion. Por la definicién [2.3] para establecer la equivalencia es necesario una
pareja (f,Qf) de tal manera que f es una funcién de puntos, Q2f es un morfismo de
marcos, y se cumplan las condiciones de satisfaccion para funciones continuas. Por lo

tanto, dado que existe el morfismo de marcos, f debe cumplir que

fl@)(b)=1& f(x) Fbe xkEQf(b) & x(Q2f(b) =1
de donde f(x) = z(Q2f) y junto con Qf, forman una funcién continua. O

Proposicién 2.19. Sea f : B — A un morfismo de marcos, entonces (— o f, f) :
(hom(A,2),E, A) — (hom(B,2),F, B) es una funcién continua.

Demostracion. Dado que f es morfismo de marcos, solo es necesario verificar la condi-
cién de satisfaccién para funciones continuas de la definicién [2.3] Para ello, considere a
un abierto de A y b un abierto de B tales que f(b) = a. Ahora dado un punto z(a) de
A se le asigna un punto y(p) de B. Ahora,

rFa=f(b) < a(a) = 2(f(b) =1 & (—o f)(@) F b

dado que hom(A,2) y hom(B,2) son conjuntos, (— o f) es funcién, cumpliendo todas

las caracteristicas de 2.3 m

Definicién 2.20. Existe un funtor covariante S : Loc — TopSys tal dado un marco
A, S(A) = (hom(A,2),F, A) y dado un morfismo de marcos f, S(f) = (—o f).
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Las proposiciones anteriores demmuestran que S es, en efecto, un funtor covariante.
Vickeres propone la adjuncion entre el funtor que él llama Loc:TopSys — Loc y el
funtor de olvido, pero su construccion pierde el recurso didactico y técnico de los funtores
descritos anteriormente, que permiten hacer una extencion directa a los sistemas y
espacios topolégicos Fuzzy (y otros &mbitos como las dlgebras de Lukasiewicz), de una
forma similar a como lo hace Jana, lo cual es uno de los objetivos principales de este

documento.
Teorema 2.21. El funtor fm es adjunto a izquierda de S.

Demostracion. Para demostrar la adjuncion, es suficiente mostrar la unidad, para ello,
recuerde que S(A) = (hom(A,2),E, A)y fm(X,E, A) = A. Entonces calculando la com-
posicion se obtiene S(fm(X,F, A)) = (hom(A,2),E, A). Por tanto, debe encontrarse 7

tal que el diagrama de la unidad

(X, 4) " S(fm(X.F, A))
S(f2)
(fh f2
S(B)
conmute.
Considere ng = (a*,ida), es decir
(a*,ida)

(X,E, A) L1 (hom(A,2),E, A)

donde a* : X — hom(A,2), de tal manera que

a*(:z;)(a):{ lsizFa

0 en otro caso

Sea f = (f1, f2), es claro que la parte de los abiertos de S( f ) es fa, pues es el morfismo

~

de marcos, dado que S(f) = (— o fs, f2), harria falta demostrar que
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(1, f2) = (=0 fa, o) o (0", idp) = (= © f2) p",idp © )

Dado que f; = idp o fs, solo hace falta verificar la parte de los puntos. Entonces, como

para todo b un abierto en B se tiene que

lsizFE fo(b) <= fi(z) E D
0 en otro caso

a* o fo(b) = a*(2)(f2(b)) = { = f1(@)(b)

de donde, f; = (— o f2) p*, lo cual prueba que la funcién f se factoriza de manera tnica
a través de la unidad ny4.
]

Finalmente, se puede conclulir el siguiente resultado clésico, el cual méas adelante se

buscara extender al contexto de las relaciones Fuzzy.

Teorema 2.22. Existe una adjuncién entre Top y Loc, que estd dada por el funtor

Ezxtr o S el cual es adjunto a derecha del funtor fmo J.

Demostracion. Gracias a la composicién de funtores adjuntos y a los teoremas 2.15 y

2.21 el sigue el resultado. O

Las relaciones categoricas obtenidas hasta el momento se pueden ilustrar con el

siguiente diagrama conmutativo.

TopSys

AN

Top - Loc
Ezxto S
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Capitulo 3
FuzzyTopSys y FuzzyTop

Como se dijo en el capitulo anterior, en 1989, S. Vickers introduce el concepto de
Sistema topoldgico con el fin de discutir la 16gica geométrica. Un sistema topologico es
la tripla (X, A, F), donde X es un conjunto no vacio, A es un marco, y £ es una relacién

binaria de X en A. x F a donde x € X y a € A se lee “x satisface a a”.

La nocién de satisfacion puede ser interpretada. En varias situaciones es natural
pensar que x satisface a a en cierta medida o hasta cierto punto, por ejemplo, una
persona satisfacer parcialmente la condiciéon de ser joven, un color puede satisfacer
hasta cierta medida el pertenecer a una paleta de colores, una habitacién tiene puntos
mas frios que otros. En otras palabras, la relacion F puede ser de tipo Fuzzy, y puede ser
extendida desde la idea de local vista anteriormente. En este capitulo, se reconstruye de
manera detallada la prueba presentana por Janna (2015) [2], haciendo una extencién
del caso clésico al caso Fuzzy, lo que Janna llama fuzzyficacion, presentando algunos

ejemplos originales con la intencién de dar intuicion sobre los conceptos.

Definicién 3.1. Dado un reticulo L y un conjunto X, un subconjunto L-fuzzy A de
X es dado por la funcién de membresia A : X — L.
Para todo z € X, el valor de A(z) se llama grado de pertenencia de x en el subcon-

junto L-fuzzy A. también se denotard como gr(z € A).

Definicién 3.2. Sea f una funcién de X en Y, y sea B un subconjunto L-fuzzy de Y.

Entonces f~1(B) es un subconjunto L-fuzzy de X dado por f~1(B)(x) = B(f(z)).
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Tal como es ampliamanete divulgado, los conjuntos Fuzzy se generalizaron para
cualquier reticulo. Purbita J. utiliza en su trabajo tinicamente el [0, 1] y los conjuntos
de Lukasiewicz. Por la defiicién anterior, un subconjunto [0, 1]-fuzzy serd simplemente

llamado un subconjunto Fuzzy.

Ejemplo 3.3. Considere el conjuto X = {a,b}, el reticulo L representado por el si-
1
c s
0

Los subconjuntos L—fuzzy de X son:

{c_L}(m):{ csixz=a

guiente diagrama.

ssixz=0b,

csix=b,

{b}(x):{ ssiz=a

0(z) = 0 para todo =,

X(x) =1 para todo x.

Observe que dados dos subconjutos L—fuzzy de X, su unién y su interseccién tam-

bién son subconjuntos L—fuzzy de X.
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El siguiente es un ejemplo clasico de conjuntos fuzzy, que ilustra la utilidad de la
funcion de pertenecia. La funcién roja puede simbolizar a qué edades una persona es
considerada muy joven, mientras que la azul puede significar a qué edades una persona

es considerada joven.

Ejemplo 3.4. Sean A y B dos subconjuntos Fuzzy de X determinados por las funciones

de membresia A(x) y B(x) respectivamente, como se ve a continuacion.

12

Dado que estas funciones determinan subconjuntos Fuzzy de X es razonable pre-
guntarse por la interseccién y la unién como en el ejemplo anterior. La interseccion
usual estd determinanda por la funcién de membresia A A B(z) = min{A(x), B(z)},

graficamente:
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AVE

y la unién usual estd determinada por la funcién de pertenencia A V B(z) =
max{A(x), B(z)}, grificamente:

N

El complemento usual estd determinado por la funcién A¢(x) = 1 — A(x).

El siguiente paso es dotar de estructura topoldgica los conjuntos previamente defi-
nidos, tal como en el ejemplo anterior, las uniones se definen naturalmente a través del

supremo y las intresecciones a través del infimo.

Definicién 3.5. (Chang [13]) Sea X un conjunto, y 7 una coleccién de subconjuntos

Fuzzy de X es decir, 7 € [0, 1], entonces:
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1. ¢,X €7, donde ¢(x) = 0, para todo z € X y X(x) = 1, para todo x € X;

2. AiETparaiéfévieIAiET;

3. A, Ay e = Aj(m) AN Ay(z) €T

Entonces (X, 7) se llama un espacio topoldgico Fuzzy. T serd una topologia Fuzzy
sobre X. Los elementos de 7 se llaman conjuntos abiertos Fuzzy del espacio topoldogico
Fuzzy (X, 7).

Las funciones ¢, X, son comunmente llamadas 0 y 1 o respectivamente.

Definicién 3.6 (Espacio topolégico Fuzzy Laminado). Sea X un conjunto, y 7 C [0, 1]¥

una coleccién de subconjuntos Fuzzy de X donde:

1. Para todo r € [0,1],7 € 7, donde 7 es la funcién constante con valor r;

2. AiETforiGI:\/id/LET;
3. /_11,/_1267':>Al/\/_12€7'.

La pareja (X, 7) es un espacio topolégico Fuzzy laminado.

Si en lugar de [0, 1] se usa un reticulo L, entonces se dice que es un espacio L—fuzzy

Ejemplo 3.7. La familia de funciones construida en el ejemplo [3.3| es un espacio to-

pologico Lfuzzy.

Ejemplo 3.8. Considere X un conjunto equipado con la familia F; de subconjuntos
Fuzzy, donde F} = {v:v(z) > 1,Vz € X} U{a: a(z) = b < § constante para todo z}.
Luego,

1. 0,1 € Fy,

2. si p1,pa € Fy; entonces py(z) A pa(z) = (p1Ap2) (x) = 3 = (p1Np2) € Fi.Es

decir, las intersecciones finitas pertenecen a Fi,

43



3. p1 € F1,Vi €, donde I es un conjunto indexado. Entonces, \/p; > % € Fj. De
i€l
donde concluimos que la pareja (X, F') es un espacio topoldgico Fuzzy.
Definicién 3.9. Sean (X, 7) y (Y, 72) dos espacios topolégicos Fuzzy. Una funcién
f: X — Y se dice fuzzy continua si y solo si para todo conjunto abierto fuzzy B de
Y, f71(B) es un conjunto abierto de X.

Definicién 3.10. f; es una funcién propia de (X, A) en (Y, B) si fi es una relacién
de (X, A) en (Y, B) tal que para todo 2 € |A|, existe un tnico y € |B| para el cual
A(z) = filz,y) y fi(z,y) =0siy #y € |B|, donde |A| = {z € X : A(z) > 0} and
|B| = {y € Y : B(y) > 0}. para un = € |A| dado, se denota a ese tinico y € |B| por
fi(z).

Usualemnte el conjunto |A| es llamado el soporte de Ay es denotado Sop(A).

Ahora que se han definido los espacios topoldgicos y los morfismos entre ellos, se

puede definir la categoria de los espacios topoldgicos Fuzzy.

Definicién 3.11 ([0,1]-Top). La categoria de los espacios topoldgicos Fuzzy esta de-

finida asf:

1. Los objetos son espacios topoldgicos Fuzzy (X, 7).

2. Los morfismos son funciones propias que satisfacen que, si f : (X,7) — (Y, 7')
y B es subconjunto fuzzy de Y tal que (Y, B) € 7/, entonces (X, f~1(B)) € 7.

3. La funcién identidad es una funcién propia.

4. La composicién es una funcién propia entre epacios toplogicos Fuzzy, como se

probara a continuacion.

Sean f, g funciones propias tales que f : X — Y y g : Y — Z. Dado que
f1 es una funcién propia, entonces para todo x € X, existe un tnico y; € Y tal
que A(z) = f(x,y1). Y a su vez, para todo y € Y existe un tnico z € Z tal que
B(z) = g(y, z), en paticular para y; existe un unico z; tal que B(z) = g(y1,21) y asi,

existe un tunico z; tal que A(z) = (x, 21), por lo tanto, es funcién propia.
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Claramente, la categoria Top es una subcategoria de [0,1]-Top (FuzzyTop) cuando
la relacion de satisfaccion es simplemente binaria, 1 para indicar que un objeto esta
completamente relacionado con un subconjunto, y 0 para indicar que esta no relacio-
nado, es decir, pertenecia y no pertenencia, pero como se vio en ejemplos anteriores, la

relacién de satisfaccion puede ser mas compleja.
De la misma manera que en el capitulo anterior se definen los sistemas topoldgicos,
es preciso extenderlos a los sistemas topologicos Fuzzy.

Definicién 3.12. Un sistema topoldgico Fuzzy es una cuadrupla (X, A, =, P) donde
(X, A) es un conjunto fuzzy no vacio, P es un marco y |= es una relacién [0, 1]-fuzzy de
X a P tal que

= gr(z b= p) < Aw),

» si S es un subconjunto finito de P, entonces se cumple que gr(z = AS) =

inf{gr(x =s):s €S},

» si S es cualquier subconjunto de P, entonces se cumple que gr(z = \/S) =
sup{gr(z = s) : s € S}.

El siguiente paso es construir la generalizaciéon de las funciones continuas entre
sistemas topoldgicos, cuyos detalles son clave para mostar la existencia de la adjuncion

tal como en el caso clasico.

Definicién 3.13. Sean D = (X, A, =, P)y E = (Y,B, }:’,Q) sistemas topoldgicos
Fuzzy. Una funcion continua f: D — E es un par (f1, f2), donde

= f1:(X,A) — (Y, B) es una funcién propia de (X, A) a (Y, B),
s fo: () — P es un homomorfismo de marcos, y

= gr(z = fa(q) = gr (fi(z) E' q), paratodoz € X y g € Q.
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La tltima condicién puede entenderse como que x tiene el mismo grado (o nivel) de
relacion con fa(q) que el que tiene fi(x) con q. Estdn relacionados de la misma manera.
Si esa relacién es simplemente de satisfaccién (no Fuzzy), es equivalente a la definicién

de funcién continua clésica de 2.3

Proposicion 3.14. La composiciéon de funciones continuas entre sistemas topoldgicos

Fuzzy, es continua.

Demostracion. Sean D = (X, A, ):’,P) JE = (Y, B, ):”,Q) = (Z, C, ):’”,R) siste-
mas topolégicos Fuzzy.

Sean (f1,f2) : D — E y (g1,92) : E — F funciones continuas. La composicién
(91,92) © (f1, f2) : D — F se define como g, o f1 : (X,A) — (Z,C), fr09,: R — P
Le. (g1,92) 0 (f1, f2) = (g10 f1, f2 0 go).

Las dos primeras condicones ya estan probadas, pues la composién de homomor-
fismos de marcos es homomorfismo de marcos y la composicién de funciones pro-
pias es funcién propia. Solo hace falta verificar la tltima propiedad. Entonces. Si
rE fooq(r) = x| fog(g2(r)), y dado que go es continua, entonces existe ¢ € @
tal que go(r) = ¢, de donde gr(z |= f2(b)) = gr(fi(z) F' ) = gr fi(z) ' g2(r)) pero
como ¢p es una funcién continua, entonces gr(x = fa(b)) = gr(g; o fi(x) E" r), que es

la igualdad buscada. O
Proposicion 3.15. La funcién identidad es continua.

Demostracion. Sea D = (X, A, |=, P) un sistema topoldgico Fuzzy. La funcién identidad
Ip : D — D es una pareja (I, I5) definida por I; : (X, A) — (X, A) tal que
I) (w1, 15) = A(x) si y solo si x; = 29, en otro caso I} (z1, 1) =0y Iy : P — P es el
morfismo identidad de P.

Entonces gr(z = I1(q)) = gr(l2(x) = q) = gr(x | q). De donde, I es una funcién

Fuzzy continua. O

Las dos proposiciones anteriores permiten concluir que existe la categoria Fuzzy-
TopSys de los sistemas topolégicos Fuzzy con las funciones continuas como morfismos.
Junto con las ya construidas categorias de espacios topolégicos Fuzzy y de los marcos,
se estableceran las relaciones que extienden el caso clasico de la adjuncién probada en

el capitulo anterior.
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Definicién 3.16. Sea Let (X, 4, |=, P) un sistema topoldgico Fuzzy, p € P. Para cada
p se define su extencién en Let (X, A, =, P) como ext(p) = (X, ext*(p)) donde ext*(p)
es una funcién de X a [0, 1] definida como ext*(p)(z) = gr(z = p) para todo = € X.
Ademas ext(P) = {(X,ext*(p))} _p = (X, ext* P) where ext* P = {ext*p}

peP — peEP”

Esta definicion permite construir un espacio topolégico Fuzzy a partir de un sistema
topologico Fuzzy, lo cual indica que debe existir un funtor de olvido de FuzzyTopSys

a FuzzyTop.

Entonces, se define el funtor Exrt de FuzzyTopSys a FuzzyTop, que actia sobre
los objetos como Ext(X, A, =, P) = (X, A, ext(P)) y en los morfismos (fi, f2) como

Ext(f1, f2) = f1.

Este funtor, olvida de cierta manera la estructura algebraica del sistema topolégico
Fuzzy, para conservar unicamente la (Fuzzy) topoldgica. Las siguientes definiciones

establecen el resto de las relaciones funtoriales entre las categorias estudiadas.

Definicién 3.17. El funtor J de FuzzyTop a FuzzyTopSys actia en el objeto
(X, A, 1) como J(X,A,7) = (X,A,€,7), donde gr(z € T) = T(z) paratodo T € 7y
en los morfismos f como J(f) = (f, f™).

Tal como en el capitulo anteriro, se definen dos funtores que relacionan los sistemas

topoldgicos con la categoria Loc de los locales, opuesta de los marcos.

Definicién 3.18. El funtor fm de FuzzyTopSys a Loc actiia sobre un un objeto
(X, A, =, P) como fm(P) = P y sobre el morfismo (fi, f) como fm(fi, f2) = fo.

Definicién 3.19. El funtor S de Loc a FuzzyTopSys que actia el objeto P co-
mo S(P) = (Hom(P,[0,1]), P,}=., P), donde Hom(P,[0,1]) = {v : P — [0,1]},
gr (v =0 p) = v(p) ¥ P(®) = V,cpv(p) y en el morfismo f como S(f) = (— o f, f).

Finalmente, puede probarse la extencién de los teoremas [2.15] 2.21] y [2.22]

Teorema 3.20. Ezt es adjunto a derecha de J.
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Demostracion. Esta demostracién se hace a partir de exhibir la counidad. Primero,
con el objetivo de calcular la composicién, recuerde que J(X,A,7) = (X,A,€ 1) y
Ext(X, A |, P) = (X, A, ext(P)), entonces J(Ext(X, A, =, P)) = (X, A, €,ext(P)).

Para vefiricar la adjuncion, es necesario que el diagrama de la counidad

€x

J(Ext(X, A, |, P)) (X, A, =, P)

I = (o f7) —

JY,B,T)

conmute, lo que quiere decir que todo morfismo de FuzzyTopSys puede ser fac-
torizado de manera tnica a través de ex. Para esto, se define la counidad como ex =
(idx,ext’), es decir

(idg,ext’)
—

(X, A, €, ext(P)) (X, A, |=, P)

donde ext’ es una funcién de P a ext(P) tal que ext'(p) = (X, ext*(p)) para todo
p € P. Ahora se hace una sencilla verificacién sobre ey para mostrar que es una fun-
cién continua en FuzzyTopSys. Claramente, funciones que la componen son propia y
morfismo de marcos respectivamente, entonces, segun la definiciéon de ext’, dado que
ext*(p)(x) = gr(x = p), entonces ext'(p)(x) = gr(x = p) de donde se concluye que
gr(z € ext'(p)) = gr (idx(z) = p) lo cual verifica la tercera condicién de la definicién
0. 1)

Finalmente, para probar que el diagrama conmuta, se definef = f; y asi se tiene
que J(f) = (fi, fi') ¥ ex 0 J(f) = (idx, eat) o (fi, fi*) = (idx o fi, fi" o eat’). De
donde idx o fi = fi.

Ademés, si (f1, fo) : J(Y, B,7") — (X, A, |=, P), entonces f; 'ext'(p) = fi'(p) =
f2(p), y asi, fo = fi ' oext’. Lo cual prueba que el diagrama es conmutativo y a su vez
que Ext es adjunto a derecha de J.

m

Teorema 3.21. El funtor fm es adjunto a izquierda del funtor S.
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Demostracion. Para esta demostracion se exhibird la unidad. Primero, recuerde que
fm(X, A}, P) = Py S(Q) = (Hom(Q,[0,1]),Q, ., Q), donde gr (v . q) = v(q).
Entonces la composicion S(fm(X, A, =, P)) = (Hom(P,[0,1]), P, |=., P). Por tanto,

debe encontrarse la unidad, tal que el diagrama

(X, A,k P) 7 S(fm(X, A,E, P))

f=11
S(Q)

conmute. Entonces, la unidad esté definida como n = (px,idp), es decir

(X, A, P) 1 g (fm(X, A E, P))

donde px : (X, A) — (Hom(P, [0,1]), P) tal que para cualquier z € |A], px (z) es
una funcién de P a [0,1] y px (z)(p) = gr(z = p). Ahora, se verifica que la funcién
(px,idp) : (X, A, |=, P) — S(Loc(X, A, |=, P)) es continua en los espacios topoldgicos
Fuzzy. Para esto, es suficiente probar que se cumple la ttima condicién de|3.13] es decir
gr(z =idp(p)) = gr (p= () = p).

Pero se tiene que, por la definicién de px, gr(x = p) = px (z)(p) = gr (p* (z) = p).

De donde se tiene la igualdad deseada.

Ahora, si se define (fi, f2) : (X, A, =, P) — (Hom(P,[0,1]), P, =., P), entonces
f = f5, dado que fy es homomorfismo de marcos. Para probar que el triangulo es
conmutativo, recuerde que S( f) = (— o fy, f2). Tiene que probarse que (fi, f2) =
(— o fa, f2) o (px,idp) = ((— o fa) px,idp o f3). Es claro que fo = idp o f. Ahora,
solo hace probar que f; = (— o f3) px = p, o fo.

Para todo ¢ € () se tiene que
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p*(x)o fo(q) =p* () (f2(q))
= gr(z = f2(q))
= gr (fi(z) Fx )
= fi(z)(q).

~—~~

Entonces, (_o f3) px = f1, lo cual demuestra la adjuncién deseada via la unidad. [J

Teorema 3.22. El funtor Fxt o S es adjunto derecha del funtor fm o J.

Demostracion. De los dos teoremas anteriores se concluye el resultado. O]

3.1.

Conclusiones

Las relaciones categéricas entre los sistemas topologicos (Fuzzy, respectivamete),
los espacios topolégicos (Fuzzy, respectivamente) y los locales, quedaron estableci-
das a manera de adjuncion. Esto proporciona alternativas para resolver problemas

topoldgicos de forma albraica y vicerversa.

Se reconstruyo detalladamente la prueba hecha por Janna de dichas adjunciones
de categorias que tiene como conjunto subyacente los conjuntos Fuzzy, usando
ejemplos previos para dar una mejor intuicién del los conceptos a definir y estu-

diar.

En el caso clasico, es conocido que también existe una dualidad entre la subca-
tegoria de los espacios topoldgicos sobrios y la categoria de los marcos, esta no
fue estudiada, pues el objetivo fue desarrollar la extencion al caso Fuzzy desde la
adjuncién clasica. No obstante, un objetivo futuro es estudiar la posible fuzzyfica-
cion de los espacios topoldgicos sobrios y la posible extencién de dicha dualidad

para el caso Fuzzy.

Futuros temas de investigacién pueden ser la fuzzyficacion de la légica geométrica,
que fue la principal motivacién de Vickers para introducir el concepto de sistema

topoldgico; los sistemas topoldgicos fuzzy con conjuntos subyacentes distintos,
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por ejemplo los de Lukasiewicz; y la correlacion de estds adjunciones con logicas

multivaluadas.
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