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Un modelo de VIH-SIDA con reinfeccion
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Resumen

En este articulo presentamos un modelo continuo para describir la dindmica de trans-
mision del virus del Sindrome de Inmuno Deficiencia Adquirida. En el modelo, ademés
de considerar el contacto sexual como 1inico medio de contagio, se incluye el efecto de
la proteccién y la reinfeccién exogena. Presentamos un resultado general de existencia
v unicidad para el problema de Cauchy asociado con el modelo. Ademas, estudiamos
la estabilidad de los puntos de equilibrio vi a el anélisis del sistema linealizado.

Palabras y frases claves: Modelos S-I-R, Problema de valor inicial de Cauchy,
Estabilidad.

1. Introduccioén

De acuerdo con la Organizacion Mundial de la Salud (OMS) el virus
(VIH) causante del si ndrome de inmuno deficiencia adquirida (SIDA) se
encuentra en todos los pai ses y su incidencia en la poblacién depende
de factores tales como la existencia de poli ticas estatales de control y
prevencion. Las estadf ticas de la OMS indican que el ntmero de muertes
por SIDA representa cerca del 5% de todas las muertes en el mundo y el
numero de infectados nuevos va en aumento. Estos antecedentes muestran
la magnitud del problema y la necesidad de estudiar permanentemente
la evolucion de esta enfermedad. Es importante resaltar que el estudio de
la dindmica del virus es compleja debido a la gran cantidad de variables
asociadas con la enfermedad entre las que mencionamos dos:

1. La variacion de la tasa de infeccién dependiendo de cada uno de los
grupos en alto riesgo (homosexuales, heterosexuales, drogadictos,
etc).

2. El periodo de incubacién es largo antes de que se manifiesten los si
ntomas y la infeccién depende de la evolucién de la enfermedad en
cada individuo.
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En este trabajo presentaremos un modelo continuo de tipo S-I-R, i.e.,
la poblacién total es dividida en tres clases: susceptibles (S) (individuos
que pueden ser infectados), infectados (I)(individuos portadores de VIH)
y removidos (R) (individuos que ya desarrollaron la enfermedad y por
tanto se consideran sexualmente inactivos). Vamos a suponer que los
individuos ingresan a la poblacién a una razén constante, que los nuevos
individuos son susceptibles y consideramos tinicamente mortalidad de-
bido a la enfermedad. Ademas, consideraremos el contacto sexual como
unico medio de transmisién. Para incluir programas estatales de control
y prevencién de la enfermedad, supondremos que cierto porcentaje de la
poblacién esta siendo protegida mediante el uso de preservativos. Otro
aspecto importante que se incluye en este modelo es el estudio del efecto
de la reinfeccién exégena. En otras palabras, como afecta la dindmica
de la enfermedad que un individuo ya infectado tenga contacto con otro
individuo infectado.

El trabajo se organiza como sigue. En la Seccién 2 presentamos un modelo
general para describir el fenémeno de transmision que incluye proteccién
y reinfeccion.

En la Seccién 3 presentamos un resultado general de existencia y unicidad
para el problema de Cauchy asociado con el modelo con €l fin de estudiar
la estabilidad lineal de los puntos de equilibrio. La demostracién hace
uso de la estructura particular de la parte no lineal para mostrar que las
soluciones locales son en realidad globales.

En la Seccion 4 abordamos el estudio de la estabilidad para dos mode-
los: el modelo sin reinfeccién y protecciéon y el modelo con reinfeccion y
proteccion. La estabilidad depende del namero reproductivo béasico que
representa el numero de infecciones secundarias que un solo individuo in-
fectado puede producir en la poblacién de susceptibles. En ambos modelos
existen un punto de equilibrio libre de la enfermedad (E;) y un punto
de equilibrio endémico (F»). Para el primer modelo realizamos el estu-
dio completo de la estabilidad analizando los valores propios del jacobiano
asociado con la linealizacion. En el caso del segundo modelo, so6lo efectua-
mos el analisis de la estabilidad para el equilibrio libre de la enfermedad
E,. En el caso del equilibrio endémico (Fs) s6lo pudimos conjeturar su
estabilidad vi a simulaciones en Mathematica. El problema radica en la
dificultad de determinar el signo de los valores propios de la matriz jaco-
biana asociada con la linealizacién.
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2. Los Modelos

Consideramos un modelo del tipo S-I-R para describir la dindamica de
transmisiéon del VIH-SIDA, es decir, la poblacién total es dividida en
Susceptibles (individuos que pueden ser infectados), Infectados (indivi-
duos portadores de VIH) y Removidos (individuos que han desarrollado
la enfermedad). Suponemos que los individuos infectados no se recuper-
an y mueren, que la enfermedad se transmite s6lo vi a contacto sexual,
y que la poblacién de removidos est4 conformada por los individuos que
han desarrollado la enfermedad y son considerados sexualmente inactivos
y en consecuencia no participan en la transmision de la enfermedad. Con-
sideramos que los individuos de la clase I pueden permanecer en ella por
largos peri odos de tiempo y que la progresién hacia el SIDA puede ser
acelerada con la re-exposicién al virus. Es decir, suponemos que un indivi-
duo infectado puede reinfectarse al entrar en contacto con otro individuo
infectado ([5]).

La poblacién total N viene dada por N = S + I + R. Vamos a denotar
con A el ntmero de nuevos individuos que entran al sistema, con ﬁ de-

notaremos la vida sexual promedio, con % el peri odo de infeccién y con
d la tasa de mortalidad por la enfermedad. No consideramos mortalidad
natural. Notemos que I representa los individuos que han desarrollado
la enfermedad, es decir pasan de la clase I a la clase R, 4R los individuos
que mueren por causa de la enfermedad y —pS, —ul, —pR los individuos
que salen de la clase S, I o R respectivamente porque su vida sexual ha
terminado.

Denotamos con Bg la probabilidad de contacto entre un individuo suscep-
tible y wun infectado. Con B; denotamos la probabilidad de
reinfeccion debido al contacto entre dos individuos infectados. El con-
tacto entre un susceptible y un infectado se representa por S (S%Lr) y el

contacto entre dos individuos infectados se representa por T (%_H) . El

término —BgS (SLH) representa los individuos que salen de la clase S

y llegan a la clase I. De manera similar —B; (SI—L) representa los indi-

viduos que han sido reinfectados y por tanto pasan de la clase I a la
clase R.

Se considera que una proporcion de individuos es protegida, es decir, se
tiene en cuenta el uso de preservativos. Sean p y ¢ las proporciones de
susceptibles e infectados protegidos. El nimero de individuos susceptibles
con probabilidad de infectarse esta representado por S —pS = (1 —p) S,
de la misma manera el nimero de individuos infectados con probabilidad
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de infectar estd dado por (1 — ¢)I, por tanto la expresion BgS (SLH)

se transforma en Bg(1 — p)S (Zﬁ%g;fgﬁﬁ)' Teniendo en cuenta que
los individuos infectados no han desarrollado la enfermedad y por tanto

su comportamiento es similar al de los individuos susceptibles, podemos
considerar p = ¢, asi que

pstt =08 (5570 —ar) = 5095 (5757)

El término Bg(l —p)S (q%q) representa los individuos que salen de la

clase S y llegan a la clase I. De manera similar By(1—p) (;—j;) representa
los individuos que han sido reinfectados y por tanto pasan de la clase I
a la clase R. Sean Bg(p) = Bg(l — p) v Br(p) = Bi(1 — p). Con los
supuestos y notaciones anteriores el modelo con reinfeccién y proteccion
viene descrito por el sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias de
primer orden

& = A-Bsm)S (5h) - uS

4~ Bg(p)S (SLH — Bi(p) (Sf—jf) ()1 (1)
& = Bilp)gr +v I~ (n+O)R
El modelo se puede reescribir en la forma
w'(t) = Au(t) + f(u(t), (2)
donde
—(Bs(p) +p) 0 0 S
A= 0 —(Bi(p) ++7) 0 , u= |1
0 ¥ —(p +9) R

}.’
By (p)S>
A+ =55 -
f(S,I,R) = | (Bs(p) + Bi(p)) 577 |

Bi(p)I?
541

con f definida sobre X = {(z,y,2) € B® : z +y > 0}. Notemos que
f: X — R es continua y ||f(w)|| = oo, cuando w tiende a salir de X
por el borde {(x,y,2) : x + y = 0} de X.

Ademas, para cada w € X,

sy (miagpeny, ()

|vmmF=(A+
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Asi que
2 2
L R R R e e
< A+ Bi(p)S + (Bs(p) + Br(p)) S + Br(p)I
< A+ (Bs(p) +2Bi(p)) S+ Br(p)I
< A+ (Bs(p) +2B1(p)) S + (Bs(p) +2Br(p)) I
< A+ (Bs(p) +2Bi(p)) (S +1)
< A+3(Bs(p) +2Br(p)) ||wl|

En consecuencia existen constantes k; y ko tales que
[|f(w)]] < k1 + ko||w|| para todo w € X.

En adelante diremos que el modelo (1) es un modelo sin proteccion en el
caso p = 0. Si ademas Br = 0, diremos que es un modelo sin reinfeccion
y sin proteccion. Cuando p > 0 y By > 0 hablamos de un modelo con
reinfeccion y con proteccion.

3. Teorema de Existencia y Unicidad

En la seccion anterior vimos que los modelos estudiados en este arti culo
se pueden escribir en la forma

u'(t) = Au(t) + f(u(t)),

donde A es un operador lineal de R* en R? y f : X — R3 es una funciéon
continua que satisface la condicién:

[|f(w)|| < k1 + ko||w|| para todo w € X. (3)
Ademas,
|| f(w)|| = oo, cuando w — 80X = {(z,y,2) : z +y = 0}. (4)

Con el fin de abordar el problema de la estabilidad de los puntos de
equilibrio es necesario el estudio de la existencia y unicidad del problema

de valor inicial ;

{ u'(t) = Au(t)+ f(ul(?)) (5)
u(0) = wg

Es importante senialar que la condicién (3) sobre la parte no lineal f

es fundamental para garantizar que las soluciones locales se extienden a

soluciones definidas en (—oo, 00).
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Teorema 3.1. Existencia y Unicidad. Sea X C R® un abierto y sea
f : X — R? una funcién localmente Lipschitz que satisface las condiciones
(3) ¥y (4). Si up € X, entonces el problema de valor inicial (5) tiene una
tinica solucién global u € C1(R, R3).

Demostracion: Como f es localmente Lipschitz, existen b > 0y p > 0
tales que f es Lipschitz en Bp(ug) con constante p > 0, donde

By(up) = {z € R® 1 |lup— 2| < b} C X

Elegimos m > 0 tal que para todo z € By(ug),

If ()] < m.

Sea a; > 0 tal que para t € [—a1,a1],

b
(e — Duoll < 5.

De otro lado, para todo t,s € [—a1,a1]
|[e2t2)|| < ell4liit—s| < ¢2lI4llar,

2[|Allar

Sea 0 < a < min{a,, ﬁ, pLM}, con M = e Definamos ahora

Jo = [—a,a] y consideremos el espacio de Banach
Y, = C(J5,R?) = {u: J, & R® : u continua },

donde
lullw = sup{[[u(®)|];t € Ja}-

Definamos ahora el conjunto Y2 = {u € Y, : u(0) = ug} y el operador
K:Y, > Y2 por

t

cxmu)=e“um+/kﬁﬁﬂfmwnda (6)
0

Se puede verificar directamente que K es una contraccion y K (Wy) C Wy,
donde Wy C Y, es un cerrado que esta definido por

Wo = {u €Yy : u(t) € By(ug), para todo t € J, =[—a,al}.

En consecuencia K satisface las hipdtesis del Teorema de Punto Fijo de
Banach (ver Theorem 4.7 [2]). Asi que K tiene un dnico punto fijo u en
Wy. Es decir, existe una tinica funcién tal que

K(u) =u :[—a,a] = Bp(up).
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Esta funcion satisface
¢
u(t) = eMup + f A f(u(s))ds y u(0) = up.
0

Por el Teorema Fundamental del Célculo, la funcion u es diferenciable, y
por lo tanto es una solucién local del problema de valor inicial (5). Bajo
las condiciones consideradas, argumentos tradicionales en los que se usa
la desigualdad de Gronwall demuestran la unicidad.

Ahora mostraremos que la soluciéon es global, con intervalo maximal
de existencia (—tmin,%msx), cuya existencia y unicidad se deducen de
la existencia de soluciones locales, esta definida en (—o0,00); es decir,
—tmin = —00 ¥ tmax = 0. Sea (—tmin,tmax) €l intervalo maximal de
existencia de solucion del problema de valor inicial (5).

Supongamos que tpix < +00. Observemos que cuando ¢ — 4 con
t < tmax, 0 bien u(t) tiende a salir de X por el borde {(z,y, 2) : z+y = 0}
de X con ||u(t)|| finita, 6 bien ||u(t)|| — oo. La primera posibilidad es
imposible. En efecto, de la desigualdad (3) y la hipétesis (4) concluimos
que ||u(t)|| = oo, cuando t — (tmax)” puesto que

lim  ||f(u(?))|| < ki + ko (t (ltim - ||u(t]||) .

t_)(t.mé.x) i max

Vamos a mostrar que cuando t — (tmsx), se tiene que [[u(t)|| — oc.
Para ello, verificamnos primero que sl tmi < 00, entonces

Et—»(tméx)-”“(fm = 00.

Supongamos que mt_,(tm )~ |[u(t)]] < co. Entonces, existe una constante
positiva K tal que ||u(t)|| < K, para todo 0 < ¢ < tpax. Més atn, la
hipotesis (3) sobre f garantiza que

1f (@) < k1 + koK, 0<1%< tmsx-
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Suponga que t, ” tmax- Entonces para n > k

[|u(tn) — w(ty)|]

in tr
= [leAtnug — eMeug + [ eA0n=5) f(u(s))ds — [ e~ f(u(s))ds|
0 0
Ly
< ||etrug — eHrug|| + || f[eAEn2) — A3 f (u(s))ds||
0
ty
+|| [ €At £ (u(s))ds||
Ly
Ly
< |letrug — eAtrugl| 4 [ [ledt — eAte||||e5]]||f (u(s))||ds
0

tn
+ff ||eAtn=9)|||f (u(s))||ds

< ||edts — eAte||||uo|| + ||eAtr — eAte|[ellAlltmax (k) 4 Ky K)t

+ (k1 + ko K)e?l1Alltmax ¢, — ¢, ).

Como ||e4t —eAtk|| — 0 puesto que t, 2 tmax, entonces {u(t,)}n es una
sucesion de Cauchy. Es decir, 1imy,_o0 u(t,) existe en R3. Un argumento
andlogo demuestra que para cada par de sucesiones t, 7 tmax ¥V t;l P
tmé.x:

s, Wlin) = Jig, ultn)
Luego lim; ¢, . )- ||u(t)|| existe.
Note que la primera posibilidad garantiza que u(t) no tienda a salir de
X por el borde 0X. Es decir, u(tmsx) € X. De modo que u se puede
extender como funcién continua hasta ¢ = t,4¢. Pero de la primera parte
de la demostracion se sigue que el problema de valor inicial

{ Z'(t) =AZ@{t)+ f(Z(t+ tmsx))

tiene tnica solucion local. Esto contradice la eleccion de t,4 dado que

u(t) = Z(f — ?fméx)
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esta definida para t > tnsx + 6.
De manera analoga se puede ver que si ¢y, < 00, entonces

lm - lu()]] =

t_>( m1n)+

Finalmente, afirmamos que f,4x = —fmim = o0. En efecto, para todo
we X,
| f ()] < k1 + kalfw]|.

Ademas para t > 0,

g) = llu@)ll < el fuol| + [ el4lte=4le)| £ (u(s))]|ds

o—

i

< ol +M1 f[om e+l s
0
lalle — 1)% £
< cllfug + o DB by eI
0

t
< T(1) +k2/e_||A”3|u(3)||d3,
0

donde T(t) = ellAl|jug|| + 1k pomando o(s) = kge~I14lls tene-

[[A]]
mos que
t

o) < WO + [ ple)gle)ds
0
De la desigualdad de Gronwall en su forma diferencial (ver Seccién 8.4,

t
[3]) aplicada a n(t) = [ ¢(s)g(s)ds, tenemos que
0

t

r"?(t) < f‘P(S)(p(s)ds efat p(s)ds

0

Como ¢(t) < ¥(t) + n(t) obtenemos

¢
g(t) < T(t) + /cp(s)lI!(s)ds elo wr)dr
0
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Es decir, para t > 0
i
lu(®)]] < T () + [ o (s)U(s)ds | el 2
0

Asi que [|u(?)|| estd acotada por una funcién continua para ¢ > 0. Esto
muestra que
lim u(t)|| < oo, sit < 00.
() s
Por tanto tmsx = oco. Es decir, u estd definida en [0,00). De manera
analoga se demuestra que u estd definida en (—oc,0].

4. Estabilidad

La estabilidad de los puntos de equilibrio @ de la ecuacion diferencial

u'(t) = F(u(t)) (7)

serd analizada vi a el estudio de la ecuacion linealizada. Esto es, vamos
a considerar la ecuacion

u' = DF(%)u, (8)

donde %@ es un punto de equilibrio de la ecuacion (7) y DF(u) es la matriz
jacobiana de F' evaluada en .

En adelante diremos que % es un sumidero de (7) si todos los valores
propios de la matriz DF (%) tienen parte real negativa. El aspecto impor-
tante de resaltar es que el comportamiento de las soluciones cerca de un
sumidero de (7) esta determinado por el comportamiento de las soluciones
del sistema linealizado. En particular, cuando todos los valores propios
de DF'(u) tienen parte real negativa se puede verificar efectivamente que
u es un punto de equilibrio asintoticamente estable. El resultado anterior
ser4 el criterio de estabilidad que usaremos en este trabajo (ver Teorema
(4.1) abajo).

Antes de enunciar el teorema presentamos la siguiente notacién. Para
ug € R, denotamos con ¢;(ug) a la anica solucién del problema de valor

inicial
w(t) = F(u(t))
uw(0) = wp
Teorema 4.1. Sea w € W un sumidero de la ecuaciéon diferencial (7).

Supongamos que todos los autovalores de DF(u) tienen parte real menor
que —c¢ < 0. Entonces existe un entorno U C W de w tal que
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1. ¢ (up) esta definida y pertenece a U para todo u € U, t > 0.

2. Existe una constante B > 0 tal que
|fe(w) — 7l < Be™"|u —l

para todo uw € U, t > 0.

En particular % es un punto de equilibrio asintéticamente estable.
Esto es, ¢¢(u) — @ cuando t — oo, para todo u € U.

Para detalles de la demostracion ver ([3])

4.5. Modelo sin reinfeccion

Recordemos que el modelo sin reinfeccién viene caracterizado por la
condicion By = 0. Ahora para describir Bg, denotaremos con ¢ al nimero
de parejas, con ¢ a la probabilidad de infecciéon por contacto y con ¢
al ntimero de contactos por pareja. Por tanto, Bg = g¢c representa la
probabilidad de una nueva infeccién debido al contacto entre un indivi-
duo susceptible y un individuo infectado. Ademaés, como en este modelo
S (SLH) representa el contacto entre un individuo susceptible y un in-

dividuo infectado, el término —BgS (%H) representa los individuos que

salen de la clase S y llegan a la clase I.
Por tanto el modelo sin reinfeccién viene descrito por el sistema de ecua-
ciones diferenciales de primer orden:

48 — A-Bs(p)S #)—MS
4 = Bs()S(gh) - (+n1 ©)
& = M-(p+dR,

donde BS(U‘) = Bs.

Equilibrios y estabilidad

Para hallar los puntos de equilibrio del modelo sin reinfeccién resolvemos
el sistema:

A — Bs(p)S (Sif) —uS =0

S—-I-I) —(p+NI = 0
= (n+td)R

Bt (

Il
=
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y obtenemos dos puntos de equilibrio:

El = (%0-0)

= A kA kAy
By = (Bs(p)—'v’ (u+7)[Bs (p)—]’ (n+’r}(n+6)[33(p}—'v]) .

donde k = Bg(p) — (1 + 7). Se puede observar que E3 no tiene sentido
biologico cuando k < 0.

Para estudiar la estabilidad de los puntos de equilibrio estudiamos los
valores propios del jacobiano de f evaluado en cada uno de los puntos de
equilibrio encontrados. En este caso el Jacobiano viene dado por

“BsW)tp -0 ~Bs@)iny
I=| Bs)ghkp Bs)gp-(e+r) 0
0 4 —(n+9)
Para el equilibrio libre de la enfermedad F; tenemos que
—H —Bs(p) 0
J(E)=]| 0 Bsp)—(ut+7) 0
0 i — (1 +9)

Los valores propios estan dados por: —u, Bs(p) — (1 +7), —(#+ d). Dado
que —p y —(p + J) son negativos, el equilibrio libre de la enfermedad E,
es localmente x asint6ticamente estable, si Bs(p) — (1 +7y) < 0. Es decir,

S1 B
s(p) F7

Bty
Para este modelo tenemos que el nidmero reproductivo bdsico Ry viene
dado por

Bs(p
By =228
Pty
Aqui Bgs(p) representa la probabilidad de una nueva infeccién y ﬁ se

interpreta bioldgicamente como el tiempo promedio esperado de una per-
sona en estado infeccioso dado que ;l; representa la vida sexual promedio

y L el periodo de infeccion. En consecuencia, si Ry < 1, el equilibrio libre
de la enfermedad es localmente asintéticamente estable.

El equilibrio Fy en términos de Ry esta dado por:

E_( A A(Ro — 1)
7 \Ro(u+7) +7 Rop+7(Ro — 1)’
Ay(Ry = 1)(p +7) )
(Bt Rolp+7)(+8)—7)—p—9¢
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Se observa que es necesario que Ry > 1 para que E» tenga sentido biologi-
co. Por tanto, si el equilibrio libre es localmente asintoticamente estable,
entonces es nico.

Para el equilibrio endémico F» tenemos que

—(Bs(p)—p—)* _ —(ut+7)? 0
Bs(p) K Bs(p)
J(E,) = (Bs(p)—u—v)* _ () (Bs(p)—p—) 0
Bs(p) Bs(p)
0 0% —(p + 6)

Aqui los valores propios estan dados por:
1
M=—(p+0) <0, de=—3 [A :I:\/AC} ,

donde

A = Bs(p)—9
C = Bs(p)—7—4u+7)(Bslp) —pn—7)

Supongamos que Ry > 1, es decir, %%l > 1. Para analizar el signo de
R(A+), consideraremos dos casos:

Caso 1: AC < 0. En este caso tenemos que R(A\+) = —3A. Como
Bs(p) > p + vy, entonces Bg(p) —v > p > 0. Por tanto, A > 0 y
R(AL) <O.

Caso 2: AC > 0. Claramente Ay < 0. Para A_ recordemos que la
desigualdad de Young implica que si ab > 0,

Vab < 5(lal +[b)
Como A > 0,C > 0 tenemos que
VAC < Bs(p) =7 — 2(1 +7)(Bs(p) — 1 —7)-
Entonces
A~ VAC > Bs(p) =7 = [Bs(p) =7 = 2(u+7)(Bs(p) — p = )]

luego
A—VAC > 2(u+7)(Bs(p) — u—)

Por tanto, A. < 0. Hemos demostrado que Fs; es estable si
Bs(p) — p — v > 0. Es decir, E; es estable si Ry > 1.
En conlusién obtenemos los siguientes resultados como criterios de esta-

bilidad, en términos de Ry = %ﬁ—).
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Teorema 4.2. Si Ry < 1, By = (2,0,0) es el tnico punto de equilibrio
asintéticamente estable del sistema (9).

Teorema 4.3. Si Ry > 1, el sistema (9) tiene dos puntos de equilibrio

E = (5,0,0)
7

v

o

B — ( A A(Bs(p) —pn—1) YA (Bs(p) — p — ) )
Bs(p) =7 (b +7) (Bs(p) =) (u+7) (Bs(p) —7) (1 + )

FE es inestable y Fy es localmente asintoticamente estable.

4.6. Modelo con reinfecciéon

En el siguiente modelo vamos a tener en cuenta que los individuos de la
clase I pueden permanecer en ella por largos perfodos de tiempo y que
la progresién hacia el SIDA puede ser acelerada con la re-exposicién al
virus. En esta secciéon analizamos el efecto de la reinfeccion exogena, es
decir, suponemos que un individuo infectado puede reinfectarse al entrar
en contacto con otro individuo infectado ([5]).

Denotamos con Bg(p) la probabilidad de contacto entre un individuo
susceptible y un infectado. Con Bj(p) denotamos la probabilidad de re-
infeccién debido al contacto entre dos individuos infectados. El contacto
entre un susceptible y un infectado se representa por S (SLH) v el contac-

to entre dos individuos infectados se representa por I (SLH) . El término

—Bs(p)S (SL“) representa los individuos que salen de la clase S y llegan

5 g 2 g
a la clase I. De manera similar —By(p) (SI—H), representa los individuos
que han sido reinfectados y por tanto pasan de la clase I a la clase R.
Bajo estas consideraciones, el modelo con reinfeccién viene descrito por

el sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden

% A — Bs(p)S SLH)—;LS

4 = Bs()S (557) - Bito) () —(w+mI (10
2

ai Bi(p)gg +I - (p+0) R

Equilibrios y estabilidad

Como en los modelos anteriores, el sistema (10) tiene sélo dos puntos de
equilibrio
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_ A e wes BIEEYIEEL): o
E] _[;1[}1”) Y E‘Z_(S :kS (,u-{—é)(k-l—l) kS)
donde
g — _ A(Bs(p) + Br(p) " _ Bs(p) — (n+7)
Bgs(p) —vBs(p) + pBi(p) Br(p)+p+vy

Para estudiar la estabilidad de los puntos de equilibrio analizamos de
nuevo el jacobiano evaluado en los puntos de equilibrio. Para este sistema
tenemos que:

Bs(f’]IQ Bs(msz
R (S B ()25 ’
_ Bs(p)+Br(p))I B:(p)52—B 251+1
= s, TR (I 0
_Bi(p)I a B (p)(25T+1?%) 5
(S+1)? v (S+1)? Iz

Para el equilibrio libre de la enfermedad F;, evaluamos en E; a J y
obtenemos

—H _Bs(p) 0
JE)=] 0 Bsp)—(u+7) 0
0 ¥ —0—

Asi que los valores propios de J (F1) son: —p, —(u+46) y Bs(p) — (2 +7),
por tanto Fj es estable si Bs(p) — (0 + ) < 0, es decir si B.p) <1

‘ ‘ ]
Definimos el nimero reproductive bdsico como

Ro_zg@y_341—m_

Sty pta

Aqui B; representa la probabilidad de una nueva infeccién, (1 — p) el
porcentaje de los individuos que no se protegen y pwlL—"r se interpreta bio-
logicamente como el tiempo promedio esperado de una persona en estado
infeccioso. Notese entonces que el equilibrio libre de la enfermedad es

localmente asintéticamente estable si Ry < 1.

Teorema 4.4. Si Ry < 1, By = (%,0, 0) es el Gnico punto de equilibrio
asintoticamente estable del sistema (10).

Mas atn,

Teorema 4.5. Si Rg > 1, el sistema (10) tiene dos puntos de equilibrio
E, y Es. El equilibrio libre de la enfermedad E; es inestable.
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A continuacién consideramos la estabilidad del equilibrio endémico Es.
Para esto estudiamos los valores propios de

B2k? B?

TH e e 0
B.+Bp)k Bo—Bj (2k+k
J(Ep) = L_’_{lik;} —p—’y+4—?—l{1;k o 0
_ _Bik? Br(2k+k? _§
T+k)2 T+ p

Los valores propios de J(Es) estan dados por:

A = —(04+p)
(AC:tD\/E(F+G+H—I—J))

A2z = — % )

donde
A= (By(p) + Bi(p)’
C = B(p)® + By(p)Bi(p) (Bi(p) + 21) + Bs(p)? (Bi(p) — )

~Bi(p) (Bf (p)y + (u+ 7)2)

D _ (Br (p)+1+7)2(Bs(p)*+ B (p)u—Bs (p)7)”
Al

E = A*(Bs(p) + Br(p)*
F = By(p)® — 2B,(p)° (Bi(p) + 24+ + 37)
G = By(p)*Bi(p) (Br(p)® + 2B:(p)ps (1n — 27) + 6Br(p)*y

+2(2p = 37) (n+ 7)2)
H o =B (047 + Bilo) 2u +7) +Bu(p) (~5B:(p)?

—2B;(p)y + (2u + 37)?
I =2By(p)Br(»)*(—2 (s —7) (u+7)* + Br(p)? (2 +7)

+Bi(p) (—p? + 4py 4 372))
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J  =2B(p)*(B1(p)® + 2v(p +7)* — 2B;(p)* (1 + 27)
—Bi(p) (1 + 4py + 5v%))

K =2((Bs(p) + Bi(p) (Bi(p) + 1 +7)(Bs () + Br(p)u — Bs(p)v))"

Remark 4.1. El analisis del signo de las partes reales de los valores propios
de J(FEs3) es dificil debido a la complejidad de la férmula. Por ello, para
tener una idea de la estabilidad del equilibrio endémico Es, recurrimos al
uso del paquete Mathematica para realizar algunas simulaciones (ver [4]).
Pudimos observar que a pesar de la reinfeccion, el equilibrio endémico es
estable si Ry > 1. Esta parte del anélisis serd considerada en un trabajo
posterior que se resume en la siguiente conjetura.

Congetura 4.6. Si Ry > 1, entonces el equilibrio endémico Fs es local
asintoticamente estable.

Agradecimientos: P. Gonzalez agradece al profesor Carlos Castillo-
Chavez (Cornell University, NY) por haberle propuesto el problema y al
profesor José M. Castro (Universidad del Oriente, Cumana, Venezuela)

por haberle dirigido su trabajo de Investigaciéon en la Maestria en Ciencias
Matemaéticas de la Universidad del Valle.

Referencias

[1] F.Brauer and C. Castillo-Chavez. Mathematical models in population biology
and epidemiology. Texts in Applied Mathematics, 40. Springer-Verlag, New
York, 2001.

[2] J. Jost. Postmodern Analysis. Springer-Verlag, Berlin, 1998.

[3] M. Hirsh and S. Smale. Differential Equations, Dynamical Systems and Li-
near Algebra. Academic Press, 1974.

[4] P. Gonzalez. Un modelo de VIH-SIDA con Reinfeccion. Tesis de Maestria.
Universidad del Valle, 2002.

[5] Z. Feng, C. Castillo-Chavez and F.Capurro. A Model for Tuberculosis with
Ezogenus Reinfection. Theoretical Population Biology, 57, 2000.

Direccidn de los autores: Paula A. Gonzéilez — José R. Quintero Departamento
de Matematicas, Universidad del Valle. A. A. 25360, Cali, Colombia. JRQ:
quinthen@univalle.edu.co



