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Resumen

El proceso de Poisson, es un proceso de conteo estocástico que surge naturalmente en
diversas situaciones cotidianas. El presente trabajo abarca diferentes de�niciones del
proceso de Poisson y discute varias de sus propiedades. Para ello, se estructuraron los
temas de la siguiente manera:

En el Capítulo 1, de los preliminares, se dan a conocer todas las herramientas probabi-
lísticas implementadas para su desarrollo. El Capítulo 2, introduce todo lo pertinente
a la distribución de Poisson (de�niciones, propiedades, etc.), haciendo énfasis en las
relaciones que tiene con las distribuciones Binomial y Multinomial. A partir del Capí-
tulo 3, se explica qué es la distribución Exponencial, su caracterización por medio de
la propiedad de falta de memoria y, se deducen las distribuciones de varias variables
aleatorias relacionadas con sumas �nitas de variables aleatorias independientes e idén-
ticamente distribuidas con distribución Exponencial.

El contenido central se encuentra en el Capítulo 4, se desarrolla con detalle la construc-
ción del proceso de Poisson dando algunas de�niciones y mostrando las equivalencias
entre estas. Además, se observan las propiedades y las relaciones a distribuciones de
probabilidad bien conocidas y se menciona brevemente el proceso compuesto de Pois-
son. Por último, en el Capítulo 5, se evidencian algunas aplicaciones de procesos de
Poisson que nos muestran la gran versatilidad del mismo.
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Introducción

En la presente investigación se pretende realizar una recopilación de varios aspectos
del proceso de Poisson, partiendo de varias de�niciones que se tienen de este. Las de-
�niociones que se desarrollarán son las siguientes:

(1.) Un proceso estocástico de tiempo continuo {Nt : t ≥ 0} es un proceso de Poisson
con parámetro λ > 0, si y solo si,

(i) N(0) = 0.

(ii) N(t+ s)−N(s) ∼ Pois(λt).

(iii) N(t) tiene incrementos independientes.

(2.) Se dice que un proceso estocástico {N(t) : t ≥ 0} es un proceso de conteo si
representa el número de eventos ocurridos hasta el tiempo t, es decir, satisface:

(i) N(0) ≥ 0.

(ii) Si s < t, entonces N(s) ≤ N(t).

(iii) Para s < t, N(s) − N(t) es igual al número de eventos que ocurrieron en el
intervalo (s, t].

(3.) Una colección de variables aleatorias {N(t) : t ≥ 0} es un Proceso de Poisson de
parámetro λ > 0 si:

(i) N(0) = 0.

(ii) N(t) tiene incrementos estacionarios e incrementos independientes.

(iii) Para h pequeña:

(a) P (N(t+ h)−N(t) = 1) = λh+ o(h).

(b) P (N(t+ h)−N(t) > 1) = o(h).
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Se demostrará la equivalencia entre todas ellas, con el �n de realizar una construcción
de manera concreta del proceso mismo. Para esto seguiremos los conceptos dado por
[6, 7, 8, 10].

Este proceso de investigación se dividirá en cinco temas, entendiendo que el prime-
ro de ellos representa los preliminares que se encuentran en el Capítulo 1. En estos
preliminares vamos a dar todas las herramientas base que representan los conceptos
fundamentales y el lenguaje que se usará a lo largo del desarrollo para llegar a la cons-
trucción del proceso de Poisson, aquí se de�nirán conceptos como espacios de medida,
variables aleatorias, esperanza, vectores aleatorios y distribuciones de probabilidad, si-
guiendo como guía a [2, 5, 7, 8].

En las siguientes partes del proyecto mostraremos dos de las distribuciones que actúan
de manera más directa con el proceso de Poisson. Así, en el Capítulo 2 haremos énfasis
en la distribuciíon de Poisson, en este se da una caracterización de la distribución por
medio de la función generadora de momentos, además, se muestra la convergencia que
tiene con la distribución binomial y multinomial, y se calcula la distribución que tiene
la suma de variables aleatorias independientes con distribución de Poisson, para todo
esto seguiremos como guía a [2, 9].

En el Capítulo 3 comenzaremos dando una caracterización de la distribución exponen-
cial mediante la aplicación de una de las propiedades más importantes de la distribu-
ción y una herramienta indispensable para las demostraciones del proceso de Poisson,
la propiedad de falta de memoria. Hablaremos de la función generadora de momentos
y se demostrarán propiedades importantes, tales como, la distribución del mínimo de
variables aleatorias idénticamente distribuidas y la suma de variables aleatorias idénti-
camente distribuidas con distribución exponencial, además se mostrará la relación de
esta distribución con la distribución de Erlang, en este capítulo se tiene como guía a
[2, 9].

El proceso de Poisson puede de�nirse de tres maneras distintas, como se mencionó
inicialmente, cada una tiene un punto de partida distinto, siendo la primera de ellas
partiendo de los incrementos estacionarios e incrementos independientes, la otra se
centra en los intervalos de tiempo no sobrepuestos y las longitudes de estos intervalos
y por último es la de�nición a través de los tiempos entre llegadas. A pesar de parecer
que dichas de�niciones son distintas entre si, en el Capílo 4 se desarrolla en su totalidad
uno de los objetivos, que es demostrar la equivalencia entre cada una de ellas, además,
a partir de ensayos independientes de Bernoulli realizamos una construcción del pro-
ceso de Poisson, logrando así culminar el objetivo principal del trabajo. Por último se
de�ne a grosso modo, el proceso compuesto de Poisson mediante el uso de la función
generadora de momentos.
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Para culminar con el trabajo, la última parte compuesta del Capítulo 5, se desarrollan
varias aplicaciones en las que se puede emplear el proceso de Poisson, entre estas
miramos de cerca uno de los problemas más conocidos en probabilidad, el problema
de la colección de cupones, aquí mostraremos una solución al problema empleando la
relación que tiene la distribución multinomial con el proceso de Poisson.
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Capítulo 1

Preliminares

El propósito de esta sección es suministrar un breve contexto acerca de los principales
temas en la probabilidad clásica: Espacios de probabilidad, Variables aleatorias, Fun-
ciones de distribución, entre otros.

El siguiente apartado lo desarrollaremos sin mayores pruebas y seguiremos [2, 5, 7, 8, 9]
como referencia para esta sección.

1.1. Espacios de probabilidad.

De�nición 1.1.1 Sea Ω un conjunto no vacío llamado espacio muestral. Sea F una
conlección de conjuntos de Ω. F se dice una σ-álgebra de conjuntos sobre Ω, ó un
σ-álgebra sobre Ω, si y solo si Ω ∈ F y F es cerrado bajo complementos y uniones
numerables, es decir:

(σ1) Ω ∈ F.

(σ2) Si A ∈ F entonces Ac ∈ F.

(σ3) Si An ∈ F, n ∈ N entonces ∪∞n=1An ∈ F,

Sea C una colección no vacía de subconjuntos de Ω, tal que C ⊆ P(Ω), entonces existe
una única σ-álgebra, denotada por σ(C), llamada la σ-álgebra generada por C, que
veri�ca:

(σg1) σ(C) es σ-álgebra.

(σg2) C ⊆ σ(C).

(σg3) Si A es una σ-álgebra y C ⊆ A, entonces σ(C) ⊆ A.

Además, se tiene que σ(C) es la σ-álgebra más pequeña que contiene a C, explícita-
mente es σ(C) =

⋂
{α : α es σ-álgebra sobre Ω y α ⊂ C}.
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De�nición 1.1.2 Sea (Ω,F) un espacio medible. Una función µ : F → [0,∞] se llama
una medida en (Ω,F) si satisface que:

(µ1) µ(∅) = 0

(µ2) Para {An}n∈N una familia disjunta y contable de conjuntos de F, es decir,
Ai ∩ Aj = ∅ para i 6= j, se satisface

µ

(⊎
n∈N

An

)
=
∑
n∈N

µ(An).

Un espacio de medida es una tripla (Ω,F, µ) donde Ω es un conjunto, F es una σ-
álgebra de subconjuntos de Ω, y µ es una medida de�nida en F. µ es una medida de
probabilidad, la cual denotaremos por P , si P satisface:

(P1) 0 ≤ P (A) ≤ 1, A ∈ F.

(P2) P (Ω) = 1.

(P3) P

(
∞⊎
n=1

An

)
=
∞∑
n=1

P (An), donde {Ai}i∈N ⊂ F tal que Ai ∩ Aj = ∅, para i 6= j.

La tripla (Ω,F, P ) se llama espacio de probabilidad.

Ejemplo 1.1.1 El ejemplo clásico de un espacio de probabilidad es:

(Ω,F, P ) ≡ ([0, 1],B([0, 1], λ)

donde B([0, 1]) es la σ-álgebra de los conjuntos de Borel de [0, 1] y λ es la medida de
Lebesgue.

Así pues, llamaremos espacio medible a la dupla (Ω,F) donde Ω es un conjunto no vacío
y F es una σ-álgebra de subconjuntos de Ω. Los elementos de F se llaman conjuntos
medibles.

Sea un espacio de probabilidad (Ω,F, P ). Se dice que dos σ-álgebras A1,A2 ⊆ F, son
independientes sí y sólo sí para todo A1 ∈ A1, y para todo A2 ∈ A2 se tiene que
P (A1 ∩A2) = P (A1) ·P (A2), adicionalmente se tiene que A,B ∈ F son independientes
sí y sólo sí σ(A) y σ(B) son independientes, donde σ(A) y σ(B) son las σ-álgebras
generadas por A y B respectivamente.
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1.2. Variables aleatorias y sus distribuciones.

Una forma que se tiene para trasladar la información de un espacio a otro es mediante
el uso de una aplicación. En nuestro caso, dicha aplicación habrá de trasladar el con-
cepto de evento, lo que exige una mínima infraestructura en el espacio receptor de la
información semejante a la σ-álgebra que contiene a los eventos. Para tratar el caso
unidimensional, una sola característica numérica del espacio imagen R será asociada a
los puntos del espacio muestral. Dado que en R, los intervalos son el lugar habitual de
trabajo, se exige a la infraestructura que los contenga, y puesto que en R la σ-álgebra
de Borel, B(R), es la menor de las σ-álgebras que contienen a los intervalos, esta per-
mite convertir a R en espacio probabilizable (R,B(R)).

De�nición 1.2.1 Sea (Ω,F) y (S,A) espacios medibles. Sea f : Ω → S una función
que satisface f−1(A) ∈ F para cada A ∈ A. Entonces, se dice que f es F/A−medible.

De�nición 1.2.2 Sea (Ω,F, P ) un espacio de probabilidad y (R,B(R)) el espacio me-
dible de los reales con la σ-álgebra de Borel. Una función X : Ω → R es una variable
aleatoria, que denotaremos v.a., si X es una función F/B(R)-medible.

Teorema 1.2.1 Sea un espacio de probabilidad (Ω,F, P ). Dadas dos v.a. X e Y y
k ∈ R, se tiene que X+Y , XY y kX, son v.a. con las operaciones usuales de funciones.

Un ejemplo sencillo de v.a. es la funcion la indicatriz X(ω) = IA(ω) de un conjunto
arbitrario A ∈ F de�nida de la siguiente manera:

1A(ω) =

{
1 ω ∈ A
0 ω /∈ A .

Una v.a. X que tiene representación

X(ω) =
∞∑
n=1

xnIAn(ω), xn ∈ R

donde ]∞i=1Ai = Ω, {Ai}i∈N ⊂ F se llama discreta. Si la suma anterior es �nita, la v.a.
se llama simple.

La distribución de probabilidad de una v.a. X : Ω → R es la medida de probabilidad
PX : F → [0, 1] de�nida por:

PX(B) := P (X−1(B)), B ∈ F.

Dado un espacio de probabilidad (Ω,F, P ), la función F : R→ [0, 1] de�nida por,

F (x) := P ((−∞, x]),

se llama función de distribución asociada a P , la cual satisface:
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(F1) 0 ≤ F (x) ≤ 1, para todo x ∈ R.

(F2) Para todo a, b ∈ R, si a ≤ b entonces F (a) ≤ F (b).

(F3) Para todo a ∈ R, F (a+) = F (a), F (a+) ≡ ĺımx→a+ F (x).

(F4) F (+∞) = 1, F (−∞) = 0, donde F (+∞) = ĺımx→∞ F (x), F (−∞) = ĺımx→−∞ F (x).

Recíprocamente, asociada a tal función hay una única medida de probabilidad P : F →
[0, 1], tal que para todo a, b ∈ R con a < b se tiene:

P (a ≤ X ≤ b) = F (b)− F (a).

Debido a la anterior correspondencia entre medidas de probabilidad y funciones de
distribución (ver Teorema 1 pag. 152 [9]), podemos observar varios tipos de medida
de probabilidad con base en cada función de distribucón, así pues, se clasi�can en:
medidas discretas, absolutamente continuas y singulares. Las medidas discretas, son
medidas P a las que corresponden funciones de distribución F escalonadas con saltos
en los conjuntos contables de puntos x1, x2, . . . . La medida en los casos discretos está
concentrada en los puntos x1, x2, . . . y satisface:

pi = PX(xi) := P (X = xi) = ∆F (xi) = F (xi)− F (xi−1) > 0,
∑
i

pi = 1,

donde pi la llamamos función de masa, el conjunto de números {p1, p2, . . . } es llamado
distribución de probabilidades discreta y la función de distribución es llamada discre-
ta. Ejemplos característicos de este tipo de medidas son: Uniforme discreta, Binomial,
Poisson, Geometríca y Binomial Negativa.

Las medidas absolutamente continuas, son medidas a las que corresponden funciones
de distribución de la forma,

F (x) =

∫ x

−∞
f(t)dt,

donde f(x) es una función no negativa, tal que,
∫∞
−∞ f(t)dt = 1, denominada función

de densidad de la función de distribución F (x). Algunos ejemplos de este tipo son: las
distribuciones Uniforme, Normal, Gamma, Beta, Exponencial y Cauchy (mencionadas
en [4]). Por último, las medidas singulares P son aquellas donde su función de distribu-
ción F es continua, más no es posible generar una expresión en forma de una integral.
La escalera de Cantor es el ejemplo más común de este tipo (en [9], pag. 157).

Para una v.a discreta la función de distribución está dada por:

F (x) =
∑
xi≤x

P (X = xi)
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en donde la suma se realiza sobre aquellos valores de i donde se tiene que xi ≤ x.

Una función asociada a una v.a discreta o a su respectiva distribución, se llamará
función de masa de probabilidad, denotada por fx, si se tiene que:

pxi =

{
P (X = xi), si x = xi

0 , si x 6= xi, para todo i=1, 2, . . . .

Como un resultado inmediato, tenemos lo siguiente:

(1) 0 ≤ f(x) ≤ 1.

(2)
∞∑
i=1

f(xi) = 1.

(3) F (x) =
∑
xi≤x

f(xi).

Es importante tener en cuenta que la clasi�cación de las v.a. en discretas y continuas,
no implica que toda distribución de probabilidad encaje en esta categorización.

Si f es la función de densidad de una v.a. absolutamente continua X y F es su función
de distribución,

F (x) =

∫ x

−∞
f(t)dt,

entonces:

(1) f(x) ≥ 0 para todo x ∈ R.

(1) F es continua.

(3) P (X = a) = 0 para todo a ∈ R.

(4) F ′(a) = f(a), si f es continua en a ∈ R.

(5) P (a < X ≤ b) =

∫ b

a

f(x)dx.

algunos ejemplos de las distribuciones de probabilidad más conocidos se encuentran
resumidos en la siguiente tabla:
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Distribución Notación Función de densidad Función de distribución

Binomial B(n, p)

(
n

k

)
pk(1− p)n−k

dxe∑
k=0

(
n

k

)
pk(1− p)n−k

Poisson Pois(λ)
λk

k!
e−λ

dxe∑
k=0

λk

k!
e−λ

Uniforme discreta U(x1, . . . , xn)
1

n

1

n

∑
i

1(−∞,xi](xi)

Uniforme continua U(a, b)
1

b− a
x− a
b− a

Exponencial Exp(λ) λe−λx 1− e−λx

Normal N(µ, σ2)
1

σ
√

2π
e−(x−µ2)/2σ2 1

σ
√

2π

∫ x

−∞
e−(x−µ2)/2σ2

dt

Gamma Gamma(α, β)
λa

Γ(α)
xα−1e−λx

∫ x

0

λa

Γ(α)
tα−1e−λtdt

Tabla 1.1. Distribuciones de probabilidad

De�nición 1.2.3 Sea X una v.a. sobre un espacio de probabilidades (Ω,F, P ) y sea g
una función de variable real x. Entonces, Y = g(X) es una nueva función real de�nida
sobre Ω tal que,

Y (ω) = g(X(ω)).

Se impone sobre Y la siguiente condición para que satisfaga que Y sea v.a:

{ω ∈ Ω : Y (ω) ≤ y} ∈ F.

Teorema 1.2.2 Sea X una v.a. discreta y Y una v.a. de�nida por, Y = g(X). En-
tonces la función de distribución de Y viene dada por:

FY (y) =
∑
g(x)≤y

P (X = x).

Teorema 1.2.3 Sea X una v.a. absolutamente continua con función de densidad fX
y sea Y una v.a. de�nida por Y = g(X). Entonces la función de distribución de Y esta
dada por:

FY (y) =

∫
D

fX(x)dx,

donde D es el subconjunto de la recta real de�nido por g(x) ≤ y.
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Teorema 1.2.4 Sea X una v.a. absolutamente continua con función de densidad fX
continua. Sea g : R → R una función monótona y derivable, entonces Y = g(X) es
una v.a. absolutamente continua con función de densidad:

fY (y) = fX(x) · 1

|g′(x)|
,

para todo y ∈ R, donde y = g(x). Además, si g es creciente, la función de distribución
de Y es:

FY (y) = FX(x).

Si g es decreciente, entonces la función de distribución de Y es:

FY (y) = 1− FX(x).

De�nición 1.2.4 Sea un espacio de probabilidad (Ω,F, P ). Se de�ne una v.a. bidi-
mensional, que denotaremos v.a.b., X = (X, Y ), tal que, X e Y son v.a. de�nidas
sobre el mismo espacio de probabilidad.

De�nición 1.2.5 Dada una v.a.b. X = (X, Y ) sobre (Ω,F, P ), llamamos función de
distribución conjunta a la función real de dos variables de�nida por

FX(x, y) = P (X ≤ x, Y ≤ y),

donde,

[X ≤ x, Y ≤ y] = [X ≤ x] ∩ [Y ≤ y].

Teorema 1.2.5 La función de distribución conjunta FX satisface lo siguiente:

(1) 0 ≤ FX(x, y) ≤ 1 para todo (x, y) ∈ R2.

(2) FX es creciente en cada variable,

x1 < x2 ⇒ FX(x1, y) ≤ FX(x2, y),

y1 < y2 ⇒ FX(x, y1) ≤ FX(x, y2).

(3) FX(+∞,+∞) = 1 y FX(−∞, y) = FX(x,−∞) = 0.

(4) P (a < X ≤ b, c < Y ≤ d) = FX(b, d)− FX(a, d)− FX(b, c) + FX(a, c)

(5) FX es continua por la derecha en cada variable.

(6) Si FX es la función de distribución conjunta de una v.a.b X = (X, Y ), se tiene
que:

ĺım
y→+∞

FX(x, y) = FX(x) y ĺım
x→+∞

FX(x, y) = FY (y),
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Observación 1.2.1 De (6) se tiene que, FX(x) y FY (y) son las funciones de distri-
bución de las v.a. X e Y por separado, respectivamente y estas se denominan distribu-
ciones marginales de X = (X, Y ).

De�nición 1.2.6 Sea un espacio de probabilidad (Ω,F, P ) y una v.a.b. discreta X =
(X, Y ), con X e Y v.a. discretas. Si estas v.a toman valores xi e yj con P (X = xi) y
P (Y = yj) tal que i, j = 1, 2, . . . respectivamente. Su función de masa de probabilidad
conjunta está dada por:

f(x, y) =

{
P (X = xi, Y = yj), si x = xi, y = yj

0 , si x 6= xi, y 6= yj, para i, j = 1, 2, . . .
,

en donde

P (X = xi, Y = yj) = P ([X = xi] ∩ [Y = yj]) (i, j = 1, 2, . . . ),

así, la función de distribución conjunta viene dada por:

F (x, y) = P (X ≤ xi, Y ≤ yj) =
∑
xi≤x

∑
yj≤y

P (X = xi), Y = yj).

La función de masa de probabilidad conjunta satisface,

(1) 0 ≤ f(xi, yj) ≤ 1 para todo i, j = 1, 2, . . . .

(2)
∑
i

∑
j

f(xi, yj) = 1.

(3) F (x, y) =
∑
xi≤x

∑
yj≤y

f(xi, yj).

Se puede ver que,

ĺım
y→+∞

FX(x, y) =
∑
xi≤x

∑
yj≤y

P (X = xi, Y = yj) =
∑
xi≤x

∑
yj

P (X = xi, Y = yj).

Además, se sabe que la distribución marginal de X está dada por:

ĺım
y→+∞

FX(x, y) = FX(x) =
∑
xi≤x

P (X = xi, Y = yj).

Así, se puede obtener lo siguiente:

FX(x) = P (X = xi) =
∑
yj

P (X = xi, Y = yj),

De manera similar, obtenemos este otro resultado:

FY (y) = P (Y = yj) =
∑
xi

P (X = xi, Y = yj).
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De�nición 1.2.7 Si f es la función de densidad conjunta de una v.a.b. absolutamente
continua X = (X, Y ). Se de�ne la distribución conjunta de X, F (x, y) por:

F (x, y) =

∫ x

−∞

∫ y

−∞
f(u, v)dudv

se satisface lo siguiente,

(1) ∂2F (x,y)
∂y∂x

= f(x, y), en aquellos puntos (x, y) donde f es continua.

(2) f(x, y) ≥ 0 para todo (x, y) ∈ R2.

(3) Sea D ∈ B(R2), entonces,

P ((X, Y ) ∈ D) =

∫
D

f(x, y)dxdy,

En particular, P (a < X ≤ b, c < Y ≤ d) =

∫ b

a

∫ d

c

f(x, y)dxdy.

Sea X = (X, Y ) una v.a.b. absolutamente continua con distribución conjunta f . Sean
fX y fY las funciones de densidad de X y Y respectivamente, luego, sus funciones de
distribución están dadas por

FX(x) =

∫ x

−∞
fX(t)dt y FY (y) =

∫ y

−∞
fY (t)dt.

Por otro lado, por el teorema anterior se tiene que las marginales de X = (X, Y ) están
dadas por:

ĺım
y→+∞

FX(x, y) = FX(x) y ĺım
y→+∞

FX(x, y) = FY (y).

En particular,

FX(x) = FX(x,+∞) =

∫ x

−∞

(∫ +∞

−∞
f(u, v)dv

)
du.

Comparando las anteriores ecuaciones se puede concluir que las funciones de densidad
para X e Y , dadas por:

FX(x) =

∫ x

−∞
f(x, y)dy,

FY (y) =

∫ x

−∞
f(x, y)dx.
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Observación 1.2.2 Sea un espacio de probabilidad (Ω,F, P ) y X = (X1, X2) una
v.a.b.. Entonces, Y = (Y1, Y2) es una v.a.b. de�nida por,

Y1 = g1(X1, X2) y Y2 = g2(X1, X2),

en donde g1, g2 son funciones de R2 en R que satisfacen:

{ω ∈ Ω : Y1(ω) = g1(X1(ω), X2(ω)) ≤ y1}∩{ω ∈ Ω : Y2(ω) = g2(X1(ω), X2(ω)) ≤ y2} ∈ F.

Teorema 1.2.6 Sea X = (X1, X2) una v.a.b. discreta y Y = (Y1, Y2) de�nida por,

Y1 = g1(X1, X2),
Y2 = g2(X1, X2).

La función de distribución de Y está dada por:

FY(y1, y2) =
∑

g1(x1,x2)≤y1

g2(x1,x2)≤y2

P (X = x1, X = x2).

Para las v.a. absolutamente continuas se tienen los siguientes resultados:

Teorema 1.2.7 Sea X = (X1, X2) una v.a.b. absolutamente continua con función de
densidad conjunta fX y sean Y1, Y2 dos v.a. de�nidas por Y1 = gi(X1, X2) , Y2 =
g2(X1, X2). Entonces, la función de distribución conjunta de Y = (Y1, Y2) está dada
por:

FX(y1, y2) =

∫
D

fX(x1, x2)dx1dx2,

donde D es la región de integración de�nida por gi(x1, x2) ≤ yi, i = 1, 2.

Teorema 1.2.8 Sea X = (X1, X2) una v.a.b absolutamente continua con función de
densidad conjunta fX y sean Y1 = gi(X1, X2) , Y2 = g2(X1, X2), de manera que g =
(g1, g2) una aplicación de R2 en sí misma de clase C1 e inyextiva en el conjunto A en
que fX no es nula. Entonces, se de�ne la transformación inversa g−1 = (g−1

1 , g−1
2 ) por

X1 = g−1
1 (Y1, Y2), X2 = g−1

2 (Y1, Y2), tal que es continua y su jacobiano Jg−1 no se anula
en g−1(A). Con las condiciones anteriores, Y = (Y1, Y2) es una v.a.b. absolutamente
continua y,

fY(y1, y2) = fX(g−1
1 (y1, y2), (g−1

2 (y1, y2)) · |Jg−1 |.

De�nición 1.2.8 Sea (Ω,F, P ) un espacio de probabilidad. Dos v.a X e Y son inde-
pendientes si su función de distribución conjunta se factoriza como producto de fun-
ciones de distribución individuales

FX,Y (x, y) = FX(x) · FY (y).
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La condición de independencia para dos v.a. X, Y discretas es,

P (X = x, Y = y) = PX(X = x) · PY (Y = y),

y para v.a absolutamente continuas se tiene,

fX,Y (x, y) = fX(x) · fY (y).

Teorema 1.2.9 Sea (Ω,F, P ) un espacio de probabilidad. Si X e Y son v.a. indepen-
dientes, entonces las v.a. U = g(X) y V = h(Y ) también son independientes, para g y
h funciones reales.

De�nición 1.2.9 Sea X una v.a. de�nida sobre el espacio de probabilidad (Ω,F, P ).
Sea B ∈ F con P (B) > 0. Se llama función de distribución condicionada de la variable
X dado el evento B, denotada por F (·|B), a la función de�nida por,

F (x|B) = P (X ≤ x|B) =
P (X ≤ x,B)

P (B)
.

La función de distribución condicionada satisface lo siguiente:

1. 0 ≤ F (x|B) ≤ 1 para todo x ∈ R.

2. F (·|B) es monótona no decreciente:

x1 < x2 → F (x1|B) ≤ F (x2|B),

para todo x1, x2 ∈ R.

3. F (−∞|B) = 0 y F (+∞|B) = 1.

4. P (a < X ≤ b|B) = F (b|B)− F (a|B) para todo a, b ∈ R con a ≤ b.

5. F (·|B) es continua por derecha en cada punto de R.

En el caso de que X sea una v.a. absolutamente continua, la función de densidad
condicionada, denotada por f(·|B), está dada por,

F (x|B) =

∫ x

−∞
f(t|B)dt.

Esta función cumple las siguientes propiedades análogas:

1.

∫ +∞

−∞
f(x|B)dx = 1.

2. f(x|B) ≥ 0 para todo x ∈ R.

3. f(x|B) = F ′(x|B) en los puntos x donde f(·|B) es continua.
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4. P (a < X ≤ b) =

∫ b

a

f(x)dx.

Sea (Ω,F, P ) un espacio de probabilidad. Sean X e Y v.a. absolutamente continuas y
B = [Y ≤ y], con P (B) > 0. Entonces se tiene que:

F (x|Y ≤ y) =
P (X ≤ x, Y ≤ y)

P (Y ≤ y)

=
F (x, y)

FY (y)
, FY (y) > 0.

Además, si f es continua, se satisface:

∂

∂x
(F (x|Y ≤ y)) =

∂

∂x

(
F (x, y)

FY (y)

)
=

1

FY (y)

∂F (x, y)

∂x
.

Ahora, sean X e Y v.a. absolutamente continua y B = [Y = y], con P (B) > 0.
Entonces las funciones de densidad condicionada están dadas por:

fX(x|Y = y) =

{
f(x,y)
fY (y)

, si fY (y) > 0

0 , en otro caso
,

y

fY (y|X = x) =

{
f(x,y)
fX(x)

, si fX(x) > 0

0 , en otro caso
.

Finalmente, si X e Y son independientes, entonces,

f(x, y) = fX(x) · fY (y),

por lo tanto,

f(x|Y = y) = fX(x) y f(y|X = x) = fY (y).

En el caso discreto,

P (X = xi|Y = yj) =
P (X = xi, Y = yj)

P (Y = yj)
,

en donde,

P (Y = yj) =
∑
xi

P (X = xi, Y = yj) 6= 0.

Teorema 1.2.10 Sean X e Y dos v.a. absolutamente continuas sobre el espacio de
probabilidad (Ω,F, P ). Sean fX y fY las distribuciones de densidad y sean fX(·|y),
fY (·|x) las funciones de densidad condicionadas, respectivamente. Así, las formulas de
la probabilidad total y la fórmula de Bayes se satisfacen y están dadas por:
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fX(x) =

∫ +∞

−∞
f(x|y) · fY (y)dy,

y

f(y|x) =
f(x|y) · fY (y)

fX(x)
,

donde f(x|y) = f(x|Y = y).

De�nición 1.2.10 Dada una v.a. X de�nida sobre un espacio muestral Ω numerable,
su esperanza o valor esperado, es el número E(X) dado por

E(X) =
∑
ω∈Ω

X(ω) · P (ω),

siempre que, ∑
ω∈Ω

|X(ω)| · P (ω),

sea convergente.

Teorema 1.2.11 Sea X una v.a. discreta que toma los valores xi, i = 1, 2, . . . Sea
f(xi) = P (X = xi), i = 1, 2, . . . su función de densidad y sea g una función de
variable real tal que g(X) es v.a.. Entonces,

E(g(X)) =
∑
n

g(xn) · f(xn),

si la serie es absolutamente convergente.

Sean X, Y v.a discretas. Sean E(X), E(Y ) sus valores esperados respectivamente, en-
tonces se cumplen las siguientes propiedades:

1. E(1) = 1, donde 1 es la v.a discreta constante igual a 1.

2. E(αX) = αE(X), para todo α ∈ R.

3. E(X + Y ) = E(X) + E(Y ).

4. |E(X)| ≤ E(|X|).

5. Si Y ≤ X, entonces E(Y ) ≤ E(X). En particular, si X ≥ 0, entonces E(X) ≥ 0.

6. Si X, Y son v.a. independientes, entonces E(X · Y ) = E(X) · E(Y ).
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De�nición 1.2.11 Si X es una v.a. absolutamente continua y sea f(xi) = P (X = xi)
su función de densidad, entonces, se de�ne la esperanza o valor esperado de X por:

E(X) =

∫ +∞

−∞
x · f(x)dx,

si, ∫ +∞

−∞
|x| · f(x)dx,

sea convergente.

Teorema 1.2.12 Sea X una v.a. absolutamente continua y sea g una función deriva-
ble, entonces,

E(g(X)) =

∫ +∞

−∞
g(x) · f(x)dx

es absolutamente convergente.

Sean X, Y v.a absolutamente continuas. Sean E(X), E(Y ) sus valores esperados res-
pectivamente, entonces tenemos propiedades análogas a las discretas, tales que:

1. E(1) = 1, donde 1 es la v.a discreta constante igual a 1.

2. E(αg(X) + h(X)) = αE(g(X)) + E(h(X)), por tanto α ∈ R y g, h funciones
reales de variable real.

3. Si X tiene una función de densidad en un punto c, entonces E(X) = c.

4. |E(g(X))| ≤ E(|g(X)|).

5. Si 0 ≤ g(x) ≤ h(x) para todo x ∈ R, entonces 0 ≤ E(g(X)) ≤ E(h(X)).

6. Si m ≤ g(x) ≤M para todo x ∈ R, entonces m ≤ E(g(X)) ≤M .

7. Si X, Y son v.a. independientes, entonces E(X · Y ) = E(X) · E(Y ).

De�nición 1.2.12 Sea (Ω,F, P ) un espacio de probabilidad. Sean X, Y v.a. y sea la
distribución condicionada Y |X = x. Entonces se de�ne la esperanza condicionada de
Y |X = x de la siguiente manera:

E(Y |X = x) =
∑
i

yi · fY (yi|X = x),

se tiene para el caso discreto. Y

E(Y |X = x) =

∫ +∞

−∞
y · fY (y|X = x)dy.
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para el caso absolutamente continuo.

Análogamente se de�ne la esperanza de X condicionada por Y = y.

En particular, las esperanzas de ciertas funciones de X son de especial interés.

De�nición 1.2.13 Sea X una v.a. en (Ω,F, P ). Si k > 0, el número E(Xk) es llamado
el k-ésimo momento de X. E[|X|k] se llama el k-ésimo momento absoluto de X. E[(X−
E(X))k] se denomina el k-ésimo momento central de X y el número E[|X − E(X)|k]
lo llamaremos el k-ésimo momento absoluto central de X. Los momentos centrales sólo
pueden ser de�nidos si E(X) es �nito.

Observación 1.2.3 De los momentos hay dos que merecen especial atención. El pri-
mer momento central (k = 1), si existe, está dado por E[(X − E(X))k=1] y gracias a
su linealidad, vale siempre cero, y el segundo momento central, σ2 = E[(X −E(X))2],
que se denomina la varianza de X y lo denotaremos como Var(X) y la raíz positiva de
la varianza, σ, la llamaremos desviación estandar.

Teorema 1.2.13 (a) Si X es una v.a. no negativa, 0 < p <∞ y 0 < ε,

P{X ≥ ε} ≤ E(Xp)

εp
.

(b) Si X es una v.a. con media �nita m y varianza σ2, y 0 < k∞,

P{|X −m| ≥ kσ} ≤ 1

k2
.

Este teorema es conocido como la Desigualdad de Chebyshev.

Teorema 1.2.14 Sean X1, X2 . . . v.a. independientes no necesariamente idénticamen-
te distribuidas, cada una con media y varianza �nita. Asumimos que las varianzas están
uniformemente acotadas porM <∞. Sea Sn = X1+· · ·+Xn. Entonces [Sn−E(Sn)]/n
converge en probabilidad a 0, es decir, dado un ε > 0,

P

{∣∣∣∣Sn − E(Sn)

n

∣∣∣∣ ≥ ε

}
→ 0 siempre que n→∞.

A este teorema lo denominaremos, la Ley Débil de los Grandes Números.

Hay dos casos de interés particular.

(1) Si E(Xi) = m para todo i, entonces, [Sn −E(Sn)]/n = (Sn/n)−m; por lo tanto
Sn/n→ m en probabilidad. Por lo que para valores de n muy grandes, la media
aritmetica de n v.a. independientes, cada una con esperanza �nita m y con la
varianza uniformemente acotada, es probable que esté muy cerca a m.
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(2) Si X1, X2, . . . son independientes, y para cada i, P{Xi = 1} = p y P{Xi = 0} =
q = 1 − p, i.e. tenemos una sucesión in�nita de ensayos de Bernoulli, entonces,
X1, X2, . . . es el número de éxitos en n ensayos y por tanto Sn/n es la frecuencia
relativa de éxitos. Ya que E(Xi) = p, se tiene que Sn/n → p en probabilidad.
Por lo tanto para grandes valores de n, la frecuencia relativa de éxitos esta muy
cerca a p.
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1.3. Vectores Aleatorios Multivariados (n > 2) y sus
distribuciones.

Cuando estudiamos simultáneamente n características numéricas ligadas al resultado
de un experimento, por ejemplo la altura y el peso de las personas, nos movemos en Rn

como espacio imágen de nuestra aplicación. La σ-álgebra de sucesos con la que dotamos
a Rn para hacerlo probabilizable es la correspondiente σ-álgebra de Borel B(Rn), que
tiene la propiedad de ser la menor que contiene a los rectángulos (a, b] =

∏n
i=1(ai, bi],

con a = (a1, . . . , an), b = (b1, . . . , bn) y −∞ ≤ ai ≤ bi < +∞. De entre ellos merecen
especial mención aquellos que tiene el extremo inferior en −∞, Sx =

∏n
i=1(−∞, xi].

De�nición 1.3.1 Un vector aleatorio n-dimensional en un espacio de probabilidad
(Ω,F, P ), es un mapeo Borel medible de Ω a Rn.

Si X : Ω→ Rn y Xi = ρi(X), donde ρi es la proyección de Rn en el i-esimo espacio de
coordenadas, entonces X es Borel medible, si y solo si, cada Xi es Borel medible. Así,
un vector aleatorio puede ser considerado como una n-tupla (X1, . . . , Xn) de variables
aleatorias.

Gran parte del desarrollo de la sección anterior se �traslada�, y del mismo modo vamos
a empezar de�niendo la medida de probabilidad inducida por un vector aleatorio X,
la cual está de�nida por:

PX(B) := P{ω : X(ω ∈ B)}, B ∈ B(Rn).

De�nición 1.3.2 La función de distribución de X es la función F = FX de Rn a [0, 1]
de�nida por,

F (x) = PX(−∞, x] = P{ω : Xi(ω) ≤ xi, i = 1, . . . , n};

también se denomina a F como la función de distribución conjunta de X1, . . . , Xn. F
es creciente y continua por derecha en Rn, y PX es la medida de Lebesgue-Stieltjes
determinada por F. Entonces se tiene:

F (x1, . . . , xn)→

{
1 si xi ↑ +∞ para todo i

0 si xi ↓ −∞ para un i particular con las otras coordenadas �jas
.

Si F es una función de distribución en Rn que satisface lo anterior, entonces F es
la función de distribución de algún vector aleatorio X, y el espacio de probabilidad
subyacente puede ser construido de la siguiente forma: sea Ω = Rn, F = B(Rn), con
P la medida Lebesgue-Stieltjes determinada por F , y X la función identidad en Ω. Ya
que, PX(B) = P{ω : X(ω ∈ B)} = P (B), X ha inducido la medida de probabilidad
P . Además, la función de distribución de X está dada por,
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FX(x) = PX(−∞, x] = P (−∞, x] = F (X).

Existe una propiedad que nos permite obtener PX a partir de FX , para esto considere-
mos primero lo siguiente:

Supongamos n = 2 y consideremos el rectángulo (a, b] = (a1, b1]× (a2, b2]. Tenemos que
PX((a, b]) ≥ 0, además, dado lo anterior se puede escribir,

PX((a, b]) = FX(b1, b2)− FX(b1, a2)− FX(a1, b2) + FX(a1, a2) ≥ 0.

Este resultado es cierto, para cualquier k. Se introducirá el operador diferencia, a �n de
obtener una representación sencilla del resultado para el caso general. Sea ai ≤ bi,∆ai,bi

representa el operador diferencia de�nido de la siguiente forma,

∆ai,biFX(x1, . . . , xn) = FX((x1, . . . , xi−n, bi . . . , xn)− FX((x1, . . . , xi−n, ai . . . , xn).

Aplicaciones sucesivamente lo anterior se obtiene,

∆a,bFX(x) = ∆a1,b1 , . . . ,∆an,bnFX(x1, . . . , xn) = PX((a, b]),

lo que permite generalizar el anterior resultado mediante la expresón,

∆a,bFX(x) ≥ 0, para todo a, b ∈ Rn, con ai ≤ bi.

Por lo tanto se tiene que,

PX((a, b]) = ∆a,bFX(x),

obteniendo asíï¾1
2
la equivalencia entre PX y FX .

De�nición 1.3.3 Sea X un vector aleatorio. Se dice que X es discreto si y solo si
las variables aleatorias X1, · · · , Xn que la componen, son todas discretas. Así pues,
la función de probabilidad p, para este tipo de vectores aleatorios estaría dada por
p(x) = p{X = x}, más explicitamente,

P{X ∈ B} =
∑
x∈B

p(x).

De�nición 1.3.4 Sea X un vector aleatorio. Diremos que X es absolutamente conti-
nua si y solo si, hay una función Borel medible y no negativa, f en Rn, llamada función
de densidad de X, tal que,

F (x) =

∫
(−∞,x]

f(t)dt, x ∈ Rn.
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De esto se tiene lo siguiente,

PX(B) =

∫
B

f(x)dx, para todo B ∈ B(Rn).

Sea µ una medida de�nida por µ(B) =
∫
B
f(x)dx, B ∈ B(Rn). Como esta satisface

que µ[a, b] =
∫

(a,b]
f(x)dx = F (a, b], entonces, µ es la medida de Lebesgue-Stieltjes

determinada por F , es decir, µ = Px.

De�nición 1.3.5 Sea (Ω,F, P ) el espacio de probabilidad y sean X1, . . . , Xn v.a. de-
�nidas sobre este. Entonces, se dice que X1, . . . , Xn son independientes, si y solo si,
para todos los conjuntos B1, . . . , Bn ∈ B(R), se tiene:

P{X1 ∈ B1, . . . , Xn ∈ Bn} = P{X1 ∈ B1} · · ·P{Xn ∈ Bn}.

También se puede expresar la independiencia de las v.a. X1, . . . , Xn, si se dice que
X = (X1, . . . , Xn), entonces PX se puede ver como el producto de Pxi , i = 1, . . . n.

Las siguientes implicaciones surgen de la de�nición de independencia.

Si X1, . . . , Xn son independientes, también lo son X1, . . . , Xk para k < n. Esto se
comprueba tomando B1, . . . , Bk ∈ B(R), luego se sigue que,

P{X1 ∈ B1, . . . , Xk ∈ Bk} = P{X1 ∈ B1, . . . , Xk ∈ Bk, Xk+1 ∈ R, . . . , Xn ∈ R}
= P{X1 ∈ B1} · · ·P{Xk ∈ Bk}.

Y por lo tanto, no es necesario veri�car todas las subfamilias de la colección de eventos
{Xi ∈ Bi}, i = 1, . . . n.

La independencia para las v.a. extendidas se de�ne de la misma forma que para las v.a.
tomando a B(R) en lugar de B(R). El siguiente teorema nos muestra como la indepen-
dencia de las v.a. puede ser caracterizada en terminos de las funciones de distribución.

Teorema 1.3.1 Sean X1, . . . , Xn v.a. en el espacio de probabilidad (Ω,F, P ). Sea Fi
la función de distribución de Xi, i = 1, . . . , n, y F la función de distribución de X =
(X1, . . . , Xn). Entonces X1, . . . , Xn son independientes si y solo si:

F (x1, . . . , xn) = F1(x1) · · ·Fn(xn) para todo real xi, i = 1, . . . , n.

Demostración Si X1, . . . , Xn son independientes, entonces,

F (x1, . . . , xn) = P{X1 ≤ x1. . . . , Xn ≤ xn} =
n∏
i=1

P{X1 ≤ x1} =
n∏
i=1

Fi(xi).

Demostremos el recíproco. Para esto asumimos que F (x1, . . . , xn) =
n∏
i=1

Fi(xi) para

todo xi, i = 1, . . . , n. De esto se sigue:
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PX(a, b] = F (a, b] =
n∏
i=1

[Fi(bi)− Fi(ai)] =
n∏
i=1

PXi(ai, bi].

Así,

P{X1 ∈ B1, . . . , Xn ∈ Bn} = P{X1 ∈ B1} · · ·P{Xn ∈ Bn},

cuando los Bi son intervalos de los reales semicerrados por derecha. Ahora, �jando los
intervalos B2, . . . , Bn. La colección C de B1 ∈ B(R), para la cual la anterior igual-
dad sostiene que es una clase monótona que incluye las uniones �nitas disjuntas de
intervalos semicerrados por derecha, se tiene que C = B(R) por el teorema de la clase
monóntona. Aplicando el mismo razonamiento a cada coordenada a su vez, obtenemos
la independencia de los Xi.

�

También se puede caracterizar la independencia en terminos de las densidades.

Teorema 1.3.2 Si X = (X1, . . . , Xn) es un vector aleatorio con densidad f , entonces
cada Xi es una v.a. con densidad fi. En este caso, X1, . . . , Xn son independientes si
y solo si f(x1, . . . , xn) = f1(x1) · · · fn(xn) para todo (xi, . . . , xn) ∈ B(Rn) casi en todas
partes.

Demostración Sea,

F1(x1) = P{X1 ≤ x1}
= P{X1 ≤ x1, X2 ∈ R, . . . , Xn ∈ R}

=

∫ x1

−∞

∫ ∞
−∞
· · ·
∫ ∞
−∞

f(t1, . . . , tn)dt1 · · · dtn.

Por la de�nición de continuidad absoluta, X1 tiene una densidad dada por,

f1(x1) =

∫ ∞
−∞
· · ·
∫ ∞
−∞

f(x1, . . . , xn)dx2 · · · dxn,

Por el teorema de Fubini se tiene que f1 es Borel medible. Similarmente, cada Xi tiene
una densidad de fi, obtenida por la intengración de todas las variables excepto xi.

Ahora, si f(x1, . . . , xn) = f1(x1) · · · fn(xn), entonces,

F (x1, . . . , xn) =

∫ x1

−∞
· · ·
∫ xn

−∞
f(t1, . . . tn)dt1 · · · dtn = F1(x1) · · ·Fn(xn),

entonces los Xi son independientes.

Reciprocamente, si los Xi son independientes, entonces,
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F (x1, . . . , xn) = F1(x1) · · ·Fn(xn) =

∫ x1

−∞
· · ·
∫ xn

−∞
f1(t1) · · · fn(tn)dt1 · · · dtn.

Entonces, si g(x1, . . . , xn) = f1(x1) · · · fn(xn), se tiene que,

PX(B) =

∫
B

g(x)dx, B ∈ B(Rn).

Pero, PX(B) =
∫
B
f(x)dx, entonces se concluye que f = g, por fuera de un conjunto

de medida cero.
�

Observación 1.3.1 Si X1, . . . , Xn son v.a. independientes y cada Xi es una v.a. con
densidad fi, i = 1, . . . , n, entonces X = (X1, . . . , Xn) es un vector aleatorio con densi-
dad f dada por f(x1, . . . , xn) = f1(x1) · · · fn(xn).

Teorema 1.3.3 Sea X un vector aleatorio de�nido en el espacio de probabilidad (Ω,F, P )
con función de densidad fX . Sea g : (Rn,Bn)→ (Rn,Bn) una función medible tal que:

1. g = (g1, . . . , gn) admite inversa g−1(y) = (g∗1, . . . , g
∗
n).

2. Para todo i, j = 1, . . . , n, existe
∂g∗i (y1, . . . , yn)

∂yj
.

3. Jg−1 =

∣∣∣∣∣
((

∂g∗i (y1, . . . , yn)

∂yj

))
i,j

∣∣∣∣∣ 6= 0.

Con estas condiciones, el vector aleatorio n-dimensional Y = g(X) es de tipo continuo
y su función de densidad es

fY (y) = fX(g−1(y))|Jg−1(y)|, para todo y ∈ Rn.

Demostración Vamos a calcular la función de distribución del vector Y , ya que X es
continua, la probabilidad de que tome valores en un determinado conjunto se obtiene
integrando fX en dicho conjunto,

FY (y) = P (Y ≤ y) = P (X ∈ g1−((−∞, y])) =

∫
g−1((−∞,y])

fX(x)dx, para todo y ∈ Rn,

se aplica un cambio de variable en la integral y, teniendo en cuenta las propiedades de
la función g se obtiene,

FY (y) =

∫
g−1((−∞,y])

fX(x)dx =

∫
(−∞,y]

fX(g−1(t))|J(t)|dt, para todo y ∈ Rn,

La expresión de FY implica que el vector aleatorio Y es continuo, y su función de
densidad es la indicada en el teorema.

�
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Observación 1.3.2 El teorema de cambio de variable exige que el vector aleatorio
transformado tenga la misma dimensión que el original. En caso de que se quiera
calcular la función de densidad de un vector que tenga dimensión menor que el original,
se consideran variables transformadas auxiliares hasta igualar la dimensión de este; es
decir, si X = (X1, . . . , Xn) e Y = g(X) = (Y1, . . . , Ym), con m < n, se considera un
vector auxiliar Y ′ = g′(X) = (Y1, . . . , Ym, Ym+1, . . . , Yn), tal que, la transformación de
X a Y ′ satisfaga las condiciones del teorema. Se aplica la fórmula de cambio de variable
para obtener la función de densidad de Y ′, y a partir de ella se calcula la función de
densidad marginal de Y .

Teorema 1.3.4 Sea X un vector aleatorio de�nido en el espacio de probabilidad (Ω,F, P ),
con función de distribución F . Sea g una función Borel medible de Rn a R.

Se de�ne Y = g ◦X, se tiene que,

E(Y ) =

∫
R
g(x)dFX =

(∫
R
gdPX

)
Demostración Sea g un indicador IB, B ∈ B(R). Entonces,

E(Y ) = E(IB ◦X) = E(IX∈B) = PX(B) =

∫
R
gdPX ,

luego, E(Y ) y
∫
R gdPX existen y son iguales.

Ahora, sea g una función simple no negativa, tal que, g(x) =
∑n

j=1 xjIBj(x), donde los
Bj son conjuntos disjuntos en B(R). Se sigue que,

E(Y ) =
n∑
j=1

xjE(IBj ◦X)

=
n∑
j=1

xj

∫
R
IBjdPX

=

∫
R

(
n∑
j=1

xjIBj

)
dPX

=

∫
R
gdPX .

Nuevamente se tiene que ambas integrales existen y son iguales.

Si g es una función Borel medible no negativa y sean g1, . . . , gn funciones simples no
negativas con gn ↑ g. Por lo anterior,

E(gn ◦X) =

∫
R
gndPX ;
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por lo tanto por el toerema de la convergencia monotona,

E(g ◦X) =

∫
R
gdPX ,

y se llega a la existencia e igualdad entre ambas integrales.
Finalmente, si g = g+ − g− es una función arbitraria Borel medible y Y = g ◦ X, se
tiene,

E(Y ) = E(Y +)− E(Y −)
= E(g+ ◦X)− E(g− ◦X)

=

∫
R
g+dPX −

∫
R
g−dPX

=

∫
R
gdPX .

Por lo anterior, si E(Y ) existe y, E(Y −) es �nita, entonces
∫
R g
−dPX es �nita, y se

tiene que
∫
R gdPX existe. Usando el mismo razonamiento, la existentcia de

∫
R gdPX

implica la de E(Y ).
�

De�nición 1.3.6 La función generadora de momentos (f.g.m.) de una variable alea-
toria X es una función mX(t) de�nida como

mX(t) = E(etX).

Decimos que existe la f.g.m de X, si existe una constante positiva a tal que mX(t) es
�nita para todo t ∈ [−a, a].

En particular, si X es una v.a. discreta, entonces

mX(t) =
∞∑
n=0

etnpX(n).

Observación 1.3.3 La f.g.m. de X genera todos los momentos de X. Es por eso que se
llama función generadora de momentos. Los momentos de las v.a. están determinados
de la siguiente forma m′X(0) = E(X), m′′X(0) = E(X2) y en general m

(n)
X (0) = E(Xn).

Teorema 1.3.5 La f.g.m (si existe) determina de forma unívoca la distribución. Es
decir, si dos variables aleatorias tienen la misma f.g.m., entonces deben tener la misma
distribución. Por lo tanto, si encuentra la f.g.m de una variable aleatoria, se puede
determinar su distribución.
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Capítulo 2

La Distribución de Poisson

En este capítulo presentamos la distribución de Poisson, una de las distribuciones de
probabilidad más utilizadas para analizar eventos independientes que ocurren a una
velocidad constante dentro de un intervalo de tiempo dado, también permite analizar
recuentos de eventos que se supone ocurren aleatoriamente en el tiempo o pueden sur-
gir como una �ley de números pequeños�, es decir, como un límite de la distribución
Binomial con gran tamaño de muestra y parámetro pequeño.

La distribución de Poisson también tiene propiedades convenientes, tales como; la suma
de variables aleatorias independientes, cada una con distribución de Poisson, tiene una
distribución de Poisson y la convergencia con otras distribuciones conocidas como la
Binomial y Multinomial.

De�nición 2.0.1 Una variable aleatoria X tiene distribución de Poisson de parámetro
λ, en símbolos: X ∼ Pois(λ), si X es discreta y tiene una función de densidad de
probabilidad (o función de masa):

pX(n) = e−λ
λn

n!
IN0(n).

La función de distribución de tal variable aleatoria X es FX(x) =
∑dxe

n=0 e
−λ λn

n!
I[0,∞)(x),

donde dxe indica el mayor entero contenido en x.

Una caracterización de la distribución de Poisson

Una variable aleatoria discretaX que toma valores enN0 tiene distribución de Poisson(λ)
si y sólo si E[Xf(X)] = λE[f(X + 1)] para toda función f : N0 → [0,∞). En efecto,
si X ∼ Pois(λ), entonces
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E[Xf(X)] =
∞∑
n=0

nf(n)e−λ
λn

n!

=
∞∑
n=1

nf(n)e−λ
λn

n!

=
∞∑
j=0

(j + 1)f(j + 1)e−λ
λj+1

(j + 1)!

= λ

∞∑
j=0

f(j + 1)e−λ
λj

j!

= λE[f(X + 1)].

Recíprocamente, tomando f(x) = In(x); n = 1, 2, ..., de una parte, E[Xf(X)] =
nP (X = n) y, de otra parte, λE[f(X + 1)] = λP (X = n − 1). Por tanto, para
n = 1, 2, .. se cumple P (X = n) = λ

n
P (X = n− 1). De esto se sigue que X ∼ Pois(λ).

Funciones generadoras y momentos de la distribución de Poisson

Sea X ∼ Pois(λ). La f.g.m. de X está dada por

mX(t) =
∞∑
n=0

etnpX(n) =
∞∑
n=0

etne−λ
λn

n!
= e−λ

∞∑
n=0

(λet)n

n!
= e−λ(1−et), t ∈ R.

Por tanto, E[X] = m
′
X(0) = λ, E[X2] = m

′′
X(0) = λ2 + λ y Var[X] = λ.

Suma de variables aleatorias independientes con distribución de Poisson

Si X1, X2, ..., Xk son variables aleatorias independientes tales que X ∼ Pois(λi); i =
1, 2, ..., k, entonces la f.g.m. de la variable aleatoria S = X1 +X2 + ...+Xk es:

mS(t) =
k∏
i=1

e−λi(1−e
t) = e−Λ(1−et),

donde Λ =
∑k

i=1 λi. Esto signi�ca que S ∼ Pois(Λ).

De manera general, se tiene el siguiente resultado.

Proposición 2.0.1 Si {Xn}n∈N es una sucesión de variables aleatorias independientes
tales que Xn ∼ Pois(λn); n = 1, 2, 3, ..., Λ =

∑∞
n=1 λn y S =

∑∞
n=1 Xn

Si Λ <∞, entonces S converge y S ∼ Pois(Λ).

Si Λ = +∞, entonces S diverge.

25



Demostración Sabemos que Sk =
k∑
i=1

Xi ∼ Pois

(
Λk =

k∑
i=1

λi

)
.

Para j ∈ {0, 1, 2, 3, 4, ...} ≡ N0 �jo. se tiene que:

P (Sk ≤ j) =

j∑
m=0

e−Λk
Λm
k

m!
.

Ahora, la sucesión de eventos Ak := {Sk ≤ j}; k ∈ N es decreciente, pues
x1 + x2 + ...+ xi−1 + xi ≤ j implica x1 + x2 + ...+ xi−1 ≤ j. Por tanto

P

(
∞⋂
k=1

Ak

)
= ĺımk→∞ P (Ak),

P

(
∞∑
k=1

Xk ≤ j

)
= ĺımk→∞

[
e−Λk

∑j
m=0

Λmk
m!

]
= e− ĺım Λk ĺım

[
j∑

m=0

Λm
k

m!

]
≡ e−Λ

j∑
m=0

Λm

m!

≡ P (Pois(Λ) ≤ j).

Esto implica que P (S = j) = e−Λ Λj

j!
; j = 0, 1, 2, ...

Si Λ = +∞, para j ∈ N0 �jo,

P (Sk ≤ j) = e−Λk

j∑
m=0

Λm
k

m!
,

y

P (S ≤ j) = ĺım
k→∞

∑j
m=0

Λmk
m!

eΛk
= 0.

Esto implica que para cada j ∈ N0

P (Sk > j) = 1.

Si Bj = {S > j}j∈N, entonces {Bj} ↓,

P (S = +∞) = 1.

�
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Relación con la distribución Binomial

Una propiedad importante de la distribución de Poisson es que puede usarse para
aproximar una v.a. con distribución Binomial cuando el parámetro binomial n es grande
y p es pequeño. Para ver esto, sea una variable aleatoria X con distribución Binomial
de parámetros n, p y sea λ = np, entonces,(

n

x

)
px(1− p)n−x =

(
n

x

)(
λ

n

)x(
1− λ

n

)n−x
=

n!

x!(n− x)!

(
λ

n

)x(
1− λ

n

)n−x
=

λx

x!

n!

(n− x)!

1

nx

(
1− λ

n

)n−x
=

λx

x!

n(n− 1) · · · (n− x+ 1)

nx

(
1− λ

n

)n
1(

1− λ
n

)x ,
tomando el límite de n→∞,(

1− λ

n

)n
≈ e−λ,

n(n− 1) · · · (n− x+ 1)

nx
≈ 1,

(
1− λ

n

)x
≈ 1,

luego,

ĺım
n→∞

(
n

x

)
px(1− p)n−x = e−λ

λx

x!
,

obteniendo la función de masa de probabilidad para la distribución de Poisson con
parámetro λ.

Relación con la distribución Multinomial

Si X1, X2, ..., Xk, Xk+1 son variables aleatorias independientes tales que Xi ∼ Pois(λi);
i = 1, 2, ..., k, k + 1, entonces la distribución condicional de X1, X2, ..., Xk dado que
S ≡ X1 +X2 + ...+Xk +Xk+1 = n es multinomial de parámetros n, p1, p2, ..., pk, donde
pi = λi

Λ
, i = 1, 2, ..., k y Λ =

∑k+1
i=1 λi. En efecto; S ∼ Pois(Λ) y, por la hipótesis de

independencia,

P (X1 = n1, X2 = n2, ..., Xk = nk | S = n) =
P (X1 = n1, ..., Xk = nk, Xk+1 = nk+1)

P (S = n)

=

∏k+1
i=1 P (Xi = ni)

P (S = n)

=

∏k+1
i=1 e

−λi λ
ni
i

ni!

e−Λ Λn

n!

=

(
n

n1, n2, ..., nk, nk+1

)
pn1

1 ...p
nk
k p

nk+1

k+1 ,
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donde nk+1 = n−
∑k

i=1 ni y pk+1 = 1−
∑k

i=1 pi.

También, si S ∼ Pois(Λ) y (X1, X2, ..., Xk) dado S = n tiene distribución multi-
nomial de parámetros n, p1, p2, ..., pk, entonces X1, X2, ..., Xk son variables aleatorias
independientes tales que Xi ∼ Pois(λi = Λpi); i = 1, 2, ..., k. De hecho, si hacemos
nk+1 = n−

∑k
i=1 ni y pk+1 = 1−

∑k
i=1 pi, entonces para n1, n2, ..., nk ∈ N0 se veri�ca

P (X1 = n1, ..., Xk = nk) =
∑
n

P (X1 = n1, ..., Xk = nk | S = n)P (S = n)

=
∑
n

n!

n1!...nk!nk+1!
pn1

1 ...p
nk
k p

nk+1

k+1

e−ΛΛn

n!

=
(Λp1)n1(Λp2)n2 ...(Λpk)

nk

n1!n2!...nk!

∞∑
nk+1=0

e−Λ(Λpk+1)nk+1

nk+1!

=
(Λp1)n1(Λp2)n2 ...(Λpk)

nk

n1!n2!...nk!
e−Λ(1−pk+1)

=
k∏
i=1

e−Λpi
(Λpi)

ni

ni!
.
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Capítulo 3

La Distribución Exponencial

La distribución exponencial es una de las distribuciones más ampliamente utilizadas
en la práctica estadística, probablemente debido a su naturaleza simple, sin embargo
posee varias propiedades estadísticas importantes y exhibe una gran capacidad de mo-
delación matemática.

La distribución exponencial se utiliza para modelar datos de tiempo de vida y varios
problemas relacionados con eventos de tiempo de espera, algunos ejemplos que se tienen
son, la duración de las llamadas telefónicas, la vida útil de una bombilla y el tiempo en-
tre impulsos sucesivos en las médulas espinales de varios mamíferos. Este capítulo está
dedicado al estudio de la distribución exponencial, sus propiedades y caracterizaciones,
y los modelos que se inducen de ella e ilustran sus aplicaciones.

De�nición 3.0.1 Se dice que una variable aleatoria continua X tiene distribución ex-
ponencial de parámetro λ > 0, en símbolos: X ∼ Exp(λ), si su función de distribución
es FX(x) = (1− e−λx)I[0,∞)(x), o lo que es lo mismo, si X tiene función de densidad

fX(x) = λe−λxI[0,∞)(x).

Una caracterización de la distribución Exponencial

Si X ∼ Exp(λ), entonces para s, t ∈ [0,∞) se veri�ca

P (X > s+ t | X > s) =
P (X > s+ t)

P (X > s)
=
e−(s+t)

e−s
= P (X > t).

Si X modela el tiempo de vida de una bombilla, la propiedad anterior, llamada falta de
memoria de la distribución exponencial, establece que si la bombilla está funcionando
en el tiempo s, entonces el restante tiempo de vida de esta bombilla es el mismo tiempo
de vida de una bombilla que recién se instala en el tiempo s.

La distribución exponencial, es la única distribución continua que toma valores no
negativos y también satisface la propiedad de falta de memoria. De forma precisa, si X
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es una variable aleatoria continua tal que FX(0) = 0, FX(x) < 1 para x > 0 y veri�ca
la propiedad anterior, entonces X ∼ Exp(λ). En efecto; si

g(t) := P (X > t) = 1− FX(t), t ∈ [0,∞),

entonces la propiedad de falta de memoria dice que para s, t ∈ [0,∞), se cumple g(t+
s) = g(t)g(s). Ahora, tomando s = t = 1 se obtiene g(2) = g(1)2 y, usando inducción
sobre n, se llega a g(n) = g(1)n; n = 1, 2, . . . . Puesto que 1 = m

m
= 1

m
+ 1

m
+ ... + 1

m

(m-veces); m = 1, 2, 3, ..., entonces g(1) = g( 1
m

)m, i.e., g( 1
m

) = g(1)
1
m . Similarmente;

para un número racional positivo r = n
m

= 1
m

+ 1
m

+ · · · + 1
m

(n-veces) se llega a
g(r) = g( 1

m
)n = g(1)

n
m = g(1)r. Por último, si t es un número irracional positivo y

{rn}n∈N es una sucesión de números racionales con r1 > r2 > . . . > t y ĺımn→∞ rn = t,
puesto que g(·) es una función continua por la derecha:

g(t) = ĺım
n→∞

g(rn) = g(1)t.

Ahora bien; como g(t) = 1 − FX(t) → 0 si t → ∞, entonces g(1) < 1. De otra parte,
FX(x) < 1 para todo x implica 0 < g(1). En resumen

g(t) = g(1)t = e(ln g(1))t = eλt,

donde λ = ln g(1).

Función generadora de momentos y momentos de la distribución Exponen-
cial

Si X ∼ Exp(λ), su f.g.m. es

mX(t) =

∫ ∞
0

etxλe−λxdx =

∫ ∞
0

λe−(λ−t)xdx.

Esta integral converge sólo cuando λ− t > 0, en cuyo caso se obtiene

mX(t) =
λ

λ− t
; t < λ.

Ahora, para −λ < t < λ se puede escribir [ Ver 21.22 de [2]]

mX(t) =
1

1− (t/λ)
=
∞∑
n=0

(t/λ)n =
∞∑
n=0

E[Xn]
tn

n!
.

De aquí que E[Xn] = n!
λn
, n = 1, 2, .... En particular, E[X] = 1

λ
y V ar[X] = E[X2] −

E[X]2 = 1
λ2 .
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Distribución del mínimo de las variables aleatorias i.i.d. con distribución
Exponencial.

Sean X1, X2, ..., Xn variables aleatorias i.i.d. con distribución exponencial con sus res-
pectivos parámetros λ1 . . . , λn. Sea M = mín{X1, X2, . . . , Xn}, entonces su distribu-
ción y función de probabilidad están dadas por:

1. Para t > 0,

P (M > t) = e−t(λ1+···+λn).

Es decir, M tiene distribución exponencial con parámetro λ1 + · · ·+ λn.

2. Para k = 1, . . . , n,

P (M = Xk) =
λk

λ1 + · · ·+ λn
.

En efecto,

1. Para t > 0,

P (M > t) = P (X1 > t, . . . , Xn > t) = P (X1 > t) · P (Xn > t)
= e−λ1t · · · e−λnt = e−t(λ1+···+λn).

2. Lo anterior muestra que la f.g.m de M es la de una distribución exponencial de
parámetro λ1 + · · ·+ λn..

La función de probabilidad de M se puede obtener mediante la siguiente condi-
ción:

Para 1 ≤ k ≤ n, �jando Xk tenemos,

P (M = Xk) = P (mín(X1, . . . , Xn) = Xk)
= P (X1 ≥ Xk, . . . , Xn ≥ Xk)

=

∫ ∞
0

P (X1 ≥ t, . . . , Xn ≥ t|Xk = t)λke
−λktdt

=

∫ ∞
0

P (X1 ≥ t, . . . , Xk−1 ≥ t,Xk+1 ≥ t, . . . , Xn ≥ t)λke
−λktdt

=

∫ ∞
0

P (X1 ≥ t) · · ·P (Xk−1 ≥ t)P (Xk+1 ≥ t) · · ·P (Xn ≥ t)λke
−λktdt

= λk

∫ ∞
0

e−t(λ1+···+λn)dt =
λk

λ1 + · · ·+ λn
.
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Suma de variables aleatorias i.i.d. con distribución Exponencial. Relación
con la distribución de Erlang

Sean X1, X2, ..., Xn, Xn+1 variables aleatorias i.i.d. con distribución exponencial de pa-
rámetro λ. Sean ahora, S1 = X1, S2 = X1 +X2,..., Sn+1 = X1 +X2 + ...+Xn+1. En lo
que sigue se determinan las distribuciones de:

1. La variable aleatoria Sk; k = 2, 3, ..., n+ 1.

2. El vector aleatorio (S1, S2, ..., Sk); k = 2, 3, ..., n+ 1.

3. El vector aleatorio (Sn, Sn+1).

Distribución de la variable aleatoria Sk

Por la propiedad reproductiva, la f.g.m. de Sk es

mSk(t) =
k∏
i=1

mXi(t) = (
λ

λ− t
)k, t < λ,

que es la f.g.m. de una variable aleatoria con distribución Erlang(k, λ). Esto signi�ca
que Sk es una variable aleatoria continua con función de densidad

fSk(s) =
λksk−1

(k − 1)!
e−λsI[0,∞)(s),

y función de sitribución

FSk(s) =

∫ s

0

λkxk−1

(k − 1)!
e−λxdx, s > 0.

Integrando por partes se obtiene la relación

FSk(s) = 1− e−λs
k−1∑
j=0

(λs)j

j!
; s ≥ 0,

que realaciona las distribuciones de Erlang y de Poisson. Dicho de otra forma:

P [Sk ≤ s] = 1− P [Pois(λs) ≤ k − 1].

Distribución del vector aleatorio (S1, S2, ..., Sk)

Se usa el método de las tranformaciones para determinar la función de densidad del
vector aleatorio (S1, S2, ..., Sk). Si X = [0,∞)k y D = {(s1, s2, ..., sk) : 0 < s1 < s2 <
... < sk}, la transformación g : X 7→ D dada por

g(x1, x2, ..., xk) = (x1, x1 + x2, ..., x1 + x2 + ...+ xk) = (s1, s2, ..., sk)
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tiene inversa g−1 : D 7→ X de�nida por

g−1(s1, s2, ..., sk) = (s1, s2 − s1, ..., sk − s(k−1)) = (x1, x2, ..., xk)

y su jacobiano es igual a 1. De aquí que el vector aleatorio (S1, S2, ..., Sk) es continuo
con función de densidad

f(S1,S2,...,Sk)(s1, s2, ..., sk) = f(X1,X2,...,Xk)(s1, s2 − s1, , ..., sk − s(k−1))ID(s1, s2, ..., sk)

= λe−λs1e−λ(s2−s1)...e−λ(sk−sk−1)ID(s1, s2, ..., sk)

= e−λskID(s1, s2, ..., sk).

Distribución del vector aleatorio (Sn, Sn+1)

La función de densidad del vector aleatorio (Sn, Sn+1) se obtiene de la del vector alea-
torio (S1, S2, ..., Sn, Sn+1) de la siguiente forma; para 0 < sn < sn+1:

f(Sn,Sn+1)(sn, sn+1) =

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

...

∫ ∞
−∞

f(S1,...,Sn,Sn+1)(s1, ..., sn, sn+1)ds1...dsn−1

=

∫ sn

0

∫ sn

s2

...

∫ sn

sn−1

λn+1e−λsn+1ds1...dsn−1

= λn+1e−λsn+1

∫ sn

0

∫ sn

s2

...

∫ sn

sn−1

ds1...dsn−1

= λn+1e−λsn+1
sn−1
n

(n− 1)!
.

Note que para t > 0:

P (Sn ≤ t < Sn+1) =

∫ t

0

∫ ∞
t

λn+1e−λsn+1
sn−1
n

(n− 1)!
dsnds(n−1)

=

∫ t

0

λne−λt
sn−1
n

(n− 1)!
dsn

= λne−λt
tn

n!

= (λt)n
e−λt

n!
= P (Pois(λt) = n).

Otra forma de obtener el resultado anterior es observar que {Sn < t} ⊆ {S(n+1) > t},
y por tanto:
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P (Sn ≤ t < Sn+1) = P (Sn+1 > t)− P (Sn) > t)

= e−λt
n∑
j=0

(λt)j

j!
− e−λt

n−1∑
j=0

(λt)j

j!

= (λt)n
e−λt

n!
.

Ahora obtenemos una expresión para la función de distribución del vector aleatorio
(Sn, S(n+1)). Para 0 < sn < s(n+1)

F(Sn,Sn+1)(s
∗
n, s
∗
n+1) =

∫ s∗n

0

[ ∫ s∗n+1

sn

f(Sn,Sn+1)(sn, sn+1)dsn+1

]
dsn

=

∫ s∗n

0

sn−1
n

(n− 1)!
λn
[
− e−λsn+1 |s

∗
n+1
sn

]
dsn

=

∫ s∗n

0

sn−1
n

(n− 1)!
λn
[
e−λsn − e−λs∗n+1

]
dsn

=

∫ s∗n

0

sn−1
n

(n− 1)!
λne−λsndsn −

λne−λs
∗
n+1

(n− 1)!

∫ s∗n

0

sn−1
n dsn

= P (Sn ≤ s∗n)− λne−λs
∗
n+1

n!
(s∗n)n

= 1− e−λs∗n
n−1∑
j=0

(λs∗n)j

j!
− e−λs∗n+1

(λs∗n)n

n!
.

Así, se tiene que

P (Sn ≤ s∗n, s
∗
(n+1) < S(n+1)) =

∫ s∗n

0

∫ ∞
s∗n+1

sn−1
n λn+1 − e−λsn+1

(n− 1)!
dsn+1dsn

=

∫ s∗n

0

sn−1
n λn+1

(n− 1)!

[
e−λs

∗
(n+1)

]
dsn

= e−λs
∗
n+1

(λs∗n)n

n!
.
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Capítulo 4

El Proceso de Poisson

En el presente capítulo estudiaremos el proceso de Poisson. Un modelo relevante tanto
en las aplicaciones como en la teoría general de los procesos estocásticos. Se de�nirá
este proceso de varias maneras y estudiaremos algunas de sus propiedades, sus genera-
lizaciones y algunas de sus aplicaciones. Seguiremos [1, 2, 8, 9, 10] como referencias
para esta sección.

Antes de dar una primera de�nición del proceso de Poisson, de�niremos las nociones
de Proceso estocástico, incrementos estacionarios e incrementos independientes.

Un proceso estocástico X = {X(t) : t ∈ T} es una colección de variables aleatorias
para cada t en el conjunto de índices T , es decir, X(t) es una variable aleatoria para
cada t ∈ T . Denominamos t como tiempo y llamamos X(t) el estado del proceso en el
tiempo t. Si el conjunto de índices t es un conjunto contable, llamamos a X un proceso
estocástico de tiempo discreto, y si T es un intervalo de R, lo llamamos un proceso
estocástico de tiempo continuo.

El otro componente fundamental, además del conjunto de índices I para de�nir la es-
tructura de un proceso estocástico, es el espacio de estado S. Este es el conjunto de
todos los valores que puede tomar el proceso, es decir, es el espacio muestral de cada
una de las variables aleatorias de la colección X en la sucesión que conforma el proceso.

Para un proceso estocástico de tiempo continuo {X(t) : t ≥ 0}, un incremento es la
diferencia en el proceso en dos tiempos s y t. Para s < t, el incremento de tiempo s al
tiempo t es la diferencia X(t)−X(s).

Se dice que un proceso tiene incrementos estacionarios si la distribución del incremen-
to X(t) − X(s) depende de s y t solo a través de la diferencia t − s, para todos los
s < t. Entonces la distribución de X(t1) − X(s1) es la misma que la distribución de
X(t2)−X(s2) si t1 − s1 = t2 − s2. Hay que tener en cuenta que los intervalos [s1, t1] y
[s2, t2] pueden superponerse.
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Se dice que un proceso tiene incrementos independientes si dos incrementos que impli-
can intervalos disjuntos son independientes. Es decir, si s1 < t1 < s2 < t2, entonces los
dos incrementos X(t1)−X(s1) y X(t2)−X(s2) son independientes.

Ahora procedamos con una de�nición de un proceso de Poisson.

De�nición 4.0.1 Sean T1, T2, . . . variables aleatorias independientes idénticamente
distribuidas, que denotaremos como v.a.i.i.d., con distribución exponencial de pará-
metro λ. Sea τ0 = 0 y τn = T1 + · · ·+ Tn para n ≥ 1. De�nimos el proceso de Poisson
de parámetro (intensidad) λ por,

N(s) = máx{n : τn ≤ s}, s ≥ 0.

Las variables Tn representan los intervalos de tiempo entre eventos sucesivos, τn =
T1 + · · · + Tn es el instante en el ocurre el n-ésimo evento y N(s) es el número de
eventos que han ocurrido hasta el instante s.

Una caracterización fundamental del proceso de Poisson es la siguiente:

Teorema 4.0.1 Un proceso estocástico de tiempo continuo {N(t) : t ≥ 0} es un pro-
ceso de Poisson con parámetro λ > 0 si y solo si,

(i) N(0) = 0.

(ii) N(t+ s)−N(s) ∼ Pois(λt).

(iii) N(t) tiene incrementos independientes.

Demostración Para demostrar la primera a�rmación calculemos la distribución de
N(s).

N(s) = n si y solo si τn ≤ s < τn+1, es decir, el n-ésimo evento ocurre antes del
instante s pero el (n + 1)-ésimo ocurre después de s. Usando la ley de la probabilidad
total, condicionando respecto al instante en el cual ocurre τn, obtenemos,

P (N(s) = n) =

∫ s

0

P (τn+1 > s|τn = t)fτn(t)dt =

∫ s

0

P (Tn+1 > s− t)fτn(t)dt.

y por referencia anterior,

fτn(t) = λe−λt
(λt)n−1

(n− 1)!
para t ≥ 0,

entonces,
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P (N(s) = n) =

∫ s

0

λe−λt
(λt)n−1

(n− 1)!

= (λ)n

(n−1)!
e−λs

∫ s

0

tn−1dt =
(λs)n

n!
eλs.

Sea τn el instante en el cual ocurre el n-ésimo evento. El primer evento ocurre después
de t si y solo si no ocurre ningún evento en [0, t]. Por la fórmula para la distribución
de Poisson,

P (τ1 > t) = P (N(t) = 0) = e−λt

lo cual muestra que τ1 = T1 ∼ Exp(λ). Para T2 = τ2 − τ1 observamos que,

P (T2 > t|T1 = s) = P (no ocurre ningún evento en (s, s+ t]|T1 = s)
= P (N(t+ s)−N(t) = 0|N(r) = 0 para r < s,N(s) = 1)
= P (N(t+ s)−N(t) = 0) = e−λt.

por la propiedad de incrementos independientes, de modo que T2 ∼ Exp(λ) y es in-
dependiente de T1. Repitiendo este argumento vemos que T1, T2, . . . son v.a.i.i.d. con
distribución exponencial de parámetro λ.

Por lo tanto hemos demostrado que N(s) tiene distribución de Poisson de parámetro λs.

Demostremos primero que N(0) = 0. Como N(s) tiene distribución de Poisson de
parámetro λs, esto implica que se tiene P (N(s) = 0) = eλs, entonces:

P (N(s) = 0) = P (N(0) = 0) = e0 = 1.

Ahora, supongamos que N(s) = n y que el n-ésimo evento ocurrió en el instante τn.
Sabemos que el intervalo de tiempo para el siguiente evento debe satisfacer Tn+1 > s−τn,
pero por la propiedad de falta de memoria de la distribución exponencial,

P (Tn+1 > s− τn + t|Tn+1 > s− τn) = P (Tn+1 > t) = e−λt.

Lo anterior indica que la distribución del tiempo de espera hasta el primer evento des-
pués de s es exponencial de parámetro λ y es independiente de Ti, 1 ≤ i ≤ n. Por otro
lado Tn+1, Tn+2, . . . son independientes de Ti, 1 ≤ i ≤ n y por lo tanto también de τi,
1 ≤ i ≤ n. Esto muestra que los intervalos entre eventos que ocurren después de s son
v.a.i.i.d., con distribución exponencial de parámetro λ, y por lo tanto N(t+ s)−N(s)
es un proceso de Poisson.

Ahora, N(s) tiene distribución de Poisson de parámetro λs lo que implica que N(tn)−
N(tn+1) es independiente de N(r), r ≥ tn−1 y en consecuencia también de N(tn−1) −
N(tn−2), . . . , N(t1)−N(t0). Procediendo por inducción tenemos que si t0 < t1 < . . . <
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tn, entonces N(t1)−N(t0), N(t2)−N(t1), . . . , N(tn)−N(tn−1) son independientes, es
decir, N(t) tiene incrementos independientes.

Con lo cual se concluye la demostración. �

Observación 4.0.1 Cabe resaltar, que el resultado anterior da una caracterización de
los procesos de Poisson de una manera que dependen únicamente de las distribuciones
en el tiempo t.

De esta de�nición se sigue que el espacio de estado del proceso es S = {0, 1, 2, . . . },
también que, para incrementos estacionarios, la distribución de N(t)−N(s) para s < t,
tiene la misma distribución que N(t−s)−N(0) = N(t−s), la cual es una distribución
de Poisson con parámetro (t − s). Por último, el proceso no es decreciente, es decir,
N(t) − N(s) ≥ 0 con probabilidad 1 para cualquier s < t, ya que N(t) − N(s) tiene
una distribución de Poisson.

El proceso de Poisson también es visto como un conteo de eventos a medida que se
avanza en el tiempo, es decir, sea N(t) el número de eventos que han ocurrido hasta
el momento t y al cabo del tiempo t + s, se habrán contado más eventos ocurridos de
la forma N(t + s) − N(t), con N(t + s) − N(t) teniendo distribución de Poisson con
parámetro λs.

Por tal motivo se puede denotar el proceso de Poisson como un proceso de conteo.
Una forma muy común en que se emplea el proceso de Poisson consiste en interpretar a
N(t) como el número de llegadas de tareas/trabajos/clientes a un sistema por tiempo t.

Se de�ne entonces un proceso de conteo de la siguiente forma:

De�nición 4.0.2 Se dice que un proceso estocástico {N(t) : t ≥ 0} es un proceso
de conteo si representa el número de eventos ocurridos hasta el tiempo t, es decir,
satisface:

(i) N(0) ≥ 0.

(ii) Si s < t, entonces N(s) ≤ N(t).

(iii) Para s < t, N(s) − N(t) es igual al número de eventos que ocurrieron en el
intervalo (s, t].

Para poder observar más de la estructura de un proceso de Poisson, consideremos un
análogo de este en el tiempo discreto, el proceso de Bernoulli, descrito como sigue:

Tomemos el intervalo [0, 1). Ahora, dividamos en subintervalos disjuntos, cada uno de
longitud h, con h muy pequeño, tal que se tienen los siguientes intervalos [0, h), [h, 2h),
[2h, 3h), . . . . Supongamos que cada intervalo corresponde a un ensayo independiente
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de Bernoulli, de modo que en cada intervalo, independientemente de cualquier otro
intervalo, hay un evento exitoso con probabilidad λh. De�nimos entonces el proceso de
Bernoulli {B(t) : t = 0, h, 2h, . . . }, donde B(t) es el número de ensayos exitosos hasta
el momento t.

Por como se de�nió anteriormente, se puede ver que el proceso de Bernoulli B(t) tiene
incrementos estacionarios e independientes, además, B(0) = 0. Así, el proceso de Ber-
noulli es una aproximación de tiempo discreto al proceso de Poisson con parámetro λ
si B(t) ∼ Pois(λt).

Para un t de la forma nh, conocemos la distribución exacta de B(t). Ahora bien, como
hasta el momento t hay n ensayos independientes y cada uno con probabilidad λh de
éxito, se dice que B(t) posee una distribución binomial con parámetros n y λh. Por lo
tanto, el número medio de �'exitos hasta el momento t es nλh = λt, lo cual coincide
con E[B(t)]. El hecho de que la distribución de B(t) es aproximadamente Pois(λt) se
deduce de la aproximación de Poisson a la distribución binomial, como se observó en
el Capítulo 2.

Sea k un entero no negativo y t > 0. Teniendo en cuenta que t = nh para algún número
entero positivo n,

P (B(t) = k) =

(
n

k

)
(λh)k(1− λh)n−k

= n!
(n−k)!k!

(
λt
n

) (
1− λt

n

)n−k
= n!

(n−k)!nk

(
1− λt

n

)−k (λt)k

k!

(
1− λt

n

)n
≈ n!

(n−k)!nk

(
1− λt

n

)−k (λt)k

k!
e−λt,

para n muy grande (o h muy pequeño). También se tiene para n grande que,(
1− λt

n

)−k
≈ 1,

y

n!

(n− k)!nk
=
n(n− 1) · · · (n− k + 1)

nk
≈ 1.

Por lo tanto, P (B(t) = k) ≈ (λt)k/k!e−λt

En el proceso de Bernoulli la probabilidad de éxito en cualquier intervalo dado es
λh y la probabilidad de dos o más éxitos es 0, es decir, P (B(h) = 1) = λh y
P (B(h) ≥ 2) = 0. Por lo tanto, en el proceso de Poisson tenemos la aproximación
de que P (N(h) = 1) ≈ λh y P (N(h) ≥ 2) ≈ 0.

Una manera más precisa de escribir lo anterior es,

39



P (N(h) = 1) = λh+ o(h) y P (N(h) = 2) = o(h),

tal que, o(h) se denomina notación o(h) de Landau, y signi�ca cualquier función de h
que sea de menor orden que h. Esto implica que, si f(h) es o(h) entonces f(h)/h→ 0
como h→ 0, i.e., f(h) va a 0 más rápido que h va a 0.

Con lo anterior de�namos el proceso de Poisson de la siguiente forma:

De�nición 4.0.3 Una colección de variables aleatorias {N(t) : t ≥ 0} es un Proceso
de Poisson de parámetro λ > 0 si:

(i) N(0) = 0.

(ii) N(t) tiene incrementos estacionarios e incrementos independientes.

(iii) Para h pequeña:

(a) P (N(t+ h)−N(t) = 1) = λh+ o(h).

(b) P (N(t+ h)−N(t) > 1) = o(h).

La condición iii.a nos dice que la probabilidad de que ocurra exactamente un evento
en un intervalo de tiempo pequeño, es proporcional a la longitud del intervalo, y la
condición iii.b nos dice que la probabilidad de que ocurran dos o más eventos en un
intervalo de tiempo pequeño es despreciable.

Construcción de un proceso de Poisson a partir de ensayos independientes
de Bernoulli

Un proceso de Poisson de parámetro λ puede verse como el resultado de realizar un en-
sayo independiente de Bernoulli con probabilidad de éxito p = λdt en cada intervalo de
tiempo �in�nitesimal� de longitud dt, y colocar un punto si la prueba correspondiente
es un éxito (caso contrario no se coloca ningún punto). Intuitivamente, esto produciría
un proceso puntual con ambos tipos de incrementos, estacionarios e independientes, es
decir, un proceso de Poisson. El número de ensayos de Bernoulli que pueden ajustar-
se en cualquier intervalo sólo depende de la duración del intervalo y, por lo tanto, la
distribución del número de éxitos en ese intervalo también dependerá únicamente de
la duración. Para dos intervalos no superpuestos, los ensayos de Bernoulli en cada uno
serían independientes entre sí, ya que todos los ensayos son i.i.d., por lo tanto, el núme-
ro de éxitos en un intervalo sería independiente del número de éxitos en el otro intervalo.

La distribución Exponencial se puede obtener como un límite de la distribución Geo-
métrica: Se �ja un n grande, y se realiza, utilizando la probabilidad de éxito pn = λ/n,
un ensayo independiente de Bernoulli en cada punto de tiempo i/n, i ≥ 1. Sea Yn el
tiempo en el cual ocurrió el primer éxito. Entonces Yn = Kn/n donde Kn denota el
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número de ensayos hasta el primer éxito, y tiene distribución Geométrica con probabi-
lidad de éxito pn. Como n→∞, Yn converge a un v.a. Y con distribución Exponencial
de parámetro λ. Por lo tanto, Y puede servir como el primer tiempo de llegada t1 para
un proceso de Poisson de parámetro λ. Los pequeños intervalos de longitud 1/n se con-
vierten (en el límite) en los intervalos dt in�nitesimales. Una vez que se tiene el primer
éxito, en el tiempo t1, continuamos adelante en el tiempo (en el intervalo (t1,∞)) con
nuevas pruebas de Bernoulli hasta que obtengamos el segundo éxito en el tiempo t2 y
así sucesivamente hasta que obtengamos todos los tiempos de llegada {tn : n ≥ 1}. Por
construcción, cada tiempo entre llegadas, Xn = tn−tn−1, n ≥ 1, es una v.a.i distribuida
exponencialmente con parámetro λ; Por lo tanto, se construyó proceso de Poisson de
parámetro λ.

Otra forma de comprender cómo se puede construir el proceso de Poisson a partir
de los ensayos de Bernoulli es el hecho de que la distribución de Poisson se puede
usar para aproximar la distribución Binomial, como se observa en el Capítulo 2. Con
dicho resultado se construye el proceso de conteo N(t) en el tiempo t, para un proceso
de Poisson de la siguiente manera: Se �ja t > 0. Se divide el intervalo (0, t] en n
subintervalos, ((i − 1)t/n, it/n], 1 ≥ i ≥ n, de igual longitud t/n. En el punto �nal
derecho it/n de cada subintervalo, se realiza una prueba de Bernoulli con probabilidad
de éxito pn = λt/n, y se coloca un punto si tiene éxito (no se coloca el punto en caso
contrario). Sea Nn(t) el número de tales puntos colocados (éxitos). Luego Nn(t) ∼
Binom(n, pn) y converge en distribución a N(t) ∼ Pois(λt), cuando n→∞. Además,
los puntos colocados en (0, t] de los ensayos de Bernoulli convergen ( cuando n→∞)
a los puntos t1, . . . , tN(t) del proceso de Poisson durante (0, t]. Por lo que en realidad
se obtuvo el proceso de Poisson hasta el tiempo t.

Teorema 4.0.2 El Teorema 4.0.1 y la De�nición 4.0.3 son equivalentes.

Demostración Veamos primero que Teorema 4.0.1 ⇒ De�nición 4.0.3.
Sabemos que un proceso de Poisson tiene incrementos estacionarios, esto es Teorema
4.0.1 ⇒ De�nición 4.0.3.ii.

Falta ver que Teorema 4.0.1 ⇒ De�nición 4.0.3.iv. Para esto tenemos que:

P (N(t+ h)−N(t) = 1) = P (N(h) = 1)
= (λh)e−λh

= λh+ λh(e−λh − 1).

Luego, como

ĺım
h→0

λh(e−λh − 1)

h
= h ĺım

h→0
(e−λh − 1) = 0,

tenemos que,

P (N(t+ h)−N(t) = 1) = λh+ o(h).
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Ahora, para la condición (b) tenemos,

P (N(t+ h)−N(t) > 1) = P (N(h) > 1)

=
∞∑
k=2

(λh)k
e−λh

k!
.

y como,

ĺım
h→0

(λh)k e
−λh

k!

h
=
h

k!
ĺım
h→0

hk−1e−λh = 0, para k ≥ 2,

tenemos que,

ĺım
h→0

∞∑
k=2

(λh)k
e−λh

k!
= 0,

esto es,

P (N(t+ h)−N(t) > 1) = o(h).

Por lo tanto Teorema 4.0.1 ⇒ De�nición 4.0.3.

Veamos ahora que De�nición 4.0.3 ⇒ Teorema 4.0.1. Falta ver que De�nición 4.0.3
⇒ Teorema 4.0.1.ii. Para esto de�namos una función f(t, n) := P (N(t = n)) y de-
mostremos que f(t, 0) = e−λh, entonces,

f(t+ h, 0) = P (N(t+ h) = 0)
= P (N(t) = 0, N(t+ h)−N(t) = 0)
= P (N(t) = 0)P (N(t+ h)−N(t) = 0)
= f(t, 0)(1− P (N(t+ h)−N(t) ≥ 1))
= f(t, 0)(1− (P (N(t+ h)−N(t) = 1) + P (N(t+ h)−N(t) > 1)))
= f(t, 0)(1− ((λh+ o(h)) + o(h)))
= f(t, 0)(1− (λh+ o(h)))
= f(t, 0)(1− λh+ o(h)).

Tenemos entonces,

ĺım
h→0

f(t+ h, 0)− f(t, 0)

h
= ĺım

h→0

f(t, 0)(−λh+ o(h)

h

f ′(t, 0) = −λf(t, 0),

de donde,

f(t, 0) = e−λt.

Notemos que para todo n > 1,
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d

dt
f(t, n) = λ(f(t, n− 1)− f(t, n)).

Ahora, veamos que,

f(t+ h, n) = P (N(t+ h) = n)

=
n∑
k=0

P (N(t) = n− k,N(t+ h)−N(t) = k)

=
n∑
k=0

P (N(t) = n− k)P (N(t+ h)−N(t) = k)

= P (N(t) = n)P (N(t+ h)−N(t) = 0)
+P (N(t) = n− 1)P (N(t+ h)−N(t) = 1)

+
n∑
k=2

P (N(t) = n− k)P (N(t+ h)−N(t) = k)

= f(t, n)(1− P (N(t+ h)−N(t) ≥ 1)) + f(t, n− 1)(λh+ 0(h))

+
∞∑
k=2

(λt)n−k
e−λt

(n− k!)
o(h)

= f(t, n)(1− (P (N(t+ h)−N(t) = 1) + P (N(t+ h)−N(t) > 1)))
+λhf(t, n− 1) + o(h)

= f(t, n)(1− ((λh+ o(h)) + o(h))) + λhf(t, n− 1) + o(h)
= f(t, n) + λh(f(t, n− 1)− f(t, n)) + o(h).

Entonces,

ĺım
h→0

f(t+ h, n)− f(t, n)

h
= ĺım

h→0

(−λh(f(t, n− 1)− f(t, n)) + o(h)

h

d

dt
f(t, n) = λ(f ′(t, n− 1)− f(t, n)).

Luego, demostremos que para todo n ≥ 0, f(t, n) = (λt)n e
−λt

n!
.

d
dt

(
(λt)n+1 e−λt

(n+1)!

)
= λn+1

(n+1)!
d
dt

(tn+1e−λt)

= λn+1

(n+1)!
((n+ 1)tne−λt − λtn+1e−λt)

= λ
(

(λt)n e
−λt

n!
− (λt)n+1 e−λt

(n+1)!

)
.

Así, por el teorema de existencia y unicidad de soluciones de ecuaciones diferenciales,
tenemos el resultado y por lo tanto {N(t) : t ≥ 0} es un proceso de Poisson de pará-
metro λ.

Por consiguiente se tiene que el Teorema 4.0.1 y la De�nición 4.0.3 son equivalentes.
�
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De�nición 4.0.4 Un proceso de llegada es una sucesión creciente de variables aleato-
rias, 0 < X1 < X2 < · · · , donde Xi < Xi+1 signi�ca que Xi+1 − Xi es una variable
aleatoria positiva, es decir, una v.a X tal que FX(0) = 0.

Sea N(t) un proceso de Poisson con parámetro λ. Sea X1 el momento de la primera
llegada. Entonces,

P (X1 > t) = P (no hay llegadas en (0, t]) = e−λt.

Por lo tanto, X1 ∼ Exp(λ). Sea X2 el tiempo transcurrido entre la primera y la segunda
llegada. Sean s > 0 y t > 0. Como los intervalos (0, s] y (s, s+ t] son disjuntos, se tiene,

P (X2 > t|X1 = s) = P (no hay llegadas en (s, s+ t]|X1 = s)
= P (no hay llegadas en (s, s+ t])
= e−λt.

Luego X2 ∼ Exp(λ), y X1 y X2 son independientes. Del mismo modo podemos argu-
mentar que para las v.a. X1, X2, . . . todos los Xi son independientes y X2 ∼ Exp(λ)
para i = 1, 2, . . . . Las variables aleatorias X1, X2, . . . se denominan tiempos entre lle-
gadas del proceso de conteo N(t).

Teorema 4.0.3 Si N(t) un proceso de Poisson con parámetro λ, los tiempos entre
llegadas X1, X2, . . . son i.i.d con Xi ∼ Exp(λ), para i = 1, 2, 3, . . . .

Demostración Procedamos por inducción. Por lo anterior tenemos que X1 ∼ Exp(λ).
Ahora veamos el caso general. Sea Xn el tiempo entre el evento (n− 1) y el n entonces
X1, . . . , Xn son i.i.d. con distribución exponencial de parámetro λ. Mostremos que se
satisface Xn+1. Para hacer esto, �jamos t, x1, . . . , xn > 0. El teorema será verdadero
si mostramos que la distribución de Xn+1 condicionada a X1 = x1, . . . , Xn = xn no
depende de x1, . . . , xn, que muestra que Xn+1 es independiente de X1, . . . , Xn y P (Xn >
t) = e−λt. Entonces consideremos la probabilidad condicional,

P (Xn+1 > t|X1 = x1, . . . , Xn = xn)

Primero, reexpresaremos el evento Xn = xn, . . . , X1 = x1. Así pues, sea Sk = X1+· · ·+
Xk el k-ésimo tiempo de llegada y sea sk = x1 + · · ·+ xk, para k = 1, . . . , n. Entonces,

{Xn = xn, . . . , X1 = x1} = {Sn = sn, . . . S1 = s1},

reescribiendo la probabilidad condicional tenemos,

P (Xn+1 > t|Xn = xn, . . . , X1 = x1) = P (Xn+1 > t|Sn = sn, . . . S1 = s1)

El hecho de que el evento {Xn+1 > t} es independiente del evento {Sn = sn, . . . S1 =
s1} se debe a que son incrementos independientes, para esto veamos que, si el evento
{Sn = sn, . . . S1 = s1} ocurre entonces el evento {Xn+1 > t} ocurre si y solo si no hay
llegadas en el intervalo (sn, sn + t], así se tiene que,

44



P (Xn+1 > t|Sn = sn, . . . S1 = s1) = P (N(sn + t)−N(sn) = 0|Sn = sn, . . . S1 = s1).

Por lo tanto, deseamos expresar el evento {Sn = sn, . . . S1 = s1} en términos de
incrementos disjuntos del incremento N(sn + t)−N(sn). De�nimos los incrementos,

I
(k)
1 = N(s1 − 1/k)−N(0)

I
(k)
i = N(si − 1/k)−N(si−1 + 1/k) para i = 2, . . . , n,

para k > M , donde se elige M para que 1/k sea más pequeño que el más pequeño
tiempo entre llegadas, y también de�nir los incrementos,

B
(k)
i = N(si + 1/k)−N(si + 1/k) para i = 1, . . . , n− 1

B
(k)
n = N(sn)−N(sn − 1/k),

para k > M . Los incrementos I
(k)
1 , B

(k)
1 , . . . , I

(k)
n , B

(k)
n son todos disjuntos y representan

todo el intervalo [0, sn]. Ahora de�nimos el evento,

Ak = {I1 = 0}
⋂
· · ·
⋂
{In = 0}

⋂
{B1 = 1}

⋂
· · ·
⋂
{Bn = 1}.

Entonces Ak está contenido en Ak−1, luego la sucesión {Ak}∞k=M es una sucesión de-
creciente de conjuntos tal que,

{Sn = sn, . . . S1 = s1} =
∞⋂

k=M

Ak,

Sin embargo (y es por eso que construimos los eventos Ak), para cualquier k el evento
Ak es independiente del evento {N(sn+t)−N(sn) = 0} porque el incremento N(sn+t)−
N(sn) es independiente de todos los incrementos I

(k)
1 , B

(k)
1 , . . . , I

(k)
n , B

(k)
n , ya que todos

son incrementos disjuntos. Pero si el evento {N(sn + t)−N(sn) = 0} es independiente
de Ak para cada k, este es independiente de la intersección de Ak. Por lo tanto,

P (Xn+1 > t|Sn = sn, . . . , S1 = s1) = P (N(sn + t)−N(sn) = 0|Sn = sn, . . . , S1 = s1)

= P

(
N(sn + t)−N(sn) = 0

∣∣∣∣∣
∞⋂

k=M

Ak

)
= P (N(sn + t)−N(sn) = 0)
= P (N(t) = 0) = e−λt,

Así, se tiene que Xn+1 ∼ Exp(λ) y es independiente de X1, . . . , Xn y por lo tanto
queda demostrado que la sucesión de tiempos entre llegadas X1, X2, . . . son v.a.i.i.d
con distribución exponencial de parámetro λ.

�
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Nótese que, si X ∼ Exp(λ), entonces X es una v.a. sin memoria como se muestra en el
Capitulo 3. Pensando en el proceso de Poisson, la propiedad de perdida de memoria de
los tiempos entre llegadas es consistente con la propiedad de los incrementos indepen-
dientes de la distribución de Poisson. En cierto sentido, ambos implican que el número
de llegadas en intervalos no superpuestos son independientes.

Como ya tenemos la distribución de los tiempos entre llegadas, encontraremos la dis-
tribución de los tiempos de llegada. Para eso tenemos el siguiente teorema.

Teorema 4.0.4 Sea Sn el tiempo de la n-ésima llegada en un proceso de Poisson,
donde Sn = X1 + · · ·+Xn es la suma de los primeros n tiempos entre llegadas, entonces
Sn ∼ Gamma(n, λ).

Demostración Mostraremos que la suma de n v.a.i.i.d con distribución exponencial
de parámetro λ tienen una distribución Gamma de parámetros n y λ. Para n = 1, el
resultado es inmediato. Para n > 1, observemos que el tiempo de la n-ésima llegada es
menor o igual a t si y solo si el número de llegadas en el intervalo [0, t] es mayor o
igual que n, es decir, los dos eventos,

{Sn ≤ t} y {N(t) ≥ n}

son equivalentes. Sin embargo, como la probabilidad del primer evento {Sn ≤ t} da la
función de distribución acumulada de Sn, entonces calculemos la función de distribu-
ción acumulada de Sn:

FSn(t) ≡ P (Sn ≤ t) = P (N(t) ≥ n) =
∞∑
j=n

(λt)j

j!
e−λt.

Para obtener la densidad de Sn, derivamos con respecto a t, entonces,

fSn(t) = −
∞∑
j=n

λ
(λt)j

j!
e−λt +

∞∑
j=n

λ
(λt)j−1

(j − 1)!
e−λt

= λ (λt)n−1

(n−1)!
e−λt = λn

(n−1)!
tn−1e−λt.

Por lo tanto, se tiene que Sn ∼ Gamma(n, λ).
�

Por lo tanto, hemos demostrado en el Teorema 4.0.1 una caracterización de la De�ni-
ción 4.0.3. Ahora demostraremos la equivalencia entre la De�nición 4.0.1 y la De�ni-
ción 4.0.2.

Teorema 4.0.5 La De�nición 4.0.1 y la De�nición 4.0.2 son equivalentes.

Demostración Partamos de la De�nición 4.0.1. Es decir, sean X1, X2, . . . una suce-
sión de v.a.i.i.d. con parámetro λ. Para cada n, sea Sn = X1 + X2 + · · · + Xn, con
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S0 = 0, y sea N(t) = max{n : Sn ≤ t}, con N(t) ∼ Exp(λt) como se mostró anterior-
mente.

Para k ≥ 0, N(t) = k si y solo si la k-ésima llegada ocurre en el tiempo t y la llegada
(k+1) ocurre después de t. Es decir, Sk ≤ t < Sk +Xk+1. Ya que Sk es una función de
X1, . . . , Xk, Sk y Xk+1 son v.a. independientes, y su densidad conjunta es el producto
de sus densidades marginales, por tanto,

fSk,Xk+1
(s, x) = fSk(s)fXk+1

(x) =

(
λksk−1e−λs

(k − 1)!
λe−λx

)
, s, x > 0.

Para k ≤ 0,

P (N(t) = k) = P (Sk ≤ t ≤ Sk +Xk+1)
= P (Sk ≤ t,Xk+1 ≥ t− Sk)

=

∫ t

0

∫ ∞
t−s

fSk,Xk+1
(s, x)dxds

=

∫ t

0

∫ ∞
t−s

(
λksk−1e−λs

(k − 1)!

)
λe−λxdxds

= λk

(k−1!)

∫ t

0

(
sk−1e−λs

)
e−λ(t−s)ds

= e−λtλk

(k−1!)

∫ t

0

sk−1ds =
e−λt(λt)k

k!
,

por lo tanto tiene distribución de Poisson.

El hecho de que los tiempos entre llegadas de un proceso de Poisson no tengan memoria
nos indica que el patrón de llegadas desde un tiempo arbitrario en adelante se comporta
igual que el patrón de llegadas desde el momento 0 en adelante. Por tanto se deduce
que el número de llegadas en el intervalo (s, s + t] tiene la misma distribución que el
número de llegadas en (0, t], por lo que los incrementos estacionarios, como indepen-
dientes son consecuencias directas de lo anterior.

Ahora, supongamos que se tiene De�nición 4.0.2. Sea X1 el momento de la primera
llegada. Entonces X1 > t si y solo si no hay llegadas en [0, t], entonces,

P (X1 > t) = P (N(t) = 0) = e−λt, para t > 0.

Por lo tanto, X1 ∼ Exp(λ). Sea X2 el tiempo transcurrido entre la primera y la segunda
llegada. Sea s > 0 y t > 0, como los intervalos (0, s] y (s, s+ t] son disjuntos, se tiene,

P (X2 > t|X1 = s) = P (Ns+t −Ns|X1 = s)
= P (Ns+t −Ns = 0)
= P (N(t) = 0) = e−λt para t > 0.
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Luego X2 ∼ Exp(λ), y X1 y X2 son independientes. Para el caso general, considere-
mos P (Xk+1 > t|X1 = x1, X2 = x2, . . . , Xk = xk). Si la k-ésima llegada ocurre entre el
tiempo x1+· · ·+xk y Xk+1 > t, entonces no hay llegadas en el intervalo (x1+· · ·+xk+t]
y se tiene que,

P (Xk+1 > t|X1 = x1, X2 = x2, . . . , Xk = xk)

= P (Nx1+···+xk+1
−Nx1+···+xk = 0|X1 = x1, . . . , Xk = xk)

= P (Nx1+···+xk+1
−Nx1+···+xk = 0)

= P (N(t) = 0) = e−λt, para t > 0.

Se sigue que, Xk+1 es independiente de X1, . . . , Xk y Xk+1 ∼ Exp(λ), se deduce enton-
ces que X1, X2, . . . es una sucesión de v.a.i.i.d. con parámetro λ, por lo que se tiene la
De�nición 4.0.1

Por lo tanto queda demostrado que la De�nición 4.0.1 y la De�nición 4.0.2 son equi-
valentes.

�

El siguiente teorema con�rma el hecho intuitivamente natural de que al superponer va-
rios procesos de Poisson mutuamente independientes obtenemos un proceso de Poisson.
En la suma debajo del conjunto de índices puede ser �nita o in�nitamente contable.
En lo ultimo caso debemos suponer que

∑
j λj <∞.

Teorema 4.0.6 Si N1(t), N2(t), . . . son procesos independientes de Poisson con in-
tensidades λj, entonces N(t) =

∑
j Nj(t) es un proceso de Poisson con intensidad

λ =
∑

j λj.

El siguiente resultado auxiliar se utiliza para probar el teorema.

Lema 4.0.1 Si Nj(t) ∼ Pois(λj) son independientes, entonces
∑

j Nj(t) ∼ Pois(
∑

j λj).

Demostración (Teorema) Ahora demostremos el Teorema 4.0.6, para esto veri�-
quemos las tres condiciones en el Teorema 4.0.1.

(i) Como cada Nj es tal que Nj(0) = 0, entonces N(0) =
∑

j Nj(0) = 0.

(ii) Con la ayuda de Lema 4.0.1, se tiene que

N(t)−N(s) =
∑
j

(Nj(t)−Nj(s)) ∼ Pois(λ(t− s)),

donde λ =
∑

j λj.
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(iii) Si los intervalos de tiempo (s1, t1] y (s2, t2] son disjuntos, entonces Nj(s1, t1] es
localmente independiente sobre Nj(s2, t2], o dicho en símbolos,

Nj(s1, t1] Nj(s2, t2] para todo j.

Dado que los Nj son mutuamente independientes, esto permite concluir que

∑
j

Nj(s1, t1]
∑
j

Nj(s2, t2].

Por lo tanto, los enteros aleatorios N(s1, t1] y N(s1, t1] son independientes. Lo
anterior funciona de la misma manera para múltiples intervalos de tiempo dis-
juntos. Por lo tanto N tiene incrementos independientes.

Como se satisfacen las tres condiciones del Teorema 4.0.1, se tiene que N(t) =
∑

j Nj(t)
es un proceso de Poisson.

�

Por lo anterior, se concluye que las De�niciones 4.0.1, 4.0.2 y 4.0.3 son equivalentes.

El siguiente teorema demuestra una especie de convergencia. Si los eventos llegan acorde
a un proceso de Poisson y estos eventos son de diferentes tipos, entonces si el tipo de
evento es independiente del proceso de llegada, cada tipo especi�co de proceso de
llegada es un proceso de Poisson.

Teorema 4.0.7 Sea N(t) un proceso de Poisson de parámetro λ. Supongamos que
cada llegada es de tipo 1, con probabilidad p1, o de tipo 2, con probabilidad p2 = 1 −
p1, independiente de las demás llegadas. Sea Ni(t) el número de llegadas del tipo i
hasta el tiempo t. Entonces N1(t) y N2(t) son procesos de Poisson independientes con
parámetros λp1 y λp2 respectivamente.

Demostración Sea {ξk}k≥0 una sucesión de v.a. Bernoulli de parámetro p1. Entonces

N1(t) =

N(t)∑
k=1

ξk

y

N2(t) =

N(t)∑
k=1

(1− ξk) = N(t)−N1(t).

Es claro que N1(t) y N2(t) tienen incrementos independientes y estacionarios, pues
N(t) los tiene. Además, se tiene que P (Ni(t + h) − Ni(t) > 1) = o(h), puesto que
P (N(t+ h)−N(t) > 1) = o(h) y Ni(h) = s⇒ N(t) ≥ s.
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Para h pequeña se tiene que, P (N1(t+ h)−N(t) = 1) = p1λh+ o(h).

P (N1(t+ h)−N(t) = 1) = P

(
Nt+h∑
k=1

ξk −
Nt∑
k=1

ξk = 1

)

= P

(
Nt+h∑
Nt+1

ξk = 1

)
= P (N(t+ h)−N(t) = 1, ξk = 1)
= P (N(t+ h)−N(t) = 1)P (ξk = 1)
= p1(λh+ o(h))
= λp1h+ o(h).

Análogamente se tiene que P (N2(t+h)−N2(t) = 1) = λp2h+ o(h). Por lo tanto N1(t)
y N2(t) son procesos de Poisson con parámetros λp1 Y λp2.

Veamos ahora que son independientes. Sea t ≥ 0 y s1, s2 ∈ R.

P (N1 ≤ s1, N2(t) ≤ s2) =

s1∑
k1=0

P (N1(t) = k1, N2(t) ≤ s2)

=

s1∑
k1=0

s2∑
k2=0

P (N1(t) = k1, N2(t) = k2),

dado que N1 +N2(t) = N(t),

P (N1(t) = k1, N2(t) = k2) = P (N1(t) = k1, N2(t) = k2|N(t) = k1+k2)P (N(t) = k1+k2)

y

P (N1(t) = k1, N2(t) = k2|N(t) = k1 + k2) =

(
k1 + k2

k1

)
pk1

1 p
k2
2 ,

entonces,
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P (N1 ≤ s1, N2(t) ≤ s2) =

s1∑
k1=0

s2∑
k2=0

(
k1 + k2

k1

)
pk1

1 p
k2
2

e−λt

(k1 + k2)!

=

s1∑
k1=0

s2∑
k2=0

1

k1!k2!
pk1

1 (λt)k1pk2
2 (λt)k2e−λ(p1+p2)t

=

s1∑
k1=0

s2∑
k2=0

(λp1t)
k1
e−λp1t

k1!
(λp2t)

k2
e−λp2t

k2!

=

s1∑
k1=0

s2∑
k2=0

P (N1 = k1)P (N2(t) = k2)

=

(
s1∑

k1=0

P (N1 = k1)

)(
s2∑

k2=0

P (N2(t) = k2)

)
= P (N1 ≤ s1)P (N2(t) ≤ s2).

Por lo tanto N1(t) y N2(t) son procesos de Poisson independientes con parámetros λp1

y λp2.
�

De�nición 4.0.5 Sea Λ una v.a. positiva con distribución G y sea N(t) sea un proceso
de conteo tal que, dado Λ = λ, N(t) es un proceso de Poisson con parámetro λ. Así,

P (N(t+ s)−N(s) = n) =

∫ ∞
0

e−λt
(λt)n

n!
dG(λ).

El proceso N(t) se llama un proceso de Poisson condicional, condicionado al evento de
que Λ = λ, este es un proceso de Poisson con parámetro λ. Cabe resaltar que N(t) no
es un proceso de Poisson.

Calculemos la distribución condicional de Λ dado que N(t) = n. Para dλ pequeño,

P (Λ ∈ (λ, λ+ dλ)|N(t) = n) =
P (N(t) = n|Λ ∈ (λ, λ+ dλ))P (Λ ∈ (λ, λ+ dλ))

P (N(t) = n)

=
e−λt (λt)n

n!
dG(λ)∫ ∞

0

e−λt
(λt)n

n!
dG(λ)

,

se sigue entonces que la distribución condicional de Λ, dado que N(t) = n, está dada
por

P (Λ ≤ x|N(t) = n) =

∫ x

0

e−λt
(λt)n

n!
dG(λ)∫ ∞

0

e−λt
(λt)n

n!
dG(λ)

.
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De�nición 4.0.6 Un proceso estocástico {W (t), t ≥ 0} es un proceso compuesto de
Poisson si se puede representar, para t ≥ 0, por

W (t) =

N(t)∑
i=1

Xi,

donde N(t) es un proceso de Poisson y X1, X2, . . . es una familia de v.a.i.i.d. que es
independiente del proceso N(t). Por lo tanto, si {W (t), t ≥ 0} es un proceso com-
puesto de Poisson, entonces W (t) es una variable aleatoria compuesta de Poisson con
parámetro λ y distribución F .

La función generadora de momentos de W se obtiene condicionando sobre N(t), de lo
anterior tenemos,

E
[
etW
]

=
∞∑
n=o

E
[
etW |N(t) = n

]
P (N(t) = n)

=
∞∑
n=o

E
[
et(X1+···+Xn)|N(t) = n

] e−λt(λt)n
n!

=
∞∑
n=o

E
[
et(X1+···+Xn)

] e−λt(λt)n
n!

=
∞∑
n=o

E
[
etX1

]n e−λt(λt)n
n!

,

donde las igualdades anteriores se desprenden de la independencia de los {X1, X2, . . . }
y N , por lo tanto la función generadora de momentos de Xi está dada por,

mX(t) = E
[
etXi

]
,

se sigue que

E
[
etW
]

=
∞∑
n=o

[mX(t)]n
e−λt(λt)n

n!

= eλt(mX(t)−1).

La diferenciación produce que

E[W ] = λE[X]
Var(W ) = λE[X2],

donde X tiene distribución F .

Cuando F es una función de distribución de probabilidad discreta, se puede ver a W
como una combinación lineal de v.a.i de Poisson. Supongamos que Xi son variables
aleatorias discretas de tal manera que,
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P (Xi = j) = pj, j = 1, . . . , k,
k∑
j=1

pj = 1.

Si Ni, denota el número de los Xi's que son iguales a j, j = 1, . . . , k, se puede expresar
a W como,

W =
∑
j

jNi

donde los Ni son v.a.i de Poisson con parámetros λpi, j = 1, . . . , k luego la media y la
varianza de W están dadas por,

E[W ] =
∑
j

jE[Nj] =
∑
j

jλpj = λE[X]

Var(W ) =
∑
j

j2Var(Nj) =
∑
j

j2λpj = λE[X2].
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Capítulo 5

Algunas Aplicaciones del Proceso de
Poisson

El proceso de Poisson es usado para modelar una gran cantidad de fenómenos aleato-
rios y los puntos de tiempo en los que esos ocurren en un intervalo de tiempo dado.
También podemos observar como algunas importantes distribuciones surgen del pro-
ceso de Poisson, tales como la distribución de Poisson, la distribuci« exponencial y el
distribución gamma, y como todas estas nos permiten construir otros procesos aleato-
rios más so�sticados.

Por tanto podemos concluir que la principal ventaja práctica del proceso de Poisson
sobre otros modelos de proceso de conteo, es el hecho de que muchas de sus propie-
dades son explícitamente conocidas, ya que, en general es difícil o imposible obtener
explícitamente la distribución de N(t) para cualquier t si N(t) fuera un proceso de
conteo que no sea un proceso de Poisson. La propiedad de pérdida de memoria de los
tiempos exponenciales entre llegadas, también es extremadamente conveniente al hacer
cálculos que involucran el proceso de Poisson.

Algunos de los ejemplos carácteristicos en los que podemos observar las ventajas prác-
ticas de usar el proceso de Poisson para modelar los problemas (los cuales pueden verse
con mayor profundidad en [6]), serán listados a continuación.

5.1. Desintegración radioactiva

Para entrar en contexto, la desintegración radioactiva es una propiedad de varios ele-
mentos naturales, así como de isótopos de elementos producidos arti�cialmente. La
velocidad a la que se desintegra un elemento radiactivo se expresa en términos de su
vida media; es decir, el tiempo requerido para que la mitad de cualquier cantidad dada
del isótopo decaiga, dicha vida media puede variar desde una fracción de segundo hasta
miles de millones de años.
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El Cesio-137 (137Cs) es un isótopo radiactivo de Cesio (Cs) que se forma por la �sión
nuclear del Uranio-235 (235U) y otros isótopos �sionables en reactores nucleares y armas
nucleares. Tiene una vida media de 27 años (se necesita este tiempo para que la mitad
de los núcleos radiactivos se desintegren). La probabilidad de supervivencia para un
núcleo está dada por pt = e−λt y la tasa de desintegración λ se estima a partir del
tiempo de vida media de la siguiente forma:

1

2
= e−27λ → λ =

ln2

27
yr−1 = 8, 2x10−10s−1

Sin embargo, consideremos una pequeña muestra de 1µg de 137Cs→ N ≈ 1015 núcleos.
Entonces, la tasa media de desintegración es Nλ ≈ 8, 2x105 desintegraciones/s.

En consecuencia, cuál es la probabilidad de tener n de N eventos con núcleos en des-
composición?

Considere N núcleos radiactivos en un momento t = 0, tal que P (n, 0) = δn,N .
Inicialmente, todos los N núcleos sobrevivieron a la desintegración: P (N, 0) = 1 y
P (N − 1, 0) = P (N − 2, 0) = · · · = P (0, 0) = 0. Sin embargo, a medida que pasa el
tiempo, tenemos una probabilidad distinta de cero de que solo una fracción del número
total sobreviviera al decadencia en un momento dado. Esa fracción se hace cada vez
más pequeña y, �nalmente, después de un tiempo su�cientemente largo, esperamos que
nadie sobreviva a la descomposición P (0, t→∞) = 1.

En un momento t entre estos dos extremos, se espera que haya una probabilidad �nita
P (n, t) de que n de N núcleos sobrevivan a la desintegración. Queremos observar cómo
esta probabilidad depende de la probabilidad en el momento anterior,

P (n, t+ ∆t) = P (n, t) + (n+ 1)q∆tp
n
∆tP (n+ 1, t)− nqn−1

∆t P (n, t),

Expandiendo Taylor alrededor de t:

∂P (n, t)

∂t
=

(1− eλ∆t)e−nλ∆t

∆t
(n+ 1)P (n+ 1, t)− (1− eλ∆t)e−(n−1)λ∆t

∆t
nP (n, t),

tomando el límite de ∆t→ 1,

∂P (n, t)

∂t
= λ(n+ 1)P (n+ 1, t)− λnP (n, t), n = 1, 2, dots,N,

donde q∆t
∆t

= 1−eλ∆t

∆t
→ λ es una tasa de descomposición �ja.

Usando el método de la función generadora tenemos:

G(s, t) =
N∑
n=0

snP (n, t), s < 1.
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Aplicando en conjunto con la ecuación anterior, se tiene:

∂G(s, t)

∂t
= λ

N∑
n=0

sn[(n+ 1)P (n+ 1, t)− nP (n, t)]

∂G

∂s
=

N∑
n=0

sn−1nP (n, t) =
N∑
n=1

sn−1nP (n, t) =
N∑
n=0

sn(n+ 1)P (n+ 1, t)

∂G(s, t)

∂t
= λ

(
∂G

∂s
− s∂G

∂s

)
,

∂G(s, t)

∂t
= λ(1− s)∂G

∂s
, G(s, t) =

N∑
n=0

snP (n, t), s < 1,

Sustituimos x = ln(1− s),

∂G(s, t)

∂t
+
∂G

∂x
= 0→ G(s, t) = g(x− λt),

donde g(x− λt) es una función arbitraria determinada a partir de la condición inicial
para Pn(0) = δn,N → G(s, 0) = sN , por lo tanto g(x) = sN = (1 − ex)N y en general
g(x− λt) = (1− ex−λt)N .

Luego,

G(s, t) = (1− ex−λt)N = [1− (1− s)e−λt]N =
N∑
n=0

sn
N !

n!(N − n)!
e−nλt(1− e−λt)N−n,

obteniendo así, que la probabilidad de tener n núcleos sobrevivientes en el momento t
esta dada por:

P (n, t) =
N !

n!(N − n)!
pnt (1− pt)N−n, pt = e−λt,

lo cual indica que tiene distribución binomial y en el límite N →∞, y pt → 0 tenemos
que la probabilidad de tener n núcleos sobrevivientes tienen una distribución de Poisson
con µt = Npt.

5.2. Clientes que compran un producto

Supongamos que los clientes llegan al parque de diversiones River View Park de acuerdo
con un proceso de Poisson de parámetro λ; cada cliente debe pagar $2,500 pesos para
ingresar el parque. Si el valor del precio de admisión se descuenta en el tiempo t = 0
según una distribución exponencial con tasa β, podemos determinar el valor total
esperado del dinero recogido, al cual denotaremos por M . Si S1, S2, . . . son los tiempos
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de llegada, y N(t) es el número de personas admitidas hasta el tiempo t, el valor

esperado del dinero recaudado hasta el tiempo t está dado por M = E

N(t)∑
k=1

e−βSk

 .
Para determinar este valor esperado, utilizamos la ley de la esperanza total:

M =
∞∑
n=1

E

N(t)∑
k=1

e−βSk |N(t) = n

P (N(t) = n).

Recordemos que si U1, U2, . . . son v.a.i.i.d en el intervalo (0, t], entonces la distribución
condicional dada por N(t) = n de S1, S2, . . . , Sn es la misma que el de los estadísticos

de orden U1, U2, . . . , entonces, dado que
n∑
k=1

e−βUk =
n∑
k=1

e−βU(k) , tenemosN(t)∑
k=1

e−βSk |N(t) = n

 = E

[
n∑
k=1

e−βU(k)

]

= E

[
n∑
k=1

e−βUk

]
= nE[e−βU1 ]

= n
t

∫ t

0

e−βudu

= n
βt

[1− e−βt].

Por lo tanto,

M =
∞∑
n=1

n

βt
[1− e−βt]P (N(t) = n) = 1−e−βt

βt

∞∑
n=0

nP (N(t) = n)

= 1−e−βt
βt

E[N(t)]

= λ(1−e−βt)
β

.

5.3. El problema de la colección de cupones

Consideremos el problema del coleccionista de cupones presentando en [7], de los cuales
hay n tipos diferentes, numerados de 1 a n. Supóngase que los cupones se consiguen de
uno a uno en una sucesión de v.a.i.i.d., cada una tomando el valor j con probabilidad
pj ∈ (0, 1);

∑n
i=1 pj = 1. Sea N el número mínimo de cupones necesario para conse-

guir la colección completa. El problema consiste en determinar: (i) la probabilidad de
completar la colección cuando se consigue el k-ésimo cupón (n ≤ k) : P (N = k), y, (ii)
el número esperado de cupones que se necesitan para conseguir la colección completa:
E[N ].
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Una solución se puede plantear usando la distribución multinomial, como se explica
en lo que sigue. Supóngase que hay n posibles resultados de un experimento aleatorio:
C1, C2, . . . , Cn y que pj = P (Cj); j = 1, 2, dots, n,

∑n
j=1 pj = 1. Supongase que, de

manera independiente, se repite el experimento aleatorio k veces: k = 1, 2, dots. Sea
ahora Xj el número de veces que ocurre el resultado Cj en las k repeticiones; j =
1, 2, . . . , n;

∑n
j=1 xj = k. Entonces la v.a X = (X1, X2, . . . , Xn) tiene distribución

multinomial de parámetros k, p1, p2, . . . , pj; es decir:

pX(X) = P [X1 = x1, X2 = x2, . . . , Xn = xn] =

(
k

x1x2 . . . xn

)
px1

1 p
x2
2 · · · pxnn ,

donde xj ∈ 0, 1, . . . , n; j = 1, 2, . . . , n y
∑n

j=1 k.

En lo que sigue, Sj es el conjunto de los
(
n
j

)
subconjuntos de tamaño j de 1, 2, . . . , n.

Para cada subconjunto C de 1, 2, . . . , n, sea

pc =
∑
j∈C

Pj y qc := 1− pc.

Teorema 5.3.1 Con las notaciones precedentes:

1. P (N > k) =
n∑
j=1

(−1)j+1
∑
c∈sj

qkc ; k = 0, 1, . . . .

2. P (N = k) =
n∑
j=1

(−1)j+1
∑
c∈sj

qk−1
c pc ; k = 0, 1, . . . .

3. mN(t) := E[etN ] =
n∑
j=1

(−1)j+1
∑
c∈sj

pce
t

1− qcet
, t < h, donde

h = mín{−ln(qc), qc 6= 0}.

4. E(N) =
n∑
j=1

(−1)j+1
∑
c∈sj

1

pc
.

Demostración

1. Si el número de cupones necesarios para completar la colección es mayor que k
(k ≤ 1), es porque entre los primeros k cupones coleccionados falta alguno de la
colección. En el contexto de la distribución multinomial, esto se escribe así:

P (N > k) = P

(
n⋃
j=1

{Xj = 0}

)
.

Ahora, usando la fórmula de inclusión-exclusión:
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P

(
n⋃
j=1

{Xj = 0}

)
=

∑
{i}∈S1

P ({Xi = 0})−
∑
{i,j}∈S2

P ({Xi = 0} ∩ {Xj = 0})

+ · · ·+ (−1)n+1P

(
n⋂
j=1

{Xj = 0}

)
=

∑
{i}∈S1

P ({Xi = 0})−
∑
{i,j}∈S2

P ({Xi = 0} ∩ {Xj = 0})

+ · · ·+ (−1)n+1P

(
n⋂
j=1

{Xj = 0}

)
.

Ahora, para c = {i1, i2, . . . , ij} ∈ Sj:

P (Xi1 = 0, Xi2 = 0, . . . , Xij = 0) =
∑(

k

x1x2 . . . xn

)
px1

1 p
x2
2 · · · pxnn ,

donde la suma se hace sobre los xi ∈ {0, 1, . . . , n} tal que xi1 = xi2 = · · · = xij = 0
y
∑n

j=1 xj = k. El resultado de esta suma es, por el teorema multinomial qkc . Es
decir:

P (Xi1 = 0, Xi2 = 0, . . . , Xij = 0) = qkc

Esto termina la demostración de 1, cuando k = 1, 2, . . . .

En particular, del contexto del problema:

1 = P (N > 1) = P (N > 2) = · · · = P (N > n− 1).

También 1 = P (N > 0), y de la identidad

1−
n∏
j=1

(1− xj) =
n∑
j=1

(−1)j+1
∑
C∈Sj

xc ; x1, x2, . . . , xn ∈ R,

donde xc = xi1 , xi2 , . . . , xij cuando c = {i1, i2, . . . , ij} ⊆ {1, 2, . . . , n}, se tiene

1 =
n∑
j=1

(−1)j+1
∑
C∈Sj

q0
c .

59



2. Para demostrar este numeral, basta escribir

P (N = k) = P (N > k − 1)− P (N > k) ; k = 1, 2, . . .

=
n∑
j=1

(−1)j+1
∑
C∈Sj

qk−1
c − qkc

=
n∑
j=1

(−1)j+1
∑
C∈Sj

qk−1
c pc.

3.

mN(t) = E[etN ] =
∞∑
k=1

etkP (N = k)

=
∞∑
k=1

etk

 n∑
j=1

(−1)j+1
∑
C∈Sj

qk−1
c pc


=

n∑
j=1

(−1)j+1
∑
C∈Sj

∞∑
k=1

qk−1
c pce

tk

=
n∑
j=1

(−1)j+1
∑
C∈Sj

pce
t

1− qcet
; t < h.

4.

mN ′(t) =
n∑
j=1

(−1)j+1
∑
C∈Sj

[
pce

t

(1− qcet)
+

pcqce
2t

(1− qcet)2

]
mN ′(0) = E[N ] =

n∑
j=1

(−1)j+1 1

pc
.

Nota. Otra vez usaremos la identidad

1−
n∏
j=1

(1− xj) =
n∑
j=1

(−1)j+1
∑
C∈Sj

xc ; x1, x2, . . . , xn ∈ R,

donde xc = xi1 , xi2 , . . . , xij cuando c = {i1, i2, . . . , ij} ⊆ {1, 2, . . . , n} y usando el
hecho de que

∫ ∞
0

e−pcxdx =
1

pc
,

podemos escribir
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E[N ] =
n∑
j=1

(−1)j+1
∑
C∈Sj

1

pc

=
n∑
j=1

(−1)j+1
∑
C∈Sj

(∫ ∞
0

e−pcxdx

)

=

∫ ∞
0

 n∑
j=1

(−1)j+1
∑
C∈Sj

e−pcx

 dx

=

∫ ∞
0

[
1−

n∏
j=1

(1− e−pix)

]
dx,

esto es,

E[N ] =

∫ ∞
0

[
1−

n∏
j=1

(1− e−pix)

]
dx.

Esta última igualdad se relaciona con el proceso de Poisson como se explica en
lo que sigue.

Supongamos que los cupones llegan de acuerdo con un proceso de Poisson de
parámetro 1. Cabe aclarar que el evento del proceso de Poisson es de tipo j si el
cupón es de tipo j. Ahora de�nimos una familia de procesos independientes de
Poisson {Nj(t) : t ≥ 0}1≤j≤m, donde el parámetro del j-ésimo proceso es pj. Sea
Sj el momento de la primera llegada del j-ésimo cupón, es decir, Sj es el valor
más pequeño tal que Nj(Sj) = 1. El tiempo de interés es S = máx{Sj} porque ese
es el momento en que todos los tipos de cupones m habrán sido recogidos. Por el
Teorema 4.0.3, Sj tiene función de densidad de probabilidad fSj(t) = pje

−pjt, y
cada Sj es independiente. Calculemos la función de distribución de S:

P (S ≤ t) = P (máx{Sj} ≤ t) = P (Sj ≤ t, ∀t ≤ m)

=
m∏
j

P (Sj ≤ t)

=
m∏
j

(1− P (Sj > t))

=
m∏
j

(1− e−pjt).

Para una variable aleatoria no negativa Y se tiene, E[Y ] =
∫∞

0
(1 − FY (y))dy,

entonces, E[S] =
∫∞

0
(1−FS(t))dt =

∫∞
0

(1−
∏m

j=1(1−e−pjt))dt. Hemos calculado
el tiempo esperado hasta que se haya recolectado todos los tipos de cupones, mas
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no el número esperado de cupones que necesitaríamos recolectar, para esto hare-
mos lo siguiente. Sea Ii el i-ésimo tiempo entre llegada de cupones. Dado que,∑M

i=1 Ii = S, entonces E[
∑M

i=1 Ii] = E[S], pero como los Ii son independientes
y exponenciales con parámetro λ = 1 y también son independientes de M , tene-
mos que E[

∑M
i=1 Ii] = E[M ]E[Ii] = E[M ] · 1 = E[M ]. Por lo tanto, el valor que

calculamos para E[S] también es el valor de E[M ].
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