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Resumen

El proceso de Poisson, es un proceso de conteo estocéstico que surge naturalmente en
diversas situaciones cotidianas. El presente trabajo abarca diferentes definiciones del
proceso de Poisson y discute varias de sus propiedades. Para ello, se estructuraron los
temas de la siguiente manera;:

En el Capitulo 1, de los preliminares, se dan a conocer todas las herramientas probabi-
listicas implementadas para su desarrollo. El Capitulo 2, introduce todo lo pertinente
a la distribucion de Poisson (definiciones, propiedades, etc.), haciendo énfasis en las
relaciones que tiene con las distribuciones Binomial y Multinomial. A partir del Capi-
tulo 3, se explica qué es la distribucion Exponencial, su caracterizacion por medio de
la propiedad de falta de memoria y, se deducen las distribuciones de varias variables
aleatorias relacionadas con sumas finitas de variables aleatorias independientes e idén-
ticamente distribuidas con distribucion Exponencial.

El contenido central se encuentra en el Capitulo 4, se desarrolla con detalle la construc-
ciéon del proceso de Poisson dando algunas definiciones y mostrando las equivalencias
entre estas. Ademas, se observan las propiedades y las relaciones a distribuciones de
probabilidad bien conocidas y se menciona brevemente el proceso compuesto de Pois-
son. Por tltimo, en el Capitulo 5, se evidencian algunas aplicaciones de procesos de
Poisson que nos muestran la gran versatilidad del mismo.
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Introduccion

En la presente investigacion se pretende realizar una recopilacién de varios aspectos
del proceso de Poisson, partiendo de varias definiciones que se tienen de este. Las de-
finiociones que se desarrollaran son las siguientes:

(1.) Un proceso estocastico de tiempo continuo {N; : £ > 0} es un proceso de Poisson
con parametro A > 0, si y solo si,

(i) N(0) = 0.
(ii) N(t+s) — N(s) ~ Pois(At).

(iii) N(t) tiene incrementos independientes.

(2.) Se dice que un proceso estocastico {N(t) : ¢ > 0} es un proceso de conteo si
representa el nimero de eventos ocurridos hasta el tiempo ¢, es decir, satisface:

(i) N(0) > 0.
(ii) Sis < t, entonces N(s) < N(t).

(iii) Para s < t, N(s) — N(t¢) es igual al namero de eventos que ocurrieron en el
intervalo (s,1].

(3.) Una coleccion de variables aleatorias {N(t) : ¢ > 0} es un Proceso de Poisson de
parametro A > 0 si:

(i) N(0)=0.
(ii) N(t) tiene incrementos estacionarios e incrementos independientes.

(iii) Para h pequena:



Se demostrara la equivalencia entre todas ellas, con el fin de realizar una construcciéon

de manera concreta del proceso mismo. Para esto seguiremos los conceptos dado por
6, 7, 8, 10].

Este proceso de investigacion se dividira en cinco temas, entendiendo que el prime-
ro de ellos representa los preliminares que se encuentran en el Capitulo 1. En estos
preliminares vamos a dar todas las herramientas base que representan los conceptos
fundamentales y el lenguaje que se usara a lo largo del desarrollo para llegar a la cons-
truccion del proceso de Poisson, aqui se definiran conceptos como espacios de medida,
variables aleatorias, esperanza, vectores aleatorios y distribuciones de probabilidad, si-
guiendo como guia a |2, 5, 7, §].

En las siguientes partes del proyecto mostraremos dos de las distribuciones que actian
de manera més directa con el proceso de Poisson. Asi, en el Capitulo 2 haremos énfasis
en la distribuciion de Poisson, en este se da una caracterizaciéon de la distribucién por
medio de la funcién generadora de momentos, ademas, se muestra la convergencia que
tiene con la distribucién binomial y multinomial, y se calcula la distribucién que tiene
la suma de variables aleatorias independientes con distribucion de Poisson, para todo
esto seguiremos como guia a [2, 9].

En el Capitulo 3 comenzaremos dando una caracterizacion de la distribucion exponen-
cial mediante la aplicaciéon de una de las propiedades mas importantes de la distribu-
cion y una herramienta indispensable para las demostraciones del proceso de Poisson,
la propiedad de falta de memoria. Hablaremos de la funcién generadora de momentos
y se demostraran propiedades importantes, tales como, la distribucién del minimo de
variables aleatorias idénticamente distribuidas y la suma de variables aleatorias idénti-
camente distribuidas con distribucion exponencial, ademés se mostrara la relacion de

esta distribuciéon con la distribuciéon de Erlang, en este capitulo se tiene como guia a
2, 9].

El proceso de Poisson puede definirse de tres maneras distintas, como se mencion6
inicialmente, cada una tiene un punto de partida distinto, siendo la primera de ellas
partiendo de los incrementos estacionarios e incrementos independientes, la otra se
centra en los intervalos de tiempo no sobrepuestos y las longitudes de estos intervalos
y por ultimo es la definicion a través de los tiempos entre llegadas. A pesar de parecer
que dichas definiciones son distintas entre si, en el Capilo 4 se desarrolla en su totalidad
uno de los objetivos, que es demostrar la equivalencia entre cada una de ellas, ademas,
a partir de ensayos independientes de Bernoulli realizamos una construccién del pro-
ceso de Poisson, logrando asi culminar el objetivo principal del trabajo. Por tltimo se
define a grosso modo, el proceso compuesto de Poisson mediante el uso de la funcion
generadora de momentos.



Para culminar con el trabajo, la ultima parte compuesta del Capitulo 5, se desarrollan
varias aplicaciones en las que se puede emplear el proceso de Poisson, entre estas
miramos de cerca uno de los problemas més conocidos en probabilidad, el problema
de la coleccién de cupones, aqui mostraremos una soluciéon al problema empleando la
relacién que tiene la distribuciéon multinomial con el proceso de Poisson.



Capitulo 1

Preliminares

El propdsito de esta seccién es suministrar un breve contexto acerca de los principales
temas en la probabilidad clasica: Espacios de probabilidad, Variables aleatorias, Fun-
ciones de distribucién, entre otros.

El siguiente apartado lo desarrollaremos sin mayores pruebas y seguiremos [2, 5, 7, 8, 9]
como referencia para esta seccion.

1.1. Espacios de probabilidad.

Definicién 1.1.1 Sea ) un conjunto no vacio llamado espacio muestral. Sea F una
conleccion de conjuntos de ). F se dice una o-dlgebra de conjuntos sobre ), ¢ un
o-dlgebra sobre €, si y solo st Q € F y F es cerrado bajo complementos y uniones
numerables, es decir:

(01) Qed.
(02) Si A € F entonces A° € J.
(03) Si A, € F, n € Nentonces US® A, € F,

Sea C' una coleccion no vacia de subconjuntos de 2, tal que C' C P(£2), entonces existe
una unica o-algebra, denotada por o(C), llamada la o-algebra generada por C, que
verifica:

(04,) 0(C) es o-algebra.
(05,) € Ca(C).
(04) Si A es una o-algebra y C' C A, entonces o(C) C A.

Ademas, se tiene que o(C) es la o-dlgebra méas pequefia que contiene a C, explicita-
mente es 0(C) = ({a : a es o-algebra sobre Q y o C C}.



Definicién 1.1.2 Sea (2, F) un espacio medible. Una funcion p : F — [0, 00] se llama
una medida en (2, F) si satisface que:

(1) u(@) =0

(n2) Para {A,}nen una familia disjunta y contable de conjuntos de F, es decir,
AN A; =0 para i # j, se satisface

1 (L{rj An) = Ay,

neN neN

Un espacio de medida es una tripla (Q,F, 1) donde € es un conjunto, F es una o-
algebra de subconjuntos de €2, v p es una medida definida en F. p es una medida de
probabilidad, la cual denotaremos por P, si P satisface:

(P) 0<P(A) <1, A€

(P2) P() =1.

(Py) P (Lﬂ An> = P(A,), donde {A;}ien C F tal que A; N A; = 0, para i # j.
n=1 n=1

La tripla (2, F, P) se llama espacio de probabilidad.

Ejemplo 1.1.1 El ejemplo clasico de un espacio de probabilidad es:

(Q,5,P)=([0,1],B([0,1],\)

donde B([0,1]) es la o-dlgebra de los conjuntos de Borel de [0,1] y A es la medida de
Lebesgue.

Asi pues, llamaremos espacio medible a la dupla (2, F) donde Q2 es un conjunto no vacio
y F es una o-algebra de subconjuntos de ). Los elementos de J se llaman conjuntos
medibles.

Sea un espacio de probabilidad (2, F, P). Se dice que dos o-algebras A;, Ay C F, son
independientes si y so6lo si para todo A; € A;, y para todo Ay € Ay se tiene que
P(A1NAs) = P(Ay) - P(As), adicionalmente se tiene que A, B € F son independientes
si y solo si 0(A) y o(B) son independientes, donde o(A) y o(B) son las o-algebras
generadas por A y B respectivamente.



1.2. Variables aleatorias y sus distribuciones.

Una forma que se tiene para trasladar la informacion de un espacio a otro es mediante
el uso de una aplicaciéon. En nuestro caso, dicha aplicacién habra de trasladar el con-
cepto de evento, lo que exige una minima infraestructura en el espacio receptor de la
informacion semejante a la o-algebra que contiene a los eventos. Para tratar el caso
unidimensional, una sola caracteristica numérica del espacio imagen R sera asociada a
los puntos del espacio muestral. Dado que en R, los intervalos son el lugar habitual de
trabajo, se exige a la infraestructura que los contenga, y puesto que en R la o-algebra
de Borel, B(R), es la menor de las o-algebras que contienen a los intervalos, esta per-
mite convertir a R en espacio probabilizable (R, B(R)).

Definicion 1.2.1 Sea (2,F) y (8, A) espacios medibles. Sea f: Q — S una funcion
que satisface f~1(A) € F para cada A € A. Entonces, se dice que [ es F/A—medible.

Definicion 1.2.2 Sea (2, F, P) un espacio de probabilidad y (R, B(R)) el espacio me-
dible de los reales con la o-dlgebra de Borel. Una funcion X: Q) — R es una variable
aleatoria, que denotaremos v.a., si X es una funcion F/B(R)-medible.

Teorema 1.2.1 Sea un espacio de probabilidad (Q,F, P). Dadas dos v.a. X e Y y
k € R, se tiene que X+Y, XY y kX, son v.a. con las operaciones usuales de funciones.

Un ejemplo sencillo de v.a. es la funcion la indicatriz X (w) = [4(w) de un conjunto
arbitrario A € J definida de la siguiente manera:

1l weAd

1A(W) = {O w ﬁé A
Una v.a. X que tiene representacion
X(w) = ZmnIAn(w), r, € R
n=1

donde W2 A, = Q, {A;}ien C F se llama discreta. Si la suma anterior es finita, la v.a.
se llama simple.

La distribucién de probabilidad de una v.a. X : Q2 — R es la medida de probabilidad
Px : F — [0, 1] definida por:

Px(B):=P(X"'(B)), BEeGY.
Dado un espacio de probabilidad (2, F, P), la funcion F : R — [0, 1] definida por,

F(z) == P((=00,2]),

se llama funciéon de distribucion asociada a P, la cual satisface:

3



=

F(z) <1, para todo x € R.

Fy) Para todo a,b € R, si a < b entonces F(a) < F(b).

(F1) 0
(F2)
(F3) Para todo a € R, F(at) = F(a), F(a™) = lim,_.+ F(z).
(F4)

F(4+00) =1, F(—00) = 0,donde F(+00) = lim, o F(x), F(—00) = lim,,_ F(z).

Reciprocamente, asociada a tal funcién hay una tnica medida de probabilidad P : & —
0, 1], tal que para todo a,b € R con a < b se tiene:

Pla< X <b)=F(b) — F(a).

Debido a la anterior correspondencia entre medidas de probabilidad y funciones de
distribucion (ver Teorema 1 pag. 152 [9]), podemos observar varios tipos de medida
de probabilidad con base en cada funciéon de distribucén, asi pues, se clasifican en:
medidas discretas, absolutamente continuas y singulares. Las medidas discretas, son
medidas P a las que corresponden funciones de distribucién F' escalonadas con saltos
en los conjuntos contables de puntos x1, x5, ... . La medida en los casos discretos esta
concentrada en los puntos x1,zs, ... y satisface:

pi = Px(z;) = P(X = ;) = AF(x;) = F(x;) — F(z-1) > 0, Zpi =1,

donde p; la llamamos funcion de masa, el conjunto de nameros {p1, ps, ...} es llamado
distribucion de probabilidades discreta y la funcién de distribuciéon es llamada discre-
ta. Ejemplos caracteristicos de este tipo de medidas son: Uniforme discreta, Binomial,
Poisson, Geometrica y Binomial Negativa.

Las medidas absolutamente continuas, son medidas a las que corresponden funciones

de distribucion de la forma,
= / f@t)dt

donde f(z) es una funcién no negativa, tal que, [°° f(¢)dt = 1, denominada funcién
de densidad de la funcién de distribucion F'(x). Algunos ejemplos de este tipo son: las
distribuciones Uniforme, Normal, Gamma, Beta, Exponencial y Cauchy (mencionadas
en [4]). Por altimo, las medidas singulares P son aquellas donde su funcion de distribu-
cién F' es continua, mas no es posible generar una expresion en forma de una integral.
La escalera de Cantor es el ejemplo méas comun de este tipo (en [9], pag. 157).

Para una v.a discreta la funciéon de distribucién esta dada por:

:ZP(X:

r;<x

4



en donde la suma se realiza sobre aquellos valores de ¢ donde se tiene que z; < x.

Una funcién asociada a una v.a discreta o a su respectiva distribucion, se llamara
funcion de masa de probabilidad, denotada por f,, si se tiene que:

JP(X =), siz=u
P 0 , six# x;, para todo i=1,2,....

Como un resultado inmediato, tenemos lo siguiente:

(1) 0< f(x) < L.

o0

(2) > fla)=1.

=1

Es importante tener en cuenta que la clasificacion de las v.a. en discretas y continuas,
no implica que toda distribucién de probabilidad encaje en esta categorizacion.

Si f es la funcién de densidad de una v.a. absolutamente continua X y F' es su funcién
de distribucién,

) = [ s
entonces:
(1) f(x) > 0 para todo z € R.
(1) F es continua.
(3) P(X =a) =0 para todo a € R.

(4) F'(a) = f(a), si f es continua en a € R.
b
(5) Pla <X <b) :/ f(z)dz.

algunos ejemplos de las distribuciones de probabilidad mas conocidos se encuentran
resumidos en la siguiente tabla:



Distribuciéon Notaciéon Funciéon de densidad  Funciéon de distribucion

[z]

Binomial B(n, p) (’;) Fl—prt Y (Z) 1= )k

k=0 :
: : Ny - )Jf A
Poisson Pois(\) Pk k'
1
Uniforme discreta  U(xy,...,z,) - -~ Z L (—oowi (24)
1 _
Uniforme continua Ul(a,b) r—a
b—a b—a
Exponencial Exp(\) e 1 e N
1 2 2
Normal N(u,o? = e (@=p?)/20 (e—n?)/20% 3y
(1, 0%) AQW - —271'
Gamma Gamma(a, 5) mxo‘_le_)‘m /0 Ta) ta 1,=M gy

Tabla 1.1. Distribuciones de probabilidad

Definicion 1.2.3 Sea X una v.a. sobre un espacio de probabilidades (0, F, P) y sea g

una funcion de variable real x. Entonces, Y = g(X) es una nueva funcion real definida
sobre Q) tal que,

Y(w) = g(X(w)).
Se impone sobre Y la siguiente condicion para que satisfaga que Y sea v.a:

{weN:Y(w) <y}ed.

Teorema 1.2.2 Sea X una v.a. discreta y Y una v.a. definida por, Y = g(X). En-
tonces la funcion de distribucion de Y wviene dada por:

= > PIX
9(z)<y

Teorema 1.2.3 Sea X una v.a. absolutamente continua con funcion de densidad fx
y sea Y una v.a. definida por’Y = g(X). Entonces la funcion de distribucion de Y esta

dada por:
:/fx(x)dx
D

donde D es el subconjunto de la recta real definido por g(x) < y.



Teorema 1.2.4 Sea X una v.a. absolutamente continua con funcion de densidad fx
continua. Sea g : R — R una funcion mondtona y derivable, entonces Y = g(X) es
una v.a. absolutamente continua con funcion de densidad:

1
fr(y) = fx(z) - 7@

para todo y € R, donde y = g(x). Ademds, si g es creciente, la funcidn de distribucion
de Y es:

Fy(y) = Fx(x).

St g es decreciente, entonces la funcion de distribucion de Y es:

Fy(y) =1— Fx(=).

Definicion 1.2.4 Sea un espacio de probabilidad (2, F, P). Se define una v.a. bidi-
mensional, que denotaremos v.a.b., X = (X,Y), tal que, X e Y son v.a. definidas
sobre el mismo espacio de probabilidad.

Definicién 1.2.5 Dada una v.a.b. X = (X,Y) sobre (0, F, P), llamamos funcion de
distribucion conjunta a la funcion real de dos variables definida por

Fx(z,y) = P(X <z,Y <vy),
donde,
(X <z,Y <y|=[X <z|n[Y <yl
Teorema 1.2.5 La funcion de distribucion conjunta Fx satisface lo siguiente:
(1) 0 < Fx(z,y) <1 para todo (z,y) € R?.
(2) Fx es creciente en cada variable,
1 < Ty = Fx(z1,y) < Fx(x9,y),
y1 < y2 = Fx(z,y1) < Fx(,y2).
3) Fx(+00,+0) =1y Fx(—o00,y) = Fx(x,—00) =
4) Pla< X <b,c<Y <d) = Fx(b,d) — Fx(a,d) — Fx(b,¢) + Fx(a,c)
)

(3)
(4)
(5) Fx es continua por la derecha en cada variable.

(6) Si Fx es la funcion de distribucion conjunta de una v.a.b X = (X,Y), se tiene
que:

lim Fx(z,y) =Fx(z) y lim Fx(z,y) = Fy(y),

Yy——+00 T—r+00



Observacion 1.2.1 De (6) se tiene que, Fx(x) y Fy(y) son las funciones de distri-
bucion de las v.a. X e Y por separado, respectivamente y estas se denominan distribu-
ciones marginales de X = (X,Y).

Definicion 1.2.6 Sea un espacio de probabilidad (2, F, P) y una v.a.b. discreta X =
(X,Y), con X eY v.a. discretas. Si estas v.a toman valores x; e y; con P(X =x;) y
P(Y =y;) tal que i,5 =1,2,... respectivamente. Su funcion de masa de probabilidad
conjunta estd dada por:

P(X =2,Y =vy;), stx=x,y=y;
flay) =7 ih o ,
0 . StTF o,y F Y, parai,j=1,2,...
en donde
ast, la funcion de distribucion conjunta viene dada por:
F(zr,y) = P(X <2,Y <y) =Y > P(X Y =y)).
<z Yy;<y
La funcién de masa de probabilidad conjunta satisface,

(1) 0 < f(x;,y;) < 1lparatodoi,j=1,2,....

) Y3 flan) =1
(3) Flz,y) =Y > flwiy).

z; <z y;<y

Se puede ver que,

yETwaxy ZZP =xz;,Y =y,) ZZP =z, Y =y;).

r; <z y; <y ; <z Y;

Ademas, se sabe que la distribucion marginal de X esta dada por:

Jm_Fx(@.y) ZP =Y =y;).

Asi, se puede obtener lo siguiente:



Definicion 1.2.7 Si f es la funcion de densidad conjunta de una v.a.b. absolutamente
continua X = (X,Y). Se define la distribucion conjunta de X, F(x,y) por:

x Yy
F(z,y) :/ / f(u,v)dudv
se satisface lo siquiente,

(1) 82;;%9;1’) = f(z,y), en aquellos puntos (x,y) donde [ es continua.

(2) f(z,y) >0 para todo (x,y) € R2.

(3) Sea D € B(R?), entonces,
PUXY) € D) = [ fay)dudy

bopd
En particular, P(a < X <b,c <Y <d) = / / f(z,y)dzdy.

Sea X = (X,Y) una v.a.b. absolutamente continua con distribucion conjunta f. Sean
fx v fy las funciones de densidad de X y Y respectivamente, luego, sus funciones de
distribucién estan dadas por

o= [ txiwie v K= [ w0

Por otro lado, por el teorema anterior se tiene que las marginales de X = (X, Y) estan
dadas por:

lim Fx(z,y) = Fx(x) y lim Fx(z,y) = Fy(y).

y—>+0o0 y—>+o0

En particular,

— 00 o0

Fy(z) = Fx(z, +00) = / ’ ( _m f(u,v)dv) du.

Comparando las anteriores ecuaciones se puede concluir que las funciones de densidad
para X e Y, dadas por:

Fx@) = [ ey
Fr(y) = / f(e,y)d



Observacion 1.2.2 Sea un espacio de probabilidad (0, F, P) y X = (X1,X3) una
v.a.b.. Entonces, Y = (Y1,Ys) es una v.a.b. definida por,

Y1=g1(X1,X2) Yy Y'2=g2(X17X2)7

en donde g1, go son funciones de R? en R que satisfacen:
{weN:Y(w) =n(Xi(w), Xo(w)) <y {w € Q: Yso(w) = g2(X1(w), Xo(w)) <y} € F.
Teorema 1.2.6 Sea X = (X1, Xy) una v.a.b. discreta y Y = (Y1,Ys) definida por,

Yi = 91(X1,X2),
Yo = 92(X1,X2)~

La funcion de distribucion de Y estd dada por:

Fy(yy) = Y, P(X =mz1,X =),

g1(z1,22)<y1
92(x1,22)<y2

Para las v.a. absolutamente continuas se tienen los siguientes resultados:

Teorema 1.2.7 Sea X = (X1, Xs) una v.a.b. absolutamente continua con funcion de
densidad conjunta fx y sean Y1,Ys dos v.a. definidas por Y1 = ¢;(X1,Xs) , Yo =
g2(X1, X2). Entonces, la funcion de distribucion conjunta de Y = (Y1,Y5) estd dada
por:

Fx(y1,92) = / fx (w1, x0)dw1dTs,
D
donde D es la region de integracion definida por g;(x1,x2) < y;, i = 1,2.

Teorema 1.2.8 Sea X = (X1, Xs) una v.a.b absolutamente continua con funcion de
densidad conjunta fx y sean Y1 = ¢;(X1, Xa) , Yo = ¢g2(X1, X3), de manera que g =
(g1, 92) una aplicacion de R? en si misma de clase C' e inyextiva en el conjunto A en
que fx no es nula. Entonces, se define la transformacion inversa g~* = (g7 *, 95 ") por
X1 = g7 ' (Y1,Ya), Xo = g5 (Y1, Ya), tal que es continua y su jacobiano Jy—1 no se anula
en g~1(A). Con las condiciones anteriores, Y = (Y1,Ys) es una v.a.b. absolutamente
continua vy,

Fy(yv2) = fx(97 (y1,92), (95 (Y1, 92)) - | g1 .
Definicién 1.2.8 Sea (Q,F, P) un espacio de probabilidad. Dos v.a X €Y son inde-

pendientes st su funcion de distribucion conjunta se factoriza como producto de fun-
ciones de distribucion individuales

Fxy(x,y) = Fx(x) - Fy(y).
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La condicién de independencia para dos v.a. X, Y discretas es,
PX=z,Y=y)=Px(X=2x) P(Y =y),
y para v.a absolutamente continuas se tiene,

fxy(z,y) = fx(z)- fr(y).

Teorema 1.2.9 Sea (2, F, P) un espacio de probabilidad. Si X e Y son v.a. indepen-
dientes, entonces las v.a. U = g(X) y V = h(Y) también son independientes, para g y
h funciones reales.

Definicion 1.2.9 Sea X una v.a. definida sobre el espacio de probabilidad (0, F, P).
Sea B € F con P(B) > 0. Se llama funcion de distribucion condicionada de la variable
X dado el evento B, denotada por F(:|B), a la funcién definida por,

P(X <z, B)

F(a|B) = PIX < alB) = =5

La funcion de distribucion condicionada satisface lo siguiente:

1. 0 < F(z|B) <1 para todo = € R.
2. F(-|B) es monotona no decreciente:
1 < g — F(x1|B) < F(x2|B),
para todo x1, 22 € R.
3. F(—x|B) =0y F(+c|B) = 1.
4. Pla < X <b|B) = F(b|B) — F(a|B) para todo a,b € R con a < b.
5. F(:|B) es continua por derecha en cada punto de R.

En el caso de que X sea una v.a. absolutamente continua, la funcién de densidad
condicionada, denotada por f(-|B), esta dada por,

F(z|B) = / £(¢|B)dt.
Esta funcion cumple las siguientes propiedades analogas:

+o00
1. f(z|B)dx = 1.

—00

2. f(z|B) > 0 para todo = € R.

3. f(z|B) = F'(x|B) en los puntos x donde f(:|B) es continua.

11



4. P(a<X§b):/bf(x)dx.

Sea (2, F, P) un espacio de probabilidad. Sean X e Y v.a. absolutamente continuas y
B =Y <y, con P(B) > 0. Entonces se tiene que:

P(X <z,Y <y)

Faly <y) = P <)
_ Flz,y)
= T(y)’ Fy(y) > 0.

Ademas, si f es continua, se satisface:

F(x,y)) 1 OF(z,y)

0 0
e ey <0 =5 (5 = m o

Ahora, sean X e Y v.a. absolutamente continua y B = [Y = y], con P(B) > 0.
Entonces las funciones de densidad condicionada estan dadas por:

f(fb,y) 3
) >0
fx(@lY =y) = { i SLIv(®)

Y
0 , en otro caso

f(z.y) .
>0
fY(y‘X = LE‘) = {fx(ac)7 S1 fX(Qj)

0 , en otro caso

Finalmente, si X e Y son independientes, entonces,

f(z,y) = fx(@) - fy(y),

por lo tanto,

f@lY =y) = fx(z) v fX=212)=fr(y).

En el caso discreto,

en donde,
P(Y =y;) =Y P(X =Y =y;) #0.

Teorema 1.2.10 Sean X e Y dos v.a. absolutamente continuas sobre el espacio de
probabilidad (Q2,F, P). Sean fx y fy las distribuciones de densidad y sean fx(:|y),
fy (-|z) las funciones de densidad condicionadas, respectivamente. Asi, las formulas de
la probabilidad total y la formula de Bayes se satisfacen y estin dadas por:
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—+00

fx(r) = f(zly) - fr(y)dy,

—00

f(zly) - fv(y)

flylz) = )

donde f(zly) = f(z]Y =y).

Definiciéon 1.2.10 Dada una v.a. X definida sobre un espacio muestral 2 numerable,
su esperanza o valor esperado, es el numero E(X) dado por

BX) = 3 X () Pw),

weN

siempre que,

D X)) Pw),

weN

Sea COTM)@T’g@TLt@.

Teorema 1.2.11 Sea X una v.a. discreta que toma los valores x;, i = 1,2,... Sea
flz;)) = P(X = x;), i = 1,2,... su funcion de densidad y sea g una funcion de
variable real tal que g(X) es v.a.. Entonces,

E(g(X)) = g(wn) - f(wn),
st la serie es absolutamente convergente.

Sean X,Y v.a discretas. Sean F(X), E(Y) sus valores esperados respectivamente, en-
tonces se cumplen las siguientes propiedades:

1. E(1) =1, donde 1 es la v.a discreta constante igual a 1.

2. E(aX)=aE(X), para todo o € R.

3. B(X+Y)=EX)+ E().

4. [E(X)] < E(1X]).

5. SiY < X, entonces E(Y) < E(X). En particular, si X > 0, entonces E(X) > 0.
6. Si X,Y son v.a. independientes, entonces E(X -Y) = E(X) - E(Y).

13



Definicién 1.2.11 Si X es una v.a. absolutamente continua y sea f(x;) = P(X = x;)
su funcion de densidad, entonces, se define la esperanza o valor esperado de X por:

B0 = [ e

oo

St,

seaq convergente.

Teorema 1.2.12 Sea X una v.a. absolutamente continua y sea g una funcion deriva-
ble, entonces,

es absolutamente convergente.

Sean X,Y v.a absolutamente continuas. Sean F(X), E(Y') sus valores esperados res-
pectivamente, entonces tenemos propiedades analogas a las discretas, tales que:

1. E(1) =1, donde 1 es la v.a discreta constante igual a 1.

2. Elag(X) 4+ h(X)) = aE(g(X)) + E(h(X)), por tanto o € R y g, h funciones
reales de variable real.

3. Si X tiene una funcion de densidad en un punto ¢, entonces E(X) = c.
1. [E(g(X))| < E(lg(X))).

5. Si 0 < g(z) < h(x) para todo x € R, entonces 0 < E(g(X)) < E(h(X)).
6. Sim < g(x) < M para todo = € R, entonces m < E(g(X)) < M.

7. Si X, Y son v.a. independientes, entonces E(X -Y) = E(X) - E(Y).

Definicién 1.2.12 Sea (Q,F, P) un espacio de probabilidad. Sean XY v.a. y sea la
distribucion condicionada Y| X = x. Entonces se define la esperanza condicionada de
Y|X = x de la siguiente manera:

EY|X =2) = Zyi -y (gl X =),

se tiene para el caso discreto. Y
+oo
BYVIX =)= [y friX = a)dy

—00

14



para el caso absolutamente continuo.
Andlogamente se define la esperanza de X condicionada por'Y = y.

En particular, las esperanzas de ciertas funciones de X son de especial interés.

Definicion 1.2.13 Sea X una v.a. en (Q,F, P). Sik > 0, el nimero E(X*) es llamado
el k-ésimo momento de X . E[| X |¥] se llama el k-ésimo momento absoluto de X. E[(X —
E(X))*] se denomina el k-ésimo momento central de X y el nimero E[|X — E(X)|¥]

lo llamaremos el k-ésimo momento absoluto central de X. Los momentos centrales sdélo
pueden ser definidos si E(X) es finito.

Observacion 1.2.3 De los momentos hay dos que merecen especial atencion. El pri-
mer momento central (k = 1), si existe, estd dado por E[(X — E(X))*] y gracias a
su linealidad, vale siempre cero, y el sequndo momento central, 0> = E[(X — E(X))?],
que se denomina la varianza de X y lo denotaremos como Var(X) y la raiz positiva de
la varianza, o, la llamaremos desviacion estandar.

Teorema 1.2.13 (a) Si X es una v.a. no negativa, 0 <p < oo y 0 < ¢,

E(X?)

P{X >¢e} < =

(b) Si X es una v.a. con media finita m y varianza o2, y 0 < koo,

1
P{IX —m| > ko} < L
Este teorema es conocido como la Desigualdad de Chebyshev.
Teorema 1.2.14 Sean X1, X5 ... v.a. independientes no necesariamente idénticamen-
te distribuidas, cada una con media y varianza finita. Asumimos que las varianzas estan

uniformemente acotadas por M < 0o. Sea S, = X1+ -+ X,. Entonces [S,— E(S,)|/n
converge en probabilidad a 0, es decir, dado un € > 0,

P{‘S” — E(S,)

n

> 8} — 0 stempre que n — o0.
A este teorema lo denominaremos, la Ley Débil de los Grandes Nimeros.
Hay dos casos de interés particular.
(1) Si E(X;) = m para todo i, entonces, [S,, — E(S,)]/n = (S,/n) —m; por lo tanto
Sn/m — m en probabilidad. Por lo que para valores de n muy grandes, la media

aritmetica de n v.a. independientes, cada una con esperanza finita m y con la
varianza uniformemente acotada, es probable que esté¢ muy cerca a m.

15



(2) Si X3, Xy, ... son independientes, y para cada i, P{X; =1} =py P{X; =0} =
g = 1 — p, i.e. tenemos una sucesién infinita de ensayos de Bernoulli, entonces,
X1, Xa, ... es el numero de éxitos en n ensayos y por tanto S, /n es la frecuencia
relativa de éxitos. Ya que E(X;) = p, se tiene que S,/n — p en probabilidad.
Por lo tanto para grandes valores de n, la frecuencia relativa de éxitos esta muy
cerca a p.
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1.3. Vectores Aleatorios Multivariados (n > 2) y sus
distribuciones.

Cuando estudiamos simultaneamente n caracteristicas numeéricas ligadas al resultado
de un experimento, por ejemplo la altura y el peso de las personas, nos movemos en R"
como espacio imagen de nuestra aplicacion. La o-algebra de sucesos con la que dotamos
a R" para hacerlo probabilizable es la correspondiente o-algebra de Borel B(R"), que
tiene la propiedad de ser la menor que contiene a los rectangulos (a,b] =[], (a;, b,
con a = (ay,...,a,), b= (b1,...,b,) y —00 < a; < b; < +00. De entre ellos merecen
especial mencion aquellos que tiene el extremo inferior en —oo, S, = [[1,(—o0, z;].
Definiciéon 1.3.1 Un wvector aleatorio n-dimensional en un espacio de probabilidad
(Q,F, P), es un mapeo Borel medible de Q) a R".

Si X :Q—=>R"y X; = p;i(X), donde p; es la proyeccion de R™ en el i-esimo espacio de
coordenadas, entonces X es Borel medible, si y solo si, cada X; es Borel medible. Asi,
un vector aleatorio puede ser considerado como una n-tupla (X1, ..., X,,) de variables
aleatorias.

Gran parte del desarrollo de la seccion anterior se “traslada”, y del mismo modo vamos
a empezar definiendo la medida de probabilidad inducida por un vector aleatorio X,
la cual esté definida por:

Px(B):= P{w: X(w € B)}, B e B(R").

Definicion 1.3.2 La funcion de distribucion de X es la funcion F = Fx de R™ a [0, 1]
definida por,

F(z) = Px(—o0,2] = P{w : Xj(w) < x;,i=1,...,n};

también se denomina a F' como la funcion de distribucion conjunta de Xq,..., X,,. F
es creciente y continua por derecha en R", y Py es la medida de Lebesgue-Stieltjes
determinada por F. Entonces se tiene:

1 six; T +oo para todo @

F(xl,...,xn)%{ . . . o
0 six; | —oo para un ¢ particular con las otras coordenadas fijas
Si F' es una funciéon de distribucion en R"™ que satisface lo anterior, entonces F' es
la funcion de distribucion de algtin vector aleatorio X, y el espacio de probabilidad
subyacente puede ser construido de la siguiente forma: sea 2 = R", F = B(R,,), con
P la medida Lebesgue-Stieltjes determinada por F', y X la funciéon identidad en 2. Ya
que, Px(B) = P{w : X(w € B)} = P(B), X ha inducido la medida de probabilidad
P. Ademas, la funciéon de distribucion de X esta dada por,
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Fx(z) = Px(—o00,2] = P(—o00,2] = F(X).

Existe una propiedad que nos permite obtener Py a partir de F'y, para esto considere-
mos primero lo siguiente:

Supongamos n = 2 y consideremos el rectangulo (a, b] = (aq, b1] X (az, bs]. Tenemos que
Px((a,b]) > 0, ademés, dado lo anterior se puede escribir,

Px((a,b]) = Fx(b1,b2) — Fx(b1,a2) — Fx(a1,bs) + Fx(a1,a2) >0

Este resultado es cierto, para cualquier k. Se introducira el operador diferencia, a fin de
obtener una representacion sencilla del resultado para el caso general. Sea a; < b;, A, s,
representa el operador diferencia definido de la siguiente forma,

Aopi Fx(x, .o xn) = Fx (1, oo Zins by ooy 20) — Ex (1, -0 @iy G oy Ty
Aplicaciones sucesivamente lo anterior se obtiene,

AQV()F)((ZL’) = Aa1,b17 .. .,Aamb"Fx(fL‘l, e ,J]n) = Px((a, b]),

lo que permite generalizar el anterior resultado mediante la expreson,

AgpFx(z) >0, para todo a,b € R™, con a; < b,.

Por lo tanto se tiene que,

PX((a7 b]) = Aa,bFX(‘r)?

obteniendo asﬁj)% la equivalencia entre Px y Fx.

Definicién 1.3.3 Sea X un vector aleatorio. Se dice que X es discreto si y solo si
las wvariables aleatorias Xy, -+ , X, que la componen, son todas discretas. Asi pues,
la funcion de probabilidad p, para este tipo de vectores aleatorios estaria dada por
p(r) = p{X =z}, mds explicitamente,

P{X eB}=> p(x).

zeB

Definicién 1.3.4 Sea X un vector aleatorio. Diremos que X es absolutamente conti-
nua st y solo si, hay una funcion Borel medible y no negativa, f en R™, llamada funcion
de densidad de X, tal que,



De esto se tiene lo siguiente,

Px(B) = /Bf(:v)dar, para todo B € B(R").

Sea y una medida definida por u(B) = [, f(z)dz, B € B(R"). Como esta satisface
que pla,b] = f(a i f(z)dx = F(a,b], entonces, 1 es la medida de Lebesgue-Stieltjes
determinada por F, es decir, u = P,.

Definiciéon 1.3.5 Sea (Q,F, P) el espacio de probabilidad y sean Xy, ..., X, v.a. de-
finidas sobre este. Entonces, se dice que X1,...,X, son independientes, si y solo st,
para todos los conjuntos By, ..., B, € B(R), se tiene:

P{X, € By,...,X, € B,} = P{X, € By}--- P{X,, € B,}.

También se puede expresar la independiencia de las v.a. Xi,...,X,, si se dice que
X = (Xy,...,X,), entonces Py se puede ver como el producto de P,.,i=1,...n.

Las siguientes implicaciones surgen de la definicion de independencia.

Si Xq,...,X, son independientes, también lo son Xi,..., X, para k < n. Esto se
comprueba tomando By, ..., B, € B(R), luego se sigue que,

P{XleBl,...,XkEBk} = P{XlGBl,...,XkEBk,Xk_HER,...,XHER}
— P{X,€B}---P{X, € B).

Y por lo tanto, no es necesario verificar todas las subfamilias de la coleccion de eventos
{Xz S Bz}; 1=1,...n.

La independencia para las v.a. extendidas se define de la misma forma que para las v.a.

tomando a B(R) en lugar de B(R). El siguiente teorema nos muestra como la indepen-
dencia de las v.a. puede ser caracterizada en terminos de las funciones de distribucién.

Teorema 1.3.1 Sean Xi,...,X, v.a. en el espacio de probabilidad (2, F, P). Sea F;
la funcion de distribucion de X;, i = 1,...,n, y F la funcion de distribucion de X =
(X1,...,X,). Entonces X1, ..., X, son independientes si y solo si:

F(zy,...,2,) = Fi(x1) - -+ Fp(xy,) para todo real x;,i =1,...,n.

Demostraciéon 5i X,..., X, son independientes, entonces,
F(zy,...,x0) = P{X; <o X, S} = [[PAX < o} = [ ] Fiwo).
i=1 i=1

n
Demostremos el reciproco. Para esto asumimos que F(xy,...,x,) = HF@(a:l) para
=1

todo x;,1 =1,...,n. De esto se sigue:
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Px(a,b] = F(a,b] = [ [[Fi(b:) = Fi(a:)] = HPXi(aubi]-
Ast,

P{X, € By,..., X, € By} = P{X, € By}--- P{X,, € B,},

cuando los B; son intervalos de los reales semicerrados por derecha. Ahora, fijando los
intervalos Ba, ..., B,. La coleccion C de By € B(R), para la cual la anterior igual-
dad sostiene que es una clase mondtona que incluye las uniones finitas disjuntas de
intervalos semicerrados por derecha, se tiene que C = B(R) por el teorema de la clase
mondntona. Aplicando el mismo razonamiento a cada coordenada a su vez, obtenemos
la independencia de los X;.

O

También se puede caracterizar la independencia en terminos de las densidades.

Teorema 1.3.2 Si X = (Xy,...,X,) es un vector aleatorio con densidad f, entonces
cada X; es una v.a. con densidad f;. En este caso, Xi,...,X, son independientes si
y solo si f(xy,...,x,) = fi(x1) -+ fulzn) para todo (x;,...,x,) € B(R™) casi en todas
partes.

Demostraciéon Sea,

F1<J]1) = P{Xlgxl}
= P{Xlgxl,XQG]R,...,XnGR}

x1 oo o0
_ / / / Py, b)dt - by,

Por la definicion de continuidad absoluta, X, tiene una densidad dada por,

fl(xl):/_Z~~~/_Zf(:cl,...,xn)dx2~~d:cn,

Por el teorema de Fubini se tiene que f1 es Borel medible. Similarmente, cada X; tiene
una densidad de f;, obtenida por la intengracion de todas las variables excepto x;.

Ahora, si f(x1,...,2,) = fi(x1) -+ fu(zy,), entonces,
Flar,... ) = / / Fltrs oo ta)dts - dt = Fy(21) -~ Fo(an),
entonces los X; son independientes.

Reciprocamente, si los X; son independientes, entonces,
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F(a,... 00) = Fy(1) - Fo(zn) = / / Filtr) - fultn)dts - - din.

Entonces, si g(x1,...,2x,) = fi(z1) - fulz,), se tiene que,

PX(B):/Bg(x)dx, B e B(R"),

Pero, Px(B) = [, f(z)dzx, entonces se concluye que [ = g, por fuera de un conjunto
de medida cero.

O
Observacion 1.3.1 57 Xq,..., X, son v.a. independientes y cada X; es una v.a. con
densidad f;, 1 =1,...,n, entonces X = (X1,...,X,) es un vector aleatorio con densi-

dad [ dada por f(xq,...,2,) = fi(z1) -+ fulzy).

Teorema 1.3.3 Sea X un vector aleatorio definido en el espacio de probabilidad (Q, F, P)
con funcion de densidad fx. Sea g : (R™,B") — (R", B") una funcion medible tal que:

1. g=(g1,--.,9n) admite inversa g~ *(y) = (g5,...,45).

99 (Y1, - Yn)
0y,

2. Para todo 1,7 =1,...,n, exriste

(529,

Con estas condiciones, el vector aleatorio n-dimensional Y = g(X) es de tipo continuo
y su funcion de densidad es

3. Jy1 =

g

£ 0.

K@) = fx(g W) g-1)l, para todo y € R™.

Demostracién Vamos a calcular la funcion de distribucion del vector Y, ya que X es
continua, la probabilidad de que tome valores en un determinado conjunto se obtiene
wtegrando fx en dicho conjunto,

Fy(y)=PY <y)=P(X € g1_((—00,y])) = / fx(z)dz, para todo y € R™,

RGN )))

se aplica un cambio de variable en la integral y, teniendo en cuenta las propiedades de
la funcion g se obtiene,

Fr(y) = / fx(a)de = / Fxlg (O] I(0)]dt, para todo y € BY,
g7 ((—o0y]) (—00,y]

La expresion de Fy implica que el vector aleatorio Y es continuo, y su funcion de
densidad es la indicada en el teorema.

O
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Observacion 1.3.2 El teorema de cambio de variable exige que el vector aleatorio
transformado tenga la misma dimension que el original. En caso de que se quiera
calcular la funcion de densidad de un vector que tenga dimension menor que el original,
se consideran variables transformadas auxiliares hasta igualar la dimension de este; es
decir, si X = (Xq,...,X,) e Y = g(X) = (Y1,...,Y), con m < n, se considera un
vector auziliar Y' = ¢'(X) = (Y1, .., Yo, Yiui1, - - -, Yn), tal que, la transformacion de
X a Y’ satisfaga las condiciones del teorema. Se aplica la férmula de cambio de variable
para obtener la funcion de densidad de Y', y a partir de ella se calcula la funcion de
densidad marginal de Y .

Teorema 1.3.4 Sea X un vector aleatorio definido en el espacio de probabilidad (Q, F, P),
con funcion de distribucion F. Sea g una funcion Borel medible de R" a R.

Se define Y = go X, se tiene que,

B) = [ gta)dry - ( / gdPX)

Demostracion Sea g un indicador Ig, B € B(R). Entonces,

E(Y) = (g o X) = Ellxes) = Px(B) = [ giPx.
R
luego, E(Y) y [, gdPx existen y son iguales.

Ahora, sea g una funcion simple no negativa, tal que, g(z) = Z?Zl z;1p, (), donde los
B; son conjuntos disjuntos en B(R). Se sigue que,

E(Y) = ) x;E(Is 0X)
j=1
= Z.I'j/[BdeX
=1 /R
R\
R

Nuevamente se liene que ambas inlegrales existen y son iguales.

St g es una funcion Borel medible no negativa y sean g1, ..., g, funciones simples no
negativas con g, T g. Por lo anterior,

E(gnOX) :/gndPX§
R
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por lo tanto por el toerema de la convergencia monotona,

E(gOX) :/gdPXv
R

y se llega a la existencia e iqualdad entre ambas integrales.
Finalmente, st g = g© — ¢~ es una funcién arbitraria Borel medible y Y = go X, se
tiene,
EY) = EYT)-E®Y")
= E(g"oX)—E(g” o X)

= /g+dPX_/g_dPX

R
R

Por lo anterior, si E(Y) existe y, E(Y ™) es finita, entonces [, g~dPx es finita, y se
liene que fR gdPx existe. Usando el mismo razonamiento, la existenicia de fR gdPx
implica la de E(Y).

O

Definicion 1.3.6 La funcion generadora de momentos (f.g.m.) de una variable alea-
toria X es una funcidn mx(t) definida como

mx(t) = E(etx).

Decimos que eziste la f.g.m de X, si existe una constante positiva a tal que mx(t) es
finita para todo t € [—a,al.

En particular, si X es una v.a. discreta, entonces

mx(t) = Z e™px(n).

n=0

Observacion 1.3.3 La f.g.m. de X genera todos los momentos de X. Es por eso que se
llama funcion generadora de momentos. Los momentos de las v.a. estdn determinados
de la siguiente forma m'y(0) = E(X), m%(0) = E(X?) y en general mg?) (0) = E(X™).

Teorema 1.3.5 La f.g.m (si existe) determina de forma univoca la distribucion. Es
decir, si dos variables aleatorias tienen la misma f.g.m., entonces deben tener la misma
distribucion. Por lo tanto, si encuentra la f.g.m de una variable aleatoria, se puede
determinar su distribucion.
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Capitulo 2

La Distribucion de Poisson

En este capitulo presentamos la distribucién de Poisson, una de las distribuciones de
probabilidad mas utilizadas para analizar eventos independientes que ocurren a una
velocidad constante dentro de un intervalo de tiempo dado, también permite analizar
recuentos de eventos que se supone ocurren aleatoriamente en el tiempo o pueden sur-
gir como una “ley de niimeros pequenos”, es decir, como un limite de la distribuciéon
Binomial con gran tamano de muestra y parametro pequeno.

La distribucién de Poisson también tiene propiedades convenientes, tales como; la suma
de variables aleatorias independientes, cada una con distribucion de Poisson, tiene una
distribucion de Poisson y la convergencia con otras distribuciones conocidas como la
Binomial y Multinomial.

Definiciéon 2.0.1 Una variable aleatoria X tiene distribucion de Poisson de pardmetro
A, en simbolos: X ~ Pois(\), si X es discreta y tiene una funcion de densidad de
probabilidad (o funcién de masa):

La funcion de distribucion de tal variable aleatoria X es Fx(z) = ZLﬂO e 110 00 (),

donde [x] indica el mayor entero contenido en x.

Una caracterizaciéon de la distribucién de Poisson

Una variable aleatoria discreta X que toma valores en Ny tiene distribucion de Poisson(\)
siy solo si E[X f(X)] = AE[f(X + 1)] para toda funcion f : Ny — [0, 00). En efecto,

si X ~ Pois()), entonces
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BIXF(X)] = S nfme

~ n!
= an(n)e_’\g

nO:Ol ' /\j+1
= Z(]+1)f(3+1) G
= )\ij+1 A—,
= AE[f(XJrl)]

Reciprocamente, tomando f(z) = I,(z); n = 1,2,..., de una parte, F[X f(X)] =
nP(X = n) y, de otra parte, A\E[f(X + 1)] = AP(X = n — 1). Por tanto, para
n=1,2,.. se cumple P(X =n)=2P(X =n—1). De esto se sigue que X ~ Pois(}).

Funciones generadoras y momentos de la distribucién de Poisson

Sea X ~ Pois()\). La f.g.m. de X esta dada por

AT )\ ¢
Zeme Zem 4 42 e e N=) e R,
Por tanto, E[X] = m/x(0) = A, E[X?] = m(0) = A2+ X y Var[X] = \.
Suma de variables aleatorias independientes con distribucién de Poisson

Si X1, X, ..., Xi son variables aleatorias independientes tales que X ~ Pois()\;); i =
2, ..., k, entonces la f.g.m. de la variable aleatoria S = X; + X5 + ... + X} es:

_ He—/\i(l—et) _ e—A(l—et)7

i=1
donde A = 32 | \;. Esto significa que S ~ Pois(A).

De manera general, se tiene el siguiente resultado.

Proposicion 2.0.1 Si{X,}.en es una sucesion de variables aleatorias independientes

tales que X,, ~ Pois(\,); n=1,2,3,.., A=3"2 NyS=>"X,
» Si A < oo, entonces S converge y S ~ Pois(A).

» Si A =400, entonces S diverge.
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k k
Demostracion s Sabemos que Sy = Z X,; ~ Pois (Ak = Z )\Z->.
i=1

i=1
Para j € {0,1,2,3,4,...} =Ny fijo. se tiene que:

J

. A
P(Se< i) =2 e
m=0 )

Ahora, la sucesion de eventos Ay, := {Sp < j}; k € N es decreciente, pues
T+ 2o+ ...+ 21+ x; < 7 amplica vy 4+ 10 + ... +x;_1 < J. Por tanto

P <§: X < ]) = limy_o [eiAk Z{nzo %]

FEsto implica que P(S =j)=e 557 =0,1,2,...

» 51 A= +o0, para j € Ny fijo,

j
Am
P(Sy <j)=e ™y

m!’
m=0

J . AR
. ’ m= m!
PE<g) =l =5 =0

Esto implica que para cada j € Ny

Si B; ={S > j}jen, entonces {B;} |,

P(S =+400) =1.
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Relacién con la distribucién Binomial

Una propiedad importante de la distribucion de Poisson es que puede usarse para
aproximar una v.a. con distribucién Binomial cuando el pardmetro binomial n es grande
v p es pequeno. Para ver esto, sea una variable aleatoria X con distribucion Binomial
de parametros n,p y sea A = np, entonces,

@px(l—p)“ﬂﬂ . @ (2)(1%>

_ gn(n—l) nin—x 1) (1_%)"( _1%):“

tomando el limite de n — oo,

n 1 (n— 1 r
(1—é> ~e nn=1)--(n-o+ )zl, (1—i) ~ 1,

n

luego,
AT
lim (n)pz(l —p)"t =M

n—o0

obteniendo la funciéon de masa de probabilidad para la distribucion de Poisson con
parametro .

Relacién con la distribucién Multinomial

Si X1, Xo, ..., Xk, Xi11 son variables aleatorias independientes tales que X; ~ Pois(\;);
1 = 1,2,...,k,k + 1, entonces la distribucion condicional de X, X, ..., X} dado que
S =X+ Xo+...+ X+ Xgi1 = n es multinomial de parametros n, py, ps, ..., pr, donde
pi = %, i=1,2,..ky A= Zf:rll Ai- En efecto; S ~ Pois(A) y, por la hipotesis de
independencia,

P(X1=mn1, ..., X = ng, Xpy1 = Nget1)
P(S =n)
Hi‘jf P(Xi = nz)
P(S =n)
D
[T e ™oy

efAA_T
n:

n
_ n1 N, Tk+1
= ( )p1 «-Pr Pry1 s
N1, Noy ooy Mgy, Nkt 1
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P(Xi=n1,Xo=n9,... Xg=n,|S=n) =




donde ngy; =n — Zle niy Pry1=1— Zf:l Di-

También, si S ~ Pois(A) y (X1, X, ..., Xx) dado S = n tiene distribucion multi-
nomial de pardmetros n,p1,po, ..., pr, entonces Xi, Xo, ..., X} son variables aleatorias
independientes tales que X; ~ Pois(A\; = Ap;); i = 1,2,..., k. De hecho, si hacemos
Ngr1 =N — Zle Ny Pre1 =1 — Zlepi, entonces para ni, nq, ..., i € Ny se verifica

P(Xi=n1,... X =n) = ZP(Xl =ny,..Xg=ng | S=n)P(S =n)

n! e M
— n1“. N, Nk4+1
Xn:nll...nk!nk+1!pl Pk Pria n!
_ (Ap)™ (Ap2)™...(Apg)™ i e (Appga)™ !
ni'ng!...ny! il Ngy1!
— (Apl)m (Ap2)n2"'(Apk)nk e_A(l—Pk-H)
nl‘nQ'nk'
k e
= JJe™ (Ap,)™

=1
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Capitulo 3

La Distribucion Exponencial

La distribucién exponencial es una de las distribuciones mas ampliamente utilizadas
en la practica estadistica, probablemente debido a su naturaleza simple, sin embargo
posee varias propiedades estadisticas importantes y exhibe una gran capacidad de mo-
delacién matematica.

La distribucion exponencial se utiliza para modelar datos de tiempo de vida y varios
problemas relacionados con eventos de tiempo de espera, algunos ejemplos que se tienen
son, la duracion de las llamadas telefonicas, la vida ttil de una bombilla y el tiempo en-
tre impulsos sucesivos en las médulas espinales de varios mamiferos. Este capitulo esta
dedicado al estudio de la distribucion exponencial, sus propiedades y caracterizaciones,
v los modelos que se inducen de ella e ilustran sus aplicaciones.

Definicién 3.0.1 Se dice que una variable aleatoria continua X tiene distribucion ez-
ponencial de pardmetro A > 0, en simbolos: X ~ Exp(\), si su funcion de distribucion
es Fx(z) = (1 — e )0\ (), 0 lo que es lo mismo, si X tiene funcion de densidad

fx(z) = )\e_ml[oyoo) (x).

Una caracterizaciéon de la distribucién Exponencial

Si X ~ Ezp()), entonces para s,t € [0, 00) se verifica

P(X >s+t) et
PX>s+t]| X >s)= = =P(X >1t).
( +t ) P(X > s) e ( )
Si X modela el tiempo de vida de una bombilla, la propiedad anterior, llamada falta de
memoria de la distribucion exponencial, establece que si la bombilla est4 funcionando
en el tiempo s, entonces el restante tiempo de vida de esta bombilla es el mismo tiempo

de vida de una bombilla que recién se instala en el tiempo s.

La distribucion exponencial, es la tnica distribucién continua que toma valores no
negativos y también satisface la propiedad de falta de memoria. De forma precisa, si X
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es una variable aleatoria continua tal que Fx(0) = 0, Fx(x) < 1 para > 0 y verifica
la propiedad anterior, entonces X ~ Exzp(\). En efecto; si

g(t):=P(X >t)=1— Fx(t), te]0,00),

entonces la propiedad de falta de memoria dice que para s,t € [0,00), se cumple g(t +
s) = g(t)g(s). Ahora, tomando s =t = 1 se obtiene g(2) = g(1)? y, usando induccion
sobre n, se llega a g(n) = g(1)"; n = 1,2,.... Puesto que 1 = ™ = % + % + ..+ %
(m-veces); m = 1,2,3, ..., entonces g(1) = g(=)™, ie., g(+) = g(1)w . Similarmente;
para un numero racional positivo r = I = % + % + -+ % (n-veces) se llega a
g(r) = g(£)" = g(1)m = g(1)". Por tltimo, si ¢ es un niimero irracional positivo y
{rn}nen es una sucesion de niimeros racionales con 1y > ro > ... >ty lim, o0 1 = ¢,
puesto que g(-) es una funcion continua por la derecha:

g(t) = lm g(r,) = g(1)".

n—oo

Ahora bien; como ¢(t) = 1 — Fx(t) — 0 si t — oo, entonces g(1) < 1. De otra parte,
Fx(z) < 1 para todo x implica 0 < ¢g(1). En resumen

g<t) = 9(1)t — e(lng(1))t — e)\t’

donde A =1Ing(1).

Funcién generadora de momentos y momentos de la distribucién Exponen-
cial

Si X ~ Ezp()), su f.g.m. es

mX(t):/ etx)\e_’\xdx:/ e~ A2y,
0 0

Esta integral converge sélo cuando A — ¢t > 0, en cuyo caso se obtiene

A

Ahora, para —\ <t < A se puede escribir [ Ver 21.22 de [2]]
mlt) = e = (A = YO B
T B nl’

De aqui que E[X"] = % n = 1,2,.... En particular, B[X] = + y Var[X] = E[X?] —

2 1 A A

n=0
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Distribucion del minimo de las variables aleatorias i.i.d. con distribucién
Exponencial.

Sean X1, X, ..., X,, variables aleatorias i.i.d. con distribucién exponencial con sus res-
pectivos parametros A; ..., \,. Sea M = min{X;, Xs,..., X,,}, entonces su distribu-
cion y funcién de probabilidad estan dadas por:

1. Parat >0,

Es decir, M tiene distribuciéon exponencial con pardmetro Ay + --- + \,.

2. Parak=1,... n,

En efecto,

1. Parat > 0,

P(M>t) = P(X1>t,...,X,>t)=P(X;>1t)- P(X, >1)
— 67/\1t . 67)\,115 — e*t()\1+"‘+)\n).

2. Lo anterior muestra que la f.g.m de M es la de una distribucién exponencial de
parametro Ay + - -+ \,..

La funcion de probabilidad de M se puede obtener mediante la siguiente condi-
cion:

Para 1 < k < n, fijando X} tenemos,

P(M=X;) = Pmin(X1,...,X,) = X)
P(X; > Xy, ..., X > Xp)

(X1 >t,..., X, >t| Xy = t)>\k€_’\’“tdt

Il
C\g
e

= / P(X1 Z t,...,Xk_l 2 t7Xk+1 Z t,...,Xn Zt)Ake_Aktdt
0

= / P(X;>t) P(Xp1 2 O)P(Xpy1 > 1) --- P(X,, > t)M\pe Mdt
0

i A\
= N [ ethretgp o TR
’“/0 A4t A
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Suma de variables aleatorias i.i.d. con distribucién Exponencial. Relacién
con la distribucién de Erlang

Sean X1, Xs, ..., X,,, X,,41 variables aleatorias i.i.d. con distribucién exponencial de pa-
rametro A. Sean ahora, 57 = X1, So = X7+ Xo0,.... S = X5+ Xo+ ...+ X,u1. Enlo
que sigue se determinan las distribuciones de:

1. La variable aleatoria Si; k =2,3,...,n + 1.
2. El vector aleatorio (51,5, ...,5%); k=2,3,....,n+ 1.
3. El vector aleatorio (S, Spi1)-

Distribucién de la variable aleatoria S

Por la propiedad reproductiva, la f.g.m. de Sj es

ms(0) =[x (0) = ()% £<

que es la f.g.m. de una variable aleatoria con distribucion Erlang(k, \). Esto significa
que Sy es una variable aleatoria continua con funcién de densidad

y funcion de sitribucion

s \kph—1
Fg, (s) = /0 G i 1)!6_)‘5”0[:1:, s> 0.

Integrando por partes se obtiene la relacion

k-1 ;
2y (As)’
FSk(S):l_QA ]' ;o s=>0,
J=0

que realaciona las distribuciones de Erlang y de Poisson. Dicho de otra forma:

P[S, < s] =1— P[Pois(As) < k —1].

Distribucioén del vector aleatorio (Si, S5, ..., Sk)

Se usa el método de las tranformaciones para determinar la funcion de densidad del
vector aleatorio (S1,Ss, ..., Sg). Si X = [0,00)% y D = {(s1,52,...,8,) : 0 < 51 < 89 <
... < Sk}, la transformacion g : X — D dada por

g(x1, To, oy xp) = (21,21 + Ty oy @1 + T2 + oo + ) = (51, S2, -, Sk)
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tiene inversa ¢! : D+ X definida por

g_l(sla 892y vy Sk) - (‘91782 — S1y .05 Sk — S(k*l)) == (xlaan 7$k)

y su jacobiano es igual a 1. De aqui que el vector aleatorio (Si, S, ..., Sk) es continuo
con funciéon de densidad

f(51,50,,80) (81,825 s 8K) = f(x1,%a,..,5,) (51,82 = S1, 5 -y Sk — S(—1)) I (51, S2, ., Sk)
>\ef)\$167)\(52751)“'67)\(51973](;71)[D(SI’ 89, .y Sk)

G_ASkI@(Sl, 59, cuuy Sk).
Distribucién del vector aleatorio (S,,S5,.1)

La funcion de densidad del vector aleatorio (S, S,+1) se obtiene de la del vector alea-
torio (S1, S2, ..., Sn, Snt1) de la siguiente forma; para 0 < s, < S,41:

oo
f(Snysn+1) (STL7 Sn+1) = / / * / f(Sl,...,Sn,Sn+1) (Sl’ e S'ﬂ? Sn+1)d81dsn_l
—0oQ

Sn Sn Sn
= / / / AT e +1d$1...d8n_1
Sn 1
+1o=Asn
= \" Snt1 / / d81 dSn—l

)\n—l-l —ASn+1 Sn
(n — 1

Note que para t > 0:

n—1
P(Sn <t< Sn—i-l) = / / A Hle _)\Sm—l( °n dsnds(n—l)

n—1)!
— )\n -t Sn d "
/0 (n—1)! 5
_ )\n -t "
— ~
)t
= (A)" = P(Pois(\t) = n).

nl

Otra forma de obtener el resultado anterior es observar que {5, <t} C {S(11) > t},
y por tanto:
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P(S, <t<S,11) = P(Sps1>t)— P(Sy) >1)

ae= (A &y
:‘f”z(- _eAtZ .
e = !

ne—)\t

Ahora obtenemos una expresion para la funcién de distribucion del vector aleatorio
(Sns Snt1y)- Para 0 < s, < 5(n41)

sy St
F(Sn,sn+1) (s:’(L’ S:’(L-‘rl) = / |: / f(SnySn+1) (8n7 Sn+1)d8n+1:| dsn
0 Sn

S:l 8271 n As Spi1
— _ p ANSn+1 n
= ) e Ja

sy, Sn—l .
- / g e - e s
0 - .

sy Sn—l )\ne—)\s;Jrl s
_ n )\n —)\snd - n—ld "
/o SV <n—1>!/0 o

3%

n—1 * *\n
1 —AS;Z (Asy,)? _=Ash (Asy)
1 (& T (& +]‘T.

Asi, se tiene que

*

L. s¥ 0o Sg—l)\n-ﬁ-l . 6—A5n+1
P(S, < stusturn < So) = [ ] dsy1ds,
0

51 (n — 1)'
85 on—1yn+1
— / & [e_ASTn+1)] ds,
o (n—=1)!
— e (Asy)"
n!
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Capitulo 4

El Proceso de Poisson

En el presente capitulo estudiaremos el proceso de Poisson. Un modelo relevante tanto
en las aplicaciones como en la teoria general de los procesos estocasticos. Se definira
este proceso de varias maneras y estudiaremos algunas de sus propiedades, sus genera-
lizaciones y algunas de sus aplicaciones. Seguiremos [1, 2, 8, 9, 10] como referencias
para esta seccion.

Antes de dar una primera definiciéon del proceso de Poisson, definiremos las nociones
de Proceso estocastico, incrementos estacionarios e incrementos independientes.

Un proceso estocastico X = {X(t) : t € T} es una coleccion de variables aleatorias
para cada t en el conjunto de indices T', es decir, X (¢) es una variable aleatoria para
cada t € T. Denominamos ¢ como tiempo y llamamos X (t) el estado del proceso en el
tiempo t. Si el conjunto de indices ¢ es un conjunto contable, llamamos a X un proceso
estocéstico de tiempo discreto, y si 1" es un intervalo de R, lo llamamos un proceso
estocastico de tiempo continuo.

El otro componente fundamental, ademéas del conjunto de indices I para definir la es-
tructura de un proceso estocastico, es el espacio de estado S. Este es el conjunto de
todos los valores que puede tomar el proceso, es decir, es el espacio muestral de cada
una de las variables aleatorias de la coleccion X en la sucesion que conforma el proceso.

Para un proceso estocastico de tiempo continuo {X(¢) : ¢ > 0}, un incremento es la
diferencia en el proceso en dos tiempos s y t. Para s < t, el incremento de tiempo s al
tiempo t es la diferencia X (t) — X (s).

Se dice que un proceso tiene incrementos estacionarios si la distribucion del incremen-
to X(t) — X (s) depende de s y t solo a través de la diferencia t — s, para todos los
s < t. Entonces la distribucion de X (¢;) — X (s1) es la misma que la distribucion de
X(tg) — X(s2) si t; — s1 =ty — so. Hay que tener en cuenta que los intervalos [s1,t1] y
[s9,t2] pueden superponerse.
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Se dice que un proceso tiene incrementos independientes si dos incrementos que impli-
can intervalos disjuntos son independientes. Es decir, si s; < t; < s9 < t5, entonces los
dos incrementos X (t1) — X (s1) y X (t2) — X (s2) son independientes.

Ahora procedamos con una definiciéon de un proceso de Poisson.

Definicion 4.0.1 Sean Ti,T5,... wvariables aleatorias independientes idénticamente
distribuidas, que denotaremos como v.a.i.i.d., con distribucion exponencial de pard-
metro X\. Sea 1o =0y 1, =11+ ---+ T, para n > 1. Definimos el proceso de Poisson
de pardmetro (intensidad) X por,

N(s) = mdz{n: 1, <s}, s>0.

Las variables T,, representan los intervalos de tiempo entre eventos sucesivos, 7, =
Ty + --- + T, es el instante en el ocurre el n-ésimo evento y N(s) es el numero de
eventos que han ocurrido hasta el instante s.

Una caracterizacion fundamental del proceso de Poisson es la siguiente:

Teorema 4.0.1 Un proceso estocdstico de tiempo continuo {N(t) : t > 0} es un pro-
ceso de Poisson con pardmetro A > 0 st y solo si,

(i) N(0) =0.
(i1) N(t+s) — N(s) ~ Pois(At).
(11i) N(t) tiene incrementos independientes.

Demostracion Para demostrar la primera afirmacion calculemos la distribucion de
N(s).

N(s) = mn sty solo si 7, < 8 < Tpy1, es decir, el n-ésimo evento ocurre antes del
instante s pero el (n + 1)-ésimo ocurre después de s. Usando la ley de la probabilidad
total, condicionando respecto al instante en el cual ocurre T,,, obtenemos,

P(N(s) =n) = /0 Pty > slm = 1) f,, (1)t = /0 CP(Thiy > 5 — 1) fo (1)L,

y por referencia anterior,

e ()

fr (1) = Ae =1

para t > 0,

entonces,
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P(N(S):TL) = /08>\€ m

n s As)"
— (>\_) 'ef)\s tn_ldt — ( ) CAS.
(n 1)' 0 n'

Sea T, el instante en el cual ocurre el n-ésimo evento. El primer evento ocurre después
de t si y solo si no ocurre ningin evento en [0,t]. Por la formula para la distribucion
de Poisson,

P(ri >t)=P(N(t)=0) =

lo cual muestra que T, =Ty ~ Exp(\). Para Ty = 75 — 171 observamos que,

P(Ty > t|Ty =s) = P(no ocurre ningin evento en (s, s+ t]|Ty = s)
P(N(t+s)—N(t) =0|N(r) =0 para r < s,N(s) =1)
= P(N(t+s)—N()=0)=e".

por la propiedad de incrementos independientes, de modo que Ty ~ Exp()\) y es in-
dependiente de T. Repitiendo este argumento vemos que Ty, T,,... son v.a.i.i.d. con
distribucion exponencial de pardmetro .

Por lo tanto hemos demostrado que N(s) tiene distribucion de Poisson de pardmetro As.

Demostremos primero que N(0) = 0. Como N(s) tiene distribucidn de Poisson de
pardmetro \s, esto implica que se tiene P(N(s) = 0) = e**, entonces:

P(N(s)=0)=P(N(0)=0)=¢€"=1.

Ahora, supongamos que N(s) = n y que el n-ésimo evento ocurrid en el instante T,.
Sabemos que el intervalo de tiempo para el siguiente evento debe satisfacer Ty, 1 > S—Ty,
pero por la propiedad de falta de memoria de la distribucion exponencial,

P(Tpi1 > 8 =Ty +t[Th1 >5—1,) = P(Tyy1 >t) = e M.

Lo anterior indica que la distribucion del tiempo de espera hasta el primer evento des-
pués de s es exponencial de parametro \ y es independiente de T;, 1 <1 < n. Por otro
lado Ty 11, Tyia,... son independientes de T;, 1 < i < n y por lo tanto también de T;,
1 <i < n. Esto muestra que los intervalos entre eventos que ocurren después de s son
v.a.i.1.d., con distribucion exponencial de pardmetro A, y por lo tanto N(t+ s) — N(s)
es un proceso de Poisson.

Ahora, N(s) tiene distribucion de Poisson de pardmetro \s lo que implica que N (t,) —
N(tny1) es independiente de N(r), r > t,_1 y en consecuencia también de N(t,_1) —

N(tp—2),...,N(t1) — N(to). Procediendo por induccion tenemos que sity <t; < ... <
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tn, entonces N(t1) — N(to), N(ts) — N(t1),...,N(t,) — N(t,_1) son independientes, es
decir, N(t) tiene incrementos independientes.

Con lo cual se concluye la demostracion. 0

Observacion 4.0.1 Cabe resaltar, que el resultado anterior da una caracterizacion de
los procesos de Poisson de una manera que dependen unicamente de las distribuciones
en el tiempo t.

De esta definicion se sigue que el espacio de estado del proceso es S = {0,1,2,...},
también que, para incrementos estacionarios, la distribucion de N(t) — N(s) para s < t,
tiene la misma distribucion que N(t —s) — N(0) = N(t —s), la cual es una distribuciéon
de Poisson con parametro (t — s). Por ultimo, el proceso no es decreciente, es decir,
N(t) — N(s) > 0 con probabilidad 1 para cualquier s < t, ya que N(t) — N(s) tiene
una distribucion de Poisson.

El proceso de Poisson también es visto como un conteo de eventos a medida que se
avanza en el tiempo, es decir, sea N(t) el numero de eventos que han ocurrido hasta
el momento ¢ y al cabo del tiempo ¢ + s, se habran contado méas eventos ocurridos de
la forma N(t 4+ s) — N(t), con N(t+ s) — N(t) teniendo distribucion de Poisson con
parametro As.

Por tal motivo se puede denotar el proceso de Poisson como un proceso de conteo.
Una forma muy comiin en que se emplea el proceso de Poisson consiste en interpretar a
N(t) como el niimero de llegadas de tareas/trabajos/clientes a un sistema por tiempo ¢.

Se define entonces un proceso de conteo de la siguiente forma:

Definicion 4.0.2 Se dice que un proceso estocdstico {N(t) : t > 0} es un proceso
de conteo si representa el niumero de eventos ocurridos hasta el tiempo t, es decir,
satisface:

(i) N(0) = 0.
(ii) Si s <t, entonces N(s) < N(t).

(i1i) Para s < t, N(s) — N(t) es igual al nimero de eventos que ocurrieron en el
intervalo (s, t].

Para poder observar mas de la estructura de un proceso de Poisson, consideremos un
analogo de este en el tiempo discreto, el proceso de Bernoulli, descrito como sigue:

Tomemos el intervalo [0, 1). Ahora, dividamos en subintervalos disjuntos, cada uno de

longitud h, con h muy pequeno, tal que se tienen los siguientes intervalos [0, h), [h, 2h),
[2h,3h), . ... Supongamos que cada intervalo corresponde a un ensayo independiente
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de Bernoulli, de modo que en cada intervalo, independientemente de cualquier otro
intervalo, hay un evento exitoso con probabilidad Ah. Definimos entonces el proceso de
Bernoulli {B(t) : t =0, h,2h,...}, donde B(t) es el nimero de ensayos exitosos hasta
el momento t.

Por como se defini¢ anteriormente, se puede ver que el proceso de Bernoulli B(t) tiene
incrementos estacionarios e independientes, ademas, B(0) = 0. Asi, el proceso de Ber-

noulli es una aproximaciéon de tiempo discreto al proceso de Poisson con parametro A
si B(t) ~ Pois(\t).

Para un t de la forma nh, conocemos la distribucién exacta de B(t). Ahora bien, como
hasta el momento ¢ hay n ensayos independientes y cada uno con probabilidad Ah de
éxito, se dice que B(t) posee una distribucion binomial con parametros n y Ah. Por lo
tanto, el namero medio de ’exitos hasta el momento ¢ es nAh = At, lo cual coincide
con E[B(t)]. El hecho de que la distribucion de B(t) es aproximadamente Pois(\t) se
deduce de la aproximacion de Poisson a la distribuciéon binomial, como se observé en
el Capitulo 2.

Sea k un entero no negativo y ¢t > 0. Teniendo en cuenta que t = nh para alglin niimero
entero positivo n,

P(B(t)=k) = (Z) (AR)F(1 — Ah)"
n! n—k
- (n—k:)!k' (%) ( - ?) .
~ (nji!)!nk (1 o %)7 ()\kt') 6_>\t’

para n muy grande (o h muy pequeno). También se tiene para n grande que,

n! nn—1)---mn—-k+1) _
(n —k)lnk nk

Por lo tanto, P(B(t) = k) ~ (\t)*/kle=

En el proceso de Bernoulli la probabilidad de éxito en cualquier intervalo dado es
Ah y la probabilidad de dos o mas éxitos es 0, es decir, P(B(h) = 1) = Ay
P(B(h) > 2) = 0. Por lo tanto, en el proceso de Poisson tenemos la aproximacion
de que P(N(h) =1)~ Ahy P(N(h) >2) = 0.

Una manera mas precisa de escribir lo anterior es,
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P(N(h) =1) = A+ o(h) y P(N(h) = 2) = o(h),

tal que, o(h) se denomina notaciéon o(h) de Landau, y significa cualquier funcion de h
que sea de menor orden que h. Esto implica que, si f(h) es o(h) entonces f(h)/h — 0
como h — 0, i.e., f(h) va a 0 mas rapido que h va a 0.

Con lo anterior definamos el proceso de Poisson de la siguiente forma:

Definicion 4.0.3 Una coleccion de variables aleatorias {N(t) : t > 0} es un Proceso
de Poisson de pardmetro A > 0 si:

(i) N(0) = 0.
(i) N(t) tiene incrementos estacionarios e incrementos independientes.
(11i) Para h pequena:

(a) P(N(t+ h) — N(t) =1) = A+ o(h).
(b) P(N(t+h)— N(t) > 1) =o(h).

La condicion #22.a nos dice que la probabilidad de que ocurra exactamente un evento
en un intervalo de tiempo pequeno, es proporcional a la longitud del intervalo, y la
condicion 4.0 nos dice que la probabilidad de que ocurran dos o més eventos en un
intervalo de tiempo pequeno es despreciable.

Construccion de un proceso de Poisson a partir de ensayos independientes
de Bernoulli

Un proceso de Poisson de parametro A puede verse como el resultado de realizar un en-
sayo independiente de Bernoulli con probabilidad de éxito p = Adt en cada intervalo de
tiempo “infinitesimal” de longitud dt, y colocar un punto si la prueba correspondiente
es un éxito (caso contrario no se coloca ningtn punto). Intuitivamente, esto produciria
un proceso puntual con ambos tipos de incrementos, estacionarios e independientes, es
decir, un proceso de Poisson. El nimero de ensayos de Bernoulli que pueden ajustar-
se en cualquier intervalo solo depende de la duraciéon del intervalo y, por lo tanto, la
distribuciéon del nimero de éxitos en ese intervalo también dependera tnicamente de
la duracion. Para dos intervalos no superpuestos, los ensayos de Bernoulli en cada uno
serian independientes entre si, ya que todos los ensayos son i.i.d., por lo tanto, el niime-
ro de éxitos en un intervalo seria independiente del niimero de éxitos en el otro intervalo.

La distribucion Exponencial se puede obtener como un limite de la distribucion Geo-
métrica: Se fija un n grande, y se realiza, utilizando la probabilidad de éxito p, = A/n,
un ensayo independiente de Bernoulli en cada punto de tiempo i/n, i > 1. Sea Y,, el
tiempo en el cual ocurri6 el primer éxito. Entonces Y, = K, /n donde K,, denota el
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numero de ensayos hasta el primer éxito, y tiene distribucién Geométrica con probabi-
lidad de éxito p,. Como n — oo, Y,, converge a un v.a. Y con distribucion Exponencial
de pardmetro \. Por lo tanto, Y puede servir como el primer tiempo de llegada ¢, para
un proceso de Poisson de parametro A. Los pequenos intervalos de longitud 1/n se con-
vierten (en el limite) en los intervalos dt infinitesimales. Una vez que se tiene el primer
éxito, en el tiempo ¢;, continuamos adelante en el tiempo (en el intervalo (¢;,00)) con
nuevas pruebas de Bernoulli hasta que obtengamos el segundo éxito en el tiempo t; y
asi sucesivamente hasta que obtengamos todos los tiempos de llegada {t¢,, : n > 1}. Por
construccion, cada tiempo entre llegadas, X,, = ¢, —t,_1,n > 1, es una v.a.i distribuida
exponencialmente con pardmetro \; Por lo tanto, se construyd proceso de Poisson de
parametro \.

Otra forma de comprender como se puede construir el proceso de Poisson a partir
de los ensayos de Bernoulli es el hecho de que la distribucién de Poisson se puede
usar para aproximar la distribucion Binomial, como se observa en el Capitulo 2. Con
dicho resultado se construye el proceso de conteo N(t) en el tiempo ¢, para un proceso
de Poisson de la siguiente manera: Se fija ¢ > 0. Se divide el intervalo (0,%] en n
subintervalos, ((¢ — 1)t/n,it/n],1 > ¢ > n, de igual longitud ¢/n. En el punto final
derecho it/n de cada subintervalo, se realiza una prueba de Bernoulli con probabilidad
de éxito p, = At/n, y se coloca un punto si tiene éxito (no se coloca el punto en caso
contrario). Sea N, (t) el namero de tales puntos colocados (éxitos). Luego N, (t) ~
Binom(n,pn) y converge en distribucion a N(t) ~ Pois(At), cuando n — oo. Ademas,
los puntos colocados en (0,t] de los ensayos de Bernoulli convergen ( cuando n — o)
a los puntos t1,...,ty() del proceso de Poisson durante (0,t]. Por lo que en realidad
se obtuvo el proceso de Poisson hasta el tiempo t.

Teorema 4.0.2 El Teorema 4.0.1 y la Definicion 4.0.3 son equivalentes.

Demostraciéon Veamos primero que Teorema 4.0.1 = Definicion 4.0.3.
Sabemos que un proceso de Poisson tiene incrementos estacionarios, esto es Teorema
4.0.1 = Definicion 4.0.3.11.

Falta ver que Teorema 4.0.1 = Definicion 4.0.3.1v. Para esto tenemos que:

P(N(t+h)—N(t)=1) = P(N(h)=1)
(Ah)e M
= M+ (e M —1).

Luego, como

A —A\h
lim 2L ) _ hlim(e ™ —1) =0,
h—0 h h—0

tenemos que,
P(N(t+h)—N(t)=1) = A+ o(h).
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Ahora, para la condicion (b) tenemos,

y como,

tenemos que,

esto es,

P(N(t+h)—N()>1) = P(N(h)>1)

Ak g,
}Ll'rr(l) ()Tk' =1 }Ll'rr(l) R te™ =0, para k> 2,
— I h—

P(N(t+h) — N(@) > 1) = o(h).

Por lo tanto Teorema 4.0.1 = Definicion 4.0.3.

Veamos ahora que Definicion 4.0.3 = Teorema 4.0.1. Falta ver que Definicion 4.0.3
= Teorema 4.0.1.1i. Para esto definamos una funcion f(t,n) := P(N(t = n)) y de-

mostremos que f(t,0) =e

f(t+ h,0)

M entonces,

Tenemos entonces,

de donde,

i f(t + h7 O) — f(tv O) — I f<t7 0)<_/\h + O(h>
a0 h = s h

f/<t7 O) = _>‘f<t? O):

f(t,0) =™,

Notemos que para todo n > 1,
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d
I (tm) = A(f(tn—1) = f(t.n).

Ahora, veamos que,

ft+h,n) = P(N(t+h)=n)
- ZP(N(t):n—k,N(t+h)—N(t)=k)

= ZP t)=n—k)P(N(t+h)— N(t) = k)

= ( ()Zn) (N(t+h) = N(t) = 0)
+P(N(t) =n—1)P(N(t+h) - N(t) =1)

+ZP N(t) =n—k)P(N(t+h) — N(t) = k)
= f(fzﬁ)u - P( (t+h) = N(t) > 1)+ f(t,n — 1) (A + 0(h))

00 et

= f( )(1 —(P(N(t+h)—N(t)=1)+ P(N(t+ h) — N(t) > 1)))
+Af(t,n — 1) + o(h)

= f(t,n)(1 = ((Ah+o(h)) +o(h))) + Ahf(t,n — 1)+ o(h)

= f(t,n) + An(f(t,n —1) = f(t,n)) + o(h).

Entonces,

ft+hn) = ftn) o (AR n —1) = f(t,n)) + o(h)

h—0 h h—0 h

d /
2 () = Mf' (60— 1) = f(t,n)).

Luego, demostremos que para todo n > 0, f(t,n) = (At)"<

n e At n+1 n _
(M0 Es) = dpaete™)
n+l n,— n —
_ (2+1) ((n+ 1)t At \ntle )\t)
ne—/\t n -t
_ )\((/\t) — (At <Z+1>>

Ast, por el teorema de existencia y unicidad de soluciones de ecuaciones diferenciales,
tenemos el resultado y por lo tanto {N(t) : t > 0} es un proceso de Poisson de pard-
metro \.

Por consiguiente se tiene que el Teorema 4.0.1 y la Definicion 4.0.3 son equivalentes.

O
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Definicién 4.0.4 Un proceso de llegada es una sucesion creciente de variables aleato-
rias, 0 < X7 < Xy < -+, donde X; < X;11 significa que X;y1 — X; es una variable
aleatoria positiva, es decir, una v.a X tal que Fx(0) = 0.

Sea N(t) un proceso de Poisson con parametro A. Sea X; el momento de la primera
llegada. Entonces,

P(X, > t) = P(no hay llegadas en (0,t]) = e .

Por lo tanto, X; ~ Exp()). Sea X el tiempo transcurrido entre la primera y la segunda
llegada. Sean s > 0y ¢ > 0. Como los intervalos (0, s] y (s, s+1] son disjuntos, se tiene,

P(Xy > t|X; =s) = P(no hay llegadas en (s,s +t]|X; = s)

= P(no hay llegadas en (s, s + t])
= e M,

Luego X3 ~ Exp(\), v X1 vy X son independientes. Del mismo modo podemos argu-
mentar que para las v.a. X, Xy, ... todos los X; son independientes y Xy ~ Exp()\)
para ¢ = 1,2,.... Las variables aleatorias X;, X,,... se denominan tiempos entre lle-
gadas del proceso de conteo N (t).

Teorema 4.0.3 Si N(t) un proceso de Poisson con pardmetro \, los tiempos entre
llegadas X1, Xs, ... son i.i.d con X; ~ Exp(\), parai=1,2,3,....

Demostracion Procedamos por induccion. Por lo anterior tenemos que X1 ~ Exp(\).
Ahora veamos el caso general. Sea X, el tiempo entre el evento (n— 1) y el n entonces
Xi,..., X, son i.i.d. con distribucion exponencial de pardmetro \. Mostremos que se
satisface X, 1. Para hacer esto, fijamos t,xy,...,x, > 0. El teorema serd verdadero
st mostramos que la distribucion de X, 11 condicionada a X1 = x1,...,X,, = x, no
depende de x1, ..., x,, que muestra que X, 11 es independiente de X1,..., X, y P(X,, >
t) = e~ . Entonces consideremos la probabilidad condicional,

P(Xn+1 > t|X1 = .Tl,...,Xn = LL’n)

Primero, reexpresaremos el evento X,, = x,,,..., X1 = x1. Asi pues, sea S, = X1+---+
Xy el k-ésimo tiempo de llegada y sea s = 1+ -+ xy, para k =1,...,n. Entonces,

{Xn:xn,...,Xl:xl}:{Sn:sn,...Slzsl},

reescribiendo la probabilidad condicional tenemos,

P(XnJrl >t’Xn:In,...,X1:I1):P(XnJrl >t’Sn:Sn,...Sl :51)

El hecho de que el evento {X,11 > t} es independiente del evento {S,, = sp,...S1 =
s1} se debe a que son incrementos independientes, para esto veamos que, si el evento
{S,, = $n,...S1 = s1} ocurre entonces el evento {X, 11 >t} ocurre si y solo si no hay
llegadas en el intervalo (sp, s, + t], ast se tiene que,
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P(Xp41 > t|Sy =5p,...51=351) = P(N(sp,+1t)— N(s,) =0[S, = 5n,...51 = s1).

Por lo tanto, deseamos expresar el evento {S, = Sn,...S51 = s1} en términos de
incrementos disjuntos del incremento N (s, +t) — N(s,). Definimos los incrementos,

I = N(s; —1/k) — N(0)
I = N(s; = 1/k) = N(si1 + 1/k) parai=2,...,n,

para k > M, donde se elige M para que 1/k sea mds pequeno que el mds pequerno
tiempo entre llegadas, y también definir los incrementos,

B = N(si + 1/k) = N(s; + 1/k) parai=1,....n ~1
B,(f) = N(s,) — N(s, — 1/k),

para k > M. Los incrementos Il(k), B%k), e ,Iflk), B,(lk) son todos disjuntos y representan

todo el intervalo |0, s,|. Ahora definimos el evento,

Ak:{jl:O}H"'ﬂ{IRZO}m{Bl:1}0"'0{371:1}'

Entonces Ay estd contenido en Ag_1, luego la sucesion {Ag}i2,, es una sucesion de-
creciente de conjuntos tal que,

{Sn:ST“...Sl:Sl}: ﬂ Ak,

k=M

Sin embargo (y es por eso que construimos los eventos Ay.), para cualquier k el evento
Ay, es independiente del evento { N (s,+t)—N(s,) = 0} porque el incremento N (s,~+t)—
N(sy) es independiente de todos los incrementos ]fk), B%k), e ,Ir(Lk), quk), ya que todos
son incrementos disjuntos. Pero si el evento {N (s, +t)— N(s,) = 0} es independiente

de Ay para cada k, este es independiente de la interseccion de Ay. Por lo tanto,

P(Xp41 >tlSn=s,,...,51=s1) = P(N(sp+t)—N(s,) =0|Sn=s,,...,5 =s1)
= P(N(sn+t)—N(sn):O ﬂ Ak>
k=M

= P(N(s,+1t)— N(s,)=0)
= P(N(t)=0) = e,

Asi, se tiene que X,11 ~ Exp()\) y es independiente de Xy,..., X, y por lo tanto
queda demostrado que la sucesion de tiempos entre llegadas X1, Xo,... son v.a.i.1.d
con distribucion exponencial de pardmetro \.

O
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Notese que, si X ~ Fxp()), entonces X es una v.a. sin memoria como se muestra en el
Capitulo 3. Pensando en el proceso de Poisson, la propiedad de perdida de memoria de
los tiempos entre llegadas es consistente con la propiedad de los incrementos indepen-
dientes de la distribucién de Poisson. En cierto sentido, ambos implican que el ntimero
de llegadas en intervalos no superpuestos son independientes.

Como ya tenemos la distribucion de los tiempos entre llegadas, encontraremos la dis-
tribucion de los tiempos de llegada. Para eso tenemos el siguiente teorema.

Teorema 4.0.4 Sea S, el tiempo de la n-ésima llegada en un proceso de Poisson,
donde S, = X1+ -+ X, es la suma de los primeros n tiempos entre llegadas, entonces
Sn ~ Gamma(n, \).

Demostracién Mostraremos que la suma de n v.a.i.i.d con distribucion exponencial
de pardmetro \ tienen una distribucion Gamma de pardmetros n y A\. Paran =1, el
resultado es inmediato. Paran > 1, observemos que el tiempo de la n-ésima llegada es
menor o igual a t si y solo si el nimero de llegadas en el intervalo [0,t] es mayor o
wgual que n, es decir, los dos eventos,

{Sn <t} y {N(t) = n}

son equivalentes. Sin embargo, como la probabilidad del primer evento {S, <t} da la
funcion de distribucion acumulada de S, entonces calculemos la funcion de distribu-
cion acumulada de S,,:

Fs,(t) = P(S, < t) = P(N(t) > n) = i (A

Para obtener la densidad de S, derivamos con respecto a t, entonces,

= (M) (At)I—1
fs.(t) = —Z/\T ZA]—l
= Jj=n
_ )™t n— —>\
= A (n—1)! b=  (n— 1)'t ! t.

Por lo tanto, se tiene que S, ~ Gamma(n, \).
O]

Por lo tanto, hemos demostrado en el Teorema 4.0.1 una caracterizacion de la Defini-
cion 4.0.3. Ahora demostraremos la equivalencia entre la Definicion 4.0.1 y la Defini-
cion 4.0.2.

Teorema 4.0.5 La Definicion 4.0.1 y la Definicion 4.0.2 son equivalentes.

Demostraciéon Partamos de la Definicion 4.0.1. Es decir, sean X1, Xa,... una suce-
sion de v.a.i.i.d. con pardmetro \. Para cada n, sea S, = X1+ Xo + -+ X,,, con
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So =0, y sea N(t) = max{n: S, <t}, con N(t) ~ Exp(At) como se mostrd anterior-
mente.

Para k>0, N(t) =k si y solo si la k-ésima llegada ocurre en el tiempo t y la llegada
(k+1) ocurre después de t. Es decir, Sy, <t < Si+ Xyi1. Ya que Sy es una funcion de
X1y, Xg, Sk y Xiy1 son v.a. independientes, y su densidad conjunta es el producto
de sus densidades marginales, por tanto,

)\ksk—le—)\s

fSk,Xk+1(S’x) = fSk(S)ka+1 (l‘) = (W)\e_)\m) 5 S, T > 0.

Para k <0,
P(N(t)=k) = P(S, <t<Sk+ Xii1)
= P(Sip <t,Xpy1 >t — S)
t oo
= / / fSk Xk+1(8 x)dxds

Ak gh—1p—As
= / / ( >)\e A drds

_ / (Sk 1 —)\s) —A(t— s)dS

_ eit)\k/ 1 — _/\t()\t)k7
’ 0 k'

por lo tanto tiene distribucion de Poisson.

El hecho de que los tiempos entre llegadas de un proceso de Poisson no tengan memoria
nos indica que el patron de llegadas desde un tiempo arbitrario en adelante se comporta
wgual que el patron de llegadas desde el momento 0 en adelante. Por tanto se deduce
que el nimero de llegadas en el intervalo (s,s + t| tiene la misma distribucion que el
nidmero de llegadas en (0,t], por lo que los incrementos estacionarios, como indepen-
dientes son consecuencias directas de lo anterior.

Ahora, supongamos que se tiene Definicion 4.0.2. Sea X1 el momento de la primera
llegada. Entonces X, >t si y solo si no hay llegadas en [0,t], entonces,

P(X;>t)=P(N(t)=0)=¢e™, parat>0.

Porlo tanto, X1 ~ Exp(N). Sea X5 el tiempo transcurrido entre la primera y la sequnda
llegada. Sea s >0 yt >0, como los intervalos (0, s] y (s,s+t] son disjuntos, se tiene,

P(Xy>t|X1=5) = P(Now — No|X, = 5)
— P(N, — N, =0)
= P(N(t)=0)=e* parat>0.
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Luego Xy ~ Exp(\), y X1 y Xo son independientes. Para el caso general, considere-
mos P(Xpi1 > t| X1 =21, Xo = 29, ..., Xy, = ). Si la k-ésima llegada ocurre entre el
tiempo x1+- - -ty y Xpy1 > t, entonces no hay llegadas en el intervalo (x1+- - -+x5+1]
y Se tiene que,

P(Xpp1 > t| Xy =21, Xo = 29, ..., Xip = xy)

= P(le+”'+xk+1 — N$1+---+xk = O’Xl = T1y... 7Xk = .Zik)
- P<Nx1+~-+zk+1 - Nx1+~--+$k - O)

= P(Nt)=0)=e* parat>0.

Se sigue que, Xy es independiente de X1, ..., Xy y X1 ~ Exp(N), se deduce enton-
ces que X1, Xo, ... es una sucesion de v.a.i.i.d. con pardmetro X\, por lo que se tiene la
Definicion 4.0.1

Por lo tanto queda demostrado que la Definicion 4.0.1 y la Definicion 4.0.2 son equi-
valentes.
O

El siguiente teorema confirma el hecho intuitivamente natural de que al superponer va-
rios procesos de Poisson mutuamente independientes obtenemos un proceso de Poisson.
En la suma debajo del conjunto de indices puede ser finita o infinitamente contable.
En lo ultimo caso debemos suponer que Zj Aj < oo.

Teorema 4.0.6 Si Ny(t), No(t),... son procesos independientes de Poisson con in-
tensidades \;, entonces N(t) = >, N;(t) es un proceso de Poisson con intensidad

El siguiente resultado auxiliar se utiliza para probar el teorema.
Lema 4.0.1 Si N;(t) ~ Pois()\;) son independientes, entonces y; N;(t) ~ Pois(3_; Aj).

Demostracion (Teorema) Ahora demostremos el Teorema 4.0.6, para esto verifi-
quemos las tres condiciones en el Teorema 4.0.1.

(i) Como cada Nj es tal que N;(0) =0, entonces N(0) = >, N;(0) = 0.

(i) Con la ayuda de Lema 4.0.1, se tiene que

N(t) = N(s) = Z(Nj(t) — Nj(s)) ~ Pois(A(t — s)),

donde X =3 \;.
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(111) Si los intervalos de tiempo (s1,t1] y (s2,t2] son disjuntos, entonces N;(s1,t1] es
localmente independiente sobre N;(s,ts], o dicho en simbolos,

N;(s1,t1] 1L Nj(sq,t] para todo j.

Dado que los N; son mutuamente independientes, esto permite concluir que
ZNj<Slatl]lZNj<527t2]'
J J

Por lo tanto, los enteros aleatorios N(s1,t1] y N(s1,t1] son independientes. Lo
anterior funciona de la misma manera para multiples intervalos de tiempo dis-
jguntos. Por lo tanto N tiene incrementos independientes.

Como se satisfacen las tres condiciones del Teorema 4.0.1, se tiene que N(t) = > N;(t)

es un proceso de Poisson.
O

Por lo anterior, se concluye que las Definiciones 4.0.1, 4.0.2 y 4.0.3 son equivalentes.

El siguiente teorema demuestra una especie de convergencia. Si los eventos llegan acorde
a un proceso de Poisson y estos eventos son de diferentes tipos, entonces si el tipo de
evento es independiente del proceso de llegada, cada tipo especifico de proceso de
llegada es un proceso de Poisson.

Teorema 4.0.7 Sea N(t) un proceso de Poisson de pardmetro \. Supongamos que
cada llegada es de tipo 1, con probabilidad pi, o de tipo 2, con probabilidad p; = 1 —
1, independiente de las demds llegadas. Sea N;(t) el nimero de llegadas del tipo i
hasta el tiempo t. Entonces Ny(t) y Na(t) son procesos de Poisson independientes con
pardmetros Apy y Aps respectivamente.

Demostraciéon Sea {&}r>0 una sucesion de v.a. Bernoulli de pardmetro p,. Entonces

N(t)

Ni(t) =) &

N(t)

No(t) = 31— &) = N(t) — M),

k=1

Es claro que Ni(t) y Na(t) tienen incrementos independientes y estacionarios, pues
N(t) los tiene. Ademds, se tiene que P(N;(t + h) — N;(t) > 1) = o(h), puesto que
P(N(t+h)—N(t) > 1) =o0(h) y N;(h) =s = N(t) > s.
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Para h pequena se tiene que, P(N1(t +h) — N(t) = 1) = p1Ah + o(h).

P(Ni(t+h)—N(t)=1) = (i&—Z@q)
e

= P(N(t +h) — N t I)P(fk =1)
= pi(A\h+o(h))

= Apih+o(h).

Andlogamente se tiene que P(Ny(t+h) — No(t) = 1) = Apah+o(h). Por lo tanto Ny(t)
y No(t) son procesos de Poisson con pardmetros A\p1 Y Aps.

Veamos ahora que son independientes. Sea t > 0 y sq, 59 € R.

P(Nl S Sl,NQ(t) S 82) = SZI P(Nl(t) = kl,NQ(t) S 82)
k1=0

= > ) P(Ni(t) = ki, No(t) = k),

k1=0 k2=0

dado que N1+ Ny(t) = N(t),

P(N,(t) = k1, No(t) = ko) = P(Ny(t) = k1, No(t) = ko | N(t) = k1+hko) P(N(t) = ky+k»)

ky + K
PUNAE) = b, ) = Rl = b 0) = (™ )bt
1

entonces,
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—At

P(Ny <51, Np(t) < s9) = Z Z (kl +k2) ' kQ(lﬁi'—kz)

k1 Okg 0
_ k1 ko ,—A(p1+p2)t
— sz1'k2|pl (At)Erph2 (Xt)kze A1 tp
kl Okz 0
—Ap1t 6—/\p2t
= Z Z Apit)*" ———(pat)*
ko!
kl Okz 0
= ZZPNl_kl P(Ny(t) = ky)
k1=0 ko=0
S1 52
= (3 pa-) (32 rowe < )
ko=0

= P(N, < 51)P(Na(t) < s9).

Por lo tanto N1(t) y No(t) son procesos de Poisson independientes con pardmetros \p

Y Ap2.
O

Definicién 4.0.5 Sea A una v.a. positiva con distribucion G y sea N(t) sea un proceso
de conteo tal que, dado A = X\, N(t) es un proceso de Poisson con pardmetro \. Asi,

P(N(t+s) — N(s) = n) — /O h —MW) GUEFIETN)

El proceso N(t) se llama un proceso de Poisson condicional, condicionado al evento de
que A = X\, este es un proceso de Poisson con pardmetro \. Cabe resaltar que N(t) no
es un proceso de Poisson.

Calculemos la distribucion condicional de A dado que N(t) = n. Para d\ pequeno,
P(N(t) =n|A € (M A+dN)P(A € (MA+dN))

P(N(t) = n)
—At d ( )

/Ooo e*M( n) dG(/\)

se sigue entonces que la distribucion condicional de A, dado que N(t) = n, esta dada

por
/x f)\t(/\t) dG( )

n!

| et AeTeN)

n!

PAe (MA+dN|N(t)=n) =

P(A<z|N(t)=n)=
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Definicién 4.0.6 Un proceso estocdstico {W(t),t > 0} es un proceso compuesto de
Poisson st se puede representar, para t > 0, por

N(t)
= Z X’é?
=1

donde N(t) es un proceso de Poisson y X1, Xs,... es una familia de v.a.i.i.d. que es
independiente del proceso N(t). Por lo tanto, si {W(t),t > 0} es un proceso com-
puesto de Poisson, entonces W (t) es una variable aleatoria compuesta de Poisson con
pardmetro \ y distribucion F.

La funcién generadora de momentos de W se obtiene condicionando sobre N(t), de lo
anterior tenemos,

E[e™] = ZE [eV|N(t) = n] P(N(t) =n)

= Yl Gy = )
_ ZE HX 14 +X,,)} e ()"
—_ ZE tXl 7)\t(At)

ol

donde las igualdades anteriores se desprenden de la independencia de los { X3, Xs,...}
y N, por lo tanto la funciéon generadora de momentos de X; esté dada por,

mx(t) = FE [etxi] ,

se sigue que

e ne—/\t()\t)n
E[e™] = ) [mx(t)] o
ExE(mx (6)-1)

La diferenciacién produce que

donde X tiene distribuciéon F'.
Cuando F' es una funcion de distribucién de probabilidad discreta, se puede ver a W

como una combinacién lineal de v.a.i de Poisson. Supongamos que X; son variables
aleatorias discretas de tal manera que,
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Si V;, denota el niimero de los X;’s que son iguales a j, 7 = 1,..., k, se puede expresar
a W como,

W=3 N
J

donde los NV; son v.a.i de Poisson con pardmetros Ap;, 7 = 1,...,k luego la media y la
varianza de W estan dadas por,

BW] = 3 JEIN] =) i; = \E[X]

Var(W) = Z j*Var(N;) :Z 7*Ap; = AE[X?.

J
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Capitulo 5

Algunas Aplicaciones del Proceso de
Poisson

El proceso de Poisson es usado para modelar una gran cantidad de fenémenos aleato-
rios v los puntos de tiempo en los que esos ocurren en un intervalo de tiempo dado.
También podemos observar como algunas importantes distribuciones surgen del pro-
ceso de Poisson, tales como la distribucién de Poisson, la distribucinn exponencial y el
distribucién gamma, y como todas estas nos permiten construir otros procesos aleato-
rios mas sofisticados.

Por tanto podemos concluir que la principal ventaja practica del proceso de Poisson
sobre otros modelos de proceso de conteo, es el hecho de que muchas de sus propie-
dades son explicitamente conocidas, ya que, en general es dificil o imposible obtener
explicitamente la distribucion de N(t) para cualquier ¢ si N(¢) fuera un proceso de
conteo que no sea un proceso de Poisson. La propiedad de pérdida de memoria de los
tiempos exponenciales entre llegadas, también es extremadamente conveniente al hacer
calculos que involucran el proceso de Poisson.

Algunos de los ejemplos caréacteristicos en los que podemos observar las ventajas prac-
ticas de usar el proceso de Poisson para modelar los problemas (los cuales pueden verse
con mayor profundidad en [6]), seran listados a continuacion.

5.1. Desintegracion radioactiva

Para entrar en contexto, la desintegracion radioactiva es una propiedad de varios ele-
mentos naturales, asi como de is6topos de elementos producidos artificialmente. La
velocidad a la que se desintegra un elemento radiactivo se expresa en términos de su
vida media; es decir, el tiempo requerido para que la mitad de cualquier cantidad dada
del is6topo decaiga, dicha vida media puede variar desde una fracciéon de segundo hasta
miles de millones de anos.
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El Cesio-137 (137C's) es un is6topo radiactivo de Cesio (C's) que se forma por la fision
nuclear del Uranio-235 (*3°U) y otros is6topos fisionables en reactores nucleares y armas
nucleares. Tiene una vida media de 27 afios (se necesita este tiempo para que la mitad
de los nucleos radiactivos se desintegren). La probabilidad de supervivencia para un
nicleo estd dada por p, = e ™ y la tasa de desintegracion A se estima a partir del
tiempo de vida media de la siguiente formas:

1 _ama In2

5 =¢ — A= 5T
Sin embargo, consideremos una pequena muestra de 1ug de *"C's — N = 10% nicleos.
Entonces, la tasa media de desintegracion es N\ ~ 8, 2x10° desintegraciones/s.

=8 2x107 195!

En consecuencia, cual es la probabilidad de tener n de N eventos con ntcleos en des-
composicion?

Considere N nicleos radiactivos en un momento ¢ = 0, tal que P(n,0) = J,n.
Inicialmente, todos los N ntcleos sobrevivieron a la desintegracion: P(N,0) = 1y
P(N —1,0) = P(N —2,0) = --- = P(0,0) = 0. Sin embargo, a medida que pasa el

tiempo, tenemos una probabilidad distinta de cero de que solo una fraccién del nimero
total sobreviviera al decadencia en un momento dado. Esa fraccion se hace cada vez
més pequena y, finalmente, después de un tiempo suficientemente largo, esperamos que
nadie sobreviva a la descomposicion P(0,t — oo) = 1.

En un momento t entre estos dos extremos, se espera que haya una probabilidad finita
P(n,t) de que n de N nucleos sobrevivan a la desintegracion. Queremos observar como
esta probabilidad depende de la probabilidad en el momento anterior,

P(n,t+ At) = P(n,t) + (n + 1)gapx, P(n + 1,t) — ngk; ' P(n, t),
Expandiendo Taylor alrededor de t:
OP(n,t) (1 — e at)e At

= < (n+1)P(n+1,t) —

tomando el limite de At — 1,

(1 _ e/\At)e—(n—l))\At

At

nP(n,t),

OP(n,t)
ot
176AA1:
At

=ANn+1)P(n+1,t) — AnP(n,t), n=1,2,dots, N,

donde B¢ = — X es una tasa de descomposicion fija.

Usando el método de la funcion generadora tenemos:

N

G(s,t) = Zs”P(n,t), s < 1.

n=0
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Aplicando en conjunto con la ecuacion anterior, se tiene:

G(s,t) =
P = )\Zs [(n+1)P(n+1,t) — nP(n,t)]
N

aG > n—1 n—1 = n
%:Zs nP(n,t) = Z nP(n,t) ZS n+1)P(n+1,1)
n=0 :1 n=0
0G(s,t)
o ’
9G(s,1) _ \q — )ﬁ el t)—i P(nt), s<1
or U T Y% PO =L s

Sustituimos = = In(1 — s),

0G(s,1) L 96 oG

ot Ox

donde g(z — At) es una funcion arbitraria determinada a partir de la condicion inicial

para P,(0) = 0, — G(s,0) = s, por lo tanto g(z) = s = (1 — e”)" y en general
g(z — M) = (1 — = M)N,

=0— G(s,t) =gz — ),

Luego,
Y N!
_ T=A\N __ AN __ n : —nAt —A\N—n
G(s,t)=(1—e"")" =[1—(1—s)e —ngos —n!(N—n)!e (1 —e )",

obteniendo asi, que la probabilidad de tener n nicleos sobrevivientes en el momento ¢
esta dada por:

_ ni1 __ N—-n —
P(n7t) - n'(N_n)lpt (]‘ pt) ) pt € )
lo cual indica que tiene distribuciéon binomial y en el limite N — oo, y p; — 0 tenemos
que la probabilidad de tener n niicleos sobrevivientes tienen una distribucién de Poisson
con p; = Np;.

5.2. Clientes que compran un producto

Supongamos que los clientes llegan al parque de diversiones River View Park de acuerdo
con un proceso de Poisson de parametro \; cada cliente debe pagar $2,500 pesos para
ingresar el parque. Si el valor del precio de admisién se descuenta en el tiempo t = 0
seglin una distribuciéon exponencial con tasa (3, podemos determinar el valor total
esperado del dinero recogido, al cual denotaremos por M. Si S, Ss, ... son los tiempos
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de llegada, y N(t) es el numero de personas admitidas hasta el tiempo ¢, el valor
N(t)

esperado del dinero recaudado hasta el tiempo t estd dado por M = E Ze‘ﬁsk
k=1

Para determinar este valor esperado, utilizamos la ley de la esperanza total:

o0 N()
M=> E|> e N(t)=n| P(N(t) =n).

n=1
Recordemos que si Uy, Uy, ... son v.a.i.i.d en el intervalo (0, t], entonces la distribucion
condicional dada por N(t) = n de S1,Ss,...,5, es la misma que el de los estadisticos
n n
de orden Uy, Us,, ..., entonces, dado que Z e PUr — Z e PVt | tenemos
k=1 k=1
N(t) " n
Ze‘ﬂsk|N(t) =n| = F ZB_BUW]
k=1 L k=1
[ n
L k=1
= nE[eP"]
t
= % e Ptdy
0
= %[1 —e 7.

Por lo tanto,

M= 2 %[1 — e MP(N(t) =n) = =g z% nP(N(t) = n)
= L2 EB[N(1)]
_ A(1—e—Pt)
M=)

5.3. El problema de la coleccién de cupones

Consideremos el problema del coleccionista de cupones presentando en [7], de los cuales
hay n tipos diferentes, numerados de 1 a n. Supdngase que los cupones se consiguen de
uno a uno en una sucesion de v.a.i.i.d., cada una tomando el valor j con probabilidad
p; € (0,1); > pj = 1. Sea N el nimero minimo de cupones necesario para conse-
guir la coleccion completa. El problema consiste en determinar: (i) la probabilidad de
completar la coleccion cuando se consigue el k-ésimo cupon (n < k) : P(N = k), vy, (ii)
el nimero esperado de cupones que se necesitan para conseguir la coleccion completa:
E[N].
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Una soluciéon se puede plantear usando la distribucién multinomial, como se explica
en lo que sigue. Supongase que hay n posibles resultados de un experimento aleatorio:
C1,Cy,...,Cy y que p; = P(Cy);7 = 1,2,dots,n, Z?:M?j = 1. Supongase que, de
manera independiente, se repite el experimento aleatorio k veces: k = 1,2, dots. Sea

ahora X; el ntimero de veces que ocurre el resultado C; en las k repeticiones; j =
L,2,...,n; Y20 x; = k. Entonces la via X = (X3, Xs,...,X,) tiene distribucion

multinomial de parametros k, pi, po, ..., p;; es decir:
k Tr1 . To T
pX(X) - P[Xl - beQ = T2,... 7Xn = xn] - b1 by - 'pnn7
T1T9...Tp
donde z; €0,1,...,n;j =1,2,...,ny >0 k.
En lo que sigue, S; es el conjunto de los (’;) subconjuntos de tamano j de 1,2,... n.

Para cada subconjunto C' de 1,2,...,n, sea

Pe=>_ Py gei=1-p.
jeC
Teorema 5.3.1 Con las notaciones precedentes:

n

1L P(N>k)=>Y (1" ¢f i k=0,1,....

jil CESj

n

2. P(N=k) =) (=1 ¢ 'pe; k=0,1,....

J=1 cES;

n

t
o N7 _ i+1 bce
3. my(t) = EleN] = (-1) =g t< h, donde

7=1 cES;

h = min{—In(q.), q. # 0}.
L EM =3 L
j=1 cES; Pe

Demostracion

1. Si el numero de cupones necesarios para completar la coleccion es mayor que k
(k < 1), es porque entre los primeros k cupones coleccionados falta alguno de la
coleccion. En el contexto de la distribucion multinomial, esto se escribe asi:

P(N>k)=P (O{Xj - 0}> .

Ahora, usando la formula de inclusion-exclusion:
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P(Uts=0) = X res-op- 3 ritx=oin -0

{i}eS1 :ﬁJ}ESE
oo (=P (ﬂ{xj = 0})

= D P{Xi=0h - >, P{Xi=0}n{X;=0})
{i}eS1 {i,j}€S2

O & (ﬂ{Xj - 0}> .
j=1
Ahora, para ¢ = {iy,ia,...,1;} € 5;:

k

T1L2...Tp

P(Xil:O’Xizzow-inj:O):Z( )Pflp?---pi",

donde la suma se hace sobre los x; € {0,1,...,n} tal que x;, = x5, = --- = x;, =0
Yy Z?Zl x; = k. El resultado de esta suma es, por el teorema multinomial q". Es
decir:

P(X;, =0,X;,=0,...,X; =0)=¢"

J

Esto termina la demostracion de 1, cuando k =1,2,....
En particular, del contexto del problema:

1=P(N>1)=P(N>2)=---=P(N>n-1).
También 1 = P(N > 0), y de la identidad

n n

j+1 .
1—H(1—xj): E (—1) g Te; T1,T2,...,T, € R,
j=1 j=1 ces;
donde x, = x;,, Ti,, ..., T, cuando ¢ = {iy,da,...,1;} C{1,2,...,n}, se tiene

n

=) (17" ) .

7=1 CESj
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2. Para demostrar este numeral, basta escribir

P(N=k) = P(N>k—1)—P(N>k); k=1,2,...

n

= D (-1 gt g

j=1 Ces;
DI
7j=1 CESj
3.
my(t) E[e™]=> e*P(N =k)
k=1
SO PYCIED S
k=1 j=1 CeS;
= D =YD a e
j=1 CeS; k=1
n t
= DY et <h
j=1 Ces; — €
4.
(t) Zn:( 1)j+12[ pee’ 1 Pegee™
mpn: = —
S =) " (1= g2
my(0) = E[N] =S (=1)y+=.

Nota. Otra vez usaremos la identidad

n n

1- H(l - I]) = Z(_l)j+1 Z Te; T1,T2,...,%p € IR7
j=1 j=1 ces;
donde v, = x;), T4y, ..., x5, cuando ¢ = {iy,4s,...,7;} C€{1,2,...,n} y usando el

hecho de que

*° 1
/ e Prdr = —,
0 Pc

podemos escribir
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j=1 Ces;

= e Y ([T emar)
J=1 CESJ‘ 0

_ / S S e | de
0 j=1 Cces;

= / [1 — H(l —e p“)] dz,
0 ey

esto es,

dz.

E[N] = /OOO [1 ~JJa-e"™)

J=1

Esta dltima igualdad se relaciona con el proceso de Poisson como se explica en
lo que sigue.

Supongamos que los cupones llegan de acuerdo con un proceso de Poisson de
pardmetro 1. Cabe aclarar que el evento del proceso de Poisson es de tipo j si el
cupon es de tipo 7. Ahora definimos una familia de procesos independientes de
Poisson {N;(t) : t > 0}1<j<m, donde el pardmetro del j-ésimo proceso es pj. Sea
S; el momento de la primera llegada del j-ésimo cupon, es decir, S; es el valor
mds pequenio tal que N;(S;) = 1. El tiempo de interés es S = mdz{S;} porque ese
es el momento en que todos los tipos de cupones m habrdan sido recogidos. Por el
Teorema 4.0.3, S; tiene funcion de densidad de probabilidad fs,(t) = pje ity
cada S; es independiente. Calculemos la funcion de distribucion de S:

P(S <t) = P(mdz{S;} <t) = P(S; <t,¥t<m)

m

= []P(s; <)
= ﬁa — P(S; > 1))

= H(1 — Pt

Para una variable aleatoria no negativa Y se tiene, E[Y] = [7(1 — Fy(y))dy,
entonces, E[S] = [[7(1—Fs(t))dt = [~ (1 =TT/, (1 —e?"))dt. Hemos calculado

el tiempo esperado hasta que se haya recolectado todos los tipos de cupones, mas
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no el nimero esperado de cupones que necesitariamos recolectar, para esto hare-
mos lo siguiente. Sea I; el i-ésimo tiempo entre llegada de cupones. Dado que,
SSM I = S, entonces B[\, I] = E[S], pero como los I; son independientes
y exponenciales con pardmetro A = 1 y también son independientes de M, tene-
mos que E[>°) I] = EIM]E[L;] = E[M] -1 = E[M]. Por lo tanto, el valor que
calculamos para E[S] también es el valor de E[M].
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