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Resumen

En el presente trabajo se estudia la variacion, de acuerdo con el enfoque covariacional, asociada
a la funcion cuadrética, caracteristica de situaciones de la vida cotidiana como la actividad
deportiva, econdmica y proyectos productivos escolares, las cuales al ser estudiadas facilitan la
movilizacion de aspectos del razonamiento covariacional, como parte del pensamiento
variacional, presentes en procesos de modelacion, que pueden ser identificados y caracterizados.
Para esto, se elaboraron y se trabajaron dos situaciones en contexto que condensan aportes de la
perspectiva curricular, la perspectiva didactica y la perspectiva disciplinar (matematicas).

Luego de la implementacion de la propuesta de aula con estudiantes de grado noveno, se
tipificaron las respuestas dadas, posibilitando el estudio de procesos de modelacion y la
caracterizacion de aspectos del razonamiento covariacional, basado en una rejilla de analisis que
articula el proceso de modelacion de la Educacion Matematica Realista (Freudenthal, 1985) y el
marco conceptual del Razonamiento Covariacional (Carlson et. Al, 2003).

Como conclusidn, se pudo verificar que es posible estimular el pensamiento variacional a partir
del estudio de la variacién vinculada a la funcion cuadrética, como una relacion de dependencia,
y desarrollar procesos de modelacidn que permitan una mejor conceptualizacién de la funcion,
en los cuales se manifiesta el razonamiento covariacional al coordinar las imagenes de dos
variables que cambian de manera conjunta, y que es posible caracterizarlo de acuerdo con las
acciones mentales evidenciadas en los registros obtenidos para asi determinar niveles de

razonamiento.

Palabras clave: Variacion, covariacion, razonamiento covariacional, modelacioén, funcién,

funcion cuadratica.



Introduccion

En la literatura analizada para la puesta en marcha de la presente investigacion pudo
observarse que una de las condiciones necesarias para el estudio de las matematicas es la
formacion del pensamiento matematico; aspecto que se hizo evidente de manera especial al
estudiar los documentos curriculares del sistema educativo colombiano, en tanto que en estos se
promueve el fortalecimiento y desarrollo del pensamiento matematico y, con este, del
pensamiento variacional, al ser considerado este ultimo como uno de sus componentes
fundamentales y como pieza esencial en la ensefianza de las funciones.

No obstante, aln cuando el énfasis sobre el estudio del pensamiento matematico es
bastante considerable, se ha podido también comprobar mediante el andlisis de resultados en
pruebas nacionales e internacionales que el nivel de apropiacion de la materia en los entornos
escolares es bastante deficiente, y que a raiz de tal dificultad se ve también afectada la
apropiacion, ya en la educacién superior, de las habilidades necesarias para sobrellevar de un
modo 6ptimo la asignatura de célculo.

Aunado a lo anterior, con este estudio se ha logrado comprender de igual modo la
trascendencia del desarrollo de habilidades para llevar a cabo procesos de modelacion, lo que
permite identificar en el estudiante un nivel de comprension de la misma situacion y lograr una
representacion matematica acorde y potente del objeto o procedimiento matematico presente y
que posibilite su estudio.

Dados estos problemas, para el desarrollo de este texto se plantean algunos interrogantes
sustanciales que fijan el desarrollo del mismo, por ejemplo: ¢ Es posible articular de manera
efectiva la perspectiva curricular, la didactica y la disciplinar en una propuesta de aula para el

aprendizaje de la funcion cuadratica? y ¢ qué aportes de estas perspectivas son propicios para la



elaboracion de una propuesta de aula que promueva el desarrollo del pensamiento variacional?

Estas cuestiones direccionaron el presente ejercicio de investigacion hacia la
conformacidén de una propuesta de aula para el grado 9° que permitiera el desarrollo del
pensamiento variacional a partir del estudio de la variacion asociada a la funcion cuadrética,
considerando las relaciones funcionales como dependencia entre las magnitudes presentes en un
contexto, y finalmente hacia la consolidacion de la pregunta central que se espera responder en
adelante, a saber: ¢Qué aspectos del pensamiento variacional se desarrollan en estudiantes de
grado noveno a través de una propuesta de aula que involucra la modelacion de fenémenos a
través de la funcién cuadratica?

Lo realizado se expone a través de varios capitulos, asi:

En el primer capitulo se abordan los planteamientos y problematicas que dan origen a este
trabajo, para lo cual se plantean posteriormente los objetivos que orientaran el desarrollo y lo
esperado. Después, se presentara la busqueda y andlisis de la literatura de investigacion que trata
los aspectos relacionados con este trabajo y que son punto de partida dadas las cuestiones que alli
se han abordado y las recomendaciones a las nuevas investigaciones.

En el segundo capitulo se analiza lo correspondiente al estudio de la variacion y las
relaciones funcionales a partir de la perspectiva curricular en Colombia, la perspectiva didactica
y sus aportes a nivel nacional e internacional y la perspectiva disciplinar, al considerar la
relevancia de la historia y la epistemologia de las matematicas. En cada perspectiva se hace
especial enfasis en aspectos claves de la variacion asociada a la ensefianza de las funciones como
relaciones de dependencia, considerando el proceso de modelacion como fundamental en la
comprension del objeto matematico.

En el tercer capitulo se consolidan los aportes de las tres perspectivas de estudio



desarrolladas en el capitulo anterior y se da cuenta de la forma cémo esté constituida la propuesta
de aula y lo que se pretende con esta; ademas, se especifican las caracteristicas de la poblacion
donde se lleva a cabo la implementacién. En este capitulo también se desarrolla el anélisis de los
resultados de la propuesta, la cual esta constituida por dos situaciones problema y cada una a su
vez conformada por tres tareas.

Para cerrar, en el cuarto capitulo se presentan las conclusiones obtenidas del anlisis de
resultados y del trabajo, y posteriormente se expresan algunas recomendaciones didacticas, todo
esto en concordancia con los objetivos generales y especificos planteados al inicio de la

investigacion.



Capitulo I. Aspectos generales de la investigacion

Este capitulo comprende, en primer lugar, la presentacion del planteamiento del
problema, el cual surge luego de identificar en diferentes investigaciones algunas dificultades
respecto a la ensefianza y el aprendizaje del algebra escolar, y en especial del concepto de
funcidn. En segundo lugar, se plantean los objetivos que permitiran el disefio y construccién de
una propuesta para responder a la pregunta sobre como abordar y proponer una nueva alternativa
educativa que permita superar las dificultades identificadas en la revision documental.
Finalmente, en tercer lugar, se revisan distintos resultados de investigaciones que anteceden y
justifican la necesidad de proponer estrategias didacticas que promueven el desarrollo del

pensamiento matematico a partir del componente variacional.

1.1. Planteamiento del problema
El desarrollo del pensamiento variacional es un propdésito fundamental en el curriculo

escolar de matematicas durante la educacion basica y media en Colombia, sin embargo los
resultados de algunas investigaciones en educacion matematica dan cuenta de que, en primer
lugar, en la ensefianza escolar no suelen se emplearse estrategias didacticas que susciten el
estudio de la variacion como una forma de aproximacion a la nocion de funcion; y en segundo
lugar, que a los estudiantes se les dificulta el analisis de la variacion y de las relaciones

funcionales® presentes en una situacion propuesta.

! Comprendiendo la funcién como aquella que permite atrapar matematicamente la covariacion entre cantidades de
magnitud a través de sus registros de representacion (Posada y Villa, 2006) y el estudio de las funciones como un
elemento fundamental para potenciar el pensamiento Variacional (Villa, 2008).



En una investigacion llevada a cabo por Gonzales y Grueso (2016) al respecto de lo
anterior, estos desarrollaron una propuesta para la ensefianza de la funcion como covariacién que
arrojé como resultado la identificacion de diversas dificultades en los estudiantes para coordinar
los cambios en cada variable y los cambios simultaneos de dos variables relacionadas, lo que
afectd directamente poder describir y comprender la razon de cambio de funciones trabajadas. En
su propuesta, teniendo como estrategia didactica para el desarrollo del pensamiento variacional
el anélisis las relaciones funcionales presentes, atendiendo a la covariacién, los investigadores
plantearon a un grupo de estudiantes el estudio de tres situaciones problema en un contexto
dinamico.

Estas dificultades para describir la variacion y la covariacion presente en relaciones
funcionales en contextos dinamicos dan cuenta de que, en ciertos tipos de actividades trabajadas
en clase, es posible avanzar en algunas acciones y comportamientos asociados al pensamiento
variacional, pero que desarrollar otras de mayor categoria en el pensamiento variacional es mas
complejo cuando se pretende coordinar la razén de cambio promedio y en mayor medida la
razén de cambio instantanea, por tanto, terminan afectandose algunas habilidades para la
comprension de conceptos matematicos de mayor complejidad.

Carlson (1998), Monk y Nemirovsky (1994) & Thompson (19942) (citados en Carlson et
al., 2003, p. 122-123) demostraron en sus investigaciones que incluso estudiantes de nivel de
pregrado tienen dificultad para analizar y modelar relaciones funcionales en situaciones que
involucran variacion continua entre variables; ademas, segin Kaput (1994) y Rasmussen (2000)
(citados en Carlson et al., 2003, p. 123) “esta habilidad es esencial para interpretar modelos de
eventos dinamicos” y comprender otros conceptos matematicos, por ejemplo, los relacionados

con el calculo. En su investigacion, Carlson et al., (2003) evidenciaron, cuando un grupo de



estudiantes de pregrado analizaba la covariacion, que era usual que los estudiantes se encontraran
con dificultades para “construir imagenes de una razén que cambia de manera continua y, en
particular, dificultades para representar e interpretar imagenes de una razén decreciente o
creciente para una situacion fisica” (p. 147), lo que, segln esta investigacion, esta asociado
directamente con el razonamiento covariacional.

Por su parte, a partir de la perspectiva variacional del estudio de la funcion lineal, Posada
y Villa (2006) identificaron que varios estudiantes de nivel escolar participantes en una
investigacion exhibieron dificultades en el conocimiento y comprension de la representacion
grafica de la variacion propia de funciones lineales, lo cual afectd la comprension de
caracteristicas variacionales inherentes a las situaciones estudiadas. En relacion con esto, la
captacion y estudio de la variacion y la covariacion se debe poder realizar en el registro grafico y
en todos los registros de representacion de una funcion asociada a una situacién, o como lo
plantean Dolores y Salgado (2009, p. 72) al analizar la representacién gréafica de la variacién
relativo a funciones: “la graficacion covariacional requiere necesariamente esa transicion”,
refiriéndose a la posibilidad de identificar y relacionar la informacién entre un registro y otro.

De acuerdo con la literatura relacionada con esta materia, el estudio de la variacion esta
asociado a procesos de modelacidn en los cuales también se han registrado dificultades, algo que
también afecta el pensamiento variacional dado que la captacion y modelacion de la covariacion
son objeto del pensamiento variacional (Vasco, 2003). A su vez, Bosch et al., (2010) plantean
que la modelacion debe estar integrada a cualquier actividad de estudio de matematicas, pues es
a traveés de este proceso que la ensefianza de las matematicas logra ser de tipo funcional y no
meramente formal. En su investigacion, estudian lo indispensable de vincular la actividad de

modelacion al momento en que se esta conociendo, por parte del estudiante, un objeto



matematico en una situacion significativa y contextualizada para el aprendizaje: “En este sentido,
las cuestiones problematicas «vivas» deben (re)situarse en el origen y ndcleo de la actividad
matema@tica cuyo estudio va a requerir iniciar un proceso de modelizacion matemaética para poder
aportar una respuesta” (Bosch et al., 2010, p. 560-561).

De acuerdo con la propuesta de los Lineamientos Curriculares (MEN, 1998) y Estandares
Basicos de Competencias (MEN, 2006), en la etapa escolar el estudio de la variacion en
situaciones en contexto es fundamental para la comprensién de las funciones, las cuales son
ensefiadas con diferentes estrategias. La funcion cuadratica es una de las que mas se trabaja en
los ultimos afios de la educacion escolar, por tanto, las dificultades también han estado
vinculadas a esta, evidenciandose que, por ejemplo, los estudiantes no comprenden todas sus
propiedades bésicas ya que la mayoria de las veces se les ha ensefiado centrando la atencion casi
de manera exclusiva en la construccion de gréficas a partir de tablas dadas, lo cual, segin
Arboleda y Meneses (1996), obstaculiza la comprensidn posterior en problemas de aplicacién
(citados en Henao y Vanegas, 2013, p. 2885).

En relacién con lo anterior, también es posible identificar que en el caso de la ensefianza
de las funciones se han registrado dificultades relacionadas con el dominio y comprension de
modelos o expresiones analiticas, de tal manera que, por un lado, no se identifican o comprenden
las relaciones existentes entre parametros y variables y, por el otro, no se reconocen los
componentes y caracteristicas del modelo en cuestion, los cuales permitan determinar una
solucion a la situacion trabajada. Por su parte, Chevallard (1984, 1989), Bolea (2002) y
Sutherland et al., (2000) revelan en sus investigaciones esta ausencia del “juego” entre
parametros y variables, identificando que hay estudiantes que realizan calculos con ecuaciones

de primer grado, segundo grado o con funciones, los cuales se limitan a procedimientos de



despeje o célculo de la variable dependiente, demostrando también complicaciones al tratar de
identificar o establecer una relacion funcional para una variable indicada (citados en Ruiz et al.,
20074, p. 1). Asi, al no presentarse un correcto trabajo con las variables, ademas de la
manipulacion de modelos algebraicos y el dominio apropiado del juego o intercambio entre
pardmetros y variables, no se alcanza un buen acercamiento a la comprension de la nocion de
funcion, incluso se dificulta “el estudio de familias de funciones y el uso de estas familias como
modelos de relaciones entre magnitudes” (Ruiz; Bosch, y Gascon, 2007a, p. 1).

De otro lado, en el analisis de estrategias de los docentes en el aula, Torres, Valoyes y
Malagon (2002) identifican que en varios casos de la ensefianza del &lgebra escolar las
propuestas educativas giran en torno a la revision de ejercicios elementales de tratamiento
mayormente aritmético y con poco énfasis en el dominio de procesos de modelacion dentro del
uso de modelos en cuestion, promoviendo la comprensién de esta especialidad de las
matematicas como procedimientos exclusivamente algoritmicos e iterativos, lo cual obstaculiza
el desarrollo del pensamiento variacional en los casos que implica solucionar otro tipo de
problemas, como es el caso de los escritos en lenguaje natural y que implican mayor nivel de
complejidad; en estos casos, el algebra no se ensefia a través de una progresion lenta sino como
mecanismo manipulador enfatizado en el célculo (Castro, 2012).

Al respecto, Rojas et al., (1999) concluyen que algunos estudiantes que se ejercitan
exclusivamente en este tipo de estrategias de estudio de ecuaciones y funciones, muestran un
nivel basico de comprension del algebra escolar y lo concerniente a las relaciones funcionales,
incluso después haber transcurrido tiempo y clases en grados superiores de la educacion escolar,
exhibiendo dificultades para comprender la seméantica y la sintaxis de las actividades

desarrolladas, lo que también ocasiona que su avance en el estudio y comprension de procesos
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mas complejos asociados al pensamiento variacional no se lleve a cabo de manera eficaz.

Lo presentado anteriormente no solo da cuenta de las dificultades que presentan los
estudiantes durante el estudio de la variacion, también permite proponer un escenario de
reflexion acerca de las estrategias metodoldgicas de clase llevadas al aula, incluso las que se
presentan en recursos didacticos como los libros de textos escolares de matematicas que usan los
estudiantes.

En esa linea, Andrade (1998) concluy6 que algunos libros de texto ilustran la variable
como una letra que representa una cantidad desconocida o un nimero generalizado, y que de esta
manera no se comprende la relevancia de la variable, producto de la ruptura que hay del paso de
la aritmética al algebra, entendiendo que “para lograr l1a variable fue necesario el uso de la letra
como incognita y luego como cantidades generales, antes de pasar a representar la variacion” (p.
248). En relacion al estudio de las funciones y de la variacion, esta se presenta en un apartado al
final del libro sin ilustrar de manera apropiada caracteristicas de la variacion, ni la explicacion de
la forma cémo se puede identificar o representar en los diferentes registros de representacion.

En consecuencia, este tipo de presentacion en textos también incide en la forma como los
estudiantes asimilan la nocion de variable, pues no evidencian las relaciones entre magnitudes y
los procesos de variacion y covariacion presentes; al respecto, Castro (2012) afirma que las
primeras aproximaciones escolares por parte de estudiantes donde no se entiende el verdadero
significado de las letras y los simbolos algebraicos empleados en modelos, pueden entorpecer la
construccion apropiada del concepto de variable.

Por su naturaleza y caracteristicas dificultades como las anteriormente expuestas pueden
unificarse para reflexionar y plantear metodologias o estrategias didacticas de aula que

incentiven y fortalezcan el pensamiento variacional en los estudiantes para que sean empleadas
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por los docentes de matematicas. Dicho trabajo supone, entonces, la comprencion de las
caracteristicas, procesos, comportamientos y diferentes elementos que componen el pensamiento
variacional, lo que también implica la posibilidad de facilitar el desarrollo de procesos como la
modelacion de relaciones funcionales, mientras se estudia la variacion y el cambio presente en la
dependencia entre magnitudes de una situacion, para que de esta manera el estudiante pueda
avanzar en el conocimiento de las propiedades de las funciones de cualquier tipo, y, para el caso
que se viene trabajando, la funcion cuadrética especialmente?.

De manera consecuente, las problematicas anteriormente expuestas suscitan la siguiente
pregunta: ¢ Qué aspectos del pensamiento variacional se desarrollan en estudiantes de grado
noveno a través de una propuesta de aula que involucra la modelacion de fendmenos a través de
la funcién cuadréatica?

Esta pregunta surge con el propésito de retomar algunas de las recomendaciones vistas en
la literatura analizada y llevar a cabo una practica en la cual se pueda profundizar en la
identificacion y caracterizacion de aspectos clave del pensamiento variacional en estudiantes de
secundaria cuando llevan a cabo el analisis de la variacion y el desarrollo de procesos como la
modelacién de situaciones problema planteadas, principalmente en el contexto de las funciones
cuadréticas, comprendiendo la fortaleza del analisis de situaciones problema que implican la

variacion, para la comprension y apropiacion del concepto de funcion cuadratica en la escuela.

2 En el marco de este trabajo se considera la funcion cuadréatica, de acuerdo con un apartado anterior, por ser una de
las que mas cominmente se estudian en la etapa escolar, por posibilitar el estudio de la variacion en contextos del
mundo real, lo cual también permite obtener conclusiones que inciden en la situacion estudiada, como la optimizacion;
ademds, porque al prestar atencién a la razén de cambio en esta funcién es posible promover procesos de
generalizacion que faciliten la comprension de las propiedades de otras funciones, sean polindmicas o de otra clase.
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1.2. Objetivos

1.2.1. Objetivo general

Identificar y caracterizar algunos aspectos del pensamiento variacional que se movilizan a
través de la implementacion de una propuesta de aula que involucra la modelacion de fenémenos
a través de la funcion cuadratica como covariacion, en estudiantes de grado noveno de la

Institucion Educativa (en adelante IE) EI Hormiguero.

1.2.2. Objetivos especificos

e Identificar aportes tedricos y metodoldgicos en la investigacion en educacién matematica
en torno a la modelacion de fendmenos de variacion a través de la funcion cuadrética
como covariacion, a partir de las perspectivas curricular, didactica y matematica.

e Articular una propuesta de aula que involucre la modelacion a través de la funcién
cuadratica de fendmenos de variacion y los resultados de los estudios de referentes
curriculares, didacticos y matematicos sobre la problematica.

e Caracterizar aspectos del pensamiento variacional desarrollados en estudiantes de grado
noveno de la IE EI Hormiguero en el proceso de modelacion de fenémenos que

impliquen covariacion a través de la funcion cuadratica.

1.3. Justificacion

En el espectro de las investigaciones en educacion matematica se han desarrollado
marcos tedricos y propuestas metodoldgicas con diferentes enfoques que permiten caracterizar
aspectos de la comprension y el aprendizaje de saberes matematicos en estudiantes de distintos
niveles educativos. En relacion con lo anterior, se referencian algunas investigaciones que dan

cuenta de la pertinencia de la propuesta de este trabajo en relacion a la necesidad de potenciar el
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pensamiento variacional a partir de la modelacion de fendmenos que implican variacion asociada
a la funcion cuadratica.

Se inicia entonces mencionando que para el desarrollo del pensamiento variacional en
estudiantes que cursan la educacion basica y media es sustancial llevar a cabo un estudio de las
funciones que involucre el andlisis de la variacion y el cambio de las cantidades implicadas en
una situacién dinamica (Vasco, 2003; Villa, 2012). En concordancia con lo anterior, Vasco
(2003) expresa que el desarrollo de pensamiento variacional no es Unicamente la memorizacion
de formulas que se emplean para despejar valores en diversos ejercicios, tampoco dibujar
graficas, ya que incluso esto puede distraer y obstaculizar este pensamiento; es indispensable
captar qué varia con qué, cémo lo hace, entre otros detalles.

El estudio de las funciones en general, y, de las funciones cuadraticas, en particular, a
partir de la modelacion de situaciones dindmicas que implican variacion permite alcanzar mayor
comprension y dominio de la informacion presente en el contexto, la relacion entre los diferentes
registros de representacién de la informacion, las relaciones entre los elementos de la expresion
analitica y lo que representan. Al respecto, se resalta que el proceso de modelacion es objeto del
pensamiento variacional y que cumple un papel fundamental en el analisis de una situacion o
fendmeno de la realidad cuando estan implicadas cantidades que varian, covarian y las que no
(MEN, 2006; Vasco, 2003).

En un estudio realizado por Azcérate y Deulofeu (1996) en torno al desarrollo de la
funcion, dichos investigadores identificaron que en un momento de la historia de las matematicas
se llevd a cabo el tratamiento de algunas situaciones dindmicas con funciones a partir de la
dependencia entre variables, periodo en el cual los babilonios, los griegos, Oresme, Newton,

entre otros, desarrollaron importantes aportes a las matematicas y propiciaron, bajo nuevos
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enfoques, diferentes teorias, como es el caso del estudio de las funciones en el analisis
matematico y la comprension y definicion de las funciones en la Teoria de Conjuntos, en la cual
la perspectiva que se privilegia es la correspondencia entre cantidades.

De acuerdo con lo anterior, Vasco (2003) sefiala que hay algunas maneras de estudiar las
funciones en el ambito escolar que no son las més favorables para los estudiantes, expresando,
por ejemplo, que la ensefianza de las funciones principalmente con un enfoque de
correspondencia se puede volver poco atractivo durante las actividades educativas,

[...] las definiciones usuales de funcidn son estaticas: conjuntos de parejas ordenadas que no

actian, no se mueven ni hacen nada. Esto estaria bien a lo sumo para la funcion idéntica, que es la

que no cambia nada; pero la funcion idéntica es la que no es del agrado de los estudiantes,

precisamente porque no hace nada. (Vasco, 2003, p. 5)

De acuerdo con lo anterior, se subraya la importancia de ensefiar a los estudiantes a
analizar lo que cambia, reproducir patrones y también identificar la dependencia e independencia
de variables en situaciones dindmicas, siendo una aproximacién a la nocion de funcion como
dependencia entre magnitudes: para lograr esto, el estudiante no debe ver sélo la variacion, sino
que se le debe educar para que vaya un poco mas a fondo y pueda analizar la covariacién entre
cantidades, lo anterior haciendo eco de la definicion de pensamiento variacional en tanto que en
esta se sostiene que se pueden producir sistemas mentales donde las variables covarian al igual
que en el estudio de subprocesos recortados de la realidad con cantidades de la misma o distinta
magnitud. De esta manera “El objeto del pensamiento variacional es pues la captacion y
modelacion de la covariacion entre cantidades de magnitud” (Vasco, 2003, p. 6).

De acuerdo a lo mencionado, es entonces posible concluir que existe la posibilidad de
vincular de manera valida y coherente el estudio de la funcién cuadratica con marcos tedricos

para el desarrollo de procesos de modelacion al estudiar este objeto matematico, considerando
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con especial atencién la covariacion presente entre cantidades vinculadas en una situacion
problema que implica fendmenos dindmicos.

De otro lado, centrados en la funcion, se reconoce la relevancia y trascendencia de este
objeto matematico en la estructura matematica. Ademas, dadas las caracteristicas del grupo
etareo del grado al que se dirige la propuesta, se identifica la necesidad de consolidar una
estrategia que favorezca la comprension de las relaciones funcionales para el estudio posterior
del célculo, y dado el enfoque covariacional de las situaciones trabajadas, que favorezca asi
mismo el fortalecimiento del estudio de las relaciones funcionales como relaciones de
dependencia y no exclusivamente como relaciones de correspondencia segun la definicion de
funcion en la teoria de conjuntos.

La propuesta de intervencion de aula articula los elementos teéricos tomados de los
referentes tedricos y, de acuerdo con estos, presenta una estructura légica y coherente que
posibilita llevar a cabo la caracterizacion de las actividades y acciones llevadas a cabo por los
estudiantes que las ejecutan. Desarrollar todo el proceso de indagacion y analisis es el ejercicio
de una practica investigativa pertinente, seria y ajustada a las necesidades y propdsitos en la linea
de investigacion de la didéctica de las matematicas, expresada en el disefio de la propuesta, el
disefio de la rejilla de anélisis, el analisis de las respuestas, la caracterizacion de las mismas y la
caracterizacion y clasificacion de los aspectos de razonamiento covariacional de los estudiantes;
este procedimiento con el fin de fortalecer la actividad investigativa del docente investigador,
describir los alcances y la efectividad de la propuesta en la ensefianza de la funcion cuadratica a
partir de situaciones en contextos, fortalecer los procesos de ensefianza y de aprendizaje del

algebra escolar y generar nuevas reflexiones y propuestas al campo de investigacion.
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1.4. Antecedentes

En la investigacion en educacién matematica se han realizado estudios acerca de distintas
estrategias para el desarrollo del pensamiento variacional, con distintos enfoques de referencia,
de los cuales se ha podido comprender la importancia de direccionar la ensefianza del concepto
de funcidn a partir de una perspectiva variacional, en la cual se considere, por ejemplo, respecto
a la funcidn cuadrética, la forma como se presenta en situaciones dinamicas y los procesos de
modelacion que se pueden llevar a cabo en el estudio de la covariacion de las magnitudes
relacionadas.

Un ejemplo de lo anterior lo desarrollé Villa (2012) tomando como referencia el marco
conceptual del razonamiento covariacional de Carlson et al., (2003), el cual realizé un estudio de
caso para describir como un estudiante razona covariacionalmente al enfrentarse a situaciones de
variacion, asociadas a funciones cuadraticas. El autor resalta el valor de la percepcion, la
identificacion y la caracterizacion de la variacion en diferentes contextos para el desarrollo del
pensamiento variacional, ademas, apoyandose en documentos curriculares del MEN, indica que
uno de los propositos de las matematicas en la educacion basica es el desarrollo de este
componente del pensamiento matematico, el cual pone su acento en el estudio sistematico de la
variacion, la covariacion y la correlacion de magnitudes cuantificadas numéricamente.

Para llevar a cabo su investigacion, Villa disefié una secuencia de actividades para
desarrollar una linea convergente de indagacion, esto implicé realizar preguntas en torno al qué,
coémo, cuanto del cambio de las cantidades y los cambios mismos que intervienen en la situacion;
y llevé a cabo una triangulacion continua de las fuentes de informacion, como las descripciones
del estudiante, las producciones escritas y los referentes tedricos que aducen acciones mentales

en los estudiantes para determinar niveles de covariacion.
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Entre sus conclusiones, el autor confirma que el razonamiento covariacional, entendido
como un proceso que evoluciona en los distintos niveles del marco conceptual, no se desarrolla
en forma lineal, sino que se presenta en forma recursiva, también, que algunos estudiantes
pueden aproximarse a una interpretacion variacional de las concavidades sin que ello exija un
estudio previo del calculo diferencial, y que es importante promover el uso de las diferentes
representaciones y actividades experimentales como el uso de un software dindmico y el didlogo
a través de preguntas. Asi mismo, que las traslaciones entre los contextos de representacion
pueden posibilitar avances en los niveles de razonamiento covariacional en los estudiantes, y que
el estudio de la funcion cuadréatica a partir de la perspectiva variacional supone avances
significativos en comparacion con la secuencia de ensefianza tradicional (definicion-
propiedades-procedimientos-aplicaciones), en tanto que esta Gltima, aunque que permite abordar
algunas caracteristicas, en la mayoria de los casos estas carecen de sentido en un contexto de
variacion.

En esta misma linea, Gonzéles y Grueso (2016) desarrollaron una propuesta de aula que
pretendia potenciar el pensamiento variacional a través del estudio de la variacién y el cambio a
través de tareas que implicaban la covariacién. En la propuesta, fundamentada en el enfoque
tedrico de los Modelos Teobricos Locales (Filloy, 1999), los estudiantes trabajaron situaciones
problema a partir de eventos dindmicos en los que estaba implicita la necesidad de analizar la
covariacion entre cantidades de magnitudes. Con los resultados de este trabajo identificaron y
caracterizaron rasgos del razonamiento covariacional evidenciados en ellos, de acuerdo con el
marco tedrico de Carlson et al., (2003) de los niveles de razonamiento covariacional.

En sus conclusiones, los autores reafirmaron que “los fundamentos para la construccion

del concepto de funcion obedecen a la asociacion y estudio de fendmenos de cambio” y que “por
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lo tanto, este concepto debe estar soportado en nociones de variable, de dependencia, de
transformacion y de variacion” (Gonzéles y Grueso, 2016, p. 241). Ademas, también
identificaron que para el estudio de tareas de covariacion es necesario el enfoque dindmico para
el aprendizaje de las funciones, y que el marco conceptual propuesto por Carlson et al., (2003) es
un marco teorico que favorece el disefio de tareas, analisis del razonamiento covariacional y
clasificacion de procesos realizados por los estudiantes.

Otra de las conclusiones obtenidas, fue los avances importantes en el razonamiento
covariacional de los estudiantes en la medida que resolvian las preguntas para el acercamiento a
la nocion de funcion y los conceptos relacionados con esta como variables independientes,
variables dependientes, dominio, rango, maximos y minimos relativos, monotonia en el
comportamiento creciente o decreciente de una funcion. Ademas, los estudiantes se pudieron
clasificar en los distintos niveles de razonamiento covariacional descritos en el marco conceptual
de Carlson de acuerdo con la comprension del comportamiento de los cambios en lo cualitativo y
lo cuantitativo, exceptuando el nivel cinco al no haberse propuesto el trabajo de la razén de
cambio instantanea.

Por su parte, Insuasty (2004) en una investigacion analizé lo relacionado con el estudio
de las funciones, haciendo énfasis en la conceptualizacién y manejo del concepto de pardmetro y
de las familias de funciones cuadréaticas. En ésta sefiala que tradicionalmente el estudio de las
funciones en la educacion escolar se ha limitado a la tabulacion de datos, su representacion
gréafica en el plano cartesiano y su expresion analitica, pasando por alto procesos mas complejos
y relaciones abstractas en relacion con este objeto matematico; y concluye que para el estudio de
las funciones se deben reconocer e interpretar cada una de sus representaciones tabular-analitica-

gréfica-verbal, ademas, establecer relaciones con grado de complejidad entre estas.
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Un aspecto clave que se debe desarrollar en el estudio de las funciones es promover el
reconocimiento de las familias de funciones y sus representaciones, lo cual implica el tratamiento
de pardmetros y su interrelacion con otras representaciones. En relacion a lo anterior, Insuasty
plantea que para lograr el aprendizaje es necesario que los estudiantes conciban la funcion misma
como objeto (estructuralmente), mas que como proceso (operacionalmente), y para esto es
necesario poner en juego concepciones estructurales. Para abordar la situacién, la autora propone
una prueba constituida por situaciones problema para que los estudiantes desarrollen
tratamientos con su respectivo analisis reflexivo en relacion a los efectos de las variaciones de
los pardmetros como generadores de las familias de funciones.

En su investigacion, Insuasty pudo concluir que los estudiantes de grado décimo y
undécimo que participaron en la prueba mostraron dificultades con el paso del lenguaje gréfico al
lenguaje analitico. Para la superacion de lo anterior, sugiere que se fortalezca el trabajo o
ensefianza de funciones en relacion a fendmenos cotidianos y con una amplia y clara relacién de
los distintos sistemas de representacion. También recomienda el uso de calculadoras graficadoras
ya que son valiosas al momento de la visualizacién de la funcion.

En otra de sus investigaciones, Insuasti (2014) estudia la importancia de la modelizacién
de situaciones para el estudio, comprension y aprendizaje de la funcidn cuadrética. Para esto,
combina fundamentalmente dos referentes tedricos: la Teoria Antropoldgica de lo Didactico —
TAD-, a partir de la cual establece el estudio de la funcién cuadratica como instrumento de
modelizacion, y el Enfoque Instrumental, para comprender la integracion de las TIC y los
recursos pedagdgicos que hay a disposicion de los profesores para la representacion,

manipulacion y estudio de las funciones cuadraticas. De acuerdo con los referentes se selecciona
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y se adapta una secuencia de tareas a partir de un estudio de caso como metodologia de
investigacion.

Insuasti toma la Orquestacion Instrumental (Trouche, 2005) como sustento tedrico para
hacer uso del recurso tecnoldgico en la practica pedagogica, en este caso la plataforma PhET del
Portal de la Universidad de Colorado. A partir del Enfoque Instrumental (Guin y Trouche, 2007)
se pretende hacer uso del simulador como un recurso que potencia la actividad matematica del
estudiante y realizar procesos de modelacion de situaciones de movimiento al estudiarse como
praxeologias.

Finalizando su investigacion, Insuasti concluye que es importante y enriquecedor el uso
de recursos TIC en los procesos de ensefianza y aprendizaje relacionados al concepto de funcion,
ya que la interaccion con dichos medios dinamiza la participacién de los estudiantes y la
apropiacion de los conocimientos relativos a la materia de estudio. De igual modo, observa la
autora, puede notarse que la utilizacion del recurso electrénico permitié generar técnicas para el
manejo de sistemas de representacion, como la lectura de puntos sobre la gréfica, plantear un
sistema de ecuaciones, identificar caracteristicas y elementos de la representacion gréfica de una
funcidén cuadrética y la identificacion de una familia de funciones al variar pardmetros. También
los estudiantes pudieron llegar a justificaciones apropiadas a las tareas gracias a la combinacién
de recursos tecnoldgicos, papel y lapiz.

Por otra parte, Henao y Vanegas (2013) disefiaron una propuesta metodoldgica para
promover el estudio de la funcién cuadratica a partir de un enfoque variacional, la cual estaba
constituida por tres tareas en las cuales se desarrollaron procesos de modelacion en el marco de
la Educacion Matematica Realista -EMR—. Con esta propuesta los autores atendian a la

recomendacion del MEN de hablar en los documentos curriculares acerca de la importancia de
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emplear la resolucion de problemas y desarrollar procesos de modelacion de situaciones del
mundo real, comprendiendo la funcion cuadrética por su papel en la modelacién de fendmenos
fisicos, ademas, con el proposito de “acercar a los estudiantes hacia una mejor conexion entre el
mundo matematico y el mundo real” (p. 2885).

Finalizando su trabajo, los autores resaltan lo potente del marco tedrico de la EMR para
promover los procesos de modelacidn e identificar los niveles alcanzados por los estudiantes al
desarrollar las tareas y para materializar nuevas estrategias de intervencion en el aula, todo esto
considerando la importancia de poder presentar en las actividades situaciones que estén
planteadas en un contexto que facilite el acercamiento del grupo de estudiantes para,
posteriormente, llegar a la conceptualizacion de los objetos matematicos empleados.

Bajo otra mirada, Hurtado y Zufiiga (2011) tuvieron en cuenta principalmente el
tratamiento que dan los textos de ensefianza del concepto de funcidn cuadrética y el desarrollo
del pensamiento variacional, tomando como metodologia de anélisis la Teoria Antropolégica de
lo Didactico ~TAD- de Chevallard (1996, 1999). Bajo esa consideracion, los investigadores se
focalizaron por ejemplo en la incidencia real que tienen los libros para la ensefianza de las
matematicas en las instituciones educativas, especialmente sobre el acercamiento al concepto de
funcion cuadrética; para ello se analizaron algunos textos escolares con el prop6sito de
identificar en ellos si se reconoce la relevancia de los conocimientos provenientes del saber
sabio, haciendo un andlisis historico-epistemoldgico en el desarrollo del saber, y también
observando en forma detallada la relacion con el saber/ensefiar en las aulas, tomando como
referencia para esta situacion la transposicion didactica (Chevallard, 1998).

Después de realizado el analisis de textos, Hurtado y Zafiiga concluyeron que en algunos

textos se daba mejor tratamiento al concepto de funcidn pues en estos se buscaba explicitar los
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elementos que la caracterizan y los conjuntos de nimeros en los que se da, a diferencia de otros
que privilegian los ejemplos para mostrar cbmo se construye la grafica y las caracteristicas del
polinomio que define la funcion. Asi mismo, se observé que ciertos libros planteaban actividades
que integraban conceptos propios del pensamiento variacional como constante, variable, funcion,
dependencia e independencia de una variable con respecto a otra, en contextos cotidianos y de la
geometria, ademas, el uso de diferentes registros de representacion para evidenciar la relacion de
dependencia entre las variables, que es caracteristico de la nocién de variacion y cambio. Sin
embargo, también se identificaron dificultades pues no se avanzo al nivel de poder trabajar la
forma como se da la variacién de los elementos del conjunto de llegada antes o después del
punto maximo o minimo, dificultando el estudio formal de la funcion cuadratica.

Continuando con las conclusiones de Hurtado y ZUfiga, se tiene también que hubo textos
en los que pudo evidenciarse, en la unidad correspondiente al trabajo del pensamiento
variacional, una profunda carencia de actividades que permitieran que se llevara a cabo el
razonamiento y el proceso de modelacion de manera ligada, desarrollando entonces tareas
agrupadas en procesos como la comunicacion, resolucion de problemas y ejercitacion de
algoritmos. Finalmente, en su investigacion los autores observaron también que en una leccion
dedicada solo al tema de funcidn cuadrética se hicieran explicitos la mencion de conceptos como
variable, funcion, dominio, rango, graficas, la relacion de dependencia entre variables,
mostrando varios ejemplos; lo anterior reflejo el poco o casi nulo tratamiento de los conceptos de
variacion y cambio, indispensables en el aprendizaje y comprension del concepto de funcion
cuadratica.

De acuerdo con los antecedentes para esta investigacion se puede concluir que para

promover el desarrollo del pensamiento variacional en la etapa escolar es pertinente desarrollar y
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ejecutar secuencias de actividades en contextos dindmicos que favorezcan el andlisis de la
variacion en el estudio de las funciones, ya que este enfoque no ha sido ampliamente abordado
por los docentes de matematicas, también, que el marco conceptual del razonamiento
covariacional es una potente herramienta tedrica para analizar aspectos del pensamiento
variacional que pueden ser evidenciados y caracterizados en las respuestas de estudiantes al
estudiar situaciones que implican variacion. La importancia de este marco tedrico también se
visualiza en la posibilidad de que, al ser ampliamente trabajado por la comunidad de docentes de
la educacidn basica y media, enriqueceré las practicas de los mismos y se reflejara en el
aprendizaje de los estudiantes.

La educacion matemaética realista propone un marco teérico para promover y desarrollar
el proceso de modelacion de relaciones funcionales en el cual, a partir de los distintos niveles, se
pueden disefar, implementar y analizar secuencias didacticas con grupos de estudiantes y, dadas
sus caracteristicas, se puede asociar con el marco conceptual del razonamiento covariacional, los
cuales por su naturaleza tienen puntos comunes de trabajo como el pensamiento variacional y el
proceso de modelacién. De acuerdo con lo anterior, una propuesta de intervencion de aula que
permita estudiar la variacion, que promueva los procesos de modelacion de las relaciones
presentes y que posibilite el analisis de estos dos procesos se constituye en una propuesta que
integra dos componentes fundamentales en el desarrollo del pensamiento variacional.

El estudio de las funciones en la educacion escolar, entendidas como relaciones de
dependencia, y la atencidn sobre la covariacion de las cantidades presentes, es una alternativa
para acercarse a las nociones de variable y parametro, y para coordinar los cambios de los
valores de las cantidades cuando se trabaja con los distintos registros de representacion de la

situacion, donde no solo se privilegie la modelacion de expresiones analiticas sino que también
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se analicen las propiedades y relaciones entre tablas, graficas y enunciados en lenguaje natural.
Ahora, al hablar de la funcion cuadratica, debe tenerse en cuenta que, al ser esta una de las mas
ensefiadas en la escuela, es indispensable elaborar nuevas propuestas didacticas que estén
formuladas en contextos de distinta naturaleza, destacando la importancia de analizar contextos
dindmicos en los cuales se analicen fendmenos de la realidad que impliquen la variacion
cuadratica y que puedan ser modelados por este tipo de funciones; que procuren la comprension
de propiedades, procedimientos y nociones fundamentales y que no se limiten exclusivamente al
enfoque de correspondencia, Sino que sean puestas en contextos cercanos y amigables que
permitan a los estudiantes comprender con mas facilidad la variacion y las relaciones funcionales

asociadas.
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Capitulo Il. Marco conceptual de referencia

Este capitulo se encuentra dividido en tres secciones que corresponden a perspectivas
teoricas relevantes en el campo de la educacion matematica, referentes del presente trabajo de
investigacion: la perspectiva curricular, la perspectiva didactica y la perspectiva disciplinar (que
en este caso corresponde a las matematicas). A partir de las tres perspectivas se analiza en la
literatura los planteamientos relativos al desarrollo del pensamiento variacional en la educacion
escolar, las orientaciones para el estudio de la variacion en documentos curriculares en
Colombia, marcos tedricos que promueven y analizan el estudio de la variacién y el cambio, el
estudio de las funciones como relaciones de dependencia y las propiedades béasicas de las
funciones.

En la perspectiva curricular se aborda brevemente algunos de los cambios respecto al
curriculo escolar de matematicas en los ultimos sesenta afios hasta la organizacion de los
Lineamientos Curriculares de Matematicas (MEN, 1998), los Estandares Basicos de
Competencias en Matematicas (MEN, 2006) y los Derechos Basicos de Aprendizaje -DBA—
(MEN, 2016). En relacion a estos ultimos, se analiza la manera como se promueve el desarrollo
del pensamiento variacional a partir del estudio de los sistemas algebraicos y analiticos en
diferentes etapas de la educacion escolar, lo cual garantiza que el desarrollo de esta propuesta
didactica esté ajustada a los pardmetros establecidos para el curriculo escolar de matematicas.

En la perspectiva didactica, el desarrollo del apartado posibilita el analisis de estudios
respecto a la ensefianza y el aprendizaje de las funciones, considerando estas como relaciones de
dependencia, en las cuales se presta atencion a la variacién de las cantidades propias de una
situacién problema y a los cambios simultaneos de las cantidades, y se posibilita el andlisis de la

covariacion entre ellas y llevar a cabo la modelacion de las relaciones presentes en el contexto
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estudiado. Para esto, se indagan algunos trabajos realizados en los que se identifica y considera
la covariacion de las cantidades presentes, en los cuales se da cuenta de ciertos comportamientos
que evidencian acciones y niveles de razonamiento covariacional (Carlson et. al., 2003), ademas,
se verifica que durante este proceso también se ejecutan procesos de modelacion esenciales en la
actividad matematica que pueden ser desarrollados por los estudiantes y posteriormente
analizados de acuerdo con sus caracteristicas, como el proceso de modelacién formulado en la
Educacion Matemaética Realista (Freudenthal, 1985).

En la dltima parte del capitulo se analizara el devenir histérico del concepto de funcion, a
partir de la perspectiva disciplinar, analizando la manera como evolucioné la nocion de funcion,
sus caracteristicas, propiedades, el concepto de variable; ademas, identificando el momento en
que se empled la nocién de funcién en el estudio de curvas mecénicas, hasta su definicion méas
reciente en la teoria de conjuntos. Lo anterior es una parte importante porque justifica la forma
como se debe promover la ensefianza de las funciones sin olvidar sus propiedades béasicas, por
ejemplo, en el estudio de la variacidn presente en situaciones en donde la funcion cuadrética es el
modelo por excelencia que retine en forma matematica lo principal de la situacion de estudio
para, posteriormente, poder llegar a niveles de generalizacion de sus propiedades, en los cuales

se pueda comprender la nocién de funcién y las familias de funciones.

2.1. El desarrollo del pensamiento variacional y la modelacion de relaciones funcionales en
los documentos curriculares legales en Colombia

Durante los ultimos 60 afios la investigacion a nivel internacional acerca del curriculo
escolar de matematicas desarrollé cambios y nuevos enfogques. De acuerdo con la matematica
moderna en Estados Unidos en 1962, las Nuevas Tendencias en la Ensefianza de la Matematica

Volumen 1V, (Steiner, H. y Christiansen, B., 1979), "Las cuatro dimensiones del concepto de
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curriculum son los objetivos, contenidos, metodologia y evaluacién.” Steiner 1980, (Citado en
Rico, 1998, p. 5). Por su parte, de las obras: Las Matematicas si cuentan (1985), School
Mathematics in the 1990s. ICMI Study Series (1986), elaborado por Howson y Kahane,
Perspectives on Mathematics Education (1985) del grupo de especialistas BACOMET, The
Secondary School Mathematics Curriculum (1985) por la National Council of Teachers of
Mathematics (NCTM), se destaca la idea de “La vision activa de la ensefianza, en la que la
manipulacion de objetos y la elaboracién de modelos constituyan una etapa obligada en la
adquisicion y dominio de los conceptos” (Rico, 1995, p. 6).

2.1.1. El curriculo escolar de matematicas y los lineamientos curriculares

En la década de los sesenta y setenta, en Colombia se promulgaron decretos en los
niveles de primaria y secundaria que indicaban objetivos generales y especificos conductuales
(MEN, 1998). En 1975, se inici6 una reforma conocida como el Mejoramiento Cualitativo de la
Educacidn, que incluia renovacion de programas, capacitacion del magisterio y disponibilidad de
medios educativos, los cambios realizados desde 1976 hasta la renovacion curricular del
ministerio promulgada por decreto en 1984. Las primeras reformas consistieron en trabajar en la
educacidn béasica primaria cuatro tipos de sistemas: los aritméticos, los geométricos, los métricos
y los estocasticos. Para los niveles de secundaria y media se afiadian los sistemas analiticos, los
conjuntistas, los légicos y los generales, con la idea principal de que en vez de tratar de manera
individual las disciplinas que conforman las matematicas en grados superiores de la basica
secundaria y media, se privilegiara el estudio por sistemas analiticos como colecciones,
transformaciones y relaciones de orden.

En 1994, al expedirse la Ley General de Educacion se abri6 la posibilidad para que cada

institucion educativa, de manera autdnoma, pudiera formular su propio Proyecto Educativo
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Institucional —PEI—, reformar curriculos, planes de estudio, y programas. A este respecto, Vasco
(2003) afirma que a raiz de las dificultades que se derivaron de la libertad expresada en la Ley de
1994, el MEN debidn establecer pautas curriculares a través de indicadores de logros,
Lineamientos Curriculares (1998) y Estandares Basicos de Competencias en Matematicas
(2006), para asi orientar las nuevas responsabilidades que afrontarian las instituciones
educativas. Ya en esta nueva apuesta, surgen cambios y desarrollos significativos de la forma
como se pretende abordar la educacién matematica escolar, la ensefianza y el aprendizaje de esta
ciencia.

Previo a la concepcion de los Lineamientos Curriculares de Matematicas (MEN, 1998), la
propuesta de la renovacion curricular de 1976 plante6 la posibilidad de estudiar las matematicas
escolares como sistemas y no como conjuntos. La idea principal del enfoque de sistemas permitia
a los estudiantes acercarse a las distintas especialidades de las matemaéticas de tal forma que las
comprendieran como totalidades estructuradas, con sus elementos, operaciones y relaciones;
elementos claves para el incremento en la capacidad de conceptualizar. Ademas, el docente
podria hacer distincion entre los sistemas simbdlicos, conceptuales y concretos (MEN, 1998).

Los Lineamientos Curriculares orientan el desarrollo del pensamiento matematico a
través de cinco expresiones que lo conforman, relacionados con sistemas matematicos:

i. Pensamiento numérico y sistemas numéricos,
ii. Pensamiento espacial y sistemas geométricos,
iii. Pensamiento métrico y sistemas de medidas,
iv. Pensamiento aleatorio y sistemas de datos, y

V. Pensamiento variacional y sistemas algebraicos y analiticos.
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Dichas expresiones estdn mediadas por cinco procesos, a saber: formular y resolver
problemas; modelar procesos y fendmenos de la realidad; comunicar, razonar y formular;
comparar y ejercitar procedimientos y algoritmos (MEN, 1998, 2006; Vasco, 2003), teniendo
un apoyo considerable en lo desarrollado en el anterior enfoque de sistemas de la renovacion
curricular y orientados hacia la conceptualizacion por parte de los estudiantes y la
comprension de sus posibilidades y el desarrollo de competencias. En relacion a esto, Vasco

sefiala;

La propuesta de trabajar por tipos de pensamiento fue pues un paso adelante muy significativo, pues pone
el proposito de las matematicas escolares en el desarrollo del pensamiento matematico en sus diversas
formas y su utilizacién socialmente méas poderosa: La modelacion, sin limitar las matematicas escolares a la
mera aplicacién de algoritmos ya conocidos para “resolver problemas”, los cuales, mas que problemas

abiertos y retadores, son apenas ejercicios escolares, por necesarios que estos sean. (2003, p. 4)

En lo anterior se demuestra la importancia de llevar a cabo el proceso de modelacién de
fendmenos y procesos de la realidad, promovido en los lineamientos curriculares con el
propdsito de que fuera llevado a las practicas educativas en las aulas de clase; no obstante, la
importancia de llevar a cabo estos procesos radica en la posibilidad de favorecer las expresiones
del pensamiento matematico o subdivisiones de este. En particular, en relacién con el

pensamiento variacional, en los lineamientos curriculares se habla del algebra como:

Una potente herramienta para la modelacion de situaciones de cuantificacion y de diversos fendmenos de
variacion y cambio, es por ello que debe involucrar entre otros aspectos el uso comprensivo de la variable y
sus diferentes significados, la interpretacion y modelacion de la igualdad y de la ecuacion, las estructuras
algebraicas como medio de representacion y sus métodos como herramientas en la resolucién de

problemas, la funcién y sus diferentes formas de representacion, el andlisis de relaciones funcionales y de
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la variacién en general para explicar de qué forma un cambio en una cantidad produce un cambio en otra, y
la contextualizacion de diversos modelos de dependencia entre variables, todos éstos desarrollos propios

del pensamiento variacional. (MEN, 1998, p. 17)

De esta manera se identifica lo relevante del estudio de la variacion y el cambio de
cantidades en las actividades educativas escolares que conllevan al desarrollo del pensamiento
variacional, ademas, de llevar a cabo disefios y reformas curriculares institucionales y de
estrategias y metodologias en cuanto a las clases se refiere. Se plantea pues que, de acuerdo con
los lineamientos, en el desarrollo del pensamiento variacional se debe tener presente la evolucion
histdrica del concepto de variacidn (desde sus origenes cuando se realizaron los primeros
estudios matematicos del movimiento) y los nucleos conceptuales en los que esta involucrada,
COmo son:

I.  Continuo numérico
Il.  La funcion como dependencia y modelos de funcion
I Las magnitudes
IV. Elalgebra en su sentido simbolico
V.  Modelos matematicos de tipos de variacion

En los lineamientos curriculares de matematicas se propone el estudio de las relaciones
funcionales como dependencia, a partir del estudio de la variacion de cantidades de magnitud,
sus representaciones, para de esta manera estimular en el estudiante la observacion, registro y

utilizacion del lenguaje matematico (MEN, 1998). En este sentido:

Abordado asi el desarrollo del pensamiento variacional se asume por principio que las estructuras
conceptuales se desarrollan en el tiempo, que su aprendizaje es un proceso que se madura progresivamente
para hacerse mas sofisticado, y que nuevas situaciones problematicas exigiran reconsiderar lo aprendido

para aproximarse a las conceptualizaciones propias de las matematicas. (p. 50)



31

El estudio de las matematicas escolares y el desarrollo del pensamiento variacional debe
cumplir unos momentos que se van dando en la medida que el estudiante desarrolla las diferentes
actividades propuestas en el aprendizaje y comprension de las relaciones funcionales al estudiar
la variacion; por tanto, las clases de matematicas en el aula no pueden ser la presentacion de
contenidos aislados o con una aparente desconexion.

La introduccidn a la nocion de funcion como dependencia entre variables, permite al
estudiante identificar y sefialar las relaciones funcionales entre los mundos que cambian. De esta
manera se hace emerger la funcién como herramienta necesaria para enlazar patrones de
variacion y asi predecir y controlar lo que cambia, a partir de los distintos modelos simples de
funcidn que se estudian en la educacion bésica secundaria y media (MEN, 1998).

Por ultimo, debe decirse que las estructuras conceptuales en los Lineamientos
Curriculares dan cuenta del direccionamiento establecido para las nuevas propuestas que
promueven el desarrollo del pensamiento variacional a través de la ensefianza y del aprendizaje
de las matematicas escolares en Colombia y se constituyen en un fundamento de la propuesta

desarrollada en el presente trabajo de investigacion.

2.1.2. Estandares basicos de competencias en matematicas

El documento de los Estandares Basicos de Competencias -EBC— en Matematicas
(MEN, 2006) inicia con la frase “Potenciar el pensamiento matematico: Un reto escolar”, dando
cuenta de la propuesta y objetivo principal que ha sido trabajado desde la Ley de 1994 y los
lineamientos curriculares de matematicas. Al inicio de dicho documento se sustenta el valor de la
ensefianza y aprendizaje de las matematicas en la escuela a través de tres fines, entre los cuales
uno de ellos termina por considerarlas como “un cuerpo de practicas y de realizaciones

conceptuales y linguisticas que surgen ligadas a un contexto cultural e historico concreto y que
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estan en continua transformacion y reconstruccién como otros cuerpos de practicas y saberes”
(MEN, 2006, p.47). Este fin justifica y re direcciona las practicas educativas al momento de
ensefiar matematicas en el ambito escolar y constituye para los objetivos de la presente
investigacion uno de los argumentos para el tipo de actividades que se llevaran a cabo y que se
analizaran posteriormente en la intervencion con los estudiantes, donde el caracter contextual de

la situacién problema a trabajar conduce a desarrollar y fortalecer el pensamiento variacional.

2.1.2.1. El desarrollo y fortalecimiento del pensamiento variacional

En el caso de las cinco expresiones que comprenden el pensamiento matematico, segin
los EBC en Matematicas, se hara hincapié en el desarrollo del pensamiento variacional,
considerando también que los otros pensamientos como el numérico, espacial, métrico y
aleatorio, con sus respectivos sistemas, también tienen relacion y se presentan en alguna medida
en la actividad matematica.

El estudio y la comprension de la variacion y el cambio cumplen un papel fundamental
en el desarrollo del pensamiento variacional en todos los niveles educativos en la educacién
matematica escolar. En primera instancia, en los estandares se realiza una breve descripcion de
aquello que implica el pensamiento variacional, como “el reconocimiento, la percepcion, la
identificacion y la caracterizacion de la variacion y el cambio en diferentes contextos, asi como
con su descripcion, modelacion y representacion en distintos sistemas o registros simbolicos, ya
sean verbales, iconicos, graficos o algebraicos” (MEN, 2006, p. 66). El proposito de propiciar el
desarrollo de este tipo de pensamiento en la escuela es crear condiciones favorables para la
comprension y uso de conceptos en el estudio de las funciones y sus sistemas, el calculo integral

y diferencial y, en relacion a estos, la solucion de situaciones problema que involucran la
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modelacion de procesos y fendbmenos de variacién y cambio en la vida cotidiana, las
matematicas y otras ciencias.

En los EBC se propone que para favorecer el desarrollo del pensamiento variacional
durante los primeros niveles en la escuela, se debe propiciar el estudio de las regularidades,
analizar lo que cambia, analizar patrones numéricos y geométricos. Las regularidades como
unidades de repeticion, presentes en sucesiones o secuencias, dan lugar a un patrén, y al realizar
estos estudios se desarrolla la habilidad para identificar el patron y reproducirlo por medio de
una formula (MEN, 2006). De esta manera, ya se estan dando condiciones favorables para que el
pensamiento variacional en el estudiante se consolide poco a poco y asi en el estudio de
conceptos con mayor nivel de complejidad, el identificar regularidades en las distintas
representaciones propuestas se algo que se pueda identificar con facilidad.

Al igual que en el punto anterior, al proponer actividades para analizar lo que cambia
también se estan fortaleciendo aspectos de los otros tipos de pensamiento matematico y los
procesos generales, facilitando el que se establezcan conjeturas, construyan representaciones en
los diferentes registros, realicen calculos, modele, y se logre obtener generalizaciones de acuerdo
con la situacion planteada. De igual manera, el estudio y generalizacion de los patrones
numeéricos y geométricos favorecen el manejo simbolico y el aprendizaje de los sistemas
algebraicos, incluso antes de su trabajo en forma directa en grados octavo y noveno, con el
proposito de realizar posteriores construcciones de expresiones algebraicas en situaciones
propuestas.

Segun los EBC, en la educacion basica secundaria y los grados en donde se lleva a cabo
el trabajo algebraico en forma directa, el sistema algebraico es el predilecto para representar la

variacion, sin embargo, las otras formas de representacion como la tabular, geométrica, grafica,
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iconica, gestual, también son muy importantes en el proceso de modelacion y lo que corresponde
al estudio de la situacion trabajada. Al respecto, se propone que el estudio de la variacion y las
relaciones funcionales en estos niveles se puede llevar a cabo a partir de situaciones de la vida
cotidiana, situaciones de las ciencias sociales y naturales y situaciones de las matemaéticas que
permitan hacer un acercamiento al concepto de funcién como una relacién de dependencia entre
variables; de esta manera, se pude lograr la apropiacion de conceptos claves del pensamiento
variacional como constante, variable, funcion, razén o tasa de cambio, dependencia e

independencia, propiciando el aprendizaje de las funciones y las familias de funciones.

2.1.2.2. La formacion por competencias

En los lineamientos curriculares se entendia la competencia matematica como la
“consideracion pragmatica e instrumental del conocimiento matematico” (MEN, 2006, p. 48), lo
que implicaba el transito de las estructuras y conceptos de las matematicas como herramientas
practicas dentro y fuera de la escuela. Por su parte, en los EBC se hace referencia a las
competencias como “conjunto de conocimientos, habilidades, actitudes, comprensiones y
disposiciones cognitivas, socio afectivas y psicomotoras apropiadamente relacionadas entre si
para facilitar el desempefio flexible, eficaz y con sentido de una actividad en contextos
relativamente nuevos y retadores” (MEN, 2006, p. 49).

Del concepto de competencia se deriva la expresion ser mateméaticamente competente, la
cual se interpreta como la comprension del uso del conocimiento en contextos diversos, en las
facetas practica y formal del conocimiento matematico, y los conocimientos de tipo conceptual y
procedimental (MEN, 2006). En lo que a las facetas se refiere, comprende que lo practico es la
posibilidad de emplear ese conocimiento para mejorar su calidad de vida y desempefio como

ciudadano y que lo formal es el emplear el lenguaje de las matematicas con sus registros de
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representacion. En cuanto a los tipos de conocimiento, el conceptual consiste en un conocimiento
tedrico producto de la actividad cognitiva y con muchas relaciones entre sus componentes y con
otros conocimientos.

Las argumentaciones anteriormente indicadas permiten sefialar que el ser
matematicamente competente también implica cumplir con algunos procesos durante la actividad
matematica, de los cuales se mencionan cinco, como son: formular y resolver problemas;
modelar procesos y fendmenos de la realidad; comunicar, razonar, y formular; comparar y
ejercitar procedimientos y algoritmos. Para el desarrollo de esta investigacion nos centraremos
en los de formular y resolver problemas y modelar procesos y fendmenos de la realidad, por su
relevancia al estudiar la covariacion de magnitudes de fenémenos de la realidad, sin embargo,
tampoco se puede desconocer que los otros procesos también se presentan en alguna medida en

el trabajo de las actividades propuestas.

2.1.2.3. Procesos generales en el desarrollo del pensamiento variacional

Como se menciond en el parrafo anterior, los procesos de formular y resolver problemas
y modelar procesos y fenémenos de la realidad constituyen momentos claves en el trabajo por
parte del estudiante. Respecto al primer proceso, los EBC plantean la necesidad de proponer a
los estudiantes situaciones que se puedan identificar en un contexto y posteriormente relacionar
con toda la parte matematica a trabajar para determinar una solucion apropiada y poder llegar a
procesos mayores de generalizacion. A su vez, son varias las competencias que el estudiante esta
trabajando en este proceso, como aquellas que “permiten desarrollar una actitud mental
perseverante e inquisitiva, desplegar una serie de estrategias para resolverlos, encontrar
resultados, verificar e interpretar lo razonable de ellos, modificar condiciones y originar otros

problemas” (MEN, 2006, p. 52).
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Al respecto del segundo proceso, modelar procesos y fenémenos de la realidad, debe
entenderse primero que los EBC comprenden el concepto de modelo como un sistema figurativo
mental, grafico o tridimensional, con el que se representa la realidad para hacerla méas
comprensible; construccion o artefacto material o mental, un sistema, una estructura, una imagen
analdgica para hacer cercana una idea o concepto y asi poder manejarlo y apropiarse de este
(MEN, 2006). De acuerdo con esto, el proceso de modelacién involucra la construccion de
modelos de una situacion estudiada y para esta investigacion se pretende que el estudiante
construya modelos de la funcion cuadratica en relacion a la situacion planteada.

Otro aspecto relevante en el proceso de modelacion consiste en la posibilidad de
comprender las relaciones existentes entre las variables del modelo para asi determinar niveles
de importancia y complejidad en la construccion de otros modelos y la manipulacién de los
mismos. En relacién a esto, en los EBC se menciona el proceso de modelacion como aquel que
facilita construir modelos de situaciones problema, “permite decidir qué variables y relaciones
entre variables son importantes, lo que posibilita establecer modelos matematicos de distintos
niveles de complejidad” (MEN, 2006, p. 53) y de esta manera hacer predicciones, utilizar
procedimientos de célculo numérico y razonar acerca de los resultados en relacion con la
situacion inicial propuesta.

El proceso de modelacion también se asume en el documento como un sinénimo de
matematizar, y a su vez se entienden ambas en relacién a lo propuesto por Freudenthal (1977),
como:

[...] simplificacién y restriccion de la complejidad de una situacion real para reducirla a una situacion ya
conocida, de tal manera que se pueda detectar facilmente qué esquema se le puede aplicar, cdmo se
relaciona con otras y qué operaciones matematicas pueden ser pertinentes para responder a las preguntas

que suscita dicha situacion. (MEN, 2006, p. 53)
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Lo anterior permite identificar y justificar la importancia de estos procesos y la forma
como se relacionan y se llevan a cabo en la implementacion de la actividad a trabajar con los
estudiantes en el desarrollo de esta investigacion, que esta encaminada al desarrollo y

fortalecimiento del pensamiento variacional.

2.1.3. Derechos bésicos de aprendizaje

A continuacion, se exponen algunos aspectos de los Derechos Basicos de Aprendizaje —
DBA- para el area de matematicas, en su segunda version (MEN y Universidad de Antioquia,
2016) respecto al desarrollo del pensamiento variacional y el estudio de las funciones.

En el segundo DBA de grado noveno se anota lo siguiente: “Propone y desarrolla
expresiones algebraicas en el conjunto de los nimeros reales y utiliza las propiedades de la
igualdad y de orden para determinar el conjunto solucion de relaciones entre tales expresiones”
(MEN y Universidad de Antioquia, 2016, p. 66). Lo sefialado en este DBA presenta una forma
de abordar el tema de las funciones, sin embargo se entiende que el tratamiento implica mas la
ejercitacion de calculos y mecanizacion de algoritmos que el proceso de modelacion de una
situacion en contexto que permita entre varias cosas percibir y estudiar la variacion. Dicho de
otra manera, las capacidades a desarrollar que aparecen son “proponer” y “desarrollar”, pero no
se define si de situaciones problema o contextualizadas, por tanto, estas capacidades podrian
limitarse al “despeje”, que implica la manipulacion de una expresion algebraica y es solo una
parte del proceso de modelacion.

La primera evidencia que se presenta en el documento para el anterior DBA, “Identifica y
utiliza multiples representaciones de nimeros reales para realizar transformaciones y
comparaciones entre expresiones algebraicas” (p. 66), permite apoyar la idea que se entiende

para la implementacion de este DBA. Por otra parte, la Gltima evidencia descrita y el ejemplo
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dado dan una idea sobre cdmo se deben relacionar los tipos de representacion que tiene una
funcion, sin embargo, esta idea o tratamiento que se debe hacer no es claro y la comprension de
las relaciones entre los tipos de representacion puede quedar con bases deficientes y este
concepto fundamental ser aprendido de manera poco apropiada.

Otro DBA relacionado, en este caso para el estudio de la variacion, es el septimo:
“Interpreta el espacio de manera analitica a partir de relaciones geométricas que se establecen en
las trayectorias y desplazamientos de los cuerpos en diferentes situaciones” (p. 70). De este se
puede decir que al parecer da prioridad al andlisis de gréficas en relacion a situaciones dindmicas
que implican variacion, y de acuerdo con las evidencias, el analisis puede ser verbal o la
explicacion y representacion de la variacion con gréficas, entendiéndose que no es clave la
integracion de una expresion analitica de la situacién que permita un andlisis formal y de mayor
complejidad del concepto y que complemente las distintas representaciones.

Respecto al desarrollo del pensamiento variacional, al analizar los dos anteriores DBA 'y
hacer una comparacion con los EBC para el conjunto de grados de 8° y 9°, se observa que el
planteamiento que proponen los EBC presenta una estructura mas integral para abordar el objeto
matematico y menos encaminada al trabajo por contenidos y a la ejercitacién en forma mecéanica
que se percibe en los DBA. De acuerdo con lo anterior, se observa el estandar “Identifico la
relacion entre los cambios en los pardmetros de la representacién algebraica de una familia de
funciones y los cambios en las gréficas que las representan” (MEN, 2006, p. 87), que permite
considerar multiples adecuaciones a actividades escolares que no se limitan a la mecanizacion de
rutinas de despeje, sino a analizar el cambio, la relacion coherente entre las distintas
representaciones de una situacion que implica variacion, el papel que cumplen los parametros y

las variables, y la forma como se relacionan las familias de funciones.
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En relacién con los DBA se puede concluir lo siguiente: i) la forma como se pretende
fortalecer y desarrollar el pensamiento variacional en grado noveno no es clara; ii) los
enunciados que presentan algun tipo de relacidn con el concepto de funcion tienden al trabajo de
algoritmos, rutinas de ejercitacion y despeje; iii) los enunciados donde se hace referencia a los
tipos de representacion del concepto de funcion estan direccionados hacia la identificacion de
informacion en estas representaciones, y no hacia la identificacion de relaciones entre ellas, ni a
la construccién de representaciones gréaficas, tabulares y de expresiones algebraicas que implican
un trabajo de mayor complejidad y apropiacién conceptual y procedimental; y iv) aunque para el
estudio de la variacién se propone abordar situaciones dindmicas (lo que seria una propuesta
interesante), la propuesta recae Unicamente en la identificacion de la variacion en graficos, la
realizacion de descripciones verbales y explicaciones.

De lo tratado y desarrollado en la perspectiva curricular se destacan los siguientes
aspectos como aportes para la investigacion:

VI.  Lapropuesta de aula a desarrollar partird de la apropiacion conceptual de algunos
elementos pertinentes desarrollados en los lineamientos curriculares y los estandares
basicos de competencias en matematicas por su estructura, validez y pertinencia en lo que
corresponde a los procesos de ensefianza y aprendizaje de las matematicas en el contexto
educativo colombiano.

VII.  Las actividades propuestas en este trabajo se enmarcaran en el pensamiento variacional,
dado que el estudio de la variacion y el cambio en diferentes contextos permite alcanzar
mayor comprension de los objetos matematicos relacionados, de tal manera que se pueda
identificar y lograr su descripcion, modelacion y representacion en distintos registros o

sistemas simbolicos y en especial la comprension y uso de conceptos y procedimientos de
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las funciones y sus sistemas analiticos, asumiendo la funcién como una dependencia
entre magnitudes variables.

En el estudio de la variacion, la resolucion de problemas es un proceso general de la
actividad matematica que podria convertirse en eje organizador del curriculo de
matematicas, a partir de situaciones ligadas a experiencias cotidianas, significativas para
los alumnos y del mundo cercano, de las mismas matematicas o de otras ciencias. De esto
se destaca que los contextos a trabajar en las situaciones no tienen que ser explicitamente
de la realidad, también pueden ser situaciones en las matematicas u otras ciencias que
favorezcan la comprension apropiada de dicha situacion y el tratamiento matemaético de
acuerdo con las cuestiones planteadas.

Por ultimo, la modelacion como otro de los procesos generales en la actividad
matematica, que permite la deteccién de esquemas o regularidades en el estudio de
situaciones y que pueden ser representados por modelos mentales, gestuales o simbolicos
para su estudio y asi responder a preguntas en dicha situacion. Estas representaciones son
esenciales en el estudio de la variacion y la comprension del concepto de funcién, todos
aquellos gestos, gréaficos que los estudiantes disefien, comentarios, expresiones
algebraicas permitiran posteriormente llevar a cabo el analisis de los resultados de la

implementacién de la propuesta de aula.

2.2. Perspectiva didactica: concepciones teoricas acerca del desarrollo del pensamiento
variacional y la modelacion de relaciones funcionales

En el desarrollo de este apartado se analizan algunas propuestas didacticas que propenden

por establecer rutas alternativas para el desarrollo del pensamiento variacional, el estudio y
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comprension de la variacion y el cambio, el aprendizaje apropiado del concepto de funciony la
funcion cuadrética, comprendiendo la modelacion como estrategia clave en el proceso.

2.2.1. El estudio de la variacion a partir del enfoque covariacional

En la organizacion e implementacion del curriculo de la educacion matematica escolar en
Colombia se identifico el estudio de la variacion como una estrategia y actividad educativa
fundamental para el desarrollo del pensamiento matematico y, especialmente, del pensamiento
variacional. De acuerdo con esto, dicho desarrollo se puede promover a partir de estrategias o
metodologias que impliquen el andlisis de patrones aritméticos, geométricos, la modelacion de
fendmenos y, en general, el estudio de situaciones “para explicar de qué forma un cambio en una
cantidad produce un cambio en otra, y la contextualizacion de diversos modelos de dependencia
entre variables” (MEN, 1998, p. 17), apuntando hacia el estudio de la covariacion. Al respecto,

Vasco (2003) sefiala:

El pensamiento variacional puede describirse aproximadamente como una manera de pensar dinamica, que
intenta producir mentalmente sistemas que relacionen sus variables internas de tal manera que covarien en
forma semejante a los patrones de covariacién de cantidades de la misma o distintas magnitudes en los

subprocesos recortados de la realidad. (p. 6)

Ademas, manifiesta que el pensamiento variacional cumple con un movimiento mental
que se lleva a cabo a través de unos momentos o fases como son:
1. Captar lo que cambia, lo que permanece constante y los patrones repetidos en algunos
procesos.
2. Producir sistemas mentales o “modelos mentales” con variables internas que
interactuan reproduciendo con cierta aproximacion las covariaciones detectadas.
3. Activar los modelos mentales para que arrojen resultados.

4. Comparar los resultados con el proceso que se trata de modelar.
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5. Revisar para refinar o descartar el modelo

En casos donde hay sistemas simbdlicos con tecnologias socialmente disponibles como
las palabras, dibujos u otros iconos, letras 0 nimeros, se dan momentos como:

1. formulacion simbolica del sistema o modelo mental por medio de algun sistema

simbolico con su respectiva tecnologia.

2. Momento de calcular con la representacion tecnoldgica disponible.

3. Momento de comparar los resultados con el proceso modelado.

4. Momento de la reformulacion del modelo.

Segln Vasco (2003), los anteriores momentos describen la finalidad del pensamiento
variacional que es “la captacion y modelacion de la covariacion entre cantidades de magnitud,
principalmente — pero no exclusivamente — las variaciones en el tiempo” (p. 6). Ademas, en el
estudio de la covariacion recomienda una notacion para el trabajo con la correlacion positiva o

negativa y luego estudiar la proporcionalidad directa entre cantidades:

Asi se detecta que la proporcionalidad directa es sélo un tipo muy especifico de covariacion positiva, y que
la proporcionalidad inversa es s6lo un tipo muy especifico de correlacion negativa entre cantidades

absolutas o no negativas. (Vasco, 2003, p. 9)

Finalmente, el autor también considera la modelacién como una actividad clave en el
estudio de la covariacidn, pero este aspecto se desarrollara mas adelante.

2.2.2. La funcién como covariacion

El estudio de la variacion es un enfoque conveniente para el aprendizaje y comprension
del concepto de funcion (Dolores y Salgado, 2009; Posada y Villa, 2006; Villa, 2008, 2012). La
variacién implica la covariacion y la correlacion de magnitudes (Villa, 2008, 2012), y, de
acuerdo con esto, el estudio de la covariacion es fundamental para el desarrollo del razonamiento

covariacional (Carlson, Jacobs, Coe, Larsen y Hsu, 2003; Dolores y Salgado, 2009; Villa, 2012);
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ademas, el estudio de la covariacion es una forma potente para el aprendizaje del concepto de
funcion y en este proceso de aprendizaje y apropiacion de la funcién es muy importante llevar a
cabo el proceso de modelacion de situaciones (Villa, 2008).

Villa (2008) plantea en su investigacion la importancia de la comprension de la funcion
cuadratica a partir de la atencién y estudio de la forma como covarian dos cantidades de
magnitud, obteniendo una variacion lineal de la razon de cambio entre ellas. Para este autor, el
aprendizaje de la funcion cuadrética no solo debe atender las variaciones presentes en las

cantidades de las magnitudes, sino que se debe poner especial cuidado a la forma como estas se
. , . Ay .,
corresponden, teniendo presente el concepto de razon de cambio — como relacién clave, la cual

varia linealmente. De acuerdo con lo anterior, en este proceso de estudio de la funcién se
presentan particularidades como la descripcion cualitativa del cambio a partir de la grafica, el
cambio de la razén de cambio, la construccion de una funcién en la que su razén de cambio varia
linealmente, la asociacion de como varia el cambio con las concavidades de la grafica, entre
otras, lo cual esta relacionado o evidencia el desarrollo del razonamiento covariacional en el
estudiante.

Por su parte, para el estudio y comprension de la funcién, Dolores y Salgado (2009)
hacen énfasis especialmente en lo que han Ilamado graficacion covariacional: a partir de esta se
pueden representar las diferencias al considerar como y cuanto cambian las variables que estan
relacionadas unas con otras. Los autores hacen hincapié en el trabajo con funciones y su
representacion grafica con el objetivo de plantear algunas posibles soluciones a errores y
dificultades asociados al entendimiento del significado grafico de las funciones, a la

comunicacion o extraccion de informacion de las gréficas, a la articulacién de las diferentes
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representaciones del concepto de funcidn, entre otras dificultades y errores inscritos al desarrollo
de un razonamiento covariacional.

En su trabajo, Dolores y Salgado (2009) definen la graficacion covariacional como “las
actividades de representacion grafica en las que se involucra la coordinacion de dos cantidades
variables, atendiendo las formas en que cambia una con respecto la otra” (p. 66), tomando como
elemento principal el cambio, centrando su atencion en la representacion gréfica de este y
considerando la variacion estrechamente ligada al proceso de medicién del cambio. En primera

instancia, para el estudio de la covariacion en graficas de funciones, expresan que:

Una interpretacidn cualitativa o cuantitativa de una grafica requiere de centrar la atencion en los efectos
sobre la relacion entre las dos variables, y en particular en su patron de covariacion, es decir atender
simultaneamente los efectos que provocan los cambios de la variable independiente en la variable
dependiente. (p. 64)

En relacién a los cambios en variables y las gréaficas, los estudiantes “las interpretan
como si no hubiese alguna relacion que las vincule” (p. 65), dando muestra del escaso sentido de
covariacion que ellos presentan al estudiar las graficas y, a su vez, sefialando el objetivo de dicho
trabajo de la graficacion covariacional, “ya que parte esencial de este modo de graficacion radica
justamente en la representacion grafica de la correlacion necesaria entre el aumento o
disminucion de una las variables y los efectos que causa (aumento o disminucién) en la otra

variable” (p. 65).

2.2.2.1. El razonamiento covariacional.

El trabajo de investigacion de Carlson, Jacobs, Coe, Larsen y Hsu (2003), analiza lo

relacionado con la forma como razonan los estudiantes al aprender el concepto de funcién a
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partir del estudio de la variacion y la covariacion entre cantidades de magnitudes en el estudio y
modelacion de eventos dindmicos.

En su trabajo, los investigadores definen el razonamiento covariacional como “ las
actividades cognitivas implicadas en la coordinacion de dos cantidades que varian mientras se
atiende a las formas en que cada una de ellas cambia con respecto a la otra” (p.124); de acuerdo
con esto se constituye en una perspectiva de trabajo didactico propicio dadas sus caracteristicas,
eje tematico de tratamiento y naturaleza en el marco de la educacion matematica. Algunas de las
situaciones que condujeron al surgimiento de dicho marco conceptual a partir de los resultados y
conclusiones de investigaciones referenciadas en su documento, reiteran la importancia de la
ensefianza y aprendizaje del concepto de funcion en los curriculos escolares, considerando de
manera relevante la observacion y estudio durante los primeros afios escolares de los patrones de
cambio, comprendiendo formas de representarlo, con el propdésito de analizar y entender
situaciones que involucran la razén de cambio de una variable cuando varia en una relacion
dependiente con otra y asi llegar a modelar distintas relaciones funcionales. En niveles
superiores, las destrezas alcanzadas son esenciales para interpretar modelos de eventos
dinamicos, comprender los conceptos fundamentales del célculo y las ecuaciones diferenciales.

De igual modo, los autores mencionados identifican la razon, la covariacion y la imagen
y sus implicaciones como conceptos relevantes, los cuales se describiran brevemente:

X.  Razon: esta expresion se emplea para referirse a la razon de cambio promedio en un
subintervalo o la razon de cambio instantanea para imaginar una funcion sobre todo su
dominio.

Xl.  Covariacion: Saldanha y Thompson, 1998 (citados en Carlson, Jacobs, Coe, Larsen y

Hsu, 2003, p. 123), describen la comprension de la covariacion como “mantener en la



mente, de manera simultanea, una imagen sostenida de dos valores de cantidades

(magnitudes)”, siendo una actividad mental en la cual se coordinan dos cantidades,

siguiendo los valores de cada una en un instante.
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XIl.  Imagen: Thompson, 1994 (citado en Carlson, Jacobs, Coe, Larsen y Hsu, 2003, p. 124)

define la imagen como un constructo “dindmico que se origina en acciones corporales y

movimientos de la atencion, y como la fuente y el vehiculo de operaciones mentales”

Asociadas a estos conceptos, y como estructura fundamental para el andlisis del

razonamiento covariacional en estudiantes, los autores proponen dos tablas en las cuales se

especifican los comportamientos de estudiantes vinculados a la realizacion de tareas con las

caracteristicas anteriormente mencionadas. En la primera tabla se puntualizan las acciones

mentales del razonamiento covariacional y el comportamiento asociado.

Tabla 1

Acciones mentales del razonamiento covariacional

Accion
mental

Descripcion de la accién mental

Comportamientos

AM1

AM?2

AM3

AM4

AM5

Coordinacion del valor de una variable con
los cambios de otra.

Coordinacioén de la direcciéon del cambio de
una variable con los cambios en la otra
variable.

Coordinacion de la cantidad de cambio de
una variable con los cambios en la otra
variable.

Coordinacion de la razon de cambio
promedio de la funcion con los incrementos
uniformes del cambio en la variable de
entrada.

Coordinacion de la razéon de cambio
instantanea de la funcion con los cambios
continuos en la variable independiente para
todo el dominio de la funcion.

Designacién de los ejes con indicaciones
verbales de coordinacion de las dos variables
(e.g., y cambia con cambios en x).
Construccién de una linea recta creciente.
Verbalizacién de la consciencia de la direccion
del cambio del valor de salida mientras se
consideran los cambios en el valor de entrada.
Localizacion de puntos/construccion de rectas
secantes.

Verbalizacién de la consciencia de la cantidad
de cambio del valor de salida mientras se
consideran los cambios en el valor de entrada.
Construccion de rectas secantes contiguas para
el dominio.

Verbalizacién de la consciencia de la razén de
cambio del valor de salida (con respecto al valor
de entrada) mientras se consideran incrementos
uniformes del valor de entrada.

Construcciébn de una curva suave con
indicaciones claras de los cambios de la
concavidad.

Verbalizacién de la consciencia de los cambios
instantaneos en la raz6n de cambio para todo el




dominio de la funcion (los puntos de inflexion y
las concavidades son correctos).

Nota. Fuente: Carlson, M., Jacabs, S., Coe, E., Larsen, S., & Hsu, E. (2003). Razonamiento covariacional
aplicado a la modelacion de eventos dinamicos: Un marco conceptual y un estudio. Revista EMA, 8(2),

121-156.

De acuerdo con este marco conceptual, un estudiante que evidencie las condiciones

propias de cada accién mental y comportamiento, puede incluirse en un nivel que determina el

desarrollo de razonamiento covariacional presente. A continuacion, se presentan los niveles

definidos en el estudio de la covariacion en este marco conceptual:

Tabla 2

Niveles de razonamiento covariacional

Nivel Descripcion del nivel de razonamiento covariacional

Nivel 1 (N1) En el nivel de coordinacion, las imagenes de la covariacion pueden sustentar a la

Coordinacion accion mental de coordinar el cambio de una variable con cambios en la otra variable
(AML).

Nivel 2 (N2) En el nivel de direccidn, las imagenes de la covariacion pueden sustentar a las acciones

Direccion mentales de coordinar la direccion del cambio de una de las variables con cambios en
la otra. Las acciones mentales identificadas como AM1 y AM2 ambas son sustentas
por imagenes de N2.

Nivel 3 (N3) En el nivel de la coordinacién cuantitativa, las imagenes de la covariacién pueden

Coordinacion
cuantitativa

Nivel 4 (N4)
Razén promedio

Nivel 5 (N5)
Razo6n instantanea

sustentar a las acciones mentales de coordinar la cantidad de cambio en una variable
con cambios en la otra. Las acciones mentales identificadas como AM1, AM2 y AM3
son sustentadas por las imagenes de N3.

En el nivel de la razén promedio, las imagenes de covariacidn pueden sustentar a las
acciones mentales de coordinar la razén de cambio promedio de una funcién con
cambios uniformes en los valores de entrada de la variable. La razon de cambio
promedio se puede descomponer para coordinar la cantidad de cambio de la variable
resultante con los cambios en la variable de entrada. Las acciones mentales
identificadas como AM1 hasta AM4 son sustentadas por imagenes de N4.

En el nivel de la razon instantanea, las imagenes de covariacién pueden sustentar a las
acciones mentales de coordinar la razdn de cambio instantanea de una funcién con
cambios continuos en la variable de entrada. Este nivel incluye una consciencia de
que la razon de cambio instantanea resulta de refinamientos mas y mas pequefios en
la raz6n de cambio promedio. También incluye la consciencia de que el punto de
inflexion es aquel en el que la razon de cambio pasa de ser creciente a decreciente o,
al contrario. Las acciones mentales identificadas como AM1 a AMS5 son sustentadas
por imagenes de N5.

Nota. Fuente: Carlson, M., Jacobs, S., Coe, E., Larsen, S., & Hsu, E. (2003). Razonamiento covariacional
aplicado a la modelacion de eventos dindmicos: Un marco conceptual y un estudio. Revista EMA, 8(2),

121-156.

De acuerdo con las acciones mentales y comportamientos indicados en la tabla 1, y los
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niveles de razonamiento covariacional, un estudiante que esté en nivel 5 (N5) tiene la capacidad
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de describir cada una de las acciones mentales, desde las AM1 hasta las AM5, de tal forma que
evidencie la comprension de la razén de cambio instantdnea como el refinamiento de la razon de
cambio promedio y el comportamiento de crecimiento o decrecimiento en los puntos de
inflexion. En relacion a esto, los autores también sefialan que se pueden presentar
comportamientos pseudo-analiticos relacionados con procesos pseudo-analiticos, tal como lo
define Vinner, 1997 (citado en Carlson, Jacobs, Coe, Larsen y Hsu, 2003, p. 130) como aquellos
en los cuales los estudiantes parece que han alcanzado algunas acciones mentales especificas,
pero al momento de justificar no presentan suficientes evidencias de esas acciones mentales.

Otro aspecto importante de un desarrollo apropiado de razonamiento covariacional en el
estudiante, es la posibilidad de interpretar y representar informacion de gréaficas de funciones. Al
respecto, los autores sefialan que es posible que los estudiantes relacionen coherentemente lo
valores de las variables como dependientes, por ejemplo, que el valor de una variable cambia con
los cambios del valor en la otra variable, y esto se puede relacionar con la ubicacion de los ejes
de coordenada; situacion que se relaciona con AM1. Otra relacion posible es el sefialamiento de
la direccion del cambio en la gréfica a partir de los cambios en las dos variables, indicando una
recta creciente (para el caso de funciones crecientes) y que dicho comportamiento esta
relacionado con AM2.

Para el caso de AM3 y gréficas de funciones, los estudiantes realizan la ubicacion de
puntos en el plano, atendiendo que el eje x presenta divisiones a una magnitud fija y corresponde
a los valores de entrada y que para la ubicacion de los puntos se debe precisar los valores de
salida en forma correspondiente. Cuando el estudiante lleva a cabo esta accion en relacion a
gréficas se espera que posteriormente construya rectas secantes que unen los puntos y asi podran

relacionarse estas rectas con la razén de cambio promedio para subintervalos de la funcion,
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acercandose asi a AM4. Sin embargo, se debe aclarar que AM3 se enfoca en la cantidad del
cambio del valor de salida, atendiendo los valores de entrada y AM4 en la razén de cambio del
valor de salida con respecto al valor de entrada, para incrementos uniformes del valor de entrada.
Para el caso de AMS los estudiantes realizan la construccion de una curva suave y precisa,
evidenciando la comprension de la razon de cambio instantanea para el dominio de la funcion.

El marco conceptual del razonamiento covariacional propuesto por Carlson, Jacobs, Coe,
Larsen y Hsu (2003) se constituye en un referente fundamental en la construccién de la
propuesta didactica que se desarrollara mas adelante y del analisis de los resultados de los

estudiantes luego de haberse enfrentado y trabajado las situaciones indicadas.

2.2.3. La modelacion como estrategia de ensefianza y aprendizaje en la educacion
matematica

A continuacion, se presentan algunas acepciones acerca de la modelacion y modelo en la
actividad matematica, a la vez que se da cuenta de la importancia y vinculos evidenciados entre
la modelacion en los procesos de ensefianza y el aprendizaje del concepto de funcidn, su relacion
con el estudio de la variacion y el desarrollo del pensamiento variacional en contextos escolares.
Al igual que en distintos momentos de la investigacion en educacion matematica, para este
trabajo surge la inquietud y la necesidad por comprender: ¢ Qué es modelacién?, ;Qué es un
modelo?

Como se habia mencionado en el apartado en que se abordd la perspectiva curricular en
la educacion colombiana, Vasco (2003) sefiala dos elementos claves para el perfeccionamiento
del pensamiento matematico en la escuela: i) La modelacion: una actividad clave en el anélisis y
solucion de subprocesos o situaciones de la realidad, y ii) El pensamiento variacional:

desarrollado en el estudio y comprension de la variacion, propiamente de la covariacion.
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Ademas, sefiala que estos estdn muy relacionados entre si, por ejemplo, cuando se hace el estudio
de la variacion de una situacién determinada y se observan los cambios en las cantidades de
magnitudes se producen modelos mentales sobre los cuales se llevan a cabo algunas acciones,
como sefiala:

Luego tiene un momento de produccién de sistemas mentales cuyas variables internas interactGen de
manera que reproduzcan con alguna aproximacion las covariaciones detectadas, sistemas que podemos
llamar “modelos mentales™; luego tiene un momento de echar andar o correr esos modelos mentales para
ver qué resultados producen; otro de comparar esos resultados con lo que ocurre en el proceso que se trata

de modelar. (p. 6)

Para Vasco (2003), la modelacion es un proceso de produccion de modelos que simulan
subprocesos de la realidad, ademas, resalta los modelos mentales que se presentan en el anélisis
del cambio y, en el caso de sistemas simbolicos, la formulacion simbolica del sistema mental. De
otro lado, de acuerdo a las definiciones del autor, un modelo es un producto del proceso de
modelacion que representa la dindmica de ciertos subprocesos de la realidad. También afirma
que “el objeto del pensamiento variacional es la captacion y modelacion de la covariacion entre
cantidades de magnitud” (p. 6), definicién que lo acerca al marco conceptual de Carlson'y

colaboradores.

2.2.3.1. Algunas perspectivas de modelacién en educacién matematica

En las ultimas décadas diferentes autores han desarrollado diversos puntos de vista en
relacion a la modelacion matematica, entre estos: Araujo, 2002; 2007; 2009; Blum, et al., 2007,
Gerosky, 2010; Kaiser y Sriraman, 2006; Kaiser, Sriraman y Blomhoj, 2006a, 2006b. Kaiser,
Sriraman, Blomhoj y Garcia, 2007; Trigueros, 2009; Villa-Ochoa, Bustamante, y Berrio, 2010;

Villa-Ochoa, Rojas, y Cuartas, 2010; entre otros (citados en Mesa, 2013).
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Para identificar las caracteristicas de varias de las perspectivas que se han perfeccionado

con el transcurso de los afios, se detallara, teniendo en cuenta el compendio realizado por Mesa

(2013), en la siguiente tabla algunas de sus principales caracteristicas:

Tabla 3

Perspectivas en modelacion matematica. Kaiser et al. (2007)

Perspectiva Objetivos Tarea Caracteristica
Modelacién Estd orientada a objetivos de Crear una estructura de Esta es una tarea abierta.
realistica caracter pragmatico y utilitario, precios para un TG tienes que crear un

enfocada a la solucion de conductor de taxi. modelo y por lo tanto
problemas y comprension del necesitas el  ciclo
mundo real. Promueve el completo de la
desarrollo de  competencias modelacién.
modeladoras.
Modelacién Objetivos psicoldgicos y Un taxista tiene un Esto es principalmente
contextual relacionados al tema de estudio, precio fijo de2,00€yel unproblemade palabras.
por ejemplo problemas de precio/kmesde0,15¢€.
resolucion de palabras. La edad del conductor
del taxi es de 43 y su
taxi es de 7 afos de
edad. ;Cuanto cuesta
una unidad de 6 km?
Modelacién Objetivos pedagdgicos y La misma tarea que en Un  profesor puede
educativa relacionados con el tema: la modelacién utilizar una tarea de
XIII. Estructura de los contextual. modelacién para
procesos de aprendizaje explorar las funciones
y Su promocién. lineales. El profesor
XIV. Introduccion de un utiliza la comprension
concepto y su desarrollo. del  contexto  para
XV. Desarrollo motivacional desarrollar  conceptos
y mejoramiento de las matematicos. La
actitudes  hacia  las cuestion es como una
matematicas. tarea debe ser situada en
XVI. Promocién del el plan de estudios.
pensamiento critico en
los procesos de
modelacién y desarrollo
de modelos.
Modelacién Promocion de una comprension ;Como debe ser pagado Usted puede pensar
sociocritica critica de los procesos de unconductor de taxi? sobre diferentes
modelacién 'y los modelos estructuras de precios,
desarrollados como  objetivo pero la  intencion
general, relacionado con el también es pensar sobre
reconocimiento de la dependencia la cuestion social. Se
cultural de los ejemplos vy podria argumentar que
enfoques desarrollados de un taxista debe ser
modelacion. pagado por cada hora
que trabaja.
Modelacion Promocion de conexiones entre ¢Cuénto dinero gana un En esta pregunta muchos

epistemologica

las actividades de modelacion y
las actividades matematicas, re
conceptualizacion de las

taxista al final del dia?

conceptos estan ocultos.
Usted tiene que pensar
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matematicas y reorganizacién de sobre la estructura de

las mateméaticas escolares desde precios...

una perspectiva de la modelacion. ¢Cuantos clientes?
¢Cuanta gasolina se
necesitg?
¢El costo original del
auto?

Para un analisis
profundo es necesario
considerar varias
perspectivas.
Nota. Fuente: Mesa, Y. (2013). El modelo matematico como nocidn, concepto y categoria. Reflexiones
desde la filosofia al campo de la modelacion en educacion matematica. (p. 20-22). Tesis de maestria.
Universidad de Antioquia, Medellin, Colombia.

En su investigacion, Mesa (2013) destaca que al hablar de modelacion las preguntas
(perspectivas) mas frecuentes y con mas despliegue en los medios de divulgacién son el como y
el para qué de la modelacién. De igual modo, sefiala que los propésitos mas manifiestos son los
pedagogicos, psicologicos y cientificos, hallazgo que le permite sefialar que la modelacion
matematica en la escuela permite desarrollar habilidades en los estudiantes para comprender
mejor el mundo que los rodea, crear un panorama o estrategia que permita que la formacion en
matematicas sea méas Ilamativo en el cumplimiento del curriculo escolar y presentar una imagen
realista de las mismas como una ciencia, teniendo especial consideracién en los contextos extra-
matematicos que pueden traerse al mundo de las matematicas para su estudio y comprension.

La pregunta por el como de la modelacion, sefiala Mesa, pone en evidencia por lo menos
tres enfoques diferentes: proceso, método de ensefianza y aprendizaje, metodologia de
investigacion. En lo concerniente a la presente investigacion, se partira del enfoque que entiende
la modelacion como proceso, esto, sin poner en detrimento la relevancia de los demas enfoques.
Al definir este énfasis, se puede establecer una de las partes indispensables para construir las
bases de trabajo y esclarecer mas el panorama en las preguntas formuladas sobre modelacion y

modelo; al respecto Mesa (2013) sefiala:



53

Una mirada histdrica a las actividades cientificas permite identificar la modelacién como un proceso que
involucra ciertas acciones o actividades que llevan a la construccion o produccion de modelos que dan
cuenta de los fendmenos estudiados por investigadores o cientificos. (p. 27)

En este punto, si bien sefiala Mesa que al entender la modelacion como proceso suele
reducircela a mera descripciones con las que se pretende tan solo equiparar y mostrar una
conexion valida y amplia entre las matematicas y lo extra-matematico (mundo real) que permita
su estudio, si se pone la atencion sobre Blum y Borromeo-Ferri, 2009; Rodriguez, 2010 (citados
en Mesa, 2013) nos encontramos que es también posible bajo un enfoque de proceso evidenciar
ciclos de modelacion o, considerando los niveles de matematizacion de Freudenthal, evidenciar
cuestiones complejas en lo que implican sus categorias, niveles o etapas internas, las relaciones
entre estas y el paso o cambio entre una y otra; lo que permite sefialar que el enfoque tratado no
implica solamente una manera simplista de descripcién de serie de pasos.

A continuacion, se mostraran dos de los modelos de los ciclos de modelacion
mencionados, los cuales en su estructura o proceso muestran la complejidad de esta actividad en

actividades cientificas y la ensefianza de las matematicas escolares:
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lHustracion 1.Ciclo de modelacion de Rodriguez (2010)

54

Hiporesis explicitas e implicitas
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Fuente: Mesa, Y. (2013). El modelo matematico como nocién, concepto y categoria. Reflexiones desde
la filosofia al campo de la modelacion en educacion matematica. (p. 28). Tesis de maestria.
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lHustracion 2. Ciclo de modelacién de Blum y Borromeo-Ferri (2009)
Fuente: Mesa, Y. (2013). El modelo matematico como nocion, concepto y categoria. Reflexiones desde la
filosofia al campo de la modelacién en educacion matematica. (p. 30). Tesis de maestria. Universidad de

Antioquia, Medellin, Colombia.
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De estos ciclos es importante resaltar el papel que juega ‘la realidad’ o ‘el mundo real’
como punto de partida y factor clave en el mismo proceso de modelacion, trayendo a
consideracion y estudio en las matematicas diferentes aspectos del fenémeno en cuestion, tal
como lo expresa Mesa (2013):

Esa “realidad” es asumida generalmente como punto de partida de la actividad de modelacion. De esa
manera, la modelacién matematica, en tanto proceso se inicia en una realidad dada, la cual para ser
conocida, descrita, resuelta, interpretada, etc. plantea unas condiciones dadas las cuales son tomadas por el

modelador para llevar a cabo su actividad (p. 29)

La matematizacion, ligada al proceso de modelacion, es otro término que ha trascendido
en la actividad matematica en tanto que “transforma el modelo real en un modelo
matematico... ” (Mesa, 2013, p. 32). Este concepto también es mencionado por Vasco en algunos
apartados de sus investigaciones y en documentos curriculares como los lineamientos de
matematicas en la educacién colombiana, y por Freudenthal, quien le da un desarrollo especial
en el proceso de modelacion propuesto en el marco de la Educacién Matematica Realista (EMR),
referencia que se tratara posteriormente.

Por Gltimo, para adentrarnos en la comprension de modelacion y modelo y su relacién
con el aprendizaje de la funcién, retomaremos el marco conceptual del razonamiento
covariacional (Carlson, Jacobs, Coe, Larsen y Hsu, 2003). Partiendo de la referencia
mencionada, y siguiendo especilamente a Kaput, 1994 & Rasmussen, 2000 (citados en Carlson,
Jacobs, Coe, Larsen y Hsu, 2003), empezaremos por expresar que modelar relaciones
funcionales de situaciones que involucran la razon de cambio de una variable cuando varia
continuamente en una relacion dependiente con otra variable es indispensable para interpretar

modelos de eventos dinamicos.
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La concepcion sobre modelacién en el marco conceptual del razonamiento covariacional
se puede asociar a la modelacién como proceso, comparando el marco con las caracteristicas de
este enfoque de acuerdo con el trabajo de Mesa (2013). Al partir de una situacion real se lleva a
cabo el proceso de modelacion segin Rodriguez, 2010 y Blum y Borromeo-Ferri, 2009 (citados
en Mesa, 2103) como lo exponen en sus respectivos esquemas, 0 de subprocesos de la realidad
(Vasco, 2003), por tanto, esta es una caracteristica basica del proceso de modelacion. Por
consiguiente, el tener como punto de partida eventos dindmicos permite identificar un punto
clave en comun con la modelacion a trabajar por Carlson y colaboradores.

Adentrandose un poco mas en el marco conceptual de Carlson, Jacobs, Coe, Larsen y
Hsu (2003), en el proceso de modelacion de relaciones funcionales asociadas a situaciones
dinamicas, el concepto de razon es fundamental. Los investigadores hacen hincapié en el estudio
del razonamiento covariacional y, en este, del concepto de razén, al cual esta vinculada la
construccion de una imagen de cambio de una cantidad, la coordinacion de las iméagenes de dos
cantidades y la formacion de una imagen de covariacion simultanea de dos cantidades; por
consiguiente, a la vez que se atiende a la covariacion se esté fortaleciendo y desarrollando el
razonamiento covariacional, lo que nos lleva a pensar que si un estudiante tiene un buen dominio
de lo anterior, entonces tendra mayor facilidad para comprender las relaciones funcionales y asi
crear y conceptualizar funciones (entiéndase ‘crear’ como la actividad de modelacion y ‘modelo’
como el producto de ese proceso).

Si bien en el marco conceptual del razonamiento covariacional se hace énfasis en las
acciones del estudiante cuando trabaja la covariacion de situaciones dindmicas, debe sefialarse
que estas se desarrollan en concordancia con el proceso de modelacion. Entendiendo lo anterior,

se puede comprender la pertinencia de este marco conceptual en el desarrollo de la propuesta de
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aula de esta investigacion, maxime si se tiene en cuenta que en la actividad modeladora que
Ileven a cabo los estudiantes de las situaciones planteadas seré elemento determinante la forma
como afronten y ejecuten acciones mentales que se puedan evidenciar, en relacion a lo que
puedan analizar de la covariacion presente y a través de esto alcanzar un desarrollo apropiado del
razonamiento covariacional que contribuya notablemente en la modelacion de las relaciones

funcionales presentes.

2.2.4. La modelacion en la Educacion Matematica Realista.

Para la Educacion Matemaética Realista -EMR- (Freudenthal, 1984) la modelacion es un
instrumento fundamental al momento de pensar y formular situaciones en contextos realistas. La
EMR plantea que las matematicas deberian mantener una fuerte relacion con la persona y que
esa relacion pueda percibirse y construirse a partir del contexto o la realidad con la cual este se
relacione, permitiendo asi una forma de ser percibidas cercanas y adquieran importancia para los
nifios y estudiantes en general. Apartados como el siguiente fortalecen la importancia de esa

necesidad:

Las matematicas —si han de tener valor humano— deben guardar relacién con la realidad, mantenerse
cercanas a los nifios y ser relevantes para la sociedad, el uso de contextos realistas se convirtié en una de las
caracteristicas determinantes de este enfoque de la educacién matematica (Heuvel-Panhuizen, M., 2009a, p.
37)

Para Freudenthal es fundamental el contexto realista a partir del cual el estudiante pueda
trabajar y aprender matematicas. Un contexto realista® es aquel que tiene sentido para el

estudiante, contextos relacionados a la forma como a través de la historia se construyeron esas

% Realista en esta teoria estd relacionado con el verbo holandés zich realisieren que significa imaginar. Esto es que las
situaciones problema ofrecidas a los estudiantes se puedan imaginar y no tienen que ser Unicamente situaciones
percibidas por los sentidos o de la realidad (Heuvel-Panhuizen, M., 2009a, p. 37)
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mismas matematicas a partir de la realidad, que no sélo sean las matemaéticas abstractas: “un
contexto es ese dominio de la realidad el cual, en algiin proceso de aprendizaje particular, es
revelado al alumno en orden a ser matematizado” (citado en Bressan, Gallego, Pérez y Zolkower,

2016, p. 3).

2.2.4.1. El proceso de matematizacion en la EMR

Los contextos realistas son indispensables para desarrollar una apropiada actividad
educativa, propiciando escenarios apropiados y favorables para llevar a cabo el proceso de
matematizacion. De manera general, “matematizar es organizar la realidad con medios
matematicos... incluida la matematica misma” (Freudenthal, 1973, p. 44, citado en Bressan,
Gallego, Pérez y Zolkower, 2016, p. 2); de acuerdo con lo anterior, se puede identificar la
relevancia de los contextos realistas propuestos y defendidos en esta teoria, los cuales permiten
cumplir con los momentos ideales en el proceso de matematizacion, a saber:

- reconocer caracteristicas esenciales en situaciones, problemas, procedimientos,

algoritmos, formulaciones, simbolizaciones y sistemas axiomaticos;

- descubrir caracteristicas comunes, similitudes, analogias e isomorfismos;

- ejemplificar ideas generales;

- encarar situaciones problematicas de manera paradigmatica;

- lairrupcién repentina de nuevos objetos mentales y operaciones;

- buscar atajos y abreviar estrategias y simbolizaciones iniciales con miras a

esquematizarlas, algoritmizarlas, simbolizarlas y formalizarlas; y

- reflexionar acerca de la actividad matematizadora, considerando los fenémenos en

cuestion a partir de diferentes perspectivas (Freudenthal,1991, p. 30, citado en

Bressan, Gallego, Pérez y Zolkower, 2016, p. 2).
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Freudenthal sefiala que las matematicas son parte de las actividades humanas (Heuvel-
Panhuizen, 2009a) y la matematizacion que se lleva a cabo en distintos niveles de actividad es
una manera que evidencia y apoya esta idea. Entender asi las matematicas y la forma como estas
se deberian ensefiar y aprender a partir de este tipo de actividad es, segin Freudenthal,
fundamental en la educacion matematica, pues la mejor forma de aprender matematicas es
haciendo y llevando a cabo la matematizacion como meta central (citado en Heuvel-Panhuizen,
2009a), teniendo en cuenta sus dos formas: la matematizacion horizontal y vertical. Estas seran
ampliadas a continuacion en los niveles de matematizacion incluidos en los principios de la

EMR, en el principio de nivel.

2.2.4.2. Principios de la EMR
Los principios son aquellos sobre los cuales se desarrolla la EMR, de esta manera se

constituyen en herramientas conceptuales fundamentales de esta teoria. Cada uno de los
principios establece ideas que permiten llevar a cabo el proceso de matematizacion, de acuerdo
con la EMR, en la ensefianza y aprendizaje de las matematicas en la escuela. De acuerdo con
Heuvel-Panhuizen (2008) estos principios son:

I.  Principio de actividad: este principio parte de la idea de Freudenthal de que las
matematicas se aprenden haciendo, que la mejor forma de ensefianza en la escuela no es
aquella donde los conocimientos estan en forma estética para ser trasmitidos, sino que es
a traveés de las reconstrucciones que puedan hacer los estudiantes desde donde se
establecen las condiciones apropiadas para que se puedan aprender las matematicas: “las
producciones propias desempefian un importante papel en la EMR” (p. 28).

Il.  Principio de realidad: en este, la idea principal esta relacionada con el contexto realista y

se refiere a que las matematicas presentadas a los estudiantes deben partir de contextos
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ligados a la realidad, asemejandose al surgimiento histérico de las matematicas, para
Ilevar a cabo el proceso de matematizacion; luego, este tipo de trabajo permitird que a
través de las practicas hechas se alcance tal nivel de comprension y uso de herramientas
matematicas que asi puedan identificar su aplicabilidad en més situaciones de lo
cotidiano.

Principio de nivel: este principio parte de la idea de los niveles de comprension de las
matematicas a lo largo del estudio de las situaciones problematicas planteadas y
consolida el proceso de modelizacion. En principio, se hace referencia al cambio de
niveles, desde los conocimientos informales hasta los formales, relacionando esto con la
idea de Freudenthal de que el acercamiento a las matematicas deberia ser a partir de
situaciones en contextos realistas para posteriormente llegar a un nivel formal de trabajo
y comprension de la situacion en las matematicas. Al respecto se observan los niveles

propuestos por Freudenthal:
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CONOCIMIENTO
/ FORMAL /—FORMAL
I Reflexion

MODELO
GENERAL /sy [ 0

I Reflexion

/ REFERENCIAL /— MODELO “DE”

I Reflexién

/ SITUACIONAL /— CONTEXTO

VERTICAL

MATEMATIZACION  —)

Interaccion- Reinvencion

(Historia de las matematicas-Producciones propias)

MATEMATIZACION
HORIZONTAL

llustracion 3.Niveles de matematizacion segun Freudenthal.
Fuente: Bressan, Gallego, Pérez, y Zolkower (2016). Educacion Matematica Realista Bases
tedricas.

Los niveles muestran una descripcion de lo que seria la progresion de “la capacidad para
inventar soluciones informales relacionadas con un contexto, a la creacion de diversos niveles de
atajos y esquematizaciones, a la adquisicién de una comprensién de los principios subyacentes y
el discernimiento de relaciones més amplias” (Heuvel-Panhuizen, 2008, p. 29). Aqui es clave la
reflexién sobre las actividades llevadas a cabo, sobre los modelos que surgen y sirven como
recursos para relacionar esos conocimientos informales de la situacion en contextos con las
matematicas formales y mediante esto alcanzar una comprension profunda de lo aprendido,

permitiendo mantener presentes las relaciones entre lo que se aprendio antes y lo que se
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aprenderd después; esto se conoce como matematizacion horizontal y vertical. Respecto a estas

formas de matematizacion se puede decir que:

En este proceso de matematizacion progresiva la EMR admite que los alumnos pasan por distintos niveles
de comprension, caracterizados por distintos tipos de actividades mentales y linguisticas. Estos niveles son:
situacional, referencial, general y formal, y estan ligados al uso de estrategias, modelos y lenguajes de
distinta categoria cognitiva, no constituyendo una jerarquia estrictamente ordenada. (Freudenthal, 1973,

1991; Gravemeijer, 1994, 2004, citados en Bressan, Gallego, Pérez, y Zolkower, 2016, p. 6)

Las condiciones a cumplir en cada nivel son indispensables en el proceso, para esto se
debe evidenciar de manera més especifica lo propio en cada uno:

e Nivel situacional: en este nivel los estudiantes acuden a sus conocimientos informales para,
primero, atender los primeros acercamientos a la situacion, y segundo, identificar las
matematicas en el contexto para luego visualizarlas, esquematizarlas, reformularlas y
descubrir regularidades. Dicho proceso también es conocido como matematizacion
horizontal.

o Nivel referencial: de este nivel en adelante se habla de la matematizacion vertical. En este
aparecen y se emplean modelos graficos, materiales o notacionales de la situacion trabajada.
Aqui los modelos se consideran modelos de, en cuanto a que hacen parte de una situacion
particular.

e Nivel general: contando con la reflexién en cada instante del proceso de matematizacion, en
este nivel se acentla mas y se pone el foco sobre los procesos empleados, conceptos,

estrategias, modelos, con el propdsito de llegar a la generalizacion?, de tal forma que se

4 La generalizacion para Freudenthal no es emplear un procedimiento a una situacion nueva, sino
que implica conectar las caracteristicas de varias situaciones reconociendo la similitud y luego de
lograr cierta clasificacion, emplear un proceso de solucion que abarque todas las situaciones
identificadas. Gravemeijer, 1994 (citado en Bressan, Gallego, Pérez, y Zolkower, 2016)
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puedan considerar formas de tratamiento adecuadas para situaciones con caracteristicas
idénticas. En este nivel los modelos se constituyen en modelos para, al relacionarse con
casos que sean parecidos donde se pueden emplear estos modelos.

e Nivel formal: en este hay mayor comprension de conceptos, procedimientos y notaciones
convencionales de las matematicas y a su vez estos se emplean en el trabajo de mas
situaciones.

Los anteriores niveles tienen la caracteristica de ser dinamicos en el sentido que un
estudiante, de manera reflexiva, puede moverse entre uno y otro siempre y cuando lo necesite,
considerando que “un alumno puede funcionar en diferentes niveles de comprension para
contenidos distintos o aspectos de un mismo contenido” (Bressan, Gallego, Pérez y Zolkower,
2016, p. 8).

A continuacion, se presentan los principios que vinculan las actividades de modelacion
en el estudio de las matematicas, segun la EMR

A. Principio de entrelazamiento: este principio hace referencia a la forma como estan

estrechamente relacionados los capitulos de las matematicas (Heuvel-Panhuizen, 2008, p.

30), o conocimientos como lo numérico, métrico, espacial, aleatorio, analitico,

variacional, en el trabajo de situaciones de contexto rico. Este principio se puede

identificar en la propuesta de los estandares basicos de competencias en matematicas, la
cual establece gue si se trabaja una situacion problema compuesta de suficientes

elementos para su trabajo y desarrollo de habilidades matematicas, los conocimientos a

usar seran varios de manera conjunta para la misma situacion, de tal forma que se

evidencia el entrelazamiento de estos. Incluso al trabajar un tipo de conocimiento, los

diferentes contenidos a emplear se encuentran ligados por la situacion propuesta; asi se
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instituye que “la fortaleza del principio de entrelazamiento reside en que confiere
coherencia al curriculo” (Heuvel-Panhuizen, 2008, p. 31).

B. Principio de interaccion: en la EMR se considera la ensefianza de las matematicas como
una actividad social (Heuvel-Panhuizen, 2008), de donde se deduce entonces que, como
tal, esta ligada a la interaccion grupal y que dicha interaccion (trabajos de grupo) permite
a los estudiantes intercambiar y compartir ideas, estrategias de solucion y reflexiones
para llegar a una comprension mas profunda del objeto de estudio, es decir, para alcanzar
los aprendizajes deseados.

C. Principio de orientacion: segun este principio, el papel del profesor y la propuesta
curricular son trascendentales a la hora de propiciar escenarios favorables a los
estudiantes para la reconstruccion de las matematicas. Este principio promueve y resalta
la participacion activa del docente en las actividades de aprendizaje dispuestas a partir de
la propuesta curricular institucional, indicando que, mas alla de simples indicaciones y
guias de trabajo, el docente debe prever las diferentes formas de trabajo de sus
estudiantes, las debilidades y fortalezas de las mismas y, en general, favorecer escenarios
propicios para que el estudiante se enfrente a varias cuestiones, busque opciones,
indague, reflexione y proponga alternativas hasta que a través de esa reconstruccion de

las matematicas se alcancen las metas deseadas en la planeacion.

2.2.4.3. La modelacién y los modelos en la EMR

De acuerdo al marco general de la EMR, la modelizacion es una actividad clave en los
procesos de ensefianza y aprendizaje de las matematicas, en tanto que suscita la ampliacion de su
comprension y promueve el surgimiento de modelos de problemas en contextos (Heuvel-

Panhuizen, 2009b). En relacion a lo anterior, aunque el proceso de modelizacion no es el fin
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ualtimo durante el aprendizaje de las matematicas debe decirse que si constituye una actividad
clave, en la medida en que por medio de esta se originan modelos de la situacion para su

respectiva reflexion.
Dentro de la EMR no se entrega a los estudiantes modelos ya hechos que plasman determinados conceptos
matematicos, sino que se les plantean problemas en contexto presentados de modo tal que susciten
actividades de modelizacién, las que a su vez dan lugar al surgimiento de modelos. (Heuvel-Panhuizen,
2009b, p. 34)
De acuerdo con las actividades de modelizacion que los estudiantes realicen de una
situacion realista, debe buscarse como objetivo que puedan hacer uso comprensivo de esos

modelos para poder hacer nuevos procesos de modelizacion de mayor complejidad y a su vez

que los niveles de comprensién sean ascendentes:

Contexto
- Dominio -
Nivel de Funcion Nivel de
comprension Modelo de Modelopara | comprension
relacionado con »| general/formal
contexto informal de —— de
para para

lustracion 4.Niveles de comprension y cambios de “modelo de” a “modelo para”
Fuente: Heuvel-Panhuizen (2009b). Educacion Matematica Realista Bases tedricas.

Una de las maneras de comprension de modelo es la que se presenta en la EMR, a saber,
el modelo como producto del proceso de modelizacion y clave para el tratamiento matematico de
una situacion realista (Freudenthal 1991, citado en Bressan, Gallego, Pérez y Zolkower, 2016).
De esta manera, en el planteamiento escolar que se pueda hacer de una situacion realista a traves
de las cuestiones propuestas que giran en torno a la situacion, es que los estudiantes pueden
llegar a la construccion de modelos en principio informales que, a traves de la reflexion que se

puede llevar a cabo sobre los mismos, conducen a niveles mayores de comprension y
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formalizacion, identificandose en los niveles de matematizacion al principio como modelos de,

en casos particulares, hasta Ilegar a modelos para, cuando se llega a la formalizacion y

generalizacion del modelo para situaciones con caracteristicas similares dentro y fuera de las

matematicas.

Para concluir, se sefialan a continuacion algunas ideas de la perspectiva didactica que

consideramos claves en el desarrollo de este trabajo de investigacion, la formulacion y

organizacion de las actividades correspondientes a la propuesta de intervencion de aula y para el

andlisis de resultados de la ejecucion de las mismas.

El estudio de la funcion a partir de fendmenos o situaciones en contextos cercanos,
subprocesos recortados de la realidad (Vasco, 2003) y contextos realistas (Freudenthal, 1985)
en los cuales el estudiante pueda llevar a cabo diferentes andlisis y trabajar la variacion y el
cambio.

El estudio de la covariacion como un enfoque didactico para la captacion de la variacion y el
cambio, el desarrollo de sistemas mentales y simbolicos (Vasco, 2003) y actividades
cognitivas (Carlson, et al., 2003) en el estudiante que afronta las actividades propuestas
durante el proceso de modelacion y evidenciar distintos niveles de razonamiento
covariacional como parte del desarrollo del pensamiento variacional.

El proceso de modelacidn, para este caso el propuesto por Freudenthal, como una estrategia
metodoldgica de ensefianza de las funciones que permita el tratamiento de situaciones donde
estan presentes el cambio y la variacion para llevar a cabo el proceso de modelacion, percibir
regularidades que, luego de ser identificadas, puedan ser representadas en diferentes registros

de representacion a través de la construccion de modelos, para el estudio de dicha situacion.
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A su vez, las actividades cognitivas desarrolladas por los estudiantes pueden ser analizadas,

para asi identificar acciones mentales y determinar niveles de razonamiento covariacional.

2.3. Perspectiva matematica: el surgimiento y desarrollo de los conceptos de funcion y
funcion cuadratica

El propdsito de este apartado es analizar e identificar aspectos de la funcion, mas
especificamente de la funcién cuadratica, definiciones, tratamientos y concepciones llevadas a
cabo por los matematicos e investigadores en la historia del estudio y comprension de fenémenos
cotidianos, construccion de las matematicas y avance y desarrollo de otras ciencias, mediante el
tratamiento, experimentacion y definicion de objetos de estudio, obstaculos, retos y alternativas.
A continuacion, analizaremos brevemente algunos momentos relevantes en la consolidacién
historico — epistemoldgica de los conceptos de funcién y funcion cuadrética, también, la forma

como son presentados y estudiados en la actualidad.

2.3.1. Un acercamiento a la historia de la construccion del concepto de funcién

A continuacion, se estudiaran algunos obstaculos epistemoldgicos para el surgimiento del
concepto, el estudio de las curvas, el estudio de las ecuaciones, las curvas mecanicas, el

desarrollo del calculo y el analisis matematico y el desarrollo de la teoria de conjuntos.

2.3.1.1. Algunos obstaculos epistemoldgicos en el surgimiento de la nocién de funcién

En relacion a las ideas relacionadas con el surgimiento de la nocion de funcion, se
presenta a continuacion dos (2) de los obstaculos historico — epistemoldgicos que fueron claves y
ocasionaron que la definicion de dicho concepto tuviera espacios de reflexion, busqueda y

experimentacion de diversos tratamientos y definiciones.



68

1. Ladisociacion entre nimero y magnitud, evidenciada en el trabajo llevado a cabo por
los griegos con las proporciones y las ecuaciones. La comprensién por parte de los
filosofos y matematicos de la época del cambio y el movimiento como factores externos a las
matematicas y la seguridad de que éstas podian estudiarse a partir de la relacion entre
magnitudes variables, dio lugar al surgimiento de la idea de que las matematicas eran
“estaticas”, y que se podian tratar con incognitas e indeterminadas (Ruiz — Higueras, 1994);
de esta manera, las proposiciones como proposiciones homogéneas (razones que estaban
formadas por magnitudes del mismo tipo) permitieron avances notables sobre el estudio del
movimiento pero no posibilitaron relaciones entre magnitudes distintas y asi se dificultaba
encontrar relaciones de dependencia que acercaran directamente a la nocion de funcion
(Azcérate y Deulofeu, 1996).

2. Las idea pitag6rica de que todo es nimero y que el mundo esta conformado por una multitud
de unidades indivisibles, ademas, que existia una unidad indivisible que generaba otras
magnitudes, asuntos que posteriormente fueron confrontados con las paradojas de Zendn y la
inconmensurabilidad (Azcarate y Deulofeu, 1996; Ruiz — Higueras, 1994). La
inconmensurabilidad se evidencid en casos donde no era posible encontrar una unidad para
medir dos cantidades de magnitudes, esto condujo a utilizar por separado nimeros (enteros
positivos) y magnitudes, tal como lo haria Euclides en sus dos libros: uno para nimeros y
otro para magnitudes, suscitando que el trabajo de acuerdo con la concepcién del continuo
para las magnitudes, fundamental en la concepcion de funcion, y la idea de magnitud
variable, no pudieran ser expresados con numeros, ante la ausencia de los irracionales,

dificultando el avance hacia la funcion pues “esto impide que se establezcan relaciones
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generales numéricas entre las magnitudes” (Rene de Cotret, 1985, p. 45, citado en Ruiz —
Higueras, 1994, p. 154).
Dichas dificultades u obstaculos historicos — epistemoldgicos fueron relevantes y
trascendentes en las investigaciones posteriores motivaron y promovieron el estudio de
situaciones de variacion y cambio, relacionados en principio con el estudio del movimiento, tal

Como se presenta a continuacion.

2.3.1.2. El estudio de curvas a partir de ecuaciones

Gracias a los avances alcanzados durante los siglos XV y XVI respecto a la configuracién
de los numeros reales, los imaginarios y el algebra simbolica —en la cual se emplean signos para
operaciones y letras para representar cantidades desconocidas y coeficientes arbitrarios—, fue
notable el progreso hacia la formulacién de las primeras definiciones de funcion. Asi, el avance
en la notacion algebraica por parte de Fermat y Descartes condujo a la aparicién de la geometria
analitica en el siglo XVII, utilizando el método de coordenadas para expresar las relaciones
numeéricas de dimensiones, formas y propiedades de los objetos geométricos, dando la
posibilidad de expresar un problema de geometria plana en términos de un problema algebraico
equivalente y asi introducir la idea de variable algebraica®.

El estudio de las curvas y cortes de superficies a partir de ecuaciones permite avanzar en
ideas fundamentales en relacién al concepto de funcién. Por un lado, la posibilidad de expresar
una ecuacion en x e y trajo consigo el poder establecer relaciones entre cantidades variables y

calcular los valores de una variable para determinados valores de la otra, trazando el camino para

5 Esta idea es introducida gracias a la proposicion “Cuando una ecuacién contiene dos cantidades desconocidas, hay
un lugar correspondiente, y el punto extremo de una de estas cantidades describe una linea recta o una linea curva”

(Descartes, citado en Ruiz — Higueras, 1994, p. 165).
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que posteriormente se llegara a establecer las funciones como relaciones entre conjuntos de
nameros y la representacion de funciones por medio de férmulas (Azcarate y Deulofeu, 1996).
Segun Sierpinska (1989, citado en Ruiz — Higueras, 1994, p. 168) la notacion simbolicay la
resolucion de ecuaciones permitio superar el obstaculo epistemoldgico de la disociacion entre
namero y magnitud, sin embargo, trajo otra dificultad para la construccién del concepto de
funcion, pues se llego a pensar que las Unicas relaciones dignas de estudio eran las que podian

ser expresadas como expresiones algebraicas y ecuaciones.

2.3.1.3. El estudio de curvas mecanicas

El surgimiento del analisis matematico y el desarrollo de series infinitas de potencias,
gracias a Newton, Leibnitz y otros, permitié el estudio de curvas mecanicas que habian sido
excluidas por Descartes y el avance en otras contribuciones al estudio de la funcidon. De las
aportaciones de Newton al estudio de funciones, mencionaremos brevemente la interpretacion
geomeétrico — cinematica de conceptos del analisis matematico y el método de fluxiones, el cual
consistia en presentar dos problemas del calculo infinitesimal, la diferenciacion y la integracion,
en términos de movimiento y caracterizados por la velocidad y el valor del limite del cociente de
diferencias AX/At.

Por su parte, Leibnitz también aporté al estudio de las series infinitas de potencias, la
notacion diferencial y las funciones. En su investigacion, identificd que “la determinacion de la
tangente a una curva depende de la razdn entre las diferencias de las ordenadas y las abscisas
cuando estas tienden a cero” (Azcarate y Deulofeu, 1996, p. 49), introdujo las notaciones para
los diferenciales (dx, dy) y para la integral, |, y acotd por primera vez el término funcion (en
1673), posibilitando que méas adelante este fuera utilizado en forma maés general (ya en 1694)

ligado a la geometria diferencial. En relacion al término variable, en Leibnitz se puede observar
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ya una concepcion distanciada de la cinematica en comparacion con Newton, al considerarla un

elemento genérico de un conjunto cualquiera.

2.3.1.4. El analisis matematico

Con el fortalecimiento del analisis matematico en el siglo XVII1, el énfasis geométrico o
cinematico que se habia llevado a cabo en el estudio de las funciones fue cambiando hacia el uso
casi exclusivo del algebra. Euler introdujo la notacion f(x) y la definicion de términos en relacion
a la funcion:

Al definir las nociones iniciales se refiere a los términos constante, cantidad definida que toma siempre un
valor determinado, y variable, cantidad indeterminada o universal, que comprende en si misma todos los
valores determinados (refiriéndose a los valores del conjunto de los nimeros complejos o a alguno de sus

subconjuntos). (Azcarate y Deulofeu, 1996, p. 50)

Posteriormente, en su primera definicion de funcién en Introductio in analysis
inifinitorum (1748), emplea el término de expresion analitica: “Una funcion de una cantidad
variable es una expresién analitica formada de cualquier manera a partir de esta cantidad variable
y numeros u objetos constantes” (Azcérate y Deulofeu, 1996, p. 50). Sin embargo, debido a una
controversia con D”Alembert sobre el problema de vibraciones de una cuerda fijada en sus
extremos, en el cual aceptd la introduccién de curvas que no cumplen leyes analiticas, formulo
afos después una nueva definicion en su Institutiones calculi differentialis (1755): “Si x es una
cantidad variable, entonces toda cantidad que dependa de x de cualquier manera o que esté

determinada por aquel se llama una funcion de dicha variable” (p.50).
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2.3.1.5. La definicion de funcion en la Teoria de Conjuntos

El desarrollo del célculo y el analisis en el siglo XVI1I y X1X trajo consigo varios aportes
en lo que corresponde a la complejidad de la construccion de la expresion moderna de la nocion
de funcion.

Acontinuacion se mencionan algunos de dichos aportes, especificamente lo que surgen
del trabajo de Lagrange, Fourier, Dirichlet y Cauchy, hasta el surgimiento de la definicion en la
Teoria de Conjuntos.

Llamamos funcién de una o varias cantidades a toda expresion del calculo en la cual estas cantidades
entran de cualquier manera, mezcladas o no, con otras cantidades que consideramos como valores dados e
invariables, mientras que las cantidades de la funcién pueden recibir todos los valores posibles. Asi, en las
funciones no consideramos mas que las funciones que suponemos variables, sin ninguna consideracion a

las constantes que pueden estar mezcladas. (Lagrange, citado en Ruiz — Higueras, 1994, p. 177-178)

De acuerdo con lo anterior, Lagrange restringe el concepto de funcién a las funciones
analiticas que estan definidas por series de potencias, mas especificamente a términos
proporcionales a las potencias reales de la variable independiente.

Por su parte, al representar por medio de series de funciones analiticas funciones
arbitrarias, Fourier logré un mayor nivel de generalidad de funciones a las que se les puede
aplicar, a diferencia de las series de Taylor: “Incluso si hay muchos puntos en los que no exista
la derivada de la funcién o en las que la funcion no sea continua, la funcién puede tener un
desarrollo en series de Fourier” (Azcarate y Deulofeu, 1996, p. 52).

En consonancia con la ideas de Fourier acerca de desarrollos en serie de funciones

arbitrarias, Dirichlet propuso la siguiente definicion de funcion:

Si una variable y esta relacionada con otra variable x de tal manera que siempre que se atribuya un valor
numérico a x hay una regla segun la cual queda determinado un Unico valor de y, entonces se dice que y es

una funcién de la variable independiente x. (Azcéarate y Deulofeu, 1996, p. 53)



73

Por otra parte, paralelamente se desarrollaron en las funciones de variable compleja
avances por Cauchy, Riemann y Weirstrass y que coincidieron con conceptos de Lagrange,
Fourier y Dirichlet.

Por ultimo, en las consideraciones a tener en cuenta en este repaso historico concierne
mencionar el avance a la definicion de funcion en la teoria de conjuntos, comprendiendo lo
logrado hasta el momento como que la funcion estaba definida para cualquier punto del continuo
de valores reales o complejos, o en los puntos de un intervalo dado, pero que ahora estos vienen

a ser casos particulares de una definicion en términos conjuntistas:

Dados dos conjuntos arbitrarios A y B una funcion o aplicacion de A en B es una ley que a cada elemento x
de A le hace corresponder un solo elemento y de B; o si se prefiere, una funcion de A en B es un
subconjunto F del producto cartesiano AxB tal que si (X, y) Yy (X, z) pertenecen a F, entonces y=z. (Azcérate

y Deulofeu, 1996, p. 53)

Se logra de esta manera una definicion profunda en las matematicas pero que ha perdido
varias caracteristicas de las definiciones previas como la idea de variacion, de continuidad, de la
variable como parametro temporal, la dependencia; aquellas relacionadas con los problemas

iniciales que dieron origen al estudio de la funcion.

2.3.2. La funcidén en las matematicas actuales

El concepto de funcién ha presentado un desarrollo enriquecido con la estructuracién de
las matematicas en general, dando una connotacion actual al concepto per se fundamental en el
estudio de las matematicas escolares y de nivel superior o pregrado. Para el desarrollo de este
apartado observaremos la manera como se presenta este concepto en el libro Calculus I (Apdstol,
1984) y Calculo I de una variable (Larson y Edwards, 2010), de acuerdo con su perspectiva de

ensefianza, definicion de conceptos relacionados con la funcion y algunas aplicaciones.
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Respecto a la presentacion de las propiedades de este objeto matematico, en Larson y
Edwards (2010), un texto empleado en pregrado para programas académicos como las
ingenierias, administracion, entre otros, se hace una presentacion del concepto de funcién en un
“Capitulo P”, que es de introduccion de nociones y conceptos. En Apostol (1984), un texto
empleado en pregrado en programas académicos como el de matematicas puras, la presentacion
de las funciones se hace en el capitulo I de “Los conceptos del calculo integral”.

En el “Capitulo P” de Larson y Edwards (2010) se inicia el estudio de las gréaficas
cartesianas — hablando de Descartes — y su relacidn con las ecuaciones. En el apartado se
considera el aporte histérico de Descartes al unir el algebra y la geometria dando la posibilidad
de expresar graficos geométricos de forma analitica y representar expresiones algebraicas de
forma grafica y logrando un gran avance en el célculo. Aungue se enfatiza en las ecuaciones, el
primer ejemplo que se aborda corresponde a una funcion cuadratica, la cual se presenta en su
forma algebraica para ser representada graficamente no sin antes hacer uso de la representacion

tabular, como se observa a continuacion:

EJEMPLO | Dibujo de una grafica mediante el trazado de puntos
I
Dibujar la grificade y = x* — 2.

Solucion  Primero construimos una tabla de valores. A continuacién, marcamos los puntos
dados en la tabla.

v | =2 —1 0 1 3

7

SIS

y 2 -1 -2 -1

Por dltimo, unir los puntos con una curva suave, como se muestra en la figura P.2. Esta grifica
es una paribola. Se trata de una de las cénicas que se estudiardn en el capitulo 10.

La paribolay = ¥ — 2
Figura P.2 —

llustracion 5. Ejemplo de funcién cuadratica.
Fuente: Larson, R. y Edwards, B. (2010). Calculo 1 de una variable-Novena Edicion. Ed. Mc
Graw Hill. México. (P.2)

Analizando el ejemplo en la grafica, se puede identificar que se abordan propiedades de
la funcion, como sus diferentes registros de representacion, la familia de las funciones

representada (parabola), las conicas, la nocion de continuidad al expresar “curva suave” en el
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tipo de linea que se traza para unir los puntos y la posibilidad de hacer representacién gréfica de
parejas de valores para x y y. Un aspecto no menor es que este ejercicio no esta asociado a
ningun tipo de contexto o situacion problematica, dando la apariencia de mostrar la relacion de lo
geomeétrico y lo analitico comentado al inicio respecto al aporte de Descartes.

En Apostol (1984), en la introduccion, se hacen varios comentarios acerca de la

importancia del calculo que muestran la relevancia del mismo, por ejemplo:

El calculo no sélo es un instrumento técnico, sino que contiene una coleccidn de ideas fascinadoras y
atrayentes que han ocupado el pensamiento humano durante centurias. Estas ideas estan relacionadas con
velocidad, area, volumen, razdn de crecimiento, tangente a una linea, y con otros conceptos referentes a
otros dominios. El calculo obliga a detenerse y a pensar cuidadosamente acerca del significado de estos

conceptos. (p. 1)

Estas caracteristicas del calculo permiten comprender de manera integral y compleja el
sentido de dicha materia y los objetos matematicos relacionados con este, como es el caso de la
funcion.

En un ejemplo inicial de la obra de Apostol (1984), se presentan los dos problemas
fundamentales del calculo: determinar un nimero que mida el area bajo una curva y determinar

un namero gque mida la pendiente de la recta tangente a la curva (p. 2).

Recta tangente a C

lustracion 6. Problemas fundamentales del calculo.
Fuente: Apostol, T. (1984). Célculo con funciones de una variable con una
introduccion al &lgebra lineal. Segunda Edicion. Ed. Reverté. Barcelona. (P.2)
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Esta introduccion da cuenta del sentido de la forma como se exponen en el texto los
objetos matematicos fundamentales del calculo y el gréafico expresa la orientacion matematica
fundamental dentro del estudio de la estructura de las matematicas. Por otra parte, la
presentacion de la teoria de conjuntos se hace al inicio del texto, dando la orientacién de los
conceptos, notaciones y propiedades derivadas de esta teoria y que seran empleadas en el
capitulo 1y en los siguientes.

Por su parte, Larson y Edwards (2010), de forma previa al abordaje del concepto de
funcion, hacen una presentacion de otros elementos asociados a las ecuaciones y funciones.
Respecto a las propiedades de las gréaficas se presentan los puntos de interseccion y se indica que
un punto(a, 0) o (0, b) es interseccion en x o y de la grafica de una ecuacion si son,
respectivamente, puntos solucion de esta (p. 4); también se muestran algunas gréaficas de

ejemplo. Otro concepto presentado es el de simetria de graficas.

(x,¥)

(=) (%) . /('\/w’

\/ - Simetria con (x, =) (—x, —y)

Simetria con respecto al Simetria con
respecto al eje x respecto al
ejey origen

X

lustracion 7.Tipos de simetria de funciones.
Fuente: Larson, R. y Edwards, B. (2010). Calculo 1 de una variable-Novena Edicion. Ed. Mc
Graw Hill. México. (P. 5)

Al respecto, se definen tres tipos de simetria: i) respecto al eje x, ii) respecto al eje y, y
iii) respecto al origen. Para estos tipos de simetria se destaca un eje de simetria que es referencia
en los dos primeros casos y un punto en el segundo, referencias que son claves para determinar la

porcion de grafica que se refleja.
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Los modelos matematicos también se abordan, y de ellos se expresa que se usan para

aplicar matematicas en la vida real. Al respecto se tiene que:

Si se desarrolla un modelo matematico con el fin de representar datos reales, debe esforzarse por alcanzar
dos objetivos a menudo contradictorios: precision y sencillez. Es decir, el modelo deberé ser lo bastante
sencillo como para poder manejarlo, pero también preciso como para producir resultados significativos.
(Larson y Edwards, 2010, p. 7)

Es importante esta definicion que se hace de los modelos y la pendiente porque son parte
fundamental del trabajo en célculo, ademas, expresan uno de los objetivos que se pretende
respecto al trabajo que se va a desarrollar en el libro en relacién a los contextos abordados. Del

proceso de modelacion se tienen ejemplos como:

EJEMPLO & El aumento de diéoxido de carbono atmosférico
I

El observatorio de Mauna Loa, Hawai, registra la concentracion de diéxido de carbono (en
partes por millén) en la atmdsfera terrestre. En la figura P.11 se muestran los registros co-
rrespondientes al mes de enero de varios afios. En el nimero de julio de 1990 de Scientific
American, se utilizaron esos datos para pronosticar el nivel de diéxido de carbono en la
atmosfera terrestre en el afio 20335, utilizando el modelo cuadratico:

vy =316.2 + 0.70r + 0.01 8t Modelo cuadritico para los datos de 1960 a 1990

donde t = 0 representa a 1960, como se muestra en la figura P.11a.
Los datos que se muestran ehl la figura P.11b representan los afios 1980 a 2007, y pueden
modelarse mediante

v =1304.1 + 1641 Modelo lineal para los datos de 1980 a 2007.
donde t = 0 representa a 1960. ;Cudl fue el prondstico dado en el articulo de Scientific

American de 19907 Dados los datos mds recientes de los afios 1990 a 2007, ; parece exacta
esa prediccion para el afio 20357

lustracion 8. Ejemplos de modelos matematicos.
Fuente: Larson, R. y Edwards, B. (2010). Calculo 1 de una variable-Novena
Edicion. Ed. Mc Graw Hill. México. (P. 7)

Respecto a la pendiente, en Larson y Edwards (2010) se presenta como “una medida del
numero de unidades que la recta asciende (o desciende) verticalmente por cada unidad de
variacion horizontal de izquierda a derecha” (p. 10). Lo anterior permite una variacion horizontal
(Ax = x, — x4, cambio en x) y una vertical (Ay = y, — y;, cambio en y) que se define como

m =221y # x,; este tipo de definicion es la manera formal de la pendiente. También se

X2—X1
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presentan las ideas de razones, ritmos y velocidades de cambio, manifestando que estas son de
igual modo formas de entender la pendiente.

En el capitulo 1 de los conceptos del calculo integral, Apdstol comienza, al igual que
Larson, sefialando la importancia del aporte de Descartes al calculo por su representacion y
unificacion del &lgebra y la geometria, mostrando la ubicacion de puntos en el plano, la
denominacién de los ejes cartesianos, la conformacion de puntos o pares ordenados por un valor
que corresponde a las abscisas y otro a las ordenadas, los cuadrantes del plano; todo ello ligado a

las ecuaciones y un ejemplo de la circunferencia.

¥y
43 k
34
P +3.2)
! P=(x.p
(=2,1)g=mmmmar ' r
! 1 E eje x [ ¥l
et ——t——rtp o p———+ -
-5 -4-3 -2 -10] 1 2 3 4 5 of
! -1t : |x|
! |
| -2+ i
| |
: =3~ 4(4,-3)
| ~4
(-3, ~4)b--emeo T -t
Figura 1.1 Ficura 1.2 La circunferencia

representada por la ecuacién
cartesiana x® + y® = r%

llustracion 9. El plano cartesiano y la circunferencia.
Fuente: Apostol, T. (1984). Célculo con funciones de una variable con una introduccion
al &lgebra lineal. Segunda Edicion. Ed. Reverté. Barcelona. (P.60)

Luego de este ejemplo se exponen algunas situaciones susceptibles de ser estudiadas a

partir de las relaciones funcionales que implican. Uno de los ejemplos presentados es:

La fuerza F necesaria para estirar un muelle de acero una longitud x a partir de su longitud normal, es
proporcional a x. Es decir F = cx, donde ¢ es un nimero independiente de x, que es la constante del
muelle. Esta formula descubierta por Robert Hooke a mediados del siglo XV11 se denomina la ley de

Hooke y se dice que expresa la fuerza en funcién del alargamiento (Apostol, 1984, p. 61 — 62)
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Este ejemplo puede ser interpretado como una relacion de dependencia entre las
cantidades, sin embargo, es de pleno conocimiento el enfoque de correspondencia que se expone
en la Teoria de Conjuntos de la cual se consideran los conceptos en el texto.

En la introduccién a las funciones, Larson y Edwards (2010) las presenta como:

Una relacién entre dos conjuntos X y Y es un conjunto de pares ordenados, cada uno de la forma (x, y),
donde x es un elemento de X y ¥ un elemento de Y. Una funcion de X a Y es una relacién entre X y Y con
la propiedad de que si dos pares ordenados tienen el mismo valor de x, entonces también tienen el mismo

valor de y. (p. 19)

Esta primera definicion de relacion funcional se asocia a la idea conjuntista de funcion y
también se indica a x como variable independiente y a y como variable dependiente, que mas

adelante en el texto se define como la definicidn de una funcién real de una variable real:

Sean X y Y conjuntos de nimeros reales. Una funcion real f de una variable real x de X aY es una regla de
correspondencia que asigna a cada nimero x de X exactamente un nimero y de Y. El dominio de f es el
conjunto X. El nimero y es la imagen de x por f y se denota mediante f(x), a lo cual se le llama el valor
de f en x. El recorrido o rango de f se define como el subconjunto de Y formado por todas las imagenes de

los nimeros de X. (p. 19)

De acuerdo con la definicidn, es claro identificar el enfoque de correspondencia a tratar
en el texto respecto al concepto de funcion y lo que a ella corresponde de la relacion entre los

valores de x y y, tal como se representa graficamente:
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Una funcién real f de una variable real

lustracion 10. Definicion de funcién real de variable real.

Fuente: Larso

n, R. y Edwards, B. (2010). Calculo 1 de una

variable-Novena Edicion. Ed. Mc Graw Hill. México. (P.

19)

De las funciones también se puede identificar su dominio y rango. EI dominio esta

conformado por el conjunto de nimeros reales para el cual esta definida una funcién o el que se

da junto con la funcidn; el rango esta determinado por el dominio y hace parte o puede ser todo

el conjunto de nameros reales. En relacion al dominio y el rango también se explicita que

cualquier funcién tiene una representacion grafica, para la cual se introduce la notacion “x=

Distancia dirigida desde el eje y” y “f (x)= Distancia dirigida desde el eje x” (p. 22).

¥

y=f(x)

(x. f(x))

v

X

Grifica de una funcién

llustracion 11. Gréafica de una funcion.
Fuente: Larson, R. y Edwards, B. (2010). Calculo 1 de
una variable-Novena Edicion. Ed. Mc Graw Hill.

México. (P. 22)

En relacion al comportamiento de la grafica de la funcién, en el capitulo 3 de Larson

(2010) se hace referencia al crecimiento y decrecimiento en una funcion, expresando que “Una

funcion f es creciente sobre un intervalo si para cualesquiera dos nimeros x; y x, en el

intervalo, x; < x, implica f(x;) < f(x,)”, al igual que “Una funcién f es decreciente sobre un
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intervalo si para cualesquiera dos nimeros x; y x, en el intervalo, x; < x, implica f(x;) >
f(x2)” (p.179). Sin especificar en la funcion cuadrética, en el texto se abordan otros aspectos de
las funciones en términos generales y de las funciones polinémicas, que se van estudiando a
medida que se introduce en el campo de los limites, las ecuaciones diferenciales, derivadas e
integrales.

En Apdstol (1984) una primera presentacion de la nocién de funcidn se expresa como:

Dados dos conjuntos de objetos, el conjunto X y el conjunto Y, una funcién es una ley que asocia a cada
objeto de X uno y s6lo un objeto en Y. El conjunto X se denomina el dominio de la funcion. Los objetos de
Y, asociados con los objetos en X forman otro conjunto denominado el recorrido de la funcion (Este puede

ser todo el conjunto Y, pero no es necesario) (p.62).

Respecto a esta forma como se relacionan los valores de los conjuntos X y Y, la
representacion que describe la regla de correspondencia entre los valores de x y y se expresa

mediante la gréfica:

—-—

}

(a) (b) S

lHustracion 12. Representacién esquematica de una funcién.
Fuente: Apostol, T. (1984). Calculo con funciones de una variable con una
introduccion al algebra lineal. Segunda Edicion. Ed. Reverté. Barcelona. (p. 63)

De esta se destaca la notacion x para representar todos los valores del dominio de una
funcion f y f(x) para representar todos los valores que corresponden a x en la misma funcion.
Posteriormente, se establece la definicion de funcidn a partir de conjuntos de pares ordenados

como:.



82

Una funcion f es un conjunto de pares ordenados (x, y) ninguno de los cuales tiene el mismo primer
elemento”. Si f es una funcion, el conjunto de todos los elementos x que aparecen como primeros
elementos de pares (x, y) de f se llama el dominio de f. El conjunto de los segundos elementos y se

denomina recorrido de f, o conjunto de valores de f. (Apostol, 1984, p. 65)

Apostol define las funciones polindmicas como aquellas de la forma:
P(x) = co+ c1x + =+ cpx™ = X R_, cix®, con ¢y, ¢4, ..., ¢,, como los coeficientes del polinomio
y el entero no negativo n es su grado (si ¢, # 0); esta definicion es relevante de acuerdo con el
trabajo de la funcién cuadratica como una de las funciones polindmicas y que se abordara en la
propuesta de aula de este trabajo. Otra caracteristica fundamental de las funciones esta
relacionada con la continuidad, la cual es entendida del siguiente modo: “Se dice que una

funcion f es continua en un punto p si a) f est4 definidaen p, y b) . chiirlla f(x) = f(p) (P.160),

comprendiendo la importancia de la definicion del limite de una funcion:

/ Entorno N, (A4) / Entorno N, [f(p)]
f f'
FS S fim pmm--~ ;
: B2 1
________ T -" S ]’* .
| i H 1 |
| ! | H ! t
i 1 1 ] I i
i ! ' 1 1 1
! | i \ ! 1
H P { ool
P Lo
i R
/ P / p
Entorno N.(p) Entorno N.(p)
Ficura 2.3 Existe lim f(x) = A, pero Ficura 3.3 | esta definida en p y
&P lim f(x) = f(p), de manera que | es
no se dice nada de [ en p. TP continua en p.

lustracion 13. Definicion de limite.
Fuente: Apostol, T. (1984). Calculo con funciones de una variable con una

introduccion al algebra lineal. Segunda Edicion. Ed. Reverté. Barcelona. (p.
158)

Aungue se han abordado definiciones relevantes relacionadas con la funcion, es de

resaltar que la definicion de variable, pardmetro, constante, ecuacion, entre otros elementos de
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las funciones, no se encuentran explicitados entre las definiciones, pero si se trabaja con ellos en
diferentes momentos del trabajo con el calculo.
El siguiente esquema resume aspectos conceptuales claves en el aprendizaje del concepto

de funcién cuadratica:



Fendmenos I
cotidianos Se
modelan Se
. lasifi Familias de funciones
Fenomeno§ _en | > por clasifica 1a
las matematicas en cuadraticas
Fenémenos en
otras disciplinas
” »  f(x) = ax?
Se representa CUFXSFSA ?II\ICA
mediante
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Puede ser de la forma—>

Constituida

A 4

Expresidn algebraica

f(x)=ax*+c

A 4

f(x) = ax?® + bx

fx)=ax?>+bx+c

., por

(x) y otra
dependiente (f(x))

Una independiente

&
<

[T~

Variables

Parametros

Gréfica cartesiana

» ldentificada >

como

Sirve para representar,
relacionar y estudiar la

Tabla

variable independiente y la
dependiente para valores
particulares en una
situacion.

Representados por a, b, c.

v

Sirven para identificar

lHustracién 14.Esquema de las propiedades de una funcion cuadratica.

Determinan caracteristicas de | Apertura y sentido
de las ramas.
Desplazamiento
—> . £
] horizontal de la parabola
Parabola
Ordenada al origen,
Caracteristicas | movimiento vertical de

la parabola.

_»| Concavidad

—»| Veértice

—»| Raices

—»| Ordenada al origen

—»| Eje de simetria
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El anterior gréafico es una manera de expresar la articulacion de los insumos tedricos de la
comprension de la funcion en las matematicas con las anteriores perspectivas revisadas. De
acuerdo con lo anterior, se consideran situaciones en contextos cotidianos, matematicos y de
otras ciencias, que pueden ser estudiadas en distintas actividades escolares con el proposito de
Ilegar a la comprension de las funciones, y, en especial, de las funciones cuadraticas como
compete a este trabajo.

La funcion cuadréatica se estudia a partir de la familia de funciones que las comprende,
haciendo uso de las distintas representaciones como son su forma algebraica, su gréfica
cartesiana y las tablas de valores. A partir de su expresion algebraica se trabajan propiedades
como las funciones de las constantes — parametros y de las variables para a partir de estos poder
modelar varias expresiones de la situacion estudiada. Asi mismo, observar y analizar las graficas
cartesianas permite comprender otras caracteristicas como la forma de la parabola, en la cual se
puede identificar el vértice, concavidad, simetria y cortes. Finalmente, debe decirse también que
el estudio de tablas y los cambios de los valores de las cantidades es otra forma de analizar y
comprender propiedades de la funcidn cuadratica, como la variacion, que se van presentando en
las cantidades.

La unificacion del trabajo con las distintas representaciones favorece el abordaje de
propiedades fundamentales de la funcién cuadratica, con el proposito de que, de manera
simultanea, se fortalezca la actividad enmarcada en el pensamiento variacional de los
estudiantes, una actividad fundamental para el analisis en esta investigacion.

Del apartado de la perspectiva disciplinar acerca de la naturaleza de las funciones se

pueden establecer aportes y elementos claves para el desarrollo de la propuesta de aula, como:
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La identificacion de obstaculos epistemoldgicos en la evolucion de la nocion de funcion da
cuenta del gran avance hacia, por ejemplo, la posibilidad de formar razones heterogéneas
entre dos cantidades diferentes y de esta manera poder llevar a cabo un analisis de la forma
como varian los valores de cada una en una situacion dindmica.

El estudio del concepto de funcién ha sido determinante para el desarrollo de otros dominios
de las matemaéticas, permitiendo reconocer la relevancia de este objeto matematico y sus
propiedades en la conformacion de lo que en la actualidad se conoce como el célculo integral
y el anlisis. De este aspecto se toma la relevancia de la ensefianza de la funcién cuadrética
en la propuesta.

Analizar las regularidades en los fendmenos observados. Estos primeros acercamientos dan
cuenta de la importancia de atender a los comportamientos que van presentado determinadas
cantidades de acuerdo con las condiciones de una situacion en la que estan implicadas, de
modo que las posibles regularidades permiten hacer descripciones, estudios e hipotesis de los
comportamientos posteriores.

En la historia de las matematicas, el desarrollo de la funcién muestra un instante donde la
relacion de dependencia entre cantidades variables fue considerada de manera especial como
una forma de hacer el estudio de fendmenos dinamicos en donde la continuidad expresada en
el tiempo permitia hacer estudios detallados del comportamiento de dichas cantidades. De
esta etapa, se considera para este trabajo la posibilidad de tomar contextos dindmicos para
acercarse a la nocion de funcion, como una relacion de dependencia entre las cantidades
vinculadas y posibilitando analizar la variacion y covariacion de los valores de las mismas,

ademas, la comprension de las caracteristicas, por parte del estudiante, de las constantes y las



variables de una funcion, en términos de Euler, para lograr un acercamiento a la nocion de

este objeto matematico.
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Capitulo I11. La funcién cuadratica como covariacion

En el presente capitulo se tratan aspectos relacionados con la consolidacion de la
propuesta de aula, especificandose lo concerniente a la estructura y todos los aspectos tomados
de los referentes tedricos de acuerdo con las perspectivas curricular, didactica y disciplinar;
ademas, las condiciones presentes durante la implementacion en la institucion educativa. Por
altimo, se analizan las respuestas obtenidas por parte de los estudiantes, tomando como
referencia la rejilla de andlisis propuesta para asi poder a identificar, caracterizar y clasificar

diferentes aspectos del razonamiento variacional movilizados en los estudiantes.

3. 1 Sobre el disefio de la propuesta de aula

En la estructura de esta propuesta de aula (ver anexo 1) convergen aspectos desarrollados
en el marco de referencia como parte de los objetivos especificos establecidos: en estos se
planteo identificar aportes tedricos y metodoldgicos en la investigacion, a partir de las
perspectivas curricular, didactica y matematica. De acuerdo con los documentos curriculares
colombianos, para el disefio de esta propuesta de aula se considera la idea de potenciar el
pensamiento matematico, comprendiendo que dentro de este se debe desarrollar y potenciar el
pensamiento variacional a partir del anlisis de relaciones funcionales, como una relacién de
dependencia, centrando la atencion en el estudio de la variacion y el cambio presente en
situaciones dindmicas, de acuerdo con el enfoque covariacional, y siendo el proceso de
modelacién un factor fundamental en este proposito. Los EBC en Matematicas tenidos en cuenta
corresponden a los descritos en los grados 8° y 9° como “Modelo situaciones de variacion con
funciones polindmicas” e “Identifico y utilizo diferentes maneras de definir y medir la pendiente

de una curva que representa en el plano cartesiano situaciones de variacion”, evidenciando lo
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ajustada que esta la propuesta de aula a los lineamientos curriculares de la educacion basica
secundaria en Colombia y su pertinencia de acuerdo con los propo6sitos en cada estandar.

De acuerdo con el enfoque didactico, los aportes considerados se derivan, por un lado, de
lo propuesto por Carlson y colaboradores en su estudio de la variacion y méas especificamente de
la covariacion entre cantidades que cambian, en contextos dinamicos, considerando la
modelacién como un proceso que se presenta en el analisis de la covariacién y, por otro parte, de
lo propuesto por Freudenthal sobre el proceso de modelacion como un factor clave para la
ensefianza de las matematicas y el estudio de problemas en contextos realistas.

De acuerdo con el enfoque disciplinar, los aportes considerados tienen que ver con las
evidencias historicas del estudio de relaciones funcionales en la cinemaética, las definiciones de
variable, parametro, funcion, puntos de inflexion, la notacién algebraica, entre otras, que

permiten definir las propiedades fundamentales de las funciones y la funcion cuadrética.

3.1.1. Situaciones y actividades

Las dos situaciones problema estan constituidas cada una por cuatro tareas y por
determinada cantidad de preguntas en cada tarea. La primera tiene como referente la pregunta
por los posibles ingresos econdmicos del duefio de un gimnasio, y toma como variables el valor
de la mensualidad y el nimero de clientes o socios que asisten, lo que permite privilegiar el
trabajo con valores discretos con el proposito de llevar a cabo con los estudiantes los primeros
acercamientos al estudio de la covariacion. En esta se llevan a cabo los primeros estudios de las
cantidades vinculadas con la situacion, las relaciones de dependencia presentes, las diferentes
representaciones que se derivan de la situacion, la identificacion de la variacion y los cambios y

los primeros acercamientos a la covariacion.
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La segunda situacion esta relacionada con un proyecto de educacién ambiental, aunque la
actividad es hipotética, esta relacionada con actividades que se desarrollan en el proyecto de la
institucion educativa donde asisten los estudiantes, como el cultivo y produccion de legumbres y
vegetales en una zona de una sede rural de la misma. El contexto planteado en esta situacion, por
relacionarse con &reas de cultivo y uso de unidades y medidas de longitud y de superficie, facilita
la realizacion de un estudio de tipo geométrico para poder llevar a cabo un estudio relacionado
con la continuidad y analizar, dados los intervalos en las medidas posibles y la representacion de
formas, medidas y movimientos posibles con la ayuda de TIC (geogebra), la idea de covariacion.
En esta tarea se profundiza en el estudio de como y cuanto cambian las cantidades de la
situacion, ademas, sobre el concepto de razon de cambio y la caracterizacion de la funcién
cuadratica relacionada con el propdésito de optimizacion presente. En esta actividad se empled el
software geogebra, el cual permitia trabajar de manera interactiva con las graficas propuestas en
latarea 1y 2 de la situacion.

En la siguiente tabla se presenta la estructura general de la propuesta de aula:

Tabla 4
Estructura general de la propuesta de aula
Situaciones Tareas NUmero de preguntas
Situacion 1: Tarea 1: Comprendiendo la
Introduccién a la covariaciona  situacion. 5

través de un contexto cotidiano.
Tarea 2: Analizando las
cantidades en registros tabulares. 6

Tarea 3: Analizando cémo
cambian las cantidades a partir

de registros tabulares. 8
Tarea 4: Analizando los
cambios de las cantidades a partir 5
de registros graficos.

Situacién 2: Tarea 1: Explorando superficies 12

rectangulares y  analizando
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Estudio de la covariacion a relaciones de  dependencia
través de un contexto escolar. (Geogebra)

Tarea 2: Analizando cambios de

las cantidades de la situacion en

diferentes registros de 8
representacion.

Tarea 3: Caracterizacion de la
funcién  cuadratica de la 11
situacion.

Tarea 4: Analizando la

covariacion en otras funciones.

La estructura general de la propuesta de aula (ver Anexo 1) surge como respuesta a las
dificultades y conclusiones a las que muchos investigadores han llegado en sus estudios previos.
En ese sentido, se proyecta como un recurso didactico que permita facilitar el desarrollo del
pensamiento matematico, el estudio de la variacion a partir del enfoque covariacional y el
aprendizaje y la ensefianza del concepto de funcidn cuadrética.

Asi, por la naturaleza del objeto matematico de este estudio, la modelacién seré entendida
como un proceso indispensable en el estudio de las relaciones funcionales presentes en diferentes
fendmenos dindmicos y cotidianos, en los cuales es posible analizar la forma como cambian las
cantidades, e incluso, analizar cdmo cambian dos cantidades al unisono respecto a las
condiciones de la situacion.

El contenido de la Tabla 5, que se presenta mas adelante, surgié como resultado de
contrastar el Marco Conceptual del Razonamiento Covariacional (Carson et. al., 2003) y la
propuesta de modelacion presente en el marco de la Educacion Matematica Realista
(Freudenthal, 1984). La posibilidad de vincular estos dos marcos teoricos es posible también por
las condiciones de favorabilidad expresadas en los documentos curriculares de la educacion

matematica en Colombia, que suscitan el estudio de las relaciones funcionales mediante el
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desarrollo de procesos de modelacion que responden al estudio de las relaciones de dependencia
presentes en relaciones funcionales en contextos cotidianos, matematicos o de otras ciencias.
Ademas, de la evidencia de que, en la historia de las matemaéticas, la conformacion del objeto
matematico funcidn siempre estuvo relacionado con distintos procesos de modelacion que daban
cuenta de problematicas de distintos contextos en cada época y de que el estudio de la funcion
que predomind en cierto momento de la historia se derivé del analisis de fenémenos dinamicos.

Para el respectivo estudio de los desempefios de los estudiantes al resolver la propuesta de

aula, se presenta a continuacion la siguiente rejilla de fundamentacion y analisis.



Tabla s

Rejilla de fundamentacion y andlisis de la propuesta de aula
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Modelacién segin la EMR

El Razonamiento Covariacional

Acciones Mentales

Niveles de Razonamiento
Covariacional

Propuesta de Aula

Matematizacion horizontal

Matematizacion vertical

Nivel situacional: Los
estudiantes acuden a sus
conocimientos informales
para atender los primeros
acercamientos a la
situacion, posteriormente
identificar las
matematicas en el
contexto para luego
visualizarlas,
esquematizarlas,
reformularlas y descubrir
regularidades.

Nivel referencial:
Aparecen y se emplean
modelos graficos,
materiales o notacionales
de la situacion trabajada.
Los modelos se
consideran modelos de, en
cuanto a que hacen parte
de una situacion
particular.

Nivel general: Se acentla
mas la reflexion y se pasa
a preocuparse sobre los
procesos empleados,
conceptos,  estrategias,
modelos, con el prop6sito
de llegar a la
generalizacion de tal

AM1: Coordinacién
del valor de una
variable con los
cambios de otra.
AM2: Coordinacion
de la direccion del
cambio de una
variable con los
cambios en la otra
variable.

AM3: Coordinacion
de la cantidad de
cambio de una
variable con los
cambios en la otra
variable.

Comportamiento:  Designacion
de los ejes con indicaciones
verbales de coordinacion de las
dos variables.

Comportamiento: Construccion
de una linea recta creciente.
Verbalizacion de la consciencia de
la direccién del cambio del valor
de salida mientras se consideran
los cambios en el valor de entrada.

Comportamiento: Localizacion
de puntos/construccion de rectas
secantes.

Verbalizacion de la consciencia de
la cantidad de cambio del valor de
salida mientras se consideran los
cambios en el valor de entrada.

N1. Coordinacion: Las imagenes de la
covariacién pueden sustentar a la accion
mental de coordinar el cambio de una
variable con cambios en la otra variable.
N2. Direccion: Las iméagenes de la
covariacion pueden sustentar a las
acciones mentales de coordinar la
direccion del cambio de una de las
variables con cambios en la otra. Las
acciones mentales identificadas como
AM1 y AM2 ambas son sustentas por
imagenes de N2.

N3. Coordinacion cuantitativa: Las
imdgenes de la covariacion pueden
sustentar a las acciones mentales de
coordinar la cantidad de cambio en una
variable con cambios en la otra. Las
acciones mentales identificadas como
AM1, AM2 y AM3 son sustentadas por
las imégenes de N3.

Situacién 1. Situacion
2.

Tarea 1. Tarea 1.
Tarea 2.

Tarea 3. Tarea 1.

Tarea 1.

Tarea 3. Tarea 2

Tarea 2.

Tarea 4. Tarea 3.




forma que se puedan
considerar formas de
tratamiento adecuadas
para situaciones con
caracteristicas idénticas.
En este nivel los modelos
se constituyen en modelos
para, al relacionarse con
casos que sean parecidos
donde se pueden emplear
estos modelos.

Nivel Formal: Hay
mayor comprension de
conceptos,

procedimientos y
notaciones

convencionales de las
matematicas y a su vez
estos se emplean en el
trabajo de mas
situaciones.

AMA4: Coordinacion
de la razon de
cambio promedio de
la funcion con los
incrementos

uniformes del
cambio en la
variable de entrada.

AMA4: Coordinacion
de la razon de
cambio promedio de
la funcion con los
incrementos

uniformes del
cambio en la
variable de entrada.

AMB: Coordinacion
de la razon de
cambio instantanea
de la funcion con los
cambios continuos
en la  variable
independiente para
todo el dominio de la
funcion.

Comportamiento: Construccion
de rectas secantes contiguas para
el dominio.

Verbalizacidn de la consciencia de
la raz6n de cambio del valor de
salida (con respecto al valor de
entrada) mientras se consideran
incrementos uniformes del valor
de entrada.

Comportamiento: Construccion
de rectas secantes contiguas para
el dominio.

Verbalizacién de la consciencia de
la razén de cambio del valor de
salida (con respecto al valor de
entrada) mientras se consideran
incrementos uniformes del valor
de entrada.

Comportamiento: Construccion
de una curva suave con
indicaciones claras de los cambios
de la concavidad.

Verbalizacién de la consciencia de
los cambios instantaneos en la
razon de cambio para todo el
dominio de la funcién (los puntos
de inflexion y las concavidades
son correctos).

N4. Coordinacion: Las imagenes de
covariacion pueden sustentar a las
acciones mentales de coordinar la razén
de cambio promedio de una funcién con
cambios uniformes en los valores de
entrada de la variable. La razén de cambio
promedio se puede descomponer para
coordinar la cantidad de cambio de la
variable resultante con los cambios en la
variable de entrada. Las acciones mentales
identificadas como AM1 hasta AM4 son
sustentadas por imagenes de N4.

N4: Las iméagenes de covariacion pueden
sustentar a las acciones mentales de
coordinar la razén de cambio promedio de
una funcion con cambios uniformes en los
valores de entrada de la variable. La raz6n
de cambio promedio se puede
descomponer para coordinar la cantidad
de cambio de la variable resultante con los
cambios en la variable de entrada. Las
acciones mentales identificadas como
AM1 hasta AM4 son sustentadas por
iméagenes de N4.

N5: Las imagenes de covariacion pueden
sustentar a las acciones mentales de
coordinar la razon de cambio instantanea
de una funcién con cambios continuos en
la variable de entrada. Este nivel incluye
una consciencia de que la razon de cambio
instantanea resulta de refinamientos mas y
méas pequefios en la razén de cambio
promedio. También incluye la consciencia
de que el punto de inflexion es aquel en el
que la razén de cambio pasa de ser
creciente a decreciente o al contrario. Las
acciones mentales identificadas como
AM1 a AMS5 son sustentadas por
imagenes de N5.

Tarea 3.
Tarea 4.

Tarea 3.
Tarea 4.
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La vinculacion de los marcos tedricos deriva en la manera como estan constituidas
la primera y la segunda situacion, las tareas que conforman cada una y las preguntas
correspondientes a cada tarea. De acuerdo con la tabla anterior, durante el proceso de
modelacién conocido como Matematizacion Horizontal — Nivel Situacional, las tareas 1y 2
de la primera situacion y la tarea 1 de la segunda situacion son oportunas para que los
estudiantes lleven a cabo acercamientos informales a los elementos que la componen, en
donde pongan a prueba sus conocimientos e ideas previas, para asi identificar las
matematicas presentes y realizar algunos esquemas, identificacion de regularidades y de
propiedades presentes. En este nivel se determin6 que no hay una manifestacion clara de
algunas acciones del razonamiento covariacional, de acuerdo con la descripcion de las
acciones mentales relacionadas con este tipo de razonamiento.

En la Matematizacion Vertical — Nivel Referencial se ubican la tarea 3, de la
primera situacion, y las tareas 1 y 2, de la segunda situacién, ya que se avanza en la
comprension de los elementos que la componen a partir de un ejercicio en el que los
estudiantes podran trabajar de manera informal con los datos suministrados y a su vez con
modelos de o modelos graficos y notacionales. Dicha actividad de trabajo facilita la
movilizacién de AM1y AM2, porque se puede llevar a cabo la coordinacién de los valores
de una variable con los valores de otra y posteriormente determinar la direccién de esos
cambios; estas acciones son indispensables para determinar N1 y N2 de razonamiento
covariacional de los estudiantes que las desarrollen apropiadamente.

De acuerdo con el aumento en el nivel de complejidad, en la Matematizacion
Vertical — Nivel General se ubican la tareas 4, de la primera situacion, y las tareas 2, 3y 4,
de la segunda situacion, esto, teniendo en cuenta que es posible analizar y llevar a cabo

reflexiones de los modelos de la situacion en cada tarea con el proposito de que puedan
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generalizarse estos modelos y relacionarlos con situaciones que cumplan con caracteristicas
similares a las presentadas e identificar y establecer modelos para tratar actividades y
procedimientos con las mismas condiciones. Ademas de lo anterior, las tareas enunciadas
favorecen la movilizacién de AM3 y AM4 ya que no solo se coordinan los valores de una
variable con los valores de otra y posteriormente se determina la direccion de esos cambios,
sino también porque es posible cuantificar el cambio y coordinar las cantidades de los
cambios en la variables para poder llegar a coordinar la razén de cambio promedio al
considerar cambios uniformes en la variable de entrada. Realizando estas acciones con los
comportamientos descritos es posible que los estudiantes que cumplan las condiciones
descritas puedan establecer un N3 y N4 de razonamiento covariacional.

Por Gltimo, en la Matematizacion Vertical — Nivel Formal se encuentran las tareas 3
y 4 de la segunda situacion, en las cuales se espera que los estudiantes puedan llevar a cabo
la reflexién de los modelos propuestos y elaborados, asi como trabajarlos en otras
situaciones con caracteristicas similares. Para este caso, se espera que los estudiantes
desarrollen AM4 y AM5, cumpliendo con la debida evidencia de las anteriores (AML1,
AM2 y AM3), y lleguen a coordinar la razén de cambio promedio, al considerar cambios
uniformes en la variable de entrada, y la razén de cambio instantanea, al considerar
cambios uniformes en la variable independiente para el dominio de la funcién trabajada.
Estas condiciones de las acciones mentales con los debidos comportamientos descritos son
la manifestacion de N4 y N5 de razonamiento covariacional en los estudiantes que las
cumplan.

La ejecucion de las tareas propuestas, de acuerdo con la rejilla estructurada,
posibilita identificar y analizar aspectos caracteristicos del razonamiento covariacional y

establecer los niveles alcanzados por los estudiantes al respecto del mismo; a su vez, al
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momento de modelar y trabajar con los modelos propuestos de las situaciones, se puede

determinar niveles de modelacién evidenciados en relacién a la funcién cuadratica.

3.2. Acerca de la experimentacion
3.2.1. Contexto de desarrollo

la Institucion Educativa el Hormiguero se encuentra ubicada en el sector rural del
corregimiento EI Hormiguero, Vereda Cascajal (a 20 minutos de Cali). A la fecha, la
institucidn se encuentra capacitada para cubrir los niveles de primaria, secundaria y media
técnica, a la vez que para trabajar con metodologias flexibles. Su enfoque técnico es de
caracter ambiental, y a este tienen acceso los estudiantes principalmente en el bachillerato,
etapa en la que se profundiza en la media técnica (Grados 10°y 11°).

La forma en que se distribuyen los docentes de matematicas en la institucion es la
siguiente: para el caso de la primaria, por el modo en que se encuentra organizada la
educacion publica en Colombia, los docentes tienen la funcion de curbrir todo el ciclo de
saberes, es decir que quien ensefia matematicas, ensefia a su vez todas las materias que
correspondan a cada grado. El nivel de bachillerato es cubierto por tres profesores, cada
uno de ellos con formacidn especifica en matematicas y en algunos casos con posgrados
asociados a la misma.

La institucién ha alcanzado un desempefio que la ubica en posiciones muy alejadas
de las primeras en la lista de resultados de pruebas saber e indice sintético de calidad, lo
gue ha generado que se empiecen a ejecutar planes de mejoramiento en todas las gestiones
institucionales para posicionarse mejor en evaluaciones posteriores. En este punto entra

nuestra propuesta.
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Bajo el objetivo de fortalecer el area, especificamente los procesos concernientes al
grado 9°, se desarrollaron actividades (4 horas semanales) de acuerdo con la planeacion del
area de matemaéticas entre los meses de marzo y junio de 2019, tiempo que corresponde al
primer periodo académico del afio escolar.

En un primer momento, uno de los objetivos de implementar estas actividades fue
poder analizar con los estudiantes algunos aspectos caracteristicos del razonamiento
covariacional para, entre otras cosas, obtener un diagnotico del estado de la situacion de los
mismos en cuanto a la adquisicion y el nivel de apropiacién de los conocimientos
necesarios para adentrarse en la materia. Luego de analizar los resultados de dicha
actividad, se encontr6 que en una buena medida los estudiantes presentaban dificultades en
lo que correspondia al dominio de diferentes conceptos relativos a la asignatura de algebra,

y que, en teoria, debian haber sido superados en el afio anterior, es decir en grado 8°.

3.2.2. Aspectos del desarrollo de la implementacion

Teniendo en cuenta las caracteristicas, potencialidades y limitaciones del grupo,
para la primera situacién las actividades se llevaron a cabo de forma individual y para la
segunda, dada la carencia de las herramientas tecnoldgicas (trabajo con el software
Geogebra) suficientes, en grupos; ademas, en ambos casos se cont6 con el apoyo del
docente investigador quien, entre otras actividades, contribuyé con la mediacién y
orientacion sobre la discusion de las respuestas a las preguntas de cada situacion. Posterior
a la plenaria, los estudiantes continuaban en la siguiente tarea, organizados de acuerdo con
cada situacion, dando continuidad al desarrollo de la actividad y con la informacion
recibida de la plenaria, la cual tenia como otro de sus propositos facilitar la comprensién de

las nuevas preguntas.
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Las dos situaciones se presentaron por tareas, haciendo uso, por un lado, de guias
impresas en las cuales se mostraban las preguntas a analizar y resolver y, por el otro, de
recursos virtuales como gréficas interactivas elaboradas en el programa Geogebra,
necesarias para el desarrollo de algunas tareas de la situacion 2, que podian ser visualizadas
en tabletas y ser proyectadas en video beam.

En lo que corresponde a la primera situacion, se trabajaron las tareas 1 y 2,
indispensables para identificar las condiciones iniciales de la misma, y posteriormente se
llevo a cabo la primera plenaria orientada por el docente investigador, actividad en la que
fue posible escuchar respuestas, comentarios y aclarar dudas, posibilitando, a través del
dialogo y la discusion, que se afianzaran los saberes adquiridos individualmente. En la
segunda parte de la situacion 1, se desarrollaron las tareas 3 y 4 y posteriormente se llevé a
cabo la plenaria correspondiente, en el salon de clases habitual, y la grabacién de un video
para el andlisis postrero.

Para el abordaje de la segunda situacion, en primer lugar, se llevo a cabo la tarea 1,
para la cual se precisé de material fisico como impresiones, y recursos tecnologicos
(tabletas) que le permitieran al estudiante interactuar con graficos relacionados con las
preguntas. La tarea correspondiente a este primer momento fue de gran exigencia en tanto
que, al tener un contexto geométrico, precisaba de la introduccién a la nocion de
continuidad, la cual no se podia apreciar en las cantidades tratadas en las tareas de la
primera situacion. Posteriormente, se efectu0 la plenaria y grabacion de esta en video. La
tarea 2 también se desarroll6 haciendo uso del material fisico y tecnoldgico (tabletas y
video beam), este ultimo para la proyeccion de las graficas en geogebra.

Por ultimo, los estudiantes resolvieron las tareas 3 y 4, sin embargo, de estas tareas

no se efectud la respectiva plenaria y grabacion en video por imprevistos en la institucion
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respecto del calendario académico escolar, ya que por las fechas de finalizacion de la
implementacion se realizaron varias actividades curriculares y extracurriculares que no se
habian llevado a cabo o que no estaban programadas con anterioridad.

Posterior a la implementacion se procedio a la tipificacion de las respuestas dadas
por los estudiantes. Para llevar a cabo la tipificacion se consideran los registros escritos de
los estudiantes y para su anélisis se ponderan, ademas, las observaciones del docente
investigador, plenarias y videos; este se hace a la luz del marco teérico y la rejilla de

analisis presentada con anterioridad.

3.3. Resultados y andlisis de resultados

A continuacion, se presentan los resultados de la implementacion de la situacion 1
de la propuesta de aula. Para esto, se incluye el enunciado inicial de la situacion y las
preguntas que componen cada tarea, luego, una tabla por cada pregunta donde aparecen
tipificadas las respuestas suministradas por los estudiantes, de la forma Rn, donde
n representa los distintos tipos de respuesta en los que estan agrupadas de acuerdo con los
procedimientos y argumentos dados. La frecuencia absoluta corresponde a la cantidad de
estudiantes que cumplen con las caracteristicas de un tipo de respuesta y la frecuencia
relativa es el porcentaje que corresponde a ese tipo de respuesta respecto al grupo de
estudiantes que desarrollaron la tarea.

Luego de la tipificacion de las respuestas, se desarrolla el analisis que se hizo del
conjunto de respuestas a una pregunta o de las respuestas a varias preguntas con
caracteristicas similares. Para el analisis de resultados de la situacion 2 se efectta el mismo
protocolo que en la situacién 1, de tal forma que al final se consideran las respuestas de

acuerdo con la rejilla de analisis para describir los aspectos del razonamiento covariacional
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evidenciados y de esta manera determinar los alcances en el proceso de modelacion y

comprension de las propiedades de la funcién cuadrética.

3.3.1. Andlisis de resultados de la situacion 1

(S1) Situacion 1: introduciendo la covariacion en la modelacion de una
situacion que implica una decision de orden financiero

¢Los ingresos del gimnasio aumentan o disminuyen?

El gimnasio Hércules cuenta con 150 socios inscritos. Cada uno paga por su
membresia una cuota mensual de $60.000. Michael, el duefio del gimnasio, desea
incrementar sus ingresos, por lo que ordena un estudio de mercado cuyo resultado
recomienda reducir la mensualidad, ya que por cada $1.000 que disminuya se inscribiran

Cinco nuevos socios.

¢ Cual es el maximo ingreso econdmico que el gimnasio Hércules puede recibir si

sigue las recomendaciones del estudio?

(T1) Tarea 1: comprendiendo la situacion

De los 28 estudiantes, solo uno (1) no realizé la tarea.

(P1) Pregunta 1: Calcula la cantidad de dinero que ingresa al gimnasio Hércules
segun la cantidad de socios inscritos y el valor de la mensualidad actual.

Tabla 6
Tipos de respuesta a la situacion 1, tarea 1y pregunta 1 (S1T1P1)
Tipos de o Frecuencia Frecuencia
Descripcion .
respuesta absoluta relativa
R1 Estudiantes que calcularon el ingreso total al gimnasio

($9.000.000). Efectuaron una multiplicacion entre los valores
de las cantidades relacionadas (la cantidad de socios inscritos
(150) y el valor actual de la mensualidad ($60.000)) y
escribieron una conclusion de los ingresos.

20 74,1%
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R2 Estudiantes que calcularon el ingreso total al gimnasio
($9.000.000). Efectuaron una multiplicacion entre los valores
de las cantidades relacionadas (la cantidad de socios inscritos 5 18,5%
y el valor actual de la mensualidad)

R3 Estudiantes que escribieron un valor que no corresponde al 9

0
ingreso total. 7,4%

(P2) Pregunta 2: Si se disminuye la mensualidad en $1.000, escribe el nimero de
socios que se espera ingresen adicionalmente.

Tabla7
Tipos de respuesta a la situacion 1, tarea 1y pregunta 2 (S1T1P2)
Tipos de Descripcion Frecuencia Frecue_nma
respuesta absoluta relativa
R1 Estudiantes que escribieron en forma acertada la cantidad de
socios nuevos (5) y argumentaron su respuesta de acuerdo con
: Y 6 22,2%
el enunciado de la situacion.
R2 Estudiantes que escribieron en forma acertada la cantidad de
socios nuevos (5), sin justificar la respuesta. 16 59,3%
R3 Estudiantes que escribieron como respuesta un intervalo en el
cual se hallaba la cantidad de socios nuevos. 3 11,1%
R4 Estudiantes que escribieron un valor que no corresponde a la 9 7.4%

cantidad de socios nuevos.

En la Tabla 6 se observa que el 92,6% de los estudiantes que resolvieron la tarea
calcularon en forma acertada los ingresos totales al gimnasio. De estos, el 74,1% realizaron
la multiplicacion entre el valor de la mensualidad y el nimero de socios, justificando el
procedimiento llevado a cabo, mientras que el 18,5% escribio la multiplicacion entre las
cantidades sin describir o justificar el resultado obtenido. El 7,4% de los estudiantes
escribieron valores que no correspondian al total de ingresos sin expresar argumento alguno
en relacion a su respuesta.

De acuerdo con la Tabla 7, el 81, 5% de los estudiantes escribieron acertadamente

la cantidad solicitada en la pregunta. El 22,2% argumentaron su respuesta a partir de la
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informacion dada en el enunciado de la situacion 1, que “por cada $1.000 que disminuya se
inscribiran cinco nuevos socios”, mientras que el 59,3% escribieron la cantidad de socios
nuevos que se esperaba que ingresaran sin describir ninguna relacion con el enunciado u
otra justificacion. El 11,1% no especificaron un valor, sino que dieron como respuesta un
intervalo que incluia la cantidad correcta, mientras que el 7,4% de los estudiantes
escribieron una cantidad que no correspondia a la respuesta esperada para la pregunta 2.

A partir de los tipos de respuesta para SIT1P1 y SIT1P2 se puede afirmar que la
mayoria de estudiantes comprendieron aspectos basicos de la situacion al captar que los
ingresos totales al gimnasio dependen de la relacion (producto) entre la mensualidad y el
namero de socios; también, que la mayoria de estudiantes refirieron acertadamente la
cantidad de socios nuevos, expresando la relacion existente entre la cantidad de rebajas y el
valor de la rebaja realizada. Lo anterior da cuenta de la forma como los estudiantes inician
el proceso de Modelacién Horizontal, en el Nivel Situacional, empleando sus
conocimientos informarles para acercarse a la situacion.

En la plenaria, se corrobor6 que los estudiantes cumplieron con la iniciacion a la
situacion, la cual comprendia que a partir de la informacidn se pudiera identificar y
reflexionar acerca de aspectos basicos de esta, al manifestar, por ejemplo, que los ingresos

totales se debian a la cantidad de socios y al valor de la mensualidad.

(P3) Pregunta 3: Si se inscriben 25 nuevos socios,
a. Indica en cuanto se redujo la cuota mensual.
b. Explica como lo calculaste.




Tabla 8

Tipos de respuesta a la situacién 1, tarea 1y pregunta 3 (S1T1P3)
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Tipos de

respuesta Descripcion F.A. FR Explicacion A F.R.
R1 Estudiantes que explicaron
Su respuesta a partir de la
informacion en el enunciado o
inicial, “si por $1000 entran 10 37%
5, por $5000 entran 25”.
Estudiantes  que Estudiantes que explicaron
valor total de la «1000 _ 5090, ! 3,7%
. 5 25
rebajaéI ($5000) Ide 13 48.1% . _
acuerdo con los Estudiantes que explicaron
25 Nuevos socios, su respuesta expresando que
justificando  su la relacién de dependencia
respuesta. entre la cantidad de rebajas y
la cantlda_d de socios nuevos 9 7.5%
de forma inversa, esto es, que
valor de las rebajas dependia
de la cantidad de socios
NUevos.
R2 Estudiantes que Estudiantes que explicaron
escribieron el su respuesta en forma 3 11.1%
valor total de la incompleta o no la ’
rebaja ($5000) de explicaron.
acuerdo con los
25 nuevos socios, 12 44,4% . .
TR Estudiantes que explicaron
sin justificar su . .
Su respuesta evidenciando
respuesta 0 . 9 33,3%
errores en los célculos o ’
presentando ) . .
' . . inconsistencias.
inconsistencias.
R3 EStUdiaf}t’[ﬁS que; Estudiantes que explicaron
no escribieron e i i
5 7.5% su respuesta evidenciando 9 7.5%

valor total de la
rebaja ($5000)

errores en los calculos o
inconsistencias.

De acuerdo con la Tabla 8, el 92,5% de los estudiantes escribieron acertadamente el

valor total de la rebaja de acuerdo con el nimero de socios nuevos indicado. De este
porcentaje de estudiantes se tiene que el 48,1% justifico su respuesta con base en la

informacion inicial del estudio de mercado, acudiendo en algunos casos a la escritura de
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expresiones que permitian identificar regularidades y trabajar con las primeras relaciones

de dependencia como en el caso del siguiente estudiante:

i”/f./!,
q=5.000 o <ewhan
irz(alcolando Goe Poy  \L000.enhan S Poy z.000 enian \o ?O“ 300

15 200 4000 evhan 20 G0 PoXY &£.000 <nhow Z25.

llustracion 15. SIT1P3R1

O como en el caso de otro estudiante que acude a razones:

3 a. La wels mensval sc ﬂe"{/" en 5000 § Jo. mensvaldo-= 1;“( -,
ceél -

b, (on Roazonen, Woe - 000

‘Zoa.c-{\ es. = 75

llustracion 16. S1T1P3R1

Del 44,4% de los estudiantes que también acertaron en las respuestas, el 11,1%
expresaron justificaciones incompletas o no las presentaron y el 33,3% presentaba una
argumentacion con incoherencias de acuerdo con la pregunta planteada. Por ultimo, el 7,5%
de los estudiantes no acertaron con el valor de la rebaja y la justificacion de la respuesta
evidenciaba que no habia claridad sobre una respuesta valida.

De acuerdo con los tipos de respuesta para S1T1P3 se puede afirmar que en esta
pregunta la mayoria de los estudiantes identificaron las primeras relaciones entre la
cantidad de rebajas, el valor total de la rebaja y el nimero de socios nuevos, sin embargo
mas de la mitad de los estudiantes argumentaron con imprecisiones, de manera parcial o
evidenciaban incoherencias en los procedimientos y explicaciones, situacion que permite
inferir ub bajo dominio de la forma como se relacionan estas cantidades en la situacion. Lo
evidenciado por los estudiantes, por un lado, da cuenta de la forma como empiezan a

analizar y dar cuenta de la variacion presente, ademas, es caracteristico del proceso de
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Modelacién Horizontal, en el Nivel Situacional, en el cual emplean procedimientos acordes
a sus ideas previas y al reconocimiento de las primeras relaciones, describiendo de
diferentes maneras las relaciones presentes.

En la plenaria dos estudiantes mostraron dificultades al argumentar el por qué la
cuota se redujo en $5000, corroborando lo escrito respectivamente, a diferencia de otra
estudiante que respondio: “si por cada 1.000 entran 5 por 5000 entran 250007, y que en su
participacién arguyd que empled la informacion de la respuesta a la pregunta 2 para hacer

la 3, demostrando cierta comprension de las primeras relaciones.

(P4) Pregunta 4: Un amigo de Michael afirma que cuando la cuota se reduce en
$5.000, el monto total de ingresos es de $9.000.000. Explica la validez de esta afirmacion.

Tabla 9
Tipos de respuesta a la situacion 1, tarea 1y pregunta 4 (S1T1P4)
Tipos de o Frecuencia Frecuencia
Descripcion .
respuesta absoluta relativa
R1 Estudiantes que explicaron que la afirmacion es falsa o
no tiene validez porque los ingresos sobrepasan los
$9.000.000, al alcanzar un total de $9.625.000. En su 12 44.4%
respuesta realizan la multiplicacion entre $55.000 y 175 :
para llegar a la conclusion.
R2 Estudiantes que explicaron que la afirmacién es falsa o
no tiene _valldez, pero su justificacién es incompleta o 7 259%
presenta incoherencias.
R3 Estudiantes que no explicaron si la afirmacion es falsa o
verdadera. Realizaron una multiplicacion entre $55.000
y 175 para determinar que esa era la “validez” de la 7 25,9%
afirmacion.
R4 Estudiantes que no explicaron si la afirmacion es falsa o 1 3,8%

verdadera y presentaron inconsistencias en la respuesta.

De acuerdo con la Tabla 9, se puede observar que el 70,3% de los estudiantes que

resolvieron la tarea respondieron que la afirmacién no tenia validez de acuerdo con la
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informacion suministrada. De este porcentaje, el 44,4% argumentaron y escribieron una
multiplicacién entre el valor de la mensualidad después de la rebaja y el nimero total de
socios de acuerdo con el estudio de mercado, tal como se puede apreciar en la siguiente

respuesta de uno de los estudiantes:

E';‘,// =N0 A"\QNQ \)0\\'\(5@7 Tb(gue Se fDOb‘(Q\OQSO\ C\z \OS G\,DOOQOO

55000
L AAS
8! [o)
: i%s?aoo

(2000
9.615.000

llustracion 17. SIT1P4R1

Por otro lado, el 25,9%, aunque acertaron el valor total de los ingresos,
argumentaron de manera incompleta, imprecisa o con expresiones que no justificaban
correctamente el procedimiento escrito. El 29,7% no determinaron verbalmente la validez
de la afirmacién, sin embargo, de ellos el 25,9% desarrollaron una multiplicacion en forma
correcta entre el valor de la mensualidad y el nimero total de socios, después de la rebaja,
mientras que el 3,8% no indicaron la validez de la afirmacion en su respuesta ni realizaron
célculos.

De acuerdo con los resultados de las respuestas para S1T1P4 es posible afirmar que
menos de la mitad del grupo de estudiantes comprendieron los tipos de relaciones que se
trabajaron inicialmente en la situacion, es decir que frente al caso hipotético expuesto, el
cual contenia una afirmacion falsa, no lograron presentar argumentos claros para demostrar
el error en la afirmacion, o calculos aritméticos que permitieran ilustrarlo. Por otro lado, el
porcentaje restante de estudiantes identifico ciertas cantidades y relaciones en la situacion,
pero no explicaron con claridad estas, ademas, se les dificulté emplear procedimientos,

descubrir regularidades y argumentar su respuesta.
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Lo evidenciado en las respuestas da cuenta de que, al analizar la variacion presente
respecto a socios nuevos, reduccion de la cuota e ingresos, es posible que los estudiantes
tengan una idea de los cambios que sufre cada cantidad, e incluso la forma como estas estan
relacionadas, sin embargo, la posibilidad de comprender de ddnde proviene el valor de
ingresos dado solo fue desarrollada por menos de la mitad de estudiantes. Por otro lado, en
el proceso de Modelacion Horizontal, en el Nivel Situacional, el 44,4% emplearon
procedimientos acordes a sus ideas previas y al reconocimiento de las primeras relaciones:
asi se evidencia la comprension y esquematizacion de la forma como se relacionan las
cantidades de acuerdo con las condiciones de la situacion, las matematicas en el contexto.

En la plenaria la mayoria de estudiantes comentaron que la afirmacion era falsa,
expresando que al hacer la rebaja en el valor de la mensualidad y de acuerdo con el
aumento del numero total de socios, entonces el valor de los ingresos totales seria superior

a la cifra indicada en la pregunta.

(P5) Pregunta 5: Escribe las cantidades que intervienen en la situacién dada.

Tabla 10
Tipos de respuesta a la situacion 1, tarea 1y pregunta 5 (S1T1P5)
Tipos de N Frecuencia Frecuencia
Descripcion .
respuesta absoluta relativa
R1 Estudiantes que escribieron el nombre de cuatro o mas 7
cantidades relacionadas en la situacion. 25,9%
R2 Estudiantes que escribieron cuatro o mas nombres y
valores numéricos representativos de las cantidades en la
situacion (Mensualidad= $60.000, descuento=$1000, 7 25,9%

entre otros)

R3 Estudiantes que escribieron el nombre o valores

0,
numéricos de menos de cuatro cantidades. 13 48,2%
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De acuerdo con la Tabla 10 el 51,8% de los estudiantes que resolvieron la tarea
identificaron la mayoria de cantidades que intervienen en la situacion. Del porcentaje
indicado, el 25,9% hicieron referencia al tipo de cantidad de que se trata y le asignaron un
nombre, que por lo general corresponde a las expresiones presentadas en el enunciado

inicial y en las preguntas anteriores, como se puede observar en lo anotado por el siguiente

estudiante:

S i1 X CSOY  =rHormdoucio) =R ey s
=H e Sociot imtenloS~carnlicaoc de
D ey O,
llustracion 18. SIT1P5R1

Por otro lado, el 25,9% asociaron al nombre de la cantidad valores numéricos

identificados y trabajados previamente, tal como se observa a continuacion:

66 ?:" 2 0 kj‘ IS s ({{f*‘i "ih*‘,fz’l C()Q NN *\(J. Ceom \‘5O -
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lHustracion 19. SIT1P5R2

El 48,2% restante del total de estudiantes identificaron y escribieron algunas de las
cantidades que intervienen en la situacion o no respondieron.

De acuerdo con las respuestas para S1T1P5 es posible asegurar que la mitad de los
estudiantes reconocieron las cantidades relacionadas en el contexto, guardando coherencia
con los tipos de respuesta para SIT1P3 y S1T1P4, donde un porcentaje similar de

estudiantes evidenciaba la comprension de relaciones entre las cantidades presentes.
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Lo evidenciado en las respuestas da cuenta de que los estudiantes identificaron las
cantidades que cambian, las que no y algunas regularidades como parte del estudio de la
variacion. Por otro lado, en el proceso de Modelacion Horizontal, en el Nivel Situacional, la
posibilidad de discriminar las cantidades presentes en la situacion constituye un paso clave
en el estudio de las relaciones entre ellas.

En la plenaria, un estudiante con un tipo de respuesta SIT1P5R1 corroboré lo
escrito y mencion0 las cantidades con los valores correspondientes a la situacion planteada,
mientras que otra estudiante menciond la cantidad “$1.000” haciendo alusion al valor de
cada rebaja y confirmando su respuesta donde centra su atencién en el valor numérico de la
cantidad constante. Otros comparieros hicieron aportes de manera similar.

En relacién con la tarea 1, respecto al estudio de la variacion, los estudiantes, de
acuerdo con los resultados, pudieron identificar las cantidades y las regularidades que
algunas de estas presentaban cuando cambiaban, describir esas regularidades e incluso
esquematizarlas o argumentar cuando se requeria, algo que es muy importante y puede
considerarse como la primera forma de coordinar los cambios de las variables. Respecto al
proceso de modelacidn, se llevo a cabo la introduccién a la situacién al analizar, identificar
y representar relaciones presentes, de acuerdo con la Matematizacion Horizontal — Nivel

Situacional.

(T2) Tarea 2: Analizando las cantidades en registros tabulares

26 de los 28 estudiantes realizaron la tarea.

(P1) Pregunta 1: Completa la informacion en la Tabla 1.
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Tabla 1l
Relacion entre el valor de la mensualidad y el nimero de socios.
Valor de la
mensualidad 60.000 59.000 58.000 46.000
en pesos
Namerode | g, 165 180
SOCi0s
Tabla 11
Tipos de respuesta a la situacion 1, tarea 2 y pregunta 1 (S1T2P1)
Tipos de Descripcion Frecuencia Frecue_nua
respuesta absoluta relativa
R1 Estudiantes que completaron todos los valores de la tabla y los
escribieron de manera acertada. 12 46,2%
R2 Estudiantes que completaron todos los valores de la tabla y

0,
escribieron de manera acertada la mayoria de ellos. 14 53,8%

De acuerdo con la Tabla 11, el 46,2% de los estudiantes completaron en forma
acertada todos los valores faltantes en la tabla, el otro 53,8% completaron todos los valores,
pero algunos no eran correctos.

De acuerdo con las respuestas para S1T2P1 se puede inferir que, respecto al estudio
de la variacion en un registro tabular, cerca de la mitad del grupo de estudiantes que
resolvié la tarea pudo identificar algunas regularidades en los valores de cada cantidad,
incluso, llegar a la coordinacion de los cambios de una cantidad (nimero de socios) a
medida que cambiaba en relacion con otra (valor de la mensualidad), como algunos de los
primeros indicios de la atencion a la covariacion. Por otro lado, un poco més de la mitad de
los estudiantes no identifico los cambios de los valores en la tabla, posiblemente al no
identificar como y cuanto cambian las cantidades, y al no coordinar correctamente los
cambios en el nimero de socios mientras cambiaba el valor de la mensualidad. Se resalta en
esta pregunta la posibilidad que tuvieron los estudiantes de analizar el registro tabular de

dos cantidades vinculadas en la situacién, como otra forma de visualizar las matematicas
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presentes en otro tipo de representacion, como parte del proceso de Modelacion Horizontal
en el Nivel Situacional.

En la plenaria el docente investigador fue indicando algunas casillas para completar
en la pregunta y los estudiantes explicaron que para llenar los valores en la tabla
consideraron la informacion que se habia dado en el enunciado inicial respecto a la
conclusién del estudio de mercado. En algunas de las respuestas aportadas por los
estudiantes al respecto de la forma como llenaron la tabla, puede notarse que algunos
expresaron que para llenar el nimero de socios tuvieron en cuenta que aumentaban de cinco
en cinco y que esto estaba relacionado con la rebaja de $1.000 que se le realizaba a la

mensualidad.

(P2) Pregunta 2: Explica la forma como afecta la cantidad de veces que se hacen
rebajas al valor de la mensualidad y el nimero de socios.

Tabla 12
Tipos de respuesta a la situacion 1, tarea 2 y pregunta 1 (S1T2P2)
Tipos de o Frecuencia Frecuencia
Descripcion .
respuesta absoluta relativa
R1 Estudiantes que explicaron que la cantidad de veces que se
hacen rebajas ocasiona que la mensualidad disminuya y por
. ; 11 42,3%
esto la cantidad de socios aumenta.
R2 Estudiantes que explicaron que las rebajas hacen que entren
mas socios Yy por esto la mensualidad disminuya. Invirtieron el
orden de la dependencia (rebaja del valor de la mensualidad — 11 42,3%
ingreso de nuevos socios) expresada en el enunciado inicial.
R3 Estudiantes que explicaron que por cada $1000 que se rebaje
ingresaran 5 nuevos socios. 2 7,7%
R4 Estudiantes que explicaron que el valor de la mensualidad va 2 7 7%

disminuyendo.
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De acuerdo con la Tabla 12, el 42,3% de los estudiantes explicaron que la cantidad
de veces que se hacen rebajas incide en la forma en que el valor de la mensualidad
disminuye y el valor de socios aumenta. Comprender esta relacion de dependencia es clave

en el proceso de estudio de la situacion, tal como lo muestra el siguiente estudiante:

ol L oficdo en mermoik Jo mernsvolidod pero e oydo
‘ o e Atevo) sSbuol seinstibvan

llustracion 20. S1IT2P2R1

Por otro lado, un 42,3%, aunque identificaron que la cantidad de socios aumenta y
el valor de la mensualidad disminuye, manifestaron que la mensualidad disminuia como
consecuencia del ingreso de nuevos socios, evidenciando dificultad en la comprension de la
relacion de dependencia, tal como se puede evidenciar en la respuesta del siguiente

estudiante:

R 1/D000re L or enmuaLaQd Por Qoo Enxon QT COLOS,
lHustracion 21. S1T2P2R2

El 7,7% solo tuvieron en cuenta que por cada $1000 que se rebaje ingresaran 5
nuevos socios. El restante 7,7% expresaron respuestas que no confirmaban la comprensién
sobre la forma en que se relacionan las cantidades indicadas.

En relacion con las respuestas para S1T2P2, es posible aseverar que, en el proceso
de estudio de la variacion, cuando se trata de la identificacién de regularidades, cambios y
relaciones de dependencia entre las cantidades, menos de la mitad de los estudiantes
justificaron que el valor de la mensualidad dependia del numero de rebajas efectuadas y a
su vez permitia el ingreso de socios nuevos; algo que a su vez es coherente con las

respuestas dadas sobre S1T2P1. La identificacion de esta relacion de dependencia es
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fundamental porque facilita el andlisis de la covariacion entre cantidades, comprender la
forma en que ambas cambian y en este proceso poder construir modelos de las relaciones
funcionales presentes, en la Modelacion Horizontal, Nivel Situacional.

En la plenaria una estudiante manifestd que la cantidad de rebajas no afecta la
mensualidad, sino que antes hace que los ingresos aumenten méas y también los socios; al
parecer, la estudiante considerd que “afectar” estaba relacionado directamente con algo
malo. Otra estudiante, por su parte, afirmé que el nimero de socios aumenta, ademas,
expreso que la mensualidad rebaja y aumentan los ingresos, ratificando la comprensién y

claridad de su respuesta escrita SIT2P2R1.

(P3) Pregunta 3: De acuerdo con la tabla anterior,
(P3a) Pregunta 3a: Indica cobmo estableciste los valores que faltan de la
mensualidad.

Tabla 13
Tipos de respuesta a la situacion 1, tarea 2 y pregunta 1 (S1T2P3a)

Tipos de N Frecuencia Frecuencia
respuesta Descripcion absoluta relativa
R1 Estudiantes que describieron que para completar los valores de
la mensualidad se debe considerar que el valor de la
mensualidad se hace menor “merma”, “disminuye”, 13 50%
“disminuye $1000” y que el nimero de socios se hace mayor
“aumenta”.
R2 Estudiantes que describieron que para completar los valores de
la mensualidad se deben considerar las rebajas de $1.000 que 3 11.5%
se realicen. ’
R3 Estudiantes que presentaron incoherencias en la respuesta. 10 38,5%

(P3b) Pregunta 3b: Explica la forma como determinaste los valores que faltan en
el nimero de socios.
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Tabla 14
Tipos de respuesta a la situacion 1, tarea 2 y pregunta 1 (S1T2P3b)
Tipos de Descripcion Frecuencia Frecuencia
respuesta absoluta relativa
R1 Estudiantes que explicaron que se “sumaban”, “aumentaban”,
“aumentab_an 57 socios a partir de la disminucioén del valor de 12 46,2%
la mensualidad.
R2 Estudiantes que explicaron que para completar la tabla en la
parte de los socios se va sumando de cinco en cinco de acuerdo
S 2 7,6%
con la cantidad inicial.
R3 Estudiantes que explicaron procedimientos no apropiados para
los valores faltantes, argumentos que tenian informacion no
relacionada con la pregunta o no respondieron. Entre los 12 46,2%

procedimientos argumentados se explicaba que para completar
la parte de los socios se debia multiplicar por 5.

De acuerdo con la Tabla 13, el 50% de los estudiantes que realizaron la tarea
argumentaron la regularidad acerca de que el valor de la mensualidad disminuye $1.000
mientras que el nimero de socios aumenta. Un 11,5% argumentd que para completar la
tabla era importante considerar la rebaja de $1.000 que se iba presentando en la
mensualidad. Por otra parte, el 38,5% no argumentaron con claridad la forma como
completaron los valores faltantes, haciendo uso de expresiones que no estaban relacionadas
con la pregunta.

De acuerdo con la Tabla 14, el 46,2% de los estudiantes argumentaron la
regularidad de que el nimero de socios aumentaba de cinco en cinco a partir de la cantidad
inicial y como consecuencia de la disminucion de la mensualidad en $1.000. Un 7,6%
argumento que la cantidad de socios aumentaba de cinco en cinco. Por otra parte, el 46,2%
no argumentaron con claridad la forma como completaron los valores faltantes,

evidenciando incoherencias en sus expresiones escritas.
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En el siguiente caso, se aprecia una forma de describir como se daban los cambios
en las cantidades relacionadas, aunque no se mencionan los valores especificos del cambio

(cuénto cambian).
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lustracion 22. S1T1P3aR1y S1T1P3bR1

De acuerdo con las respuestas sobre S1T2P3a y S1T2P3b se puede afirmar que, en
el estudio de la variacion y la posibilidad de identificar las regularidades en los cambios de
las cantidades relacionadas (valor de la mensualidad Vs nimero de socios), la mitad de los
estudiantes comprende la dependencia entre dichas cantidades, la correlacién directa y a su
vez las primeras coordinaciones, entre una y otra cantidad, de los cambios que van
presentando los valores en la tabla. Ademas, como parte del Nivel Situacional de
modelacién, estos estudiantes reconocen los cambios de las cantidades y los describen a
partir de un registro de representacién tabular propuesto. Por otra parte, cerca de la mitad
del grupo de estudiantes evidencia dificultades al momento de identificar las regularidades
en los cambios de las cantidades y posteriormente de las coordinaciones entre los cambios,
dando cuenta de pocos avances en esta relacion mas profunda entre las cantidades en
cuestion.

En la plenaria, respecto al valor de la mensualidad en la tabla, una estudiante

expreso que tuvo en cuenta las rebajas, ya que se iba rebajando de a $1.000. Respecto al
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namero de socios en la tabla, la estudiante contestd que para completar sumo de cinco en
cinco para obtener los resultados de la tabla; aunque la respuesta escrita de esta estudiante
no fue la apropiada, en la plenaria explicé acertadamente la forma como se debian Ilenar los

valores en la tabla.

(P4) Pregunta 4: Escribe de qué depende la cantidad de socios del gimnasio
Hércules después de haberse realizado el estudio.

Tabla 15
Tipos de respuesta a la situacion 1, tarea 2 y pregunta 4 (S1T2P4)
Tipos de L Frecuencia Frecuencia
Descripcion i
respuesta absoluta relativa
R1 Estudiantes que escribieron que la cantidad de socios del
gimnasio depende de las rebajas que se vayan llevando a cabo;
. ) 6 23,1%
de la cantidad de rebajas.
R2 Estudiantes que escribieron que depende de las rebajas que se
le vayan realizando a la mensualidad aumentaran los socios;
; 18 69,2%
del valor de la mensualidad.
R3 Estudiantes que no expresaron su idea en forma clara. 2 7,7%

(P5) Pregunta 5: Para cada caso, calcula el nimero total de socios que tendria el
gimnasio cuando la mensualidad rebaje:

a. $3.000

b. $6.000

C. $9.000
Tabla 16

Tipos de respuesta a la situacion 1, tarea 2 y pregunta 5 (S1T2P5)

Tipos de L Frecuencia Frecuencia
Descripcion .
respuesta absoluta relativa
R1 Estudiantes que escribieron en forma acertada el total de socios
(165, 180, 195) para cada uno de los tres casos de rebaja. En
algunos casos escribieron que a la cantidad inicial de socios 12 46 2%

(150) se le sumaban los socios nuevos (15, 30, 45)
respectivamente.
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R2 Estudiantes que escribieron (15, 30, 45). En algunos casos se
antepone la letra “N” para dar a entender que son socios 11 42.3%
nuevos.

R3 Estudiantes que escribieron cantidades que no corresponden al 3 11.5%

total de socios para cada caso.

De acuerdo con la Tabla 15, el 92,3% argumentaron que la cantidad total de socios
depende de otros factores o cantidades. De estos, el 23,1% expresaron que la dependencia
es de la cantidad de rebajas que se lleven a cabo y que afectan a la mensualidad y el 69,2%
de la manera en que la mensualidad va disminuyendo en $1.000. Un 7,7% no argumentaron
con claridad de qué dependia la cantidad total de socios, evidenciando incoherencias en sus
expresiones escritas.

De acuerdo con la Tabla 16, el 46,2% de los estudiantes tuvo en cuenta las
relaciones de dependencia de la cantidad de veces que se hacian rebajas y la manera como
esto, de acuerdo con el estudio de mercado, afectaba el nimero total de socios, y en
consecuencia respondieron en forma correcta para cada caso propuesto. Un 42,3%
escribieron el total de socios nuevos para cada caso, pero la pregunta correspondia al total
de socios. Por otra parte, el 11,5% no escribieron los valores esperados para cada caso.

Un estudiante expresoé la cantidad que en la situacion corresponde a la variable
independiente y que desempefia un papel fundamental en la comprension de la situacion,
ademas, a partir de esta expresa de manera cuantitativa nuevos valores para cantidades
dependientes en la situacién, evidenciando comprension respecto a cuanto cambian las

cantidades:
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lustracion 23. S1IT2P4R1 y S1T2P5R1

De acuerdo con los tipos de respuesta sobre S1T2P4 y S1T2P5 se puede afirmar que
la mayoria de los estudiantes comprendieron que la cantidad total de socios, después del
estudio, dependia de las rebajas que se le iban efectuando a la mensualidad, permitiendo
llevar a cabo algunos célculos para casos particulares, lo cual da cuenta del desempefio de
los mismos en el Nivel Situacional de modelacion al poder esquematizar relaciones de
dependencia presentes e incluso justificar sus respuestas con ciertos procedimientos validos
y ajustados a la cuestion planteada. Sin embargo, de este grupo menos de la mitad tuvieron
dificultad al expresar el nimero total de socios al no considerar la cantidad inicial (150).
Por otra parte, pocos estudiantes presentaron dificultades al momento de identificar la
dependencia con la cual se relaciona el nimero total de socios y al calcular una cantidad de
socios en casos particulares; los anteriores desempefios, ademas de responder al proceso de
modelacién, estuvieron ajustados de manera directa a la comprension de la variacién
presente.

En la plenaria, una estudiante, respecto a S1T2P4, expresé que la cantidad de socios
depende de la rebaja en la mensualidad porque por cada $1.000 de rebaja van ingresando
mas socios, mientras que otra manifestd que depende de las rebajas ya que, si le rebajan a la
mensualidad, entonces entran mas socios. Un tercer estudiante respondio que depende de
las rebajas a la mensualidad y otro le complementd manifestando que por cada $1.000

aumentan cinco socios.
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Respecto a S1T2P5, un estudiante expresé que cuando se rebaje $3.000 habria 15
socios, con lo cual se evidencid que solo tuvo en cuenta los socios nuevos, ademas, no
respondi6 acertadamente el valor total de socios de la pregunta. Otras dos estudiantes
afirmaron que es 165 porque se debe tener en cuenta el nimero inicial de socios. Para
completar las respuestas b y ¢ de la pregunta 3 los estudiantes indican los valores totales de

socios para cada caso.

(P6) Pregunta 6: De acuerdo con el estudio de mercado,
(P6a) Pregunta 6a: Explica cdmo se comportan los ingresos si se inscriben méas

SOCiOS.

Tabla 17
Tipos de respuesta a la situacion 1, tarea 2 y pregunta 6a (S1T2P6a)

Tipos de Descripcion Frecuencia Frecue_nma
respuesta absoluta relativa
R1 Estudiantes que escribieron que se adquieren mas
ingresos por la rebaja en la mensualidad y el ingreso de 15 57.7%
SOCi0S NUevos.
R2 Estudiantes que escribieron que los ingresos aumentan. 4 15.4%
R3 Estudiantes que escribieron que los ingresos “bajarian™ o 7 26.9%

“mermarian” debido a la inscripcion de nuevos socios.

(P6b) Pregunta 6b: Describe como se comportan los ingresos al gimnasio si se
reduce la cuota de la mensualidad.

Tipos de Descripcion Frecuencia Frecue_ncia
respuesta absoluta relativa
R1 Estudiantes que respondieron que los ingresos aumentan

debido a la rebaja de la mensualidad. 4 15,4%
R2 Estudiantes que respondieron que los ingresos aumentan

debido a la cantidad de socios nuevos que permite esto. 1 3,8%

R3 Estudiantes que respondieron que los ingresos aumentan. 10 38,5%




121

R4 Estudiantes que no explicitaron el comportamiento de
los ingresos, sino que se enfocaron en el ingreso de
nuevos socios con la rebaja en la mensualidad “pues que
llegan mas socios por la rebaja de los $1000".
Estudiantes que expresaron su respuesta de una manera
gue no era clara.

11 42,3%

Tabla 18
Tipos de respuesta a la situacién 1, tarea 2 y pregunta 6b (S1T2P6b)

De acuerdo con la Tabla 17, el 73,1% de los estudiantes que resolvieron la tarea
argumentaron que los ingresos totales aumentaban al ingresar mas socios. De estos el
57,7% expresaron que esto no solo se debe al aumento de socios, sino también a la rebaja
de la mensualidad, que produjo un ingreso de nuevos socios; Yy el otro 15,4% expreso
unicamente que los ingresos aumentaban. Un 26,9% expresaron que los ingresos
disminuirian, dando una respuesta que no era correcta de acuerdo con la pregunta.

De acuerdo con la Tabla 18, el 57,7% argumentaron que los ingresos totales
aumentaban al ingresar mas socios. De estos el 15,4% expresaron que esto se debe a la
rebaja de la mensualidad, el 3,8% que los socios nuevos eran la causa del aumento de
ingresos y el 38,5% expresaron Unicamente que los ingresos aumentaban. Un 42,3% no
expresaron con claridad el comportamiento de los ingresos, al centrarse en el nimero de
socios y el valor de la mensualidad y no especificar qué sucedia con los ingresos totales.

Un estudiante expreso en su respuesta la complejidad que se va presentando entre
las relaciones de las cantidades, a medida que se van realizando rebajas y se empiezan a
vislumbrar las primeras caracteristicas de la funcion a estudiar en la situacion 1y se sigue

expresando como cambian las cantidades:
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lustracion 24. S1T2P6aR1y S1T2P6bR1

De acuerdo con los tipos de respuesta sobre S1T2P6a y S1T2P6b, respecto al
proceso de modelacion en el Nivel Situacional, se puede observar un aumento en la
comprension de las relaciones cuando se indaga considerando distintas maneras de
relaciones entre las cantidades, de tal manera que es posible afirmar que la mayoria de los
estudiantes vislumbraron que los ingresos totales aumentaban y que dependian de las
rebajas, del valor de la mensualidad y del nimero de socios. Sin embargo, no todos
comprendieron todas las relaciones de dependencia indicadas, de tal manera que mas de la
mitad explicaron que la cantidad de socios era afectada por el valor de la mensualidad en
las respuestas sobre S1T2P6a, pero muy pocos lo reafirmaron en las respuestas sobre
S1T2P6b.

Por otra parte, pocos estudiantes mostraron dificultades al momento de identificar el
comportamiento de los ingresos totales en las respuestas acerca de S1T2P6a, pero la
cantidad aumento al momento de responder S1T2P6b, lo que da cuenta de que no hay una
completa apropiacion de todas las relaciones de dependencia contenidas y que presentan
mayores niveles de complejidad. Aunque lo anterior es parte clave en el proceso de
modelacion desarrollado, como se menciond con anterioridad, este analisis esta ajustado a

la comprension de la covariacion entre las cantidades indicadas; por tanto, es posible que
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posteriormente en el proceso de atencion y coordinacion de los cambios simultdneos entre
las cantidades, no se perciba y entienda con facilidad las relaciones presentes.

En la plenaria, una estudiante expresé que los ingresos aumentarian si se inscriben
mas socios. Otra, dijo que “cada vez que rebaje van a entrar cinco socios mas” y que esto
afectard el valor de la mensualidad. También hicieron mencion a que si la mensualidad
rebaja mucho puede que mermen los ingresos. Ante esta respuesta los comparieros
expresaron que es posible, pero que ninguno habia pensado antes o respondido de esa
manera la pregunta.

Respecto a la S1T2P6b, una estudiante expreso que si se reduce la cuota de la
mensualidad entonces habria menos ingresos; otra, que los ingresos aumentan en este caso,
un tercer estudiante los ingresos disminuyen y otros que la rebaja hace que los ingresos
aumenten.

En relacién con la tarea 2, de acuerdo con la Matematizacion Horizontal — Nivel
Situacional, al estudiar el registro tabular algunos estudiantes pudieron identificar
cantidades, regularidades que algunas de estas presentaban cuando cambiaban, describir
esas regularidades e incluso esquematizarlas o argumentar cuando se requeria, algo que es
muy importante y puede considerarse como AM1, la primera forma de coordinar los
cambios de las variables; sin embargo, cuando se preguntaba por las relaciones de
dependencia, fueron muchas las dificultades mostradas por parte de varios estudiantes al
momento de describir los cambios sobre los cuales se indagaba, incluso algunos mostraron
comportamientos pseudo — analiticos cuando aparentemente comprendian los cambios,
pero al momento de solicitarseles la argumentacion debida no la presentaron de la mejor

manera, lo que permitio concluir que esta primera aproximacion y ejercicio del
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razonamiento covariacional tuvo tropiezos, los cuales se espera que se superen en el

desarrollo de las siguientes tareas.

(T3) Tarea 3: Analizando como cambian las cantidades a partir de registros
tabulares

Esta tarea fue realizada por 27 de los 28 estudiantes del grupo.

(P1) Pregunta 1: Completa la Tabla 2 donde se relaciona cantidad de rebajas, valor
de cada rebaja, valor de la mensualidad, cantidad de socios e ingresos al gimnasio.

Tabla 2
Relaciones entre cantidades que determinan el ingreso total.
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Tabla 19
Tipos de respuesta a la situacion 1, tarea 3 y pregunta 1 (S1T3P1)
Tipos de S Frecuencia Frecuencia
Descripcion .
respuesta absoluta relativa
R1 Estudiantes que aunque completaron todos los valores en la
tabla, escribieron algunos que no corresponden a las 1 3.8%

cantidades correctas.
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R2 Estudiantes que completaron la mayoria de los valores en la
tabla, pero escribieron algunos que no corresponden a las 26 96,2%
cantidades correctas en las casillas.

De acuerdo con la Tabla 19, el 3,8% de los estudiantes que resolvieron la tarea 3
completaron todos los valores faltantes en la tabla, pero algunos de ellos eran incorrectos,
mientras que el 96,2% no completaron la tabla en su totalidad y otros suministraron valores
errados y que no correspondian a los esperados en la tabla.

De acuerdo con los tipos de respuesta sobre S1T3P1 es posible afirmar que la
mayoria de estudiantes muestra comportamientos asociados a AM1 al coordinar los
cambios de los valores de las cantidades, ademas, un nivel basico de dominio de la
informacién de la situacion, de la variacion y de relaciones funcionales presentes,
ubicandolos en un N1 de razonamiento covariacional. Como parte del paso del Nivel
Situacional de modelacion al Nivel Referencial, analizando modelos de la situacion de tal
forma que la mayoria pudo completar casi todos los valores numéricos faltantes en la tabla,
pero ahora con mayor nivel de complejidad en la presentacion del registro tabular; solo un
pequefio porcentaje del grupo no respondié la pregunta. Esta tarea era importante porque
presentaba de manera mas clara las cantidades que cambian (variables) y las que no lo
hacen (constantes), como propiedades y elementos fundamentales de una relacion
funcional.

En la plenaria, una estudiante con respuesta SIT3P1R2 dijo que, para llenar la tabla,
por ejemplo, en la columna de valor de la rebaja puso $1.000 porque ese valor era el
mismo, en cambio en la columna de valor total de cada rebaja se iba aumentando de a
$1.000. En la columna de valor inicial de la mensualidad se colocaba $60.000 en todas las

casillas, pero en el valor de la mensualidad segun rebajas “iba bajando un punto”, o sea que
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la mensualidad iba quedando en $57.000, luego en $56.000 teniendo en cuenta también los

socios que iban entrando. Posteriormente, se indago acerca de la forma como llenaron la

columna de los ingresos totales y cuando el ingreso era de $9.405.000; otra estudiante

expreso que ese valor lo obtuvo multiplicando el valor que de esa fila estaba en la columna

de valor de la mensualidad segun rebajas ($57.000) con el nimero total de socios (165).

(P2) Pregunta 2: Indica las cantidades constantes de la situacion segun la tabla y
explica por qué lo son.

Tabla 20
Tipos de respuesta a la situacion 1, tarea 3 y pregunta 2 (S1T3P2)
Tipos de Descripcion F.A. FR Explicacion F. F.R.
respuesta A.
R1 Estudiantes que Estudiantes que
escribieron todas argumentaron que las
las  cantidades cantidades son constantes
. . 2 7,4%
constantes debido a lo repetitivo que se
presentes en la presentan en la tabla.
tabla. 12 444%
Estudiantes que escribieron
el nombre de las cantidades
constantes sin justificar su 10 37%
seleccion.
R2 Estudiantes que Estudiantes que
escribieron todas argumentaron que las
las  cantidades cantidades son constantes 1 379
. .. A%
constantes debido a lo repetitivo que se
presentes en la presentan en la tabla.
tabla y también 14  51,9%
escribieron  los Estudiantes que escribieron
valores el nombre de las cantidades
numéricos constantes sin justificar su 13 48,2%
asociados a estas. seleccion.
R3 Estudiantes que Estudiantes que
escribieron argumentaron que las
algunas de las 1 3,7% cantidades son constantes por 1 3,7%
cantidades la manera repetitiva en que se

constantes.

encuentran en la tabla.
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De acuerdo con la Tabla 20, el 44,4% identificaron las cantidades constantes que
hacian parte de la tabla. De estos, el 7,4% justificaron la seleccion de las cantidades de
acuerdo con la manera repetitiva en que se encuentran en la tabla, como lo muestra un

estudiante de respuesta S1T3P2R1.:
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lHustracion 25. SIT3P2R1

El 37% no justificd las cantidades escritas en su respuesta. EI 51,9% de los
estudiantes del grupo, ademas de escribir el nombre de la cantidad, asociaron a cada
nombre el valor representativo en la tabla que lo permitia identificar como constante. Por
ultimo, el 3,7% indicaron algunas de las cantidades constantes.

De acuerdo con las respuestas sobre S1T3P2 es posible afirmar que la mayoria de
estudiantes pudo identificar las cantidades constantes e incluso relacionaron estas de forma
exitosa en el célculo de valores faltantes de la tabla y que hacian parte de S1T3P1. Este
proceso es fundamental en el Nivel Referencial, ya que hace parte de la comprension de las
caracteristicas de las relaciones funcionales en el proceso de modelacién, respecto a la
identificacion de las cantidades constantes (parametros) y las que varian (variables) de
acuerdo con las condiciones dadas. Por otra parte, también es muy importante que los
estudiantes comprendan la nocion de constante, en lo correspondiente al estudio de la
covariacion, ya que es punto de referencia y una de las caracteristicas de la variacion de la

funcién lineal.
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En la plenaria una estudiante de respuesta SIT3P2R2 dijo el nombre de las
cantidades constantes en la tabla, argumentando con otros compafieros que estas tenian

valores que no cambiaban; la estudiante menciono todas las cantidades constantes de la

tabla.
(P3) Pregunta 3: Respecto a las rebajas,
(P3a) Pregunta 3a: Indica de qué depende el valor total de cada rebaja.
Tabla 21
Tipos de respuesta a la situacion 1, tarea 3 y pregunta 3a (S1T3P3a)
Tipos de Descripcion Frecuencia Frecue_nma
respuesta absoluta relativa
R1 Estudiantes que explicaron que el valor total de cada rebaja
depende de la cantidad de rebajas y el valor de la rebaja. 13 48,2%
R2 Estudiantes que explicaron que el valor de cada rebaja depende
de la cantidad de rebajas o del valor de la rebaja. Se especifica 9 33.3%

una de las dos cantidades.

R3 Estudiantes que escribieron cantidades y procedimientos que
. 5 18,5%
no corresponden a las cantidades consultadas.

(P3b) Pregunta 3b: Escribe la manera como calculaste el valor total de cada
rebaja.

Tabla 22
Tipos de respuesta a la situacion 1, tarea 3 y pregunta 3b (S1T3P3b)
Tipos de Descrincion Frecuencia Frecuencia
respuesta P absoluta relativa
R1 Estudiantes que escribieron que para obtener el valor total de
cada rebaja realizaron una multiplicacion entre la cantidad de
. . 10 37%
rebajas y el valor de la rebaja.
R2 Estudiantes que escribieron que para obtener el valor
solicitado realizaron una multiplicacion, ej.: “1000 x 2 y asi
sucesivamente”. En algunos casos la argumentacion estaba 6 22,2%

relacionada con ejemplos de calculos numéricos.
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R3 Estudiantes que su respuesta estaba incompleta, presentaron
inconsistencias en el procedimiento o cantidades, 0 no 11 40,8%
respondieron.

(P3c) Pregunta 3c: Escribe una expresion que permita calcular el valor total de
cada rebaja segun una cantidad de veces (x)

Tabla 23
Tipos de respuesta a la situacion 1, tarea 3 y pregunta 3c (S1T3P3c)
Tipos de L Frecuencia Frecuencia
Descripcion .
respuesta absoluta relativa
R1 Estudiantes que escribieron una expresion de la forma x. 1000
0 1000.x y explican lo que representan x y 1000. 5 18,5%
R2 Estudiantes que escribieron una expresion de la forma x. 1000
01000.x 21 77,8%
R3 Estudiantes que no escribieron una expresion para calcular el 1 3.7%

valor indicado.

(P3d) Pregunta 3d: Explica como cambia el valor total de cada rebaja si la
cantidad de rebajas aumenta.

Tabla 24
Tipos de respuesta a la situacion 1, tarea 3 y pregunta 3d (S1T3P3d)
Tipos de o Frecuencia Frecuenci
Descripcion .
respuesta absoluta  a relativa

R1 Estudiantes que escribieron que el valor de cada rebaja va
aumentando de 1000 en 1000. En algunos casos se explica con

0,
multiplicaciones “1000 x 2, 1000 x 3”. > 18,5%
R2 Estudiantes que escribieron que el valor de cada rebaja va
aumentando. En la mayoria de casos se especifica que esto se
. . 18 66,7%
debe a la cantidad de rebajas.
R3 Estudiantes que no especificaron como cambia la cantidad de
rebajas, que indicaron cantidades o procedimientos no 4 14,8%

relacionados con la respuesta.

De acuerdo con la Tabla 21, el 81,5% evidencio una relacion de dependencia del

valor total de la rebaja de otra(s) cantidad(es). De estos, el 48,2% identificaron que el valor
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total de la rebaja dependia de la cantidad de rebajas y el valor de la rebaja ($1.000). Un
33,3% identificaron una de las dos cantidades que determinaban el valor total de la rebaja,
pero no ambas, mientras que el 18,5% restante evidencio dificultades para determinar en
forma correcta la relacién de dependencia para el valor total de la rebaja.

De acuerdo con la Tabla 22, el 59,2% explicaron que es necesario realizar una
multiplicacién entre cantidades para obtener el valor total de la rebaja. De estos el 37%
expresaron la necesidad de llevar a cabo una multiplicacion entre la cantidad de rebajas y el
valor de cada rebaja. Otro 22,2% de los estudiantes respondieron que se debe efectuar una
multiplicacion y apoyaron su respuesta mostrando un caso particular. Por altimo, el 40,8%
no evidencio consistencia y claridad en los procedimientos apropiados para obtener
distintos valores del valor total de la rebaja.

De acuerdo con la Tabla 23, el 96,3% de los estudiantes escribieron una expresion
algebraica aceptable x. 1000 0 1000. x. De estos, el 18,5% argumentaron el significado de
(x) la cantidad de rebajas y ($1.000) como el valor que disminuye en cada rebaja, mientras
que el 77,8% escribieron la expresion esperada. Por ultimo, el 7,2% no escribieron la
expresion esperada.

De acuerdo con la Tabla 24, el 85,2% expresaron que el valor total de las rebajas
aumenta si hacen mas cantidad de rebajas. De estos, el 18,5% justificaron que el aumento
se iba presentando de $1.000 en %21.000, mientras que el 66,7% solo describieron que
aumentaba el valor total de las rebajas. Por ultimo, el 14,8% no definieron en forma clara el
comportamiento del valor total de las rebajas de acuerdo con las condiciones dadas.

Un estudiante evidencia una buena comprensién de las relaciones presentes y los

primeros procesos de modelacion en la situacion:
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10 X2 = 2000
000 X 3 = 3og0

llustracion 26. S1T3P3aR1-S1T3P3bR1-S1T3P3cR1-S1T3P3dR1
Otra estudiante escribe otra manera de la expresion algebraica dada en algunas

respuestas y su justificacion:

L. X Looo porgue es \a Condidad  de u«”o‘ij'-;.

ki{\ \Jr_'iox f"e (,n(\‘ru\ K€]ojf\ r\\wnt‘ulf\ PO, Q\ Nau v evd (‘\-& \Jeces
Hoe ¢e \e\yjq,

lustracion 27. S1IT3R3cR1 y SIT3R3dR2

De acuerdo con las respuestas sobre S1T3P3d, es posible afirmar que la mayoria de
estudiantes comprende la forma como se comporta el valor total de las rebajas (aumenta) a
medida que se hacen rebajas, posibilitando la coordinacion de los cambios de los valores de
una variable con los cambios de otra (AM1), con algunos indicios de AM2 al coordinar la
direccion del cambio, y de esta manera N1 y N2 de razonamiento covariacional. También,
como se muestra en las respuestas sobre S1T3P3a y sobre S1T3P3b, la mayoria
comprendid la dependencia entre las cantidades (cantidad de rebajas y valor de cada rebaja)
de tal forma que en las respuestas sobre S1T3P3c se ve reflejado la construccion de la

expresion algebraica que corresponde para el valor total de la rebaja, dando cuenta de un
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Nivel Referencial en la Modelacion Vertical, al construir modelos notacionales de las
relaciones funcionales presentes a partir de las cantidades constantes y las que varian.

En la plenaria, respecto a S1T3P3a, un estudiante con respuesta S1T3P3aR2
expres6 que el valor total de cada rebaja “depende de la cantidad de las rebajas que se
hacen por el valor inicial”. Respecto a S1T3P3b, una estudiante con respuesta SIT3P3bR1
expreso que se debia “multiplicar la cantidad de rebajas por el valor de la rebaja en pesos”.
Respecto a S1T3P3c la estudiante con respuesta SIT3P3cR1 dijo que la expresion era
“equis mil” y luego afirmé “equis por mil” y luego otro expreséd que se podia escribir
también “mil equis”, aunque varios compafieros expresaron que no era lo mismo.

Respecto a S1T3P3d, una estudiante con respuesta S1T3P3dR1 sefial6 que el valor
total de la rebaja va aumentando de $1.000 en $1.000; en principio algunos comparfieros
dudaron acerca de esta respuesta, pero después de discutir algunos ejemplos relacionados
comprobaron y confirmaron su respuesta y que el comportamiento de la rebaja era de

aumento.

(P4) Pregunta 4: Respecto a la mensualidad,
(P4a) Pregunta 4a: Explica de qué depende el valor de la mensualidad después de
realizado el estudio.

Tabla 25
Tipos de respuesta a la situacion 1, tarea 3 y pregunta 4a (S1T3P4a)
Tipos de . Frecuencia Frecuencia
Descripcion .
respuesta absoluta relativa
R1 Estudiantes que argumentaron gue el valor de la mensualidad
depe_nde del valor inicial de la mensualidad y el valor de cada 13 48.2%
rebaja.
R2 Estudiantes que argumentaron gue el valor de la mensualidad

depende de las rebajas. 8 29,6%
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R3 Estudiantes que argumentaron procedimientos o cantidades
gue no corresponden a la identificacion de la forma de 6 99 204
calcular el valor de la mensualidad, o no respondieron la ’
pregunta.

(P4b) Pregunta 4b: Escribe la forma como calculaste el valor de la mensualidad
segun el nimero de rebajas.

Tabla 26
Tipos de respuesta a la situacion 1, tarea 3 y pregunta 4b (S1T3P4b)
Tipos de Descripcion Frecuencia Frecue_ncia
respuesta absoluta relativa
R1 Estudiantes que expresaron con una resta la forma como se
podia obtener el valor de la mensualidad. En algunos casos
especificaron las cantidades que intervienen (valor inicial de 9 33.3%

la mensualidad y valor total de cada rebaja) y un ejemplo con
valores numéricos.

R2 Estudiantes que argumentaron que se debe realizar una resta.
No se especificaron las cantidades que intervienen (valor
L . ) 6 22,2%
inicial de la mensualidad y valor total de cada rebaja)
R3 Estudiantes que no indicaron un procedimiento de la forma
de calcular el valor de la mensualidad. Escribieron 12 44.5%

procedimientos que no son claros o que no corresponden, 0
no respondieron la pregunta.

(P4c) Pregunta 4c: Escribe una expresion que permita calcular el valor de la
mensualidad segun el valor total de la rebaja.

Tabla 27
Tipos de respuesta a la situacion 1, tarea 3 y pregunta 4c (S1T3P4c)
Tipos de Descripcion Frecuencia Frecugncia
respuesta absoluta relativa
R1 Estudiantes que escribieron una expresion de la forma
60000 — 1000.x vy justificaron las cantidades que
conforman la expresion. Argumentaron que 60000 es el 1 37%

valor inicial de la mensualidad y que 1000. x es el valor total
de cada rebaja.

R2 Estudiantes que escribieron una expresion de la forma
60000 — 1000.x 18 66,7%
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R3 Estudiantes que escribieron una expresion incompleta, por
ej.: 1000x, 60.000 — x 0 que no corresponde a la expresién 8 29,6%
solicitada, 0 no respondieron la pregunta.

(P4d) Pregunta 4d: Explica como cambia el valor de la mensualidad si se hacen
cinco rebajas.

Tabla 28
Tipos de respuesta a la situacion 1, tarea 3 y pregunta 4d (S1T3P4d)
Tipos de o Frecuencia Frecuencia
Descripcion -
respuesta absoluta relativa
R1 Estudiantes que escribieron que el valor de la mensualidad
disminuye en $5000 ocasionando que quede en $55000. 15 55,6%
R2 Estudiantes que escribieron que el costo de la mensualidad
disminuiria $5000. 4 14,8%
R3 Estudiantes que escribieron que el costo final de la
mensualidad quedaria en $55000. 6 22,2%
R4 Estudiantes que escribieron que el valor de la mensualidad se
reduciria, pero no especifica valores numéricos, 0 no 2 7,4%

responde.

De acuerdo con la Tabla 25, el 77,8% de los estudiantes identificaron y explicaron
la relacion de dependencia del valor de la mensualidad de otra(s) cantidad(es). De estos, el
48,2% explicaron que el valor de la mensualidad dependia del valor inicial de la
mensualidad y el valor de la rebaja, como lo muestra el siguiente estudiante:

e bl
4~ A-Deecde A\ Neos

O&\m\ ;C‘Dt\ o cankadad de Coda

1 \

llustracion 28. S1T3P4aR1

Por otro lado, el 29,6% escribieron que depende de las rebajas que se realicen. Por
ultimo, el 22,2% restante evidenci dificultad o inconsistencia para determinar en forma

correcta la relacion de dependencia para el valor de la mensualidad.
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De acuerdo con la Tabla 26, el 55,5% explicaron que es necesario llevar a cabo una
resta entre cantidades para obtener el valor de la mensualidad. De estos, el 33,3%
expresaron la necesidad de llevar a cabo una resta y en algunos casos especificaron que
debia ser entre el valor inicial de la mensualidad y el valor total de cada rebaja, mostrando
algunos casos numéricos, mientras que el 22,2% de los estudiantes respondieron que se
debe realizar una resta sin especificar detalles sobre las cantidades. Por Gltimo, el 44,5% no
evidencio coherencia y claridad en los procedimientos apropiados para obtener distintos
valores del valor total de la rebaja, o no respondieron la pregunta.

De acuerdo con la Tabla 27, el 70,4% de los estudiantes escribieron una expresion
algebraica de la forma 60000 — 1000. x. De estos, el 3,7% argumentaron el significado de
60000 como el valor inicial de la mensualidad y 1000. x como el valor total de la rebaja,
como lo muestra el Gnico estudiante que argumentd qué significaba cada parte de la
expresion modelada:

C=6. OFOb~ 1000% = Pot apr 60,000 &5 el M I

| ngnsuahdad Sy b mw\s\“wﬂ“f e
\/” (:f ) K€ «:O«w\ \)"‘\ v/\C\C\\ (‘”(Odq V209 &OB

llustracion 29. S1T3P4cR1

El 66,7% también escribieron la expresion valida para el caso. Por Gltimo, el 29,6%
no escribieron la expresion esperada de manera completa o no respondieron la pregunta.

De acuerdo con la Tabla 28, el 92,6% de los estudiantes expresaron que el valor de
la mensualidad disminuye si se hacen las rebajas indicadas. De estos, el 55,6% expresaron
que el valor de la mensualidad disminuiria $5.000, quedando en $55.000; el 14,8%

manifestaron que el valor de la mensualidad se disminuiria en $5.000, mientras que el
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22,2% describieron que el valor de la mensualidad quedaria en $55.000. Por ultimo, el
7,4% explicaron la disminucion en el valor de la mensualidad, pero sin definir ningun otro
valor o no respondieron la pregunta.

De acuerdo con las respuestas a las preguntas sobre S1T3P4d es posible afirmar que
la mayoria de estudiantes comprende la forma como se comporta el valor total de la
mensualidad (disminuye) a medida que al valor inicial de la mensualidad se le hacen
rebajas, lo cual da cuenta de AM1 y AM2, también, como se muestra en las respuestas
sobre la tabla S1T3P4a, S1T3P4b y S1T3P4c, mas de la mitad de estudiantes evidencia
tener una comprension de la dependencia entre las cantidades (valor inicial de la
mensualidad y valor total de la rebaja), posibilitando la coordinacion de los cambios de los
valores de una variable con los cambios de otra, lo que determina para los casos indicados
N1y N2 de razonamiento covariacional. También en las respuestas sobre S1T3P4c se ve
reflejado el uso de un modelo ya trabajado en la pregunta anterior SIT3P3c y la
construccion de un nuevo modelo que corresponde para el valor total de la rebaja, dando
cuenta de un Nivel Referencial de modelacion; se destaca que el porcentaje de éxito
evidenciado en la construccion de la expresion algébrica en la Tabla 27 (70,4%) es menor
al evidenciado en la Tabla 23 (96,3%) donde se infiere que la comprensién y construccion
por parte de los estudiantes es mejor posiblemente por su conformacion menos elaborada.

En la plenaria, respecto a S1T3P4a, una estudiante con respuesta S1T3P4dR1
expreso que el valor de mensualidad dependia del valor total de cada rebaja en pesos y el
valor inicial de la mensualidad en pesos. Al respecto, algunos comparieros afirmaron que la
respuesta era correcta. Respecto a S1T3P4b la misma estudiante indico que con las
cantidades mencionadas se debia hacer una resta, los compafieros indicaron que hicieron lo

mismo. Respecto a S1T3P4c una estudiante con respuesta S1T3P4cR2 indico que escribio
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la expresion 60000 — 1000. x; en el caso de S1T3P4d una estudiante con respuesta
S1T3P4dR1 explicé que a $60.000 se le debe restar $5.000 y queda en $55.000; con la

pregunta del docente la estudiante indicé que el valor disminuye.

(P5) Pregunta 5: Respecto a los socios,
(P5a) Pregunta 5a: Explica de qué depende la cantidad de socios nuevos.

Tabla 29
Tipos de respuesta a la situacion 1, tarea 3 y pregunta 5a (S1T3P5a)
Tipos de o Frecuencia Frecuencia
Descripcion .
respuesta absoluta relativa
R1 Estudiantes que explicaron que la cantidad de socios nuevos
dt_apendf_e de las rebajas que se le hagan a la mensualidad del 19 74.1%
gimnasio.
R2 Estudiantes que explicaron que la cantidad de socios nuevos
depende de la cantidad de rebajas que se vayan a hacer. 4 14,8%
R3 Estudiantes que explicaron que la cantidad de socios nuevos

depende de cantidades diferentes a las rebajas a la
mensualidad (ej.: rebaja de socios) o no respondieron la
pregunta.

3 11,1%

(P5b) Pregunta 5b: Escribe la forma como se puede calcular una cantidad de
SOCIOS NUEVOsS.

Tipos de Descrincion Frecuencia Frecuencia
respuesta b absoluta relativa
R1 Estudiantes que expresaron que se debe llevar a cabo una

multiplicacion entre 5y el nimero de rebajas que se indique.

Algunos estudiantes respondieron que se podia calcular 12 44,5%

multiplicando 5 por x.

R2 Estudiantes que expresaron que se debe llevar a cabo una
multiplicacion y citan el ejemplo: 5.6 = 30. 5 18,5%
R3 Estudiantes que expresaron que: “por cada $1000 que se

rebaje dan 5 nuevos socios % = 5x”. 7 25,9%
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R4 Estudiantes que expresaron que se debe llevar a cabo una
multiplicacion, pero no especificaron las cantidades 3 11,1%
correspondientes ni ejemplos, 0 no respondieron la pregunta.

Tabla 30
Tipos de respuesta a la situacion 1, tarea 3 y pregunta 5b (S1T3P5b)

(P5c) Pregunta 5c¢: Escribe una expresion que permita calcular la cantidad de
socios nuevos segun el nimero de rebajas (x)

Tabla 31
Tipos de respuesta a la situacion 1, tarea 3 y pregunta 5¢ (S1T3P5c¢)

Tipos de S Frecuencia Frecuencia
P Descripcion .

respuesta absoluta relativa
R1 Estudiantes que escribieron una expresién de la forma 5.x 0

x.5. En algunos casos se especifica que x es el nimero de 0

. ; . 23 85,2%

rebajas y 5 es la cantidad de socios nuevos.
R2 Estudiantes que escribieron una expresion que no

correspondia con la cantidad de socios nuevos o que no 4 14,8%

respondieron la pregunta.

De acuerdo con la Tabla 29, el 88,9% de estudiantes que respondieron la tarea
explicaron una relacion de dependencia de la cantidad de socios nuevos principalmente del
namero de rebajas. De estos, el 74,1% expresaron que la cantidad de socios nuevos
dependia de la cantidad de rebajas y la forma como esta afecta al valor de la mensualidad y
el otro 14,8% expresaron que la cantidad de rebajas posibilita el ingreso de nuevos socios.
Por Gltimo, el 11,1% restante evidencid dificultades para determinar en forma correcta la
relacion de dependencia para la cantidad de socios nuevos y otros estudiantes no
respondieron.

De acuerdo con la Tabla 30, el 63% explicaron que es necesario llevar a cabo una
multiplicacién entre cantidades para obtener la cantidad de socios nuevos. De estos, el

44,5% expresaron la necesidad de realizar una multiplicacion entre 5 y la cantidad de
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rebajas que se estén efectuando; el otro 18,5% de los estudiantes respondieron que se debe
realizar una multiplicacion y apoyaron su respuesta mostrando un caso particular. Un
25,9% acudieron a explicar su respuesta a partir del enunciado inicial y emplearon una
expresion algebraica que incluia una razon y la expresion esperada como respuesta (5x) .
Por ultimo, el 11,1% expresaron la idea de una multiplicacién, pero no explicaron las
cantidades, o no respondieron la pregunta.

De acuerdo con la Tabla 31, el 85,2% de los estudiantes escribieron una expresion
algebraica correcta de la forma x. 5 0 5. x. Algunos de ellos explicaron el significado de la
x y el 5. Por ultimo, el 14,8% no escribieron la expresion esperada o no respondieron la

pregunta. Un estudiante escribe la expresion correcta asi:

L ]
) B

llustracion 30. S1T3P5cR1

De acuerdo con los tipos de respuesta sobre S1T3P5a, S1T3P5b y S1T3P5c, se
puede inferir que la mayoria de los estudiantes comprendieron la dependencia de la
cantidad de socios nuevos de la cantidad de rebajas y la cantidad de socios que ingresan por
cada rebaja (5), posibilitando la coordinacion de los cambios de los valores de una variable
con los cambios de otra, como parte de las AM1 y AM2, determinando N1y N2 de
razonamiento covariacional en los casos correspondientes. También, esto permite, como se
observa en la Tabla 31, la construccion de un modelo que corresponde a la cantidad de
socios nuevos, donde la mayoria de los estudiantes desarrolla una expresion apropiada para

el caso, mostrando un Nivel Referencial de modelacion.
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En la plenaria, un estudiante expreso que respecto a S1T3P5a la cantidad de socios
nuevos “no depende de las rebajas de la mensualidad”, aunque su respuesta escrita fue del
tipo R1, pudo observarse que tuvo dificultad al compartir su respuesta. Algunos de sus
compafieros manifestaron que estos si dependen de las rebajas de la mensualidad, otra
estudiante con respuesta S1T3P5aR1 expreso: “Porque si se rebajan entran mas socios”,
apoyandose con ayuda del docente en el enunciado inicial “por cada $1.000 entraban cinco
socios nuevos”. Al preguntar al final, otro estudiante aseverd que si depende de las rebajas.

Respecto a SIT3P5b una estudiante con respuesta R1 expresé que esto se puede
calcular “multiplicando el nimero de rebajas por el nimero de socios nuevos”. Respecto a
S1T3P5c, una estudiante con respuesta R1 expreso que la expresion era 5x, aungue no supo
justificar el por qué de esta expresion, mientras otra expresod que “el cinco representa el
numero de socios nuevos como decia al principio...”, ademas, entre varios comentaron que

la x representaba un nimero cualquiera en relacién a las rebajas.

(P6) Pregunta 6: Para el total de socios,
(P6a) Pregunta 6a: Explica de qué depende la cantidad total de socios, después de
realizado el estudio.

Tabla 32
Tipos de respuesta a la situacion 1, tarea 3 y pregunta 6a (S1T3P6a)

Tipos de o Frecuencia Frecuencia
Descripcion .
respuesta absoluta relativa
R1 Estudiantes que explicaron que la cantidad total de socios
depende de los socios iniciales y los nuevos socios, estos
altimos relacionados con la cantidad de rebajas que se 16 59,3%
realicen.
R2 Estudiantes que explicaron que la cantidad total de socios

depende de la cantidad de rebajas o de la cantidad de nuevos

. 7 25,9%
socios.
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R3 Estudiantes que no respondieron la pregunta. 4 14,8%

(P6b) Pregunta 6b: Explica la manera como calculaste la cantidad total de socios
de acuerdo con la cantidad de socios nuevos.

Tabla 33
Tipos de respuesta a la situacion 1, tarea 3 y pregunta 6b (S1T3P6b)
Tipos de o Frecuencia Frecuencia
Descripcion .
respuesta absoluta relativa
R1 Estudiantes que explicaron que para calcular la cantidad total
de socios se debe sumar la cantidad de socios iniciales (150)
y la cantidad de socios nuevos (5) por las rebajas de $1.000 17 63%
que se hagan. En algunos casos se especificd que los socios
nuevos dependen del nimero de rebajas.
R2 Estudiantes que explicaron que para calcular la cantidad total
de socios se debe realizar una suma, pero no se indicaron
entre qué cantidades. En algunos casos se utiliz6 el ejemplo 4 14,8%
(150+5) para justificar la accion a realizar.
R3 Estudiantes que no respondieron la pregunta. 6 22,2%

(P6c) Pregunta 6c¢: Escribe una expresion que permita calcular la cantidad total de
socios de acuerdo con la cantidad de rebajas (x)

Tabla 34
Tipos de respuesta a la situacion 1, tarea 3 y pregunta 6¢ (S1T3P6c)

Tipos de Frecuencia Frecuencia

Descripcion .
respuesta absoluta relativa
R1 Estudiantes que escribieron una expresion de la forma 5. x +

150, X. 5+ 150 0 150 + 5x para calcular la cantidad total 21 77.8%
de socios.
R2 Estudiantes que no respondieron la pregunta. 6 22,2%

De acuerdo con la Tabla 32, el 85,2% de estudiantes que respondieron la tarea
expresaron una relacion de dependencia de la cantidad total de socios de otra(s)
cantidad(es). De estos, el 59,3% identificaron que la cantidad total de socios dependia de la

cantidad inicial de socios y la cantidad de socios nuevos, considerando la cantidad de
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rebajas que lleven a cabo, mientras que el 25,9% identificaron una de las dos cantidades
que determinaban la cantidad total de socios, pero no ambas. Por ultimo, el 14,8% restante
no respondieron la pregunta.

De acuerdo con la Tabla 33, el 77,8% explicaron que es necesario llevar a cabo una
suma entre cantidades para obtener el valor total de la rebaja. De estos, el 63% expresaron
la necesidad de realizar la suma entre la cantidad inicial de socios y la cantidad de socios
nuevos por la cantidad de rebajas de $1.000, como lo muestra el siguiente estudiante:

N0 Mando 108 VB0 Spdos INda)es os les 5 Gue enlian nues
\ebﬂcx AQ l.ooo

llustracion 31. S1T3P6bR1

Por otro lado, el otro 14,8% indicaron la necesidad de sumar, pero no especificaron
las cantidades necesarias. Por ultimo, el 22,2% no respondieron la pregunta.

De acuerdo con la Tabla 34, el 77,8% de los estudiantes escribieron una expresion
algebraica correcta de la forma 5x + 150, x.5 + 150 0 150 + 5x, como en el siguiente

Caso.

L.

Ae
lDﬂ).L 55X

—w P
|
llustracion 32. S1T3P6cR1

Por altimo, el 22,2% no respondieron la pregunta.

De acuerdo con las respuestas sobre S1T3P6a, S1T3P6b y S1T3P6c es posible
afirmar que la mayoria de estudiantes comprende la dependencia entre las cantidades
(cantidad inicial de socios y cantidad de socios nuevos) y, como se observa en la Tabla 34,
el uso de un modelo ya trabajado en las respuestas de la Tabla 31 para la construccién de

un nuevo modelo notacional que representa la cantidad total de socios. Se destaca que el
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porcentaje de éxito evidenciado en la construccion de la expresion algébrica (150 + 5x) en
la Tabla 34 (77,8%) es mayor al reflejado en la construccion del modelo (60000 — 1000x)
en la Tabla 27 (70,4%), lo que permite afirmar que la comprension de las cantidades
relacionadas y la construccion de modelos mejoro en esta pregunta, dando cuenta del
afianzamiento en el Nivel Referencial por parte de la mayoria de estudiantes.

En la plenaria, respecto a S1T3P6a una estudiante con respuesta R1 expresé que
depende “de los socios iniciales que son 150 y de los socios nuevos” y otra manifesto que
depende “de la cantidad inicial de socios y la cantidad de socios nuevos, dependiendo del
namero de rebajas que se hagan”. Respecto a SIT3P6b contest6 que “sumando la cantidad
inicial de socios que en el caso era 150 con la cantidad de socios nuevos”. Respecto a
S1T3P6c, una estudiante con respuesta R1 contestd que la expresion era (150 + 5x),
ademas otros respondieron que en la expresién el 150 era los socios iniciales y la otra parte,

5x representaba los socios nuevos.

(P7) Pregunta 7: En relacion al ingreso total al gimnasio,
(P7a) Pregunta 7a: Explica de qué dependen los ingresos totales al gimnasio.

Tabla 35
Tipos de respuesta a la situacién 1, tarea 3y pregunta 7a (S1T3P7a)

Tipos de S Frecuencia Frecuencia
Descripcion .
respuesta absoluta relativa
R1 Estudiantes que escribieron que los ingresos totales
dependen del nimero de socios y la mensualidad de acuerdo
. 6 22,2%
con las rebajas.
R2 Estudiantes que escribieron que los ingresos totales
dependen del ndmero inicial de socios y la mensualidad de
h 6 22,2%
acuerdo con las rebajas.
R3 Estudiantes que escribieron que depende de una de las
cantidades apropiadas (valor de la mensualidad o socios 9 33,4%

nuevos), ej: “depende de la mensualidad con respectiva
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rebaja”. Algunas respuestas estaban incompletas o
presentaban incoherencias.

R4 Estudiantes que no respondieron la pregunta. 6 22,2%

(P7b) Pregunta 7b: Escribe la manera como calculaste los ingresos totales al

gimnasio.
Tabla 36
Tipos de respuesta a la situacion 1, tarea 3 y pregunta 7b (S1T3P7b)
Tipos de Descrincion Frecuencia Frecuencia
respuesta P absoluta relativa
R1 Estudiantes que explicaron que realizaron una multiplicacion
entre el valor de la mensualidad y la cantidad total de socios,
; 9 33,3%
de acuerdo con las rebajas.
R2 Estudiantes que explicaron que realizaron una multiplicacion
entre el valor de la mensualidad y la cantidad de socios. 10 37,1%
R3 Estudiantes que presentaron una respuesta incompleta o no 8 29.6%

respondieron la pregunta.

(P7c) Pregunta 7c: Escribe una expresion que permita calcular los ingresos totales
al gimnasio segun la cantidad de rebajas (x).

Tabla 37
Tipos de respuesta a la situacion 1, tarea 3 y pregunta 7c¢ (S1T3P7c)

Tipos de S Frecuencia Frecuencia
Descripcion .
respuesta absoluta relativa
R1 Estudiantes que escribieron una expresion de la forma
(60000 — _10003_c)(150 + 5x) para calcular los ingresos 12 44,5%
totales al gimnasio.
R2 Estudiantes que escribieron una expresion incompleta, que
no corresponde con lo necesario para determinar los ingresos 9 333%

totales al gimnasio.

R3 Estudiantes que no respondieron la pregunta. 6 22.2%




145

De acuerdo con la Tabla 35, el 77,8% expresaron una relacién de dependencia de
los ingresos totales de otra(s) cantidad(es). De estos, el 22,2% explicaron que los ingresos
totales dependian del nimero de socios y la mensualidad de acuerdo con las rebajas que se
le hayan realizado; otro 22,2% expresaron que los ingresos totales dependian del nimero —
inicial — de socios y la mensualidad de acuerdo con las rebajas y los tltimos del grupo, el
33,4% expresaron que los ingresos totales dependian de otras cantidades, pero identificaron
una de las cantidades que determinaban los ingresos totales al gimnasio. Por Gltimo, el
22,2% restante no respondieron la pregunta.

De acuerdo con la Tabla 36, el 70,4% explicaron que era necesario llevar a cabo
una multiplicacion entre cantidades para obtener el valor total de la rebaja. De estos el
33,3% expresaron la necesidad de realizar la multiplicacion entre la cantidad total de socios
y el valor de la mensualidad y el otro 37,1% indicaron la necesidad de multiplicar el valor
de la mensualidad y la cantidad de socios, pero no especificaron si era la cantidad total o la
de nuevos socios. Por altimo, el 29,6% presentaron una respuesta no acorde con la pregunta
0 no respondieron.

De acuerdo con la Tabla 37, el 44,5% de los estudiantes escribieron una expresion
algebraica correcta de la forma (60000 — 1000x) (150 + 5x), como la presenta la

siguiente estudiante:

le- Céo OO =100 \<> Cenis Q

llustracion 33. S1T3P7cR1

Por otra parte, el 33,3% no presentd una expresion completa o coherente de acuerdo

con lo esperado y el 22,2% restante no respondieron la pregunta.
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Una estudiante explico las relaciones presentes en la situacion, concernientes a los

ingresos totales, asi:

TA- Detecde de \o '\“t\.e'\\“bxs ANAad Yo anndes
de so®oes W e\ wWalov de \a” xebaia

L g-lan muReWweacan 82 \a macsuoy Ao

el NS oaiay LG eV abmeso dakad de

SotsoS L LI PR

G (60,000 = 000 X V(150 ¥SK)
llustracion 34. S1T3P7aR1-S1T3P7bR1-S1T3P7cR1

De acuerdo con los tipos de respuesta sobre S1T1P7a, SIT1P7b y SIT1P7c es

posible afirmar que la mayoria de estudiantes comprende la relacion de dependencia entre
cantidades propias de la situacién y gue intervienen en los ingresos totales, posibilitando la
coordinacion de los cambios de los valores de una variable con los cambios de otra como
muestra de AM1 y AM2, determinando N1y N2 en los casos correspondientes, sin
embargo, de acuerdo con los datos en la Tabla 37 se ve reflejado que menos de la mitad de
los estudiantes del grupo escribi6 acertadamente el modelo correspondiente a los ingresos
totales, posiblemente por la mayor complejidad que este comprendia. Se aclara que este
grupo de estudiantes elaboré y explicd modelos més sencillos trabajados en preguntas
anteriores para asi formular el modelo general de los ingresos, como parte del Nivel
Referencial de modelacion, sin embargo, fue mas dificil desarrollar un modelo de la forma
(60000 — 1000x) (150 + 5x) acerca de la situacién, posiblemente por las nuevas
relaciones entre modelos trabajados, tal como se observa en las respuestas de la Tabla 37 al
obtenerse un porcentaje de éxito del 44,5%, en comparacion con el porcentaje de éxito

evidenciado en la construccion de la expresion algebrica (150 + 5x) en la Tabla 34
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(77,8%) y de la expresion (60000 + 1000x) en la Tabla 27 (70,4%), lo que permite
confirmar las dificultades evidenciadas en maltiples investigaciones al momento de llevar a
cabo procesos de modelacion de relaciones funcionales en situaciones en contexto, cuando
el nimero de relaciones y el nivel de complejidad aumenta como parte del avance a niveles
mayores de generalizacion, como en este caso el propdsito de construir un modelo de la
funcion cuadratica que modela la situacion.

En la plenaria, respecto a S1T1P7a una estudiante con respuesta R2 expresé que
“depende de la mensualidad, el nimero inicial de socios y de las rebajas”, mientras que otra
compafiera expreso que “depende de la mensualidad, con su respectiva rebaja y también de
la cantidad de socios que ingresaron nuevos”. Respecto a SIT1P7b la misma estudiante
expreso que escribié (60000 — 1000x) (150 + 5x), dando una explicacion correcta del
significado de cada parte de la expresion; de acuerdo con una pregunta realizada por el
docente detallé que escribié (60000 — 1000x) porque estaba representando la parte de la
mensualidad y (150 + 5x) que correspondia a los socios y que esto significaba que los
resultados se debian multiplicar. Respecto a SIT1P7c una estudiante con respuesta R1
ratifico la expresion que ya se habia mencionado con anterioridad, aunque no manifesto
seguridad cuando se le preguntd qué operacion se debia efectuar entre los dos paréntesis.
Finalmente, una estudiante con respuesta R2 indic6 una expresion incompleta y que

presentaba algunos errores.

(P8) Pregunta 8: Michael afirma que pudo calcular el ingreso total al gimnasio
después del estudio mediante la expresion: Ingreso total = (60000 — 1000x) (150 +
5x), donde x es la cantidad de rebajas.

(P8a) Pregunta 8a: Escribe si estas de acuerdo con Michael e indica por qué.
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Tabla 38
Tipos de respuesta a la situacion 1, tarea 3 y pregunta 8 (S1T3P8a)
Tipos de Descrincion Frecuencia Frecuencia
respuesta b absoluta relativa
R1 Estudiantes que manifestaron estar de acuerdo con la
expresion indicada por Michael, porque se esta
multiplicando el valor de la mensualidad y el nimero total de 3 11,1%
SOCios.
R2 Estudiantes que manifestaron estar de acuerdo con la
expresion indicada por Michael y para definir esto tuvieron
en cuenta lo respondido en puntos anteriores. Algunos se 6 99 304
refirieron a lo trabajado en S1T3P4c y S1T3P6c, al tener ’
cosas en comun.
R3 Estudiantes que manifestaron estar de acuerdo con la
expresion indicada por Michael argumentando que la
expresion tenia partes “comunes” a las ya trabajadas en 9 33.3%
puntos anteriores.
R4 Estudiantes que no respondieron la pregunta. 9 33,3%

(P8b) Pregunta 8b: Para los valores de x = 3,15,20, utiliza la formula de Michael

y calcula los ingresos al gimnasio para cada caso.

Tabla 39
Tipos de respuesta a la situacion 1, tarea 3 y pregunta 8 (S1T3P8b)
Tipos de Descrincion Frecuencia Frecuencia
respuesta b absoluta relativa
R1 Estudiantes que emplearon la expresion indicada por
Michael Ingreso total = (60000 — 1000x)(150 + 5x) y
calcularon en forma correcta los ingresos al gimnasio para 4 14 8%
cada caso, obteniendo como resultado $ 9.405.000, ’
$10.125.000 y $10.000.000 respectivamente.
R2 Estudiantes que emplearon la expresion indicada por
Michael Ingreso total = (60000 — 1000x)(150 + 5x)
pero presentaron errores en los procedimientos para calcular 8 29 7%
los ingresos al gimnasio, lo que los condujo a valores que no ’
corresponden.
R3 Estudiantes que no emplearon la expresion indicada por
Michael Ingreso total = (60000 — 1000x)(150 + 5x) y 15 55,5%

desarrollaron expresiones o procedimientos que no son
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apropiados para determinar los ingresos al gimnasio 0 no
responde.

De acuerdo con la Tabla 38, el 66,7% de los estudiantes que resolvieron la tarea 3
manifestaron estar de acuerdo con la afirmacion hecha por Michael. De estos, el 11,1%
manifestaron que esta expresion mostraba la multiplicacion del valor de la mensualidad con

el nimero total de socios, como lo argumenta a continuacion un estudiante:

8P/ 51 estoy de atverds  (an wichacl [0t €C fue vendtia |
§.0ne (7 mensalidad ¢ 1€ pan Quitendd ol aumero 8¢ rebajas’
v 1t ( {IPA § (¢ S0 QS [niCiales Se Itvan sym ando 10§
S6CiC3 nl,€¥‘”5 Se%un o IRV v¥G A i noal

llustracion 35. S1T3P8aR1

Un 22,3% expresaron que las partes de esta expresion coincidian con algunas ya
trabajadas en las respuestas de las preguntas S1T3P4c y S1T3P6c, mientras que el 33,3%
expresaron que algunas expresiones que componian la expresion de Michael ya habian sido
trabajadas, pero no explicitaron en qué parte. Por Gltimo, el 33,3% restante no respondieron
la pregunta.

De acuerdo con la Tabla 39, el 14,8% emplearon apropiadamente la expresion
indicada para determinar los ingresos de manera acertada en cada caso ($ 9.405.000,
$10.125.000 y $10.000.000 respectivamente). Un 29,7% hicieron uso de la expresion
algébrica dada por Michael, pero en sus calculos presentaron muchos errores, mostrando
como resultado valores que no correspondian a la respuesta. Por ultimo, el 55,5% no
emplearon la expresion dada y presentaron como resultado valores que no correspondian a

los valores esperados; de este grupo varios no respondieron la pregunta.
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De acuerdo con las respuestas sobre S1T1P8a y S1T1P8b es posible afirmar que la
mayoria de estudiantes tiene dificultades para trabajar con modelos de la situacion dados,
con un nivel mayor de complejidad. Més de la mitad de los estudiantes no trabajaron con el
modelo y aproximadamente la séptima parte de los estudiantes del grupo lo emplearon de
manera satisfactoria, dando cuenta de un Nivel Referencial de modelacion en cuanto a los
modelos usados. El porcentaje de estudiantes que emplearon de manera incorrecta el
modelo y los que no lo emplearon también permite confirmar las dificultades y el poco
dominio de algunas nociones aritméticas y algebraicas que tienen la mayoria de estudiantes
del grupo, necesarias para un uso adecuado de modelos algebraicos.

En la plenaria, respecto a S1T1P8a, una estudiante de respuesta R1 respondio que si
porque correspondia a la multiplicacion entre las cantidades relacionadas, despues de
rebajas. Respecto a SIT1P8b la misma estudiante ratificd su respuesta R1 de los valores
correctos de los ingresos cuando la cantidad de rebajas era 3, 15 y 20. Un estudiante de
respuesta R3, al preguntérsele, indic6 unos valores que no correspondian a los ingresos para
los casos indicados, corroborando las dificultades que tuvo en el registro de las respuestas
de la tarea.

Respecto a la pregunta central de la situacion “;cudl es el maximo ingreso
econdmico que el gimnasio Hércules puede recibir si sigue las recomendaciones del
estudio?”, se volvio a reflexionar al respecto y los estudiantes respondieron que el maximo
ingreso era cuando se hacian 15 rebajas y el ingreso logrado seria de $10.125.000, para
esto, la mensualidad quedaria con un costo de $45.000 y el nimero de socios seria de 225.
De acuerdo con esto, se alcanzo uno de los objetivos de la Situacién 1, el cual era
determinar el maximo que se puede obtener de ingresos econdmicos, dadas las condiciones

y recomendaciones propuestas por el estudio de mercadeo llevado a cabo.
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En relacién con la tarea 3, de acuerdo con la Matematizacion Vertical — Nivel
Referencial, al estudiar el registro tabular algunos estudiantes pudieron identificar,
esquematizar y argumentar las relaciones funcionales presentes e indicadas en las
preguntas. Los procesos de modelacion cada vez iban presentando mayor complejidad
conforme avanzaban las preguntas, por tanto, las dificultades para la construccién de
modelos se notaron de manera mas clara en las ultimas preguntas, pues cuando se
solicitaron modelos sencillos de relaciones entre cantidades, los estudiantes dieron cuenta
de estos, sin embargo, cuando se requeria construir el modelo de la funcion cuadrética
presente, muy pocos lo desarrollaron.

Como parte de AM1y AM2, los estudiantes coordinaron los cambios de unas
variables en relacion con las otras variables, sin embargo, en el caso de la argumentacion de
relaciones de dependencia méas complejas respecto a la situacién, fueron muchas las
dificultades mostradas por parte de varios estudiantes al momento de describir los cambios
sobre los cuales se indagaba, incluso algunos mostrando comportamientos pseudo —
analiticos, lo que permitié registrar AM1 y algunas AM2 y en relacién con estos, N1y N2

de razonamiento covariacional.

(T4) Tarea 4: Analizando los cambios de las cantidades a partir de registros
gréficos

Esta tarea fue realizada por 24 estudiantes de los 28 del grupo.

Instruccion:
En la Gréfica 1 se muestra la forma como se comportan los ingresos totales a
medida que se van realizando cantidades de rebajas, segun la situacion inicial.
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(P1) Pregunta 1: Determina cual magnitud va en cada eje. Ten en cuenta la
informacidn y expresiones trabajadas anteriormente.

Grafica 1. Comportamiento de cantidad de rebajas vs ingresos totales.

10000000

9000000,

8000000

7000000

6000000

5000000

4000000

3000000

2000000

1000000

5 1] 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 dh\ (13 70
Tabla 40
Tipos de respuesta a la situacion 1, tarea 4 y pregunta 1 (S1T4P1)
Tipos de Descrincion Frecuencia Frecuencia
respuesta b absoluta relativa
R1 Estudiantes que escribieron cantidad de rebajas en el eje 24 100%

horizontal (x) e ingresos totales en el eje vertical (y)

De acuerdo con la Tabla 40, el 100% de los estudiantes escribieron en forma
correcta la cantidad de rebajas de la cantidad de ingresos totales sobre el eje
correspondiente para cada caso.

Respecto a las respuestas sobre S1T4P1, es posible afirmar que los estudiantes
comprendieron aspectos basicos de la representacion grafica de situacion como
aproximacion al Nivel General de modelacion, a partir de la cual se promovio la reflexion
sobre las propiedades de la pardbola como representacion de la funcién cuadratica.

Respecto al razonamiento covariacional, la pregunta estaba encaminada a facilitar la
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designacion de cada eje con el nombre correspondiente de las cantidades indicadas al inicio
de la pregunta, un aspecto fundamental en la comprension de las relaciones de dependencia
propias de la situacion y que constituye un factor importante al momento del estudio de la
covariacion entre las cantidades representadas, como parte de AM1y AM2,
determinandose N1 y N2 de razonamiento covariacional en los casos correspondientes.

En la plenaria, cuando el docente investigador recordo la pregunta, los estudiantes

respondieron que en el eje x iba la cantidad de rebajas y en el eje y los ingresos totales.

(P2) Pregunta 2: De acuerdo con la gréfica,

(P2a) Pregunta 2a: Describe como cambian los ingresos totales (y) a medida que
se realiza una mayor cantidad de rebajas (x)

Tabla 41
Tipos de respuesta a la situacion 1, tarea 4 y pregunta 2a (S1T4P2a)
Tipos de S Frecuencia Frecuencia
Descripcion .
respuesta absoluta relativa
R1 Estudiantes que describieron que los ingresos totales

aumentan hasta “un punto” y después de ese punto empiezan
a disminuir. En algunos casos especificaron que los ingresos
aumentan hasta el punto 15 y después disminuyen llegando
al punto 30.

8 29,6%

R2 Estudiantes que describieron que los ingresos totales
cambian a medida que aumentan las rebajas, no siempre 9 41.2%
aumentan pues algunas veces disminuyen. ’

R3 Estudiantes que describieron la forma en que los ingresos
totales van aumentando mientras las rebajas siguen bajando. 3 12,5%

R4 Estudiantes que describieron que los ingresos empiezan a
disminuirse a medida que la cantidad de rebajas aumenta y 4 16,7%
se disminuye en 15.

(P2b) Pregunta 2b: Escribe para que valor de x (cantidad de rebajas), y (ingresos
totales) toma su mayor valor.




Tabla 42

Tipos de respuesta a la situacion 1, tarea 4 y pregunta 2b (S1T4P2b)
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Tipos de o Frecuencia Frecuencia
Descripcion -
respuesta absoluta relativa
R1 Estudiantes que escribieron que cuando x vale 15 se obtiene
su mayor valor. Algunos estudiantes especificaron que en
. . 16 66,7%
este punto se obtiene el mayor valor de los ingresos.
R2 Estudiantes que escribieron que el mayor valor de x es 15,
pero el complemento de su respuesta presenta incoherencias. 2 8,3%
R3 Estudiantes que no especificaron el valor de x para el cual se
obtienen los mayores ingresos o estudiantes que no 6 25%
respondieron.
(P2c) Pregunta 2c: Explica qué cambios en la gréafica se muestran a partir de este
punto.
Tabla 43

Tipos de respuesta a la situacion 1, tarea 4 y pregunta 2c¢ (S1T4P2c¢)

Tipos de S Frecuencia Frecuencia
Descripcion -
respuesta absoluta relativa
R1 Estudiantes que escribieron que a partir del punto los
ingresos disminuyen “merman”. En algunos casos se
i i . 13 54,2%
especifica que también las rebajas aumentan.
R2 Estudiantes que escribieron que al llegar “al punto 15
comienza a bajar a un punto determinado”. 5 20,8%
R3 Estudiantes que respondieron que aumentan o disminuyen, o 6 250

estudiantes que no respondieron la pregunta.

De acuerdo con la Tabla 41, el 70,8% de los estudiantes que resolvieron la tarea 4

escribieron que los ingresos algunas veces aumentaban y otras disminuian mientras se iban

efectuando determinada cantidad de rebajas. De estos, el 29,6% explicaron que los ingresos

aumentaban hasta un punto determinado y luego empezaban a disminuir, estableciendo en
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15 el nimero tope de rebajas que daban lugar al incremento de los ingresos, luego de lo
cual los mismos empezaban a disminuir, mientras que el 41,2% comentaron que los
ingresos algunas veces subian y otras no, pero no especificaron més detalles. Otro 29,2%
identificaron cambios parciales en la cantidad de ingresos a medida que se hacen méas
rebajas, de tal manera que el 12,5% argumentaron que los ingresos aumentaban al haber
mas rebajas y el 16,7% explicaron que los ingresos disminuian al realizarse mas rebajas.

De acuerdo con la Tabla 42, el 75% de los estudiantes escribieron que cuando x
vale 15 es cuando mayores ingresos recibe el gimnasio. De estos, el 66,7% argumentaron
que cuando x vale 15 es que se obtienen mas ingresos y el 8,3% indicaron que cuando x
vale 15, sin especificar mas detalles. EI 25% restante se dividio entre quienes presentaron
dificultades para especificar el valor de x, que cumple las condiciones de la pregunta, y
quienes no respondieron.

De acuerdo con la Tabla 43, el 75% de los estudiantes respondieron que a partir del
punto maximo para x Yy y los ingresos disminuian o “merman’ hasta cierto punto. De estos
el 54,2% explicaron que los ingresos empezaban a mermar y la cantidad de rebajas seguia
aumentando, el porcentaje restante de estudiantes argument6 que los ingresos comenzaban
a bajar a un punto determinado. Por Gltimo, el 25% indicaron que aumentaban o disminuian
los ingresos, sin especificar mas detalles, o no respondieron la pregunta.

El siguiente estudiante hace una explicacion de como van cambiando los ingresos a
medida que se van haciendo distintas rebajas, con lo cual se evidencio algunos rasgos de la
coordinacion de los cambios de las dos cantidades relacionadas en la pregunta y la
identificacion del punto méximo, esencial para identificar cambios en el comportamiento de

los ingresos:
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lustracion 36. S1T4P2aR1-S1T4P2bR1-S1T4P2cR1

De acuerdo con los tipos de respuesta sobre S1T4P2a, S1T4P2b y S1T4P2c se
puede observar la coordinacion de los cambios de una variable en relacion a otra en una
gréfica, en relacion con AM1y AM2, y de acuerdo con esto afirmar que mas de la mitad de
los estudiantes comprendieron y explicaron que los ingresos totales en una parte de la
grafica aumentaban y en otra disminuian en relacién con el comportamiento de la cantidad
de rebajas, dando una descripcion cualitativa de estas acciones y verificando N1y N2 de
razonamiento covariacional en los casos correspondientes. Ademas, de acuerdo con las
respuestas es posible afirmar que los estudiantes identificaron el punto méximo sobre la
curva, caracteristica de algunos casos de funciones cuadraticas, y la manera en que dicho
punto esta relacionado con cambios en el comportamiento en las cantidades relacionadas; lo
que esta directamente relacionado con caracteristicas del nivel general de modelacion, en el
cual se reflexiona acerca de los modelos de las situacion, como el gréfico en este caso, para
comprender propiedades de la funcion cuadrética en este registro.

En la plenaria, respecto a S1T4P2a, una estudiante de respuesta R4 respondio que
“los ingresos totales comienzan a disminuirse a medida que la cantidad de rebajas aumenta

y se disminuye en 15, mientras que otra expresoé que “los ingresos totales comienzan a
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disminuir y a medida... de cantidad de rebajas aumentan y se disminuyen”. Una estudiante
de respuesta R2 expreso que “los ingresos totales cambian a medida que se hacen rebajas,
pero no siempre aumentan, algunas veces disminuyen”. Por otra parte, una estudiante de
respuesta R1 expres6 que “los ingresos aumentan hasta el punto 15 y después empiezan a
disminuir llegando al punto 30 donde vuelvan a tener en cuenta el punto del inicio”,
mientras que otra partiendo de que su respuesta estaba mala, luego formuld que “antes de
15 rebajas los ingresos aumentan pero si ya se hacen 20 rebajas los ingresos van a
disminuir”, dudando de la descripcidn de su respuesta, evidenciando rasgos de un
comportamiento pseudo — analitico.

Respecto a S1T4P2b, una estudiante de respuesta R1 manifestd que “si se hacen 15
rebajas” y posteriormente ella y otra estudiante, al repetirse la pregunta, reafirmaron que 15
es el mayor valor para x. En relacion con S1T4P2c, al preguntarse acerca de lo que sucede
después del punto maximo, una estudiante de respuesta R1 manifesto que “empiezan a...

empiezan a disminuir los ingresos”.

(P3) Pregunta 3: En relacion con las cantidades,
(P3a) Pregunta 3a: Escribe qué le sucede a los valores de x (cantidad de rebajas)
cuando los valores de y (ingresos totales) se hacen mayores.

Tabla 44

Tipos de respuesta a la situacion 1, tarea 4 y pregunta 3a (S1T4P3a)
Tipos de L Frecuencia Frecuencia

Descripcion .
respuesta absoluta relativa
R1 Estudiantes que escribieron que cuando los ingresos totales
son mayores, la cantidad de rebajas también aumenta. 9 37,5%

R2 Estudiantes que escribieron que cuando los ingresos van

aumentando, la cantidad de rebajas aumenta hasta 15. 6 25%
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R3 Estudiantes que escribieron que la cantidad de rebajas
empiezan a disminuir hasta un punto determinado. 5 20,8%
R4 Estudiantes que escribieron una respuesta que no es clara, 4 16.7%

coherente 0 no respondieron.

(P3b) Pregunta 3b: Explica como cambian los ingresos totales cuando el nUmero
de rebajas esta entre 0 y 15.

Tabla 45
Tipos de respuesta a la situacién 1, tarea 4 y pregunta 3b (S1T4P3b)
Tipos de Descripcion Frecuencia Frecue_nua
respuesta absoluta relativa
R1 Estudiantes que escribieron que los ingresos totales
aumentan cuando la cantidad de rebajas esta entre 0 y 15. 14 58,3%
R2 Estudiantes que escribieron que los ingresos totales
disminuyen o rebajan si la cantidad de rebajas se mantiene
S X 4 16,7%
entre 15. No se identifica el intervalo en forma exacta.
R3 Estudiantes que no escribieron de manera clara el
comportamiento de los ingresos totales en este intervalo de 6 25%

cantidad de rebajas 0 no respondieron.

De acuerdo con la Tabla 44, del 62,5% de los estudiantes que resolvieron la tarea 4
explicaron que los valores de x aumentan. De estos el 37,5% expresaron que cuando los
ingresos se van haciendo mayores la cantidad de rebajas esta aumentando, mientras que el
25% argumentaron que mientras los ingresos estan aumentando la cantidad de rebajas
aumenta hasta el 15. Por otra parte, el 20,8% explicaron que la cantidad de rebajas empieza
a disminuir y el 16,7% dieron una respuesta que presenta incoherencias o no respondieron.

De acuerdo con la Tabla 45, el 58,3% de los estudiantes explicaron que en el
intervalo indicado de la cantidad de rebajas (entre 0 y 15) los ingresos totales aumentan,

mientras que el 16,7% explicaron que los ingresos disminuyen o bajan. Por ultimo, el 25%
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no describieron con claridad el comportamiento de los ingresos en este intervalo o no
respondieron.

En relacién con el comportamiento de los ingresos totales y el nimero de rebajas,
un estudiante argumentd que va sucediendo con los cambios en ciertos intervalos de la

grafica:
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lustracion 37. S1T4P3aR1y S1T4P3bR1

En relacién con los tipos de respuesta sobre S1T4P3a y S1T4P3b es posible afirmar
que mas de la mitad de los estudiantes identificaron y describieron a partir de la
representacion grafica el comportamiento de los ingresos totales a medida que se llevaban a
cabo determinadas cantidades de rebajas, realizando una coordinacién de las cantidades en
determinados instantes 0 momentos de la grafica en relacion a la situacion, mostrando AM1
y AM2 de razonamiento covariacional, al coordinar la direccion del cambio; ademéas, como
parte del proceso de modelacion en el Nivel General, estas reflexiones sobre la grafica se
constituyen en parte fundamental del reconocimiento y comprensién de las propiedades de
la funcion cuadratica.

En la plenaria, respecto a S1T4P3a una estudiante de respuesta R1 contestd que
cuando los valores de y se hacen mayores, los de x “aumentan hasta un punto”. Luego, a la
pregunta sobre hasta qué punto, contestd que “hasta el 15”. Otra estudiante de respuesta R3

contestd que “en la x la cantidad de rebajas sucede que comienza a bajar hasta un punto
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determinado, los ingresos totales se hacen mayores porque se comienzan a multiplicarse y
asi mismo van teniendo un mayor resultado y ganancia en si mismo”, luego cuando se le
vuelve a preguntar ¢ Qué sucede con los valores de x?, ella contesta: “pues que van
aumentando”, y al preguntarsele hasta donde, ella contesta que hasta el 15.

Respecto a S1T4P3b, que estaba muy relacionada con la pregunta anterior, una
estudiante de respuesta R1 expreso que “los ingresos totales aumentan” en la condicion
indicada. En ese instante el docente investigador pregunt6 sobre el comportamiento de los
ingresos dado el caso en que se hicieran dos o tres rebajas, a lo que los estudiantes
respondieron que los ingresos aumentarian hasta cuando se llegara a 15 rebajas, luego de

ello empezarian a disminuir.

(P4) Pregunta 4: Es posible afirmar que “siempre que los valores de x (cantidad de
rebajas) aumentan, los valores de y (ingresos totales) también aumentan”. Explica tu
respuesta.

Tipos de S Frecuencia Frecuencia
Descripcion .
respuesta absoluta relativa
R1 Estudiantes que escribieron que no estaban de acuerdo
porque hasta una cierta cantidad de rebajas los ingresos van
aumentando hasta un punto y después de ese punto empiezan 4 16,7%
a disminuir.
R2 Estudiantes que escribieron que no estaban de acuerdo
porque cuando aumentan la cantidad de rebajas, los ingresos 7 29,20
totales disminuyen. '
R3 Estudiantes que escribieron que si estaban de acuerdo porque
al hacer mas rebajas entra mas gente y se obtiene més 5 20.8%
ganancia y por tanto no van a disminuir los ingresos totales. ’
R4 Estudiantes que escribieron que no estaban de acuerdo, pero
su argumentacion no es clara y coherente o no respondieron. 8 333%

En algunos casos se expresd que las rebajas y los ingresos
disminuyen a la vez.
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Tabla 46
Tipos de respuesta a la situacion 1, tarea 4 y pregunta 4 (S1T4P4)

De acuerdo con la Tabla 46, el 45,9% de los estudiantes que resolvieron la tarea 4
expresaron no estar de acuerdo con la afirmacion y sefialaron que los ingresos también
aumentaban. De estos, el 16,7% explicaron que los ingresos en un momento aumentaban
hasta cierto punto y después disminuian, como lo desarroll6 el siguiente estudiante:
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lHustracién 38. S1T4P4R1

El 29,2% argumentaron que cuando las rebajas aumentan los ingresos disminuyen,
pero no especificaron algun punto o momento donde se vea esto. El 20,8% escribieron que
si estaban de acuerdo, argumentando algunas caracteristicas de la situacion, por ejemplo,
gue entre mas rebajas se otorguen es posible que ingresen mas personas y haya mas
ingresos. Por altimo, el 33,3% no respondieron de manera clara si estaban de acuerdo o no
y sus argumentos no eran coherentes, 0 no respondieron.

A partir de las respuestas sobre S1T4P4, se puede observar una disminucion en el
porcentaje de acierto de descripcion de la situacion, ya que solo el 45,9% explicaron que
hay aumento y disminucidn de los ingresos debido al aumento de rebajas, en comparacion
con las respuestas suministradas en la Tabla 44 y Tabla 45 donde mas del 50% de los
estudiantes explicaron acertadamente el comportamiento de los ingresos. De lo anterior, es
posible aseverar que menos de la mitad de los estudiantes comprendieron con claridad y
apropiacion el comportamiento de los ingresos, mostrando AM1 y AM2, de acuerdo con las

condiciones de la situacion, por tanto, tienen la posibilidad de afirmar o refutar
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afirmaciones en torno a la misma situacion y que impliquen la coordinacion cualitativa de
los cambios de las cantidades relacionadas. Por otro lado, en varios casos se registraron
comportamientos pseudo — analiticos, esto es asi en tanto que al tratarse de preguntas
previas los estudiantes logran describir los cambios de las cantidades de manera acertada, lo
gue no sucede con sus argumentaciones, en la cuales se evidencia la falta de claridad al
respecto de la forma como se relacionan las cantidades en todo el dominio de la funcién.
Finalmente, con respecto al proceso de modelacion, los casos de argumentacién apropiada
afirman el Nivel General.

En la plenaria, respecto a S1T4P4, donde se queria mirar de manera mas amplia el
comportamiento de la grafica a medida que se hacian mas rebajas, en relacion con la
afirmacion, una estudiante de respuesta R2 expresé que “no porque el valor x ...no porque
el valor de x empieza a aumentar y los de la y disminuyen” y al volvérsele a preguntar si
siempre aumentan o disminuyen ella contesto que “(los valores de y) aumentan hasta el 15
... ydesde el 15 comienzan a disminuir”; esto permitid identificar y aclarar la respuesta
escrita de la estudiante. A la misma afirmacion, un estudiante con respuesta R1 contestd
que “no porque hasta una cierta cantidad de rebajas los ingresos van aumentando y hasta

cierta cantidad los ingresos empiezan a disminuir”.

(P5) Pregunta 5: Escribe el significado, en relacion a la situacién, de los puntos de
corte de la gréfica con el eje y:
a. (-30,0)
b. (60, 0)

Tabla 47
Tipos de respuesta a la situacion 1, tarea 4 y pregunta 5 (S1T4P5)

Frecuencia Frecuencia
absoluta relativa

Tipos de

Descripcion
respuesta
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R1 Estudiantes que escribieron que el punto (-30, 0) indica
gue no habria ingresos porque se aument6 demasiado la
mensualidad y que el punto (60, 0) significa que 3 12,5%
tampoco hay ingresos porque ya quedd muy baja, gratis.

R2 Estudiantes que escribieron que el punto (-30, 0) indica
que no se inscribiria nadie y que el punto (60, 0)
significa que no hay mensualidad ni ingresos al 14 58,3%
gimnasio.

R3 Estudiantes que no escribieron en forma clara y
completa el significado de cada punto de corte 0 no 7 29,2%
respondieron la pregunta.

De acuerdo con la Tabla 47, el 12,5% explicaron que el punto de corte (-30, 0)
significaba que no habria ingresos si se aumenta mucho la mensualidad y el punto (60, 0)
significa que tampoco habria ingresos porque de esta manera quedaria muy baja o gratis. El
58,3% de los estudiantes escribieron que el primer punto indicaba que no se inscribiria
nadie y el segundo que no habria ingresos al gimnasio porque no habria mensualidad. Por
ultimo, el 29,2% no explicaron en forma clara el significado de los puntos indicados.

El siguiente estudiante explicé el significado de los puntos de corte de la curva con

el eje x:
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lHustracién 39. S1T4P5aR1y S1T4P5bR1

En relacion con las respuestas sobre S1T4P5, es posible afirmar que mas de la mitad
de los estudiantes comprende el significado de los puntos de corte con el eje x y de esta

manera hacen apreciaciones correctas sobre las condiciones propias de cada punto. Analizar
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estos puntos es fundamental en el estudio de la funcion cuadrética en relacion con
situaciones en contextos especificos, ademas, da cuenta de una parte importante en el Nivel
General de modelacion al promover la apropiacion de las propiedades de las parabolas y su
significado en las situaciones estudiadas, ademas, constituye uno de los momentos de la
relacion de los cambios entre la cantidades vinculadas; por tanto, en esta pregunta se
registraron otras acciones asociadas a AM1y AM2 en N1y N2 de razonamiento
covariacional.

En la plenaria, respecto a los puntos de corte, para el primero (-30, 0), una
estudiante de respuesta R1 contesto que “significa que no habria ingresos ya que
aumentaria y nadie se inscribiria al gimnasio”. Para el segundo punto (60, 0), luego de que
el docente comentara algunos aspectos en relacion al primer punto y el resultado si se
aumentara el valor de la mensualidad 30 veces, los estudiantes no supieron dar una

explicacion clara sobre qué pasaba con las rebajas y el valor de la mensualidad.

Analisis de la primera situacion

Como resultado de la implementacion de la primera situacion, respecto a la tarea 1,
basandose en la Rejilla de fundamentacién y analisis de la propuesta de aula (Tabla 5), en
la Matematizacion Horizontal — Nivel Situacional de modelacion, se concluye que la tarea
permitid a los estudiantes, mediante cuestiones, afirmaciones y calculos planteados, un
primer acercamiento a partir de aspectos propios de la situacion como las cantidades
presentes y las relaciones entre las cantidades y los conocimientos previos del estudiante,
de tal forma que la mitad de los participantes de la actividad pudieron sacar conclusiones de
forma acertada sobre caracteristicas y condiciones que no eran explicitas en los primeros

tratamientos en la tarea, descubrir regularidades y llevar a cabo los primeros esquemas o
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modelos de la situacion; la otra mitad experimentd problemas en el acercamiento a la
situacion, posiblemente por dificultades en la comprension lectora o dudas en la
comprension de la forma de relaciones propias de las cantidades vinculadas.

Cumplir el alcance del Nivel Situacional en la tarea 1 es fundamental para luego
hacer trabajos més complejos de las relaciones, modelacion y trabajos con modelos, como
parte de la relacion de procesos de modelacion y acciones de razonamiento covariacional
planteados en esta investigacion; sin embargo, aungue en la estructura de la Rejilla de
fundamentacion y anélisis de la propuesta de aula no se considera que para esta tarea haya
un trabajo o manifestacion del razonamiento covariacional de acuerdo con las
caracteristicas de las acciones y niveles de este. Si se analiza de manera mas detallada la
identificacion y comprension de las relaciones entre cantidades independientes y
dependientes de la situacidn se puede considerar como una etapa previa y necesaria para un
estudio razonable de la covariacion.

Respecto a la tarea 2, se proponen las primeras cuestiones para movilizar acciones
del razonamiento covariacional a través de las cuales los estudiantes pudieron avanzar en la
comprension de relaciones de dependencia presentes; asi, aunque el porcentaje de
estudiantes que no entendieron completamente las relaciones entre cantidades se mantuvo,
se debe aclarar que las preguntas de la tarea indagaban sobre aspectos mas profundos de los
cambios de las cantidades a partir del registro tabular. En igual sentido, cabe destacar que,
aunque en las AM1 se evidencia la coordinacion por parte de los estudiantes de los cambios
sobre la gréfica cartesiana de la situacion, también es posible llevar a cabo una
coordinacion de los cambios de los valores de las cantidades en tablas, lo cual pudo
registrarse en respuestas dadas a las cuestiones de la tarea. Al respecto, se considera que

casi la mitad de los estudiantes desarrollaron AM1 a partir de un registro tabular, al
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coordinar cambios entre las cantidades de la tabla inicial de la tarea, mientras que la otra
mitad tuvo dificultades a ese respecto, e incluso en algunos casos se presentaron
comportamientos pseudo — analiticos AM1, aspecto que se hace evidente en el desfase que
hay entre el modo en que se manifiesta la apropiacion en la coordinacion de los cambios
entre las cantidades, y los argumentos que dan cuenta de dicha apropiacién, lo que puede
ser explicado por el poco desarrollo de la comprensién de las regularidades implicitas y las
relaciones propias de la situacion trabajadas en la tarea 1.

Ademas de las acciones mentales evidenciadas en la tarea 2, respecto a los niveles
de Matematizacion Horizontal — Nivel Situacional y Matematizacion Vertical — Nivel
Referencial de modelacidon se evidencia la forma como la mitad de estudiantes emplean
distintos conocimientos previos informales para descubrir regularidades en la tabla,
describir y representar mediante modelos algebraicos las regularidades bésicas e incluso
trabajar con estas primeras representaciones, como parte del proceso de modelacion que
cada vez presenta un mayor nivel de complejidad. La otra mitad, posiblemente por las
dificultades con identificacion de regularidades y afiadiendo las dificultades de
comprension de variable que la notacidn algebraica exige, presentaron problemas para
representar las regularidades mediante los modelos basicos que surgen de las preguntas
propuestas y en varios casos trabajar con los mismos modelos — modelos de.

Respecto a la tarea 3, en la Matematizacion Vertical — Nivel Referencial de
modelacion, los estudiantes emplearon distintos modelos graficos y notacionales que se
iban desarrollando en la progresion de las preguntas con niveles de mayor complejidad.
Emplear modelos de la situacion contextualizada es esencial en el proceso de modelacion
que se esta desarrollando, ya que posibilita la identificacion y el trabajo con las variables

independiente y dependiente de las relaciones funcionales presentes, ademas, comprender
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los distintos niveles de relaciones que se presentan en el modelo de la funcion
correspondiente a los ingresos totales al gimnasio, algo en lo que la mayoria de los
estudiantes fue mostrando mayor dificultad conforme avanzaban las preguntas de la tarea y
la complejidad del modelo de la funcion de la situacién. Solo una pequefia parte del grupo
de estudiantes pudo llevar a cabo toda la tarea, lo que confirma las dificultades y vacios
conceptuales respecto a nociones aritméticas y algebraicas que tienen los estudiantes del
grupo, necesarias para la comprension, formulacién y uso adecuado de modelos
algebraicos.

En los niveles de razonamiento covariacional esperados en el desarrollo de las
cuestiones de la tarea 3, las acciones mentales desarrolladas respondieron a AM1
principalmente, por la coordinacion que se realiz6 de los cambios de las cantidades
relacionadas sobre las que se iba indagando en el transcurso de la tarea, ademas, se destaca
que estas acciones mentales se pudieron evidenciar en el estudio realizado sobre la tabla y
en las justificaciones de la construccion de los modelos en cada pregunta, sin embargo,
hubo muchos casos donde fueron manifiestos comportamientos pseudo — analiticos de
AM1 al aparentemente manifestar apropiacién en la coordinacion de los cambios entre las
cantidades, pero con dificultades para argumentar la misma; no se evidencié AM2 de
manera clara en las respuestas suministradas por los estudiantes en esta tarea.

Respecto a la tarea 4, en lo que corresponde al razonamiento covariacional se
observaron AM1 y AM2, coordinacion de los cambios de una variable con los cambios de
otra y coordinacion de la direccion del cambio, por parte de mas de la mitad de estudiantes,
teniendo en cuenta que la mayoria de preguntas se centraban en el anélisis de la grafica
cartesiana de la situacion, al coordinar los cambios entre el nimero de rebajas y los

ingresos totales de acuerdo con las condiciones de la situacion para luego poder llevar a
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cabo la coordinacion de cdmo cambian las cantidades entre si e identificar y describir los
cambios de una variable con los cambios de otra, alcanzando un N2 de razonamiento
covariacional, ademas, detallando en este proceso el significado de los puntos de corte de la
curva con el plano cartesiano, el punto maximo de la curva y su significado en relacion a la
pregunta inicial de la situacion y el comportamiento de los ingresos para determinados
intervalos de la cantidad de rebajas en la gréfica. En conclusion, no se alcanzaron a
desarrollar AM3 de acuerdo con la propuesta en la Rejilla de fundamentacién y analisis de
la propuesta de aula.

Respecto a la Matematizacién Vertical — Nivel general, los estudiantes siguieron
empleando modelos graficos de la situacion para determinar aspectos del razonamiento
covariacional propios del Nivel referencial, pero sin avanzar notablemente en el nivel
general de modelacion, ademas, las cuestiones tratadas en esta tarea no estaban centradas
en el proceso de modelacion y posiblemente esta condicion no permitio un avance en el
proceso de modelacion a partir de la tarea.

Las respuestas de los estudiantes a partir del desarrollo y trabajo de las tareas 1 a 4,
correspondientes a la primera situacion, posibilitaron el avance del proceso de modelacion
hasta la Matematizacion Vertical — Nivel Referencial por parte de un grupo de los
estudiantes que desarrollaron el proceso de modelacion de acuerdo con las caracteristicas
descritas por Freudenthal, mientras que a mas de la mitad se les dificult6 este proceso
conforme avanzaba el nivel de complejidad en cada tarea; de acuerdo con esto, se dio
cumplimiento, por parte de un grupo de estudiantes, a los propdsitos esperados para la
misma situacion en relacion con la Rejilla de fundamentacion y andlisis de la propuesta de
aula, sin embargo, en términos generales no fue posible un avance hacia el Nivel General

en el proceso de modelacion.
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Por otra parte, de acuerdo con la estructura de las tareas, se esperaba que el estudio
de los ejercicios que hacen parte de la primera situacién promovieran AM1, AM2 y AM3
de razonamiento covariacional, sin embargo, las evidencias encontradas en las respuestas
dan buena cuenta de avances en AM1y AM2 por parte de la mitad de estudiantes, mientras
que, en varios casos, en el otro grupo de estudiantes se hicieron notorios comportamientos
pseudo — analiticos de AM1y AM2, lo que fue confirmado a partir de los argumentos
dados.

La primera situacion estaba planteada como aquella que permitiera hacer los
primeros avances en el proceso de modelacion de funciones cuadréticas en un contexto
cotidiano, donde el estudio de los ingresos al gimnasio y las condiciones dadas fueran
aspectos para realizar el analisis de la variacion y covariacion presentes mientras se
desarrollaba el trabajo con los modelos propuestos, para llegar a la comprension de
aspectos y propiedades basicas de la funcion cuadratica. De acuerdo con esto,
primeramente se concluye que se dio cumplimiento en buena parte a los prop6sitos
esperados en relacion con el planteamiento en la rejilla y que el trabajo de esta situacién se
constituye en trabajo clave para avanzar en estudios mas avanzados de la covariacion y
poder comprender y apropiarse del concepto de funcién cuadratica a partir de las
propiedades y caracteristicas que lo componen y de las cuales se abordan en la segunda
situacion.

Como segunda conclusion se espera que hayan mayores dificultades en el estudio
del razonamiento covariacional y el proceso de modelacion, por parte de los estudiantes que
en esta situacion, ya que el contexto y las tareas trabajadas en la siguiente situacion

presentan un mayor nivel de complejidad.
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3.3.2. Andlisis de resultados de la situacion 2

(S2) Situacion 2: Analizando la covariacion en la modelacion de una situacion
en contexto geomeétrico

La mayor superficie rectangular posible

La profesora Lina, encargada del proyecto ambiental en la Institucion Educativa
Hormiguero, tiene a disposicion un espacio (terreno) en una de las sedes para llevar a cabo
un cultivo de legumbres. Por especificaciones de este, debe plantarse en una superficie de
forma rectangular. El espacio disponible para cultivar tiene forma de triangulo isésceles
con catetos que miden 11 m y esta ubicado en una esquina de la sede. La profesora debe
considerar todas las superficies rectangulares posibles que pueden organizarse en dicho
espacio, dada la medida AD, pero necesita identificar y preparar la mayor superficie para
tener una mayor produccion de legumbres.

Una representacion de una superficie de cultivo posible se presenta en la Gréafica 2.

Grafica 2. Representacion de una superficie de cultivo.
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De acuerdo con la informacién anterior, ¢ Cuél es la mayor superficie rectangular de

cultivo que se puede obtener en el terreno disponible?

Ayudemos a la profesora a encontrar las superficies rectangulares posibles en

dicha regidn triangular, a partir de las caracteristicas de la situacion.



dependencia (Geogebra).

Esta tarea fue realizada por 26 estudiantes de los 28 del grupo.

A continuacién, abre el archivo denominado Tarea 1a en el cual se presenta una
ilustracion de la situacion. Elige y mueve con el cursor el punto D (representa los valores
posibles para AD) y contesta:
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(T1) Tarea 1: Explorando superficies rectangulares y analizando relaciones de

(P1) Pregunta 1: Explica si el rectangulo que aparece es siempre el mismo.

Tabla 48
Tipos de respuesta a la situacion 2, tarea 1y pregunta 1 (S2T1P1)
Tipos de Descripcion Frecuencia Frecuencia
respuesta absoluta relativa
R1 Estudiantes que escribieron que no siempre es el mismo
rectdngulo cuando se mueve. Algunos expresaron que va
. . . 11 42,4%
cambiando la forma y otros que van cambiando las medidas.
R2 Estudiantes que escribieron que no siempre es el mismo
rectdngulo cuando se mueve. Sin embargo, su justificacion
refiere a que “van cambiando los puntos que tiene cada figura”, 5 19,2%
pero no se especificaron ni los puntos o la figura.
R3 Estudiantes que escribieron que no siempre es el mismo
rectdngulo cuando se mueve, sin embargo, justificaron a partir
de la figura en la fotocopia escribiendo “no porque en la hoja 9 34,6%
es cuadrado y ella necesita un rectangulo” o no justificaron.
R3 Estudiantes que escribieron que siempre es el mismo
rectangulo cuando se mueve, argumentando que “‘siempre es 1 3.8%

el mismo asi se mueva las puntas solo cambiaban la superficie
de cultivo”.

escribieron que el rectangulo que aparece no siempre es el mismo. En este porcentaje

En la Tabla 48 se observa que el 96,2% de los estudiantes que resolvieron la tarea

varian las argumentaciones en las diferencias encontradas en los rectangulos posibles. El

3,8% restante expresaron que es siempre el mismo rectangulo y que s6lo cambiaba la

superficie de cultivo.
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De acuerdo con los tipos de respuesta para S2T1P1, con la posibilidad de la
aproximacion interactiva que permitié movimientos del punto D en la grafica de Geogebra
y las multiples ubicaciones de algunos puntos, se puede asegurar que la mayoria de
estudiantes identificaron y refirieron distintos rectangulos considerando aspectos como sus
dimensiones, formas y tamafios; esta accion es fundamental para la identificacion de la
dependencia entre cantidades como el ancho del rectdngulo y su &rea, como parte de la
modelacién en los Niveles situacional y Referencial, ademas, representd para lo estudiante
una nueva manera de experimentar la nocion de covariacion, posibilitando el estudio de las
areas, los cambios posibles en estas y un inicio para determinar el area maxima.

Al momento de realizarse la plenaria, un estudiante de respuesta R1 explica que al
realizarse el movimiento del punto D en la grafica de Geogebra la forma del rectangulo
cambiaba, que disminuia 0 aumentaba. Respecto a esta respuesta, algunos compafieros

complementaron que cambiaba la superficie de cultivo.

(P2) Pregunta 2: De acuerdo con la gréfica:
(P2a) Pregunta 2a: Escribe las cantidades que intervienen en la situacion.

Tabla 49
Tipos de respuesta a la situacién 2, tarea 1y pregunta 2a (S2T1P2a)

Tipos de Descripcion Frecuencia Frecue_nma
respuesta absoluta relativa
R1 Estudiantes que escribieron AB,AD y AF dando algunos

valores particulares para cada una. 8 30,8%
R2 Estudiantes que escribieron superficie libre, superficie

cultivable, ancho y largo. 3 11,5%
R3 Estudiantes que escribieron superficie libre y superficie de

cultivo. En algunos casos se dieron valores especificos de estas

0,
cantidades. 13 50%
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R4 Estudiantes que cantidades como metros, lados angulos,

o 2 7,7%
superficies.

(P2b) Pregunta 2b: Explica de qué depende la variacion de la medida del area
rectangular.

Tabla 50
Tipos de respuesta a la situacién 2, tarea 1y pregunta 2b (S2T1P2b)
Tipos de L Frecuencia Frecuencia
Descripcion i
respuesta absoluta relativa
R1 Estudiantes que escribieron que depende de mover el punto D
gue pertenece al lado AD. 3 11,5%
R2 Estudiantes que escribieron que depende de la superficie de
cultivo o de como se mueva la superficie de cultivo. 14 53,9%
R3 Estudiantes que escribieron cantidades que no correspondian a
valores relacionados con la pregunta 0 que expresaron una 9 34,6%

respuesta que no era clara y presentaba inconsistencias.

En la Tabla 49 se observa que el 42,3% de los estudiantes que resolvieron la
pregunta escribieron la mayoria de cantidades que estaban relacionadas en la misma. De
manera muy general, el 50% hicieron mencion a la superficie libre y superficie de cultivo,
pero no especificaron mas cantidades y el 7,7% indicaron metros, lados angulos,
superficies, pero no hicieron especificaciones.

De acuerdo con la Tabla 50, el 11, 5% de los estudiantes escribieron que la
variacion dependia del movimiento del punto D en la grafica de Geogebra. EI 53,9%
escribieron que depende de la superficie de cultivo o de como se mueva la superficie de
cultivo, mientras que el 34,6% restante escribieron cantidades o expresiones con
inconsistencias y que no daban cuenta de qué dependia la variacion de la medida del area

rectangular.
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En relacidn con los tipos de respuesta para S2T1P2ay S2T1P2b, en los primeros
acercamientos al reconocimiento de las cantidades y relaciones funcionales como parte del
Nivel Situacional de modelacion se puede inferir que la mayoria de estudiantes presentaron
dificultades para identificar todas las cantidades: como se observa en la Tabla 49, la
mayoria de los estudiantes daban cuenta de algunas y no precisamente las méas relevantes
para el estudio de la funcidn cuadrética, lo cual también se vio reflejado como dificultad en
las respuestas acerca de S2T1P2b, en la cual se preguntaba acerca de la relacién de
dependencia entre cantidades relevantes en la situacion a partir de los cambios en el ancho
y la variacién de la medida del &rea rectangular en la grafica Geogebra, esto en relacion con
AML de razonamiento covariacional. El siguiente estudiante expresa en su respuesta la
dependencia entre el movimiento del punto D y la variacion de la medida del area:
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llustracion 40. S2T1P2bR1

Esta descripcion es fundamental en el analisis de las relaciones de dependencia y la
posibilidad del estudio de la covariacién de las cantidades vinculadas, como evidencia de
AML.

Al momento de realizarse la plenaria, el mismo estudiante ratifico su respuesta dada
para S2T1P2a, al igual que otra comparfiera participante, los cuales escribieron los tipos de
cantidad que se trataban en la grafica. Respecto a S2T1P2b, una estudiante de respuesta R1
expres6 que “depende del movimiento del punto D, que al moverlo el ancho afecta al

rectdngulo, pues a veces aumenta y otras disminuye”. Ante algunas dudas, con todos se



175

hizo la aclaracion acerca de la importancia del movimiento del punto D y la forma como

este afectaba las otras cantidades.

(P3) Pregunta 3: Completa la Tabla 3 donde se relacionan algunas medidas del ancho
(AD), el largo (AF) y el &rea del rectangulo, segun la situacion.

Tabla 3. Tabla de medidas de la superficie rectangular.

Ancho (AD) | Largo (AF) Area
(m) (m) (m?)
1 10 10
2 9 18
3 24

7 28
5 6
6
7 28
8 3

2 18
10 1
11

Tabla 51
Tipos de respuesta a la situacion 2, tarea 1y pregunta 3 (S2T1P3)
Tipos de o Frecuencia Frecuencia
Descripcion .
respuesta absoluta relativa
R1 Estudiantes que escribieron y completaron en forma acertada
todos los valores faltantes en la tabla. 20 7%
R2 Estudiantes que escribieron y completaron en forma acertada

0,
la mayoria de valores faltantes en la tabla. 6 23%




176

De acuerdo con la Tabla 51, el 77% de los estudiantes completaron en forma
acertada la totalidad de los valores faltantes en la tabla. EI 23% restante completaron la
mayoria de los valores faltantes.

En relacidn con las respuestas para S2T1P3, a partir del Nivel Referencial de
modelacién en el cual se completo un registro tabular de la situacion, se puede observar que
los estudiantes consideraron las cantidades registradas, los distintos valores presentes y los
cambios anotados; por tanto, es posible aseverar que la mayoria de estudiantes tuvo un
avance en la comprension de las relaciones de dependencia entre el largo, el ancho y el area
en la situacion como parte de otra forma de aproximarse a la covariacién entre las
cantidades indicadas, dando cuenta de AM1 de razonamiento covariacional.

En la plenaria, una estudiante de respuesta R1 expresé las medidas con las cuales
habia completado los valores faltantes en la tabla y otros estudiantes comentaron que la

habian completado de la misma manera.

(P4) Pregunta 4: A partir de la informacion en la tabla: L
(P4a) Pregunta 4a: Describe como cambia la medida del ancho AD

Tabla 52
Tipos de respuesta a la situacion 2, tarea 1y pregunta 4a (S2T1P4a)

Tipos de Frecuencia Frecuencia

Descripcion .
respuesta P absoluta relativa
R1 Estudiantes que describieron que la medida del ancho

AD que va’fiur‘l‘lentando un ce?t}}netro , “sumando de 12 46,1%
uno en uno” o “cada vez una mas”.
R2 Estudiantes que describieron que la medida del ancho
AD se [’)’uede hacer mas grande” o “va aumentando cada 6 23.1%
v€z mas .
R3 Estudiantes que describieron que “cada vez que se

mueve el punto D’ 2 7,7%




R4

Estudiantes que en su descripcion no expresaron con
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I 0,
claridad y coherencia el cambio de AD. 6 23,1%
(P4b) Pregunta 4b: Describe la forma como cambia el area.
Tabla 53
Tipos de respuesta a la situacién 2, tarea 1y pregunta 4b (S2T1P4b)
Tipos de Descripcion Frecuencia Frecue_nua
respuesta absoluta relativa
R1 Estudiantes que describieron que el area primero
aumenta y luego disminuye, especificando que los
aumentos se van reduciendo de a 2m? hasta llegar a 0
) . 2 7,7%
30m* y en las reducciones se hacen cada vez mayores
en la misma medida.
R2 Estudiantes que describieron que el &area aumenta,
debido al ancho, hasta cierto punto, pero después 6 2304
empieza a mermar o disminuir.
R3 Estudiantes que describieron que “cada vez que se
aumenta se restan 2”. 2 7,7%
R4 Estudiantes que describieron que parte de los cambios
del &rea es que aumenta y disminuye. Algunos acuden a
expresiones en relacion a la grafica de geogebra, como 16 61.6%

9

“cada vez que se va anchando forma un cuadrado”, “el
area cambia de largo y de ancho cuando el angulo AD se
mueve”.

De acuerdo con la Tabla 52, se puede observar que el 69,2% identificaron y

expresaron el aumento del ancho AD. El 7,7% tuvieron en cuenta los movimientos del

punto D en Geogebra para encontrar una relacion con los cambios del ancho en la tabla y el

23,1% presentaron inconsistencias en la explicacion de los cambios de la cantidad en

cuestion.

En la Tabla 53, el 30,7% de los estudiantes realizaron una descripcién apropiada de

los cambios de la medida del area. Un 7,7% solo hizo referencia a los aumentos del area y

la forma como el cambio de su medida se reduce en dos, mientras que el restante 61,6%
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acudi6 a describir cambios de aumento y reduccion del area, pero sin especificar orden
alguno, el momento en que se presenta el cambio o empleando algunas expresiones que no
son claras.

Una de las respuestas de tipo R1 para S2T1P4a, da cuenta del sentido y la cantidad

del cambio del ancho:
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lHustracion 41. S2T1P4aR1

A partir de esta respuesta se evidenci6 la continuidad del trabajo por parte de
algunos estudiantes, el analisis del cambio llevado a cabo en la situacién 1 —y que en esta
situacion se refleja en los primeros analisis de distintos registros en forma simultanea
(tabular y gréfico)—, la identificacién de la cantidad dependiente e independiente, las
regularidades y la variacidn, todo esto como parte del Nivel Referencial de modelacion. De
acuerdo con los resultados de las respuestas para S2T1P4a y S2T1P4b es posible afirmar
que mas de la mitad de los estudiantes describid con facilidad los cambios —aumentos— que
se iban presentando en el ancho AD pero no sucedi6 lo mismo en la descripcion del cambio
de la medida del area donde menos de la mitad de los estudiantes tuvo una mejor
comprension del cambio presente al describir el aumento y disminucion del area en relacion
con el cambio del ancho; estas acciones son indispensables y permiten registrar algunos
casos de AML1 al desarrollar la pregunta.

En la plenaria, en relacién con S2T1P4a, una estudiante de respuesta R1 expresé
que la medida iba de “1 en 17 y otro estudiante de respuesta R2 le complementa diciendo
que “iba aumentando”. En relacion con esto el docente les pregunt6 que si en la grafica se

podia hacer disminuir la medida y ellos respondieron en forma afirmativa. Respecto a
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S2T1P4b, un estudiante de respuesta R4 expresd que “cambia con respecto a como se
mueve el AD, midiendo bien se puede sacar un buen espacio o al contrario hacer el area
mas pequeiia”. El docente interviene preguntando si “el area siempre iba aumentando o de
lo contrario iba disminuyendo”, ante lo que varios estudiantes contestan que las dos cosas y
un estudiante de respuesta R2 explico que “el area va aumentando hasta cierto punto y de

ahi ya va disminuyendo”.

(P5) Pregunta 5: De acuerdo con los datos en la tabla: L
) (P5a) Pregunta 5a: Representa en un plano cartesiano la relacién ancho AD vs
Area de la superficie.

Tabla 54
Tipos de respuesta a la situacion 2, tarea 1 y pregunta 5a (S2T1P5a)
Tipos de L Frecuencia Frecuencia
Descripcion i
respuesta absoluta relativa
R1 Estudiantes que representaron los puntos de acuerdo con

las coordenadas a partir de la relacion ancho AD vs Area

de la superficie en el plano cartesiano y trazaron una

curva suave que pasa por los puntos. Esta representacion 2 7,7%
fue aceptable respecto a las escalas en el plano

cartesiano.

R2 Estudiantes que representaron los puntos de acuerdo con
las coordenadas de la relacion ancho AD vs Area de la
superficie en el plano cartesiano y trazaron una curva
suave que pasa por los puntos. Esta representacion 1 3,8%
presentd algunas dificultades relacionadas con las
escalas en el plano.

R3 Estudiantes que representaron los puntos en el plano
cartesiano de acuerdo con las coordenadas de la relacion
ancho AD vs Area de la superficie. Esta representacion

. X 4 15,4%
conservd aspectos aceptables relacionados con las
escalas en el plano.
R4 Estudiantes que representaron los puntos en el plano
cartesiano de acuerdo con las coordenadas de la relacion
19 73,1%

ancho 4D vs Area de la superficie. Esta representacion
present6 varias dificultades relacionadas con las escalas
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en el plano y que afectaban notablemente la forma y
percepcion de la gréfica.

(P5b) Pregunta 5b: Explica la forma de la gréafica que dibujaste.

Tabla 55
Tipos de respuesta a la situacion 2, tarea 1 y pregunta 5a (S2T1P5b)

Frecuencia Frecuencia

Tipos de Descripcién
respuesta P absoluta relativa
R1 Estudiantes que explicaron que la forma es como una

curva. 4 15,4%
R2 Estudiantes que explicaron que la forma “es un

tridngulo”, “una montafia” o “una piramide”. 14 53,8%
R3 Estudiantes que escribieron que la forma de la grafica era

“como una escalera”. 6 23,1%
R4 Estudiantes que no especificaron la forma de la gréfica 9 7.7%

de manera clara y coherente.

(P5c) Pregunta 5¢: Escribe las medidas del ancho AD o dominio, con las que sean
posibles superficies rectangulares.

Tabla 56
Tipos de respuesta a la situacion 2, tarea 1y pregunta 5¢ (S2T1P5c¢)

Frecuencia Frecuencia

Tipos de Descripcion
respuesta absoluta relativa
R1 Estudiantes que escribieron que las medidas del ancho

para que se den superficiesson 1, 2, 3, 4,5, 6, 7, 8, 9, 10. 24 92, 3%
R2 Estudiantes que escribieron que las medidas del ancho

para gque se den superficies son algunos como lo valores 2 7,7%

pares o “del 1 al 5y del 7al 10”.

De acuerdo con la Tabla 54 el 11,5% de los estudiantes realizaron una
representacion de los puntos en el plano, de acuerdo con la informacion en la tabla, y
trazaron una curva suave que pasaba por los puntos. El 88,5% hicieron una representacion

unicamente de los puntos, sin efectuar el trazo suave de la curva; de estos el 15,4% graficd
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de manera aceptable las escalas en el plano y el otro 73,1% present6 dificultades en este

aspecto.
En la Tabla 55, el 15,4% manifestaron que la grafica obtenida a partir de los puntos

representados en el plano cartesiano era como una curva, el 53,8% expresaron que tenia

forma de pirdmide, tridngulo o montafia. El resto de estudiantes expresaron formas que

distaban de la gréfica correspondiente.
De acuerdo con la Tabla 56, el 92,3% de los estudiantes indicaron valores enteros

del dominiocomo 1, 2,34, 5, 6,7, 8,9y 1° y que es posible obtener una superficie de

cultivo mientras que el 7,7% indicaron algunos intervalos o casos particulares de la medida

del ancho.
Respecto a la graficacion y las descripciones, una estudiante con respuesta R1 para

S2T1P5b, a pesar de no haber dibujado una linea curva suave, obteniendo una respuesta R3

para S2T1P5a, realiza una descripcion que asemeja esta forma de acuerdo con la ubicacién
de los puntos, como se observa en la gréfica dibujada:
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lHustracién 42. S2T1P5aR3 y S2T1P5bR1



182

De otro lado, un estudiante que dio respuestas de tipo R1 para S2T1P5a, S2T1P5b y
S2T1P5c, da cuenta de avances importantes en la graficacion covariacional, considerando

las cantidades relacionadas:
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lustracion 43.52T1P5aR1 y S2T1P5bR1

En el Nivel Referencial del proceso de modelacion, de acuerdo con las respuestas
para S2T1P5a, en las primeras aproximaciones a la representacion gréfica de la relacion
entre el ancho y el area de la superficie de cultivo, se evidencia que los estudiantes se
encontraron con dificultades para realizar una representacion en el plano de la relacion,
para ubicar puntos a partir de sus coordenadas y, en un orden mayor, la posibilidad de
Ilegar a trazar una curva suave que pasara por los puntos, como parte de AM1 de
razonamiento covariacional en el nivel N1. En las respuestas para S2T1P5b se mantuvo la
dificultad para identificar la forma curva que podia trazar a partir del orden de los puntos y
por eso se presentd tanta diversidad de apreciaciones y respuestas, registrandose solo
algunas en relacion con AM1 y alejandose en la mayoria de ellas de la forma “curva” de la
parabola en cuestion, como parte fundamental del reconocimiento de las propiedades de la

funcién cuadratica presente. Por ultimo, a partir de las respuestas para S2T1P5c es también
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posible aseverar que, aunque hubo dificultades para precisar la curva, la mayoria de
estudiantes identificaron suficientes valores del dominio que daban la posibilidad de una
superficie de cultivo y, en relacion con esto, identificar cuales no permitian una superficie
de cultivo, como parte del reconocimiento de las propiedades de la funcion en cuestion y la
justificacion de algunos comportamientos asociados a AM1 y AM2 de razonamiento
covariacional.

En la plenaria, en relacion con S2T1P5a, el docente hizo énfasis en dialogar y
preguntar a los estudiantes acerca de cdmo eran los cambios que se iban presentando en la
gréafica cartesiana, a lo que respondieron algunos estudiantes que en el gréafico el ancho iba
aumentando y que el area aumentaba hasta cierto punto y posteriormente disminuia.
Respecto a S2T1P5b, un estudiante con respuesta R2 ratificé que la forma que le dio era un
triangulo, mientras que una estudiante con respuesta R3 expreso que se le formé una
escalera y con un gesto de las manos explico que iba como una escala; otra compafiera
expreso que también obtuvo como una escalera, mientras que un estudiante con respuesta
R4 explicd que le dio como una curva, haciendo un gesto de curva sobre la copia donde

estaba la grafica, distando del tipo de respuesta que habia registrado en forma escrita.

Ahora abre el archivo denominado Tarea 1b en el cual se presenta y se relacionan
una gréfica cartesiana y una ilustracion de la situacién. Ten en cuenta la informacion para
desarrollar los siguientes puntos.

(P6) Pregunta 6: Elige y mueve con el cursor el punto D2 (representa los valores
posibles para AD) de tal manera que se generen distintas medidas. Atendiendo la grafica
responde:

(P6a) Pregunta 6a: Indica como varia AF cuando AD aumenta o disminuye su
valor
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Tabla 57
Tipos de respuesta a la situacion 2, tarea 1 y pregunta 6a (S2T1P6a)

Tipos de Frecuencia Frecuencia

Descripcién i
respuesta _ ___ absoluta relativa
R1 Estudiantes que escribieron que cuando AD aumenta AF

disminuye y si AD disminuye, entonces AF aumenta. 7 26,9%
R2 Estudiantes que escribieron que “cuando el ancho de la figura

aumenta el largo disminuye cada vez que se mueve el ancho”. 1 3,8%
R3 Estudiantes que escribieron que “cambia de area cada vez

cuando AF disminuye si el ancho AD aumenta en el area pero

— . " 3 11,5%

AF va disminuyendo de 1 en 1.
R4 Estudiantes que escribieron que cuando AD aumenta AF 15 57.8%

disminuye y si AF aumenta, entonces AD disminuye.

(P6b) Pregunta 6b: Explica por qué a rectangulos con dimensiones distintas (largo
y ancho) corresponden areas iguales.

Tabla 58
Tipos de respuesta a la situacion 2, tarea 1 y pregunta 6b (S2T1P6b)

Tipos de Descrincion Frecuencia Frecuencia
respuesta P absoluta relativa
R1 Estudiantes que escribieron “porque a la medida que el ancho
o largo disminuye el contrario aumenta lo que se disminuyd en
. . o 1 3,8%
la otra medida por eso da la misma area”.
R2 Estudiantes que escribieron que se multiplica el largo por el
ancho, pero siempre da el mismo resultado. 10 38,5%
R3 Estudiantes que escribieron un caso especifico, por ejemplo
que cuando AF esté en 7 y AD esta en 4 y lo mismo seria si 6 23.1%
AD esta en 7 y AF estd en 4. No se especifica mas en la ’
argumentacion.
R4 Estudiantes que escribieron respuestas incompletas, que no
responden el asunto de areas iguales o que presentan 9 34,6%

inconsistencias.

(P7) Pregunta 7: Explica como se relacionan las medidas de AD, AF y el area de la
superficie rectangular.
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Tabla 59
Tipos de respuesta a la situacion 2, tarea 1y pregunta 7 (S2T1P7)
Tipos de o Frecuencia Frecuencia
Descripcion .
respuesta _ absoluta relativa
R1 Estudiantes que escribieron que la medida de AF disminuye
cuando AD aumenta y el &rea aumenta. 1 3,8%
R2 Estudiantes que escribieron que AF disminuye cuando AD
aumenta o si AD disminuia entonces AF aumentaba y en
relacion a esto el &rea unas veces aumentaba y otras disminuia 5 19 2%
0 que el area unas veces se volvia pequefia y otras veces ’
grande.
R3 Estudiantes que escribieron que cuando se multiplican el
ancho y el largo se puede obtener la medida del area. 5 19,2%
R4 Estudiantes que escribieron que cuando AF disminuye
entonces AD aumenta 0 AD disminuye cuando AF aumenta.
No se especifica la relacién con el area de la superficie de 7 26,9%
cultivo.
R5 Estudiantes que escribieron formas de relacionarse que no

8 30,9%
eran claras o coherentes con la pregunta.

De acuerdo con la Tabla 57 el 42,2% identificaron una relacion de dependencia
entre AD y AF . El 57,8% restante al principio parecia que comprendian la dependencia
pero en el complemento de su respuesta no se evidencio tal cosa, expresando que cuando
AD aumenta AF disminuye y si AF aumenta, entonces AD disminuye.

En la Tabla 58 el 65,4% de los estudiantes respuestas aceptables para S2T1P6b. De
estos, el 3,8% expresaron que a la medida que el ancho o largo disminuye el contrario
aumenta lo que se disminuyd en la otra medida, el 38,5% enunciaron que se multiplica el
largo por el ancho, pero siempre da el mismo resultado y el 23,1% acudiendo a un caso
particular: Cuando AF estd en 7'y AD esta en 4 y lo mismo seria si AD esta en 7 y AF esta
en 4. El 34,6% restante no explicaron de manera clara la relacion entre las dos cantidades o

presentaron inconsistencias en sus respuestas.
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De acuerdo con la Tabla 59, el 42,2% de los estudiantes relacionaron las tres
cantidades en cuestion. De estos, el 3,8% expresé que AF disminuye cuando AD aumenta y
el area aumenta, mientras que el 19,2% manifestd que AF disminuye cuando AD aumenta
o si AD disminuia entonces AF aumentaba y en relacion a esto el rea unas veces
aumentaba y otras disminuia; el 19,2% restante hizo énfasis en el procedimiento para
realizar el calculo, expresando que cuando se multiplican el ancho y el largo se puede
obtener la medida del area. El 26,9% consideré solo la medida del ancho para la
comparacion y el 30,9% expreso respuestas que presentaban inconsistencias o no eran
claras.

Respecto a S2T1P6a, una estudiante expreso de manera apropiada la relacion de

dependencia entre AF y AD:

0-
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llustracion 44. S2T1P6aR1

Posteriormente, la respuesta para S2T1P7 de la misma estudiante, fue la siguiente:
N\ N NS 2 ONNER
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lHustracion 45. S2T1P7R2

De esta respuesta se puede inferir la comprension de la relacion de dependencia
entre AF y AD y el area, pero falta especificar aspectos relacionados con las partes del
dominio en donde el area se “volvia pequefia” o “grande”. En relacion con las respuestas

sobre S2T1P6a, S2T1P6b y S2T1P7, se puede inferir que mas de la mitad de los estudiantes
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exhibe dificultades considerables para establecer con claridad la relacion entre el ancho AD,
el largo AF y el area de la superficie rectangular (superficie de cultivo), como parte de la
evidencia de AM1y AM2 de razonamiento covariacional, en el Nivel Referencial de
modelacion. En las respuestas sobre S2T1P6a menos de la mitad de estudiantes dieron
cuenta de manera aceptable de la relacion entre AD y AF, pero cuando en S2T1P6b se
preguntd sobre la situacion especifica de areas de igual medida con medidas diferentes de
sus lados, dieron buena cuenta cuando la mayoria respondié de manera véalida el porqué de
la situacion; sin embargo, en las respuestas para S2T1P7, donde se solicita analizar las
relaciones de las medidas entre las tres cantidades, la mayoria de estudiantes muestra no
comprender la relacion de manera clara, lo cual registra la ausencia de claridad en AM2.

En la plenaria, en relacién con S2T1P6a, una estudiante de respuesta R1 expresé
que “AF disminuye cuando AD aumenta y AF aumenta cuando AD disminuye”, mientras
que otra estudiante de respuesta R4 expreso que “varia cuando AD disminuye y AF
aumenta y cuando AF disminuye el AD aumenta”. Ante estas respuestas se aclaré que quien
cambiaba de primero era la medida de AD y no como mencionaban algunos que era AF,
con el proposito de ir identificando la variable independiente y las dependientes. Respecto a
S2T1P6b, un estudiante de respuesta R2 expreso que “se multiplica el ancho por el largo,
pero da el mismo resultado”, mientras que otra de respuesta R3 respondi6 con un caso
particular, en el cual se mostraba que cambiaba las medidas del ancho y largo y daba la
misma medida del area. Para S2T1P7, una estudiante de respuesta R3 expreso que
“multiplicando el AD y el AF se sacan las medidas del 4rea”, posteriormente el docente
hace énfasis en preguntar como son los cambios en las tres cantidades, a lo cual un

estudiante de respuesta R2 respondié que “cuando la medida de AF disminuye, la medida
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de AD aumenta. Ningun otro estudiante expresd el cambio relacionado de las tres

cantidades.

(P8) Pregunta 8: Con la ayuda de las graficas de Geogebra, Anay su compariera
Karen, estudiantes de un grado superior, discuten acerca del area maxima posible. Ana
plantea que esta se obtiene cuando AD = 6m, mientras que Karen asegura que es cuando
AF = 6m. Indica un proceso mediante cual podrias demostrar quién tiene la razon.

Tabla 60
Tipos de respuesta a la situacion 2, tarea 1 y pregunta 7 (S2T1P8)

Tipos de Frecuencia Frecuencia

respuesta Descripeion absoluta relativa
R1 Estudiantes que escribieron ninguna tiene la razon porque el
area maxima — punto maximo del area o &rea mayor se obtiene
cuando AD y AF son iguales, cuando miden 5,5 m cada uno. 11 42,3%
Algunos expresaron que se obtiene el “area total”.
R2 Estudiantes que escribieron el area méxima se obtiene cuando
AD y AF tienen las mismas medidas, cuando miden 5,5 m 0
4 15,4%
cada uno.
R3 Estudiantes que escribieron que ninguna de las dos tiene la
razon, pero su argumentacion no es clara y presenta 8 30.8%
inconsistencias.
R4 Estudiantes que escribieron que Ana tiene la razén, pero su 3 11.5%

argumentacion no es clara y coherente.

De acuerdo con la Tabla 60, el 57,7% de los estudiantes identificaron y escribieron
la medida exacta de AD y AF para obtener el area maxima. El 30,8% manifest que
ninguna de las dos tiene la razon, pero su argumentacion presenta inconsistencias y no es
claray el restante 11,5% expresé que Ana tiene la razon.

Al respecto, una estudiante expreso que solo se obtenia el drea maxima o “grado

mayor” cuando se presentan las condiciones:
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llustracion 46. S2T1PSR1

De acuerdo con estos tipos de respuesta para S2T1P8, mas de la mitad de los
estudiantes respondieron que ninguna tenia razén, ademas, indicaron las medidas exactas
de AD y AF para obtener el area maxima (vértice), por tanto, se puede afirmar que la
mayoria identificaron y registraron las medidas de AD y AF, requisito para alcanzar el area
maxima, y aspecto clave en esta situacion problema de optimizacion cuya pregunta central
plantea este interrogante como proposito de estudio y en el reconocimiento de las
propiedades de la parabola en relacion con la situacion estudiada, como parte del Nivel
Referencial de modelacion.

En la plenaria, una estudiante de respuesta R1 expresé que ninguna tiene la razon,
porgue cuando ubicaron en la grafica AF = 6 no obtuvieron un “grado superior”, tampoco
cuando ubicaron AD = 6 obtuvieron un grado superior. Al indagarsele a si se referia con
“grado superior” al d&rea maxima, ella respondid afirmativamente; expreso que el area

méaxima solo se obtenia cuando AF = 5,5 ya que se obtenia un area de 30,25 m?2.

(P9) Pregunta 9: Atendiendo la grafica cartesiana,

(P9a) Pregunta 9a: Escribe como cambian los valores en el eje y cuando cambian
los valores en el eje x antes del punto maximo de la curva.




Tabla 61

Tipos de respuesta a la situacion 2, tarea 1 y pregunta 9a (S2T1P9a)
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Tipos de o Frecuencia Frecuencia
Descripcion .
respuesta absoluta relativa
R1 Estudiantes que escribieron que los valores en el eje y van
aumentando y en el ejex también hasta llegar al punto
maximo, luego los valores en el eje y empiezan a disminuir y 9 34,6%
en el eje x siguen aumentando.
R2 Estudiantes que escribieron que los valores en el eje y van
aumentando y en el ejex también hasta llegar al punto 1 3.8%
maximo, luego los valores en el eje x van disminuyendo. ’
R3 Estudiantes que escribieron que los valores en el eje y van
aumentando cuando en el eje x van disminuyendo. 9 34,6%
R4 Estudiantes que escribieron que cuando el eje x aumenta el 7 27%

eje y va mermando.

(P9b) Pregunta 9b: Escribe como cambian los valores en el eje y cuando cambian

los valores en el eje x después del punto maximo de la curva.

Tabla 62

Tipos de respuesta a la situacion 2, tarea 1y pregunta 9b (S2T1P9b)

Tipos de Descripcion Frecuencia Frecue_nma
respuesta absoluta relativa
R1 Estudiantes que escribieron que los valores del ejey van

disminuyendo cuando los valores del eje x van aumentando. 11 42,3%
R2 Estudiantes que escribieron que los valores del eje y van

disminuyendo, pero el complemento de su respuesta 1 3.8%

presentaba inconsistencias. ’
R3 Estudiantes que escribieron que los valores cambian, pero la

argumentacion sobre los cambios presenta inconsistencias o 14 53,9%

no es clara, o no respondieron la pregunta.

De acuerdo con la Tabla 61, el 73% describieron de manera acertada el aumento de

los valores en el eje y cuando cambian los valores en el eje x antes del punto maximo. El

34,6% manifesto que los valores en el eje y van aumentando cuando en el eje x van

disminuyendo. EI 27% expresaron que cuando el eje x aumenta el eje y va mermando.
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De acuerdo con la Tabla 62, el 46,1% describieron la disminucién de los valores en
el eje y cuando cambian los valores en el eje x después del punto maximo. El 53,9%
escribieron que habia un cambio en los valores en el eje y pero su argumentacion
presentaba inconsistencias.

El estudiante realizo una descripcion general del comportamiento de las cantidades,
como se observa a continuacion:
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llustracion 47. S2T1P9aR1

En la respuesta para S2T1P9a se observa que el estudiante expresa el sentido de los
cambios e incluso identifica el punto méaximo, pero al parecer no refleja apropiadamente en
su respuesta la dependencia entre las cantidades.

En el Nivel Referencial del proceso de modelacion desarrollado hasta el momento y
de acuerdo con estos tipos de respuesta para S2T1P9a, se puede inferir que més de la mitad
de los estudiantes describieron de manera acertada el comportamiento del cambio de los
valores en el eje y antes del punto maximo, sin embargo, en cuanto a la coordinacién
simultanea de los cambios de los valores en el eje y y en el eje x se observan imprecisiones
y menos de la mitad de los estudiantes describen de manera congruente la covariacion de
las cantidades analizadas en la pregunta, como parte de AM1y AM2 de razonamiento
covariacional. Para el caso de S2T1P9b, el porcentaje de la comprension del cambio de los
valores en el eje y después del punto méximo es menor que en S2T1P9a y hay mayor

dificultad para precisar en la descripcion correcta de la covariacion sefialada en la pregunta;
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lo anterior da cuenta de solo algunos registros de AM1 y AM2 en el anélisis de la
covariacion presente en graficas de la situacion.

En la plenaria, respecto a S2T1P9a, una estudiante de respuesta R3 expresé que “los
valores del eje y van aumentando cuando el eje x va disminuyendo”. Ante la anterior
afirmacion se les pregunto a todos como era el movimiento, a lo que algunos estudiantes
respondieron con incertidumbre respecto al cambio de x, pues expresaban que los valores
iban disminuyendo. Al preguntarseles si “aumentaban los dos”, varios estudiantes
respondieron que no. En relacion con S2T1P9b, una estudiante de respuesta R3 manifestd
“que cuando y aumentaba hasta el punto maximo que era 30, después comenzaba a

disminuir, mientras que x seguia aumentando”.

(P10) Pregunta 10: Si x representa cualquier valor que puede tomar AD,

(P10a) Pregunta 10a: Escribe una expresion que permita calcular la medida de AF
en relacion con AD (x).

Tabla 63
Tipos de respuesta a la situacion 2, tarea 1y pregunta 10a (52T1P10a)

Tipos de S Frecuencia Frecuencia
Descripcion .
respuesta absoluta relativa
R1 Estudiantes que escribieron la expresion 11 — x o5 96.2%
R2 Estudiantes que no respondieron la pregunta. 1 3,8%

(P10b) Pregunta 10b: Utiliza la expresion encontrada anteriormente para calcular
el largo del rectangulo si x = 2.5.

Tipos de S Frecuencia Frecuencia
Descripcion .
respuesta absoluta relativa
R1 Estudiantes que sustituyeron el valor de x =2,5 en la
expresion obtenida en la pregunta anterior, de la siguiente 24 92,3%

manera: 11 — 2,5 = 8,5
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R2 Estudiantes que no respondieron la pregunta. 2 7,7%
Tabla 64
Tipos de respuesta a la situacion 2, tarea 1y pregunta 10b (S2T1P10b)
(P10c) Pregunta 10c: Escribe una expresion que permita calcular el area de
cualquier superficie rectangular en la situacion, en relacion con AD (x).
Tabla 65
Tipos de respuesta a la situacion 2, tarea 1y pregunta 10c (S2T1P10c)
Tipos de Descrincion Frecuencia Frecuencia
respuesta P absoluta relativa
R1 Estudiantes que escribieron una expresion de la forma x. 11 —
x 6 23,1%
R2 Estudiantes que escribieron una expresion de la forma x. 11 5 10.2%
R3 Estudiantes que escribieron una expresion de la forma 11 — x 10 38,50
R4 Estudiantes que escribieron una expresion de la forma 11. x — 5 19.2%

x 0 no respondieron la pregunta.

De acuerdo con la Tabla 63, el 96,2% de los estudiantes escribieron acertadamente

la expresion algebraica 11 — x que permitia calcular la medida de AF en relacion con AD

(x). El 3,8% no respondid la pregunta.

En relacion con la Tabla 64, el 92,3% emplearon correctamente la expresion 11 — x

escrita en S2T1P10a para calcular el largo para el valor de x indicado en la pregunta. El

7,7% no respondio la pregunta.

De acuerdo con la Tabla 65, el 23,1% escribieron una expresion de la forma x. 11 —

x. EI 57,7% escribieron una expresion relacionada con la forma correcta, pero estaba

incompleta y el 19,2% registraron expresiones que no correspondian a lo solicitado, o no

respondieron la pregunta.
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La siguiente estudiante expresé respuestas R1 — modelos y procedimientos para

S2T1P10a, S2T1P10b y S2T1P10c, de la siguiente manera:
0% o= (Tl-?‘x) CIRNA
¥ SO (1‘(—%5} < &5 ss \Q\%Q

lustracion 48. S2T1P10a, S2T1P10b y S2T1P10c

- 4wt

De acuerdo con estos tipos de respuesta para S2T1P10a se puede constatar el
proceso de modelacion, en el Nivel Referencial, de una expresion util para determinar el
largo (v), dado el ancho (x), mostrando cierta comprension de la variable independiente y
de la dependiente, ademas, en S2T1P10b se trabaja con el modelo en un caso particular.
Para el caso de las respuestas sobre S2T1P10c la situacion es diferente ya que menos de la
mitad de los estudiantes desarroll6 el modelo de la situacion, considerando la mayor
complejidad que este tenia, proceso en el cual se registraron dificultades similares para
obtener el modelo de la funcion cuadréatica en la situacion 1, que para este caso permite
calcular la medida del area de cultivo dado un ancho para 0 < x < 11.

En la plenaria, respecto a S2T1P10a, un estudiante de respuesta R1 indicd que
escribid la expresion 11 — x, argumentando que 11 es la medida total del largo y x puede
representar cualquier nimero para calcular. La mayoria de estudiantes levant6 la mano
cuando se les consult6 si también habian escrito esta expresion. En relacién con S2T1P10b,
un estudiante de respuesta R1 respondio que con el valor llevé a cabo unaresta 11 — 2,5,
dando como resultado 8,5m. Para las respuestas de S2T1P10c, una estudiante de respuesta
R2 manifestd que escribid la expresion x. 11, algunos compafieros expresaron que habian
escrito lo miso. Una estudiante de respuesta R1 expreso que habia escrito x. 11 — x,

mientras que otra de respuesta R3 expresé que habia escrito 11 — x. En esta respuesta se
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observaron distintos tipos de respuesta y poca claridad respecto a la forma final de la

expresion.

(P11) Pregunta 11: Camila y Pedro son estudiantes que participan en el proyecto.
Camila afirma que el &rea de la superficie rectangular se puede calcular a partir de la
expresion x(11 — x), por su parte Pedro afirma que el calculo de dicha &rea se puede
calcular a partir de la expresion 11x — x2. Analiza la validez de estas afirmaciones para
identificar quién tiene la razén y explica por qué.

Tabla 66
Tipos de respuesta a la situacion 2, tarea 1y pregunta 11 (S2T1P11)
Tipos de L Frecuencia Frecuencia
Descripcion i
respuesta absoluta relativa
R1 Estudiantes que escribieron que estaban de acuerdo con
Camila, argumentando que esa expresion sirve para calcular
una superficie rectangular y la x seria cualquier medida en los 18 69,2%

11m de la figura.

R2 Estudiantes que escribieron que Camila no tenia razéon y
emplean un caso particular se demostracion “x(11 —x) =
4(11 — 4) = 40”, pero que Pedro si la tiene “11x — x? = 6 23,1%
11.5 - (5)?2 =30

R3 Estudiantes que no escribieron quien tenia la razén y 5 7.7%

estudiantes que no respondieron la pregunta.

De acuerdo con la Tabla 66, al trabajar con el modelo de la situacion expresado de
dos maneras, el 69,2% de los estudiantes escribieron que la razon la tenia el modelo
presentado por Camila “x(11 — x)”. El 23,1% expreso, por lo contrario, que la razon la
tenia Pedro “11x — x2”. E1 7,7% no especifico quien tenia la razén o no respondieron.

En relacion con los tipos de respuesta para S2T1P11 se puede afirmar que el grupo
de estudiantes mostro dificultades respecto a una parte importante del proceso de
modelacion en el Nivel Referencial en el trabajo con el modelo de, al no argumentar con
claridad para indicar que los dos modelos presentados corresponden al mismo proceso en

diferentes etapas, lo que es coherente con los resultados evidenciados en S2T1P10c en los
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cuales hubo dificultades para desarrollar el modelo principal para calcular el area de la
superficie rectangular.

En la plenaria, una estudiante de respuesta R2 expresé que Pedro tenia la razén,
argumentando que al hacer el resultado con Pedro si les dio un resultado correcto después
de sustituir, mientras que con la expresién de Camila no obtuvieron el valor correcto
después de sustituir. En su respuesta se observaron errores en el procedimiento. Por el
contrario, una estudiante de respuesta R1 manifesté que Camila tenia la razon, pero al
preguntarsele indicé que no llevd a cabo ningan célculo para verificar. Otro estudiante
manifestd que Pedro tenia la razon, pero tampoco llevé a cabo ningin procedimiento o
calculo. Al indagarse al grupo solo pocos estudiantes llevaron a cabo un célculo y de
acuerdo con esto el docente les indico la necesidad de que en estos casos se cumpla con el

procedimiento del calculo.

(P12) Pregunta 12: Si el ancho de uno de los rectangulos es x = 7 y el de otro es
x =4,

(P12a) Pregunta 12a: Emplea las expresiones anteriores y calcula el largo para
cada caso.

Tipos de Descrincion Frecuencia Frecuencia
respuesta P absoluta relativa
R1 Estudiantes que escribieron que si x = 7, entonces y = 4y si
x =4, entonces y = 7. Para ello realizaron célculos al 2 7.7%
respecto.
R2 Estudiantes que escribieron que da la misma medida que x =
7y x =4 por AD y AF. No escribieron ningun calculo al 15 57.7%
respecto.
R3 Estudiantes que realizaron procedimientos que no
desarrollaron apropiadamente o que no correspondian a la 9 34,6%

respuesta y estudiantes que no respondieron la pregunta.
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Tabla 67
Tipos de respuesta a la situacién 2, tarea 1y pregunta 12a (S2T1P12a)

(P12b) Pregunta 12b: Escribe una reflexion sobre las respuestas obtenidas.

Tabla 68
Tipos de respuesta a la situacién 2, tarea 1y pregunta 12b (S2T1P12b)

Tipos de L Frecuencia Frecuencia
Descripcion i
respuesta absoluta relativa
R1 Estudiantes que escribieron que la tabla de medidas ya
trabajada ya habia dado a conocer las medidas de la superficie
13 50%
rectangular que representaba x.
R2 Estudiantes que escribieron que Pedro tenia la expresion
correcta y Camila no. 1 3,8%
R3 Estudiantes que escribieron que se debia hace una resta o
multiplicacion. 1 3,8%
R4 Estudiantes que no respondieron la pregunta. 11 42,4%

De acuerdo con la Tabla 67, el 7,7 % de los estudiantes escribieron que si x = 7,
entonces y = 4 ysi x = 4, entonces y = 7, realizando célculos al respecto. EI 57,7%
escribieron que da la misma medidaque x =7y x = 4 por AD y AF; el 34,6% restante
Ilevaron a cabo procedimientos que no tenian relacion con la respuesta o no respondieron la
pregunta.

De acuerdo con la Tabla 68, el 50% expresé que la tabla de medidas ya trabajada
habia dado a conocer las medidas del ancho, el largo y el area de las superficies
rectangulares posibles relacionadas con x. El 3,8% manifestd que Pedro tenia la expresion
correcta y Camila no, y otro 3,8% escribieron que se debia hacer una resta o multiplicacion,
pero no especificaron en qué parte se debia realizar. El restante 42,4% no respondio la

pregunta.
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En el Nivel Referencial de modelacién y en relacion con los tipos de respuesta para
S2T1P12ay S2T1P12b, se puede afirmar que la mayoria de estudiantes mantiene la
dificultad al trabajar con el modelo algebraico de la situacion para valores especificos de la
variable independiente; de igual modo se puede notar que el manejo del modelo de la
funcion cuadrética asociado a la situacion no cumple el proposito deseado para todos los
estudiantes, por tanto, las conclusiones que se podian obtener respecto a la situacién no
eran precisas de acuerdo con las condiciones iniciales.

En la plenaria, respecto a S2T1P12a, solo algunos estudiantes levantaron la mano al
indagarseles al respecto de si habian realizado calculos. Un estudiante de respuesta R2 no
supo qué contestar cuando se le cuestiond acerca de la pregunta, una estudiante de
respuesta R1 indicd que habian realizado un célculo, pero que no les habia dado; en esta
pregunta el grupo no mostré claridad al momento de responder. Respecto a S2T1P12b, un
estudiante de respuesta R3 ratificd su respuesta dada, mientras que un estudiante de
respuesta R4 manifestd que no habian alcanzado a responder la pregunta. Un estudiante de
respuesta R1 indico que la tabla les dio casi todas las respuestas.

Respecto a la tarea 1 de la segunda situacién, de acuerdo con la Matematizacion
Vertical — Nivel Referencial, al estudiar los registros tabular, grafico y notacional, apoyados
en el recurso de Geogebra, algunos estudiantes pudieron identificar, modelar y argumentar
relaciones funcionales entre las cantidades presentes, identificando en ciertos casos las
variables dependientes e independientes segun se requeria. Los procesos de modelacion
cada vez iban presentando mayor complejidad conforme avanzaban las preguntas, por
tanto, las dificultades para construccion de modelos fueron mas notables en las ultimas
preguntas, pues cuando se solicitaron modelos sencillos de relaciones entre cantidades, los

estudiantes dieron cuenta de estos, pero cuando se requeria construir el modelo de la
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funcion cuadrética presente, muy pocos lo desarrollaron, dificultandose este importante
paso en el estudio de la variacion de la situacion estudiada.

Como parte de AM1 y AM2, los estudiantes alcanzaron a coordinar los cambios de
unas variables en relacion con otras y la direccién del cambio, apoyados en los distintos
registros de representacion, sin embargo, en el caso de la argumentacion de relaciones de
dependencia mas complejas fueron muchas las dificultades mostradas por parte de varios
estudiantes al momento de describir los cambios sobre los cuales se indagaba, incluso
algunos mostraron comportamientos pseudo — analiticos, lo que permitio registrar con
dificultad AM1 y algunas AM2 y, en relacion con estos, N1y N2 de razonamiento

covariacional.

(T2) Tarea 2: Analizando cambios de las cantidades de la situacion en
diferentes registros de representacion
Esta tarea fue realizada por 27 de los 28 estudiantes del grupo.

A continuacién, abre el archivo denominado Tarea 2 en el cual se presentan una
gréafica cartesiana de puntos cuyas coordenadas corresponden a la relacion Ancho ( AD)
vs area de la superficie rectangular. Elige y mueve con el cursor el punto D (lo cual
determina valores del &rea del rectangulo a partir de valores posibles de la longitud del
segmento AD) y observa los cambios.

(P1) Pregunta 1: Moviendo el punto D de tal manera que coincida primero con el
punto en la coordenada (3,24) y luego con el punto en la coordenada (4,28), responde:

(P1a) Pregunta l1a: Explica qué relacion se presenta entre la longitud de AD de
acuerdo con cada caso.

Frecuencia Frecuencia
absoluta relativa

Tipos de

Descripcion
respuesta

R1 Estudiantes que escribieron que el resultado termina en metros

0,
y que aumenta un metro. 11 40,7%
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R2 Estudiantes que escribieron que cuando estaba en (3,24) la

longitud es 3 y cuando estaba en (4, 28) la longitud es 4. 11 40,7%
R3 Estudiantes que expresaron que la longitud de AD cambia y

gue al mover el punto D coincide con las coordenadas y que 4 14 9%

las medidas terminan en metros.

R4 Estudiantes que escribieron que la en los dos termina en metros
. 1 3,7%
y que también aumentaban en obtener la coordenada.

Tabla 69
Tipos de respuesta a la situacion 2, tarea 2 y pregunta 1la (S2T2P1a)

(P1b) Pregunta 1b: Determina si hay alguna diferencia entre la longitud del
segmento punteado (paralelo al eje y) que representa la medida del area para cada caso. Si
es afirmativo, explica tu respuesta.

Tabla 70
Tipos de respuesta a la situacion 2, tarea 2 y pregunta 1b (S2T2P1b)

Tipos de S Frecuencia Frecuencia
Descripcion .
respuesta absoluta relativa
R1 Estudiantes que escribieron que si hay diferencia de longitud,
ya que cuando se hace el movimiento en el computador de la
coordenada (3,24) hacia (4,28) el aumento del segmento 8 29,6%
punteado es de 4m?2.
R2 Estudiantes que escribieron que la diferencia entre la longitud
del segmento punteado paralelo al eje y, en la coordenada
(3,24) su longitud es menor y la longitud del segmento en 11 40,8%
(4,28) es mayor.
R3 Estudiantes que escribieron que si hay diferencia y que el
segmento de (3,24) a (4,28) aumenta. 6 22,2%
R4 Estudiantes que escribieron que aumenta la longitud del
segmento punteado, pero escribe valores que no corresponden 2 74 %

al aumento real en la medida del mismo.
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De acuerdo con la Tabla 69, el 40,7% expres6 con mas claridad la relacién de los
dos momentos del segmento AD, argumentando que aumenta un metro, el 40,7% indicd la
medida de AD en cada caso, pero no especifico la relacion entre los dos casos. El 14,9%
expreso que habia sucedido un cambio pero no especificaron dicho cambio, y el restante
3,7% indico la medida en metros del segmento AD en los dos casos.

En las respuestas registradas en la Tabla 70, el 100% expresaron que si habia
diferencia entre las longitudes de los segmentos relacionados con el area para cada caso. El
29,6% argumentaron que cuando se hace el movimiento en el computador de la coordenada
(3,24) hacia (4,28) el aumento del segmento punteado es de 4m?. El 40,8% expresaron
que en la coordenada (3,24) su longitud es menor y la longitud del segmento en (4,28) es
mayor y el 22,2% expresaron que si hay diferencia y que el segmento de (3,24) a (4,28)
aumenta. El restante 7,4% expresan que hay un aumento, pero el argumento del aumento no
corresponde con la gréfica.

De acuerdo con las respuestas para S2T2P1a se puede inferir que la mayoria de
estudiantes compararon, identificaron y describieron los cambios en la longitud de AD en
relacién con las coordenadas indicadas, a partir de la representacion grafica interactiva
facilitada en el proceso de modelacién en el Nivel Referencial y como parte de una
aproximacion al Nivel General, al igual que en el caso de lo evidenciado en las respuestas
para S2T2P1b en las cuales la totalidad de estudiantes indicaron diferencias entre las
longitudes de los segmentos que se relacionan con el area. Lo anterior permitio otra forma
de explorar las relaciones funcionales en forma grafica, como otra manera de visualizar la

covariacion entre la variable independiente y la dependiente.
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En la plenaria el docente investigador empez6 recapitulando lo trabajado hasta el
momento y también mostr6 una proyeccion de la gréafica trabajada en Geogebra respecto a
la tarea 2. De acuerdo con las respuestas para S2T2P1a, al hablarse de la pregunta del caso,
dos estudiantes con respuesta R1 expresaron que la relacion que se presenta es que sus
resultados terminan en metros y también que se aumenta un metro. Cuando el docente hace
énfasis en indagar sobre qué pasa con la longitud de AD, uno de los estudiantes respondid
que “cambia”, posteriormente el docente pregunta “;Cémo cambia?” y al escuchar varios
aportes, algunos estudiantes responden “aumenta”. Respecto a S2T2P1b, y haciendo uso de
la gréfica en Geogebra, el docente investigador realiza la ubicacién en las dos coordenadas
nuevamente y ahora pregunta: ¢;Qué pasa con la medida del area?, ¢ hay alguna diferencia?,
frente a lo cual algunos estudiantes primero contestaron que aumenta 4m pero al

recordarseles que es el area entonces algunos indicaron nuevamente que 4m?.

(P2) Pregunta 2: Selecciona dos puntos seguidos de la curva, diferentes a los del
punto 1, escribe sus coordenadas y responde.

(P2a) Pregunta 2a: Compara y explica la relacion entre las longitudes de AD
(valores en x) en los dos casos.

Tabla 71
Tipos de respuesta a la situacién 2, tarea 2 y pregunta 2a (S1T2P2a)

Tipos de S Frecuencia Frecuencia
Descripcion .
respuesta absoluta relativa
R1 Estudiantes que escribieron las coordenadas de dos puntos
seguidos en la grafica y explicaron que es igual al movimiento
del primer punto, aumenta la longitud un metro en el eje x. En 5 18,5%

el caso de un estudiante se especifica que es la longitud AD.

R2 Estudiantes que explicaron que la relacion entre las longitudes
AD aumentaba del punto 2 al punto 3 (Haciendo referencia a 5

7,4%
los puntos con coordenadas (2,18) y (3,24)).




R3

R4

RS

Estudiantes que escribieron las coordenadas (1,10) y (2,18)
y explicaron que siempre aumenta 8.

Estudiantes que escribieron las coordenadas de dos puntos
seguidos pero la explicacion de la relacion no es clara y
presenta inconsistencias. Otros estudiantes solo escribieron las
coordenadas de dos puntos seguidos, pero no explicaron la
relacion entre las longitudes de AD.

Estudiantes que escribieron coordenadas de puntos que no
correspondian a la gréafica trabajada.
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1 3,7%
15 55,6%
4 14,8%

(P2b) Pregunta 2b: Explica qué puedes concluir sobre la diferencia entre las

medidas del area (valores en y).

Tabla 72

Tipos de respuesta a la situacion 2, tarea 2 y pregunta 2b (S1T2P2b)

Tipos de

Frecuencia Frecuencia

Descripcion i
respuesta absoluta relativa
R1 Estudiantes que escribieron que la diferencia es que aumenta.

Se da el ejemplo de que el punto (2,18) y el punto (3,24), 5 29 3%
respecto a 18 y 24, se llevan 6 de diferencia. ’
R2 Estudiantes que escribieron valores numéricos en la respuesta.
Escribieron que la diferencia que tienen es de 1,8 (las
coordenadas de puntos escogidas en la pregunta anterior 5 18,5%
fueron (1,10) y (2,18)).
R3 Estudiantes que expresaron que la diferencia es que cuando el
area aumenta, entonces AD disminuye y viceversa. 8 29,6%
R4 Estudiantes que describieron diferencias que presentaban 8 29 6%

inconsistencias y no correspondian a lo que se preguntaba.

De acuerdo con la Tabla 71, el 25,9% de los estudiantes escribieron dos

coordenadas de puntos seguidos y explicaron el aumento de la relacion de la longitud de

AD; el 3,7% escribio las coordenadas, pero explicaron el cambio correspondiente a la

medida del area; el 55,6% indicd dos coordenadas de puntos, pero su explicacion del

cambio presentaba inconsistencias y el restante 14,4% escribieron coordenadas que no

correspondian a la grafica.



204

En relacidn con la Tabla 72, el 22,3% expresaron que la medida del area aumenta,
acudiendo a argumentar con un caso particular entre dos coordenadas de puntos. El 18,5%
expresaron que la diferencia que tienen es de 1,8, esto, de acuerdo con las coordenadas
escritas que fueron (1,10) y (2,18). El 29,6% expresaron una relacion que no correspondia a
la dependencia entre las cantidades relacionadas en la grafica, expresando que cuando el
area aumenta entonces AD disminuye y viceversa. Las respuestas del restante 29,6%
presentaban inconsistencias y no eran claras.

El estudiante con respuesta R1 sobre S2T2P2a expresa con claridad el aumento de

la longitud, de como plantea “el eje x:

(D487 (18} y (2,19

MT‘\fj Qe €5 13wl o)

‘ Cu Pvirer PL/\-[:O. on Ol (rﬁ‘qrda
N meho e \.CHSAUQ% Clel (G}e,x'\

llustracion 49. S2T2P2aR1

Sin embargo, en relacion a las respuestas para S2T2P2a se observa una disminucion
en el porcentaje de aciertos en cuanto a las descripciones del cambio de la longitud de AD,
respecto a las respuestas para S2T2P1a, en el que se les habia solicitado lo mismo para un
caso indicado. En las respuestas para S2T2P2b también hay una disminucion en el
porcentaje de acierto; de acuerdo con esto se puede asegurar que la mayoria de estudiantes
presenta dificultades en aspectos relacionados con describir como cambia y cuanto cambia
una cantidad en relacion con otra en la situacion, analizando su respectiva representacion
gréfica; esta accion corresponde a AM1y AM2 y es fundamental en el desarrollo del

razonamiento covariacional.
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En la plenaria, respecto a S2T2P2a una estudiante con respuesta R1 mencioné que
habia escogido las coordenadas (2,18) y (1,10). De acuerdo con estas coordenadas, la
estudiante complementd que seria igual al primer punto y va aumentando la longitud un
metro del eje x. Respecto a las mismas coordenadas, una estudiante con respuesta R3
expreso que la relacion encontrada es que “hablando de las coordenadas siempre aumenta
8... yel AD siempre aumenta un metro”. En relacion con S2T2P2b, una estudiante con
respuesta R3 expres6 que “cuando el area disminuye AD aumenta — mientras hace
movimientos con las manos — y cuando disminuye AD aumenta el 4rea”. Respecto a esta
respuesta el docente aclara que, en la grafica de Geogebra, el primer movimiento que se

realiza es el movimiento de AD y después sucede el cambio del area.

(P3) Pregunta 3: De acuerdo con la gréfica:
(P3a) Pregunta 3a: Indica la longitud que debe tener AD para que el area sea
maxima. Explica tu respuesta.

Tabla 73
Tipos de respuesta a la situacion 2, tarea 2 y pregunta 3a (S2T2P3a)
Tipos de - Frecuencia Frecuencia
Descripcion .
respuesta absoluta relativa
R1 Estudiantes que escribieron que la longitud que debe tener AD
es 5,53 para el area maxima 30,25. 3 11,1%
R2 Estudiantes que describieron debe tener a longitud AD = 5,53
porque ese es el punto maximo. 2 7,4%
R3 Estudiantes que escribieron que la longitud que debe tener AD
es de 5,53. 16 63%
R4 Estudiantes que escribieron cantidades que no corresponden a 5 18.5%

la longitud de AD de acuerdo con la pregunta.

(P3b) Pregunta 3b: Determina para cual medida de AD se cumple que el area es de
29,25 m?.
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Tabla 74

Tipos de respuesta a la situacién 2, tarea 2 y pregunta 3b (S2T2P3b)
Tipos de L Frecuencia Frecuencia

Descripcion .
respuesta absoluta relativa
R1 Estudiantes que expresaron que para la medida de 4,55 se
cumple 29,25 m2. 22 81,5%

R2 Estudiantes que expresaron que se cumple 29,25 m? para la

an 0,
medida de AD 6,5 m. S5 18,5%

De acuerdo con la Tabla 73, el 81,5% indicaron que la medida que debia tener AD
para obtener el punto maximo es 5,53 m (el valor exacto era 5,5 m pero la grafica en
Geogebra no mostraba el registro exacto). De este porcentaje el 11,1% expresé que esta
medida servia para alcanzar la medida del area 30,25 m?, el 7,4% expreso6 que dicha
medida era el punto méximo y el 63% indicaron que esa era la medida. El restante 18,5%
escribieron valores para AD que no correspondian a la medida para alcanzar el area
maxima.

En relacion con la Tabla 74, el 81,5% de los estudiantes escribio de manera acertada
que el valor de AD deberia ser de 4,55 m. Un 18,5% argumenté que el valor de AD deberia
ser de 6,5 m.

De acuerdo con las respuestas sobre S2T2P3a y S2T2P3b se puede afirmar que la
mayoria de estudiantes identificaron de manera precisa el valor para AD, en el cual se
puede obtener el &rea maxima y otros casos particulares, aspecto clave en el proceso de
estudio del modelo grafico en el Nivel Referencial, ademas, fortalecer el entendimiento de
la relacion de dependencia entre dichas cantidades para profundizar en el analisis de la
covariacion entre los valores de una y otra cantidad a medida que sufren los cambios

registrados en la grafica, una caracteristica de las AM1y AM2.
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En la plenaria, respecto a las respuestas para S2T2P3a algunos estudiantes indicaron
que la medida que debe tener AD es 5,5, mientras otros indicaron que 5,53; ante este tltimo
valor se les aclard que debido a asuntos como el movimiento del mouse del computador
podia obtenerse un valor como 5,53, sin embargo, la respuesta correcta era 5,5. Respecto a
S2T2P3b, dos estudiantes con respuesta R1 indicaron que la medida que debe tener AD para

obtener el valor indicado es 4,55.

(P4) Pregunta 4: Escribe las coordenadas de los puntos de interseccion de la
parabola con los ejes cartesianos y responde:
(P4a) Pregunta 4a: Escribe para qué valores de x el valor de y = 0.

Tabla 75
Tipos de respuesta a la situacion 2, tarea 2 y pregunta 4a (S2T2P4a)

Tipos de Descripcion Frecuencia Frecue_nma
respuesta absoluta relativa
R1 Estudiantes que escribieron “x =0 y =0y x =11 y =0".

Dos estudiantes expresaron en lenguaje natural los valores que

o 9 33,3%

cumplen las condiciones.
R2 Estudiantes que escribieron que cuando x vale 11, y vale 0 y

cuando y vale 0, x vale 0. 6 22,2%
R3 Estudiantes que escribieron las coordenadas de este caso

52,0)(11,0), la de (0,0) es del punto 0y (11,0) es del punto 10 37.1%
R4 Estudiantes que indicaron valores de x que no correspondian a 5 7 4%

los puntos de interseccion de los cuales se preguntaba.

(P4b) Pregunta 4b: Explica el significado de estos puntos de interseccion de
acuerdo con la situacion.

Tabla 76
Tipos de respuesta a la situacion 2, tarea 2 y pregunta 4b (S2T2P4b)

Frecuencia Frecuencia
absoluta relativa

Tipos de

Descripcion
respuesta
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R1 Estudiantes que escribieron que cuando x esté en 0 el resultado
de y esta en 0 y que cuando x esta en 11 el resultado de y esta

0

en 0. No se especifica otro significado respecto de la situacion. 10 37%
R2 Estudiantes que escribieron las coordenadas (0,0)(11,0). 5 7.4%
R3 Estudiantes que escribieron las coordenadas (0,0)(11,0) y

explicaron que el primer punto “es el area de superficie de

cultivo” y que el segundo “es la curva del area de la superficie 5 18,6%

de cultivo”.
R4 Estudiantes que no describieron el significado de los puntos y 10 379

Su respuesta presenta inconsistencias.

De acuerdo con la Tabla 75, el 92,6% identificaron los puntos de corte. El 33,3%
escribid que “x =0 y=0yx =11 y = 07; el 22,2% escribié que cuando x vale 11, y
vale 0 y cuando y vale 0, x vale 0 y el 37,1% escribié que las coordenadas de este caso
(0,0)(11,0), lade (0,0) es del punto 0y (11,0) es del punto 11. El 7,4% indicaron valores
de x, los cuales no cumplen con ser las coordenadas de los puntos de corte.

En relacién con la Tabla 76, el 37% escribieron que cuando x esta en 0 el resultado
de y estd en 0 y que cuando x esta en 11 el resultado de y esta en 0. El 7,4% escribieron las
coordenadas (0,0)(11,0), el 18,6% escribieron las coordenadas y argumentaron que el
primer punto “es el area de superficie de cultivo” y que el segundo “es la curva del area de
la superficie de cultivo”. El restante 37% presentaron respuestas con inconsistencias.

De acuerdo con las respuestas para S2T2P4a se puede inferir que casi todos los
estudiantes identifican los puntos de corte de la curva con los ejes e indican correctamente
sus coordenadas, como parte del proceso de modelacion en el Nivel Referencial, sin
embargo, también es posible afirmar que de acuerdo con las respuestas para S2T2P4b,
ninguno comprende con claridad el significado de estos puntos respecto al contexto

planteado, lo cual es un aspecto a fortalecer en el proceso de estudio. Por otra parte, estos
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puntos son casos particulares que se van presentando en la covariacion entre las cantidades
relacionadas y con un significado especial en la misma covariacion, pues para valores
distintos de la variable independiente hay dos instantes en que la variable dependiente es
igual a cero (0) a pesar de la variacion presentes para 0 < x < 11.

En la plenaria, en relacién con S2T2P4a, una estudiante de respuesta R1 expresé
que “cuando x estd en (0,0) no hay valor de area”. Cuando se les pregunt6 a todos para qué
otro valor de x el valor de y vale cero, dos estudiantes contestaron: once. Se preguntd
ademas si habia otros casos donde se cumpliera lo mismo y algunos manifestaron que no.
En el caso de S2T2P4b, una estudiante de respuesta R3 indic6 las coordenadas de los
puntos de interseccion y contestd que “es un area de superficie de cultivo y es curva del
area de superficie de cultivo”. Finalmente, ningun estudiante respondié correctamente y
con claridad acerca del significado de los puntos de interseccion y ante esto el docente
explico que de acuerdo con las medidas del ancho y largo para cada caso no era posible

obtener una superficie de cultivo.

(P5) Pregunta 5: Escribe para cuales valores de x es posible que y tenga valores
diferentes a cero y sea una superficie de cultivo posible.

Tipos de L Frecuencia Frecuencia
Descripcion .
respuesta absoluta relativa
R1 Estudiantes que escribieron que para cuando xn esta después
de 0 y antes del 11 es posible que y tenga valores a 0 y que
tenga una superficie de cultivo posible. En las respuestas 7 25 9%

especificaron que “xn es una formula para dar ndmeros de
diferentes valores después de 0 y antes de 117

R2 Estudiantes que escribieron que “hay muchos valores que y no
dé 0 como lo es desde 0,1 hasta mas o menos 10,86”. Un 6 22 204
estudiante indic6 que los valores de x van hasta 10,99 y que ’
los valores de y serian desde 0,12 y hasta 30,25.
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R3 Estudiantes que escribieron algunos casos particulares de
valores numéricos que cumplen la condicién, enteros y
. 2 7,4%
decimales.
R4 Estudiantes que escribieron valores que no cumplian con la
condicion indicada en la pregunta. Estudiantes que 13 44.5%

respondieron que no habia muchos valores y estudiantes que
no respondieron la pregunta.

Tabla 77
Tipos de respuesta a la situacion 2, tarea 2 y pregunta 5 (S2T2P5)

De acuerdo con la Tabla 77, el 48,1% expresaron el dominio de la funcién en
términos que permiten acercarse a valores continuos. Un 7,4% indico valores particulares
del dominio y el restante 44,5% no explicaron con claridad el dominio o no respondieron la
pregunta.

Una estudiante con respuesta R1 expreso:

B ordo xn esla  des PLES del & Y andes
cle] I es posible gL 4 leroa
Valores dixerentelS a 0O rendQ
Urno Supersicie de Qo Fosbic

XD=SS e q;c.wm&)\g fora dov rumreroy
cle  chreve rvles walores despee’ ge o
Lj C“‘%: —rHES e Al

\ -
llustracion 50.52T2P5R1

La anterior respuesta evidencia, en el proceso de modelacién en el Nivel
Referencial, la forma como se trabaja y reconoce el dominio de la funcién trabajada en la
situacion mediante una expresion o simbolo que la estudiante y otro grupo de estudiantes
consideraron apropiado. Sin embargo, de acuerdo con otras respuestas sobre S2T2P5 se
puede afirmar que menos de la mitad de estudiantes se acercan a las nociones de

continuidad en los valores del dominio de la funcion trabajada, para expresar un intervalo
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que cumple con las condiciones de la situacion. Este porcentaje es menor comparado con
las respuestas en la Tabla 56, en la cual el 92,3% de los estudiantes expresaron de manera
apropiada valores discretos del dominio de acuerdo con la tabla relacionada para dicha
pregunta.

En la plenaria, un estudiante de respuesta R2 expres6 que “en el lado de la x
comienza en 0.1 hasta terminar en 10,99, y en el lado de la y comienza en el 0.12 hasta
terminar en 30.25”. Un estudiante de respuesta R4 expresé que servia el valor 11.50, un
valor que no cumplia con las condiciones, pero luego indico también el valor de 10,50,
aunque estaba dubitativo al respecto de los valores expresados. Ante la misma pregunta, el
docente investigador pregunt6 por algunos casos particulares de x para ver si era posible
obtener el area, para lo cual los estudiantes contestaron de manera afirmativa. Ante esto, el
docente pregunté como se hace para expresar esa cantidad de nimeros sin escribirlos todos,
para lo que una estudiante de respuesta R1 manifesto que expreso una formula, la que
escribié como xn, “es una formula para dar nimeros con diferentes valores después de 0 y
antes de 11,..., cuando xn esta después del 0 y antes del 11 es posible que y tenga valores

diferentes a 0 y que haya una superficie de cultivo posible”.

(P6) Pregunta 6: Camila afirma que la expresion para determinar el area de la
superficie de cultivo es y = 11x — x2. Completa la Tabla 5 para cuando x toma los valores
indicados.

Tabla 5. Tabla de medidas del area para algunos valores de x.

x Area
(Longitud de AD) (y = 11x — x?)
2 18
3,5 26,25
5
55
6
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6,5
7 28

Compara los resultados en las medidas del area con los valores registrados en la
gréfica de la Tarea 2 y responde:
(P6a) Pregunta 6a: Indica la validez de la afirmacion de Camila y explica por qué.

Tabla 78
Tipos de respuesta a la situacion 2, tarea 2 y pregunta 6a (S2T2P6a)
Tipos de S Frecuencia Frecuencia
Descripcion .
respuesta absoluta relativa
R1 Estudiantes que completaron los valores faltantes en la
tabla de forma acertada y expresaron que la afirmacion
era “cierta” o ‘“valida”. Ademads, realizaron las 14 48,1%

sustituciones y los célculos correspondientes.

R2 Estudiantes que completaron los valores faltantes en la
tabla de forma acertada y realizaron las sustituciones y
los célculos correspondientes. No indicaron si la 3 11,1%
afirmacion era valida o no.

R3 Estudiantes que completaron los valores faltantes en la
tabla y expresaron que la afirmacion era “afirmativa” y
realizaron las  sustituciones 'y los calculos
correspondientes, pero presentaron inconsistencias en la 3 11,1%
justificacion de la validez o escriben valores que no
corresponden en la tabla.

R4 Estudiantes que completaron los valores faltantes en la
tabla y realizaron las sustituciones y los célculos
correspondientes, pero no indicaron si la afirmacién era 7 25,9%
vélida y presentaron inconsistencias en los calculos y
valores a escribir en la tabla.

(P6b) Pregunta 6b: Escribe las coordenadas del punto maximo de la curva. Explica
el significado de este punto respecto a la situacion.

Tipos de o Frecuencia Frecuencia
Descripcion .
respuesta absoluta relativa
R1 Estudiantes que escribieron la coordenada (5.5, 30.25)
y explicaron que es la mayor area de la superficie de 3 11,1%

cultivo.
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R2 Estudiantes que escribieron la coordenada (5.5,30.25)

y explicaron que es “la parte mas alta de la superficie de 6 22 20
: 2 13 b b 2 1 o

cultivo” o “la mayor parte de la superficie de cultivo”.

R3 Estudiantes que presentaron inconsistencias al escribir la
coorde_nada_glel punto méximo y en el significado de este 11 40,8%
en la situacion.

R4 Estudiantes que no respondieron la pregunta. 7 25,9%

Tabla 79
Tipos de respuesta a la situacién 2, tarea 2 y pregunta 6b (S2T2P6b)

De acuerdo con la Tabla 78, el 59,2% de los estudiantes completaron todos los
valores de forma acertada, llevando a cabo los procedimientos correspondientes con la
expresion indicada. Un 11,1% presentaron inconsistencias en sus respuestas habiendo
expresado la validez de la afirmacidn y realizado los calculos, mientras que el restante
25,9% completaron los valores de la tabla, pero presentaron inconsistencias en calculos y
en expresar la validez de la afirmacion.

De acuerdo con la Tabla 79, el 33,3% escribieron las coordenadas del punto
méaximo en forma correcta y explicaron de manera aceptable el significado de este punto en
la situacion. Un 40,8% presentaron inconsistencias en la coordenada y/o en el significado
del punto y el restante 25,9% no respondieron la pregunta.

En relacion con los tipos de respuesta sobre S2T2P6a en el Nivel Referencial, es
posible afirmar que hay avances en la comprension y uso del modelo de la situacién, de
acuerdo con esto, méas de la mitad de los estudiantes emplearon el mismo para completar la
tabla y afirmar la validez del modelo indicado, mientras que en las respuestas para
S1T2P6b se puede observar que la mayoria no comprende el significado del punto maximo
respecto a la situacion planteada, evidenciando también dificultades para identificar sus

coordenadas con precision.
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En la plenaria, respecto a completar la tabla, un estudiante expresé que utilizo la
expresion dada para calcular los valores que faltaban. Al preguntar cuntos estudiantes
habian realizado el mismo procedimiento, nueve estudiantes levantaron la mano. El resto de
estudiantes no indicaron cdmo respondieron la pregunta. En relacion con S2T2P6a, algunos
estudiantes contestaron que era correcta la afirmacion dada por Camila. Respecto a
S2T2P6b, un estudiante con respuesta R2 expreso la coordenada como (50.30, 25), mientras
que otro de respuesta R3 escribid 5,5, y una de respuesta R1 expresé que habia escrito (5.5,

30. 25).

(P7) Pregunta 7: En las columnas centrales de la Tabla 6, a continuacién, se
presentan valores para x (4D) y valores para y (area), y a la izquierda y la derecha los
cambios en y y los cambios en x a medida que 4D varia de manera uniforme. Completa la
tabla.

Tabla 6. Tabla de valores de Ax y Ay para valores de x y y indicados.

Ax X i Ay
(x,—x) | (AD) y (Area) 2 —y1)
0 0
10—-0=10
1 10
2—-1=1 18—-10=18
2 18
3-2=1 24—-18=6
3 24
4-3=1
4 28
5 30
6—-5=1 30—30=0
6 30
28—-30=-2
7 28
8-7=1 24-28=—4
8 24
9-8=1
9 18
10-18= -8
10 10
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11 0

Tabla 80
Tipos de respuesta a la situacién 2, tarea 2 y pregunta 7 (S2T2P7)
Tipos de Descripcion Frecuencia Frecue_nua
respuesta absoluta relativa
R1 Estudiantes que escribieron en forma acertada todas las
cantidades y relaciones en la tabla. 14 51,9%
R2 Estudiantes que escribieron en forma acertada la mayoria de 13 48.1%

las cantidades y relaciones en la tabla.

De acuerdo con la Tabla 80, el 51,9% completaron en forma acertada todos los
valores de la tabla, mientras que el 48,1% completaron la mayoria de los valores faltantes.

En relacion con el proceso de modelacion del Nivel Referencial y los tipos de
respuesta sobre S2T2P7, se puede aseverar que la mayoria de los estudiantes realizaron de
manera efectiva AM1 y AM2 mientras se estudia la tabla empleada para identificar la
cantidad de cambio, llevando a cabo las primeras aproximaciones a AM3. En la actividad,
la mayoria desarrollaron el procedimiento necesario para identificar y establecer los valores
para Ax y Ay — Cuanto cambia — de acuerdo con la guia propuesta en la Tabla 6 de la
situacion 2, como parte del proceso siguiente de analizar y cuantificar la forma como
covarian las cantidades, promoviendo que los estudiantes alcancen un N3 de razonamiento
covariacional.

En la plenaria, un estudiante de respuesta R1 expresd que tuvo en cuenta que debia

realizar las diferencias expresadas para cada caso.

(P8) Pregunta 8: Respecto a las diferencias registradas en la Tabla 6,
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(P8a) Pregunta 8a: Escribe cuanto cambian las cantidades de y cuando x toma
valoresde 1, 2, 3,4y5.

Tabla 81
Tipos de respuesta a la situacion 2, tarea 2 y pregunta 8a (S2T2P8a)
Tipos de Descripcién F.A FR Explicacion F. F.R.
respuesta A.
R1 Estudiantes que escribieron
que x cambia de valores 1 -5
y aumenta el area. Estos 0
cambios son iguales a 10, 18, 5 18,5%
24, 28 y 30.
Estudiantes que escribieron
que los valoresde y 1, 2, 3, 4
Estudiantes que y 5 van aumentando de 2 en 3 11,1%
escribieron _ Que ,, 51.9% 2.
las cantidades
aumentaban. Estudiantes que escribieron

que la cantidad y va
aumentando cuando x toma
valores de 1, 2, 3, 4 y 5.
Aumenta hasta el punto 6 22,3%
maximo que es 30. Un
estudiante expres6 que se
debe tener en cuenta la tabla
de la anterior tarea.
R2 Estudiantes que respondieron
gue las cantidades cambian
de 2 en 2 restando de (10,8, 4 14.8%

6, 4, 2, 0).
Estudiantes que ) .
escribieron  que Estudiantes que escribieron
i ue van disminuyendo de 2
las cantidades 1, 4 400 gn A y 4 14,8%

cambian, que van
restando 0

disminuyendo. Estudiantes que escribieron

que disminuyen las medidas

0,
de 10 — 0 = 10 hasta 30 — 4 14,8%
28 = 2.
R3 Estudiantes que .
no respondieron 1 3.7% Estudiantes que no 4 3.7%

la pregunta respondieron la pregunta.
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(P8b) Pregunta 8b: Escribe cuanto cambian las cantidades del area cuando el
ancho mide mas de 6 metros.

Tabla 82
Tipos de respuesta a la situacion 2, tarea 2 y pregunta 4b (S2T2P8b)
Tipos de L Frecuencia Frecuencia
Descripcion i
respuesta absoluta relativa
R1 Estudiantes que escribieron que el &rea empieza a disminuir de
2en?2. 8 29,6%
R2 Estudiantes que expresaron que empieza a aumentar de 2 en 2
pero en negativo (0, -2, -4, -6, -8, -10) 5 18,5%
R3 Estudiantes que expresaron que vuelven a tener las mismas
cantidades que tenian cuando median 1, 2, 3, 4 y 5. Otros
estudiantes expresaron: “pues relativamente no cambian 9 33,4%
mucho, son las mismas en viceversa”.
R4 Estudiantes que presentaron inconsistencias en la explicacion
de cuanto cambian las cantidades del area respecto a la 5 18,5%

pregunta y estudiantes que no respondieron.

(P8c) Pregunta 8c: De acuerdo con los cambios uniformes en x, explica como son
los cambios en y.

Tabla 83
Tipos de respuesta a la situacion 2, tarea 2 y pregunta 8c (S2T2P8c)
Tipos de o Frecuencia Frecuencia
Descripcion .
respuesta absoluta relativa
R1 Estudiantes que escribieron que “el cambio en x se restan y el
resultado siempre es el mismo (1),e. 2—-1=1,3-2=1.
El cambio en y se restan 2 en 2 hasta 0, ej. 10 — 0 = 10, 18 — 1 3,7%
10=8,18—-24 =6".
R2 Estudiantes que escribieron que y va disminuyendo hasta
cierto punto que es el ancho 6 y de ahi empieza a aumentar en 6 22 20
. ,2%
negativo de 2 en 2.
R3 Estudiantes que escribieron que en y cambian los resultados
positivos 0 negativos, cuando x (AD) mide 6 0 menos y 4 14.8%
negativo cuando x (AD) mide més de 6. ’
R4 Estudiantes que escribieron que en y aumentan hasta el punto
maximo cuando x estd en 5, después vuelven a tener las 6 22.2%

mismas cantidades de lo anterior.
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R5 Estudiantes que presentaron respuestas con inconsistencias y
no describian en forma clara el comportamiento de las 10 37,1%
cantidades y estudiantes que no respondieron la pregunta.

De acuerdo con la Tabla 81, el 51,9% expresaron que las cantidades aumentaban.
De estos, el 11,1% escribieron que los valores de y 1, 2, 3, 4 y 5 van aumentando de 2 en 2,
el 18,5% escribieron que x cambia de valores 1 — 5 y aumenta el &rea. Estos cambios son
iguales a 10, 18, 24, 28 y 30, y el 22,3% escribieron que la cantidad y va aumentando
cuando x toma valores de 1, 2, 3, 4 y 5; aumenta hasta el punto maximo que es 30. Por otra
parte, el 44,4% expresaron que las cantidades disminuian, de tal forma que el 14,8%

respondieron que las cantidades cambian de 2 en 2 restando de (10, 8, 6, 4, 2, 0), un 14,2%
escribieron que van disminuyendo de 2 en 2 y el otro 14,2% escribieron que disminuyen

las medidas de 10 — 0 = 10 hasta 30 — 28 = 2; el restante 3,7% no respondieron la
pregunta.

De acuerdo con la Tabla 82, el 29,6% escribieron que el area empieza a disminuir
de 2 en 2, el 18,5% expresaron que empieza a aumentar de 2 en 2 pero en negativo (0, -2, -
4, -6, -8, -10). El 33,4% expresaron que vuelven a tener las mismas cantidades que tenian
cuando median 1, 2, 3, 4y 5 y el restante 18,5% presentaron inconsistencias en su
respuesta.

En relacion con la Tabla 83, el 3,7% escribieron que “el cambio en x Se resta y el
resultado siempre es el mismo (1),ej. 2—1 = 1,3 — 2 = 1. El cambio en y se resta de 2
en2hasta0,ej. 10— 0= 10,18 — 10 = 8,18 — 24 = 6”. El 22,2% escribieron que y va
disminuyendo hasta cierto punto que es el ancho 6 y de ahi empieza a aumentar en negativo
de 2 en 2. El 14,8% escribieron que en y cambian los resultados positivos o negativos,
cuando x (AD) mide 6 0 menos y negativo cuando x (AD) mide mas de 6, el 22,2%

escribieron que en y aumentan hasta el punto maximo cuando x esté en 5, después vuelven
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a tener las mismas cantidades de lo anterior y el restante 37,1% presentaron inconsistencias
en sus respuestas.
La respuesta de un estudiante para S2T2P8a da cuenta del analisis cuantitativo de la

cantidad area, como se muestra a continuacion:

@‘9/4/5/0) o A (0‘"5’,“* cle VO}OKﬁ del )-% awﬂ(nflot c) alee.,
21 cambion o8 = 10, \Q/ZH/ZS Y T

»

llustracion 51. S2T2P8aR1

Sin embargo, en la pregunta se solicitaba hacer un énfasis especial en cuantificar el
cambio y no del area, algo que (teniendo en cuenta los cambios de y 10, 8, 6, 4, 2,0 para
cambios uniformes de x) aparentemente consideraron otros estudiantes como, pero que no

refirieron como el cambio sino como “los valores de y” para valores de x indicados:

& AR/ Yoo woloeed & ¥ 1L,T.3MTH WA Aomertards
€ =200 T '

llustracion 52. S2T2P8aR1

De acuerdo con las respuestas para S2T2P8a, se puede inferir que la mayoria de
estudiantes presenta dificultades para referir cuanto cambian las cantidades de manera
simultanea y solo algunos pudieron identificar y describir los cambios en los valores del
area, antes del punto maximo, a medida que cambian de manera uniforme los valores del
ancho de la superficie rectangular (AM1, AM2 y AM3); estos estudiantes tuvieron un
acercamiento al razonamiento covariacional.

Respecto a las respuestas para S2T2P8b, se evidencia como la mayoria de
estudiantes muestra dificultades para describir cuanto cambian los valores en el area,
después del punto méaximo, a medida que los valores de x varian de manera uniforme

(AM1, AM2 y AM3). En relacién con esto s6lo un pequefio porcentaje del grupo describio
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de manera apropiada la cuantificacion del cambio, dando cuenta de un N3 de razonamiento
covariacional.

Las descripciones de los cambios en y en las respuestas para S2T2P8c por parte de
la mayoria de estudiante no evidencian con claridad la comprension de la covariacion
presente, sin embargo, algunas dan cuenta de un analisis cercano a la cuantificacién del

cambio — cuanto cambia — como se observa:

£ va mbio e (X . L AR
h ; AN Se ves ; S

g g S X) seaslon 3 d vacllodo ssemme < %
‘2= =J Yot 173;:.31 3-9:_.‘1‘

th cambio en (J') se censlon (2) on(ﬂ Bl (O)

~ »
v

Jo-o-lo /-1g-10 -8 / 18- 24>4 /'30-38 2"/ 30300
llustracion 53. S2T2P8cR1

En esta respuesta se puede inferir la identificacién del cambio uniforme en x, pero

la variacion constante del cambio no se especifica sino que se indica como el “cambio en

2

y.
Respecto a las respuestas sobre S2T2P8c, se evidencia continuidad en los

porcentajes de poca comprension y dificultad de los estudiantes para describir los cambios,
registrados en S2T2P8a y S2T2P8b, a diferencia de que en esta pregunta se analizan los
cambios registrados en todo el dominio de la gréfica, situacion de la cual se puede asegurar
que solo un grupo minoritario de estudiantes describio en forma aceptable cuanto son los
cambios en el area (y), considerando los cambios uniformes en el ancho (x) y manifestado
AM1, AM2 y AM3 como parte del avance hacia un N3 de razonamiento covariacional en

un proceso de modelacion que alcanzo el Nivel General.
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En la plenaria, respecto a S2T2P8a, una estudiante con respuesta R2 expreso que
“cambian las cantidades de dos en dos restando de 10, 8, 6, 4, 2, 0”. Al preguntarsele en
qué sentido cambian ella contesta: “disminuyendo”. Respecto a S2T2P8b, un estudiante con
respuesta R2 expres6 que “el area va disminuyendo cuando el ancho pasa de 6 metros”,
pero no especificd cuanto cambia el &rea, aunque en su respuesta escrita se habia indicado.
Posteriormente el docente se detuvo a analizar con los estudiantes las cantidades y el
sentido de los cambios antes y después del punto méaximo. Respecto a S2T2P8c, una
estudiante de respuesta R4 manifestd que “en el informe se muestra que cuando x tiene
medidas de 1 hasta 6 va aumentando, y cuando pasa del 6 empieza el area a disminuir”.
Esta respuesta carece de algunos detalles que permitan definir mejor la covariacion.

Respecto a la tarea 2 de la segunda situacion, de acuerdo con la Matematizacion
Vertical — Nivel Referencial y Nivel General, al estudiar los registros tabular, grafico y
notacional, apoyados en el recurso de Geogebra, algunos estudiantes pudieron argumentar
sobre relaciones funcionales entre las cantidades presentes, identificando en ciertos casos
las variables dependientes e independientes segun se requeria. Las preguntas sobre la
covariacion representada en los registros iban presentando mayor complejidad conforme se
avanzaba en el ejercicio, por tanto, las dificultades para describir como cambia y cuanto
cambia fueron mas notables en las ultimas preguntas, posiblemente al emplearse graficas
interactivas y tablas, dificultando el estudio de la variacion de la situacién estudiada.

Como parte de AM1y AM2, los estudiantes alcanzaron a coordinar los cambios de
unas variables en relacidn con otras las variables y la direccion del cambio, apoyados en los
distintos registros de representacion, sin embargo, en el caso de la argumentacion de
relaciones de dependencia mas complejas fueron muchas las dificultades mostradas por

parte de varios estudiantes al momento de describir los cambios sobre los cuales se
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indagaba, incluso algunos mostraron comportamientos pseudo — analiticos, lo que permitio
registrar con dificultad AM1 y algunas AM2 y en relacion con estos, N1y N2 de
razonamiento covariacional. En el caso de AM3 solo algunos estudiantes expresaron en sus
respuestas este tipo de acciones, lo que permitio identificar en esos casos N3 de

razonamiento.

(T3) Tarea 3: Caracterizacion de la funcion cuadrética de la situacion

Esta tarea fue realizada por 24 de los 28 estudiantes.

(P1) Pregunta 1: En la Grafica 4 se presenta la relacion entre el ancho del
rectangulo (AD) y el largo del rectangulo (AF) de la superficie rectangular.

Gréfica 4. Relacion entre(AD) y (AF)

De acuerdo con la gréafica selecciona tres parejas de coordenadas de puntos seguidos
y:

(P1a) Pregunta la: Calcula las diferencias que se van presentando en x (abcisas).
Explica como lo realizaste.
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Tabla 84
Tipos de respuesta a la situacion 2, tarea 3 y pregunta 1la (S2T3P1a)
Tipos de Descripcion Frecuencia Frecue_ncia
respuesta absoluta relativa
R1 Estudiantes que explicaron que “la diferencia va a aumentar en
un metro desde A hasta L”. No realizaron ningun calculo o
" 1 4,2%
procedimiento.
R2 Estudiantes que explicaron que “a medida que se va ubicando
en cada coordenada, va aumentando un punto...” o también
“antes de la coma va aumentando de a uno...”. No realizaron 4 16,7%
ningun célculo o procedimiento.
R3 Estudiantes que escribieron coordenadas de algunos puntos y
escribieron que “cada vez que va bajando para llegar al punto
L va aumentando” o que “se va presentando la diferencia en
gue el ancho x aumenta con su punto y que y solamente queda 13 54,1%
con la medida igual...”. No realizaron ningun célculo o
procedimiento.
R4 Estudiantes que escribieron algunas coordenadas de puntos,
pero no realizaron ninguna explicacion ni desarrollaron 6 25%
calculos o procedimientos.
(P1b) Pregunta 1b: Calcula las diferencias que se van presentando en y
(ordenadas). Explica como lo realizaste.
Tabla 85
Tipos de respuesta a la situacion 2, tarea 3 y pregunta 1b (S2T3P1b)
Tipos de N Frecuencia Frecuencia
Descripcion .
respuesta absoluta relativa
R1 Estudiantes que escribieron que la medida x disminuye o va
disminuyendo. No realizaron ningun célculo o procedimiento. 3 12,5%
R2 Estudiantes que escribieron explicaciones que presentaban
inconsistencias respecto a la pregunta. Algunas respuestas eran
que “la diferencia se va presentando en y que las coordenadas
van tomando con el eje x”, otras que “que cuando en x va 21 87 5%

aumentando y cuando esta en y va disminuyendo y viceversa”
y otras relacionadas con que “el area va aumentando”. En este
grupo también estan los estudiantes que no respondieron la
pregunta.
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De acuerdo con la Tabla 84, ninguno de los estudiantes llevé a cabo los calculos
requeridos. En relacion a la pregunta, los estudiantes llevaron a cabo descripciones de lo
que consideraron como la diferencia entre las abscisas, pero distaron del objetivo de la
pregunta.

En relacién con la Tabla 85, ninguno de los estudiantes llevé a cabo céalculos. Para
este caso, y como en la pregunta anterior, también se hicieron algunas descripciones del
cambio, pero no era lo solicitado en la pregunta.

A partir de los tipos de respuesta sobre S2T3P1a y S2T3P1b se evidencia un Nivel
General de modelacidn, sin embargo, también se registraron dificultades para determinar
las diferencias sobre las que se preguntaba, por tanto, es posible afirmar que el grupo de
estudiantes mostré dificultades con la comprension acerca del célculo de las diferencias
para identificar cudnto cambia una o varias cantidades y a su vez relacionar como cambia
una en relacion a la otra, como parte de AM3, sin considerar un apoyo grafico o de otro tipo
que suministre pautas del procedimiento, incluso en muchos casos se presentaron
comportamientos pseudo — analiticos de la covariacion presente.

La plenaria de esta tarea no se pudo llevar a cabo por compromisos institucionales

de los estudiantes del grupo.

(P2) Pregunta 2: Completa la Tabla 7 de acuerdo con la informacién de la Grafica
4 donde se relacionan las diferencias de los cambios en x y y, a partir del cociente entre
estas.

Tabla 7. Tabla de valores de Ax y Ay cociente entre diferencias de la recta.

i Ay
Coordenadas de Diferencia de Diferencia de Cociente A

X
parejas de puntos abscisas (Ax) ordenadas (Ay) (Razor_] de
cambio)
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5—-6
(5,6) y (6,5) 6—5=1 5—-6=-1 — =1
6—5
4 -5
65y (7,4) =1
(9,2) y (10,1)
Tabla 86
Tipos de respuesta a la situacion 2, tarea 3 y pregunta 2 (S2T3P2)
Tipos de Descrincion Frecuencia Frecuencia
respuesta P absoluta relativa
R1 Estudiantes que completaron en forma correcta la totalidad de
los valores y _re_lauones faltantes en la tabla, de acuerdo con 10 41,7%
los datos suministrados.
R2 Estudiantes que presentaron valores faltantes e inconsistencias
en los valores o relaciones faltantes en la tabla, de acuerdo con
e 13 54,1%
los datos suministrados.
R3 Estudiantes que no completaron ningin valor faltante en la 1 4,2%

tabla.

De acuerdo con la Tabla 86, el 41,7% completaron en forma correcta todos los

valores faltantes en la tabla, mientras que el 54,1% completaron parcialmente la tabla o con

algunas inconsistencias en los procedimientos y resultados obtenidos. Por ultimo, el 4,2%

no completaron la tabla.

Uno de los estudiantes completd satisfactoriamente la tabla indicada, como se

muestra a continuacion:
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2. Completa la Tabla 7 de acuerdo a la informacién de la Grdfica 4 donde se relacionan

las diferencias de los cambiosenxyy,a partir del cociente entre estas.

Tabla 7. Tabla de valores de Ax y Ay cociente entre diferencias de la recta.

B
Coordenadas de Diferencia de Diferencia de Cociente ﬁ
parejas de puntos abscisas (Ax) ordenadas (Ay) (Razén de
cambio)
(56)7.(65) 6—5=1 e § maefl z_—_: e
4-5
6,5 7,4 . (O AN e A
65)y (7,4 -6+ 4-5 1 T
(7,4)y (83) 8-=7=1 |J~U= 4 %:_1
6BDyO2) |Q-8=1 | 2-3=-1 |EZ_o_
. -2
eAya0) o 41 |1-2=4 Fes=—1 |

llustracion 54. S2T3P2R1

El apoyo de las guias en la tabla fue fundamental para algunos estudiantes que
recordaron el proceso que ya se habia llevado a cabo en preguntas anteriores apoyados en el
registro grafico.

De acuerdo con las respuestas sobre S2T3P2, se puede inferir que menos de la mitad
de los estudiantes se orientd con el procedimiento para efectuar el calculo de las diferencias
(Ax y Ay) y los cocientes (razon de cambio), basados en los ejemplos propuestos para
algunos casos, como parte del Nivel General de modelacion y el desarrollo de AM1, AM2
y AM3 de razonamiento en relacion a la posibilidad de llevar a cabo las primeros
aproximaciones a la razén de cambio promedio. Por otra parte, mas de la mitad de los
estudiantes, aun teniendo una guia para los procedimientos, no cumplié de manera
satisfactoria con completar toda la tabla.

La plenaria de esta tarea no se pudo llevar a cabo por compromisos institucionales

de los estudiantes del grupo.

(P3) Pregunta 3: De acuerdo con la informacion registrada en la Tabla 7:
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(P3a) Pregunta 3a: Describe como son los cambios que se van presentando en Ay
a medida que se van presentando los cambios en Ax.

Tabla 87
Tipos de respuesta a la situacion 2, tarea 3 y pregunta 3a (S2T3P3a)
Tipos de o Frecuencia Frecuencia
Descripcion .
respuesta absoluta relativa
R1 Estudiantes que expresaron que las ordenadas Ay son
negativas y las abscisas Ax son nimeros positivos. 18 75%
R2 Estudiantes que escribieron que una parte de los nimeros van
disminuyendo y en otra parte van aumentando. 1 4,2%
R3 Estudiantes que explicaron que “los cambios son de que dieron
el mismo resultado, son positivos o negativos. 1 4,2%
R4 Estudiantes que sus respuestas presentaron inconsistencias y 4 16.6%

no eran claras respecto a la pregunta indicada.

(P3b) Pregunta 3b: Describe cdmo son los cambios de las cantidades de la
columna de los cocientes, a medida que se relacionan diferentes parejas de puntos.

Tabla 88
Tipos de respuesta a la situacion 2, tarea 3 y pregunta 3b (S2T3P3b)

Tipos de S Frecuencia Frecuencia
Descripcion .

respuesta absoluta relativa
R1 Estudiantes que escribieron que “los cambios son de que los

Ax van debajo de los Ay pero igualmente da el mismo

» 1 4,2%

resultado”.

R2 Estudiantes que escribieron que “...que el resultado es siempre

negativo ya que se relacionan las diferencias de las abscisas y

0
las diferencias de las ordenadas...”. 3 12,5%
R3 Estudiantes que escribieron que las coordenadas siempre
aumentan y también disminuyen. 17 70,8%
R4 Estudiantes que sus respuestas presentaron inconsistencias y 3 12.5%

no eran claras respecto a la pregunta indicada.

De acuerdo con la Tabla 87, el 75% expresaron que las ordenadas Ay son negativas

y las abscisas Ax son numeros positivos, mientras que el 4,2% escribieron que una parte de
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los nimeros van disminuyendo y en otra parte van aumentando. Un 4,2% explicaron que
los cambios son de que dieron el mismo resultado, son positivos o negativos y el restante
16,6% presentaron inconsistencias en sus respuestas.

En relacion con la Tabla 88, el 4,2% explicaron que “los cambios son de que los Ax
van debajo de los Ay pero igualmente da el mismo resultado”, mientras que el 12,5%
expresaron “...que el resultado es siempre negativo ya que se relacionan las diferencias de
las abscisas y las diferencias de las ordenadas...”. EI 70,8% de los estudiantes escribieron
que las coordenadas siempre aumentan y también disminuyen y el restante 12,5%
presentaron respuestas con inconsistencias.

De acuerdo con las respuestas sobre S2T3P3a, es posible afirmar que la mayoria de
los estudiantes no comprende y de esta manera no logra describir apropiadamente la
covariacion de las cantidades en el nivel de cuanto cambian (AM3) y solo expresan algunas
caracteristicas de como cambian (AM2) los valores de dichas cantidades, considerando en
estas preguntas la revision de un registro tabular en el Nivel General de modelacion. En
relacién con S2T3P3b se infiere que los estudiantes centraron su atencion en los valores de
las coordenadas que relacionaron al momento de calcular la cantidad de cambio y por tanto
no identificaron la constante negativa del caso.

La plenaria de esta tarea no se pudo llevar a cabo por compromisos institucionales

de los estudiantes del grupo.

(P4) Pregunta 4: De acuerdo con los cambios de las cantidades de la columna de
los cocientes (razon de cambio), explica como varia la razon de cambio de una relacion
funcional lineal.
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Tabla 89
Tipos de respuesta a la situacion 2, tarea 3y pregunta 4 (S1T3P4)
Tipos de L Frecuencia Frecuencia
Descripcion .
respuesta absoluta relativa
R1 Estudiantes que expresaron que 10os nimeros son constantes,
siempre se repite el nimero —1 en el resultado dado. 3 12,5%
R2 Estudiantes que expresaron que el lado x y el lado y
aumentan por lados distintos, por eso uno de los valores
s . , 17 70,8%
aumenta y otro disminuye, aungue coinciden al algin punto.
R3 Estudiantes que sus respuestas presentaron inconsistencias y 4 16.7%

no eran claras respecto a la pregunta indicada.

De acuerdo con la Tabla 89, el 12,5% expresaron que los nimeros son constantes,
siempre se repite el nimero —1 en el resultado dado. EI 70,8% expresaron que el lado x y
el lado y aumentan por lados distintos, por eso uno de los valores aumenta y otro
disminuye, aunque coinciden en algun punto y el restante 16,7% presentaron
inconsistencias y falta de claridad en sus respuestas.

Una estudiante describi6 la constante de cambio de la siguiente manera:

4 [a zarpoy? €5 gue 105 numeros )
Son  ConStanfes ™ Siempr€ Se repite

el numeiO (“Z/ eﬂ e/ /€SU/7[C?C/L?
lHustracién 55. S2T3P4R1
Este aspecto identificado es fundamental para la caracterizacién de la razén de
cambio de una funcién lineal, ademas, es una condicion relevante en la caracterizacion del
cambio de la funcidn cuadratica propia de la situacion tratada y como base para la
generalizacion y la evidencia de AM1, AM2 y AM3 en el alcance de N3 de razonamiento.
De acuerdo con las respuestas sobre S2T3P4 es posible afirmar que solo un pequefio

porcentaje del grupo de estudiantes evidencio la constancia en el cambio, mientras que la
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mayoria de los estudiantes centrd su atencion en los distintos valores de x y y de las
coordenadas, relacionados mediante el cociente de la razon de cambio.

La plenaria de esta tarea no se pudo llevar a cabo por compromisos institucionales

de los estudiantes del grupo.

Ahora analizaremos la relacion entre los cambios del ancho ( AD) y el area de la
superficie rectangular, a partir de la Grafica 5.

Gréfica 5. Curva del area de la superficie rectangular

(5,30)(55,30.25)

18, 20)

A're.adelasuper_,"iciere.cmngalar(m’)

(P5) Pregunta 5: Con ayuda de la Gréfica 5 completa la Tabla 8 para determinar la
razon de cambio entre parejas de puntos continuos segun la gréfica.

Tabla 8. Tabla de valores de Ax y Ay cociente entre diferencias de la curva.

Coordenadas de Diferencia de Diferencia de
parejas de puntos abscisas (Ax) ordenadas (Ay)

(0,0)y (1,10)
(1,10) y (2,18)
(2,18) y (3,24)
(3,24) y (4,28)

. A
Cociente =2
Ax
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(4,28) y (5,30)
(5,30) y (6,30)
(6,30) y (7,28)
(7,28) y (8,24)
(8,24) y (9,18)
(9,18) y (10,10)
(10,10) y (11,0)

Tabla 90

Tipos de respuesta a la situacion 2, tarea 3 y pregunta 5 (S2T3P5)
Tipos de S Frecuencia Frecuencia

Descripcion i
respuesta absoluta relativa
R1 Estudiantes que completaron en forma correcta todos los
valores y relaciones faltantes en la tabla. 3 12,5%

R2 Estudiantes que completaron los valores y relaciones

faltantes en la tabla, pero presentaban algunas 19 79.2%
inconsistencias o valores que no correspondian a las casillas. ’
R3 Estudiantes que completaron los valores de forma parcial o

i 2 8,3%
no respondieron la pregunta.

De acuerdo con la Tabla 90, el 12,5% de estudiantes completaron en forma correcta
todos los valores de la tabla. El 79,2% completaron todos los valores y relaciones faltantes,
pero algunos presentaban inconsistencias, mientras que el restante 8,3% completaron la
tabla parcialmente.

En relacién con los tipos de respuesta sobre S2T3P5, se puede inferir que pocos
estudiantes comprendieron y desarrollaron las diferencias entre los valores de x (Ax) y de y
(Ay) para establecer los cambios y la relacion a través del cociente entre los cambios,
mientras que la mayoria de estudiantes evidenciaron dudas en algun instante de los

procedimientos solicitados. Lo anterior da cuenta de AM1, AM2 y AM3, aunque el trabajo
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con modelos para determinar la razon de cambio fue un factor determinante que afectd el
avance hacia AM4 de razonamiento covariacional.
La plenaria de esta tarea no se pudo llevar a cabo por compromisos institucionales

de los estudiantes del grupo.

(P6) Pregunta 6: De acuerdo con la informacion registrada en la Tabla 8:
(P6a) Pregunta 6a: Describe como son los cambios que se van presentando en los
Ay a medida que los Ax presentan un cambio uniforme (aumentan en una unidad).

Tabla 91
Tipos de respuesta a la situacion 2, tarea 3 y pregunta 6a (S2T3P6a)
Tipos de o Frecuencia Frecuencia
Descripcion .
respuesta absoluta relativa
R1 Estudiantes que expresaron que de 10 a 0 va disminuyendo y
desde 0 a 10 empieza a aumentar de a 2 pero en forma
negativa. Algunos estudiantes explicitaron que Ax siempre 6 25%
es 1y es positivo.
R2 Estudiantes que explicaron que “los cambios que se van
presentando en Ay son que hasta cierta parte disminuye y
después aumenta mientras que Ax siempre aumenta y da el 1 4,2%
mismo resultado.
R3 Estudiantes que expresaron gue cuando los Ax mide mas de
6 los Ay se vueI_v_en negativos, pero si miden menos de 6 11 45,8%
entonces son positivos.
R4 Estudiantes que respondieron parcialmente la pregunta o no 6 2504

respondieron la pregunta.

(P6b) Pregunta 6b: Escribe todas las cantidades en que varia la razén de cambio, a
medida que se relacionan diferentes parejas de puntos continuos.

Tabla 92
Tipos de respuesta a la situacion 2, tarea 3 y pregunta 6b (S2T3P6b)

Tipos de . Frecuencia Frecuencia
Descripcion .
respuesta absoluta relativa
R1 Estudiantes que escribieron todas las cantidades en que varia
la razon de cambio en la tabla, esto es 5 20,8%

10,8,6,4,2,0,—2,—4—-6 -8 —10.
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R2 Estudiantes que escribieron la mayoria de cantidades en que
varia la razon de cambio en la tabla. 1 4,2%
R3 Estudiantes que escribieron expresiones que no

correspondian a las cantidades de los cambios en que varia la
razén de cambio en la tabla y estudiantes que no
respondieron la pregunta.

18 75%

De acuerdo con la Tabla 91, el 25% de estudiantes respondieron “que de 10 a 0 va
disminuyendo y desde 0 a 10 empieza a aumentar de a 2 pero en forma negativa”, mientras
que el 4,2% explicaron que “los cambios que se van presentando en Ay son que hasta cierta
parte disminuye y después aumenta mientras que Ax siempre aumenta y da el mismo
resultado. EI 45,8% expresaron que cuando los Ax miden méas de 6 los Ay se vuelven
negativos, pero si miden menos de 6 entonces son positivos. Por ultimo, el 25%
respondieron parcialmente la pregunta.

En relacion con la Tabla 92, el 20,8% escribieron todos los valores en que varia la
razon de cambio en la tabla, esto es 10, 8,6,4,2,0,—2,—4 — 6 — 8 — 10. El 4,2%
escribieron la mayoria de los valores en que varia la razén de cambio y el restante 75%, o
no respondieron, o escribieron expresiones que no correspondian a las cantidades de los
cambios en que varia la razén de cambio en la tabla.

Al centrar las preguntas en la atencion en cuantificar los cambios, una estudiante

expreso:

6J [0S Cantncr .7@ € Se van pyejendanc/o
o8 g€ empic2On €N 1o gy veo chSmnuyer
em e, g va < x'o
/\le ¢ ,’/{9(3/1’ a U 7 clescle /76‘47 (F/T)/_?J{ZC(
o Oyenlar e & 2 pero e reymoe
i’fcy& Q. {

llustracion 56. S2T3P6aR1
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La pregunta generd en los estudiantes la posibilidad de enfocarse en la
cuantificacion del cambio y como se observo anteriormente, poder llevar a cabo
descripciones cercanas a la variacion del mismo de manera un poco mas detallada que en
preguntas anteriores.

De acuerdo con las respuestas sobre S2T3P6a y S2T3P6b es posible afirmar que
algunos estudiantes comprendieron y expresaron en forma acertada la descripcion y
cuantificacion de la forma como van cambiando los cocientes entre las diferencias a
desarrollar en la tabla (AM1, AM2 y AM3), como parte fundamental del anélisis de la
razén de cambio de la funcion cuadrética que expresa el area de cultivo de acuerdo con las
condiciones dadas en la situacion.

La plenaria de esta tarea no se pudo llevar a cabo por compromisos institucionales

de los estudiantes del grupo.

(P7) Pregunta 7: De acuerdo con la Grafica 5 y la Tabla 8, Ana una estudiante
afirma que: “Para valores de x mayores a 0 y menores que 5, y esta disminuyendo y cada
vez disminuye menos; mientras que para valores de x mayores a 6 y menores que 11, y estd
aumentando y cada vez aumenta mas. Explica la validez de esta afirmacion.

Tabla 93
Tipos de respuesta a la situacion 2, tarea 3 y pregunta 7 (S2T3P7)
Tipos de S Frecuencia Frecuencia
Descripcion .
respuesta absoluta relativa
R1 Estudiantes que expresaron que la afirmacion era cierta,
manifestando que “cuando uno de los puntos de x 0 y alguno
. I 20 83,3%
de los dos aumentan o tienen que disminuir”.
R4 Estudiantes que no respondieron la pregunta. 4 16,7%

De acuerdo con la Tabla 93, el 83,3% expresaron que la afirmacion era cierta,

manifestando que “cuando uno de los puntos de x 0 y alguno de los dos aumentan o tienen
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que disminuir”, algo que contradice la forma como cambia y. Por otro lado, el 16,7%
restante no respondieron la pregunta.

En relacion con los tipos de respuesta sobre S2T3P7 es posible afirmar que, por un
lado, la mayoria de estudiantes muestra dificultades con la semantica de las descripciones y
afirmaciones que se puedan realizar acerca de la covariacion entre el ancho (x) y el area (y)
de la superficie de cultivo, expresada en una tabla y una grafica cartesiana. Por otro lado,
también es posible afirmar que, aunque los estudiantes identifiquen aspectos relacionados
con como y cuanto cambian las cantidades y la misma razén de cambio, se les dificulta
percibir y describir con coherencia, consistencia y precision la covariacién en distintas
representaciones de la situacion, sean graficas, tablas o expresiones en lenguaje natural,
conforme avanza el nivel de complejidad para constatar AM1, AM2 y AM3 de
razonamiento covariacional como las registradas hasta el momento en el Nivel General de
modelacion.

La plenaria de esta tarea no se pudo llevar a cabo por compromisos institucionales

de los estudiantes del grupo.

(P8) Pregunta 8: Utilizando la informacién anterior, completa la Tabla 9 en la cual
se relacionan los cambios en los cocientes (razon de cambio) a medida que x varia
uniformemente en una unidad:

Tabla 9
Tabla de relacion entre valores de x y los cambios del cociente entre diferencias de la curva.

Cambios en el
. A
x cociente =2
Ax
1 10

2 8




236

3 6
4
) 2
6
7 - 2
8
9
10
11

Tabla 94
Tipos de respuesta a la situacién 2, tarea 3 y pregunta 8 (S1T3P8)

Tipos de o Frecuencia Frecuencia
Descripcion .
respuesta absoluta relativa
R1 Estudiantes que completaron en forma correcta todos los
valores faltantes correspondientes al cambio que se va
) L 21 87,5%
presentando en los cocientes indicados en la tabla 9.
R4 Estudiantes que no respondieron la pregunta. 3 12,5%

De acuerdo con la Tabla 94, el 87,5% completaron en forma correcta todos los
valores faltantes correspondientes al cambio que se va presentando en los cocientes
indicados en la Tabla 9. Por otro lado, el 12,5% no respondieron la pregunta.

En relacion con las respuestas sobre S2T3P8 se corrobora que la mayoria de
estudiantes identifican aspectos relacionados a cuanto cambia la razén de cambio (AM1,
AM2 y AM3), considerando cambios uniformes del ancho (x), y posteriormente la
constante de cambio para el caso propuesto a partir de los datos en la tabla. Sin embargo,
los resultados obtenidos pueden estar asociados a la forma como se presenté la informacion
en la tabla, a este respecto queda la pregunta de si se hubiera obtenido el mismo resultado

en otro registro de representacion.
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La plenaria de esta tarea no se pudo llevar a cabo por compromisos institucionales

de los estudiantes del grupo.

(P9) Pregunta 9: De acuerdo con la Tabla 9:

(P9a) Pregunta 9a: Emplea las cantidades relacionadas y elabora una gréafica en un

plano cartesiano.

Tabla 95

Tipos de respuesta a la situacion 2, tarea 3 y pregunta 9a (S2T3P9a)

Tipos de Descripcion Frecuencia Frecue_nua
respuesta absoluta relativa
R1 Estudiantes que representaron todos los puntos de acuerdo
con las cantidades indicadas que correspondian a las
coordenadas. Una estudiante ademas de los puntos trazd una 6 25%
linea a mano alzada que unia los puntos.
R2 Estudiantes que representaron algunos puntos de acuerdo con
las cantidades indicadas que correspondian a las
coordenadas, sin embargo, otros puntos no correspondian a 9 37,5%
las coordenadas indicadas.
R3 Estudiantes que no respondieron la pregunta. 9 37,5%
(P9b) Pregunta 9b: Explica la forma de la gréafica resultante.
Tabla 96
Tipos de respuesta a la situacion 2, tarea 3 y pregunta 9b (S2T3P9b)
Tipos de A Frecuencia Frecuencia
Descripcion .
respuesta absoluta relativa
R1 Estudiantes que escribieron que “tiene forma de linea recta
descendente”. 3 12,5%
R2 Estudiantes que escribieron que “tiene forma de linea” o
“forma lineal”. 12 50%
R3 Estudiantes que escribieron una respuesta que presentaba
inconsistencias respecto a la pregunta y estudiantes que no 9 37,5%

contestaron la pregunta.
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De acuerdo con la Tabla 95, el 25% de los estudiantes representaron todos los
puntos de acuerdo con las cantidades indicadas que correspondian a las coordenadas. El
37,5% representaron la mayoria de puntos posibles y el restante 37,5% no respondieron la
pregunta.

En relacién con la Tabla 96, respecto a la grafica obtenida, el 12,5% escribieron
que “tiene forma de linea recta descendente”. EI 50% escribieron que tiene forma de recta o
forma lineal y el restante 37,5% no respondieron la pregunta.

Ante las preguntas, una estudiante respondio de la siguiente manera:
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llustracion 57. S2T3P9aR1

Aunque se presenten errores en la ubicacion de algunos puntos de acuerdo con sus
coordenadas, se aprecia la representacion de la razon de cambio registrada graficamente y

Sus argumentos:

5“’6!\@ T ovma c[€ hnea kec[a
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llustracion 58. S2T3P9bR1
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De acuerdo con las respuestas sobre S2T3P9a y S2T3P9b, en el Nivel General del
proceso de modelacion es posible asegurar que, a pesar de las dificultades evidenciadas en
algunos casos para representar puntos en el plano cartesiano a partir de sus coordenadas, la
mayoria de estudiantes pudo identificar alguna relacion gréfica entres los puntos
representados, esto es, describir una forma lineal o linea recta que se puede visualizar,
descrita en algunos casos como una linea recta descendente, dando cuenta de AM1, AM2 y
AM3, ademaés, favoreciendo la aproximacién a una de las propiedades fundamentales de la
funcién cuadrética: su derivada corresponde a una funcion polinébmica de primer grado —
funcion lineal.

La plenaria de esta tarea no se pudo llevar a cabo por compromisos institucionales

de los estudiantes del grupo.

(P10) Pregunta 10: De acuerdo con la grafica que dibujaste, describe como son los
cambios de los cambios, a medida que x varia uniformemente.

Tabla 97
Tipos de respuesta a la situacion 2, tarea 3 y pregunta 7 (S2T3P10)
Tipos de S Frecuencia Frecuencia
Descripcion .
respuesta absoluta relativa
R1 Estudiantes que escribieron que “los cambios de los cambios
es que van en una linea recta descendente que va
disminuyendo hasta cero y sigue disminuyendo de forma 2 8,3%
negativa”.
R2 Estudiantes que escribieron que “mientras aumentade 1 a 5
disminuye el cociente de dos en dos y cuando x esde 7 a 11
el cociente pasa a ser nimeros negativos, pero aumentando 1 4,2%

los valores de dos en dos.

R3 Estudiantes que expresaron que la grafica lineal va
d{SIn%nuyendo. Una .estuc’l’lante expres6 que “‘va 11 45.,8%
disminuyendo de forma lineal”.

R4 Estudiantes que no respondieron la pregunta. 10 41,7%
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De acuerdo con los tipos de respuesta sobre S2T3P10, el 8,3% de los estudiantes
escribieron que “los cambios de los cambios es que van en una linea recta descendente que
va disminuyendo hasta cero y sigue disminuyendo de forma negativa”. El 4,2% escribieron
que “mientras aumenta de 1 a 5 disminuye el cociente de dos en dos y cuando x es de 7 a
11 el cociente pasa a ser nimeros negativos, pero aumentando los valores de dos en dos”.
Un 45,8% expresaron que la gréafica lineal va disminuyendo y el 41,7% restante no
respondieron la pregunta.

En relacion con la pregunta, una estudiante de respuesta R1 realizd una descripcién

del cambio de los cambios:
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llustracion 59. S2T3P10R1

Tal descripcién permite inferir una comprension de la linealidad de los cambios de
una funcién cuadratica. De acuerdo con la Tabla 97 es posible afirmar que algunos
estudiantes logran referir y asociar la representacion grafica realizada por ellos en S2T3P9a
con las caracteristicas fundamentales de la razon de cambio de una funcion cuadrética,
como muestra de AM1, AM2 y AM3, e incluso con ciertos rasgos de AM4. Estas
descripciones estan asociadas a la presencia y desarrollo del razonamiento covariacional
gue se manifiesta al analizar el comportamiento de las cantidades respectivas de la
situacion. Cerca de la mitad de los estudiantes percibe la linealidad del cambio, pero no

explicita su relacion con los cambios, por otra parte, un porcentaje similar de estudiantes da
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muestra de las dificultades y poca comprensién de esta propiedad en las funciones

cuadraticas.

La plenaria de esta tarea no se pudo llevar a cabo por compromisos institucionales

de los estudiantes del grupo.

(P11) Pregunta 11: De acuerdo con la graficacion de variacion de la razon de
cambio a medida que el ancho variaba uniformemente, Explica como varia la razon de
cambio de una funcion cuadrética.

Tabla 98
Tipos de respuesta a la situacion 2, tarea 3 y pregunta 11 (S2T3P11)

Tipos de Descripcion Frecuencia Frecue_nua
respuesta absoluta relativa
R1 Estudiantes que expresaron que “.. en una funcién

cuadratica, cuando x(ancho) varia uniformemente, forma 1 42%

una linea recta”. '
R2 Estudiantes que escribieron que “va a variar de forma lineal”. 11 45.8%
R3 Estudiantes que escribieron que “... que a medida que va

disminuyendo da forma de una linea recta”. 2 8,3%
R4 Estudiantes que no respondieron la pregunta. 10 41,7%

De acuerdo con la Tabla 98, el 50% expresaron una variacion de tipo lineal en la
razén de cambio de una funcién cuadrética. De estos, el 4,2% expresaron que “... en una
funcién cuadratica, cuando x(ancho) varia uniformemente, forma una linea recta”, mientras
que el 45,8% expresaron que varia en forma lineal. El 8,3% escribieron que “a medida que
va disminuyendo da forma de una linea recta” y el 41,7% restante no respondieron la
pregunta.

El estudiante de respuesta R1 realiz6 una descripcion de los cambios de la siguiente

manera:
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lustracion 60. S2T3P11R1

La respuesta anterior evidencia la comprension de aspectos y caracteristicas claves
de la variacion de la funcion cuadratica y es una muestra de una descripcién del cambio de
los cambios presentes en la situacion. De acuerdo con los tipos de respuesta sobre S2T3P11
es posible afirmar que aproximadamente la mitad de los estudiantes evidencia algunos
aspectos de la generalizacion de la variacion lineal de la razon de cambio de una funcién
cuadréatica (AM1, AM2, AM3 y AM4) como una de las propiedades de todas las funciones
cuadraticas. Por otra parte, la mitad del grupo de estudiantes no alcanza a desarrollar este
nivel de comprension en consideraciones de la caracterizacion de las funciones de este tipo.

La plenaria de esta tarea no se pudo llevar a cabo por compromisos institucionales
de los estudiantes del grupo.

Respecto a la tarea 3 de la segunda situacion, de acuerdo con la Matematizacion
Vertical — Nivel General, al estudiar los registros tabular, grafico y notacional, algunos
estudiantes pudieron argumentar sobre relaciones funcionales entre las cantidades
presentes, identificando las variables dependientes e independientes. Las preguntas sobre la
covariacion iban presentando mayor complejidad conforme avanzaban las preguntas, por
tanto, las dificultades para describir como cambia y cuanto cambia fueron mas notables en
las ultimas preguntas, posiblemente al emplearse graficas, tablas y modelos, dificultando el

estudio de la variacion de la situacion estudiada, porque debian emplear otros modelos



243

como el caso del cociente entre los cambios en las variables dependiente e independiente
para completar tablas y justificar su respuesta.

Como parte de AM1, AM2, AM3 y AM4, aproximadamente la mitad de los
estudiantes alcanzaron a coordinar los cambios de la raz6n de cambio en relacion con los
cambios uniformes de la variable independiente, apoyados en los distintos registros de
representacion, sin embargo, en todas las formas en que se solicitd argumentacion de la
coordinacion de los cambios de las cantidades fueron muchas las dificultades mostradas por
parte de la mayoria de estudiantes, incluso algunos mostraron, como en casos anteriores,
comportamientos pseudo — analiticos, lo que permiti6 registrar con dificultad AM1, AM2,
AM3 y algunas AM4 y en relacion con estos, N1, N2 y N3 de razonamiento covariacional.
En el caso de AM4, solo algunos estudiantes expresaron en sus respuestas este tipo de
acciones, sin embargo no se registraron la mayoria de acciones correspondientes a N4 para

determinar a algun estudiante en este nivel.

(T4) Tarea 4: Analizando gréaficos de funciones

Esta tarea fue realizada por 23 de los 28 estudiantes.

Instruccién:
De acuerdo con lo trabajado en las tareas 1, 2 y 3, desarrolla las preguntas
propuestas a partir del siguiente grupo de gréficas de seis casos de funciones.

Graéfica 6. Algunos casos de funciones.
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(P1) Pregunta 1: Explica para cada caso si corresponde o0 no a la representacion de
la funcién cuadratica en relacion a la variacion de la medida del area de la superficie de un
rectangulo en funcién de la variacion de la medida de longitud de su base, cumpliendo las
condiciones planteadas en la situacién 2.

Tabla 99
Tipos de respuesta a la situacion 2, tarea 4 y pregunta 1 (S2T4P1)
Tipos de S Frecuencia Frecuencia
Descripcion .
respuesta absoluta relativa
R1 Estudiantes que expresaron que la grafica 6 era la que

correspondia a una funcion cuadratica. Algunas de las
descripciones fueron que ‘“aumenta lo mismo que
disminuye”, “cumple con la variaciéon de las medidas y
longitudes”, “tiene la curva exacta a las dimensiones de la 0
- ey S . 7 30,4%
planeacion del cultivo”, “tiene la variacion del area de la
superficie correspondiente a la longitud de su base”. De las
otras graficas (1 a 5) expresaron que no correspondian a la

funcion cuadratica.

R2 Estudiantes que expresaron que las graficas 5y 6 eran las que
correspondian a una funcién cuadratica. De la gréfica 5 hay
descripciones como que “es similar a la de la situacion dos,

99 <c

pero aumenta mas y disminuye mas”, “aumenta muy poco y
disminuye de gran manera”, “aumenta un poquito recta y
luego disminuye rectamente”. De la grafica 6 hay
descripciones como “coinciden mucho en las medidas a la
funcion de la variacion de la medida de longitud de su base”,
aumenta demasiado y llega hasta un punto méximo. De las
otras graficas expresaron que no correspondia a una funcién

cuadratica.

8 34,8%
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R3 Estudiantes que describieron las seis graficas pero no
indicaron si habia alguna que correspondia 0 no a una 8 34,8%
funcion cuadrética.

De acuerdo con la Tabla 99, el 30,4% expresaron que la grafica 6 era la que
correspondia a una funcién cuadréatica, manifestando diferentes argumentos al respecto. El
34,8% expresaron que las graficas 5 y 6 eran las que correspondian a una funcién
cuadratica, mientras que el restante 34,8% no indicaron de manera especifica cual grafica
era la que correspondia a una funcién cuadrética.

En relacion con las respuestas sobre S2T4P1 aproximadamente la tercera parte de
los estudiantes identifica en representaciones graficas las caracteristicas fundamentales de
las funciones cuadraticas, mientras que a la otra tercera parte del grupo se le dificulta
identificar la simetria caracteristica de la pardbola, asociada a la forma como cambian las
cantidades relacionadas. Otro importante grupo de estudiantes evidencid problemas para
identificar de manera apropiada caracteristicas basicas de la funcion cuadrética. Lo anterior
da cuenta de las dificultades para la aproximacién al Nivel Formal de modelacion.

La plenaria de esta tarea no se pudo llevar a cabo por compromisos institucionales

de los estudiantes del grupo.

(P2) Pregunta 2: Compara las graficas de los casos 1 y 5 y describe cbmo cambian
los valores de y a medida que cambian los valores de x en cada una, antes y después del
punto maximo.

Tipos de Frecuencia Frecuencia

respuesta Descripcion absoluta relativa
R1 Estudiantes que describieron que en el caso 1 al principio
aumenta poco pero después aumenta mas y despues 9 39,1%

disminuye demasiado al comienzo y a lo Gltimo merma poco,
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R2

R3

R4

RS

mientras que en el caso 5 al principio aumenta “harto” y
después merma mas parejo.

Estudiantes que describieron que el cambio de los valores de
vy en la figura 1 aumenta mucho y después da un “bajon”
igual repentinamente y en el caso de la figura 5 aumenta
mucho y muy rapido y en la curva de la bajada disminuye
mas parejo.

Estudiantes que describieron que en el caso de la figura 1
aumenta hasta cierto punto y de ahi disminuye y en el caso
de la figura 5 aumenta muy poco y de ahi disminuye en gran
cantidad.

Estudiantes que describieron que en la figura 1 se puede
mirar que al principio hay un aumento despacio hasta un
punto y desde alli hay un aumento continuo hasta el punto
maximo y en la figura 5 empieza un aumento pequefio y
después un aumento continuo hasta el punto maximo y desde
alli se ve una disminucion del punto maximo hasta el final de
la curva.

Estudiantes que hicieron la comparacion y descripciones de
forma parcial o incompleta y estudiantes que presentaron
incoherencias en sus descripciones y no eran claras al
momento de llevar a cabo la comparacion.

11

4,3%

4,3%

4,3%

48%

Tabla 100

Tipos de respuesta a la situacion 2, tarea 4 y pregunta 2 (S2T4P2)

De acuerdo con la Tabla 100, el 39,1% describieron que en el caso 1 al principio

aumenta poco pero después aumenta mas y después disminuye demasiado al comienzo y a

lo tltimo merma poco, mientras que en el caso 5 al principio aumenta “harto” y después

merma mas parejo, mientras que el 4,3% describieron que el cambio de los valores de y en

la figura 1 aumenta mucho y después da un “bajon” igual repentinamente y en el caso de la

figura 5 aumenta mucho y muy répido y en la curva de la bajada disminuye mas parejo. Un

4,3% describieron que en el caso de la figura 1 aumenta hasta cierto punto y de ahi

disminuye y en el caso de la figura 5 aumenta muy poco y de ahi disminuye en gran

cantidad y otro 4,3% describieron que en la figura 1 se puede mirar que al principio hay un
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aumento despacio hasta un punto y desde alli hay un aumento continuo hasta el punto
maximo y en la figura 5 empieza un aumento pequefio y después un aumento continuo
hasta el punto méximo y desde alli se ve una disminucién del punto méximo hasta el final
de la curva. El restante 48% hicieron la comparacion y descripciones de forma parcial o
incompleta y estudiantes que presentaron incoherencias en sus descripciones y no eran
claras al momento de llevar a cabo la comparacion.

En relacién con los tipos de respuesta sobre S2T4P2, es posible asegurar que menos
de la mitad de los estudiantes describe de manera aceptable la covariacion que van
presentando las cantidades en gréficas con distintas caracteristicas —como cambia—, dando
continuidad al porcentaje observado en S2T4P1 acerca del acierto en las descripciones de
los cambios de funciones cuadréticas y no cuadréticas (AM1, AM2 y AM3). Por otro lado,
persisten las dificultades para avanzar al Nivel Formal de modelacion.

La plenaria de esta tarea no se pudo llevar a cabo por compromisos institucionales

de los estudiantes del grupo.

(P3) Pregunta 3: Carlos, un estudiante de un grado superior, afirma que en el caso
2: “Para valores de x mayores a 0 y antes del punto maximo, y esta disminuyendo y cada
vez disminuye menos; mientras que para valores de x posteriores al punto maximo y hasta
el punto de interseccion con el eje x, y esta aumentando y cada vez aumenta mas”. Explica
la validez de esta afirmacion.

Tipos de L Frecuencia Frecuencia

b Descripcion .
respuesta absoluta relativa
R1 Estudiantes que expresaron que la afirmacion no corresponde

0 estd mala ya que “...aumenta y merma parejo”. 7 30,4%
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R2 Estudiantes que expresaron que la afirmacion es falsa porque
los valores antes del punto méximo aumentan y después del

0,
punto maximo disminuyen. 3 13%
R3 Estudiantes que expresaron que no es valida porque “eso no
me parece que no da y esta mala” o “no concuerda con la 8 34.9%
grafica”. '
R4 Estudiantes que expresaron que la afirmacion si era valida. 5 21,7%
Tabla 101

Tipos de respuesta a la situacion 2, tarea 4 y pregunta 3 (S2T4P3)

De acuerdo con la Tabla 101, el 30,4% de los estudiantes expresaron que la
afirmacion no corresponde o estd mala ya que “...aumenta y merma parejo”. El 13%
expresaron que la afirmacion es falsa porque los valores antes del punto maximo aumentan
y después del punto maximo disminuyen, no especificaron mas detalles, mientras que el
34,9% expresaron que no es valida porque “eso no me parece que no da y estd mala” o “no
concuerda con la grafica”. Por otra parte, el 21,7% manifestaron que la expresion si era
valida.

En relacion con los tipos de respuesta sobre S2T4P3 es posible aseverar que se
evidencia continuidad en el porcentaje de estudiantes que describieron el comportamiento
de los cambios en las graficas (AM1, AM2 y AM3), incluso varios son consistentes en sus
respuestas en S2T4P1 y S2T4P2, manifestando la comprension de estas caracteristicas de
los cambios en una funcidn cuadratica y otros tipos de funciones, en el Nivel General de
modelacion.

La plenaria de esta tarea no se pudo llevar a cabo por compromisos institucionales

de los estudiantes del grupo.

(P4) Pregunta 4: Selecciona uno de los casos de las graficas y escribe una situacion
para la cual esa sea una representacion posible.




249

Tabla 102

Tipos de respuesta a la situacion 2, tarea 4 y pregunta 4 (S2T4P4)
Tipos de Descrincion Frecuencia Frecuencia
respuesta b absoluta relativa
R1 Estudiantes que seleccionaron una gréfica y plantearon una

situacion que podia ser representada con la grafica
seleccionada, pero la descripcién de la situacion carece de
detalles claves que explican los cambios indicados en la
gréfica.

4 17,4%

R2 Estudiantes que seleccionaron una gréfica y plantearon una
situacion en la cual se identificaban cambios, pero la relacion
de los cambios especificados con la gréafica seleccionada no 12 52,2%
era coherente.

R3 Estudiantes que no seleccionaron gréaficas y/o describieron
situaciones que no evidenciaban claridad respecto a los
posibles cambios. Algunos estudiantes no respondieron la
pregunta.

7 30,4%

De acuerdo con la Tabla 102, el 17,4% de los estudiantes seleccionaron una de las
gréaficas y plantearon una situacion, sin embargo, en la descripcion falt6 especificar detalles
fundamentales correspondientes a la descripcion de la variacién, mientras que el 52,2%
seleccionaron una grafica y plantearon una situacion, pero la relacion entre estas no era
clara y evidenciaba incoherencia entre ambas. Por Gltimo, el 30,4% de los estudiantes se les
dificulto seleccionar una de las gréficas y llevar a cabo el planteamiento de una situacién
acorde a la gréafica y que evidenciara cambios en su desarrollo.

En relacién con las respuestas dadas para S2T4P4 por parte de los estudiantes, es
posible afirmar que los estudiantes contintan con la dificultad para llevar a cabo procesos
de generalizacion de los modelos graficos trabajados en un Nivel Formal, por otro lado, se
mantiene la continuidad respecto a la disminucion en la comprension y apropiacion de las

caracteristicas de la covariacion cuando se presentan procesos mas complejos, que implican
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proponer o identificar diversas situaciones con caracteristicas similares y la puesta en
préactica de modelos y acciones ya trabajadas en nuevos contextos.
La plenaria de esta tarea no se pudo llevar a cabo por compromisos institucionales

de los estudiantes del grupo.

Analisis de la segunda situacion

Como conclusion de la implementacion de la segunda situacion y basandose en la
Rejilla de fundamentacion y analisis de la propuesta de aula (Tabla 5), en la tarea 1 se
trabajo la Matematizacion Horizontal — Nivel Situacional y Matematizacion Vertical —
Nivel Referencial de modelacién. De acuerdo con esto, se comprob6 mediante distintas
preguntas, representaciones, afirmaciones y expresiones planteadas, que la tarea propicid
que los estudiantes exploraran un contexto fisico como un terreno de cultivo en el cual se
empleaban propiedades geométricas, a la vez que se puso en practica diversos
conocimientos previos del estudiante que posibilitaban analizar aspectos caracteristicos de
la situacién como cantidades presentes, cambios y relaciones entre estos.

Sin embargo, y teniendo en cuenta el uso del programa Geogebra, los porcentajes de
acierto y comprension de las preguntas variaron de acuerdo con el tipo de pregunta, por
ejemplo, en las preguntas donde se proponia identificar patrones, cantidades, cambios
(preguntas como S2T1P1, S2T1P3, S2T1P4a, S2T1P5c), se observo que aproximadamente
la mitad de los estudiantes tuvieron facilidad para dar cuenta y responder las preguntas de
manera correcta, no asi en el caso de las preguntas en las cuales se pedia argumentar
algunas afirmaciones sobre modelos de la situacion (preguntas como S2T1P2a, S2T1P2b,
S2T1P4b, S2T1P5h, S2T1P6a, S2T1P6b, S2T1P7, S2T1P8, S2T1P9a, S2T19b, S2T1P12a),

ya que en estos casos menos de la mitad de los estudiantes realizé una aproximacion
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satisfactoria a elementos de la situacion, al igual que en preguntas donde se solicitaba
trabajar con modelos graficos o notacionales — modelos de — o incluso proponer algunos
para verificar o refutar afirmaciones, una caracteristica propia del Nivel referencial
(preguntas como S2T1P5a, S2T1P10a, S2T1P10b, S2T1P10c ), de lo que se deduce que la
mayoria de estudiantes evidencié problemas en la comprension y en las respuestas dadas,
probablemente por las formas geométricas y sus propiedades, tipos de medidas y relaciones
presentes en el contexto de la situacion del proyecto de cultivo de la situacion, ademas, por
la posibilidad de observacion y trabajo con infinitos valores de las cantidades implicadas,
dado el apoyo con Geogebra, y los cambios en los valores de las medidas que se pueden
visualizar en el programa. De acuerdo con los resultados, en esta situacion las dificultades
en estos niveles de modelacion fueron mayores comparados con la primera situacion y esto
se constituyd en un virtual y no menor obstaculo para el avance hacia los siguientes niveles
de modelacion.

Respecto al razonamiento covariacional en la tarea 1, se esperaba que los
estudiantes llevaran a cabo la coordinacion de los cambios de los valores de una variable
con los cambios de otra y la coordinacion de la direccion del cambio de una variable con
los cambios de otra, acciones mentales propias del N1 y N2 de Razonamiento
covariacional, expresados en la Rejilla de fundamentacion y analisis de la propuesta de
aula (Tabla 5). De acuerdo con esto, se observo en respuestas a preguntas como S2T1P2b,
S2T1P4a, S2T1P4b, S2T1P6a, S2T1P6b, S2T1P7, que la mayoria de los estudiantes
evidencio poca claridad y acierto en las descripciones de los cambios de las cantidades
indagadas, algo que habia desarrollado con mayor eficacia en la primera situacion, pero que
en este caso no solo se deberia a la dificultad en el contexto sino al no haberse hecho

manifiestas por parte de la mayoria de estudiantes acciones mentales de este nivel (AM1).
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Guardando relacién con el coordinar los cambios en cantidades, se expresa la
coordinacion de la direccion del cambio y acciones mentales de este tipo (AM2). Para este
tipo de acciones y guardando coherencia con las AM1 evidenciadas, en respuestas a
preguntas como S2T1P5a, S2T1P5b, S2T1P6a, S2T1P7, S2T1P9a, S2T1P9b, se pudo
observar que la mayoria de estudiantes tuvieron dificultad para hacer una representacion
gréafica acorde donde se pudiera evidenciar no solo los puntos indicados sino la
comprension de la continuidad y con esto la misma direccion del cambio, ademas, se
presento dificultad con la graficacion, comprension y argumentacion de la curva suave y
por ultimo, dificultad para describir el cambio de una cantidad a medida que cambia otra en
las gréficas propuestas; en algunos casos, ciertos estudiantes mostraron comportamientos
pseudo — analiticos al manifestar una comprensién aparente de la direccion del cambio,
pero poca o nula ampliacion de su argumentacion, lo que indica que las AM1y AM2 no
eran claras y no daba cuenta de la informacién requerida.

Las dificultades mostradas por los estudiantes en la coordinacion de los cambios de
dos cantidades y de la direccién del cambio antes descritas, se pueden asociar, por un lado,
al poco trabajo con representaciones en el plano cartesiano en afios escolares anteriores y,
por otro, a la deficiencia en la identificacion, representacién y comprensién del conjunto de
los nimeros reales.

Respecto a la estructura de la tarea 2 de analisis de cambios de las cantidades de la
situacion en diferentes registros de representacion, las preguntas propuestas cumplian con
caracteristicas de la Matematizacion Vertical — Nivel Referencial y Nivel General de
modelacion. De acuerdo con esto, se observo que, en relacion a la mayoria de preguntas de
la tarea y haciendo uso de las representaciones en Geogebra, menos de la mitad de los

estudiantes expresaron respuestas y/o argumentaciones validas al trabajar con modelos
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gréaficos, notacionales y tabulares de la situacion —modelos de— para estudiar y comprender
caracteristicas basicas de las funciones cuadréticas, por ejemplo, las descripciones de los
cambios de Ax y Ay, de manera individual y simultanea de acuerdo con su dependencia, la
concavidad de la curva, el punto maximo con su respectivo significado en la situacion, las
relaciones entre Ax y Ay que determinan el punto méximo, los puntos de interseccion de la
curva con el plano, el dominio de la funcidn, el trabajo o manipulacion de la expresion
algebraica 0 modelo para determinar multiples valores de y, el calculo de las diferencias de
los cambios en x y en y a partir de registros tabulares, el comportamiento de los cambios
antes y después del punto méaximo, entre otras.

Los problemas reflejados en las respuestas en estas etapas del proceso de
modelacién, dan cuenta de algunos factores previos que posiblemente inciden en el avance
del proceso. De lo anterior, es posible decir que las dificultades manifestadas por los
estudiantes durante la experimentacion, es decir, el poco o nulo trabajo previo con el plano
cartesiano y tablas, repercutieron sobre el bajo nivel de avance de los estudiantes hacia la
comprension de las caracteristicas mencionadas de las funciones cuadréticas, ademas de las
problematicas indicadas anteriormente acerca de la insuficiencia en el trabajo con el
conjunto de numeros reales y la argumentacién en las matematicas escolares. A pesar de
las notables dificultades, se destaca de manera positiva que el uso de Geogebra facilité que
los estudiantes trabajaran de manera interactiva y dindmica con representaciones y de esta
manera pudieran acercarse un poco a identificar, analizar y discutir propiedades de las
funcion en relacion a la situacion.

De acuerdo con lo anterior, en la tarea 2 menos de la mitad de los estudiantes

alcanzé un Nivel Referencial de modelacion, dadas las caracteristicas de este nivel y las
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dificultades mostradas, y una cantidad menor de estudiantes reflexiond satisfactoriamente
sobre los procesos empleados, conceptos, estrategias y modelos, alcanzando un Nivel
General de modelacion.

Respecto al razonamiento covariacional en la tarea 2, de acuerdo con las respuestas
para S1T2P2a, S2T2P3a, S2T2P6b y S2T2P8c, la mayoria de estudiantes mostraron
dificultades notables en la forma como describian la direccion del cambio de una variable
con los cambios de otra, esto como consecuencia de las dificultades evidenciadas en la
primera situacion y en la tarea 1, dando cuenta de las dificultades en AM1, AM2 y AM3 al
escribir, por ejemplo, coordenadas de ciertos puntos donde se relacionaban las cantidades,
pero argumentando deficientemente las relaciones en los cambios de una cantidad a medida
que cambiaba otra de la cual dependia y sin especificar los aumentos o disminuciones que
se podian apreciar; en otros casos, esa misma carencia de argumentacién no posibilitaba
comprender que cuando los aumentos en y iban siendo cada vez menores a medida que
cambiaba x, entonces se podia llegar a un punto maximo con un significado propio en la
situacion. Por altimo, la mayoria de estudiantes también mostré dificultades para explicar
por qué los valores disminuian después del punto maximo a medida que seguia
aumentando.

La misma situacion se presentd en la coordinacion de la cantidad del cambio, ya que
la no comprencion de la direccion del cambio se erigié como una limitante a la hora de
visualizar las regularidades en los valores de las cantidades, es decir, cuanto cambiaban las
cantidades; solo en algunos de los casos en que las preguntas se apoyaban de un registro
tabular era posible un mejor acercamiento a las regularidades y se lograba establecer

algunos patrones, ejercitando esta accién mental (AM3).
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De acuerdo con lo ya enunciado, solo en el caso de algunos estudiantes se evidencid
AM1, AM2 y AM3, que daban cuenta de la coordinacion de la direccion del cambio y de la
cantidad del cambio (como cambia y cuanto cambia). También fue notable la repeticion de
comportamientos pseudo — analiticos en los que se repetia el siguiente patron: el estudiante
parece que identifica y comprende las regularidades, pero no tiene las herramientas para
justificar y argumentarlas.

Respecto a la tarea 3, en la Matematizacion Vertical — Nivel General y Nivel
Formal de modelacion, los estudiantes emplearon distintos modelos graficos, tabulares y
notacionales que se iban presentando o desarrollando en la progresion de las preguntas con
cada vez mayor nivel de complejidad. Los modelos de la situacion contextualizada
posibilitaron llevar a cabo distintos andlisis y reflexiones a partir de las preguntas
propuestas, los cuales se realizaron alrededor de los procesos empleados, conceptos,
estrategias y modelos, centrando la atencion en el andlisis de la covariacion, que sera
comentado a continuacion.

Respecto al Nivel Formal, en las respuestas a S2T3P11, donde se hacia referencia a
este nivel, la mayoria de estudiantes no respondieron con seguridad como varia la razén de
cambio de una funcion cuadrética, por tanto, este nivel no se alcanz6 por parte del grupo de
estudiantes que desarroll6 la propuesta de aula y esto como consecuencia de las dificultades
en los avances en los niveles de modelacion previos al Nivel Formal.

En los niveles de razonamiento covariacional esperados en el desarrollo de las
cuestiones de la tarea 3, las acciones mentales manifestadas e identificadas en algunos de
los estudiantes fueron principalmente del tipo AM1, AM2 y AM3, dificultad que es
explicable si se tiene en cuenta los inconvenientes y resagos Vvistos en las tareas 1y 2, lo que

no es obstaculo asi mismo para resaltar que muchos de los estudiantes que se enfrentaron a
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las dificultades enunciadas lograron calcular las diferencias a partir de los valores en el eje
de las abscisas y las diferencias de los valores en el eje de las ordenadas y relacionar los
cambios para obtener y analizar caracteristicas de la Razon de Cambio Promedio.

Por su parte, los estudiantes que alcanzaron a desarrollar AM4, no solo llegaron a la
coordinacion de la cantidad de cambio de una variable con la cantidad de cambio en otra,
sino que pudieron establecer relaciones entre los cambios que se iban presentando de
manera simultanea entre las cantidades, a través de la razon de cambio promedio, de tal
manera que algunos alcanzaron a determinar la razon de cambio a partir de un registro
tabular (S2T3P2), sin embargo, al desarrollar las preguntas que profundizaban acerca de la
comprension del comportamiento de la razén de cambio promedio de una funcién
cuadrética, las respuestas de estos —en general— no fueron claras, dado que al indagérseles
sobre la coordinacion de la razén de cambio con cambios uniformes en los valores de
entrada, solo un estudiante expresé que esta relacion variaba en forma lineal.

De acuerdo con lo anterior, y teniendo en cuenta el Marco Conceptual del
Razonamiento Covariacional, las dificultades previas respecto a: la coordinacion de los
cambios de una cantidad con los cambios de otra y la coordinacién de la direccion del
cambio de una variable respecto a los cambios de otra, ocasionaron que con dificultad se
presentaran AM4 por parte de un estudiante. En este punto se reitera nuevamente que
varios estudiantes reportaron comportamientos pseudo — analiticos, ya que en el desarrollo
de algunas preguntas llegaron a hacer calculos relacionados con la razén de cambio y en
ocasiones parecia que llegaban a efectuar la coordinacion entre la razén de cambio y los
cambios uniformes en la variable de entrada, sin embargo, sus justificaciones en las ultimas

preguntas de la tarea dieron cuenta que no habia claridad al respecto.
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En relacion con la tarea 4, en la Matematizacion Vertical — Nivel General y Nivel
Formal de modelacion, en las respuestas se evidencio que pocos estudiantes describieron
con claridad las caracteristicas de las graficas correspondientes a funciones cuadréaticas y
las que representaban otro tipo de funciones, sin embargo si consideraron el eje de simetria
de la curva, analizaron la forma como los cambios en y se hacian menores antes del punto
maximo a medida que los cambios en x aumentaban y que luego del punto maximo los
cambios aumentaban en forma negativa; tuvieron en cuenta las relaciones entre las
cantidades relacionadas, la constancia o la variacion del cambio, entre otras, todo esto a
partir de las graficas e informacion propuestas.

Las deficiencias mostradas por casi todos los estudiantes en el Nivel General de
modelacion fueron causales para que el Nivel Formal no se demostrara en las respuestas y
acciones realizadas por los estudiantes y de esta manera fuera posible poder llevar a cabo
algunos planteamientos en relacion a la funcidn cuadratica, en situaciones en otros
contextos pero que presentaran caracteristicas similares y que facilitaran un posible estudio
con los procedimientos empleados en la primera y segunda situacién trabajadas.

Respecto al razonamiento covariacional, en la tarea 4 se esperaba que los
estudiantes pudieran coordinar la razén de cambio promedio con incrementos uniformes en
los valores de entrada, algo que ya habian trabajado en tareas anteriores en tablas y graficas
y gue en esta tarea no se percibio de manera clara cuando los estudiantes llevaron a cabo las
descripciones solicitadas en sus respuestas, por tal razon en esta tarea no se alcanzé a
desarrollar AM4 que permitieran identificar a algunos estudiantes con un N4 de
Razonamiento covariacional.

En cuanto a aspectos relacionados con los Lineamientos Curriculares, Estandares

Basicos de Competencias en Matematicas y en general la perspectiva curricular, la
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resolucion de problemas, el anélisis de patrones, el estudio de la variacién y el cambio, el
uso de contextos cotidianos, el proceso de modelacién, el uso de distintos registros de
representacion, el estudio de la funcién como una relacion de dependencia entre variables,
fueron parametros claves para el desarrollo y analisis de la propuesta. De acuerdo con esto,
la posibilidad de que los estudiantes resolvieran la actividad en términos de una situacion
problema gener6 un escenario para que los estudiantes no solo se quedaran haciendo
ejercicios de funciones cuadraticas, sino que pudieran poner en practica varias habilidades
y desarrollar procesos como identificar, comunicar, razonar, ejercitar, modelar y resolver en
si el problema; lo anterior se constituy6 en una de las fortalezas de la estructura y trabajo de
esta propuesta.

Ademas, fue evidente la ejercitacion y constante anélisis de patrones del cambio de
las variables consideradas a partir de los distintos registros. A este respecto, debe decirse
que la variedad de regristros permitié que varios estudiantes, a pesar de ciertas
deficiencias, pudieran avanzar a niveles considerables en el razonamiento covariacional, ya
que no solo se quedaron en la etapa de identificar y formularse modelos mentales de los
patrones de variacion, sino que se progresé hacia el registro de esos modelos en distintos
niveles de complejidad, validos y coherentes con la situacion de estudio, y que
posteriormente fueron analizados a partir de diferentes cuestiones planteadas en cada tarea
para asi poder llegar a proponerse algunas nociones de su generalizacién a situaciones con
caracteristicas similares.

Con la segunda situacion se pretendia posibilitar la profundizacion de los
estudiantes al respecto del proceso de modelacién de funciones cuadraticas en el contexto
de un proyecto escolar con el apoyo de nociones geomeétricas, donde el estudio de las

dimensiones de un area de cultivo y las condiciones asociadas fueran aspectos para realizar
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el analisis de la variacion y covariacion presentes mientras se desarrollaba el trabajo con los
modelos propuestos, desde algunos basicos hasta otros mas complejos, para llegar a la
comprension de aspectos y propiedades basicas de la funcion cuadrética, la habilidad para
generalizar estas propiedades y también para hacer uso o proponer nuevos espacios de
aplicacion (Generalizacion).

De acuerdo con lo anterior, en un primer lugar, se concluye que se dio
cumplimiento de manera parcial a los propositos de la tarea y que el trabajo de esta
situacion fue clave para profundizar en el andlisis de la covariacion, ya que no solo se
consideraron de manera aislada los cambios en una variable, sino que las cuestiones
expuestas traian consigo un andlisis mayor de las relaciones que se iban presentando de
manera simultanea entre los cambios de dos variables, lo que permitié a varios estudiantes
la identificacion, coordinacion y descripcion sobre como variaban los cambios, en mayor o
menor medida, de acuerdo con condiciones propias del contexto, pero que permitian su
registro en tablas y gréficos para asi dar cuenta del comportamiento que tenian.

Los niveles de andlisis y comprension de la razon de cambio promedio y la razén de
cambio instantanea no fueron alcanzados de acuerdo con lo esperado, evidenciando
mualtiples factores que incidieron en esto, sin embargo, cabe destacar que se llevo a cabo un
trabajo fuerte por parte de los estudiantes, lo cual posiblemente se constituya en un apoyo

en estudios posteriores que aborden el andlisis de situaciones relacionadas con funciones.
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Capitulo 1V. Conclusiones generales y reflexiones didacticas

En este capitulo se presentan las conclusiones considerando el objetivo general y los
objetivos especificos, mediante la implementacion de la propuesta de aula producto de la
articulacion entre los aportes tedricos identificados en las perspectivas curricular, didactica
y matematica, ademas, las reflexiones didacticas que se originan fruto de la practica
investigativa correspondiente a la interaccion entre los saberes matematicos, los resultados
alcanzados por la comunidad de investigadores, el docente investigador y los estudiantes

objeto investigacion.

4.1. Conclusiones generales

En lo que respecta al objetivo especifico: “identificacion de aportes tedricos y
metodoldgicos en la investigacion en educacion matematica, en torno a la modelacion de
fendmenos de variacion, el estudio de la funcion como covariacion, de acuerdo con la
perspectiva curricular, didactica y matematica” se puede establecer que:

e Lariqueza metodoldgica expresada en las maltiples investigaciones de las tres
perspectivas de referencia respecto al desarrollo del pensamiento variacional y
el estudio de la variacion y el cambio, vinculados con relaciones funcionales,
muestran el panorama no solo de la profundidad y amplitud de estos objetos
matematicos asociados al pensamiento variacional, sino que también posibilitan
el surgimiento de nuevas estrategias y metodologias que complementen y/o
condensen diversos enfoques tedricos. De acuerdo con esto, la consideracion de
potenciar el pensamiento variacional a partir de actividades orientadas con este

propdsito no solo dinamizaron el estudio desarrollado por los estudiantes, sino
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que permitieron acercarse a analizar la variacion y el cambio de forma
sistematica, ademas, impulsaron la comprension de las propiedades de la
funcion cuadrética como una dependencia entre variables, desarrollando
diversos procesos congruentemente.

Las investigaciones consideradas muestran que el estudio de la variacién y el
cambio en el enfoque covariacional visibiliza y facilita la puesta en practica de
diversas acciones y estrategias cognitivas por parte de los estudiantes, las cuales
pueden llegar a ser registradas y catalogadas en un determinado marco
conceptual con el fin de establecer avances en el estudio de las funciones.
Acorde con nuestras busquedas e intereses, el Marco Conceptual del
Razonamiento Covariacional proporcioné categorias que orientaron la
formulacion de preguntas dirigidas a indagar y promover el pensamiento
variacional, en el andlisis de la covariacién, para posteriormente caracterizar las
respuestas, gestos, comportamientos y acciones expresadas por los estudiantes y
de esta manera describir los avances o incluso las carencias o deficiencias vistas
en el razonamiento covariacional.

Las convergencias evidenciadas en los distintos referentes en el marco teorico
como es el caso de objetos matematicos como la funcion, referencias
conceptuales, procesos como la modelacién de relaciones funcionales, el
desarrollo del pensamiento covariacional, el estudio de la variacion y el cambio,
el estudio de situaciones cotidianas y de la realidad que nos rodea, entre otras,
posibilita que estos aspectos puedan ser considerados como potentes
articuladores. Esta articulacion es posible dado que sus caracteristicas pueden

relacionarse en torno al estudio de la funcién cuadratica a partir del enfoque
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covariacional, considerando el proceso de modelacion como un factor
determinante para poder llegar a la construccion de la propuesta, ademas,
constituir la rejilla de andlisis que se empled en la caracterizacion de las

respuestas y el andlisis final.

Al tratarse del objetivo especifico relacionado con la “articulacion de los aportes

tedricos y metodoldgicos considerados a partir de las perspectivas curricular, didactica y

matematica”, se concluye que:

En la propuesta de aula constituida y empleada para llevar a cabo el estudio con
el grupo de estudiantes, los contextos planteados como el de un gimnasio y sus
ingresos econdmicos, en la primera situacion, y el contexto de un proyecto
productivo que se desarrolla en la institucion educativa donde se realizo la
experimentacion, en la segunda situacion, respondian a situaciones cotidianas
que a partir de las perspectivas consideradas eran propicias para favorecer un
estudio conveniente de la variacién y el cambio asociados a relaciones
funcionales, en un enfoque covariacional.

La estructura de las dos situaciones problema que componen la propuesta de
aula, organizadas de tal manera que evidenciaran una articulacion de los
elementos claves definidos en los referentes tedricos a partir de las tres
perspectivas consideradas en este trabajo, respecto al proceso de modelacion y
en el analisis de la covariacion, permitié generar una nueva alternativa didactica
que podria ser, por un lado, empleada por los docentes de matematicas en las
aulas debido a su secuencialidad, y en tanto que representa una forma de abordar
un objeto matematico complejo —la funcién cuadratica—; y el por otro, asumido

en forma maés accesible por los estudiantes que estan en la etapa escolar. De



263

acuerdo con los antecedentes expuestos al inicio de esta investigacion, en el
sistema educativo colombiano, especialmente en la ensefianza escolar, no se
registran avances articulados notables en la organizacion de estrategias o
metodologias que favorezcan un estudio adecuado de las funciones y de la
funcion cuadrética, en especifico; por esta razon, teniendo en cuenta avances
previos en la investigacion, los cuales abordaron elementos tedricos y
conceptuales pertinentes, se formul6 la propuesta de aula, la cual se desarrolld
como un recurso didactico ajustado a los avances y necesidades en el estudio de
la variacion y el cambio para propiciar la consolidacion de bases solidas al
respecto de las funciones cuadréticas y el estudio posterior del calculo.

La elaboracion de la propuesta de aula y su aplicacion con los estudiantes estuvo
acorde con los principios en la EMR. Respecto al principio de actividad, el
disefio y los recursos empleados para desarrollar la propuesta brindaban la
posibilidad al estudiante de poder llevar a cabo razonamientos, interacciones y
reconstrucciones de las matematicas en la situacion como parte del ejercicio de
estudio de las situaciones propuestas ajustadas al principio de realidad y de
acuerdo con los contextos, los cuales fueron planteados en relacion con la
modalidad de la institucion educativa y el entorno social de los estudiantes. El
principio de nivel se reflejo en los avances que iban presentando los estudiantes,
a distintos ritmos de aprendizaje, sin embargo, fueron etapas sustanciales en la
apropiacion de los conocimientos observados en el contexto realista y orientados
para lograr avances significativos de aproximaciones al trabajo en el nivel
formal de las matematicas, el cual, para esta propuesta, favorecia el principio de

entrelazamiento, dada la posibilidad de emplear distintos tipos de conocimientos
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como parte del pensamiento matematico, en términos de los lineamientos
curriculares y estandares de competencias.

El principio de interaccion se registro durante toda la implementacion dada la
posibilidad de intercambio que tenian los estudiantes durante el desarrollo de las
tareas y plenarias, momentos en los cuales el intercambio de ideas permite que
los estudiantes comprendan de mejor manera lo estudiado, ademas, este trabajo
de los estudiantes siempre estuvo acompariado por el docente — investigador,
dando cuenta del principio orientador, situacion en la cual se establecieron
pautas que fueran apoyo para promover el desarrollo del pensamiento

variacional como parte de los propdsitos de la investigacion.

En concordancia con el objetivo especifico relacionado con la “caracterizacion de

aspectos del pensamiento variacional en estudiantes que desarrollan procesos de

modelacion de fendmenos que implican covariacion a través de la funcion cuadratica”, se

puede establecer que:

El disefio de la propuesta de aula, ajustado a los aportes teoricos a partir de las
perspectivas consideradas en el marco tedrico, permitioé no solo el trabajo activo
de los estudiantes, al llevar a cabo procesos de modelacion necesarios y analisis
de la covariacion presentes, sino que también facilitd la discriminacion y
caracterizacion de las respuestas suministradas por ellos en diferentes tipos
segun la situacion, tarea y pregunta indicada, posibilitando identificar procesos,
acciones mentales y comportamientos llevados a cabo, lo que permitio
evidenciar la presencia de distintos niveles de razonamiento covariacional al
modelar distintos procesos del fenémeno estudiado.

De acuerdo con los niveles de modelacion en la EMR considerados en la rejilla
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de analisis se puede establecer que cuando los estudiantes estudiaron situaciones
en contextos realistas cumplieron de manera valida respecto del Nivel
Situacional de modelacion al resolver preguntas que hacian énfasis en conocer
las caracteristicas del contexto de la situacion. Posteriormente, las preguntas que
promovian procesos de modelacion en el Nivel Referencial fueron desarrolladas
por la mayoria de estudiantes, mientras que las preguntas del Nivel General y
del Nivel Formal fueron resueltas por pocos estudiantes debido a que la mayoria
tenian un bagaje conceptual y técnico deficiente respecto de procedimientos
aritméticos y algebraicos vistos en afios escolares anteriores. Algunos conceptos
y procedimientos basicos fueron abordados brevemente en los primeros niveles
de modelacion, sin embargo, el avance hacia la generalizacion y formalizacion
en las Ultimas tareas implicaba procesos mas complejos de analisis y
comprension del cambio, de la variacion, de las variables, de las relaciones entre
variables, de los distintos registros de representacion y de todas aquellas
propiedades de la funcion presentes en una situacion problema que condujeran a
identificar la similitud en estas caracteristicas con otras posibles situaciones de
aplicacion de funciones cuadraticas, ello trajo consigo retos de alta complejidad
durante el desarrollo de las tareas, lo que al final permiti6 establecer que la
mayoria de estudiantes alcanzaron el Nivel Referencial segun la EMR.

De acuerdo con los niveles de razonamiento covariacional se pudo analizar la
forma como el grupo de estudiantes llevo a cabo AML1 al coordinar
simultdneamente los cambios en dos cantidades relacionadas en determinadas
preguntas de las situaciones y de esta manera poder alcanzar un N1 de

razonamiento covariacional. Ademas, la mayoria de estudiantes desarrollaron en
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forma efectiva AM2 y expresaron la direccion del cambio en graficas
cartesianas, lo que representa asi mismo un N2 de razonamiento covariacional,
mientras que aproximadamente la mitad de los estudiantes desarrollaron AM3 al
cuantificar los cambios en las cantidades que covarian. Por ultimo, algunos
estudiantes llevaron a cabo AM4, dado que, al tener que coordinar la razon de
cambio con los cambios uniformes en la variable independiente, la mayoria con
dificultad lleg6 a identificar la razén de cambio promedio y hacer algunos
calculos en registros tabulares, sin embargo, al momento de cuestionéarseles en
algunas preguntas sobre el significado de la razon de cambio respecto a la
funcidén cuadrética, la mayoria evidencio dificultades para explicar de manera
clara el porqué de la variacion lineal de la razén de cambio de una funcion
cuadrdtica, lo que posibilitaba registrar un N4 de razonamiento covariacional.
Posteriormente y, guardando coherencia con los comportamientos identificados
hasta el momento, no se evidencié en las respuestas de los estudiantes AM5 con
claridad, lo que da cuenta que para desarrollar estas acciones y alcanzar un N5
de razonamiento covariacional posiblemente era necesario mayor tiempo de
trabajo y un complemento en las actividades que movilizara de forma notable
los comportamientos asociados al nivel.

Promover en los estudiantes el aprendizaje de la funcion cuadratica como una
relacion de dependencia en la cual se aborda el estudio de la covariacion de las
cantidades vinculadas en las relaciones funcionales propias de una situacion,
posibilité una forma activa de analizar las diferentes condiciones de las
situaciones 1y 2 propuestas, las cuales permitian modelarse a través de la

funcidn cuadréatica y de esta manera comprender distintas propiedades de sus



267

registros semioticos de representacion. En este sentido, respecto a la expresion
analitica se hizo enfasis en reconocer y representar las variables dependientes e
independientes, pardmetros y modelar expresiones algebraicas de la situacion
con distintos niveles de complejidad. Respecto a la representacion cartesiana, la
propuesta de aula facilito la construccion y analisis de gréficas de relaciones
funcionales de acuerdo con condiciones particulares en las tareas y
posteriormente desarrollar anélisis l6gicos y coherentes de las cantidades
relacionadas, los puntos que cumplian condiciones dadas y la identificacion y
andlisis de la covariacion, la concavidad, el cambio, la simetria, los puntos de
inflexion y los puntos de corte como propiedades de la parabola; respecto a las
representaciones tabulares, las preguntas desarrolladas posibilitaron la
representacion y estudio de los cambios a partir de otro punto de vista, la
covariacion y las relaciones entre cantidades dependientes e independientes.
Los aspectos desarrollados y analizados por los estudiantes constituyen
propiedades fundamentales de la funcion cuadrética, los cuales habian sido
esquematizados en la figura 13.

Teniendo en cuenta lo anterior y lo que plantea el objetivo general relacionado con
“Identificar y caracterizar algunos aspectos del pensamiento variacional que se movilizan a
través de la implementacion de una propuesta de aula que involucra la modelacion de
fendmenos a través de la funcion cuadratica como covariacion, en estudiantes de grado
noveno de la educacion basica secundaria”, se concluye que la estructura de las situaciones
que componian la propuesta de aula facilitaron, de acuerdo con el marco conceptual del
razonamiento covariacional y la modelacion en la EMR, la manifestacion escrita y verbal

de acciones mentales producto de analizar, describir y representar las condiciones presentes
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en las situaciones planteadas, las cuales se derivaron en imagenes y modelos mentales de
las distintas formas de relacion detalladas en los registros de representacion.

Por la estructura y proposito de la propuesta didactica, los comportamientos, los
procesos de modelacién y las acciones que se registraron como parte de la actividad del
pensamiento variacional en los estudiantes, se derivaron del andlisis de la covariacion
caracteristica de las situaciones planteadas. Respecto a los procesos de modelacion, las
imagenes y modelos mentales correspondian a la forma como los estudiantes captaron los
cambios que iban presentando las representaciones de las cantidades en las graficas y en las
tablas, expresados por ejemplo palabras y construcciones como “aumenta”, “disminuye”,
“aumenta y luego disminuye”, “aumenta de 1 en 17, entre otras, que Se registraron en forma
de modelos con simbolos matematicos, notacién algebraica o afirmaciones escritas en
lenguaje vernaculo.

Respecto al andlisis de la covariacion a partir del razonamiento covariacional, en los
estudiantes se evidencié comportamientos como la designacion de los ejes en gréficas
cartesianas para representar las cantidades que covarian; la coordinacién de los cambios de
las cantidades de manera individual y simultanea; la coordinacion de la direccion del
cambio, al construir lineas crecientes y decrecientes y verbalizar con conciencia la
direccion; la coordinacion de la cantidad del cambio de las cantidades que covarian, al
representar y verbalizar los cambios de los valores de entrada y los de salida y la
coordinacion de la razon de cambio, al construir rectas y lineas suaves y verbalizar con
conciencia la razon de cambio considerando los cambios uniformes en el valor de entrada.
De acuerdo con los aspectos descritos se concluye que se logra contestar la pregunta de
investigacion.

En el desarrollo personal como investigador se puede concluir que se amplio y
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profundiz6 la capacidad como docente que inicialmente estaba enfocado por una actividad
pedagogica que carecia de multiples recursos y estrategias para llevar a cabo de manera
mas eficiente procesos de ensefianza. Al respecto, mediante el trabajo de investigacion se
exploraron varias formas de documentacion que comprendian la indagacion, busqueda
virtual en repositorios, bibliotecas virtuales, entre otros, facilitando la conformacion de una
bibliografia acorde a los problemas y propositos de la investigacion.

Ademas, se pudo averiguar y consolidar formas de analizar y desarrollar estrategias
para la observacion de procesos, estrategias de organizacion y andlisis de los datos
obtenidos en la implementacién de la propuesta de aula y ejecutar estrategias para inferir a

partir de los datos las conclusiones que se derivan de una investigacion.

4.2. Algunas reflexiones didacticas

A continuacion, se presentan algunas reflexiones derivadas de la investigacién a

maestros en ejercicio:

e El estudio de la funcién cuadratica como una relacion de dependencia entre
variables constituye un enfoque potente en la educacion béasica escolar para la
ensefianza y el aprendizaje de las funciones. De la indagacion, la concatenacion
de referentes y propuestas teoricas, la elaboracion e implementacion de la
propuesta de aula y el analisis de resultados se pudo concluir que la ensefianza
de la funcién como covariacion posibilita el aprendizaje de una manera activa e
integral, al considerar no solo el énfasis en la mecanizacién de expresiones
algebraicas sino la identificacion de patrones y regularidades, el analisis de
cdmo cambia una variable o dos de manera simultanea, el uso de diferentes

registros de representacién de una situacion problema para el estudio de la
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covariacion de dos cantidades que puede ser expresada en términos de
relaciones funcionales, la construccion/modelacion de expresiones analiticas
COMO una representacion matematica de ciertos aspectos de una situacion
contextualizada.

El disefio de la propuesta de aula en este trabajo puede ser una guia para el
desarrollo de otras investigaciones, al considerar las dos situaciones propuestas,
las tareas y la organizacién de las preguntas correspondientes al estudio de las
funciones a partir del enfoque covariacional, analizando sus fortalezas respecto
de otras perspectivas teoricas o, por lo contrario, las dificultades que puedan
presentar al variar condiciones. Ademas, el disefio metodoldgico de esta
propuesta en la que convergen la modelacién en la EMR y el razonamiento
covariacional, permite elaborar otros estudios acerca de la pertinencia o no de su
articulacion para la ensefianza de otro objeto matematico.

El analisis y comprension de las propiedades y aspectos que comprenden un
objeto matematico, visto a través de diferentes perspectivas teoricas, enriquece
el proceso de disefio e implementacion de estrategias didacticas en el aula. La
posibilidad de haber analizado lo correspondiente a los procesos de ensefianza y
aprendizaje de las funciones a partir de enfoques variados no solo enriquecié y
fundamentd esta propuesta, sino que nos permite llegar a la reflexion de que la
ensefianza de un objeto matematico no se debe limitar a una sola postura o
documento de referencia para luego ser presentado en la escuela, sino que el
docente debe inquirir en la literatura necesaria que presente, amplié y se

fundamente en relacion a las matematicas susceptibles de ser ensefiadas.
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El proceso de modelacién para el estudio de situaciones problema en diferentes
contextos para los cuales se pueden asociar algunos objetos matematicos,
sobrepasa la mera ejercitacion algoritmica y moviliza el aprendizaje de los
estudiantes al considerarse diversos factores durante el mismo. La ensefianza de
las matemaéticas debe superar las barreras que por mucho tiempo se han
impuesto, consciente o inconscientemente, en las clases a nivel escolar y de
acuerdo con esto, el proceso de modelacion desarrollado de manera acorde a una
perspectiva tedrica se constituye en un aspecto lo suficientemente amplio para
abordar y razonar en torno a las propiedades y caracteristicas de las matematicas
presentes en una situacion.

Es importante que en el ejercicio de su actividad pedagdgica los profesores
lleven a cabo procesos de sistematizacion de los registros de los estudiantes al
momento de desarrollar actividades, proyectos y otras estrategias de ensefianza.
Los registros de las actividades permiten evidenciar los alcances de los
estudiantes en los procesos de aprendizaje que estén desarrollando y en relacion
con el seguimiento que se les lleve, poder tomar acciones pedagdgicas que
susciten mejor comprensién y apropiacion de los saberes estudiados.

El desarrollo del pensamiento variacional como uno de los rasgos del
pensamiento matematico, debe potenciarse desde los primeros afios de la
educacion escolar de una manera razonable y dindmica. Esto es, que a temprana
edad los estudiantes puedan desarrollar actividades, por ejemplo, que les permita
identificar patrones, analizar regularidades en situaciones en contexto, expresar

de manera verbal y escrita los comportamientos que observa, analizar el cambio
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en diferentes registros de representacion, diferenciar qué cambia y qué se
conserva, interactuar con recursos TIC que permitan captar informacion que
dificilmente se perciba en un libro, entre otros.

El Marco Conceptual del Razonamiento Covariacional contiene categorias de
analisis con diferentes potencialidades para la investigacion, por ejemplo
algunas de ellas pueden trabajarse y verse reflejadas a partir del estudio de
situaciones problema en distintos niveles escolares previos al grado noveno de la
EBS en Colombia donde comUnmente se ensefian las funciones, con el proposito
de que el anélisis de la variacion y el cambio de una variable o de algunas
relacionadas permita ejercitar acciones mentales que fortalezcan y refuercen el
desarrollo del razonamiento covariacional como un rasgo fundamental del
pensamiento variacional.

La actividad investigativa en la IE El Hormiguero fue un ejercicio que
enriquecio la actividad educativa de los estudiantes pertenecientes a dicha
comunidad, dado que se implementd una metodologia de trabajo de matematicas
ajustada a estandares tedricos de la educacion matematica en la elaboracion,
contenido y puesta en marcha. En relacion con lo anterior, se promovié la
diversificacion de formas de trabajo en las clases de matematicas, la
manifestacion de comportamientos y acciones del pensamiento variacional, y su
registro, lo cual no solo es importante para desarrollar este pensamiento, sino
gue se constituyen en conocimientos fundamentales para afrontar las
matematicas en los grados siguientes, incluso, en favor de las pruebas nacionales
e internacionales que presentan los estudiantes, ya que hasta el momento los

resultados en la institucion han sido de una puntuacién muy baja.
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Anexo: La Propuesta de Aula

Instruccion:

Lee atentamente la situacion 1y soluciona cada una de las preguntas de la tarea 1.

Situacioén 1: Introduccién a la covariacién a través de un contexto cotidiano.
¢Los ingresos de un gimnasio aumentan o disminuyen?

El gimnasio Hércules cuenta con 150 socios inscritos los cuales pagan, cada uno, una
mensualidad de $60.000. Michael, el duefio del gimnasio, desea incrementar sus ingresos
por lo que ordena un estudio de mercado cuyo resultado recomienda reducir la
mensualidad, ya que por cada $1.000 que disminuya se inscribirn cinco nuevos socios.

¢Cual es el maximo ingreso econdmico que el gimnasio Hércules puede recibir si sigue las
recomendaciones del estudio?

Vamos a ayudar a Michael con el propdsito que tiene de conocer la forma de aumentar los
ingresos del gimnasio Hércules a partir del estudio de mercado y todo lo relacionado en
esta situacion.

Tarea 1: Comprendiendo la situacion.

Teniendo en cuenta la informacién dada, ayuda a Michael a analizar aspectos iniciales en
dicho contexto.

1. Calcula la cantidad de dinero que ingresa al gimnasio Hércules segun la cantidad de
socios inscritos y el valor de la mensualidad actual.

2. Si se disminuye la mensualidad en $1.000, escribe el nimero de socios que se espera
ingresen adicionalmente.

3. Sise inscriben 25 nuevos socios,
c. Indica en cuanto se redujo la cuota mensual.
d. Explica como lo calculaste.

4. Un amigo de Michael afirma que cuando la cuota se reduce en $5.000, el monto total de
ingresos es de $9.000.000. Explica la validez de esta afirmacion.

5. Escribe las cantidades que intervienen en la situacién dada.
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Instruccion:

De acuerdo con la situacion 1 desarrolla las preguntas de la tarea 2.

Tarea 2: Analizando las cantidades en registros tabulares.

1. Completa la informacion en la Tabla 1:

Tabla 1. Relacion entre el valor de la mensualidad y el nimero de socios.

Valor de la
mensualidad |  60.000 59.000 58.000 46.000
€n pesos
Numero de 150 165 180
SOCIOS

2. Explica la forma como afecta la cantidad de veces que se hacen rebajas al valor de la
mensualidad y el nimero de socios.

3. De acuerdo con la tabla anterior,
a. Indica como estableciste los valores que faltan de la mensualidad.
b. Explica la forma como determinaste los valores que faltan en el nimero de socios.

4. Escribe de qué depende la cantidad de socios del gimnasio Hércules después de haberse
realizado el estudio.

5. Para cada caso, calcula el nimero total de socios que tendria el gimnasio cuando la
mensualidad rebaje:
a. $3.000
b. $6.000
c. $9.000

6. De acuerdo con el estudio de mercado,
a. Explica como se comportan los ingresos si se inscriben mas socios.
b. Describe como se comportan los ingresos al gimnasio si se reduce la cuota de la
mensualidad.
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Instruccion:

Desarrolla las preguntas de la tarea 3 a partir de la informacion en la tabla.

Tarea 3: Analizando como cambian las cantidades a partir de registros tabulares.

1. Completa la Tabla 2 donde se relaciona cantidad de rebajas, valor de cada rebaja, valor
de la mensualidad, cantidad de socios e ingresos al gimnasio.

Tabla 2. Relaciones entre cantidades que determinan el ingreso total.

(<) — —_ o _ c o 38 c o —_ = T
S8 28] Es8_ |8 £% 28,228,558 3825 | €8 |E-.858~
C == O fQ + m’-ﬂ cS= 0 -o—\:mw T =0 csj'c_ﬁcﬁ'—\ — Q \:—h o
s o ~.88 o853 T 38 | c S8 3| S5 B SR a0 0 283 2535283
SsQ9|l o ©d o < D 822 | 28TV S ool S9 ESEGg s 85 3 S DZ2ELD
c Pl L° (—U%%Q_ ‘_; S S == S-Ew %_9 MS'GCE 5= < E’wcggo.
S |7 |>"F |5 ET|>¢g ©® = ]88 g8 | £ |E EBZ®
0 1.000 0 60.000 60.000 150 0 150 9.000.000 9.000.000
1 1.000 1.000 60.000 59.000 150 155 9.000.000 9.145.000
2 1.000 2.000 60.000 58.000 150 10 160 9.000.000 9.280.000
3
4 4.000 150 170
5 25

1.000 15.000 150 225
X 1000x

2.

4. Respecto a la mensualidad,

Indica las cantidades constantes de la situacion segun la tabla y explica por qué lo son.
3. Respecto a las rebajas,

a.
b.
C.

Indica de qué depende el valor total de cada rebaja.

Escribe la manera como calculaste el valor total de cada rebaja.
Escribe una expresion que permita calcular el valor total de cada rebaja segin una
cantidad de veces (x)
Explica como cambia el valor total de cada rebaja si la cantidad de rebajas

aumenta.

a. Explica de qué depende el valor de la mensualidad después de realizado el estudio.
b. Escribe la forma como calculaste el valor de la mensualidad segun el nimero de
rebajas.
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c. Escribe una expresion que permita calcular el valor de la mensualidad segun el
valor total de la rebaja.
d. Explica como cambia el valor de la mensualidad si se hacen cinco rebajas.

Respecto a los socios,

a. Explica de qué depende la cantidad de socios nuevos.

b. Escribe la forma como se puede calcular una cantidad de socios nuevos.

c. Escribe una expresion que permita calcular la cantidad de socios nuevos segun el
namero de rebajas (x).

Para el total de socios,

a. Explica de qué depende la cantidad total de socios, después de realizado el estudio.

b. Explica la manera como calculaste la cantidad total de socios de acuerdo con la
cantidad de socios nuevos.

c. Escribe una expresion que permita calcular la cantidad total de socios de acuerdo
con la cantidad de rebajas (x).

En relacion al ingreso total al gimnasio,

a. Explica de qué dependen los ingresos totales al gimnasio.

b. Escribe la manera como calculaste los ingresos totales al gimnasio.

c. Escribe una expresion que permita calcular los ingresos totales al gimnasio segln
la cantidad de rebajas (x).

Michael afirma que pudo calcular el ingreso total al gimnasio después del estudio

mediante la expresion:

Ingreso total = (60 — x)(150 + 5x), donde x es la cantidad de rebajas.

a. Escribe si estas de acuerdo con Michael e indica por qué.

b. Paralos valores de x = 3,15,20, utiliza la formula de Michael y calcula los ingresos
al gimnasio para cada caso.
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Instruccion:

Desarrolla las preguntas de la tarea 4 a partir de la informacion en la gréfica.

Tarea 4: Analizando los cambios de las cantidades a partir de registros graficos.

En la Gréfica 1 se muestra la forma como se comportan los ingresos totales a medida que
se van realizando cantidades de rebajas, segln la situacion inicial.

1. Determina cual magnitud va en cada eje. Ten en cuenta la informacion y expresiones
trabajadas anteriormente.

Gréfica 1. Comportamiento de cantidad de rebajas vs ingresos totales.
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2. De acuerdo con la gréfica,
a. Describe como cambian los ingresos totales (y) a medida que se realiza una mayor
cantidad de rebajas (x).
b. Escribe para que valor de x (cantidad de rebajas), y (ingresos totales) toma su
mayor valor.
c. Explica qué cambios en la grafica se muestran a partir de este punto.
3. Enrelacion a las cantidades,
a. Escribe qué le sucede a los valores de x (cantidad de rebajas) cuando los valores
de y (ingresos totales) se hacen mayores.
b. Explica como cambian los ingresos totales cuando el nimero de rebajas esta entre 0
y 15.
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Es posible afirmar que “siempre que los valores de x (cantidad de rebajas) aumentan,
los valores de y (ingresos totales) también aumentan”. Explica tu respuesta.

Escribe el significado, en relacion a la situacion, de los puntos de corte de la gréfica
conelejey

a. (-30,0) b. (60, 0)
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Situacion 2: Estudio de la covariacion a través de un contexto escolar.
La mayor superficie rectangular posible.

La profesora Lina, encargada del proyecto ambiental en la Institucion Educativa El
Hormiguero, tiene a disposicion un espacio (terreno) en una de las sedes para llevar a cabo
un cultivo de legumbres y por especificaciones de este debe plantarse en una superficie de
forma rectangular. El espacio disponible para cultivar tiene forma de triangulo isosceles
con catetos que miden 11 my esta ubicado en una esquina de la sede. La profesora debe
considerar todas las superficies rectangulares posibles que pueden organizarse en dicho
espacio, dada la medida de AD, pero necesita identificar y preparar la mayor superficie para
tener una mayor produccion de legumbres.

Una representacion de una superficie de cultivo posible se presenta en la Grafica 2.

Grafica 2. Representacion de una superficie de cultivo.

C
[

Superficie libre

Superficie de cultivo

Superficie libre

A D
AB=11m

De acuerdo con la informacion anterior, ¢ Cuél es la mayor superficie rectangular de cultivo
que se puede obtener en el terreno disponible?

Instruccion:

Ayudemos a la profesora a encontrar las superficies rectangulares posibles en dicha
region triangular, de acuerdo con las caracteristicas de la situacion.

Tarea 1: Explorando superficies rectangulares y analizando relaciones de
dependencia (Geogebra).
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A continuacién, abre el archivo denominado Tarea 1a en el cual se presenta una
ilustracion de la situacion. Elige y mueve con el cursor el punto D (representa los valores

posibles para AD) y contesta:

1. Explica si el rectangulo que aparece es siempre el mismo.

2. De acuerdo con la gréfica:
a. Escribe las cantidades que intervienen en la situacion.
b. Explica de que depende la variacion de la medida del area
rectangular.

Archivo Edita Vista Opciones

7

o L

.
]

Kalllv
w1
v"_t

°
Elige y Mueve

Arrastra o selecciona objeto

3. Completa la Tabla 3 donde se relacionan algunas medidas del ancho (AD), el largo

(AF) y el area del rectangulo, segun la situacion.

Tabla 3. Tabla de medidas de la superficie rectangular.

Ancho (AD) | Largo (AF) Area
(cm) (cm) (cm?)
1 10 10
2 9 18
3 24

7 28
5 6
6
7 28
8 3
2 18
10 1
11

4. A partir de la informacion en la tabla:
a. Describe como cambia la medida del ancho AD.
b. Describe la forma como cambia el area.

5. De acuerdo con los datos en la tabla:

a. Representa en un plano cartesiano la relacion ancho AD vs Area de la superficie.

b. Explica la forma de la grafica que dibujaste.
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c. Escribe las medidas del ancho AD o dominio, con las que sean posibles superficies
rectangulares.

Ahora abre el archivo denominado Tarea 1b en el cual se presenta y se relacionan una
grafica cartesiana y una ilustracion de la situacion. Ten en cuenta la informacion para
desarrollar los siguientes puntos.

10.

11.

Elige y mueve con el cursor el punto D> (representa los valores Archivo Edita Vista Opciones
posibles para AD) de tal manera que se generen distintas Dol il B Ll‘-‘.h
medidas. Atendiendo la grafica responde: ErolieD
. , L, — - . A Arrastra o selecciona objeto
a. Indica como varia AF cuando AD aumenta o disminuye su
valor.

b. Explica por qué a rectangulos con dimensiones distintas
(largo y ancho) corresponden areas iguales.

Explica como se relacionan las medidas de AD, AF y el area de la superficie
rectangular.

Con la ayuda de las gréaficas de Geogebra, Ana y su compafiera Karen, estudiantes de
un grado superior, discuten acerca del area maxima posible. Ana plantea que esta se
obtiene cuando AD = 6m, mientras que Karen asegura que es cuando AF = 6m. Indica
un proceso mediante cual podrias demostrar quién tiene la razén.

Atendiendo la grafica cartesiana,

a. Escribe como cambian los valores en el eje y cuando cambian los valores en el eje x
antes del punto maximo de la curva.

b. Escribe como cambian los valores en el eje y cuando cambian los valores en el eje x
después del punto maximo de la curva.

Si x representa cualquier valor que puede tomar AD,

a. Escribe una expresion que permita calcular la medida de AF en relacion con AD
(x).

b. Utiliza la expresion encontrada anteriormente para calcular el largo del rectangulo si
x =2.5

c. Escribe una expresién que permita calcular el area de cualquier superficie
rectangular en la situacion, en relacion con AD (x)

Camila y Pedro son estudiantes que participan en el proyecto. Camila afirma que el area
de la superficie rectangular se puede calcular a partir de la expresiéon x(11 — x), por su
parte Pedro afirma que el célculo de dicha area se puede calcular a partir de la expresion
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11x — x? Analiza la validez de estas afirmaciones para identificar quien tiene la razon
y explica por que.

12. Si el ancho de uno de los rectangulos es x = 7 y el de otro es x = 4,
a. Emplea las expresiones anteriores y calcula el largo para cada caso.
b. Escribe una reflexidn sobre las respuestas obtenidas.



289

Tarea 2: Analizando cambios de las cantidades de la situacion en diferentes registros
de representacion.

A continuacién, abre el archivo denominado Tarea 2 en el cual se presentan una gréafica
cartesiana de puntos cuyas coordenadas corresponden a la relacion Ancho ( AD) vs area
de la superficie rectangular. Elige y mueve con el cursor el punto D (lo cual determina
valores del area del rectangulo a partir de valores posibles de la longitud del segmento
AD) y observa los cambios.

1. Moviendo el punto D de tal manera que coinCida  gecustiv (m?) (55302
primero con el punto en la coordenada (3,24) y 7 /- S
luego con el punto en la coordenada (4,28), ;o
responde: i 3,24/ o

a. Explica que relacion se presenta entre la
longitud de AD de acuerdo con cada caso.

b. Determina si hay alguna diferencia entre la
longitud del segmento punteado (paralelo al _
eje y) que representa la medida del area para 1,10/
cada caso. Si es afirmativo, explica tu o= ae2 ff
respuesta.

20

15

/ _ 1
a/|/ AD=155

@
-1 0/ 1 2 k] 4 5 6

Grafica 3.Curva de la superficie
de cultivo.

2. Selecciona dos puntos seguidos de la curva, diferentes a los del punto 1, escribe sus
coordenadas y responde:
a. Compara y explica la relacion entre las longitudes de AD (valores en x) en los dos
casos.
b. Explica qué puedes concluir sobre la diferencia entre las medidas del area (valores

eny).

3. De acuerdo con la gréfica:
a. Indica la longitud que debe tener AD para que el area sea maxima. Explica tu
respuesta.
b. Determina para cual medida de AD se cumple que el area es de 29,25 m?2.

4. Escribe las coordenadas de los puntos de interseccion de la parabola con los ejes
cartesianos y responde:
a. Escribe para queé valores de x el valor de y = 0.
b. Explica el significado de estos puntos de interseccion de acuerdo con la situacion.
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5. Escribe para cuales valores de x es posible que y tenga valores diferentes a cero y sea
una superficie de cultivo posible.

6. Camila afirma que la expresion para determinar el area de la superficie de cultivo es
y = 11x — x2. Completa la Tabla 5 para cuando x toma los valores indicados.

Tabla 5. Tabla de medidas del &rea para algunos valores de x.

x Area
(Longitud de AD) (y =11x — x?)
2 18
3,5 26,25
5
55
6
6,5
7 28

Compara los resultados en las medidas del area con los valores registrados en la grafica

de la Tarea 2 y responde:

a. Indica la validez de la afirmacion de Camila y explica por que.

b. Escribe las coordenadas del punto maximo de la curva. Explica el significado de
este punto respecto a la situacion.

7. Enlas columnas centrales de la Tabla 6, a continuacion, se presentan valores para x
(4D) y valores para y (area), y a la izquierda y la derecha los cambios en y y los
cambios en x a medida que 4D varia de manera uniforme. Completa la tabla

Tabla 6. Tabla de valores de Ax y Ay para valores de x y y indicados.

Ax X Y Ay

— . | (Area

(x2—x1) | (AD) ) (2 —y1)
0 0

10—-0=10

1 10

2-1=1 18—-10=8
2 18

3-2=1 24-18=6
3 24

4-3=1
4 28
5 30

6—5=1 30-30=0
6 30 28—30=-2




7 28
8—7=1 24 —28=—4
8 24
9-8=1
9 18
10-18=-8
10 10
11 0
tabla,
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La diferencia entre las abscisas se representa
como Ax (Delta de x)

La diferencia entre las ordenadas se
representa como Ay (Delta de y)

8. Respecto a las diferencias registras en la

a. Escribe cuanto cambian las cantidades de y cuando x mide toma valores de 1, 2, 3,

4y5.

b. Escribe cuanto cambian las cantidades del area cuando el ancho mide mas de 6

metros.

c. De acuerdo con los cambios uniformes en x, explica como son los cambios en y.

A partir de los cambios de las cantidades en cuestion se puede establecer una relacién
conocida como la razén de cambio, determinada por i—z




Tarea 3: Caracterizacion de la funcion cuadratica de la situacion.
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A partir de la informacion de la situacion inicial, vamos a seguir estudiando las
variaciones que caracterizan la funcion cuadratica.

1. En la Gréfica 4 se presenta la relacion entre el ancho del rectangulo (AD) y el largo del
rectangulo (AF) de la superficie rectangular.

Grafica 4. Relacion entre(AD) y (AF)

12

De acuerdo con la gréfica selecciona tres parejas de coordenadas de puntos seguidos y:
Calcula las diferencias que se van presentando en x (abcisas). Explica como lo

a.

realizaste.

realizaste.

Se Ilama razén de cambio al cociente entre los cambios eny y los
cambios en x. Se calcula de la siguiente manera:

De acuerdo con los puntos B (x,, ;) y C (x5, ¥,), larazén de cambio se
obtiene

A_y _ YV2a—N1
Ax  x, — x4
Por ejemplo para los puntos A (1,10) y B (2,18) la razén de cambio es:
Ay 18-10 8
Ax 2-1 1

Es decir, por cada unidad que aumenta en el eje X, aumenta ocho
unidades en el eje .

Calcula las diferencias que se van presentando en y (ordenadas). Explica como lo




las diferencias de los cambios en x y y, a partir del cociente entre estas.

Tabla 7. Tabla de valores de Ax y Ay cociente entre diferencias de la recta.
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2. Completa la Tabla 7 de acuerdo con la informacion de la Gréafica 4 donde se relacionan

. Ay
Coordenadas de Diferencia de Diferencia de Comet]te Ax
parejas de puntos abscisas (Ax) ordenadas (Ay) (Razor_l de
cambio)
5—-6
4-5
6,5 7,4 - _
(6,5)y (7.4) Ak
(83)y(9,2) 2—-3=-1
(9,2)y (10,1)

3. De acuerdo con la informacidn registrada en la tabla:
a. Describe como son los cambios que se van presentando en Ay a medida que se van
presentando los cambios en Ax.
b. Describe como son los cambios de las cantidades de la columna de los cocientes, a
medida que se relacionan diferentes parejas de puntos.

4. De acuerdo con los cambios de las cantidades de la columna de los cocientes (Razon de
cambio), Explica como varia la razén de cambio de una relacién funcional lineal.

Ahora analizaremos la relacion entre los cambios del ancho ( AD) y el area de la
superficie rectangular, a partir de la Grafica 5.

Gréfica 5. Curva del area de la superficie rectangular.




Areadelasuperficie'recLangulm*(m2)

(5, 20)(5:5,30.25)

(6, 30)
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5. Con ayuda de la Gréfica 5 completa la Tabla 8 para determinar la razén de cambio

entre parejas de puntos continuos segun la grafica.

Tabla 8. Tabla de valores de Ax y Ay cociente entre diferencias de la curva.

Coordenadas de
parejas de puntos

Diferencia de
abscisas (Ax)

Diferencia de
ordenadas (Ay)

. A
Cociente =2
Ax

0,00y (1,10)

(1,10) y (2,18)

(2,18) y (3,24)

(3,24) y (4,28)

(4,28) y (5,30)

(5,30) y (6,30)

(6,30) y (7,28)

(7,28) y (8,24)

(8,24) y (9,18)

(9,18) y (10,10)

(10,10) y (11,0)

6. De acuerdo con la informacion registrada en la tabla:

a.

Describe cdmo son los cambios que se van presentando en los Ay a medida que

los Ax presentan un cambio uniforme (Aumentan en una unidad).

Escribe todas las cantidades que varia la razon de cambio, a medida que se

relacionan diferentes parejas de puntos continuos.
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7. De acuerdo con la Grafica 5 y la Tabla 8, Ana una estudiante afirma que: “Para valores
de x mayores a 0 y menores que 5, y esta disminuyendo y cada vez disminuye menos;
mientras que para valores de x mayores a 6 y menores que 11, y estd aumentando y
cada vez aumenta mas. Explica la validez de esta afirmacion.

Considerando la informacion anterior analicemos los cambios de los cambios en diferentes
registros para su mejor comprension.

8. Utilizando la informacion anterior, completa la Tabla 9 en la cual se relacionan los
cambios en los cocientes (razén de cambio) a medida que x varia uniformemente en
una unidad:

Tabla 9. Tabla de relacion entre valores de x y los cambios del cociente entre
diferencias de la curva

Cambios en el
x cociente i—i
1 10
2 8
3 6
4
5 2
6
7 - 2
8
9
10
11

9. De acuerdo con la Tabla 9:
a. Emplea las cantidades relacionadas y elabora una grafica en un plano cartesiano.
b. Explica la forma de la gréafica resultante.

10. De acuerdo con la grafica que dibujaste, describe como son los cambios de los cambios,
a medida gue x varia uniformemente.
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11. De acuero a la graficacion de variacion de la razon de cambio a medida que el ancho
variaba uniformemente, Explica como varia la razon de cambio de una funcion
cuadratica.
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Tarea 4: Analizando la covariacién en otras funciones.

De acuerdo con lo trabajado en las tareas 1, 2 y 3, desarrolla las preguntas propuestas a
partir del siguiente grupo de graficas de seis casos de funciones.

/)

LJ
Y

1. Explica para cada caso si corresponde o0 no a la representacion de la funcion cuadréatica
en relacion a la variacion de la medida del area de la superficie de un rectangulo en
funcion de la variacion de la medida de longitud de su base, cumpliendo las condiciones
planteadas en la situacion 2.

2. Compara las graficas de los casos 1 y 5y describe como cambian los valores de y a
medida que cambian los valores de x en cada una, antes y después del punto maximo.

3. Carlos, un estudiante de un grado superior, afirma que en el caso 2: “Para valores de x
mayores a 0 y antes del punto maximo, y esta disminuyendo y cada vez disminuye
menos; mientras que para valores de x posteriores al punto maximo y hasta el punto de
interseccion con el eje x, y estd aumentando y cada vez aumenta mas”. Explica la
validez de esta afirmacion.

Selecciona uno de los casos de las graficas y escribe una situacion para la cual esa sea una
representacion posible.




