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Resumen

En este trabajo de grado, consideramos un sistema integro-diferencial de ecuaciones en de-
rivadas parciales tipo Benjamin-Ono regularizado. Nuestro objetivo principal es establecer,
bajo ciertas condiciones, la existencia de soluciones tipo ondas viajeras peridédicas. Para ello,
reescribimos el problema como uno de punto fijo para un operador apropiado y empleamos
la teoria del grado topoldgico para operadores positivos en espacios de Banach. Ademas,
empleamos un esquema pseudoespectral de alta precision basado en una descomposicién de
Fourier para construir aproximaciones numeéricas de estas soluciones estacionarias.
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Introduccion

Recientemente J.C. Munoz [18] dedujo el siguiente sistema integro-diferencial de ecuaciones:

2
G—((1—aQu), = ECMt (1)
2

€
U + g + (1 — p2> (x = P2 eH(uzt) + —Ugat,
p1 p1 6

bajo las condiciones iniciales ((z,0) = (o(x) y u(x,0) = ug(z). El operador H representa la
transformada de Hilbert, la cual se puede definir via transformada de Fourier por:

—

H(v)(€) = i sgn(&)v(E)-

El sistema (1) describe la propagacién de una onda interna débilmente no-lineal, a través de
la interfase de dos fluidos inmiscibles con densidades constantes; tales fluidos se encuentran
en reposo y estan contenidos en un canal largo, de base y cubierta rigidas y planas. Las
constantes p; y p2 en (1), representan la densidad de los liquidos y éstas cumplen que pa > p;.

a

Las constantes « y € son reales positivos pequefios (tal que o = O(€?)) definidos por o = e
1

h
y €= fl, donde « mide los efectos de la no linealidad y € los efectos de la dispersién. Los

parametros L y a corresponden, respectivamente, a la longitud y a la amplitud de onda
caracteristicas. La variable h; denota el espesor de la capa de fluido superior, la variable x
representa la posicién y ¢ el tiempo. La funcién u = u(z,t) representa la velocidad en la
profundidad normalizada z = 1 — \/% y ¢ = ((z,t) es la amplitud de onda en la posicién
x con tiempo ¢, medida con respecto a la interfase no perturbada de los liquidos.

En [18] se establecié la existencia y unicidad de soluciones del sistema (1) en el caso no
periddico y se analizd la convergencia de un esquema espectral con el fin de aproximar su
solucidon para datos iniciales dados. De esta manera, para continuar el estudio de este sistema,
resulta relevante abordar el problema de las condiciones que garantizan la existencia de un
tipo especial de soluciones que surgen, en algunas ecuaciones, cuando se presenta un balance
entre la no linealidad y los efectos dispersivos; estas soluciones son llamadas ondas viajeras
y se caracterizan por moverse con velocidad constante, sin ninguna evoluciéon temporal en su
forma o tamano cuando el marco de referencia con el que se observa, se mueve con la misma
velocidad de la onda. El sistema (1) tiene soluciones del tipo ondas viajeras periddicas si
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existen funciones u y ¢ de la forma

u(z,t) = uc(z — ct) y C(x,t) = (e(T — ct),

donde u. y (. son funciones periddicas, que lo satisfacen para una velocidad constante ¢ y un
periodo 2! apropiados (ver: Figura 1).

Pared sélida

| ————————— Interfase

P2 ho

Pared sélida

Figura 1: Una tipica onda viajera periédica propagdindose a través de la interfase de dos
fluidos contenidos en una region limitada por paredes horizontales. La linea punteada indica
el nivel de reposo de los fluidos.

En las iltimas décadas, el estudio de las ondas viajeras ha tenido gran auge debido a que
se encuentran en diversos campos de aplicacion, tales como: Mecanica de Fluidos, ()ptica,
Actstica, Oceanografia, Astronomia, etc. Las investigaciones han demostrado que hay ondas
viajeras en medios liquidos, sdlidos, gaseosos, e incluso en la corriente eléctrica, campos elec-
tromagnéticos, atmédsferas de planetas, cristales, plasmas, fibras de vidrio y redes nerviosas.
Maés ain, las ondas viajeras pueden formarse en la interfase entre dos capas de fluidos inmis-
cibles de diferentes densidades, lo cual es el fenémeno de interés en el presente documento.
Algunas ecuaciones diferenciales clasicas que poseen soluciones del tipo ondas viajeras son:

» La ecuacién Korteweg de-Vries (KdV) [8]: uy + wuy + tgyy = 0.
» La ecuacién Benjamin-Bona-Mahony (BBM) [20]: u; + uy + vty — Uggr = 0.

» La ecuacién Benney-Luke [7]: uy — k>t + QUggre + DUzzy + CUitiy + dugtig = 0.
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» La ecuacién Benjamin-Ono [1]: us + uy + vy + H(ug,) = 0.
» La ecuacién Benjamin-Ono Regularizada (rBO) [4] : us + uy + vuy — H(ugze) = 0.

Hasta donde se tiene conocimiento, no existe en la literatura un estudio analitico acerca de la
existencia de soluciones tipo ondas viajeras para el sistema (1). Por lo tanto, nuestro principal
objetivo es establecer el siguiente resultado:

Teorema 0.0.1 Si |c| > \/p, donde p = p2/p1 — 1 y el semiperiodo | > 0 es suficientemente
grande, entonces el sistema (1) tiene al menos una solucion tipo onda viajera periddica no
trivial.

El segundo objetivo de este trabajo es la construccion de aproximaciones a las soluciones
del tipo ondas viajeras periddicas pares del sistema (1), cuya existencia estd garantizada por
los resultados tedricos. Para esto, adaptamos las ideas expuestas en [17], en el que se usa
un esquema numérico que cuenta con un método pseudo-espectral apoyado en una base de
Fourier, para aproximar la estructura espacial y en el método de Newton, el cual es usado
para resolver el sistema no lineal de ecuaciones que con ella se genera.

Es importante anotar que los resultados expuestos aqui fueron publicados en [19] y que las
técnicas matematicas que empleamos en la exploracion de la existencia de ondas viajeras
periédicas del sistema (1), son motivadas originalmente por Bona et al. [2], quienes presentan
un método general para el tratamiento de problemas analiticos que tienen soluciones del tipo
ondas solitarias para algunas ecuaciones dispersivas, H. Chen en [4] desarroll6 el principal
avance en la aplicacién del método expuesto en [2] a ecuaciones dispersivas en un dominio
periédico y por J.C. Mufioz quien en [17] establecié la existencia de soluciones del tipo onda
viajera periddica para un sistema Boussinesq generalizado. Cabe notar, que esta aproximacion
topolégica es libre de restricciones en la amplitud de onda (controlada en este caso por
el pardmetro «) y depende sélo de los pardmetros que aparecen en los términos lineales
dispersivos del sistema (1).

Para llevar a cabo el desarrollo de este trabajo, hemos distribuido su contenido en tres capitu-
los. En el capitulo 1 presentamos las definiciones, notaciones, resultados y observaciones ne-
cesarias para las secciones posteriores, ademds de una introduccién a la teoria del grado
topolégico. En el capitulo 2, establecemos la existencia de una familia de soluciones del tipo
ondas viajeras periédicas del sistema (1), parametrizada por la velocidad de onda ¢ siem-
pre que el periodo 2[ sea suficientemente grande. En el capitulo 3, introducimos el esquema
numérico empleado para aproximar las soluciones tipo ondas viajeras periddicas del sistema
(1) e ilustramos los resultados tedricos. Finalizamos con las conclusiones del trabajo.



Capitulo 1

Generalidades

1.1. Definiciones y notaciones

Inicialmente, mostramos las definiciones y notaciones estandares que presuponemos en el
desarrollo de este documento. En adelante, N denota el conjunto de los ntimeros naturales,
Z los enteros, R el campo de los ntimeros reales y C el de los niimeros complejos. R™ denota
el espacio de todos los vectores n-dimensionales y por razones tipograficas, estos vectores se
escriben de manera indistinta como vectores fila o columna. La norma euclidiana para R se
denota por |||

Consideremos E un espacio de Banach con norma |||z, @ C E, x € E'y r > 0. El simbolo
B, (z) denota la bola abierta centrada en x de radio r en FE, esto es,

By(z):={yeE:|z—ylg<r}.
La distancia del punto x a ) se define por

Q) = inf ||z — yl| ..
o(z, ) ylgﬂllfv Yyl

Los simbolos 02 y Q denotan la frontera y adherencia de (2, respectivamente. 2 se define
compacto si para todo recubrimiento abierto de €2, se puede extraer un subrecubrimiento
abierto finito y se dice relativamente, si 2 es compacto. Es importante anotar que en espacios
de Banach de dimension finita, un conjunto es compacto si y solamente si, es cerrado y
acotado. Esta equivalencia no se cumple en general para espacios de Banach de dimensién
infinita. El conjunto ) se define convexo si para todo z,y € €, el segmento de recta que
une a x e y estd contenido en {2 y la notacién span €2 se refiere al conjunto de todas las
combinaciones lineales finitas de elementos de ).

Denotamos por M,,«, €l espacio de todas las matrices reales de tamafnio n x n. Una norma
usual definida en este espacio es la dada por la expresion:

n

1Dl 1= udx D 1DG: )
j:



donde D(i,7) denota el elemento en la posicién (i, ) de la matriz D € M,,xp.

Dados € un subconjunto abierto de R", k € N y una funcién f : Q@ — R™. Se dice que f es
de clase C* o que estd en C*(Q), si es k veces continuamente diferenciable en . Escribimos
f€C(Q),si f es continua en Q. f es de clase C™® o f € C®(), si f € 72, C*(Q). De igual
manera, f € CF(Q) si

feckQ)nc@).

Ademsds, si f : X — R es una funcién real con un dominio arbitrario X, el soporte de f,
denotado por supp f, se define por

supp f = {z € X : f(z) # 0}.

La funcién sign : R — {—1,0, 1} se define por

1 six >0,
sign(z) := <0 siz =0,
-1 siz < 0.

Para 1 < p < o0, I, denota el espacio de todas las sucesiones complejas p-sumables, esto es
lp = {u = (Un)p> oo Up € (C,Z lun|P < oo} .
neZ

Una norma usual definida en [, estd dada por la siguiente expresion:

el = (an\p) "

Similarmente, para p = 0o, el espacio I, se define por

loo = {U = (Un)zo:_oo U € C)Sup |Un| < OO}
nez

con la norma

[ull o = sup |un|,
neL

ambos espacios de Banach.

Para 1 <p < ¢q < o0, l, Cl,, y para toda sucesion u = (uy)y € I, es valida la desigualdad

lully < lull,, -



Si 1< p,q < oo son tales que p~t 4+ ¢!

=1lysiue€l,yv€l, son sucesiones, entonces
W= (Wp)p =u*xv € ls,

donde wy, = Y 70 UkUp—k, ¥
lwllog < llull, (0]l - (1.1)

Sil<p<ooyu,v €l también es valida la desigualdad

lu+oll, < llull, +llvll, - (1.2)

Para p > 1, L,(—1,1) representa el espacio de todas las funciones Lebesgue-medibles sobre R
las cuales son 2l-periédicas y p-integrables en [—[,{]. La norma usual definida en L,(—I,1) es

l 1/p
1£1, = 171, = < / | !f(x)|pdx> |

De igual manera, para p = 0o, Loo(—[,1) es el espacio de Banach de todas las funciones
medibles, 2l-periédicas y esencialmente acotadas con la norma usual

£z, = Iflloe = esssup |f(z)] := inf{a € R: p({z : |f(z)] > a}) = 0}.

ze[-1,]

Aqui p, designa la medida de Lebesgue sobre R™.

Adicionalmente, toda sucesién u = (uy), € l2 define una funcién 2l-periédica f donde
F@) =3 une' e, (1.3)
nez

De igual manera, si f € L,(—[,1), entonces f puede ser representada como una serie de la
forma (1.3), donde

1 l _i’rwriE
Uy = 2l/_lj‘"(:zs)e U %dx. (1.4)

En este sentido, toda funcién f € L,(—[,[) es identificada con la sucesién de sus coeficientes
de Fourier f = (f,), donde f, es definido como en (1.4). Para un estudio detallado acerca
del Analisis de Fourier se recomienda al lector remitirse a texto de R. Iorio [11].

Definicién 1.1.1 La transformada de Hilbert de una funcion f(x), denotada por H(f), se
define para todo x € R por la integral:

H(f) () = v /

—00

o f(r)

T —X

dr,

stempre que ésta exista. La expresion p.v./ indica que la integral es en el sentido del valor

principal.



Normalmente no es posible calcular la transformada de Hilbert como una integral impropia
ordinaria debido al polo en & = 7. Sin embargo, el tomar la integral en el sentido del valor
principal incrementa la clase de funciones para las cuales la integral de la Definicién 1.1.1
existe.

La linealidad de la transformada de Hilbert es una consecuencia directa de la Definicién 1.1.1.
Un célculo directo permite establecer que para w € R, g(x) = f(wz) y 7w (f)(z) = f(z — w),
se tiene que

H(g)(x) = sign(w)H(f)(wz) v H(mw(f))(z) = 1w(H(f))(@).
Esta tltima igualdad muestra que la transformada de Hilbert y las traslaciones conmutan.

Ejemplo. Dada la funcién f(z) = sin(x), entonces

T sin(r
H(f)(z) = jrp.v./ ( )dT

oo T—T
Ly [l
T oo T
_ cos(ac)p.V. /*0" Sin(T)dT N sin(x)p.v. /+oo cos(7) ir
T o T oo T
= cos(z),

os(T)

es impar. Usando la conmutatividad

+00 o3
sin(7 c
debido a que / ( )ClT =7 y la expresion
T

entre la transfo??riada de Hilbert y las traslaciones, podemos deducir que
H(cos(x)) = H(sin(x + 7/2)) = cos(x + 7/2) = —sin(z).
Por otra parte, sif(z) = ", donde w € R, entonces
H (™) (z) = i sign(w)e™?. (1.5)

En efecto,

H(f)(@) = H(e"")(x)

H(cos(wz) + isin(wz))(x)
H(cos(wx))(x) + iH (sin(wz))(x)

— sign(w) sin(wz) + isign(w) cos(wz)

= ¢ sign(w)(cos(wx) + isin(wx))

= i sign(w)e™®.



Ejemplo. La transformada de Hilbert de la derivada de una funcién es la derivada de la
transformada de Hilbert; esto es,

n <;;f(w>> — L)) (1.6)

Para ver esto, recordemos la regla para integrales de Leibniz, la cual establece que:

PR be) 5 d d
T L, Sty = [ Syt 5.0 G46) — fla) gate)

En particular, si a y b son limites definidos (independientes de ¢), obtenemos

/fy, dy—/fy,

o0 T
i?’-[(j")(ac) = 71Tp.v.d/ &dv'

oo T

1d oo flz+7)
C mde ‘/Oo T dr
1 /Jroof’(m+7)

. —=dr

T

= %p,v. /+OO 7'}“(7_) dr

Ahora,

T—X

donde f'(z) = L f(x).

Por ltimo, la transformada de Hilbert se puede definir via transformada de Fourier por:

H(f)(x) = i sign(z) f(z).

Para un estudio maés detallado acerca de la transformada de Hilbert se recomienda al lector
remitirse al texto escrito por J. Duoandikoetxea [12].

1.2. Introduccion a la teoria del Grado Topolégico

Sean 2 C R™ abierto y acotado, f : Q — R™ una funcién continua e y € R"™. Consideremos la
ecuacién

f(z) =y, x € Q. (1.7)
En algunas ocasiones, es de nuestro interés responder algunas preguntas fundamentales acerca
de la ecuacion (1.7):



= ;Tiene solucién esta ecuacion?
= Si tiene solucidén, jcémo estan distribuidas estas en Q7

En esta seccién, presentamos una herramienta 1util al momento de intentar responder las
anteriores preguntas; el grado topologico de f respecto a 2 y a un valor y € R".

Para motivar esta teoria, recordemos el concepto de indice de una curva cerrada con respecto
a un punto que no se encuentra sobre la curva. Sean I' C C una curva orientada de clase C*

y a € C\ I'. El nimero entero
1 1
w(l,a) = / dz
r

211 zZ—a

es llamado el indice de I' respecto a a € C\ I' y representa el niimero total de vueltas que la
curva describe alrededor del punto a. Las vueltas realizadas en sentido antihorario cuentan
como positivas, mientras que las realizadas en sentido horario cuentan como negativas.

Este tépico basico del Analisis Complejo fue descubierto por Cauchy y Gauss a principios del
siglo XIX y tiene las siguientes propiedades fundamentales:

1. w es continuo en (I',a). Es decir, es constante en alguna vecindad de (T', a).

2. w(T',-) es constante en cada componente conexa de C \ I'. En particular es cero en la
componente no acotada.

3. Silas curvas I'g y I'1 son homotépicas en C \ {a}, entonces w(I'g,a) = w('y,a).
4. SiT'~ denota a la curva I' con direccién contraria, entonces w(I'™,a) = —w(I', a).

La propiedad 3. es la més importante de todas, debido a que nos permite, por ejemplo,
calcular el indice respecto a un curva complicada por medio de otra més sencilla homotdpica
a la primera. Mas aun, las propiedades 1 y 2 son consecuencias de 3.

Ahora, sean G C C una regién simplemente conexa, f : G — C una funcién analitica, I' C G
una curva cerrada de clase C! tal que f(z) # 0 sobre I'. Tenemos que
1 1,1 1'(2)

dz = Zw(F,zi)ai, (1.8)

donde los nimeros z; son los ceros de f en la regién encerrada por I' y a; sus multiplicidades
correspondientes. Si ademéas suponemos que I' tiene orientacién positiva y no se autointerseca,
entonces sabemos por el Teorema de Jordan (ver [6], p. 213) que w(T', z;) = 1 para todo z;,
y la igualdad (1.8) se transforma en:

w(f(T),0) = Za

6



Podemos concluir entonces que la ecuacién f = 0 tiene al menos |w(f(I"),0)| soluciones en
G. Para una lectura mas profunda acerca del indice de una curva respecto a un punto, se
recomienda al lector consultar el texto realizado por J.B Conway [6].

Brouwer en 1912 generalizé este concepto para funciones continuas de Q a R”™; tradicional-
mente se conoce como grado de Brouwer. En 1935, Leray y Schauder generalizaron el grado
de Brouwer para espacios de Banach de dimensién infinita, esto se conoce como el grado de
Leray-Schauder. Cabe resaltar, que el grado de Leray-Schauder es una poderosa herramien-
ta para probar resultados de existencia de soluciones para algunas ecuaciones diferenciales
parciales no lineales.

Para una informacién més detallada y profunda de lo escrito en esta seccién, se recomienda
al lector los libros escritos por K. Deimling [14], E. Zeidler [9] y Y. Cho y Y. Chen [5].

A continuacion, es necesario enunciar y establecer algunos resultados importantes para el
resto de la seccion.

Proposicién 1.2.1 Sean K C R™ un subconjunto compacto y fe CEK) Entonces, existe
una extension continua de f, es decir, una funcion f € C(R") tal que f(x) = f(z) para todo
rz e K.

Demostracién. Debido a la compacidad de K, existe un subconjunto a lo sumo numerable
{k; :i=1,2,...} denso en K. Para x ¢ K definamos

oufo) =mix {2 o=l o}

La funcién

f(x): f(z), » r e K,
(1 270i(@)) S 2 wale)f(k), 2 g K,

define una extensién continua de f.

Proposicién 1.2.2 Sean ¢ > 0 y f € C(Q). Entonces existe una funcion g € C*®(R") tal
que

sup [ f(z) —g(@)|| = If — gl <e
€N

Demostracién. Para f € C(Q), sea f € C(R") la extensién continua de f dada por la
Proposicion 1.2.1. Consideremos la familia de funciones ¢, : R™ — R definidas por:

o) — {C)\"exp @ﬁ) si[|lz] < A, )

0 en otro caso,



donde ¢ es una constante tal que [, ¢1(x)dz = 1. Observe que ¢y € C®(R"), [p, da(x)dz =
1y supp ¢y = {z € R" : p»(z) # 0} = B)(0) para todo A > 0. Definimos

@)= [ fy)erly —x)dy, paratodoz €R"yA>0.
R

Consecuentemente, tenemos que f) € C*°(R") para todo A > 0y f\ — f uniformemente en
Q) cuando A — 07. De esta manera, tomando g := fy, para un \ suficientemente pequeio,
obtenemos la conclusion deseada.

1.2.1. Grado de Brouwer

Aqui presentamos el grado de Brouwer, el cual estd definido dnicamente en espacios finito-
dimensionales. En esta parte, € representa un subconjunto abierto, acotado, no vacio de R"
y 08, su frontera. Una funcién f : Q — R”™ se dice suave, si f € C*(Q) N C(Q); en este caso

escribimos f € C*°(2). Para una funcién suave f, el simbolo J¢(x) denota el determinante
Jacobiano de f evaluado en el punto x € 2; es decir,

3] 0
(z) - Y(a)
Jp(x) = det : . :
Ofn Ofn
Wn(z) - Sn(a)

Dada una funcién f € C°°(€2), un punto x € €2 se dice punto critico de f, si Jy(xz) = 0. El
conjunto de todos los puntos criticos de f se denota por S¢(£2);

Sf(Q) = {:U e Q: Jf(x) = 0}.

Un valor y € R" se define regular, si {f~!(y)} N Sy(Q2) = 0. Cabe anotar que bajo esta
definicién, todo punto que no pertenezca a la imagen de f es regular y se define singular si
no es regular.

Grado de Brouwer en el caso regular:

El primer paso para definir el Grado de Brouwer lo més general posible, es definirlo para
funciones de clase C*° y para valores y € R™ regulares.

Definicién 1.2.3 (Grado de Brouwer) Sean f € C*(Q) e y € R"un valor regular para f
tal que y ¢ f(0Q), definimos el grado de Brouwer de f en el valor y relativo a £ por:

d(f,Qy) = > sign Jp(@),

zef~1(y)

teniendo presente la convencion usual )y = 0.



Dado un punto y € R™ regular para f, el teorema de la funcién inversa (consultar [14], p
149, Teorema 15.2) garantiza para cada x € f~!(y) la existencia de un abierto U,, vecindad
de z, tal que f~1(y)NU, = {x} y en consecuencia x debe ser un elemento aislado en f~!(y).
Si el conjunto f~!(y) consta de infinitos elementos, la compacidad de € implica la existencia
de un punto de acumulacién zy € Q. La continuidad de f implica que f(x¢) = y y debido a
que y ¢ f(09) se concluye que zg € Q. Pero zg debe ser un elemento aislado de f~!(y), lo
cual es una contradiccién. Esto demuestra que d(f,€2,y) estd bien definido.

Ejemplo. Sean r > 1, f : R? — R? la funcién definida por f(z,y) = (2® — 3xy?, 322y — ¢?),
Q= B,(0) y a=(1,0). Es sencillo establecer que f € C>*(B,(0)) y

) = {(1 0). (21,\{) (‘ - }cBT 0).

322 — 3y? —6xy
Ji(z,y) =

Ademas,
6xy 322 — 3y?

Un célculo directo muestra que J¢(1,0) = Jg (_21, %) = Js <71, i) = 9. Por lo tanto,
usando la Definicién 1.2.3, d(f, B»(0),a) = 3.

La siguiente proposicién permite sustituir el término ) F1(y) Sign J #(x) en la Definicién
1.2.3 por una integral adecuada.

Proposicién 1.2.4 Sean f ey como en la Definicion 1.2.3 y ¢. la funcion definida en (1.9).
Entonces eziste eg = €o(y, f) tal que

d(f,Q,y) / oe(f J¢(x)dx para todo € € (0, €).

Demostracién. Si f~1(y) = 0, la conclusién es trivial debido a que ¢.(f(x) —y) = 0 para
e < o(y, f(2)). En otro caso, si f~1(y) = {z!,2?,...,2™}, existen bolas disjuntas B,(z%) de
manera que f| B, (zi) €5 UN homeomorfismo en una vecindad V; del valor y y tal que

sign J;(x) = sign Jy(2'), para todo x € B,(z").

Consideremos B, (y) C N, V; y U; = By(z) N f~1(B,(y)). De esta manera, |f(z) —y| >
en Q\ U™, U; para algtin 3 > 0. Por tanto, si € < 3, entonces

/chg(f( y)Jr(x d.%'—ZSlgl’l Jy(x /qﬁe y)|J¢(x)|dz.

Note que J¢(z) = Jr—y(x) y f(Us) —y = BT(O). Por tltimo, haciendo un cambio de variable
en la integral derecha de (1.2.1) obtenemos que

[ odr@) - wlay@iie= [ ode)iz =1, para e < minfs.r) = o
Ui B-(0)

Esto concluye la prueba.



Grado de Brouwer en el caso no regular:

Una vez definido el grado de Brouwer sobre las funciones suaves donde y es un valor regular
de f, se extiende para aquellas en las que y no es un valor regular. Para ello, se hace necesaria
enunciar la siguiente proposicion

Proposicién 1.2.5 Sean U C R" abierto y f € C*(U). Entonces un(f(Sf)) =0, donde pu,
denota la medida de Lebesgue n-dimensional.

Demostracién. Ver [14], p. 8, Proposicién 1.4.

Esta proposicién implica que el conjunto de valores regulares de f es denso en R” y, junto con
el teorema de la funcién inversa, implica ademés que los valores singulares de f son aislados
en R™.

Observacion. La Proposicién 1.2.5 es una consecuencia del Lema de Sard: Sean U C
R™ abierto, f € CY(U) y U* C U medible. Entonces f(U*) es medible y u(f(U*)) <
Jir |J¢(x)|de. (Para una demostracién detallada ver [13], p. 55, Teorema 3.1).

Definicién 1.2.6 Sean f € C®°(Q) ey ¢ f(0). Definimos el grado de f en el valor y
relativo a Q como d(f,,y), donde

d(f,Q,y) = d(f,2,y),

donde y' es cualquier valor reqular de f tal que ||y —y'|| < o(y, f(0R)).

Para garantizar la buena definicién de d(f, (2, y), consideremos y; e yo valores regulares de f
tales que |y — il < o(y, f(ON)) para ¢ = 1,2. La Proposicién 1.2.4 implica la existencia de
€o tal que

a(f,Q,y;) / de(f(x) —yi)Js(x)der parai= 1,2y para todo € € (0,¢p).

donde ¢, es como en (1.9). Debemos mostrar que

d(fa Qayl) = d(f7 vaZ)‘

En efecto,

A, Q) — d(f, Q) = /Q (6e(F(2) — 12) — Bl () — )Ty (x)de.

Definamos

1
w(z) = (y1 — yz)/o de(x —y1 +t(y1 — y2))dt.
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Sea y; la componente i—ésima del vector y; para j = 1,2. Observe que

- ~ 9 ~ i [P0
divo(e) = 3 (o) = Soi =) [ Goca =+t — )t
i=1 " i=1 ¢

12, 0

= | 0 -t~ -t~
1

= /0 Voe(r —y1 +t(yr — y2)) - (y1 — y2)dt

L'y
= /0 afbe(l” —y1+ty1 — ye))dt
= ¢e(z — y2) — (2 — y1).
De donde,
divw(z) = de(z — y2) — de(z — y1).- (1.10)

El siguiente lema muestra que existe una funcién v € C1(R") tal que supp(v) C Q y

[De(f(x) —y2) — de(f(x) — y1)]Jp(x) = divo(x) para todo xz € Q.

La conclusiéon deseada es consecuencia de dicha funcién v; consideremos el cubo @ = [—a, a]™
tal que Q C @, se sigue que

A, y2) — d(f, Q1) _/

divo(z)dz = / div v(z)dz
Q

Q

:Z/ / ( 81}2de> dxl...dm'i_ldl'i_;,_l...dl'n =0.
=17~ —a O

—a

Lema 1.2.7 Sean Q C R"™ un conjunto abierto, f € C*(Q), d;j(z) el cofactor de 6?;? en

Jr(x), esto es, dij(x) es el producto de (—1)™7 con el determinante obtenido del Jacobiano
de f evaluado en x tras cancelar la fila j-ésima y la columna i-ésima y

vi(z) = {2?21 w;(f(x))di; (), r e

0, en otro caso.

Siv(x) = (vi(x),v2(x),...,vn(x)), entonces divv(zx) = divw(f(x))J¢(r), donde w(x) =
(w;(x), wa(x), ..., wp(x)) es como en (1.10).

Demostracién. Ver [5], p. 6, Lema 1.2.4.

Ejemplo. Sea (a,b) C R tal que 0 € (a,b), f(x) = az® con o # 0y k € N. Es facil establecer
bajo estas condiciones que cero es un valor singular de f. Para calcular d(f, (a,b),0) podemos
considerar una perturbacién de f, f.(x) = ax® + € para algin € > 0 suficientemente pequefio.
Entonces:

11



k-1

» En el caso k impar, entonces f1(0) = {(i)l/k} y f! ((i)l/k) =ak (=) F , esto

(0% (0%
muestra que cero es un valor regular de f.. Por lo tanto,

d(f,(a,b),0) = d(f., (a,b),0) = sign (ak: (;) k) = sign (a).

» Para el caso k par. Si a > 0, entonces f.1(0) = 0, se sigue que cero es un valor regular
de f. y por tanto, d(f,(a,b),0) = d(fe, (a,b),0) = 0. Si a < 0, entonces f.1(0) =

(@)= (29"} De aaui aue

wimns-asn-in (5] o ()

=—-1+1=0.

Ejemplo. Sea Q = {(x,y) € R? : 22 +¢y? < 1} y f(x,y) = (2® — y?,22y). El origen es un
valor singular de f, asi que lo aproximamos por una sucesién de puntos regulares, todos ellos
sobre el eje x. Consideremos (€,) una sucesién estrictamente decreciente tal que 0 < €, < 1
para todo n € Ny e, - 0y sea y, = (€,,0). Entonces (y,) es una sucesién de puntos
regulares de f que converge hacia el origen. Si definimos f,(x,y) = f(x,y) — y, entonces

£10,0) = {(=/@,0), (&, 0)}, f,1(0,0)noQ =0y
2 =2y
2y 2z
De esta forma, d(f,,,0) =1+ 1= 2y por tanto,

d(f,9,0) = lim d(f,,2,0) = 2.

Grado de Brouwer para funciones continuas:

Para definir el grado de Brouwer en funciones continuas nos apoyamos en la Proposicion 1.2.2

y mostramos que todas las funciones de clase C°°(£2) suficientemente cercanas a una funcién
continua, tienen el mismo grado.

Proposicion 1.2.8 Sea h : R x Q — R" una funcidn continuamente diferenciable tal que
h(to,x0) = 0 y Jpy,.) # 0 para algin (to,r0) € R x Q. Entonces, evisten un intervalo
(to—r,to+ 1), una bola Bs(xg) C Q y una funcion continua x : (tg —r,to+1) — Bs(xo) tales
que z(tg) = zo y x(t) es la unica solucion en Bs(xo) de h(t,x) = 0.

Demostracién. Es un caso particular del Teorema de la funcién implicita [14], p. 148,
Teorema 15.1.
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Proposicién 1.2.9 Sean f € C®(Q) ey ¢ f(9Q). Entonces, para g € C*®() existe § =
5(f,y,g9) >0 tal que d(f +tg,Q,y) = d(f,Q,y) para todo |t| < 9.

Demostracién. Supongamos que f~(y) = {z!,22 ....2™} e y es un valor regular. Sean
ft == f+tgy h(t,x) == f(x) —y. Observe que h(0,z') = 0y Jyo,.(z') = Jp(a') # 0.
La Proposicién 1.2.8 implica la existencia de un intervalo (—r,7), bolas B,(z?) disjuntas y
funciones continuas 2* : (—r,7) = B,(z") de manera que

)NV = {25), 22(t), ..., 2™ (1)},  para V= UM B,(a").

El valor de p se puede escoger lo suficientemente pequefio tal que sign J¢(x) = sign Jy(z")
en B,(z%). Dado que |f(z) —y| > B en Q\ V para algin 8 > 0. Més atn,

CH(y) = {=1(1),2%(), .. 2™ (1)} para|t] < & := min{r, Blg| '},

donde |g| := max{|g(z)| : x € Q}. Por ltimo, debido a que Jy,(z) es una aplicacién continua
n (¢, x), se puede encontrar 6 < dy tal que

|Jp,(z) — Jp(z)| < min{|Jf(2)| : 2 € V} paralt|<dyzeV.

Por tanto, sign Jy, (z'(t)) = sign J(2°(t)) = sign J¢(z"). De aqui se concluye que d(f;, Q,y) =
d(f,Q,y) para todo |t| < d.

En caso de que y no sea un valor regular, basta con escoger un valor regular yo € B, /3(y)
con o = o(y, f(0R2)) y aplicando el argumento anterior encontrar g tal que

d(fe,Qy0) = d(f,Q,y0) para todo [t| < do.

Sea § = min{dy, 2|g|"'a}. Entonces, |yo — fi(z)| > < para todo = € 9Qy |t| < § y, por tanto,
lyo — yl < e(yo, f1(8%2)). Se sigue que d(f;, 2, y0) = d(f, 2, y).

Finalmente, si f~1(y) = 0, entonces f(z) + tg(x) # y en Q para algin |t| suficientemente
pequeno, y por tanto ambos grados coinciden y son cero.

Definicién 1.2.10 Sea f € C(Q) ey ¢ f(09Q). Definimos

d(f, 92, y) = d(g,2,y),
donde g € C®() tal que ||f — gl < o(y, f(9R)) y d(g,Q,y) es como en la Definicion 1.2.6.

En el siguiente teorema muestra las propiedades més importantes del grado de Brouwer.

Teorema 1.2.11 Sean f € C(Q) ey ¢ f(09Q). Entonces existe un entero d(f,Q,y) que
satisface las siguientes propiedades:

1. Normalizacion: Siy € Q, entonces d(1,Q,y) = 1.
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. Aditividad: Sean Qy y Qo subconjuntos abiertos y disjuntos de (), entonces para toda

funcion f e C(Q) ey ¢ f(Q\ (21 UQ)) se tiene

d(faﬁay) = d(f|Q1thy) +d(f|927927y)'

. Invarianza por homotopias: Sean h € C(2 x [0,1]), y € C([0,1]), con la propiedad
y(t) ¢ h(0N,t) para todo t € [0, 1], entonces

estd bien definido y es independiente de t € [0, 1].
. Solucion: Si d(f,Q,y) # 0, entonces existe x € Q tal que f(x) =y.

. Continuidad: La funcion d(-,Q,y) : {f € C(Q) :y & f(ON)} — Z es continua.

. Invarianza por traslaciones: Para toda f € C(2) y todo y ¢ f(ON) se tiene

. Escisién: Si Q1 es un subconjunto abierto de 2, f € C(Q) ey es tal quey ¢ f(Q\Q1),
entonces

d(faﬁay) = d(f7 Qlay)'

. Dependencia del valor en el borde: Para todo par de funciones f,g € C(Q), e
y & f,9(00Q) y tales que flaq = glaa, se tiene

d(f,,y) = d(g,Q,y).

Demostracién. Ver [3], p. 47, Teorema 4.1.1.

Observaciéon. Es importante anotar que el grado de Brouwer estd totalmente determinado
por las propiedades 1, 2 y 3 del Teorema (1.2.11) en el sentido de que existe una tnica funcién
que satisface dichas propiedades y es la dada en la Definicién 1.2.3. Una prueba se encuentra
en [9], p. 535, Teorema 12.A.

Ejemplo. Consideremos 2 = (—1,1) y la funcién & : [0,1] x @ — R definida por

h(t,z) = tze® + (1 — t)x.

De esta forma h es continua en [0, 1] para cada t € [0,1], h no tiene ceros en {—1,1} = 9Ny
h(0,2) = x y h(1,z) = ze®. Por lo tanto, si f(z) = xe”,

d(f,9,0) = d(I,Q,0) = 1.
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Ejemplo. Sean [a,b] CRy f:[a,b] — R continua tal que f(a)f(b) # 0. Comprobemos que

A(f, (a,),0) = 5 (sign (F(5)) — sigm (f(a)).

En efecto, consideremos la recta g(z) = ax + § tal que g(a) = f(a) y g(b) = f(b). Explicita-
mente,
o) = (10210 (- LB 100

De esta manera, f y g son homotdpicas en [a,b] y por tanto,

(. (a,1),0) = d(g, (a, ), 0) = {

y observe que

(g, (,1),0) = 5 (sign (f(8)) — sign (f(a)

Note que el Teorema de Bolzano puede ser reformulado en los siguientes términos:
«Si d(f,(a,b),0) # 0, entonces existe ¢ € (a,b) tal que f(c) = 0».

El siguiente teorema muestra la relacion entre el grado de Brouwer en espacios de diferentes
dimensiones:

Teorema 1.2.12 Sean 1 < m < n, f : Q& — R™ wuna funcién continua. Si y ¢ f(ON).
Entonces

d(f,2,y) = d(fm, QNR™, y),
donde f,, es la restriccion de f en QN R™.
Demostracién. Podemos asumir que f € C°°(Q) e y un valor regular de g en . Un célculo

directo muestra que Jy(z) = Jy, () y la conclusién se sigue de la Definicién 1.2.6. Esto
concluye la demostracion.

Por otra parte, para encontrar un punto fijo de una funcién f € C(€2) debemos resolver una
ecuacién del tipo

flx)=2, 2,

0 equivalentemente,

x— f(x) =0, z €.

Con lo anterior, definimos el indice de punto fijo de f respecto a 2 por

i(f,Q) == d(I — f,Q,0). (1.11)
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El indice de punto fijo es una poderosa herramienta; mide la cantidad de puntos fijos de f en
Q) teniendo en cuenta sus multiplicidades positivas y negativas. Note que como consecuencia
del Teorema 1.2.11, si i(f, Q) # 0, entonces f tiene un punto fijo en €.

A continuacién presentamos una de las consecuencias del Teorema 1.2.11:

Teorema 1.2.13 (Teorema de punto fijo de Brouwer) Si f : B,(0) — B.(0) es una
funcion continua, entonces f tiene un punto fijo en B,(0).

Demostracién. Es posible asumir que f(x) # = para todo x € 0B, (0), pues en caso con-
trario no hay nada que demostrar.

Sea h(z,t) := x —tf(x). De esta manera, h : B,(0) x [0,1] — R" define una funcién continua
tal que 0 ¢ h(0B,(0) x [0, 1]). Tenemos entonces que

|h(z,t)| > |z| —t|f(x)] > (1 —t)r >0 para todo (z,t) € 0B,(0) x [0,1),
y © — f(z) # 0 para 0B,(0) x {t = 1}. Aplicando la invarianza por homotopias tenemos
d(I = f, Br(0),0) = d(h(:, 1), B(0),0) = d(h(-,0), B-(0),0) = d(I, B,(0),0) = 1.
La propiedad de solucién implica la existencia de un x € B, (0) tal que z — f(z) = 0.

Observacion. El teorema anterior también es cierto si €2 sélo es un conjunto homeomorfo a
un conjunto compacto y convexo de R"”.

Por 1ultimo, se puede definir el grado de Brouwer de una funcién continua en un espacio
vectorial topolégico de dimensién finita de la siguiente manera:

Definicion 1.2.14 Sean, X un espacio vectorial topoldgico de dimension n,  C X abierto
y acotado, f:Q — X continua ey ¢ (). Se define

d(f,Qy) = d(ho foh™' (), h(y)),

donde h : X — R"™ es un homeomorfismo lineal dado por h(x;) = e;. Aqui {x1,x9,...,xn} Y
{e1, €2, ...,en} Tepresentan una base para X y la base usual para R™, respectivamente.

1.2.2. Indice de punto fijo de Leray-Schauder

En esta seccion, construimos el indice de punto fijo de Leray-Schauder. Este es la generaliza-
cién para espacios de dimensién infinita del indice de punto fijo definido en (1.11). En este
contexto, las funciones continuas son sustituidas por operadores compactos. La idea funda-
mental para dar el salto de dimension finita a infinita, es aproximar a tales operadores por
medio de operadores de rango finito (esto es, cuyo rango es un espacio de dimensién finita).
Para esta parte, F representa un espacio de Banach real y 0 C E un conjunto no vacio,
abierto y acotado.
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Definicion 1.2.15 Un operador T : Q — E se dice compacto si satisface las siguientes
condiciones:

1. T es continuo,
2. T envia conjuntos acotados en conjuntos relativamente compactos.

La importancia de los operadores compactos en el Analisis Funcional estd en el hecho de
que muchos resultados sobre operadores continuos en R” pueden ser llevados a espacios de
Banach maés generales si la continuidad es reemplazada por la compacidad.

Lema 1.2.16 Sea T : Q — E un operador dado. Entonces T es compacto si y solo si, para
€ > 0, existen un espacio de dimension finita F y un operador continuo T, : Q — F tal que

|Tex — Tz < € para todo x € Q. (1.12)

Demostracién. Sea T compacto. Dado que T'(Q2) es relativamente compacto en E, para
e > 0, existe un conjunto finito {x1,x2, ..., xm,} C Q tal que

T@) C G B.(Tx:).

Definamos el operador T, : Q — F := span{Tx1, T2, ..., Tx,,} como

m

(o _

T.x = Z Sliz((x)) Tx;, para x € S,
i=1

donde p;(x) = méx{0,e — ||Tz — Txz;||g} vy T'(xz) = D", pi(x). El operador T, satisface las
condiciones deseadas.

Para la otra parte de la demostracién, la continuidad de T es consecuencia de (1.12) porque

Tz —Tyllp = ||(Te — Tex) + (Tey — Ty) + (Tex — Tey)|| g < 2e + ||[Tex — Tey|| p < 3e,

para e suficientemente pequeno y ||z — y|| < d(e). Més atn, T'(2) es relativo compacto como

consecuencia de (1.12) porque para cada € > 0, el conjunto T'(€2) puede ser cubierto por un

numero finito de bolas de radio 2e¢ debido a que T,(2) puede ser cubierto con un nimero
finito de bolas de radio e.

Ejemplo. Consideremos el operador lineal T : 3 — l5 definido por

) T
T(z1,22, ..., Tjy...) = (ml, - ., —, ) i
2 1
Tn

Sea Ty (x1,22,...) = (1, %, ..., 72,0,0,...). Entonces T}, es lineal y es sencillo observar que

> T
2 |
Tuall3 = 3|5
=1

2
2
<lzlz v [Teeill, =1,
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entonces |7, || = 1 y en consecuencia, para todo n € N, T}, es continuo. Ahora,

Tz - Tal} = 3 \

i=n+1

= TL—|—12 Z | 1|2 )2 H‘THQ

De esta manera, ||T;, — T|| < =5 Por tanto, T, — Ty deducimos que 71" es compacto.

Lema 1.2.17 Sea T : Q — E un operador compacto tal que Tx # x para todo x € (.
Entonces existe €9 > 0 tal que x # tTe,x + (1 — )T,z para todo t € [0,1] y x € Q, donde
€ (0,e0) yTe, : Q — F, parai=1,2 como en el Lema 1.2.16.

Demostraciéon. Argumentando por contradiccién, supongamos que existe e{ — 0, e% — 0,
tj —toy x; € (2 tal que

thG{‘Ij—f—(l—tj)TE%l’j:xj, paraj:1,2,---

La compacidad de 7" implica que la sucesién (T'z;) tiene una subsucesién (T'z;, ) convergente
a algun y € E. Por el Lema 1.2.16, Tej:ka:jk — y para j = 1,2. Se sigue que, xj;, -y € Qy

J
por lo tanto, Ty = y, lo cual es una contradiccion.

Observacién. Dado un operador compacto T':  — E. Si 0 ¢ (I —T)(952). Entonces por el
Lema 1.2.17 existe ¢y > 0 tal que

r#tTgx+ (1 —t)Te,x para todo t € [0,1] y = € 09,

donde, para i = 1,2, ¢; € (0,¢9) y T¢, : @ — F, son como en el Lema 1.2.16. De esta manera,
podemos concluir que el grado de Brouwer d(I — T, Q2N F,0) estd bien definido.

La observacion anterior nos permite definir el indice de punto fijo de Leray-Schauder para un
operador compacto T respecto a {2 de la siguiente manera:

Definicién 1.2.18 Dado un operador compacto T : Q — E tal que 0 ¢ (I—-T)(9R). El indice
de punto fijo de Leray-Schauder del operador T' con respecto a 2, denotado por i(T,S2), se
define por,

i(T,Q) :=d(I — T, QN F,0),

donde € € (0,¢9) y €9 es como en el Lema (1.2.17).

Para mostrar que el indice de punto fijo de Leray-Schauder dado en la definicién anterior
esta bien definido, observe que la invarianza por homotopias del grado de Brouwer implica
que

i(Te,, 2N span{Fe, U Fe, }) = i(T,, Q2 Nspan{ F,, U F,, }).

Pero T¢, : QNspan{F,, U F.,} — F,, para i = 1,2. El Teorema 1.2.12 implica que

(T, QN span{F, U F,}) =i(Te,, QN Fy,)
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i(Te,, QNspan{F, U F,,}) = i(Te,, Q2N Fy,).

Por lo tanto,
(T, QN F,) =1(T,, 2N F,).

El indice de punto fijo de Leray-Schauder cumple con propiedades andlogas a las del grado
de Brouwer (Teorema 1.2.11). Es importante resaltar las siguientes:

1. Normalizacién: Si Tx = x( para todo x € Q y algiin zg €  fijo, entonces (T, Q) = 1.

2. Aditividad: Sean € y Qs subconjuntos abiertos y disjuntos de Q. Si 0 ¢ (I —T)(Q\
(€1 UQ9)), entonces
(T, Q) =i(T, Q) + (T, Q).

3. Invarianza por homotopias: Sea T; : [0,1] x Q — E un operador compacto tal que
Tix # x para todo (t,z) € [0,1] x 9. Entonces, i(T};,2) permanece constante para
t e 0,1].

4. Solucion: Sii(T,Q2) # 0, entonces la ecuacién T'x = z tiene una solucién en €.

Observacién. Andlogamente a lo que sucede en el grado de Brouwer, las propiedades an-
teriores determinan el indice de punto fijo de Leray-Schauder de manera tnica como en la
Definicién 1.2.18. Ver [9], p. 542, Teorema 12.B.

El siguiente ejemplo muestra que el Teorema de punto fijo de Brouwer (Teorema 1.2.13) falla
en espacios de dimension infinita. El Teorema 1.2.19 es la version andloga del Teorema 1.2.13
para espacios de Banach mas generales y se conoce como Teorema de punto fijo de Schauder.

Ejemplo. Sea T :ly — Iy el operador definido mediante

T(z1,z2,23,...) = <\/1 — |z|ly, 21, 22, ) .

para todo x = (x1,x2,...) € lo. Entonces T': B1(0) — B1(0) es continuo sin puntos fijos en
B1(0).

Teorema 1.2.19 Sean C' C E un conjunto no vacio, cerrado y convexo y T : C — C un
operador compacto. Entonces T tiene un punto fijo en C'.

Demostracion. Se procede de manera anédloga al Teorema 1.2.13.
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1.2.3. Indice de punto fijo para ternas admisibles

En esta parte se incluye algunas definiciones y resultados necesarios para abordar el préximo
capitulo. Para profundizar en ellos se recomienda al lector dirigirse a los escritos de J. Bona [2]
y A. Granas [10].

Definicién 1.2.20 Dado un espacio de Banach E con norma ||||;. Un conjunto cerrado
K C FE distinto de vacio se denomina un cono en E si satisface las siguientes condiciones:

1. \AK ={Xu:ue€ K} CK para todo X\ > 0.
2. K+ K={u+v:uve K} CK.
3. KN{-K}=Kn{-u:ue K} =/{0}.

Note que las condiciones 1 y 2 implican que un cono K es un subconjunto convexo de F.

Para 0 < r < R < 00, se definen los siguientes conjuntos en F:
K, := K N B,(0), 0K, := K N 9B, (0), KF:={ueK:r<|uly<R}.

Definicién 1.2.21 Sea K un cono en el espacio E. Un operador A definido en (por lo menos)
K y con rango en E, se dice positivo si A(K) C K.

Definicién 1.2.22 Una terna (K, A,U) se denomina admisible si se cumplen las siguientes
condiciones

1. K es un subconjunto convexo de E,
2. U C K es abierto en la topologia relativa sobre K,
3. A es un operador positivo y compacto sobre K.

4. A no tiene puntos fijos en OU. La frontera de U es en la topologia relativa de K.

A. Granas [10] implica la existencia de una funcién i de valores enteros definida en el conjunto
de todas las ternas admisibles en E tal que satisface las propiedades béasicas del indice de
Leray-Schauder.

A continuacién presentamos algunos lemas y teoremas importantes para el resto del documen-
to. Las pruebas de estos resultados pueden ser consultadas en [2]. Consideremos A positivo
y compacto en el cono K.

Lema 1.2.23 Supdngase que 0 < p < oo y que de los siguientes enunciados solo uno se
cumple,

a. Az —x ¢ K para todo x € 0K,,.
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b. tAx # x para todo x € 0K, y todo t € [0,1].

Entonces la terna (K, A, K,) es admisible y i(K, A, K,) = 1.

Lema 1.2.24 Supdngase que 0 < p < oo y que de los siguientes enunciados solo uno se
cumple,

a. r — Az ¢ K para todo x € 0K,,.
b. Eziste & € K distinto de cero, tal que x — Ax # AT para todo v € 0K, y todo X\ > 0.

Entonces la terna (K, A, K,) es admisible y i(K, A, K,) = 0.

Lema 1.2.25 Sea (K, A,U) admisible. Si existe & € K distinto de cero, tal que v — Az # A\
para todo x € QU y todo X\ > 0, entonces i(K,A,U) = 0.

Teorema 1.2.26 Supdngase que a. 6 b. del Lema 1.2.23 se cumple para algun r con 0 <
r < ooy quea. 6b. del Lema 1.2.2} se tiene para algin R tal que r < R < co. Entonces,
A tiene al menos un punto fijo en el conjunto KF = {u € K :r < |lullp < R}. Mds ain,
i(K,A Kl = —1.
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Capitulo 2

Existencia de soluciones tipo ondas
viajeras peridodicas

En este capitulo establecemos la existencia soluciones del tipo onda viajera periédica del
sistema Benjamin-Ono regularizado (1) usando las ideas expuestas en Bona et al. [2], Chen [4]
y Munoz [17] en el marco de las soluciones tipo onda viajera periédica de problemas no
lineales. Bajo este marco de referencia, el estudiar la existencia de soluciones tipo onda
viajera periddica del sistema (1) implica resolver una ecuacién del tipo

w = Aw, (2.1)
donde A es un operador no lineal definido adecuadamente en Iy X ls.

En general, operadores tales como A son responsables de dificultades en la teoria de las on-
das solitarias, ya que no se pueden aplicar directamente teoremas importantes de punto fijo
y recursos aplicables a operadores compactos, que serian de utilidad al momento de resolver
(2.1). Por esta razén, en [2] se recomienda adoptar la formulacién en espacios de Fréchet por-
que permite especificar un espacio apropiado, en el que estos operadores son compactos. Esto
trae consigo algunas desventajas, las cuales provienen de trabajar con un espacio de Fréchet
no normalizable X . Este hecho limita la disponibilidad de una teoria del indice de punto fijo,
pero es superado si se escoge apropiadamente un dominio estrecho de A, especificamente un
cono K C X, tal que la interseccién de él con cualquier bola adecuadamente escogida, es
acotada y consecuentemente mapeada por A a un conjunto relativamente compacto en X.
Esto permite adaptar el problema definido en un espacio de Fréchet, a la teoria de los ope-
radores positivos que ha sido desarrollada para espacios de Banach y en particular, permite
usar versiones del teorema de punto fijo para operadores no lineales que dejan invariante un
cono.
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2.1. Planteamiento del problema

Nuestra atencién se centra en el sistema (1) el cual escribimos nuevamente a continuacién:

G — (1= aQ)u)s Cmt
U + quuy, + (1 > G = % eH(ugt) + E;Umt, (2:2)
¢(z, () y u(z, 0) = uo(z)-
Es conveniente realizar los siguientes cambios de variables en el sistema (2.2):
t = /pt, ((x,1) = —/pC(x, 1), y a(z,t) = u(z,t). (2.3)

Con esto, el sistema (2.2) toma la forma:
e (2.4)

donde p = 22 — 1. Como se mencioné en la introduccién, el sistema (2.4) (equivalentemente
el sistema (02 2)) tiene soluciones del tipo onda viajera periédica si existen funciones u y (,
parametrlzadas por la velocidad de onda ¢, de la forma

uz,t) =u(z—c)=u(§) vy  C@t) =@ —ct) = (9, (2.5)

donde uw y ¢ son funciones 2l-peridédicas que lo satisfacen para algunas constantes [ y ¢
apropiadas.

Para facilitar la notacién, en este punto abandonamos las tildes del sistema (2.4). Sustituyendo
las expresiones de (2.5) en (2.4) obtenemos el sistema:

/ / / ce? m
e+ afuc) = ¢
—cu' + auu’ + ¢ = —7/)206?-[(1/’) e
P1 6

Integrando una vez a ambos lados en las ecuaciones anteriores, y tomando las constantes de
integracion iguales a cero, obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones integro-diferenciales:

o ces
¢ —u— %(UC) = ?C 2 26)
cu—2\aﬁu2—g—p;fe7-[( /)+% "



Observe que suponer las constantes de integracién iguales a cero equivale a suponer las
derivadas de u, ¢ iguales a 0 en los extremos 0 y 2I.

En primer lugar, note que ({,u) = (0,0) es una solucién trivial del sistema (2.6). Otras
soluciones constantes (,u) = (po, qo) pueden ser halladas resolviendo el sistema

«a
cpo — qo — —=pogo = 0 (2.7)
VP
a9
cqo — —=q5 —po = 0. (2.8)

2/p

Despejando pg de la ecuacién (2.7) tenemos que
q0

Po=——a -
c— i

Sustituyendo esta ultima expresién en la ecuacién (2.8) obtenemos que ¢gg satisface:

2
3
of g Bac o 4 _,

do
207 2yp
En resumen, py y qo satisfacen las ecuaciones:

2
q0 a® 5 3ac 9
—— Y @ - =@+ —1=0. (2.9)
207 2p

Un célculo directo permite hallar explicitamente las soluciones constantes positivas del siste-
ma (2.6):

Po = =
c— \/,3%

VP(Be— V2 +38) VPBe— V2 +38)
y Pbo = > .
2 —a(c—Vc?+8)
Es importante anotar que si ¢ > 1, entonces las soluciones ¢y y pg son reales positivas y
satisfacen la desigualdad:
Vple—1)

Po > qo > T > 0. (210)

qo =

En efecto, suponer que ¢ > 1 es equivalente a
A +de+4>cE+8,

lo que implica que

3c—Vc2+8>2c—2

de donde,
VPBe— V2 +38) - Vple—1)
20 a '
Por lo tanto,
-1
qo > \/ﬁ(Ca) > 0.
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Q
Ademas, esta ultima desigualdad es equivalente a ¢ — —¢qp < 1. Uniendo esto con la expresion

para po de (2.9) obtenemos el resultado deseado.

Estamos interesados en encontrar soluciones no constantes de las ecuaciones de onda viajera
(2.6). Supongamos que estas soluciones 2]/—periédicas, ((z — ct) = ((§) y u(z — ct) = u(§),
pueden ser expresadas como series de Fourier de la forma:

€)= Z Cnei(m/l)f y u(§) = Z up et (/D (2.11)

Sustituyendo las expresiones en (2.11) en las ecuaciones del sistema (2.6) tenemos que
CZC ez (nm/)E Zu ez(’rwr/l <Z uy, ez(’mr/l EZC i(nm/l) )

e o~ (TN g
6 2"\

Czn:unei(nw/l)f 2\[ (Zu el (nm/1)¢ Zu et (nm /1) ) ZC el (nm/l)¢
(o (1) o) 25 (m)

Usando la linealidad de la transformada de Hilbert y aplicando la propiedad (1.5) se sigue
que

s i(nm /)€ i(nm/DE ) _ ce*r*n’ z(nTr/l i(nm/l)€
N Zune ZCne —ch c+ 62 Zue

22,2

Qjﬁ (Z unei(mr/l)§> ZC ilnm/DE 4 Z“” <C+ ce 7T2n I ,02067TW> pinm/DE

p1l

3E

Por lo tanto, para cada n € Z se debe cumplir:
%(ux Cn B c(l—i— 6276r122”2) -1 <<n>
o) T\ T g ()

En esta ultima igualdad, (u x (), y (u X u), representan los n-ésimos coeficientes de los
productos

Z unei(mr/l)f Z Cnei(mr/l)§ y Z unei(nw/l)f Z unei(nw/l)f,
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respectivamente. En otras palabras,

(ux()p = Zukqn_k y (u X u), = Zukun_k.
k k

Si denotamos

o (1+ <z . |
1 c (1 + Erin? '”2;’1}'”‘)
entonces
()= (Z00)
Up gos(uxu)y |’
donde
o 1 (c(eEEmm)
det Dy, 1 c (1 + € glgn )

Un célculo sencillo muestra que

222 222

e“mn®  paem|n| e“mn
det D, = c* (1 1 —1
enc<+6l2+p1l><+612>

026477'4 ,0262637r3 62627['2 p26267r
— < o >n4—i— <6p 5 > In|® + < e >n2+ <p1l > In|+ (* —1).

Para que la matriz D,, sea invertible es suficiente que |¢| > 1.

Consideremos el espacio X =l X l9 dotado con la norma usual

(G @) 1% = 1 wn) % = IS5 + llull3 -

Bajo estas condiciones, X es un espacio de Banach. Definamos el subconjunto K C X por

K = {(Cryun) € X : (Gnyun) = (Const—p), 0 > G > G > oo > 0,u9 > ug > ug > ... > 0}.

Es fécil verificar que K es un cono en el espacio X. Observe que para w = (¢,u) € K se debe
cumplir que si existe k € N tal que (; = 0, entonces ¢, = 0 para todo entero |n| > k. Una
propiedad andloga cumple u = (uy,).

Finalmente, para un elemento w = (¢, u) € X, definimos el operador no lineal

[ FluxOn
w = 1 \[ .
(Awhn = Dy (ﬂuu))

Observacion. FEn este punto, es importante resaltar que el problema de encontrar soluciones
tipo ondas viajeras periddicas del sistema (2.6) se reduce a la bisqueda de puntos fijos no
triviales del operador A sobre un espacio apropiado. Un punto fijo trivial de A es un punto
fijo donde ¢, = 0, u, = 0 para todo entero n # 0. En este orden de ideas, w = (0,0) y

= (p*,q*) con p* = (...,0,0,p0,0,0,...) y ¢* = (...,0,0, qo, 0,0, ...) son puntos fijos triviales
de A.
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2.2. Resultados principales

En esta seccién establecemos que el operador no lineal A tiene puntos fijos no triviales en el
cono K usando la teoria del indice de punto fijo. Comenzamos demostrando algunos resultados
utiles para el resto de la seccién.

Consideremos w = ({,u) un elemento del espacio X y definamos

Sp 1= (C X u)n = Z CkUn—k y ln = (’LL X u)n = Zuku”—k‘
k k

La desigualdad (1.1) implica que
0 < sn < [ICll2 llull, y o 0<ty <|ul}. (2.12)

Por otra parte, denotemos por D, (i, 7) el elemento en la posicién (i, j) de la matriz D, *,
entonces, para n # 0,

2
1D, (i, )] < || DR Y| ., = méx > D, (i )]

1<i<2 4
j=1
- (C+ 06267;;”2 4 P2T;17;|"| + 1)
¢ (1+ gt emiel) (14 <) <1
3604 (c+1) 612 3613 py
etrint  ce2n2n?  picemd|n)?’
Por tanto, concluimos que
— o e (e —1)2 = et +mint - ce?mn?  preemd|nl3
Note que la matriz D! cumple que para todo n > 0, D! = D:Tll y sus entradas son

decrecientes en |n|.
Con los resultados anteriores en mente, podemos afirmar que el operador no lineal A esté bien

27



definido sobre el espacio X. En efecto, como consecuencia de (2.12) y (2.13) tenemos que

Il = D100 St O+ D125

D (2, 1)\/5(u><g) +D;1(2,2)27(u><u)n

+\

Y -1 Y (uxu),
1) Ot D (12)5 ol < w)

1)\%<uxon+D (2,2) f<u><u>n

o —1
oo\/ﬁHquHCHﬁHDn loo 57 Q\f

_2<f el il + ||u||2) 2D <o

Esto garantiza que || Aw|| y estd bien definido.

_|_

2

ol

Consideremos ahora w = ((,u) € K. En este contexto, las desigualdades en (2.12) son
naturalmente vélidas. En adicién, tenemos que para todo n € Z se cumple

S n=) CRU_p_j = C—hU—_ (k) = C—kUntk = Y Crln—k = Sn y t_p =ty
(n+k)
% % % %

Similarmente, para todo n € N tenemos

Sp = ngunfk > Z ChUn—k+1 = Snt1 y tn 2 tpt1- (214)
k k

El siguiente lema muestra algunas propiedades importantes del operador A.
Lema 2.2.1 El operador A es positivo y compacto sobre el cono K.

Demostracién. Sea w = ((,u) = ({n, upn) € K. Para probar que A es un operador positivo,
observe que para todo n > 0,

_ “H(ux Qn _ “H(ux ()-n
Aw n:Dnl \éﬁ :D—’rlz \éﬁ = (Aw)—n.
A ( 27 (% X Wn ) ( V5 (X W) =n ) )

Las desigualdades en (2.14) y el hecho de que las entradas de D, ! son decrecientes en |n|
implican que

(Aw)y, > (Aw)ptq.
Esto implica que A(K) C K, y por tanto el operador A es positivo.
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Por otra parte, sean w = ((,u) y w = ((,u) elementos de K. La desigualdad (1.1) implica
que
’(u X C)n - (’EL X E)n’ = —k — akén—k
—k = Cak) + G (ug — )
<Y fuklCnk = Gkl + Y 1okl [ — 1
k k

< lully (|6 = ¢l + 1€l llu = all, -

Andlogamente,

|(u X w)n = (@ X W] < Jlu—ally (Jully + ally) -

De las desigualdades anteriores, obtenemos que

| Aw — Aw|[% =

DH(2,1)—= ((ux On — (@ x ¢)n) + D51 (2,

i
; o
_ 1 _ 2
<23 (102 5 (I =l + 5 e = ally i, + il + 2] )|

n
2
—12

1€ = Clly == lully + lu = a@lly 5—=(2lI¢lly + llully + llall) } D7l

[ 2 \/‘ 2\/‘ ; " lloo
Esto muestra que A es un operador continuo en el punto w = (QT, u) € K.
Para demostrar que el operador A es compacto consideremos un conjunto M acotado de X,
esto es,

MC{w=(Cu)€ X :|w|y < B}

Para cada N € N definimos el operador

Anw), =
Aw) {0 si |n| > N.

Para cada N € N, el operador Ay tiene rango finito 2N + 1 y es continuo debido a la
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continuidad de A. Por otra parte, si w = ({,u) € M y definimos (vy, 2,) := (Aw)y, entonces
ol = | D10, 5 x 0+ D710,2)5 0 x )y

p v

< |07 (\f [[ull [I€Tlo + f I ||§> :

Similarmente, para z, tenemos la desigualdad:

« «
< ||p;t — — 2.
[zl < [Py Hoo<ﬁ||uu2ucu2+m ||u||2)

Como consecuencia de las desigualdades anteriores tenemos:

lAnw — Awl% = || 0n) s nll3 + | (zn) s ]
= Z |on]? + Z ENE
[n|>N [n|>N
2
<2 5 1032 (S5l el + 57 )
‘n‘>N \/ﬁ
2 2 5
<22 (lull il + 5 1ul2) | 3 107,
[n|>N
Si definimos las constantes vy y v por
1/2 1/2
() v e (Zeen) e
n [n|>N

Entonces,

9a2B*y%  9a2By?
[ Avw — Aw|% < sup [ Ayw — Aw|% < N < T
weM 2p 2p

Dado que yx — 0 cuando N — oo, entonces sup ||Ayw — Aw|3 — 0 cuando N — oo. Por
weM

lo tanto, A es un operador compacto puesto que es el limite uniforme de operadores continuos
de rango finito (ver Teorema 1.2.16). Esto concluye la demostracién.

Los siguientes dos lemas establecen una regién contenida en el cono K en la que es factible
encontrar puntos fijos no triviales del operador no lineal A.

Lema 2.2.2 Sea ~y definido como en (2.15). Entonces para r suficientemente pequenio tal que

satisfaga
, \/2 — — * *
O<r<ry:= mm{gpa 1’Y 17 1(»*, q )HX}

Se cumple que w # tAw para todo w € 0K, y todo t € [0,1].
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Demostracién. Utilizando un argumento indirecto, supongamos que existen w = (¢, u) =
(Cnyupn) € 0K, y t € ]0,1], tal que
w = tAw.

Entonces,
r? = wlk = [[fAw|% < [|Aw|5 = [1(oa)]5 + | (z)ll3

donde v, y z, son como en el Lema anterior. De esta manera,

r? < Z v, | + Z |2 |?

<(mmmm m@f(gmaﬂ&>

2 2
§2047 ( +1r2) .
p
9a224

2p
V2p
3

Esto implica que r > a 1471 1o que contradice la escogencia de r.

Lema 2.2.3 Para cualquier nimero real R > 0 que satisfaga

2V 1) ¢

ac

. 1/2
- (Sar)

Existe w € K no nulo tal que w — Aw # Aw para todo w € OKr y A > 0.

R>Rm:m&{ (3—Uv+mdmﬁfo}

con

Demostracién. Sea w = (¢, ) = ((p, U,) definido por

(&)= (1)

Un célculo directo muestra que w € K. Supongamos que existen w = ((,u) € 0Kry A >0
tal que
w— Aw = A\w.

Entonces para todo n € Z se tiene

()= (Z0) (),
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En particular, para n = 0 tenemos que

G = ! <ac(u C)0+(UXU)>+)\C0

det Do \ \/p 2\/p
1 «
= — — Adg.
Ug dot Do <\/ﬁ(u C)o + 2\f(u X ) > + Aig
Equivalentemente,
1 ac
= — E — g A 2.16
CO C2—1<\/ﬁ - ka+ uk)+ ( )

uy = £1Q[§:k<k+%f§:%>+A (2.17)

Observe que si (g = 0, entonces (;,, = 0 para todo n € Z y la igualdad (2.16) toma la forma

1 el 2
= — A
0 62—]_ <2\/ﬁzk:uk> + y

se sigue que, A = 0 y ux = 0 para todo k € Z debido a que A > 0 y up > 0. Similarmente,
si suponemos que ug = 0, entonces ug = 0 para todo k € Z y la igualdad (2.17) implica que
A = 0. Sustituyendo esto en (2.16) obtenemos como resultado que (y = 0, lo que implica que
(x = 0 para todo k € Z. En resumen, dado que w = 0 ¢ JKpg, concluimos que (y # 0y
(27} 7'é 0.

Por otra parte, de la igualdad (2.17) se sigue que

1 ac o
ug 2 5 =40 | -
2 —1\2p

En consecuencia,

1> ac
— .
“2p(-1) "
Debido a que ug > A, tenemos que
2/p(c* — 1
0<A<up< VP (2.18)
ac

Pero ademas, la igualdad (2.17) implica que

ug > LUOCO-
Vo(e? —1)
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De donde,

> +Co-
Ny
Por lo tanto,
2
-1
0< (o< \/Z)(C()[). (2.19)
Ahora, teniendo en cuenta las desigualdades en (2.14), se sigue que
A
= 1,1 DIl(1,2)-2 n) 2
= (D0 ) x 0+ 00205 5 ) +
A
<1 (x4
<193 (S5 O 52t )+ 10
1 « « A

Observe que la igualdad (2.17) implica:

uo=021_1 (jﬁ(u C)0+2\f(u><u)o>+)\>

y con ayuda de la igualdad (2.18), tenemos que:

(s C)0+2\f(u><u)0)

e

1 Q 2@@2 ~1)
2 -1 (\/ﬁ@‘ C)0+2\f(uxu)o> SUOST.
Se sigue que,
(6] —(ux )+ 7('& X u)g < M (2.21)
VP 2/p ac

Para (,, las ecuaciones (2.18), (2.20) y (2.21) implican que:

2 _1)2 2
o< ;1] (ALY 2D

ac 1+ n2’

Similarmente, u, cumple la desigualdad:

2./p(c? —1)? 2./p(c? —1
wn < |05 (B ) - =D

ac 1+n?2

Del hecho de que w = (¢, u) € 0Kg, deducimos que

R2 = Z ’Cn’2 + Z |un|2
- 2002 =12\ 2/p(2—-1) 1 \2
<23 (I (M) M )

8p(c® —1)? _ 1 \?
==z 2 P e (@ =D+

n
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La desigualdad (1.2) implica que

8/)(02—1)2 2 2 —1(|2 2 1 2\ '
ST EE (Z(C - 1°||p, Hoo> + (Z (an) )

n

2

Por lo tanto,
1/2 o\ 1/2
2v2p(c* = 1) [ 5 —1p2 1
R< - (® 1) En:HDn [ — ; T

1/2 o\ 1/2
Teniendo en cuenta que v = (Z HDngio> y 3= (Z (1 4_1”2) ) , se sigue que
n n

RSM((CQ—l)

acC

v+8).

Esto contradice la escogencia del radio R.

A continuacién establecemos la existencia de un punto fijo del operador no lineal A en el
segmento del cono K[ := {w € K : r < |w||x < R} usando el indice de punto fijo. Observe
que en términos de lo discutido en la Seccién 1.2 del Capitulo 1, la terna (K, A, KF) es
admisible.

Teorema 2.2.4 Sir y R son como los definidos en los Lemas (2.2.2) y (2.2.3), respectiva-
mente. Entonces el indice de punto fijo del operador A en K[ es

i(K, A KR = 1.
Demostracién. De los Lemas 1.2.23 y 2.2.2 tenemos que
(K, A K,) =1.
Por otra parte, de los Lemas 1.2.24 y 2.2.3 se sigue que
i(K, A, Kgr)=0.

Debido a que no hay puntos fijos de A en 0K,, la propiedad de adivitividad del indice de
punto fijo implica que

i(K, A KF) =i(K, A, Kp) —i(K, A K,)=0—-1=—1.

34



Observacién. Es importante notar que el punto fijo trivial (p*,¢*) pertenece al conjunto
K[y es independiente de la escogencia del periodo 2I. En el siguiente Lema establecemos la
existencia de un punto fijo no trivial del operador A en K. Para esto definamos los conjuntos

Ks(p™,q") = {w = (Gu) € K :[[(Gu) = (0%, ¢") [ x <0},
OK;s(p*, q7) = {w = (G u) € K= [[(¢u) = (P ¢")llx = 6} -

Lema 2.2.5 Si (p*,q*) es el tinico punto fijo del operador A en KE, entonces cuando | se
escoge suficientemente grande y 0 suficientemente pequeno, se tiene que

i(K, A, Ks(p*,q¢")) =0.
Demostracién. Debido al Lema 1.2.25, es suficiente con mostrar que los conjuntos
(I - A)OKs(p*,q") v { w:A>0}

son disjuntos, donde w € K como es definido en el lema 2.2.3. Supongamos que existe
w = ((,u) € 0K5(p*,q*) y A > tal que

w— Aw = \w.
Para todo n € Z se cumple:

e2n2m? 2E7T|7l| «@
(Cn) _ 1 (1 + S+ ) L ) (\/ﬁ(u x On) + o (2.22)

un/  det Dy 1 c (1 +ennt) | \ayp(u X wn

hS)

Para n = 1, la ecuacién (2.22) toma la forma:

en?  prer\ « A
— I Al Rt e A
G D <c< +em t ol ) \f(u 1+ 2\f(u X u)1> +3
1 o e2n? o} A
1 — —.
U= et Dy <\[(uxc)1+c< + 4z > 2\/ﬁ(uxu)1>+2

Se sigue que

A
Z <C ( 612 > (U0<1 + UICO) + 2\7(u0u1 + u1u0)> + 5
a 272 \
B det Dy \\/p (uoC +wio) +e {1+ 612 f(uoul + uiuo) | + 5
ac en
14:= 1 B =
Si Jpdet Dy ( + 612 > y \fdet Dy’ obtenemos que

C1 > A(uoCr +u1o) + B(uour) + %
uy > B(uoC + u1o) + A(uour) + % (2.93)
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En consecuencia,

G+ ur > A(uoCr + u1o) + B(uour) + B(uolr + uio) + A(uour) + A
= Auop(C1 + u1) + Bug(r + u1) + Auio + Buio + A
= (A+ B)uo(&1 +w) + (A+ B)(u1o) + A (2.24)

Dado que w € 0Ks(p*, ¢*), entonces, puede ser escrito de la forma
w = (¢u) = (p,q") +6(C, @),

donde H(f, ﬁ)HX = 1. Observe que para n =0,

o=po+0G y uo=qo+ i,
y para |n| > 1, se tiene que
Cn ~ Un,

C’I’L:? y un:?.

Sustituyendo las igualdades anteriores en (2.24) obtenemos

8(Ct + 1) > (A+ B)d(go + 6i0)(C1 + 1) + (A + B)diar (po + o) + . (2.25)
Ahora note que
ac e2m? o
A+B=—— |1
+ \/ﬁdetDl < + 602 >+\fdetD1

G (c(tr) 1)

c2etmd pac2e3nd c2e2n? paclem 2 '
( 3614 >+< e s ) ) H (e =1)

En consecuencia,

(A+B)™' =

A partir de la desigualdad (2.10), sil > 0 es escogido suficientemente grande tal que garantice

que
244 2 3,3 22,2 2
gote—y | (5F) + () + (%57) + (%)
o %(C‘f‘ 1) q0,
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se tiene que
po>qo> (A+B)"t>0.

Ademsds, el numero § > 0 puede ser escogido lo suficientemente pequeno de tal manera que

Co=po+0C>A+B)>0
UOZQO+(5110>(A+B)_1>O.

Esto, junto con la ecuacién (2.25) implican que
8(Ci+11) = (A+ B)S(A+ B) (G + 1) + (A+ B)dig (A+ B) ™' + \.

Luego,
0> oty + A

Puesto que w7 > 0y A > 0, concluimos que
w1 = A =0, (2.26)

y por lo tanto, @, = 0 para todo n # 0. M4s ain, la ecuacién (2.22) para n = 0 luce asi

<g0> 1 (c 1> J5(ux o
o 2—1\1 ¢ m(uxu)o '
La igualdad (2.26) implica que
(u X C)o = Zukg'_k = U(]Co y (u X u)o = Zuku_k = u%
k k
Como consecuencia tenemos que
ac a 9
= —— — 2.27
Co NS )U0C0+2f Cg_ 1Yo (2:27)
- U2
= ——— . 2.28
ugQ /@ —1) wlo + 5—=5 % 2\[(02 Y Up ( )
Despejando el término N(O;l)ug de (2.27) y sustituyéndolo en (2.28) obtenemos
p(c? —
Up
CU - c— ina
N/
0 equivalentemente,
G = VP —10) (2.29)
aup



Similarmente, el sustituir (2.29) en (2.28) da como resultado la ecuacién

2
3o
a ug——uo—i-c —-1=0

2/p

2p
En resumen, (y y ug satisfacen
Up a® 5 3ac

o= —5— v Sui-

c— %uo 2p
Al comparar las igualdades en (2.9) y (2.30) concluimos que (y y ug satisfacen las mismas
ecuaciones que po y qo, respectivamente. Por lo tanto, debemos tener que (o = po > 0y
ug = qo > 0 y ademas, (o = tg = 0.

ug +c2 —1=0. (2.30)

Por otra parte, la ecuacion (2.23) implica que 0 = u; = 041 > Buo(y, y esto implica que
0= Cl = (, para todo n # 0 debido a que A, B y ug son positivos. De esto se sigue que que
1 —

Cl 3 = 0y por tanto, Cl Cn = 0 para todo n # 0. Es decir, se ha probado que @, = Cn =0
para todo n € Z, lo que contradice el hecho de que w = (¢, u) = (p*, ¢*)+3(¢, u) € OK5(p*, q%).

Teorema 2.2.6 Sic > 1 y el semiperiodo | es escogido suficientemente grande, entonces el
operador A tiene un punto fijo no trivial w = ((,u) en el segmento de cono KE.

Demostracién. La existencia del punto fijo no trivial del operador A se sigue del Teorema
2.2.4 y el Lema 2.2.5.

Observacién. Las funciones

Q_“(x’t) x — ct) Zg ei(nm/1)(z— ct a(z,t) = u(z — ct) Zu i(nm/l)(z—ct)

corresponden a una solucién tipo onda viajera periddica no trivial del sistema original (2.2).
Note también, que el rango de la velocidad para la existencia de ondas viajeras del sistema
(2.2) es ¢ > /p, debido al reescale introducido en (2.3). Mds atn, observe que si ({(z —
ct),u(x — ct)) es una solucién del sistema (2.2), entonces (((z + ct), —u(x + ct)) es también
una solucién. Esto es, la existencia de soluciones tipo onda viajera periédica para ¢ > /p,
implican la existencia de este tipo de soluciones para ¢ < —,/p. En consecuencia, queda
probado el siguiente resultado:

Teorema 2.2.7 Si|c| > /p, donde p = pa/p1 — 1 y el semiperiodo | > 0 es suficientemente

grande, entonces el sistema (1) tiene al menos una solucion tipo onda viajera periddica no
trivial.
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Capitulo 3

Aproximacion de soluciones tipo
ondas viajeras periodicas

A excepcidén de algunas ecuaciones cuyas soluciones del tipo onda viajera periddica se conocen
de manera explicita, en la busqueda general de este tipo de soluciones, surgen dificultades
que sélo conllevan a demostrar, en algunos casos, la existencia de ellas. En este capitulo
aproximamos estas soluciones utilizando un esquema numérico pseudoespectral, basado en
una descomposicién de Fourier, la cual es una técnica adecuada en el marco peridédico-espacial.
Observe que una solucién tipo onda viajera (¢, u) del sistema (1) debe satisfacer las siguientes
ecuaciones:

2
%("—cC—u%—auCzO,
ce’ no, P2 (3.1)
s Ece’H(u)—cu—}—2u —p¢ =0,

donde p = p2/p1 — 1. Estamos interesados en encontrar aproximaciones a soluciones pares
(¢, u) de periodo 2I, [ > 0, del sistema (1); para esto introducimos la expansién en coseno

truncada para ¢ y w:
N/2

~ Z Cn cos (nwa) ,
N/2
~ nz:%un cos (nl—wx) )
donde o
/ (o) =5 [ C(a)da
0 (3.3)
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y expresiones analogas para u. Sustituyendo las expresiones en (3.2) en (3.1) y evaluandolas
en los N/2 + 1 puntos de colocacién

20— 1)

i =1,..,N/2+1
N Y ] ) Y /+7

T =
y usando la propiedad (1.5) de la transformada de Hilbert obtenemos un sistema de N + 2
ecuaciones no lineales de la forma:

F(CO?Clv"'7<N/27u07u17'°'7u]\//2) =0. (34)

Es importante anotar que los N + 2 coeficientes (,, u, son desconocidos. El sistema no lineal
(3.4) puede ser resuelto por el método de iteraciéon de Newton. El célculo computacional de
las series en coseno de (3.2) y las integrales en (3.3) es realizado usando el algoritmo FFT
(Fast Fourier Transform). El Jacobiano del campo vectorial F : RV+2 — R¥*2 g5 aproximado
por la féormula se segundo grado de exactitud

Fi(x + hej) — Fy(x — hej)

JijF(z) ~ o7 :

j=1,2,..,N/2,

donde e; = (0,..,1,...,0) y h = 0,01. Detenemos la iteracién de Newton cuando el error
relativo entre dos aproximaciones sucesivas y el valor del campo escalar F' es menor que
10712,

3.1. Descripciéon de los experimentos numéricos

En esta seccion empleamos el esquema numérico explicado al principio de este capitulo, para
calcular aproximaciones de algunas soluciones tipo ondas viajeras del sistema (1). En todos
los experimentos usamos el algoritmo FFT con N = 2!° puntos de colocacién. En primer
lugar, tomamos los parametros « = € =1, p; = 1, po = 2, la velocidad de onda ¢ = 1,5 y los
datos iniciales dados a continuacién:

Co(x) = 5cos (Wl—x> , ugp(x) =5cos (WTx) , (3.5)
Co(x) = cos (Wl—x) , ug(x) = cos (ﬂl—x) , (3.6)

Co(x) = — cos (T) , ug(x) = cos (7173;) . (3.7)

Para el dato inicial (3.5) se tomé el semiperiodo [ = 2 y el dominio computacional [0, 4].
El método de Newton converge tras ocho iteraciones y los resultados son presentados en
la Figura 3.1. En las Figuras 3.2 y 3.3, mostramos las aproximaciones a ondas periddicas
viajeras obtenidas al utilizar como dato inicial los perfiles de onda en (3.6) y considerando los
semiperiodos [ = 10 y [ = 20. En este caso, los dominios computacionales son [0, 20] y [0, 40]
y el algoritmo converge en siete y diez iteraciones respectivamente. Por tltimo, necesitamos
siete iteraciones del algoritmo para obtener convergencia usando el dato inicial en (3.7) con
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Figura 3.1: Soluciones tipo ondas viajeras periédicas computadas por 8 iteraciones del algo-
ritmo, 2% puntos de colocacién, semiperiodo [ = 2 y perfil de onda (3.5).

02 T T T T T T T T T 1

Figura 3.2: Soluciones tipo ondas viajeras periddicas computadas por 7 iteraciones del algo-
ritmo, 2'° puntos de colocacién, semiperiodo I = 10 y perfil de onda (3.6).

[ = 15. De esta manera, el dominio computacional es [0,30] y el resultado se ilustra en la
Figura 3.4.

Es importante anotar que en [19], se verific que las aproximaciones halladas en los experi-
mentos anteriores se tratan realmente de soluciones tipo ondas viajeras periédicas del sistema
(1). Para esto, ejecutamos el algoritmo numérico introducido en Mufioz [18] para resolver el
sistema (1) usando los perfiles ({p,up) dados en (3.5), (3.6) y (3.7) como datos iniciales.
Comparando los resultados para diferentes tiempos ¢ del algoritmo utilizado en [18] con los
hallados aqui respectivamente trasladados, se observd que las aproximaciones a soluciones
expuestas en las Figuras 3.1, 3.2, 3.4 y 3.3 se propagan sin cambios en su forma y con la
velocidad esperada.
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Figura 3.3: Soluciones tipo ondas viajeras periddicas computadas por 10 iteraciones del algo-
ritmo, 2'° puntos de colocacién, semiperiodo [ = 20 y perfil de onda (3.6).

Figura 3.4: Soluciones tipo ondas viajeras periddicas computadas por 7 iteraciones del algo-
ritmo, 2% puntos de colocacién, semiperiodo [ = 15 y perfil de onda (3.7).

A continuacién, consideramos los perfiles de onda:

Co(z) = cos (?) , up(x) =2cos <7Tl—x) , (3.8)

T™r

Co(x) = cos (T) , up(x) = —24/pcos (?) . (3.9)

Para el perfil de onda (3.8), el experimento se realizé con los parametros a = e =1, p; =1,
p2 = 2 y la velocidad de onda ¢ = —2. Mientras que para (3.9) se tomaron los pardmetros
a=¢€¢=1, p1 =2, pop =5y velocidad de onda ¢ = 2. En ambos experimentos se tomé el
semiperiodo | = 10 y el dominio computacional [0, 20]. El método de Newton converge en siete
y 19 iteraciones y los resultados son presentados en las Figuras 3.5 y 3.6, respectivamente.

Por ltimo, para los experimentos restantes tomamos los pardmetros a = ¢ = 1, p; = 2,
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Figura 3.5: Soluciones tipo ondas viajeras periddicas computadas por 7 iteraciones del algo-
ritmo, 2'° puntos de colocacién, semiperiodo I = 10 y perfil de onda (3.8).

p2 = b, el semiperiodo [ = 15 y por tanto, el dominio computacional [0,30]. Tomamos las
velocidades de onda ¢ = —2, ¢ = 2, ¢ = 3 y los perfiles de onda dados en (3.10), (3.11), (3.12).
Los resultados se muestran en las Figuras 3.7, 3.8 y 3.9, respectivamente.

Co(z) = cos (7771’) , uo(x) =2y/pcos (?) , (3.10)
Co(z) = sin (?) , up(x) = —2cos (?) , (3.11)
Co(z) = cos <?) , uo(x) = —24/pcos <7r7x) , (3.12)

Finalmente, en los experimentos descritos anteriormente, las velocidades de onda de las apro-
ximaciones a las soluciones tipo ondas viajeras periddicas la velocidad de onda estd en el
rango |c| > \/p = y/p2/p1 — 1, como estaba estimado en el resultado tedrico expuesto en el
Capitulo 2.
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Figura 3.6: Soluciones tipo ondas viajeras periddicas computadas por 19 iteraciones del algo-
ritmo, 2'° puntos de colocacién, semiperiodo I = 10 y perfil de onda (3.9).

Figura 3.7: Soluciones tipo ondas viajeras periédicas computadas por 9 iteraciones del algo-
ritmo, 2'° puntos de colocacién, semiperiodo [ = 15 y perfil de onda (3.10).
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Figura 3.8: Soluciones tipo ondas viajeras periédicas computadas por 12 iteraciones del algo-
ritmo, 2'° puntos de colocacién, semiperiodo I = 15 y perfil de onda (3.11).

5 1n 15 20 25 30 1) 5 10 15 20 25 30

Figura 3.9: Soluciones tipo ondas viajeras periddicas computadas por 10 iteraciones del algo-
ritmo, 2!° puntos de colocacién, semiperiodo [ = 15 y perfil de onda (3.12).
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Conclusiones

» Usando la teorfa de los operadores positivos en un cono en espacios de Banach [15,16]
hemos establecido la existencia de soluciones del tipo ondas viajeras peridédicas de pe-
riodo 2l del sistema Benjamin-Ono Regularizado (1) para una velocidad satisfaciendo
lc| > y/p y bajo la condicién de que el periodo 2 sea lo suficientemente grande. Adap-
tamos esta técnica usando las ideas en [2] y en [4] para el caso de ecuaciones dispersivas
escalares.

» Tlustramos la geometria de las soluciones tipo ondas viajeras periédicas del sistema (1)
aproximandolas numéricamente. Para lograr esta aproximacién numérica involucramos
el método de Newton junto con una discretizacién espectral de la variable espacial.
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