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Resumen

En este trabajo de grado se estudian dos construcciones del conjunto de los nimeros reales
con el objetivo principal de analizar las ventajas y limitaciones de estas en la formacion de
los profesores de matematicas. La primera realizada por Cantor mediante sucesiones de
Cauchy en 1872y la segunda propuesta por Bourbaki en 1940 mediante filtros minimales

de Cauchy.

En vista de que la construccion rigurosa de los nimeros reales es un tema relevante en el
Anadlisis Matematico, comprender la convergencia y la completitud proporcionan una
vision general de los conceptos y técnicas fundamentales que han contribuido al desarrollo

de las matemaéticas a partir de los estudios histdricos y epistemolégicos.

Por un lado, Cantor parte del cuerpo ordenado de los nimeros racionales Q, define el
conjunto C de las sucesiones de Cauchy y luego, una relacién de equivalencia y las clases
de equivalencia que forman el anillo cociente para construir el cuerpo de los nimeros
reales. Por otra parte, Bourbaki parte del espacio uniforme de los nimeros racionales Q,
sobre el que se definen los filtros de Cauchy para estudiar la convergencia y la “cercania”
entre dos filtros por la relacion de inclusion "™ y para verificar la propiedad de
completitud se muestra que los filtros de Cauchy convergen en dicho espacio para obtener

los niimeros reales.

Finalmente, el estudio comparativo ofrece una comprensién mas profunda de las
construcciones de los nimeros reales que ofrecen perspectivas y herramientas Unicas en la

formacion matematica universitaria.



Palabras clave: Construccion de los nimeros reales, sucesiones de Cauchy, filtros de

Cauchy, convergencia de sucesiones, convergencia de filtros.



Abstract
In this degree work, two constructions of the set of real numbers are studied with the main
objective of analyzing their advantages and limitations in the training of mathematics
teachers. The first carried out by Cantor using Cauchy sequences in 1872 and the second

proposed by Bourbaki in 1940 using minimal Cauchy filters.

Given that the rigorous construction of real numbers is a relevant topic in Mathematical
Analysis, understanding convergence and completeness provides an overview of the
fundamental concepts and techniques that have contributed to the development of

mathematics from historical and epistemological studies.

On one hand, Cantor starts from the ordered field of rational numbers Q, defines the set C
of Cauchy sequences, and then an equivalence relation to obtain the equivalence classes
that form the quotient ring over which the real numbers are constituted. On the other hand,
Bourbaki starts from the uniform space of rational numbers Q, over which Cauchy filters
are defined to study the convergence and "closeness” between two filters by the inclusion
relation " < ". To show that the completeness property is fulfilled, it is verified that the

Cauchy filters converge in this space to obtain the real numbers.

Finally, the comparative study offers a deeper understanding of the constructions of real
numbers, providing unique perspectives and tools in the university mathematical training

of mathematics teachers.

Keywords: Real numbers construction, Cauchy sequences, Cauchy filters, sequence

convergence, filter convergence.
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Introduccion

Los nameros reales constituyen un tema relevante en la formacién matematica
universitaria dada su importancia en los cursos de Calculo, Anélisis, Topologia, y otros. Su
presentacion se hace generalmente via axiomatica, al estilo de Hilbert y no se estudian sus
construcciones, salvo en los cursos de la linea de Historia de las Matematicas del programa
Licenciatura en Matematicas de la Universidad del Valle; mas especificamente, en el sexto
y noveno semestre en los cursos de Historia y Epistemologia de las Matematicas y de
Tdpicos de Matematicas Modernas y Contemporaneas, respectivamente. En el primero, se
hace un recorrido de la historia de las matematicas desde la antigiiedad hasta el siglo XX
constituyéndose en los preliminares para la constitucion historica de ramas como la
Geometria, el Calculo, el Analisis y el Algebra. Ademas, en este se analizan esencialmente
las construcciones de Dedekind mediante cortaduras y la de Cantor por medio de
sucesiones de Cauchy ambas fundamentadas en la estructura de los nimeros racionales. En
el segundo, se hace un acercamiento a los avances matematicos mas destacados de las
practicas matematicas del siglo XX y principios del XXI y se presenta la nocion de

estructura matematica como foco principal de estos desarrollos.

Es asi como dada la complejidad del tema, se considera oportuno estudiar otra
construccion que permita tener una vision mas amplia y ofrezca nuevos elementos de

orden epistemoldgico que posibiliten una mejor comprension de las propiedades
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fundamentales de los nimeros reales. Desde esta perspectiva, nos interesa conocer a fondo
la construccidn de los reales propuesta por Bourbaki, la cual emplea conceptos, métodos y
técnicas propias del siglo XX. No s6lo nos interesa conocer la construccion conceptual
sino analizar las ventajas y limitaciones que ofrece su abordaje en la formacion de
profesores de Matematicas. De ahi, que nos interesa responder la siguiente pregunta:
¢Cuales son las ventajas y limitaciones que ofrece el estudio de las construcciones de los
numeros reales a través de sucesiones de Cauchy y por filtros minimales de Cauchy en la

formacion de los profesores de matematicas?

De modo que, para resolver este interrogante, en este trabajo se hace énfasis en el
estudio de dos construcciones del conjunto de los nimeros reales realizadas por Cantor y
por Bourbaki, respectivamente para cumplir con el objetivo principal de analizar las
ventajas y limitaciones de estas en la formacion de los profesores de matematicas. En
particular se analiza una version moderna de la propiedad de completitud, la cual no es de

facil comprension para los estudiantes universitarios como lo menciona Bergé (2004).

Aunque el estudio de los nimeros reales ha hecho parte de diversas investigaciones
en Historia, Didactica y Educacion Matematica, la propiedad de completitud que los
caracteriza no es muy clara para los estudiantes universitarios en los cursos de matematicas
tales como: Matematicas Fundamentales, Calculo, Analisis, Topologia, entre otros. Por esta
razon, en este trabajo se estudia la construccion de los nimeros reales que surgio en las
practicas matematicas del siglo XX. Pues, por un lado, se quiere comprender los nimeros

reales desde una técnica de las matematicas modernas y, por otro lado, estudiar las ventajas
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y limitaciones de esta construccién para la comprensién de los futuros docentes de

matematicas.

Es asi como el presente trabajo se organiza de la siguiente manera: en el capitulo
uno, se muestran los antecedentes de la construccion de los nimeros reales por Cantor, los
cuales nos proporcionan los fundamentos y conceptos necesarios para comprender los
elementos béasicos de dicha construccion; en el segundo capitulo, se presenta una version
moderna de la construccion realizada por Cantor mediante sucesiones de Cauchy en 1872
empleando el concepto de clases de equivalencia; en tercer capitulo, se exponen los
conceptos principales necesarios para la construccion de los reales por Bourbaki sobre todo
los relacionados con el concepto de filtro y filtros de Cauchy; en el cuarto capitulo, se realiza
un bosquejo muy general de la prueba realizada por Bourbaki en 1940, y en el quinto
capitulo se realiza un estudio comparativo de ambas construcciones y las conclusiones que
nos permite comprender las ventajas y limitaciones de estas. Finalmente, se presentan las

referencias bibliogréficas, que soportan esta indagacion.



16

CAPITULO 1

Conceptos preliminares a la construccion de los
reales por Cantor

La historia de las matematicas se asemeja a un rompecabezas en el que, en cada
etapa, sus piezas van encajando, convirtiéndose en un medio significativo que ofrece
posibilidades de transitarlo e indagar sobre lo que se ha establecido. De esta manera,
algunos fragmentos de estas piezas corresponden a las diversas construcciones de los
numeros reales (R) especialmente, las referentes al surgimiento de nuevos conceptos y
métodos del célculo que se instauraban a comienzos del siglo XIX.

Puesto que, la necesidad de una prueba rigurosa del teorema del valor intermedio*
era indispensable para el proceso de fundamentacion que se vivia en la época. Este
teorema fue demostrado por primera vez por Bernard Bolzano? en 1817. En cambio,
Cauchy?® da una demostracion en 1821. Ambos perseguian el objetivo de formalizar el

analisis de funciones antes de que la definicion formal de continuidad existiera, la

1Si f:[a, b] — R es una funcion continua en el intervalo [a, b], entonces, para todo z con f(x,) < f(z) < f(x,) 0
f(x) < f(2) < f(xy), €Xiste c € [a, b] tal que f(c) = z.

2 Bernard Bolzano (1781-1848) fue un matematico, légico, fildsofo y tedlogo que realiz6 importantes
contribuciones a las matematicas como lo fue el teorema que lleva su nombre. Ademas, fue el primero en
demostrar el teorema de Bolzano -Weierstrass. También realizo aportes a la logica y el andlisis.

3 Augustin Louis Cauchy (1789-1857) fue uno de los mateméticos mas prolificos de la historia de las
matematicas y realiz6 una serie de aportes significativos en el analisis y la teoria de permutaciones de

grupos.


https://es.wikipedia.org/wiki/Bernard_Bolzano
https://es.wikipedia.org/wiki/Cauchy

17

propiedad del valor intermedio era dada como parte de la definicidén de funcion continua.
Otros autores asumian que el resultado es intuitivamente obvio, por lo que no requiere de
prueba. La vision de Bolzano y Cauchy fue la de definir una nocion general de continuidad
(en términos de infinitesimales* en el caso de Cauchy, y utilizando desigualdades reales en
el caso de Bolzano), y la de proveer una prueba basada en tales definiciones.

Este ambiente de fundamentacion y rigorizacién fue propicio para que matematicos
como Weierstrass®, Dedekind® y Cantor (entre otros) hicieran sus propuestas de
construccidn pues, lo que se necesitaba era una teoria satisfactoria de los nimeros reales,
que estableciera la continuidad (completitud) de R (Ferreirds, 2008). Mientras que
Dedekind empled las cortaduras’ sobre los niimeros racionales para “crear’” los
irracionales y definir formalmente los nimeros reales, Cantor y Weierstrass propusieron
construir los irracionales con la ayuda de ideas y técnicas del célculo de la época, tales
como sucesiones y series infinitas (Corry, 2015).

En este trabajo de grado revisaremos con cierto detalle la construccién de los reales

de Cantor. Pero, antes conozcamos quién fue este autor.

4 Se refiere a una cantidad extremadamente pequefia, casi imperceptible. Sin embargo, es diferente de cero.
Expuesto, principalmente por Arquimedes luego acufiado por Isaac Newton y Gottfried Leibniz en el
nacimiento del Anélisis moderno.

5 Karl Weierstrass (1815-1897) conocido por ser el padre del anélisis moderno, por la primera definicion
formal de la continuidad de una funcién, las nociones de limite y continuidad y aportar a las demostraciones
de los teoremas de Weierstrass y el de Bolzano-Weierstrass.

6 Richard Dedekind (1831 - 1916) fue un destacado matematico aleman reconocido por sus aportes a la teoria
de conjuntos y a la teoria de nimeros y su papel fue clave en el desarrollo de las matematicas modernas.

" Una cortadura se define cuando tenemos 4, y A, subconjuntos de Q, a la pareja < 4;, 4, > que cumpla que
cada elemento de A; es menor que cada elemento de A, y que la unién de A, y A, concuerde con Q.
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George Cantor (1845-1918)

Georg Cantor (1845 - 1918) fue un matematico aleméan procedente de Rusia,
empezo sus estudios universitarios en la Universidad de Zurich, pero se especializ6 en
fisica, filosofia y matematicas, en la Universidad de Berlin, en esta ultima algunos de sus
profesores fueron Karl Weierstrass, Ernst Kummer y Leopold Kronecker. Después, trabajé
como profesor en la Universidad de Halle donde obtuvo su Céatedra en 1872. También, fue
miembro de la Sociedad Matematica de Londres y la Sociedad de Ciencias de Gotinga.

Ademas, realizd las demostraciones de que los conjuntos de nimeros naturales y de
los numeros pares tienen el mismo namero de elementos, y que el nimero de puntos de
una linea infinita es el mismo que el de un segmento. Argumentando asi, que existen
conjuntos infinitos que tienen el mismo tamafio, mas precisamente que tienen la misma

cardinalidad; igualmente, demostré que hay diferentes tamafios de infinitos®. Al final de su

8 A partir de la nocién de cardinalidad que hace referencia al nimero de elementos de un conjunto. Por
ejemplo, podemos mencionar que el conjunto de los dedos de una mano tiene como cardinal al nimero 5, ya
que tenemos 5 dedos. Ademas, esta idea se puede extender a los conjuntos de los nimeros naturales, enteros,
racionales, irracionales y de los nimeros reales. Por una parte, se puede verificar que la cardinalidad de los
numeros naturales es la misma que de los nimeros enteros estableciendo una correspondencia biunivoca (dos
a dos) dado que a cada nimero natural impar le corresponde un nimero entero negativo y cada nimero
natural par le corresponde un nimero entero positivo (al 1 le corresponde el -2, al 2 el 0, al 3el -1,al 4 el 1,
al 5 el 2, y asi sucesivamente); esto quiere decir, que los nimeros naturales tienen el mismo tamafio que de
los nimeros enteros y se refiere al primer infinito representado como X, (Aleph-cero) . Por otro lado, el
conjunto de los nimeros naturales no tiene la misma cardinalidad que de los nimeros reales puesto que no
pueden emparejarse esto quiere decir que se encontrardn mas nlimeros reales que naturales, su tamafio es
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vida, vivio aquejado por una depresion debido a las criticas y fallas en su demostracion de
la hip6tesis del continuo®.

Es importante tener presente que George Cantor y Richard Dedekind son los
pioneros de la teoria de conjuntos. Especificamente Cantor domesticd la nocion de infinito
considerando los nimeros transfinitos®. Por otra parte, el afio en que se publicd la teoria
de las cortaduras de Dedekind, 1872, fue también el afio en que aparecieron otras dos
obras que sugerian formas alternativas de construir los irracionales y deducir sus
propiedades a partir de fundamentos solidamente definidos. Su objetivo era también
completar la demostracién del teorema fundamental del céalculo, una de estas obras fue la
de George Cantor, luego de ser un matematico desconocido (Corry, 2015).

Pues Cantor, en su articulo Sobre la extension de un teorema de la teoria de series
trigonométricas publicado también en 1872 presenta la construccion de R. En este capitulo
se presentan los aspectos centrales de dicha construccion, pero antes de entrar en los
detalles es necesario considerar algunos conceptos que estan en la base de esta de tal forma
que se pueda comprender en un sentido amplio la propuesta de Cantor y que la

construccion resulte autocontenida.

mayor y corresponde al segundo infinito representado como X; (Aleph-uno). En conclusién, hemos
encontrado al menos dos infinitos diferentes.

9 Es uno de los 23 problemas expuestos por Hilbert en 1900 y hace referencia a una hipétesis sobre los
tamarfios de los conjuntos infinitos.

10 Los numeros transfinitos son de dos tipos, cardinales y ordinales. Primero, los niimeros transfinitos
cardinales, se usan para describir el tamafio de un conjunto infinitamente grande. Ej.: X, (Aleph-cero) denota
el primer cardinal transfinito y representa el tamafio de los nimeros naturales. Mientras que, los nimeros
infinitos ordinales describen la ubicacion dentro de un conjunto infinitamente grande que esta ordenado. Ej.:
o (omega) denota el menor nimero ordinal transfinito, sus elementos son los nimeros naturales y representa
el tipo de orden de estos.
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A continuacion, se presentan muy rpidamente conceptos del analisis (sucesion,
limite de una sucesion, sucesion de Cauchy y convergencia), del algebra (estructuras
algebraicas de grupo, anillo, cuerpo e ideales) y de la teoria de conjuntos (relaciones de
equivalencia, clases de equivalencia y conjunto cociente) necesarios para el estudio de la
construccién de los reales por Cantor. Empecemos con los conceptos requeridos desde el

analisis.

1.1 Sobre las sucesiones de racionales y su convergencia

De manera informal, se puede decir que el concepto de sucesidn de racionales se
refiere a la disposicién de un conjunto o lista de nimeros racionales en un orden
determinado. Para tal efecto, se tiene en consideracion el conjunto de los nUmeros enteros
positivos Z* y el de los nimeros racionales Q ya que a cada n que represente un nimero
entero positivo le correspondera un a,, que equivale a un nimero racional, de tal manera
que se obtenga el conjunto ordenado a4, a,, as, ..., a,, ... donde a, corresponde al primer
término, a, al segundo término, a al tercer término y en general a,, al término enésimo de

la sucesién y no hay un Gltimo término. Veamos a continuacion su definicién formal.

1.1.1 Sucesion de racionales

Una sucesion de nameros racionales (0 una sucesion en Q) como se muestra en la
Figura 1, es una funcion f(n) que tiene como dominio (o que esta definida en) el conjunto
de los nimeros naturales N, o de los nimeros enteros positivos Z* y cuyo rango esta
contenido en el conjunto de los nimeros racionales @ que corresponde al conjunto

{f(1),f(2),f(3), ...} visto también como {f;, >, f5, ... } ¥ el valor f(n) se denomina
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término enésimo de la sucesion. Ademas, cabe mencionar que para ser mas breve se

pueden usar algunas de las notaciones como: {f (n)} 0 a,, X, S, 0 (x) 0 (X)) n e N

Figural
Grafica de una sucesion de racionales
f(n)
*1 « o
f(3)
N
31 . ®
2 ®
(1) °* o
- 0 2 3 4 5 7 8 ] 0 11 12 13 4 5
[ ]
) £ . .
L ] [ ]

Nota: Representacion de una sucesion de nimeros racionales con sus primeros términos.

Seguidamente, de manera mas detallada hemos de revisar algunos de los ejemplos
mas comunes de sucesiones, segin Apostol (1990) estan asociados, por un lado, a una, dos
0 mas formulas que definan el término n-simo de la sucesion, y, por otro lado, también se
pueden asociar a férmulas de recurrencia con las cuales se puede construir una sucesion al
considerar criterios que definan el término n-simo a partir de los términos anteriores. Para

cada caso podemos explorar:

., .. , . . 1 . 7 -
Sucesion definida por un término n-simo: a,, = —-. Los 5 primeros términos son

1 1
p .

1
! 16 ’ 25

) )

K
O | =
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Sucesion definida por dos 0 mas términos n-simos: a,,_,; = 2,a,, = 3n. Los
primeros términos corresponden a 2, 3, 2, 6, 2,9. Notemos que los términos n-simos de las
posiciones impares corresponden al numero 2.

Sucesiones definidas por una formula de recurrencia: Presentamos dos ejemplos,

la primera dada por 1, en la que sus términos se obtienen de manera sucesiva, a

N |-

3
’_)2’
2

NN

partir de la suma de los dos inmediatamente anteriores. Mientras que, en la segunda sus
términos se obtienen con la férmula de recurrenciaa; = a, =1y
Api1 = Ay + a,_1,n = 2 que es conocida como la sucesion de Fibonacci'! de donde
resultan los términos iniciales: 1,1,2,3,5,8,13.

A continuacion, nos interesa conocer cuando una sucesion es convergente y qué es
una sucesion de Cauchy, segun Dutta et al. (2020) nos remite a las definiciones que se

presentan en la seccion siguiente.

1.1.2 Convergencia de una sucesion de racionales

Una sucesion (a,,) de nimeros racionales se dice que converge si existe una € Q
tal que, para todo € > 0, existe un numero entero positivo N, dependiente de ¢, tal que
la, — a| < &,sin > N.En tal caso, decimos que (a,) converge a a, y se escribe como
a,, = a. Note que cuando a existe es Unico. Es llamado el limite de (a,,) y se denota

lim (a,,) = a. Por otra parte, la sucesién (a,,) se dice que diverge si no converge en Q.
n—-oo

11 Fibonacci (1170-1250) cuyo nombre era Leonardo de Pisa fue un matematico italiano conocido por haber
introducido la sucesién de Fibonacci en la que cada nimero es la suma de los dos anteriores (1, 1, 2, 3, 5, 8,
13, ...) que se usa en matematicas y en diversas aplicaciones en la ciencia, la naturaleza y hasta en el arte.
Fibonacci también realizé importantes contribuciones en los campos de la aritmética, la geometria y el
algebra.



23

Por consiguiente, en las Figuras 2 y 3 se exponen ejemplos de sucesiones de

racionales que convergen y que no convergen en @Q, respectivamente.

Por una parte, los términos de las sucesiones correspondientes a la Figura 2 con sus
respectivos limites corresponden a:
111 T _
$r5ge ) Jim (@) =0

1 1 11 1 T _
0) () = (1,-3 5= 5—5); lim(b) = 0.
3 4567 .1 _

© @) =(25.3.5 50 ) im(e) = 1.
Ademas, cabe anotar que, las lineas de color rojo en cada grafica representan sus

limites, es decir, los valores hacia el cual se acercan los términos n-simos de las

sucesiones a medida que n aumenta).

Figura 2
Ejemplos de sucesiones racionales que convergen en Q
[ [ c
an_r b,. n,
J ( n+1l
1 Cp) =——
(a")=(r_a) 1 O
(Ba)= (1) ',
‘ . LI R Y T N T
LT * o s . . . N
4 IR . 0 v . %
n * n
(a) (b (c) n

Nota: En la figura se muestran las graficas de las sucesiones convergentes (a), (b) y (c) con sus
primeros términos y sus respectivos limites.

Por otro lado, las sucesiones de la Figura 3, que no tienen un limite y estan dadas

por:
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@) (xp) =(-14,-916,...); lim (x,) = —co cuando n es impary,
n—->oo

lim (x,,) = +oo cuando n es par.

n—-oo

(b" (y) = (4,9,16,25, ...); Aim (y,) = +oo.

() (z,) = (1;%%% '");71113.10(2”) = /2. Pero, no converge en Q.

(d" (dy) = (2,2.25,2.37,2.44,2.52,2.55, ...); lim (d,,) =e. Pero, no
n—oo

converge en Q.
Es importante aclarar que si una sucesion (a,,) no converge en Q, puede suceder

que (a,) tienda a —oo 0 4+00; como en los casos (a’) y (b’) 0 si (a,) tiende a un elemento
x, tal que x & Q tampoco seria una sucesion convergente, como en los casos (¢’) y (d’)
como se puede observar en la Figura 3.

Figura 3
Ejemplos de sucesiones de racionales que no convergen en Q

¥n

n

(a")

Ty, o,

P 0"
1420y () =14

. ® % 8 & B & W W

n Cd)

(¢}

Nota: Graficas de las sucesiones no convergentes (a’), (b’), (c) y (d’) con los primeros términos de

cada sucesion y que no tienen limite.
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1.1.3 Sucesion de Cauchy de nameros racionales

Una sucesion (a,,) de nimeros racionales es llamada sucesion de Cauchy. Si para
todo € > 0, existe un numero entero positivo N, tal que |a,, — a,| < &, sim,n > N.

Volvamos sobre unos ejemplos mencionados en la sesion anterior:

a. Sea(a,) = (%) A partir de la definicion anterior, verifiqguemos que es una
sucesion de Cauchy. Sea € > 0, consideremos N e N, N = %y seann,m € N.
Sin>Nym>N entonces%< %y%<%. Lo mismo que% < %y%<§dado que
N = % . Teniendo en cuenta lo anterior, si n,m > N entonces tenemos que
|% — i| < % + i < % + % = ¢. Por tanto, |% - %| < e Asi, (a,) = (%) es una sucesion
de Cauchy.

Ademas, veamos que en la parte (a) de la Figura 2, se muestra cuando sus términos se van
acercando a cero.

b. Sea (b,) = (n + 1)%. Analogamente, con la definicion anterior, verifiquemos
si es una sucesion de Cauchy. Primero, sean n,m € N tal que n,m > N. Y sean dos
términos de la sucesion b, = (n + 1)?y b, = (m + 1)?.

Entonces, para la diferencia entre b,, — b,,, se tendré en cuenta el caso de factorizacion de
diferencia de cuadrados a? — b? = (a + b)(a — b), de ahi que:
by = bl = [(n + 1)? = (m + 1)?|
=[[(n+1)+(m+ D][(n+1) - (m+ D]
=|[n+D+(m+D][(n+1) —m—1]|
=|(n+m+2)(n—m)|.

Pues, de esta manera se concluye que no se puede encontrar un N, para cualquier
e > 0tal que |b, — b,,| < €. A medida que n,m > N los valores de la sucesion y de las
diferencias entre sus términos se van haciendo mas grandes. Por ende, (b,,) = (n + 1) no
cumple las condiciones para ser una sucesion de Cauchy.

Adicionalmente, en la parte (b°) de la Figura 3, se muestra como sus términos se

van haciendo més grandes y no se aproximan a un valor fijo.
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c. Como ya se ha mencionado, existen sucesiones de Cauchy de niumeros racionales

n
que no convergen en Q, como (d,,) = (1 + %) de la parte (d’) de la Figura 3. Para ello,

consideremos dos términos arbitrarios m, n € Q en la sucesion donde m > n. Queremos

demostrar que esta sucesion cumple con ser una sucesion de Cauchy de modo que:

|(1 + %)m — (1 + %)n| usando la propiedad |a — b| < |a — c| + |c — b| tenemos
que:

() = (o) =) = G v = ()

Simplificando el primer término de la desigualdad, por las propiedades de la

n n n

< -

potenciacion se tiene que:
1 m 1 n 1 n 1 m-—-n
(+3) = () =12 (2" -1
Ahora, para el segundo término por las propiedades de la potenciacion y como
L 1\" 1\"
m > n se tiene: |(1 +;) — (1 +;) |
A continuacion, vamos a acotar cada uno de los términos. Para el primer término,

. 1\ , . ... 1 , .
se tiene que (1 + ;) es un numero racional pOSItIVO ya que % Y n SON NUMEros racionales

m-n
positivos y |(1 + i) - 1| es un namero racional positivo, de ahi que:
1 m-—-n 1 m-—-n

e R

, . . . 1 1
Para el segundo término, se tiene que si m > n, podemos tener que —<- lo que

_1‘

implica que (1 + %)n < (1 + %)n
Por lo tanto, |(1 + %)n —(1+ %)n| <(1 +%)n —(1+ %)n =0

Entonces, asi para cualquier € > 0, existe un N tal que param,n > N, se cumple:

oo

m n

(1+5) - (1+3) o)

n

1
—1‘S(1+—> x <€
m
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n
Para cualquier x € Q*. Por ende, (d,,) = (1 + %) es una sucesion de Cauchy,

pero no converge en Q.

Con este altimo ejemplo, se muestra que el conjunto de los nimeros racionales no
es completo, puesto que los conjuntos que verifican esta condicion topoldgica (propiedad
de la completitud) reciben este nombre. De ahi la importancia de construir un conjunto
mas grande en el que toda sucesion de Cauchy converja.

Ahora veamos los conceptos de orden algebraico que se requieren para la

construccion de los reales.

1.2 Estructuras algebraicas: grupo, anillo y cuerpo.

A continuacion, teniendo en cuenta a Fraleigh (1977), Herstein (1988) y Panza
(2019) se exponen las estructuras algebraicas que satisfacen ciertos conjuntos de ndmeros.
La pretension es llegar a la estructura de cuerpo, la cual se verifica en el conjunto de los
nameros racionales (con las operaciones de suma y producto) como punto de partida de la
construccion realizada por Cantor. Se inicia con la presentacion de operacion y sus

propiedades basicas.

1.2.1 Operacion

Una operacion binaria sobre un conjunto A # @ es una funcionde *: A X A - A
que asocia cada pareja (a, b) € A X A con un elemento ¢ € A, que se simboliza como:
a * b = c. Esto significa que una operacién asi definida es clausurativa. Un caso particular

lo constituyen las operaciones de suma (+) y producto () definidas sobre los conjuntos
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N,Z o Q. Por ejemplo, +: N x N — N, asocia la pareja (a, b) con c, a través de la

operacion (+).Es decir,a+ b =cyc € N.

1.2.2 Propiedades basicas de una operacion

Sea *: A X A — A una operacion. Entre sus propiedades basicas estan:

i. Si(axb)*xc=ax*(b=c).Va,b,c € Aentonces la operacion () es
asociativa.
ii. Sia*xb=>b=xa Va,b € A, entonces la operacion (*) es conmutativa.
iii. Si(3e€ A)(Va€e A)talque e xa = a * e = a, entonces e es el elemento
neutro de la operacion (x).
iv. Siva€e A,3a’ € Atalquea’ *a =a=*a’ = e, entonces a’ es el elemento

inverso de a, bajo la operacion (x).

1.2.3 Grupo

Sea G un conjunto y * una operacion definida sobre G. Se dice que (G,*) es un
grupo si la operacion = satisface las siguientes condiciones:

1. Asociativa.
2. Existencia del elemento neutro de la operacion.
3. Existencia del elemento inverso, para todo elemento a € G.

Nota: Si ademas se satisface la propiedad conmutativa x * y = y = x, para todo
X,y € G se dice que es un grupo abeliano. Veamos algunos ejemplos:

a. El conjunto Z con la operacion suma (+) es un grupo. La suma es asociativa.
El elemento neutro es el 0 y para todo elemento a € Z, existe el elemento inverso —a. Por
tanto, (Z, +) es un grupo. Ademas, es abeliano puesto que para todo a, b € Z,
a+b=>+a.

b. (N, +) no es un grupo porque no existen los elementos inversos bajo la suma.

c. Las parejas (Q,+) y (Q — {0},-) son grupos abelianos mientras que la pareja
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(Q,") no forma un grupo puesto que 0 € Q y 0 no tiene inverso con respecto a (+).

1.2.4 Anillo

La terna (A4,*,%) compuesta por un conjunto A y dos operaciones binarias (*) y (*)
es un anillo si (4,*) es un grupo abeliano y la nueva operacion () es asociativa y es
distributiva con respecto a (*). En otras palabras, si se verifican las siguientes condiciones:

1. Laoperacion (*) es conmutativa, asociativa, existe el elemento neutro de () y
existe el elemento inverso de cada elemento de A.

2. Laoperacion (*) es asociativa y distributiva con respecto a la operacion (*). Es
decir, si se cumple que a x (b * c) = (a * b) * (a x c).

Nota: Si la operacion () es conmutativa, se dice que el anillo A es conmutativo. Si
ademas la operacion (*) tiene elemento neutro, el anillo se denomina anillo conmutativo
unitario. Mencionemos algunos ejemplos:

a. (Z,+,) esun anillo conmutativo unitario.

b. (Z,,+) noesun anillo ya que la suma no es distributiva con respecto al
producto y los elementos que pertenecen a Z / {1} no tienen inverso en Z con respecto a
() . Esto significa que el orden de las operaciones es determinante.

c. (Q +, ) esunanillo conmutativo unitario.

1.2.5 Cuerpo

La terna (F,*,%) compuesta por un conjunto F y dos operaciones binarias (*) y (*)
es un cuerpo si se satisfacen las siguientes condiciones:

1. La operacion () es conmutativa, asociativa, existe el elemento neutro de (*) y
existe el elemento inverso de cada elemento de F.
2. La operacion (x) es asociativa y distributiva (con respecto a la operacion x),

tiene elemento neutro y existe el elemento inverso de cada elemento de F.
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Nota: Si ademas la operacion () es conmutativa, se dice que el cuerpo es conmutativo.
Veamos algunos ejemplos:
a. Como se sabe, los racionales con la sumay el producto (Q, 4+, -) forman un
cuerpo conmutativo. Sin embargo, si cambiamos el orden de las operaciones
(Q, -,+) no es un cuerpo, puesto que la suma no es distributiva con respecto al producto.
b. (Z, +, -) no es un cuerpo, pues en Z no todos sus elementos poseen elemento
inverso multiplicativo.
Ahora, definamos ideal de anillo y de lo que trata un ideal de anillo maximal.

1.2.6 Ideal de un anillo

Sea A un anillo. Se dice que I A es un ideal, si cumple las siguientes
condiciones:

1. (I, +) es un subgrupo?? de A.
2.x € A,yelentoncesx-y,y-x € 1.

Lo que quiere decir que las operaciones (+) y () son cerradas en I y ademas (-) es
invariante respecto al producto. Algunos de los ejemplos son:

a.{0}, A siempre son ideales de cualquier anillo A.
b. Los multiplos de n, para todo n € Z, nZ es ideal de Z.
c. P ={2,4,6,...} el conjunto de los nimeros pares es un ideal de Z.
d. Sea B = {0,2,4,6} este no es un ideal en Z. Por un lado, 2 + 4 = 6 € B,
4+ 6 =10 ¢ B.Porotrolado,si2 € By —1 € Zentonces 2-(—1) = —2 ¢ B.
e.N c Z, N no es un ideal del anillo Z con el producto (-). Si tenemos los

elementos 1 € Ny —1 € Z entonces (1)(—1) = —1 ¢ N.

f. Z no es un ideal en Q. Este es similar al anterior, ya que% € Qy1eZ entonces

%-1=%$Zylosidealesen@son{O}yQ.

12 Sea G un grupo, y sea H € G, H se dice subgrupo, si H es un grupo bajo la misma operacién de G.
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1.2.7 Ideal maximal de un anillo

Sea A un anillo. Se dice que I c A es un ideal maximal, si es propio es decir que
I # {0},1 # Ay no sucede que exista otro ideal / tal que I c J ¢ A. Como, por ejemplo:

a.El ideal que es generado por un nimero primo p denotado {kp: k € Z} es un
ideal maximal en el anillo Z. Puesto que, no se puede encontrar un ideal propio que lo
contenga ademas el ideal generado por p = 2, es maximal en el anillo Z.

b. {0} y A conocidos como ideales triviales no son ideales maximales en cualquier
anillo A. Pues estos deben ser ideales propios del anillo.

Para concluir esta seccion de conceptos preliminares, se recuerdan los siguientes

conceptos de la teoria de conjuntos teniendo en cuenta a Hrbacek y Jech (1999).

1.3. Relaciones y clases de equivalencia

Sean A, B conjuntos. Una relacién R de A en B es un subconjunto del producto
cartesiano A x B. Si (a, b) € R, decimos que a esta relacionado con b, bajo R.

Nota: Si R € A x A decimos que la relacion R se da en A. Presentemos algunos
ejemplos: Sean A = {1,2,3}y B = {2,4,6,7}. Tenemos que el producto cartesiano esta
dado por:

Ax B =1{(12),(1,4),(1,6),(1,7),(2,2),(2,4),(2,6),(2,7),(3,2),(3,4),(3,6),(3,7)}

A partir del cual podemos obtener muchas relaciones de A en B. Entre estas:

a. Ry ={(a,b) € AxB:b=2a}={(24),(36),(48)}.
b. R, ={(a,b) e AxB:b=3a+1}={(1,4),(2,7)}.
C. R; = @esunarelacion porque @ € A X B.

d. Elconjunto R, = {(1,4),(2,9), (3,5)} no es una relacién, pues la pareja (2,9) ¢
A X B.
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1.3.1 Propiedades de las relaciones

Vamos a considerar cinco propiedades en las relaciones, entre estas:

e Resreflexivaen BsiVbeB, (b,b) €R.

e R esantisimétricaen B siVa,b e B, (a,b) € R A (b,a) € R implicaque a = b.

e Ressimétricaen B siVa,b e B, (a,b) € R entonces (b,a) € R.

e Resasimétricaen BsiVa,b e B, (a,b) € R entonces (b,a) ¢ R.

e Restransitivaen BsiVa,b,ceB, (a,b) €ER A (b,c) € R entonces (a,c) € R.

Ahora, observemos un ejemplo. Sea A = {1,2,3} y algunas de las relaciones de
R € A x A, estudiemos qué propiedades cumplen cada una:
Ry = {(11),(2,2),(33)}
Esta relacion es evidentemente reflexiva, pues todos los elementos de A estan
relacionados consigo mismos. A su vez, también es antisimétrica y simétrica.
R, ={(1,1),(2,2),(2,3),31)}
En este caso, R, no es reflexiva porque (3,3) € R,. Ademas, R, tampoco es
simétrica porque (2,3) € R, pero (3,2) € R,.
R; = {(1,2),(21),(3,1),(1,3)}
La relacion R es simétrica, puesto que (1,2), (2,1) € R3, asimismo con el otro

par. Sin embargo, dado lo anterior esta relacion no es antisimétrica, ni asimetrica.

R4- = {(1,1), (2,3)}

Consideremos la relacion R,, la cual es antisimétrica pues como 2 # 3 implica que

(2,3) € R, V (3,2) € R,. Pero no es asimétrica pues (1,1) € R,.

Rs = {(1,2),(3,2),(2,1),(1,3)}
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Vemos que si (1,2) € Rs A (2,1) € Rs pero (1,1) € Rs. Asi, larelacion Rs no es
transitiva.
Re = {(1,2),(1,3),(2,3)}
Enlacual (1,2) € Rg A (2,3) € R, entonces (1,3) € R¢. Por ende, esta relacion

R es transitiva y también es asimétrica.

1.3.2 Relacion de equivalencia

Una relacion R es de equivalencia en un conjunto A si es reflexiva, simétrica y
transitiva. Ademas, una relacién de equivalencia en A se puede identificar con cualquiera
de los caracteres E, =, ~, = 0 =. Cuando se satisface que a~b, se dice que “a es
equivalente a b modulo ~” o simplemente se dice que “a es equivalente a b ” y se ha de

cumplir que el dominio de "~" es el mismo dominio de A.

1.3.3 Clase de equivalencia

Una clase de equivalencia de "a modulo ~” es el conjunto [a] = {x € A/x ~ a}.

Es decir, se cumple para todos los elementos del conjunto A que sean equivalentes a a.

1.3.4 Particion

Sea A un conjunto y 2P un conjunto no vacio de subconjuntos de A. Se dice que P
es una particion de A, denotado por P = {4, A,, A3, Ay, ... Ay} Si se cumple que:

1. A; SAA #0.

2. Los conjuntos A; son disjuntos dos a dos, es decir si A; N A; = @, para todo
i #].

3. A=UY, A
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1.3.5 Conjunto cociente

Un conjunto cociente de A dado por la relacion de ~, denotado por

A/~ = {[a]: a € A} que cubre la familia de todas las clases de equivalencia
modulo ~. Para concluir, veamos los conceptos anteriores en un ejemplo sencillo basado
en un conjunto finito y una relacion.

SeaB ={1,2,3,5}y R = {(1,1),(1,5),(2,2),(2,3),(3,2), (3,3), (5,1), (5,5)}. En
primer lugar, verifiqguemos si R es una relacion de equivalencia del siguiente modo:

En este caso, los pares (1,1), (2,2), (3,3), (5,5), pertenecen a R para todos los
elementos de B. Entonces, se cumple que R es reflexiva.

Como las parejas (1,5), (5,1);(2,3), (3,2); (1,1), (2,2), (3,3),y (5,5), pertenecen a
R. Entonces, se cumple que R es simétrica.

Ademas, si los pares (2,2) y (2,3); (1,5) y (1,1) pertenecen a R implica que
(2,3) y (1,5) pertenecen a R, respectivamente. Asimismo, se puede verificar con los
demaés pares. Entonces, se cumple que R es transitiva. Finalmente, como se comprueba en
B que R es reflexiva, simétrica y transitiva. Por tanto, la relacion R es de equivalencia
sobre B.

En segundo lugar, analicemos algunas de las clases de equivalencia del conjunto B.
Sean [1] ={x € B/x ~1}y[2] ={x € B/x ~ 2}. Se deduce que [1] = {1,5} ya que
para (1,1) setiene 1 ~ 1, (1,5) 6 (5,1) se tiene 1 ~ 5. Analogamente para [2] = {2,3}.

En tercer lugar, en lo referente a las particiones del conjunto. Se dice que B es la
particion trivial, B; = {{1},{2},{3},{5}}, B, = {{1,2}, {3}, {5}}, B; = {{1},{2,3,5}} son

algunas otras. Mientras que, B, = {{1}, {2}, {3}} no es una particion pues 5 € By
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{5} € B,.
Por ultimo, consideremos el conjunto cociente de B/~ = {[b]: b € B}. De donde

resulta B/~ = {[1],[2],[3], [5]} que también se puede ver como B/~ = {[1],[2]}.

1.3.6 Relacion de orden

Una relacién R sobre un conjunto A, es un orden parcial o simplemente un orden
si es reflexiva, antisimétrica y transitiva. (4, R) denota un conjunto parcialmente ordenado
0 poset, aunque es mas usual la notacién (4, <). Algunos otros simbolos de orden son >,
<, Z. Presentemos algunos ejemplos:

a.Sea B = {1,2,3} y R = #(B) que denota Conjunto de Partes o Conjunto
Potencia de B, para este caso g (B) = {0, {1}, {2}, {3}, {1,2},{1,3},{2,3},{1,2,3}}.
Entonces (¢(B), ©) es parcialmente ordenado.

b. (N, <) y (Q, <) son conjuntos parcialmente ordenados.

Adicionalmente, una relacion R sobre un conjunto A es un orden estricto si es asimétrica 'y
transitiva. Por ejemplo:

a. (N, <) y (Q, <) son conjuntos con orden estricto.
b. La relacion definida por m|n, si y sélo si m divide estrictamente a n,
(m es divisor propio de n) es un orden estricto en Z™.

Retomando, el tema de los ideales, conjunto cociente y de las clases de
equivalencia es importante referirnos al término anillo cociente que mas adelante nos sera

de utilidad.

1.3.7 Anillo cociente

Un ideal I en un anillo A, permite establecer la relacion de equivalencia para dos

elementos cualesquiera x, y € A tales que x~y si y solo si sucede que x —y € 1. Se
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obtiene el conjunto cociente A/I, también llamado anillo cociente, puesto que A/I hereda

las operaciones de suma y producto del anillo A:
[x] + [y] = [x + y] representa la clase de equivalencia del elementode x +y € A

[x] - [y] = [x - y] representa la clase de equivalencia del elemento de x -y € A.

Si I es un ideal maximal en A, entonces A/I €s un cuerpo.

Un ejemplo de anillo cociente es el que resulta de los enteros modulo n, denotado
por Z/nZ' Este se forma tomando el conjunto de todos los enteros, considerando la

relacion de equivalencia en la cual, dos enteros son equivalentes si tienen un mismo
residuo cuando se dividen por n, denotado como:

a=b(moédm) < a—b =k-m,k eZ.Sitenemos en cuenta, el anillo de los
enteros médulo 3 denotado por Z/3Z 0 Z5. En la cual, la relacién de equivalencia
a=b(mbéd3) < a—b=k-3,keZ. Esdecir,a — b es un multiplo de 3.

Luego, de esta relacion de equivalencia resultan tres clases de equivalencia
representativas [0], [1], [2] tales como: [0] = {...,—6,—3,0,3,6, ... } incluye todos los
numeros enteros que al dividirlos por tres tienen residuo cero. Analogamente, para la clase
que incluye todos los numeros enteros que al dividirlos por tres tienen residuo uno, la cual
es[1] ={...,—5,—2,1,4, ... }. Del mismo modo, para [2] = {...,—4,—1,2,5,8, ...} que
incluye todos los nimeros enteros que al dividirlos por tres tienen residuo dos. Cabe
mencionar que en el anillo Z; se cumplen las propiedades de suma, producto, elementos
neutros e inversos.

[lustremos con el 1, como elemento de la clase [1] y 2 como elemento de la clase

[2]. Para lasuma, [1] + [2] = [1 + 2] = [3] = [0] representa la clase de equivalencia del
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elementode 1+ 2 =3 € Z3. Y, 3 = 0 (mdd 3). Al sumarlos y reducirlos a modulo 3
representa la clase [0]. En el producto, [1] - [2] = [1 - 2] = [2] representa la clase de
equivalencia del elementode 1-2 =2 € Z5. Y, 2 = 2 (mébd 3). Al multiplicarlos y
reducirlos a médulo 3 representa la clase [2]. En lo que respecta, a los elementos neutros,
en este anillo [0] acta como el elemento neutro aditivo, donde [0] + [a] = [a] y [1]
como el elemento neutro multiplicativo, ya que [1] - [a] = [a] para cualquier [a] € Z5.
Hemos culminado el capitulo de los conceptos preliminares necesarios para el
siguiente, que hace referencia a la construccion de los nimeros reales por Cantor el cual
estd basado principalmente en Calderéon Ramos (2014), y de manera complementaria en
Arboleda (2017), Escardd (1991), Gonzalez Hernandez (2020), Marcos Lomo (2020) y

Ortega (1993).
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CAPITULO 2

La construccion de los reales por Cantor a través
de sucesiones de Cauchy

En el capitulo anterior se presentaron los principales fundamentos para tener en
cuenta en este apartado en el que se explican los aspectos centrales de la construccién de
los reales por Cantor visto desde una perspectiva de las matematicas modernas. Puesto
que, bajo una interpretacién moderna, Cantor emple6 en la construcciéon clases de
equivalencia, formadas a partir de una relacion de equivalencia entre sucesiones de
Cauchy de nimeros racionales. Estas clases de equivalencia®® dieron lugar a un nuevo
objeto matematico: el conjunto de los nimeros reales (R). A continuacion, se expone
detalladamente el proceso de construccidn, el cual se desarrolla en las siguientes siete
secciones del presente capitulo.

En primer lugar, Cantor toma como base el cuerpo ordenado de los nimeros
racionales (Q, <). En segundo lugar, forma el conjunto C con las sucesiones de Cauchy de

nameros racionales C = {(a,),>1, @, € Q}, donde, (a,,) es una sucesion de Cauchy dotada

13 Las clases de equivalencia constituyen una herramienta tedrica muy empleada en matematicas para crear
nuevos objetos. De hecho, los nimeros enteros se construyen formalmente a partir de clases de equivalencia
sobre los numeros naturales asi: Z =N x N/~ donde la relacion de equivalencia estd dada por
(a,b)~(c,d) < a — b = ¢ — d. Del mismo modo, los nimeros racionales resultan de clases de equivalencias
sobre los nimeros enteros asi: Q = Z x Z* /~; donde Z* = Z — {0} y la relacion de equivalencia esta dada por
(a,b)~(c,d) > a-d=b-c.
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de una estructura algebraica. Para tal efecto, se requiere definir las operaciones de sumay

producto entre los elementos del conjunto C.

2.1 Operaciones sobre C

Sean (a,) Yy (b,) dos sucesiones de Cauchy, pertenecientes a C. Las operaciones
de suma y producto se definen como (a,,) + (b,) = (a, + b)) Y (a,) - (by) = (ay, - by),
respectivamente. Esto significa que la sumay el producto de sucesiones de Cauchy de
numeros racionales se realiza a partir de la suma y el producto de sus términos enésimos.

Por consiguiente, veamos que estas operaciones son cerradas. Es decir, que si (a,,)
y (b,,) son sucesiones de Cauchy, tanto (a,) + (b,) Y (a,) - (b,,) resultan ser sucesiones
de Cauchy, como se demuestra a continuacion.

Sean (a,) y (b,) sucesiones de Cauchy:

a) Veamos que la suma (a,, + b,) s una sucesion de Cauchy.
Sea ¢ € Q. Entonces, existen N, y N, enteros positivos, tales que para cualesquiera n, m
nimeros naturales |a, — ay| <=, sin,m > Noy |by = by <=, sin,m>Ny.

Consideremos, N, = max(N,,N; ). Entonces,

|(an + bn) — (@m + bl < [(an — @)l + [(bp — byl
<§+§= 2(2) =¢g,sin,m>N,.

Por tanto, |(a,, + b,) — (am + by)| < €. Lo que implica que la suma también es de
Cauchy.

b) Ahora, vemos que el producto (a,, - b,,) es una sucesion de Cauchy.
Antes de ello, tengamos en cuenta que toda sucesién de Cauchy es acotada en Q. Como se
demuestra a continuacion.
Sea (a,,) una sucesion de Cauchy en Q. Para todo £ € Q™ existe N, entero positivo tal que

la, — a,| <& paran,m = N,.
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Es decir que, ay,- € < a, < ay,* €. Si consideramos m = N, entonces se tiene que
ay,- € < a, < ay,+ €. Luego, los elementos denotados como s y ¢ tales que:

s = méx{ay, a,,as, ..ay,1 ,ay, + € } €s una cota superior de (a,), y

t = min{ay, ay, as, ... ay,—1 ,ay, — € } €S una cota inferior de (a,).

Por lo tanto, (a,,) esta acotada.

Ahora, puesto que las sucesiones (a,,) y (b,,) estan acotadas, existe ¢ € Q* tal que c es

una cota para (a,,) y (b,). Entonces los productos:
|(an ) bn) - (am ) bm)l = I(an ) bn) - (an ) bm) + (an ’ bm) - (am ) bm)l

< Ian”bn - bm|+|bm||an - aml
< c(f) +c(£) = ZC(E) = ce.
2 2 2
Por ende, |(a, - b,,) — (ay, - by)| < ce, sin,m > N,. Lo que implica que el producto
también es de Cauchy.

Ahora, mostremos que, con estas operaciones el conjunto C tiene estructura de
anillo conmutativo unitario (C, +,") lo cual quiere decir que todavia no tiene la estructura
de cuerpo. De modo que, si la operacion (-) es conmutativa en C entonces el anillo es
conmutativo y si tiene elemento neutro en C, entonces el anillo es conmutativo unitario,
pero es importante entender que, hasta este paso, C no tiene elemento inverso el cual es

clave en un cuerpo. Se explica de manera mas detallada a continuacion.

2.2 C como anillo conmutativo unitario

En primer lugar, verifiquemos que (C, +) es un grupo abeliano. Para ello, se ha de
cumplir que la operacion (+) sea asociativa, conmutativa y que existan los elementos
neutros e inversos. Por un lado, las propiedades asociativa y conmutativa se cumplen

debido a que se verifican para la suma en Q. Por otro lado, el elemento neutro corresponde
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a las sucesiones que convergen a cero, como la sucesion (c,) = (0) en la que todos sus
términos son ceros y, el elemento inverso u opuesto de cualquier sucesion (a,,) es (—ay,),
en la cual los términos enésimos son los opuestos de los términos enésimos de (a,,). Por
ende (G, +) es un grupo abeliano.

La operacion (-) es asociativa, conmutativa y distributiva pues se verifican para
el producto en Q y también tiene elemento neutro correspondiente a las sucesiones que
convergen a uno. Por ejemplo, la sucesion en la que todos sus términos son unos
(u,,) = (1). Por tanto, dado que (-) es conmutativa y que existe el elemento neutro se
concluye que (C, +,") es un anillo conmutativo unitario.

Observacion: Es importante observar que C no tiene estructura de cuerpo puesto

que, no cumple la propiedad del elemento inverso para el producto. Por ejemplo, para
. 1 . c,
sucesiones de Cauchy como (a,) = (—3) no existe la sucesién inversa en C, ya que esta
n

corresponderia a la sucesion (b,,) = (n®) que no es una sucesion de Cauchy.
Una vez tenemos a C con la estructura de anillo conmutativo unitario, se define
sobre C una relacién de equivalencia entre sus elementos, para luego formar las clases de

equivalencia que nos llevaran a los numeros reales.

2.3 Relacién de equivalencia sobre €

Sea C, el conjunto de las sucesiones nulas. Es decir, el conjunto formado por todas
las sucesiones de Cauchy que convergen a cero. Se define una relacion de equivalencia

sobre C de la siguiente manera:
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Dos sucesiones de Cauchy no nulas estan relacionadas si y sélo si su diferencia es
una sucesion nula. Es decir, (a,,)~(b,) si 'y solo si (a,, — b,) € C,. Verifiquemos que la

relacion es de equivalencia.

1. (an) ~ (ay) porque (a, — a,) = (0) € C,.
Por ende, es reflexiva.
2. (ay) ~ (by) = (an — by) € Cy,
= —(a, —by) €ECy
= (—a, + b,) €Cy
= (b, — ayn) € Gy
= (by) ~ (an).
Por tanto, es simétrica.
3. Si(an) ~ (bn) y (by) ~ (¢n)
= (ap —bp) € CoY (by —cn) €EC
= (anp — by) + (b — cn) €Cy
= (a, — b, + b, —c,) €ECy
= (a, —¢cp) €ECy
= (an) ~ (cn)

Entonces, es transitiva.
En conclusién, al cumplirse las tres propiedades la relacién ~ es de equivalencia

sobre C.

2.4 Anillo cociente, cuerpo e ideales sobre €

Adicionalmente refiramonos a los ideales de un anillo, para considerar el anillo
cociente que denotaremos como C/C,. Veamos a continuacion que C, es un ideal de C.

(i)  Lasuma de dos sucesiones (a,,), (b,,) € C, €S una sucesion de C,.

Sean (a,) Yy (b,) sucesiones de Cauchy en C,, entonces (a,,) + (b,) = (a, + b,) € C,.
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(ii) Si(a,) € Cy (by,) € Cy, (by,) unasucesion de Cauchy acotada en C,.
De ahi que, (a,) - (b,,) = (a, - b,) €s una sucesion en C,. Puesto que, sie > 0y |b,| < c,

y sea N tal que |b,,| < f paran > N, entonces |a,, - b,| < cla,| < . Por tanto, C, es un

ideal del anillo C. Debido a que para las sucesiones en las cuales hay un cero, no pueden
tener inverso, para evitar este tipo de inconvenientes se hace necesario demostrar que el
anillo cociente C/C, tiene estructura de cuerpo. Es por eso, que vamos a verificar que C,
es un ideal maximal del anillo C.

Sea (d,) ¢ C,, es decir, esta sucesion es de Cauchy, pero su limite es diferente de
cero. Aunque, esta sucesion puede ser positiva 0 negativa. Entonces, vamos a demostrar
que tiene inversa. Consideremos la sucesion constante (u,) = (1) que pertenece al ideal

generado por (d,) y Cy. Como (d,,) & Cy, Si 6§ > 0,6 € Q entonces existe N € N tal que
|d,| > &,sin > N. Sea la sucesion (b,,) dada por b, =0,sin<Nyb, = di ,Sin>N,

y la sucesion (c,) € Cy, dadaporc, =1,sin<Nyc, =0,sin > N. Entonces,

(1) = (cn) + (dy) - ().

Ahora, verifiquemos que (b,,) es una sucesion de Cauchy. Seae > 0, € € Q.

i|: |dm—dnl _ |dm—dnl < £

1
Entonces, |b, — by, | = |E_ i R 57

Por tanto, (b,,) la sucesion inversa de (d,,) es una sucesion de Cauchy y C, es un
ideal maximal del anillo C. En consecuencia, el anillo cociente C/C, es un cuerpo que

hereda las propiedades de las operaciones de sumay producto del anillo C.

2.5 Clases de equivalencia sobre C

Después de lo anterior, se puede originar una particion de C en clases de
equivalencia que vamos a denotar como [(a,,)] = {(g») € C: (¢,) ~ (a,)}. De ahi que, el
conjunto de todas las clases de equivalencia corresponde al anillo cociente
C/Cy = {[(ap)]: (ay,) € C}, lo que quiere decir que un nimero real para Cantor es una

clase de equivalencia [(a,,)] formada por todas las sucesiones de Cauchy de racionales que
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son equivalentes con la sucesion (a,,). Es decir, una clase de equivalencia formada por
todas las sucesiones que al ser restadas con la sucesion (a,,), da como resultado una
sucesion nula. Por ende, denotamos el conjunto de los nimeros reales como R = C/C,.

Asimismo, el conjunto Q de los nimeros racionales se dice que esta inmerso en el
conjunto R de los nimeros reales, es decir que R contiene una copia de Q. Lo que se
refiere a que si g € Q, la sucesién que representa este nimero en el nuevo conjunto es la
sucesion constante () = (q,49,q, ...), la cual se puede tomar como representante de la
clase de equivalencia [(g)], de todas las sucesiones de Cauchy de racionales que
convergen a q.

Ademas, como R esta formado por clases de equivalencia para [(@,)] Y [(E)] las
operaciones de suma y producto se realizan entre dichas clases, que podemos ver como:

[((@)] + [(bn)] (an + bn)] y[(@)]- [(b_n)] (an n)

La sumay el producto de las clases de equivalencia, respectivamente.

2.6 Los numeros reales forman un cuerpo ordenado y
arquimediano

Otro de los aspectos de este cuerpo es que es ordenado y arquimediano. Antes de
entrar en detalles, por una parte, recordemos el orden en los numeros racionales Q, para
cualquier par de numeros racionales q,, q, € Q decimos que q; < g, Siq; —q, = 0.
Ahora, sean dos numeros reales representados en forma de las clases de equivalencia de

sucesiones de Cauchy [(a,)]y [(bD)]:
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Si [(a,)] < [(by)] existe N € N talque para todos losn > N, a,, < b, en Q.
Formalmente, una relacion de orden ha de cumplir con tres propiedades esenciales:
reflexiva, antisimétrica y transitiva.

En primer lugar, verifiquemos la propiedad reflexiva de tal modo que para
cualquier namero real [(a,)], la sucesion (a,) es una sucesion de Cauchy y por la
definicidn de orden decimos que [(a,)] < [(a,)] si y solo si existe N € N talque para
todos losn > N, a,, < a, en Q. Por tanto, la relacion de orden es reflexiva.

En segundo lugar, verifiqguemos la propiedad antisimétrica, si [(a,)] < [(b,)]Y
[(b,)] < [(a,,)], entonces:

Si [(a,)] < [(b,)] entonces existe un N; tal que paratodosn > Ny, a, < b, enQ

Si [(b)] < [(a,)] entonces existe un N, tal que paratodos n = N,, b, < a, en Q
Si los dos casos son verdaderos, llegamos a una contradiccion puesto que no es posible que
alavez a, < b, y b, < a, para los mismos n. Por tanto, [(a,,)] y [(b;,)] no pueden ser
diferentes, por ende [(a,)]=[(b,)], cumpliendo de esta manera la propiedad antisimétrica.

En tercer lugar, verifiguemos la propiedad transitiva:

Si[(an)] < [(b)] Y [(bp)] < [(cn)] entonces [(a,)] < [(cn)]

Si [(a,,)] < [(by,)] entonces existe un N; tal que para todos n > Ny, a,, < b, en Q.

Si [(b,)] < [(c,)] entonces existe un N, tal que para todos n > N, b,, < ¢, en Q.

Tomando N=max(N;, N,) para todos n > N tenemos a,, < b, ¥ b, < ¢, lo que
implica que a,, < c,. Por lo tanto, [(a,)] < [(¢,)], cumpliendo asi la propiedad transitiva.

A manera de conclusion, para el orden y para a,, Y c,, tenemos solo una de las

siguientes condiciones: [(a,)] < [(by)], [(b)] < [(a)] 0 [(a,)] = [(b,)] que se
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derivan directamente del orden de Q. Asi podemos ver que el orden en los nimeros reales
es total de tal modo que:

[(an)] < [(by)] siy sélosi [(a,)] < [(bn)] 0 [(@n)] = [(by)]. Finalmente, (R, <)
es un cuerpo ordenado.

Por otra parte, veamos si el cuerpo R = C/C, es arquimediano. Para esto, diremos
que un conjunto ordenado (4, <) es arquimediano si para cualesquiera dos elementos
positivos a, b € A existen € N talquen-a > b.

Primeramente, recordemos que el conjunto de los nimeros racionales Q es
arquimediano pues si tomamos g4, q, € Q* entonces existe n € N tal que nq; > q, y
tengamos en cuenta que una sucesion de Cauchy es positiva, si existe, € € Q*,n, € N tal
que (a,) < € paratodo n > n,.

Ahora, en R = C/C, tenemos [(a,,)] Y [(b,,)] que representan los nimeros reales
por medio de las clases de equivalencia de las sucesiones de Cauchy en Q. Para verificar
que es arquimediano debemos mostrar que existe n € N tal que [(na,)] > [(b,)].

Como [(a,)] < € paratodo n > n, y [(a,)] < M esta acotada por ser de Cauchy y como
el conjunto Q es arquimediano, existe m, tal que me > M entonces

[(ma,)] — [(b,)] > me — M > 0 siempre que n > n, Y, por lo tanto, [(ma,,)] > [(b,)].
Esto prueba que el cuerpo R = C/C, es arquimediano.

Por otra parte, también tengamos presente que si [(a,,)] < [(b,)] entonces existe una
sucesion (c,,) tal que se cumple que [(a,,)] < [(c,)] < [(by)]. Esto quiere decir que entre

dos nimeros reales siempre podemos encontrar otro nimero real y esta propiedad es a la
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que nos vamos a referir como la densidad de los nimeros reales. Para terminar la

presentacion veamos que este cuerpo ordenado R es completo.

2.7 Los numeros reales forman un cuerpo completo

Lo que se va a probar es que R es completo. Veamos a continuacion una manera
intuitiva de probar que R = C/C, es completo. Es decir, que toda sucesion de clases de

equivalencia converge a una clase de equivalencia.

Si (a,) € C en Q, entonces por la inmersion de Q en R, se tiene que ([a,]) es una

sucesion de Cauchy en R. Es decir, la sucesion de Cauchy de racionales
(a,) = (ay,a,,as, ...,ay,...) corresponde en R a la sucesion

([a,]) = ([a7], [a3], [az],...) de clases de equivalencia. Esta sucesion de clases converge
a la clase [(a,)] que equivale a la clase de todas las sucesiones de Cauchy en Q que tienen
el mismo limite que la sucesién (a,,). De esta manera se muestra que el nuevo cuerpo R

contiene todos los limites de las sucesiones de Cauchy en Q. Por tanto, es completo.

Otra prueba muy empleada es la siguiente. Aqui se va a demostrar que toda

sucesion de Cauchy de racionales converge en R:

Sea (g,,) una sucesion de Cauchy de nimeros racionales, para cada entero n
tomamos un racional a,, tal que:q, < (a,) < q, + 1/n.

Para demostrar que la sucesion (a,,) € C. Sea € € Q, entonces se puede encontrar
N € Z*,N > 3/¢ tal que |q,, — qm| < €/3, param,n > N, entonces,
la, — anl < lan — gl + 190 — qml1qm — am| < &, siempre que m,n < N. Por tanto,

la, —anl| <e&.
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Lo que implica que la sucesion (a,,) es de Cauchy.

Ahora, supongamos que q = (q,), podemos ver que lim (g,,) = g, como existe
n—->oo

.z . . 5 .
una sucesion de racionales (a,), talque lim (a,) = g, entonces |a,, — q| < - siempre que
n—oo

n = M, entonces |q, — q| < |, — an| + |la, — q| < &, cuandon = My, por

consiguiente, lim (q,,) = q.
n-c0

Por tanto, hemos demostrado que la sucesion (g,,) converge. Concluyendo de esta
manera que el cuerpo numérico ordenado R es completo, ya que toda sucesion de Cauchy
converge en él.

Después de todo lo anterior, se infiere que para Cantor un nimero real es una clase
de equivalencia de sucesiones de Cauchy de numeros racionales cuya diferencia
corresponde a una sucesion nula. Finalmente, se obtiene el cuerpo R que cumple con las
propiedades de orden y las operaciones de suma y producto como condiciones necesarias
para ser un cuerpo ordenado y completo terminando la construccion realizada por Cantor
en términos de las matematicas modernas. De manera adicional, podemos revisar a Bergé

(2004) quien retoma la idea de la construccion en los términos més cercanos a Cantor.
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CAPITULO 3

Conceptos preliminares a la construccion de los
reales por Bourbaki

La construccion de Bourbaki tiene como base la construccion de los reales hecha
por Cantor en 1872; especificamente se trata de una generalizacion en la que la nocion de
filtro juega un papel fundamental en el proceso de construccion. De ahi la necesidad de
estudiar previamente algunos conceptos basicos de la teoria de conjuntos y de la topologia
relacionados con la nocion de filtro y su convergencia. Pero antes de ello, conozcamos un
poco sobre la historia de Bourbaki. Segiin Bombal (2011):

Nicolas Bourbaki, quien no fue solo un matematico pues este nombre hacia
referencia a un pseudénimo colectivo de jovenes matematicos (de edades comprendidas
entre los 24 y 30 afios) de la Ecole Normale Supérieure. El grupo fue fundado en la década
de 1930 hasta mediados de 1970, la mayoria eran franceses quienes contribuyeron
ampliamente al desarrollo de la matemaética contemporanea y la reformularon en una base

mas rigurosa y ldgica.
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Henri Cartan André Weil René de Possel Charles Ehresmann Laurent Schwartz
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Jean Dieudonné Claude Chevalley Pierre Samuel Jean-Pierre Serre Adrien Douady

Nicolas Bourbaki

En seguida, se mencionan algunos de sus miembros y sus principales aportes en las
matematicas. Henri Cartan (1904-2008), conocido por su trabajo en teoria de haces usados
en Topologia, Geometria algebraica y Geometria diferencial y por sus contribuciones en
Algebra homoldgica y Anélisis complejo; Claude Chevalley (1909-1984), destacado por
su trabajo en Algebra y Teoria de nimeros; Jean Delsarte (1903-1968) quien fue conocido
por su trabajo en Andlisis matematico principalmente sobre funciones periddicas medias y
operadores, fue un analista de gran potencia y originalidad; Jean Dieudonné (1906-1992),
realizo sus trabajos en Topologia y Geometria algebraica ademas contribuyd
significativamente a la redaccion de los volimenes de Bourbaki; René de Possel (1905-
1974) uno de los primeros en publicar libros sobre Teoria de juegos y realizo aportes en
informatica; André Weil (1906-1998), destacado por sus trabajos en Teoria de nUmeros y
Geometria algebraica; entre otros matematicos.

De la misma manera, es importante saber ¢por qué escogieron el nombre "Nicolas

Bourbaki"? y ¢cual es el proposito de este grupo? EI nombre del grupo fue adoptado en
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honor a Charles-Denis Bourbaki, un general francés del siglo XIX y el proposito de
Bourbaki era revolucionar las matematicas, es decir pretendian reescribir los fundamentos
de las matematicas de manera mas logica y estructurada. La obra mas conocida de
Bourbaki es la serie de libros titulada "Eléments de Mathématique". Esta serie abarca
multiples volumenes y cubre una amplia gama de temas matematicos, desde Algebra y
Analisis hasta Topologia y Teoria de categorias. Este colectivo es conocido por su enfoque
abstracto y riguroso, estos dejaron de un lado el uso de intuicién y de ejemplos especificos,
prefiriendo usar definiciones precisas, axiomas y teoremas de manera estricta.

Ademas, utilizaron la teoria de conjuntos como el fundamento para todas las
matematicas lo cual les permiti6 desarrollar una estructura coherente y unificada para la
matematica moderna. Pues la influencia de Bourbaki se extendi6 a través de todo el
mundo, especialmente en Europa y América del Norte, ya que sus métodos y enfoques se
adoptaron ampliamente en la investigacion y la ensefianza.

Sin embargo, muchos matematicos elogiaron el rigor y la coherencia de Bourbaki,
mientras que otros criticaron su punto de vista por ser demasiado abstracto y alejado de las
aplicaciones practicas lo cual podria hacer mas dificil la comprension para los estudiantes.

En conclusién, Bourbaki es uno de los matematicos mas influyentes del siglo XX,
pues su huella en las matematicas superiores sigue presente y su importancia en el
desarrollo de estas es indiscutible.

En otro orden de ideas, en el desarrollo de este capitulo, se tendra como referencia
el libro de Topologia General de Bourbaki (1965), Dolecki y Mynard (2016) y las notas

para el curso de Topologia de Anacona (en elaboracion).
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Tengamos presente que la convergencia de una sucesion se estudia en espacios
métricos'?, es decir espacios donde se ha establecido previamente una métrica o distancia,
es asi como se puede calcular el limite de la sucesion siempre y cuando el limite exista. Sin
embargo, en espacios mas abstractos y generales la nocion de sucesion no es suficiente. De
ahi surge la necesidad de incorporar formalmente una herramienta tedrica que nos permita
capturar la nocién de limite en otro tipo de espacios, de este modo los filtros son
requeridos para efectuar esta labor. Los filtros de manera formal fueron expuestos en 1936
por Henri Cartan y luego usados por Bourbaki en 1940. No obstante, antes de entrar al
concepto de filtro retomemos algunos términos del apartado de sucesiones y definamos

otros, tales como cola y convergencia de una sucesion.

3.1 Cola y convergencia de una sucesion

Para recordar, de manera general una sucesion se define como una funcion
f(n):N — X, donde N € Ny X es un espacio cualquiera. Ahora bien, vamos a referirnos

al concepto de cola de una sucesién como punto de partida al tema de los filtros.

La cola de una sucesion (x,),en corresponde a los elementos de la sucesién a

partir de un k € N. El conjunto de todas las colas de una sucesion esta denotado por:

Xz{{xn:nZk}:kEN}

14 Un espacio métrico (X, d) es una pareja formada por un conjunto X y una funcién d: X X X — R que
vamos a denominar métrica para todo x, y, z € X, cumple con las condiciones:

1.d(x,x) =0 < x =y, es la propiedad reflexiva

2. Si x # y entonces d(x,y) > 0, es decir, la distancia entre dos puntos distintos siempre es positiva

3.d(x,y) = d(y,x), conocida como simetria. Esto es, la distancia de x a y es la misma que de y a x.
4.d(x,z) < d(x,y) + d(y, z), denominada desigualdad triangular
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. . - 1 -
A modo de ejemplo, consideremos la sucesion (a,) = (;) y tomemaos un conjunto

infinito de colas, desde un término k cualquiera. Sin embargo, todos los términos
anteriores a k, es decir, {x4, ..., xx_1} son el complemento de una cola y este conjunto es
finito; a su vez este conjunto de colas se corresponde con un filtro cofinito el cual se
mencionara mas adelante. Por otra parte, en el capitulo anterior se habia definido la

convergencia de una sucesion, que vamos a expresar en los siguientes términos:
@ limx,=¢eoVe>03dkeNVn>k|x,—?|<e.
n—oo

Lo que permite inferir que una sucesion (x,),ey CONverge a £, si'y solo si, para un
intervalo con centro en £ y radio € > 0, todos los elementos pertenecen al intervalo a
partir del término x,, k € N. Ademas, el orden en que estén dispuestos estos términos no

es indispensable puesto que el limite se conserva.

De modo que, para la expresion (a) de la convergencia de una sucesion, si tenemos
en cuenta que B(¥) = {(£ — &,€ + €): € > 0} representa al conjunto de todas las bolas
con centro en £, que podemos reescribir como:

(b) 111_1)1010 X, =f e Ve > 0,3k € Ntal que (x,) sk € B(#).

Visto de otro modo, una sucesion (x,,) converge a £, si 'y solo si para cualquier
intervalo o bola con centro en £y radio € > 0, existe una cola (x,),=x completamente
contenida en dicho intervalo. Una manera mas resumida de escribirlo es:

(¢) lim x,, = ¢ & cada miembro de B(# ) contiene como subconjunto un miembro
n—->oo

de X.
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Recapitulando las lineas anteriores (a), (b) y (c) son tres maneras distintas de
enunciar la convergencia de una sucesion en términos de colas y bolas. Ahora, es
conveniente entender esto en términos de familias de conjuntos, pero primero debemos de
comprender cuando una familia de conjuntos es mas fina que otra basandonos en Dolecki

y Mynard (2016).

3.1.1 Convergencia de sucesiones en términos de familias de conjuntos

Sean dos familias de conjuntos A y B se dice que la familia A es més fina que B o

viceversa B es méas gruesa que A denotado como A > B siempre que:

VB e€B,JA€ A ACB.
La relacion > cumple con las condiciones de ser reflexiva y transitiva, pero no es

antisimétrica por ende no es una relacion de orden.

Por ejemplo: Sea el conjunto X = {1, 2,3} y las familias de conjuntos A y B dadas
por A = { {1},{2},{3},{1,2},{2,3}, X} y B = {{1,2}, X} decimos que A > B (A es mas
fina que B). En este caso particular, se cumple que todos los subconjuntos de la familia A

estan contenidos en la familia B y no al contrario.

Adicionalmente, dos familias son equivalentes si cumplen que A = BY B = A, en
este caso escribimos A = B, de la cual es importante mencionar que es una relacion de

equivalencia y de orden.

Ahora, continuando con la terminologia de bolas y colas de una sucesion, la

convergencia se podria reescribir como:
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(d) limx, =2 X =B()
n—-oo

Lo que quiere decir que una sucesion converge siempre que la familia de las colas
resulte ser mas fina que la familia de las bolas. Por otra parte, vamos a considerar el

término superconjunto que sera de gran utilidad.

Sea A una familia de subconjuntos de X, se puede formar una nueva familia A"

que contenga a todos los superconjuntos de los conjuntos de A, es decir:
A'={CcX:34€ A ACC}

Ejemplo: Sea la familia A = {{1,2}, {3}, X} se tiene que todos los superconjuntos

de los conjuntos de A estan en el conjunto A" dado por:
A' = {9,{1},{2},{3},{1,2},{1,3},{2,3}, X}

Por otro lado, se puede expresar que A ~ B < A' = B'. En otros términos, dos
familias de subconjuntos son equivalentes cuando generan la misma familia de
subconjuntos de X al completarlas por superconjuntos. Conforme a ello, en términos de

colas y de bolas, se tiene que:
X ~X"yaquex"= X"y B(¢) ~ B(¢)" dado que B(£)' = B()".
A partir de esto, la expresion (d) se puede representar como:
(e) lim x, = £ x">B)

En resumen, los conceptos anteriores permiten exponer de otra manera la

convergencia de una sucesion en terminos de superconjuntos. A continuacion, vamos a
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referirnos a los filtros y espacios topoldgicos para méas adelante referirnos a la

convergencia de los filtros. Empecemos con entender ¢qué es un filtro?

3.2 Filtros y bases

Sea X un conjunto y F una familia de subconjuntos de X decimos que F es un
filtro sobre X. Si cumple las tres propiedades siguientes:

1L.oeF, F=+0.

2.S1F,,F, € F,entonces F; N F, € F.

3.SiFEFYF CGparaalgin G € X, entonces G € F.

Veamos ejemplos de filtros y otros que no lo son. En algunos de ellos se

verificaran las propiedades anteriores:

Figura 4
Ejemplos de filtro y no filtro de X = {1,2,3}

Si X = {1,2,3}, se tiene que:
(X)) = {9, {1}, {2}, {3}, {1,2},{1,3},{2,3}, {1,2,3}}
REUWOB OB 023 () 3,023, (19,23, 123))
no es un filtro en X

{1,2,3} 1,2,3)

{12} {1,3} (12) 2,3}

= 2 &

Nota: Representaciones de las familias F,={{1},{1,2},{1,3},{1,2,3}} y
F,={{2},{3},{1,2},{2,3}, {1,2,3}}.

(a) Sean X un conjunto y g(X) su conjunto potencia, el cual no es un filtro
sobre X ya que @ € g(X). Sin embargo, de go(X) se pueden obtener filtros y no filtros.

Por ejemplo, sea X = {1,2,3} y su conjunto potencia dado por:



57

(X)) = {0,{1},{2},{3},{1,2},{1,3},{2,3}, X} del cual se pueden obtener las familias
Fi={{1},{1,2},{1,3},{1,2,3}} y F, = {{2}, {3}, {1,2},{2,3},{1,2,3}} representadas en la
Figura 4, veamos qué condiciones cumplen:

Si bien las dos familias cumplen con la condicion de qué el conjunto @ no
pertenece a ninguna de ellas. Sin embargo, cuando se analiza la segunda condicion para F,
se tiene que al realizar intersecciones entre sus conjuntos efectivamente estan en la familia
tales como: {1} N {1,2} = {1} € F;; {1,3} n {1,2,3} = {1,3} € F;. Mientras que para F,
se tiene que {2} N {3} = @ & F, por lo que falla esta condicion.

Y finalmente, para la tercera condicion en F; se tiene que {1} € F, y
(1} c{1,2} = (1,2} € F;; {1,2} € F, y{1,2} € {1,2,3} = {1,2,3} € F,. Pero,
analizando F, se tiene que {3} € F, y {3} € {1,3} = {1,3} & F, por lo cual no se cumple
esta otra condicion.

En conclusién, resulta que F; es un filtro sobre X, mientras que F, no lo es.

(b) Sea {x;,}nen UNa sucesion en X y recordemos X = {{x,:n > k}:k € N} el
conjunto de todas las colas de la sucesion {x, },en. Denotamos el filtro secuencial o

también denominado el filtro asociado a la sucesion {x,},ey COMO:

(x)h = {F € X:F 2 X paraalginn € N}

Es decir, (x,,)}, corresponde a la familia de conjuntos que contienen todas las colas
de la sucesion {x,},en-

(c) SeaX unconjuntoy A € X,A # @. Sedenota F, = {F € X: A < F} al filtro
principal generado por A. Puesto que:

1. AC A A€ F,y,porende F, + @. Ademds, @ & F, pues A & Q.
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2. Sean F},F, € FyentoncesA € F, yA C F,. Luego, A € F; N F,. Por
consiguiente, F; N F, € F,.
3. SeaG S Xtalque F < G paraalgin F € F4. Tenemos que A € F < G. Por
tanto, G € F4.

Nota: Si A = {x} este filtro se denota como F,.

(d) Sea X un conjunto, el filtro trivial o indiscreto corresponde a F = {X}.

(e) Sea X un conjunto infinito y el filtro cofinito F.,; = {F € X: F¢ es finito}
cabe recordar que F¢ = X — F. Dado que cumple:

1. X¢ = X — X = @ es finito entonces X € F,; Y, por consiguiente
Feor 0,0 & Feop pues ¢ = X — @ = X no es finito.

2. Sean F;, F, € F., entonces (F; N F,)¢ = F{ U F5. Dado que F{ y Fy son
finitos. Entonces F{ U Fy' también es finito. Por tanto, (F; N F,)¢ € F,p.

3. Sea G S X tal que F € G paraalgin F € F,. Entonces, G € F€. Como F€ es
finito entonces G es finito. Luego, G¢ € F,.
Para este caso, si X = N 0 X = R este se denomina el filtro de Fréchet.

(f) Sea X un conjunto no contable y F.,. = {F € X: F¢ es contable} el filtro

cocontable para el cual se puede realizar un analisis similar al anterior. De acuerdo con lo

anterior, veamos qué quiere decir que un filtro es mas fino que otro.
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3.2.1 Filtros comparables

Si tenemos F,, F, dos filtros sobre un conjunto X se dice que F, es mas fino
que F, (o que F, es menos fino que F,) que se puede denotar como F; = F,. Lo que

significa que F, < F;. Si F, # F; se tiene que F, es estrictamente mas fino que F,.

Cuando un filtro resulta ser mas fino que otro se dice que los filtros son
comparables. Un ejemplo es el filtro cocontable que es mas fino que el filtro cofinito.

Seguidamente nos compete saber ¢qué es una base de filtro?

3.2.2 Base de filtro

Sean X un conjunto y B una familia de subconjuntos de X tal que B # @. Se dice
que B es una base de filtro, si B" = {F € X: 3B € B, B € F} es un filtro sobre X. Dicho
de otro modo, si F es un filtro B es base de filtro para F si todo conjunto de F contiene un

conjunto de B. Siendo asi se dice que la base B genera al filtro B y se denota por B'=(B).

Teniendo en cuenta lo anterior, en la siguiente proposicion se expresan las dos

propiedades que debe cumplir la familia B para ser base del filtro que ella genera.

1B+0y0de&B

2. Si B4, B, € B entonces existe B; € B tal que B; € B; N B,. Revisemos algunos
ejemplos:

(a) Todo filtro es base de si mismo.

(b) Sea {x,}nen Una sucesion sobre X. Veamos que el conjunto de las colas de la
sucesion X = {{x,:n > k}: k € N} es base para el filtro (x,)?,. Verifiquemos las

condiciones de ser base:



60

1. X # @ pues para algin k € N siempre existe {x,,: n = k} € X y toda cola tiene
infinitos elementos. Por tanto, @ & X.

2. Sean By,B, € X siendo B; = {x,:n>t}y B, = {x,;:n=>r}cont,r € N.
Entonces, B; N B, = {x,:n = m} donde m = max{t, r}. Por otro lado,
B;={xpn=>m+1} € Xy B; € (B; N By).

(c) SeaX = Ry C = {(a,»):a € R}. Entonces, C es una base de filtro sobre R.
El filtro F = (€) también es conocido como filtro de Fréchet. Veamos que efectivamente
cumple con las condiciones de base:

1. R+ 0@,a € Rysea(a ©)+ @ Va € R. Pues, algunos elementos de la base
son C = {(—1, ), (2, ), (e, ), (_7100) ... }. Por tanto, C # @ y ademés @ ¢ C.

2. Sean C,,C, € C entonces C; = (a,»)y C, = (b, ) de ahi se pueden tener los

casosa<b6a>b,Va b eR.

Figura 5
Caso l: a < ben X = R del filtro de Fréchet
Gy
A
- R
( E:: I HH T :ﬁ:::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::: :
a b
_/
~
C,

Nota: Representa C; = (a, o)y C, = (b,©) y C; = (a,») N (b,) = (b, »); cabe aclarar que C; es

cualquier conjunto de la interseccion entre C; y C,.
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Sean C; = (a, )y C, = (b, ) representados en la Figura 5, para el caso a < b se
cumple que 3C5 € C talque C3 < (a, o) N (b, ) = (b, ). Como C5 es cualquier

conjunto en C; N C, se cumple Vc € R,¢c > b, c € C3; C3 = (¢, ™).

Figura 6
Caso Il: a > b en X = R del filtro de Fréchet

Gy
A

~ ~
. r:‘::::::::::::::::::::{:‘:::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::: )

L L:::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::

b a
. 7
~—
Cy

Nota: Representa C; = (a,©) y C, = (b,©) y C3 = (a,») N (b,») = (a,»); C; es cualquier conjunto
de la interseccién entre C; y C,.

Sean C; = (a, )y C, = (b, ) representados en la Figura 6, para el caso a > b se
cumple que 3¢5 talque C; < (a, ) N (b, ©) = (a, »). Ademas para cualquier x € R,
x> a, x € C53; C3 = (x,00). Para cualquiera de los casos, siempre se encontrara un
intervalo de la forma (x, ).en la interseccion de C; y C,.

Por tanto, al cumplir las dos condiciones de ser base de filtro entonces C es una
base del filtro de Frécheten X = R.

En cuanto a los espacios topoldgicos, vamos a definirlos de manera similar a como

se definieron en los filtros.
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3.3 Espacios topoldgicos y bases

El tema de los espacios topoldgicos seré de gran utilidad y se encuentra en la
literatura de manera amplia, de modo que se considera necesario con el propoésito de que el

trabajo de grado sea autocontenido.

Es asi como se define una topologia sobre un conjunto X, X # @ como una familia
de subconjuntos de X denotada por 7, en la que a cada uno de sus elementos se les dice

abiertos y satisfacen que:

l.per, X e

22U, ET> Ua U, € T (launidn arbitraria de los elementos de una topologia

pertenece a la topologia).

3. Uy, U, €T Uy NU, € T (lainterseccion finita de los elementos de una
topologia pertenece a la topologia).

Ya con esto, un espacio topolégico se refiere al par (X, 7) el cual estd dotado de un

conjunto X y una topologia t. Entre los ejemplos encontramos:

(a) Sea X un conjunto talque X # @. Sean t;,4 = {@, X} la topologia trivial 0
indiscreta y 74;5 = (X) la topologia discreta. Se denominan a (X, T;nq) Y (X, T4is)
espacios topologicos indiscreto y discreto, respectivamente.

(b) Sean X un conjunto infinitoy 7.,y = {@#} U {4 € X: X — A es finito} se
denomina la topologia de los complementos finitos.

(c) Sea X un conjunto infinito no contable,

Teoc = {0} U {A c X: X — A es contable} se le llama la topologia cocontable.
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(d) Si X = {0,1}, la topologia de Sierpinski esta dada por 5 = {@, {0}, X}.
(e) Sea X = R, la topologia usual sobre R denotada 7, para la cual consideramos
que U € T Si ‘U es union de intervalos abiertos, U S R es abierto si para cada punto

x € U existe un intervalo (a, b) tal que x € (a,b) < U.

3.3.1 Topologias comparables

Si tenemos 74, T, dos topologias sobre un conjunto X decimos 7, es mas fina que 7,
(o que 7, es menos fina que 7;) denotado como t; = T,. Si 7, € 74. Cuando 7, # 7, Se

tiene que 7, es estrictamente mas fino que t,.

Cuando una topologia es mas fina que otra se dice que las topologias son
comparables. Por ejemplo, para un conjunto X dotado de una topologia t cualquiera se
cumple que T;,q € T € T4. POr otro lado, si X = R tenemos que Ty Y T¢oc NO SON
comparables. Asi como se presentaron en los filtros vamos a estudiar qué es una base para

una topologia.

3.3.2 Base de una topologia

En un espacio topoldgico (X, 7) una familia B, B # @ de abiertos es base para la
topologia 7 si cada abierto de 7 es unién de elementos en B. Esto quiere decir que, B S T
es base para t. Si para todo abierto U y un punto x € U, existe B € B tal que x € B € U.

Los elementos de la base se les llama abiertos basicos.
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Adicionalmente, de manera similar a como sucede en los filtros en la siguiente
proposicion se presenta las dos condiciones que debe de cumplir una base de una

topologia:

1. X = U{B: B € B} es decir, B es un recubrimiento sobre X.

2.SiB{,B, € By x € B; N B, entonces existe B; € B tal que x € B; € B; N B,.
Entre los ejemplos podemos tener en cuenta:

(a) Una topologia es base de si misma.

(b) Bais = {{x}: x € X} es base para la topologia discreta sobre X.

(€) B;ng = {X} es base para la topologia trivial.

(d) B; ={(a,b):a,b € R}y B, = {(a,b):a,b € Q} son bases para la topologia

usual sobre R.

3.3.3 Bases de topologias comparables

Sean B,, B, dos bases para una topologia tales que (B,) = 7, Y (B,) = T,.

Decimos que B; es mas fina que B, si 7, € 1.

Ahora, antes de introducir la tematica de la convergencia de filtros, hemos de
considerar el término de vecindad, que hace referencia al conjunto de puntos “vecinos” del

punto x. A continuacion, se presenta su definicion formal.

3.4 Nocidn de vecindad y convergencia de filtros

Sea (X, T) un espacio topologico y sea V € X decimos que V es vecindad del punto

x € X (denotada por V,) si existe U € T, es decir un abierto talque x € U < V,.. Cabe notar
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que si V es una vecindad de x, paratodo x € A € X, entonces se dice que V es vecindad

del conjunto A. Veamos los ejemplos siguientes:

(a) Sea el conjunto de los nimeros reales R y la topologia usual t,,. Al considerar
el intervalo V = [a, b) como vecindad de x, paratodo x € R tal que a < x < b ya que
siempre es posible encontrar un intervalo abierto (c,d) € 7, tal que x € (¢,d) € V. Sin
embargo, V no es vecindad de a dado que no es posible encontrar un intervalo (e, f) tal
quea € (e,f)yasuvez (e, f)eV.

(b) Por otra parte, sea Ry la topologia del limite inferior dada por:

Ry:[a,b) = {x/a < x < b,a,b € R} si es posible considerar que = [a, b) es vecindad de
cada uno de sus puntos.

(c) Sea X = {a, b, c}y latopologia discreta 4. El conjunto V = {a, b} es
vecindad del punto a dado que existe un abierto de la topologia dado por {a} tal que
ac€{a}cVyac€e{ab}cV.

Como se ha mencionado antes, una vecindad de un punto x corresponde a
cualquier conjunto V del espacio topoldgico X, que contiene abiertos que contienen al
punto x. De modo que, muchos conjuntos cumplen con este papel, asi que con estos es
posible formar una familia de vecindades del punto x € X, que se denominara el conjunto
de todas las vecindades de x y se denota por V(x). A continuacién se presenta una

proposicion importante sobre V(x).

Sea (X, t) un espacio topolégico y x € X. El conjunto V(x) de vecindades de

x € X cumple las propiedades:
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1) SiVeVkx)=xel.
2) SIVEV(x)YyVeW =W eV(x).
3) SIV,WEeEV(x)=VnW eV(x).
4) ParacadaV € V(x) existe U € V(x) con U < V tal que V € V(y) para todo
yeU.
Sobre las 3 primeras propiedades, un dato importante es que estas se corresponden con
las mismas propiedades de filtro. Por ende, el conjunto V(x) de todas las vecindades de x

forma un filtro denominado el filtro de vecindades de x.

Adicionalmente, si consideramos la familia de todos los conjuntos abiertos que
contienen a x, dada por 0(x) = {U € t:x € U}. Entonces, la familia 0 (x)" va a

corresponder con O(x)" = {V,: U € V,,3U € O(x)} que coincide con V(x).

Como ya se menciond V(x) es un filtro sobre X, pues de ahi se tiene que O(x) es una
base de este filtro. Lo que quiere decir que el conjunto de todos los abiertos alrededor de
un punto forman una base de filtro y al completarla por superconjuntos se obtiene el filtro

de vecindades de x.

Antes de empezar, revisemos que en parrafos anteriores se definieron los espacios
topoldgicos que seran importantes para capturar la nocion de cercania y estudiar ahora la
convergencia de filtros. Pues, asi como se hizo en el capitulo anterior en las sucesiones de
Cauchy se estudiaban la cercania de sus elementos dos a dos, de una manera similar vamos

a referirnos a los filtros de Cauchy.
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Ahora recordemos la expresion anteriormente expuesta que hace referencia a la

convergencia de una sucesion {x,} dada por:

lim x, = x & X" >B(x)

n—oo

Para la cual sucede que cuando se completa la familia X de las colas se obtiene el
filtro X" asociado con la sucesion {x,,} y del mismo modo al completar la familia de las
bolas B(x) que de manera general se corresponde con la familia O(x), se obtiene el filtro

V(x) de todas las vecindades de x. Por consiguiente, son equivalentes X ~ Xy
B(x) = V(x) con las que la ecuacion anterior se transforma en:

lim x, =x & X" >V(x).

n—oo

A manera de conclusion, la convergencia de una sucesion se corresponde con la

convergencia del filtro X asociado con la sucesion.

De manera adicional, la convergencia de sucesiones se usa para establecer la
convergencia de un filtro F en un espacio topoldgico cualesquiera X. Para tal efecto, se
hace cambio del filtro asociado a la sucesion que se denotaba como X' por el filtro F y la

expresion "F converge a x" se denota F — x.
Transformando las ecuaciones anteriores sobre la convergencia en:
F—-ox o F=V(x)
Algunos ejemplos de la convergencia de filtros son:

(a) Sean X un espacio topoldgico y x € X. Entonces el filtro de vecindades
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V(x) — x porque V(x) = V(x).

(b) Sea X un espacio topoldgico y x € X, el filtro principal F, = {x}' converge a x
porque toda vecindad de x contiene a x y por tanto es un subconjunto de F,. Es decir,
V(x) € F,.

(c) Sean X un conjunto infinito y 7., la topologia cofinita. Entonces el filtro F, ¢
converge a cualquier punto del espacio. Dado que, sea x € X Y T¢or = Feor U{D}, se tiene
que toda vecindad V de x contiene a x, entonces necesariamente V € F, ;. Por tanto,
V(x) € Feop Yy asi Feop — x.

(d) Sea (R, ), el filtro F.,r no converge en R, puesto que existen vecindades de
x que no pertenecen al filtro F,, . Por tanto, V(x) & Fo .

(e) En (X, t;,4) todos los filtros convergen a todos los puntos de X, ya que la Unica
vecindad de cada punto es X, y X pertenece a todos los filtros.

Por otra parte, tengamos en consideracion la siguiente proposicién, un resultado

indispensable ya que existen casos en los que es mas sencillo analizar la convergencia de

la base del filtro.
Sea X un espacio topoldgico, F un filtro sobre X, § una base para el filtro F y

x € X. Entonces, F — x si y solo si  — x. Con la cual se resume que cuando un filtro F

converge a x, su base 8 también y viceversa.

Ahora para referirnos a la tematica de los filtros de Cauchy se requiere de un

espacio uniforme, sistema fundamental de entornos, entre otros términos.
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3.5 Sobre filtros de Cauchy

Los filtros de Cauchy se definen en espacios uniformes. Por tanto, se requiere en
primera instancia de una breve presentacion de dichos espacios. Los espacios uniformes se
introdujeron por Bourbaki en 1940 y constituyen una generalizacion de los espacios
métricos. Los espacios uniformes permiten estudiar conceptos como continuidad uniforme,
completitud, convergencia uniforme y filtros de Cauchy. Especificamente, en los espacios
uniformes se puede capturar la nocion de cercania “dos a dos”; es decir, se puede
establecer cuando un punto x; esté tan cerca de un punto x, y de manera similar cuando un
punto y, esta cerca de un punto y,. Antes de acercarnos a los espacios uniformes que mas
adelante nos permitiran definir los filtros de Cauchy, tengamos presente:

Sean X,Y conjuntos y recordemos que relacion U es subconjunto del producto
cartesiano X x Y. Dadas las relaciones U,V en X x Y, definimos:

U™l :={(x,y) €Y x X| (v,x) € U}. Ademas, se dice que U es simétricosi U = U1
UoV:={(x,z) EXxX:3y e Xtalque (x,y) €V A(y,z) € U}

Para todo x € X definimos U[x] :== {y € X: (x,y) € U}

Dado un conjunto X, definimos la diagonal como el conjunto

Ay:={(x,x):x € X} © X X X que también podemos denotar solo por A cuando no haya

lugar a confusion.

3.5.1 Estructura y espacio uniformes

Sea X un conjunto, U € (X x X),U # @ (U es una coleccion de subconjuntos) tal
que:

a) SiUEUACU.
b) SiUeuU= U lel
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) SIUEU=IVEW:VVCU.
d SiU,Veu=UnVel
e) SIVEUUCVCXXX = Vel

Ahora, ya con estos axiomas veamos que U es una estructura uniforme también
Ilamada uniformidad para X y el par (X, ) es un espacio uniforme. A los elementos de U
se les dice entornos de X o entornos uniformes de X. Como se muestra en la Figura 7, a
partir de la recta y = x en (a) se muestra un entorno U cualquiera tal que U € U, en (b) se

expone la caracteristica de que dado un punto x € X se puede definir el conjunto

Ulx] = {y: (x,y) € U € U}, que puede representarse como la seccion vertical en la
ordenada y = x diremos que x es U-cercano de y. Del mismo modo, en (c) podemos ver

que si todos los pares de puntos de un conjunto A son U-cercanos, es decir,
A x A € U € Uentonces se dice que A es U-pequefio.

Figura7
Caracteristicas de los entornos de un espacio uniforme (X, W)

Y
Uy

(@) (b) (©)

Nota: En (a) se representa U como un entorno cualquiera en X x X, en (b) la seccion vertical del
conjunto U[x] y en (c) un conjunto A es U-pequefio, como caracteristicas que identifican este
entorno.
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De manera més intuitiva y detallada podemaos interpretar cada item de la definicion, ya
que dos puntos x, y son “cercanos” si el par (x,y) esta contenido en muchos entornos.
Pues un entorno es aquel que captura un grado particular de “proximidad”. Entonces

revisemos los axiomas anteriores:

a) Para cualquier entorno U, todo punto es U-cercano consigo mismo, como se muestra en
la Figura 8 la diagonal Ay:={(x,x):x € X} c X X X. Es decir, ser U-cercano es ser
reflexivo. (Lo que generaliza directamente la propiedad d(x,x) = 0 para cualquier x
siendo d una métrica).

Figura 8
Propiedad reflexiva de un espacio uniforme (X, )

X7 %
Ve

U % ._OSI,TM\
/7.& J

Nota: Bosquejo de un entorno con la propiedad reflexiva, el entorno es de color amarillo.

b) Six es U-cercano de y entonces y es U~ 1-cercano de x (la propiedad nos garantiza que
efectivamente U~ € U). Como se visualiza en la Figura 9, en (a) se encuentra el entorno
Uy en (b) el inverso de este U1, En otras palabras, ser U-cercano es simétrico. (Esto
generaliza directamente la propiedad d(x, y)=d(y, x) para cualquier x, y siendo d una

métrica).
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Figura 9
Propiedad simétrica de un espacio uniforme (X, )
xT /s
4
[,
X/
(@)

Nota: Bosquejo de un entorno con la propiedad simétrica en (a) se muestra el entorno U y en (b) el
entorno inverso U~. Cabe anotar que es un solo el entorno compuesto por la region de colores
rojo y azul.

c) Paratodo entorno U, existe un entorno ¥V con un tamafio inferior al del anterior, en otras
palabras, para cada entorno o grado de proximidad, existe otro entorno que captura "dos
veces mas cerca" que podemos ver como la propiedad de la desigualdad triangular de las
métricas. En la Figura 10, en (a) se muestra el entorno U y en (b) esté el entornoV € U
donde se muestra la desigualdad triangular entre sus puntos, y la composicion de V o VCU.

Figura 10
Propiedad de la desigualdad triangular de un espacio uniforme (X, )

A 7

(b)
Nota: Bosquejo de un entorno con la propiedad de la desigualdad triangular en (a) estan el
entorno U donde V < U aqui la region del entorno U es de color azul, y de color verde el entorno
V, en (b) se muestran algunos de los elementos de la composicion V o V de color naranja.
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d) Si podemos hablar de U- cercaniay de V- cercania entonces podemos hablar de

(U n V)-cercania. Estos son los puntos que son U-cercanos y V-cercanos
simultdneamente, es decir, si tenemos dos entornos al combinarlos resulta otro entorno.
Como vemos en la Figura 11 en (a) se muestra el entorno U, en (b) el entorno V y en (c) la
interseccion U N ¥V como sucede en los filtros, si tengo dos filtros su interseccion es otro

filtro.

Figura 11
Propiedad de la interseccion en un espacio uniforme (X, 1)

5 X / ' r
,\]'

7 N s

/i : Mg

(@) (b
Nota: En esta parte (a) se muestran los bosquejos de los entornos U y V de color verde solo el
entorno de color U, en (b) el entorno V es de color azuly en (c) se muestra U N V.

e) Si IV contiene un entorno, entonces es un entorno. En la Figura 12 tenemos U € V
entonces V es un entorno. Esta propiedad es similar a como pasa con los filtros, ya que

si V contiene un filtro, entonces si V es un filtro.



74

Figura 12
Propiedad de contenencia de entornos

Nota: Bosquejo del entorno VV donde U € V, aqui Ié region del entorno U es de color azul.

Por otro lado, veamos algunos otros ejemplos de espacios uniformes. Sean X un
conjunto podemos dotarlo de diferentes uniformidades. Las uniformidades triviales son

U={X x X} (la més gruesa, conocida como uniformidad indiscreta) y

U={U c X x X:A c U} (lamés fina, que llamaremos uniformidad discreta). Para la
primera, se le denomina a (X, ) espacio uniforme trivial y para la segunda se llama a
(X, ) espacio uniforme discreto. Adicionalmente, la uniformidad usual para R esta dada

por: U={U c RX R:3r > 0talque [x —y| <r= (x,y) € U}.

3.5.2 Sistema Fundamental de Entornos

Para que un conjunto B de subconjuntos de X x X sea un sistema fundamental de
entornos (SFE) de una estructura uniforme U sobre X es suficiente y necesario que

satisfaga los axiomas:

a) VBeB,ACB,
b) VB € B,B' € B! paracierto B’ € B,

C) VB €B, B'oB' € B paracierto B’ € B,
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d) VB,B' €%, B" € Bn B'paracierto B" € 8.

Cabe notar que estos axiomas son similares a los anteriores de una estructura uniforme. En
otras palabras, un sistema fundamental de entornos de una estructura uniforme U es
cualquier coleccion B de entornos de U tal que todo entorno de U contiene un conjunto
perteneciente a B 0 lo mismo que: YU € U, 3B € Btal que B < U. Un ejemplo de ello, si
(X, U) es un espacio uniforme entonces los entornos simétricos de U forman un sistema

fundamental de entornos de .

Por otro lado, asi como se ha mencionado de topologias comparables y de filtros
comparables, también podemos hablar de estructuras comparables, esto se refiere a que
una estructura uniforme U es mas fina que otra estructura uniforme & sobre el mismo

conjunto si I € K.

De manera adicional, las estructuras uniformes son esenciales para los filtros de
Cauchy y la convergencia de filtros de Cauchy para tratar los conceptos de “cercania”
entre dos puntos y se requieren para la construccion de los reales realizada por Bourbaki.
Por otra parte, los filtros de Cauchy fueron introducidos en 1936 por André Weil y son
definidos en los espacios uniformes, los cuales constituyen una generalizacion de las

sucesiones de Cauchy. Los cuales se definen de la siguiente manera:

3.5.3 Definicion de Filtro de Cauchy

Sea (X, W) un espacio uniforme y F un filtro sobre X. Decimos que F es un filtro

de Cauchy, si para cada entorno U € U existe F € F de orden U talque F X F € U. Es
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decir, un filtro de Cauchy es aquel que contiene puntos “muy cercanos” dos a dos 0 un

filtro que contiene conjuntos arbitrariamente pequefos.

Con esta definicidon, se puede verificar que un filtro mas fino que un filtro de
Cauchy es también un filtro de Cauchy. Ejemplo: Sea (X, ) un espacio uniformey x € X.
Entonces, el filtro de vecindades de x, V(x), es un filtro de Cauchy. De manera adicional,

se dice que un espacio uniforme es completo si todo filtro de Cauchy es convergente.

3.5.4 Filtro minimal de Cauchy

En los espacios uniformes, los filtros de Cauchy que convergen al mismo limite se
pueden bien ordenar por la relacion de inclusion “c”, en una cadena®® ascendente donde al
elemento minimal® se le conoce como filtro minimal de Cauchy y tiene el papel de ser el
menos fino de todos los filtros de Cauchy en la cadena de inclusion. Cabe mencionar, que
los filtros minimales son los llamados representantes de los filtros de Cauchy que
convergen a un mismo punto. De esta manera, se da lugar a formar y completar el nuevo
espacio con los filtros minimales de Cauchy sobre el conjunto de los nimeros racionales Q
el cual se identificard como el conjunto de los nimeros reales IR como se mostrara en el

proximo capitulo.

15 Se entiende por cadena un subconjunto de un conjunto parcialmente ordenado en el que cualquier par de
elementos es comparable. Es decir, a < b 0 b < a. Ejemplo: Sea A = {1,2,3,4,5} con la relacion de orden
usual < se tiene que una cadena en A podriaser B = {1,2,3}donde 1 < 2,1 <3y 2 < 3.

16 Se refiere como elemento minimal de un conjunto parcialmente ordenado, al elemento que no tiene otro
que sea estrictamente menor que él. Ejemplo: Si A = {1,2,3} con la relacion de orden usual <, el elemento 1
es minimal porque no hay un elemento menor que él.
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CAPITULO 4

La construccion de los reales por Bourbaki a
través de filtros de Cauchy

En este capitulo se desarrolla un bosquejo de la construccién moderna de los
nameros reales realizada por Bourbaki en 1940. La importancia de esta presentacion radica
en la utilidad de nuevos conceptos y métodos que se puedan implementar en las
situaciones de ensefianza y aprendizaje de esta teoria para profesores de matematicas en
formacion. A lo largo de este capitulo se menciona de manera detallada cada parte de la

construccién lo cual permitird una comprension méas profunda de este trabajo de grado.

Primero, cabe mencionar que Bourbaki parte del conjunto de los niUmeros
racionales Q sobre el cual se define una estructura uniforme U para asi caracterizarlo como
un espacio uniforme y, luego es sobre este que se definen los filtros de Cauchy y los filtros
minimales de Cauchy que permiten el estudio de la convergencia y la “cercania” entre dos
filtros que se ordenan por la relacion de inclusion "<" . Pues, los filtros minimales de
Cauchy son los filtros menos finos de todos los filtros de Cauchy de la cadena ascendente
por esta relacion. Ademas, el filtro minimal de Cauchy “representa” a todos los filtros de
Cauchy que tienen el mismo limite, independientemente de que el limite sea o0 no, un

punto de Q, y para mostrar que estos cumplen con la propiedad de completitud se debe de
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verificar que todos los filtros de Cauchy convergen en dicho espacio en el cual solo hay

filtros (en este caso puntos) para luego obtener a R.

De ahi que, el primer paso es definir la estructura uniforme para referirse a lo que
se entiende por filtros “cercanos” dos a dos pues a partir de los entornos de la estructura
uniforme de Q se establecen los entornos de R, de esta manera dos filtros minimales de

Cauchy son “cercanos” en R si los limites a los que convergen son cercanos en Q.

Ahora, la estructura uniforme de R induce una estructura topoldgica sobre R de
modo que se define una vecindad alrededor de un filtro minimal de Cauchy, como aquella
formada por todos los filtros de Cauchy que se encuentran “cerca” del filtro minimal
seleccionado. Puesto que, el conjunto de todas las vecindades sobre los nimeros racionales
Q constituye el filtro alrededor del filtro minimal de Cauchy en esta topologia. A

continuacion, se muestra de manera mas precisa un esbozo de la prueba.

4.1 Q como espacio uniforme

En primer lugar, Bourbaki considera el espacio uniforme Q de los numeros
racionales, es decir que, sobre este espacio previamente se ha definido una estructura
uniforme requerida para ubicar puntos “cercanos” dos a dos y en este vamos a estudiar la

convergencia mediante filtros de Cauchy.

Es asi, como tomamos U,={(x,y):d(x,y) = |x — y| < a} este representa la banda

determinada por las rectas x —y = ay y — x = a que podemos visualizar en la Figura 13.
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Figura 13
Estructura uniforme U sobre Q.

Nota: Region compuesta por lasrectas x —y =ay y —x = ay el entorno U, de la estructura
uniforme U

El conjunto de los entornos U, con a > 0 constituye un sistema fundamental de

entornos para una uniformidad sobre R, mas conocida como la uniformidad usual en R

U={Uc RxR:3r >0talque|x —y| <r - (x,y) € U}

Luego, un entorno esta dado por V € R X R que contiene estas bandas.

4.2 Filtros de Cauchy en Q

Ahora, a partir de lo anterior, la estructura uniforme U={U,: a € Q*} que se
establece como un sistema fundamental de entornos (SFE) para la estructura uniforme de
Q. A manera de ilustracion en la Figura 13, se presenta el espacio uniforme (Q, 1I) donde
los entornos uniformes estan representados por U, constituido por las parejas de puntos
(F,G) € U, (U, € W) cabe anotar que este caso nos referimos a los puntos (x, y).

Asimismo, en la Figura 14 podemos visualizarlo méas detallado.
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Luego, tenemos que B < Q para el cual existe F € F de orden U, € U talque
B X B € U, lo que significa que los F son los filtros de Cauchy en los cuales encontramos

puntos “muy cercanos” dos a dos. Lo que se ilustra en la parte (a) de la Figura 15.

Figura 14
U,(x) ={y € Q:(x,y) € U,} es una vecindad alrededor de x € Q

Nota: Bosquejo de las vecindades en Q

Ademas, se definen los filtros F de Cauchy en Q, de tal forma que en un entorno
U, de la estructura uniforme de Q se forma el conjunto U, de las parejas (F, G) de puntos
que representan los filtros minimales de Cauchy en R que tienen en comun un conjunto

pequefio de orden U,.

U,={(F,§)ERxR:IBEFNnGtalqueBx B S U,}

Donde R es el conjunto formado por todos los filtros minimales de Cauchy sobre
Q. Ademas, consideremos gue en la parte (b) de la Figura 15 se tiene el conjunto
u*={0,: U, € U} de entornos simétricos que constituye un SFE de una estructura

uniforme que induce una estructura topologica sobre R.
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Figura 15
El conjunto U* = {U,: U, € U} dota a R de una estructura uniforme

(b)
Nota: En la parte (a) se muestra el filtro de Cauchy que contiene conjuntos B-pequefios en el
entorno U, de Q y en la parte (b) el entorno U, derivado del entorno U,

4.3 Relacion de contenencia

En otro orden de ideas, los filtros de Cauchy con el mismo limite se pueden
ordenar por la relacion de contenencia. Si tenemos dos filtros F y G, diremos que F es mas
fino que G o que F es menos fino que G, ya que entre ellos se puede establecer una
relacion de orden basada en la contenencia. Lo que quiere decir, que uno de los dos filtros

es un subconjunto del otro, F € Go G < F.

Ademas, si tenemos los filtros F,, F, F,, ... tal que F, € F, € F, € -+, es decir
F; € F,,, . Esto significa que cada filtro en la cadena de filtros es mas fino (contiene mas
subconjuntos) que el anterior, con esto podemos interpretar cuando los filtros convergen al

mismo limite.
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4.4 Convergencia de filtros minimales de Cauchy

Por ende, (IR, U*) es un espacio uniforme y U* deduce una estructura topologica
sobre R, de ahi se define una vecindad alrededor de un filtro minimal de Cauchy, la cual
estd formada por todos los filtros de Cauchy que estan “cerca” del filtro minimal
seleccionado F € Ry toda vecindad V € U*. En la Figura 16, se ilustra la vecindad

alrededor de F que se define como:
VF) ={GER:(F,H €V}

Luego, el conjunto B(F) = { V(F): V € U*} define sobre R una tnica topologia

para cada F € R, B(F) formara el filtro de vecindades de F en dicha topologia.

Figura 16
Topologia inducida de la estructura uniforme de R

R
V2 A7N

Nota: Bosquejo de las vecindades en R
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4.5 Conjunto de los filtros minimales de Cauchy en Q
Por consiguiente, para escoger al filtro minimal de Cauchy F,, como el
representante de todos aquellos que convergen al mismo limite veamos que el conjunto

gue contiene a todos los filtros minimales de Cauchy en Q se denota como:
R: = {F,: F, es filtro minimal de Cauchy sobre Q}

El cual constituye la completacidn del espacio uniforme Q. Ya que cada elemento
de R se correspondera con un namero real pues un espacio completo es un espacio
uniforme en el que todo filtro de Cauchy converge. La estructura uniforme U* en R es la
usual que se establece como un sistema fundamental de entornos de la estructura y de ahi

se dice que se tiene un espacio uniforme completo.

En esta Gltima parte, realicemos un esbozo mas a detalle de este paso final, entre Q
y R. Primero, vamos a formalizar una relacion mediante una nueva funcion i: Q — R la
cual asocia a cada racional r con el filtro de vecindades alrededor de r. Denotemos como
i(Q) al conjunto formado por los filtros de vecindades alrededor de cada nimero racional,
como los filtros de vecindades alrededor de un punto son filtros minimales de Cauchy, se
tiene que i(Q) € R.

Adicionalmente, veamos que alrededor de cualquier filtro minimal de Cauchy en R
siempre se encontraran filtros de vecindades alrededor de racionales por lo que podemos
decir que R es denso, pues la interseccion i(Q) con toda vecindad alrededor de un filtro

minimal de Cauchy es un conjunto no vacio.
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Por otra parte, verifiguemos que todo filtro de Cauchy converge en R.
Inicialmente, si tenemos un filtro de Cauchy sobre R, veamos que la traza del filtro sobre
i(Q)) que se corresponde con la interseccion de cada uno de los conjuntos del filtro con
i(Q), es también un filtro sobre Q, ya que i(Q) es denso en R. Ampliemos un poco este
detalle:

VVeamos que toda vecindad alrededor de un punto F, de R al intersectarse con i(Q)
es distinta de vacio. Sea F, un punto cualquiera de R, una vecindad alrededor de F, esta

formada por los filtros minimales de Cauchy que estan cerca de F,. Es decir,

V(Fo) = {G € R: (F,,4) € V}

La traza de esta vecindad sobre i(Q) es el conjunto V(F,) N i(Q)={i(r): (Fy,i(r)) € V}.
Como se ilustra en la Figura 17.

Figura 17
Traza sobre i(Q)de una vecindad de V' (F,) de un punto F, de R

Nota: Bosquejo de referencia
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Este ultimo, también es un filtro de Cauchy dado que i(Q) es un espacio uniforme;
y verificando algunas propiedades de los filtros se puede demostrar que este filtro de
Cauchy converge en R.

De manera similar, este filtro genera un filtro (extendido) sobre R el cual resulta
ser mas fino que el filtro inicial de Cauchy y también converge en R. De modo que, si este
nuevo filtro converge, el filtro inicial que es menos fino también converge. Por lo tanto, se
prueba que todo filtro de Cauchy converge en R. En otras palabras, hemos demostrado que

el conjunto de los nimeros reales R es completo.
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CAPITULO 5
Analisis comparativo y conclusiones

En el contexto académico, la valoracion comparativa de diversos enfoques, teorias
o fendbmenos ofrece una vision enriquecedora y profunda, facilitando la identificacion de
similitudes, diferencias, ventajas, limitaciones y potenciales sinergias. Es asi como, este
altimo capitulo tiene un enfoque reflexivo para los docentes en ejercicio, profesores de
educacion matematica o matematicos en formacién debido a que se dedica a realizar un
analisis comparativo entre la construccion de Cantor a través de sucesiones de Cauchy de
1872 y la construccién de Bourbaki mediante filtros minimales de Cauchy de 1940, dos
temas de gran interés para la comunidad de investigadores y profesionales en el &mbito de
la Historia y la Educacion Matematica.

El proposito de este trabajo es proporcionar una visién comprensiva y critica de
ambos temas, abordando sus puntos fuertes y débiles, y evaluando su impacto en la
formacion de profesores de matematicas y matematicos. Mediante este analisis
comparativo, se pretende no solo esclarecer las ventajas y limitaciones, ademas de las
diferencias y similitudes entre la construccion de Cantor a través de sucesiones de Cauchy
y la construccién de Bourbaki mediante filtros minimales de Cauchy, sino también ofrecer
una base para futuras investigaciones y aplicaciones practicas en el campo de la Historia y

la Educacion Matematica. Puesto que, la comparacion rigurosa y objetiva proporcionara
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una comprension méas amplia y profunda de estos temas, contribuyendo al avance del
conocimiento en la Educacion Matemaética. A continuacion, se abarcan las principales
similitudes y diferencias de las construcciones.

En primer lugar, veamos que Cantor usa sucesiones de Cauchy; esto expresa que
Cantor hace uso de un enfoque matematico de comprension mas sencilla que permite
manipularlas y realizar pruebas de una manera mas clara pues proporciona una forma de
estudiar la convergencia, definir las operaciones matematicas en los reales usando los
representantes de las clases de equivalencia de una manera méas natural y estudiar la
completitud de los nimeros reales con el fin de completar la recta numérica real. Mientras
que Bourbaki requiere los filtros minimales de Cauchy, lo que les permite usar un enfoque
maés abstracto con un nivel de complejidad mas alto, recordemos que el proposito del
grupo era desarrollar una teoria matematica basada en un enfoque matematico axiomatico
y riguroso de modo que el uso de los filtros de Cauchy igualmente concuerda con este
esquema que permiten estudiar la convergencia y la completitud de los nimeros reales.

En segundo lugar, la construccién de los reales por Cantor se puede estudiar en los
primeros semestres de la carrera de Licenciatura en matematicas o Matematicas, incluso
hasta en los programas de Ingenieria puesto que la perspectiva de las sucesiones de
Cauchy se basa en el analisis de sucesiones y limites, que son especialmente Utiles en el
contexto del Analisis real. Mientras que, para la construccion por Bourbaki se requiere de
muchos temas avanzados especificamente de las carreras de Licenciatura en Matematicas
y Matematicas como son los conceptos topoldgicos y los filtros. De modo que seria

conveniente realizar su presentacion en los ultimos semestres, ya que se espera que los
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estudiantes cuenten con una vision y comprension mas madura lo cual es particularmente
atil en espacios topoldgicos generales donde la nocidn de sucesion puede no ser suficiente
para entender temas con un alto nivel de abstraccion y de generalidad.

Aunque, una de las ventajas que tiene la construccién por Bourbaki es el uso de las
propiedades topoldgicas y de los filtros puesto que nos ayudan a ver de una manera mas
clara el avance de las matematicas modernas. Por otro lado, estudiar los conceptos de
filtros que constituyen una generalizacion del concepto de sucesion brinda aportes para
realizar una aproximacion diferente y mejor a la condicion de convergencia, por medio de
los conjuntos y entornos y se evita el uso y tratamiento con e-6 para las sucesiones de
Cauchy. Los reales de Bourbaki constituyen una sintesis moderna de diversos procesos y
métodos que se desarrollaron en torno a la completitud.

Otra de las similitudes entre las dos construcciones es que las dos permiten ver
claramente las propiedades de cercania y convergencia entre los elementos de los nimeros
reales, puesto que por un lado el uso de las sucesiones de Cauchy de nimeros racionales
permite completar el conjunto de los reales ya que, asi como existen sucesiones de Cauchy
que convergen a numeros racionales, también existen sucesiones de Cauchy que no
convergen en los numeros racionales lo que hace constituir el conjunto de los nimeros
reales a través de las clases de equivalencia de sucesiones de Cauchy que convergen al
mismo limite. Mientras que, con el uso de filtros de Cauchy se establece de una manera
mas general este acercamiento a los nimeros reales ya que proporciona un marco mas
completo y riguroso, pues a través de los filtros de Cauchy y con la relacion de inclusién

se puede capturar de manera mas intuitiva el concepto de convergencia a través de los
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filtros minimales de Cauchy que convergen al mismo limite, al organizarlos en una cadena
ascendente que tiene como primer elemento un filtro minimal de Cauchy. Ademaés, como
para todo filtro de Cauchy existe un tnico filtro minimal menos fino, entonces el filtro
minimal de Cauchy es el menos fino para cada uno de los filtros de Cauchy de la cadena
ascendente. Por tanto, el filtro minimal de Cauchy “representa” a todos los filtros de
Cauchy que tienen el mismo limite. Esto hace que la familiaridad con las vecindades
alrededor de un punto y con la recta racional ademas de la idea de acercamiento a un punto
a través de intervalos se capture en su esencia.

Ademas de ello, las dos construcciones se pueden usar como herramientas
educativas para potencializar el conocimiento matematico de tal modo que el uso de la
intuicion por medio las representaciones permitan recrear los conceptos, para visualizar el
proceso de completitud de los nUmeros reales a partir de dos perspectivas de una manera
mas clara con la construccién de Cantor y de otra forma mas general o abstracta a través
de la construccion de Bourbaki. Lo cual permite a los futuros docentes tener mas claridad
en los asuntos matematicos con los cuales puedan responder de manera satisfactoria a los
distintos niveles de su formacidn lo cual es pertinente en la academia, ya que con el uso de
dibujos podemos representar de manera visual para fortalecer los conceptos matematicos
abstractos como el de filtro. Pues, en este ejercicio se desarrollan intuiciones y se
adquieren técnicas que son fundamentales para el estudio posterior de la convergencia a
nivel mas general, como la que se realiza en los espacios de convergencia que permitan
facilitar el aprendizaje de estos, lo que hace que el proceso de aprendizaje sea mas

atractivo e intuitivo. Por tanto, parece acertado considerar en la construccion de los reales
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por Bourbaki para la formacion matematica de los estudiantes este estudio puesto que la
prueba de la convergencia con filtros ofrece las condiciones bésicas para adentrarse en
desarrollos mas abstractos y generales del analisis y la topologia.

En otro orden de ideas, se exponen las conclusiones derivadas de este trabajo de
grado propuesto en la linea de Historia y la Educacion Matematica para sintetizar los
hallazgos y reflexiones derivadas del proceso de investigacion, que permitiran evaluar su
impacto y relevancia en el contexto de ensefianza y aprendizaje de los futuros docentes de
matematicas y matematicos. Es como, en estos ultimos parrafos se pretende recapitular los
puntos mas importantes, discutir las implicaciones practicas y tedricas y ofrecer algunas
recomendaciones para futuros estudios e intervenciones en el campo de la Educacion
matematica y en la Matematica misma. Por consiguiente, se presentan las conclusiones

principales del analisis destacando los aportes mas significativos de este trabajo.

En el contexto educativo actual uno de los desafios trascendentales es el proceso de
ensefianza y aprendizaje de los nimeros reales. Puesto que, son pocos los aspectos que se
estudian en los primeros semestres de universidad ya que no se realiza un énfasis en el
proceso de constitucién como objeto matematico y mas sobre la propiedad de completitud.
En estos primeros cursos, se realiza una presentacion de manera mas axiomatica y rigurosa
que no permite comprender la variedad de conceptos basados en la configuracién de este
objeto matematico. Es asi como con el estudio de estas dos construcciones realizadas por
Cantor y Bourbaki, se espera aportar a la ensefianza de los nimeros reales en los cursos de
formacion de profesores de matematicas y matematicos. Ya que, una de las

consideraciones mas relevantes a la que nos podemaos referir es la diferencia fundamental
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entre los numeros racionales y los numeros reales. Mas precisamente, las condiciones
esenciales para demostrar la completitud como la topologia y la uniformidad. También es
fundamental conocer que los reales de Bourbaki constituyen una sintesis moderna de
diversos procesos y métodos que se desarrollaron en torno a la completitud. Puesto que la
nocion de filtro generaliza la nocién de sucesion. Asimismo, la construccion de Bourbaki

constituye una generalizacion de la construccién de Cantor.

Otro de los aportes de la construccién de los reales por Bourbaki es destacar la
importancia del estudio de la convergencia de filtros durante la formacién matematica de
los estudiantes universitarios ya que proporciona el desarrollo de intuiciones que permitan
el conocer técnicas para aprovechar los conceptos y contenidos mas abstractos y generales
del analisis y la topologia.

Por otro lado, es clave mencionar que este trabajo constituye solo un estudio del
tema, pues algunas de las ventajas que suscitaron de esta investigacion fueron:
Proporcionar mejores condiciones para ensefiar y comprender mas los conceptos
matematicos de completitud, de limite y de continuidad; una formacion mas amplia en el
tema de la convergencia la cual es fundamental para la matematica universitaria, la
matematica moderna, la contemporanea y las matematicas actuales. Mientras una de las
posibles limitaciones u obstaculos podrian ser de tiempo si en los cursos avanzados como
el de topologia no se alcanza a tratar el tema de la construccion de los nimeros reales por
Bourbaki pues los estudiantes se perderian del enriquecimiento y la utilidad de los

conceptos topoldgicos y de los de filtros.
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Por otra parte, algunos de las recomendaciones e impactos obtenidos para futuras
investigaciones son:

En primer lugar, realizar un estudio comparativo entre otras construcciones de los
numeros reales debido a la variedad de estas, con la finalidad de seguir aportando al
proceso de ensefianza-aprendizaje y proveer al de mejoramiento de la apropiacion de estos
temas por parte de los profesores en formacidn desde los diversos enfoques didacticos, de
lenguajes, desde las tecnologias digitales, entre otras.

En segundo lugar, construir actividades de aprendizaje con el uso de la didactica y
con las tecnologias digitales que se puedan implementar a los estudiantes de distintos
semestres sobre las construcciones con la finalidad de revisar sus niveles de apropiacion de
las tematicas.

En tercer lugar, divulgar en el marco de seminarios o0 eventos nacionales e
internacionales los distintos tipos de construccion de los nimeros reales que no es muy
conocida en el curriculo universitario dado que esta instaurada en las matematicas
modernas del siglo XX.

En cuarto lugar, buscar diferentes maneras para entender los nimeros reales desde
diferentes perspectivas. Asimismo, contribuir al fortalecimiento de la relacion entre
Historia y la Educacion Matematica. Y finalmente, tener presente que la incorporacion de
esta construccion de los nimeros reales hace mas visible la importancia del concepto de

filtro para los cursos mas avanzados como el curso de Topologia.
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