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1. RESUMEN

En este articulo se presenta una descripcion de la
técnica estadistica multivariada denominada
Modelo de Ecuacién Estructural (SEM), asi como
una revisiobn de literatura para el calculo de
coeficientes de correlacion cuando se utilizan
variables ordinales.

La técnica SEM permite explicar las relaciones
entre un conjunto de variables observadas en
términos de un ndmero mas pequefio de
variables no observadas llamadas factores o
variables latentes, las cuales generan la
estructura o patron de relaciones entre las
primeras.
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Esta técnica ha sido usada en estudios sociales,
econométricos y de mercados Price [1], Chau [2]
pero sus aplicaciones a procesos industriales
apenas comienza. Loépez y Carrién [3] la utilizaron
para la cuantificacion de las relaciones entre las
operaciones de un proceso de fabricacion y las
caracteristicas de calidad generadas por dicho
proceso. lLas variables involucradas en esta
aplicacion fueron de naturaleza continua y con el
supuesto de normalidad.

Los resultados de este estudio hacen parte de la
fase inicial de un proyecto que busca explicar las
relaciones existentes entre las distintas variables
medidas en un proceso productivo, las cuales
pueden ser de tipo ordinal, discreto o continuo.

Dado que el SEM requiere como datos de entrada
la matriz de varianzas y covarianzas de las
variables observadas, se ha realizado una revision
bibliografica acerca del calculo de las
correlaciones entre variables ordinales, cuyos
resultados son presentados en este articulo.
Posteriormente serdn usados en la etapa de
aplicacion a un caso real en un proceso de
produccion.

Palabras claves: Datos ordinales, variables
policotbmicas, dicotdmicas, correlaciones
tetracdricas, policdricas, biseriales y poliseriales,
SEM, LISREL.

ABSTRACT

In this paper, we present a description of the
multivariate technique called Structural Equation
Modeling (SEM) and an overview of the calculation
of the correlation coefficients using ordinal
variables.

The Structural Equation Modeling technique
allows us to explain the relations between a set of
variables observed in terms of a smaller number
of unobserved variables, called factors or latent
variables, which generate the structure or pattern
of the relations among the former.
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This technigue has been applied to social studies
and market studies Price [1], Chau [2]; but the
application on industrial process is just beginning.
Lépez and Carrién [3] used it and they quantified
the relations between the operations of a
manufacturing process, and the characteristics of
quality generated by that process, using
continuous variables with normal distribution.

The results of this study form part of an initial
phase of a project which seeks to explain the
relationship among the different variables in a
production process, which can be ordinal,
discrete of continuous.

Given that the SEM requires the variance and
covariance matrix of the observed variables as
access data, we have carried out a bibliographical
check of the calculation of the correlations
between the ordinal variables, and the results of
this are presented in this article. They will later be
used in the application stage in a real case in a
production process.

Key Words: ordinal data, polichotomous variable,
dichotomous variable, tetrachoric, polychoric,
biserial an polyserial correlation, SEM, LISREL.

2. LA TECNICA SEM. ELEMENTOS QUE
INTERVIENEN EN EL MODELO

El modelo de ecuacion estructural (SEM) es una
técnica multivariada que intenta explicar las
relaciones entre un conjunto de variables
observadas en términos de un numero mas
pequeno de variables no observadas, llamadas
factores o variables latentes. Hace parte de una
familia de modelos conocidos como Analisis
estructural de covarianza [4], Andlisis de
variables latentes [5], Analisis factorial
confirmatorio, entre otros. El modelo asume que
las variables no observadas generan la estructura
0 patrén entre las variables observadas.

Las variables observadas pueden ser endégenas
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0 exddgenas. Las variables observadas exdgenas
son aquellas que no son "causadas" o predichas
por otras variables del modelo mientras que las
endégenas si lo son. Las primeras se
denominaran wvariables x y las segundas,
variables y. Ambos tipos de variables se
consideran medidas con error.

Los factores pueden de dos tipos: factores
comunes y factores Unicos. Los factores
comunes pueden ser a su vez exdédenos o
enddgenos. Los primeros son los factores x y los
segundos los factores h. Se llaman factores
comunes porque cada uno de ellos puede afectar
a varias variables observadas. Ver figura 1.

Figura 1. Elementos del Modelo de Ecuacion Estructural

Los factores Unicos como su nombre lo indica,
afectan de manera Unica a las variables
observadas y corresponden a sus errores de
medida. Representan aquella parte de la variable
observada que no es explicada por los factores
comunes. Los factores Unicos que afectan a las
variables observadas exdgenas se denominan
factores §, y los que afectan a las variables
observadas enddgenas, se denominan factores
€. También se consideran los factores Unicos ¢ los
cuales representan los errores en las ecuaciones
del modelo de la ecuacion estructural, originados
por la no inclusién en el modelo de variables
relevantes.

El modelo matematico de estructura de la
covarianza consta de tres submodelos, los dos
primeros son modelos de mediciones, los cuales
relacionan variables observadas con factores, y el

tercero es un modelo estructural que relaciona
factores enddgenos entre si y factores
enddgenos con factores exdgenos:

® Submodelo de mediciones para las variables
observadas exdgenas, x:

X=A« E+0 M

e Submodelo de mediciones para las variables
observadas enddgenas, y:

y=Ayn+¢ )

e Submodelo de ecuacién estructural:

Nn=Bn+I§+C ©

En el modelo intervienen 8 matrices: 4 de
parametros y 4 de varianzas y covarianzas. Las
matrices de pardmetros corresponden a las
matrices de coeficientes de los modelos de
medida o matrices de cardas factoriales A, y A,y
las matrices de coeficientes estructurales B y I’
que intervienen en la tercera ecuacion.

Las matrices de varianzas y covarianzas son: la
matriz ® de varianzas y covarianzas de los
factores exdégenos, la matriz de varianzas vy
covarianzas de los errores en las mediciones Q; vy
0, respectivamente, y la matriz ¥ de varianzas y
covarianzas de los errores en las ecuaciones.

Para la estimacion de todos estos parametros se
requiere contar con una matriz de varianzas vy
covarianzas de las variables observadas, para lo
cual se realizd la siguiente revisibn sobre el
célculo de correlaciones, utilizando variables
ordinales.

3. VARIABLES ORDINALES Y SUS
CORRELACIONES

Las variables de escala ordinal, son variables de
tipo cualitativo, con un nivel mas estructurado
que la escala nominal, pero mucho menor que el
de las cuantitativas por el tipo de valores
obtenidos. Por esta razén, se requiere aplicar un
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tratamiento a estas variables para hacer posible la
aplicacion del coeficiente de correlacién de
Pearson (p) utilizado para la cuantificacion de
relaciones lineales entre variables cuantitativas.

Tal tratamiento transforma los valores de las
variables categéricas en valores numeéricos que
representan la posicién de cada dato después de
haber sido ordenados en forma ascendente,
constituyendo asi una variable aleatoria. El
empleo de rangos transforma entonces la escala
categérica en numérica abriendo las puertas para
el cdlculo de sus coeficientes de correlacion.

En la tabla 1 se presentan los diferentes
coeficientes de correlacion, segun el tipo de
variables relacionadas.

Variables Correlacién

Ambas variables son métricas Correlacion de Pearson

Ambas variables son binarias Correlacion tetracérica

Ambas variables son policotémicas* Correlaciéon policérica

Una variable métrica y una binaria Correlacién biserial

Una variable métrica y una policotémica Correlacion poliserial

*Ordinales con tres o méas categorias

Tabla 1. Coeficientes de correlacién segun el tipo
de variables Hair [6]

4. TRATAMIENTO DE LAS VARIABLES
ORDINALES

Para cada variable ordinal x con s catedorias se
asume que hay una variable latente &~N(0O,1)
cuya relacién con la variable ordinal univariada es
explicada de la siguiente manera, Moustaki [7]:

Si x = j entonces xe categoriai. Valores bajos de
X indican que x clasificd en categoria baja y que
los valores asociados de & son también valores
pequenos. Su conexidn esta dada por:

x=1i5sl ai<&la

en donde los paréametros a: son llamados los umbrales

para las variables ordinales, los cuales son estimados
a partir de la expresion:

ai=D

J’Z(n,./z\f)]=c1>a‘8 @
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enlacual n, eselndimero de observacionesen la
categoria j, N el niumero total de observaciones
de la variable X, P, la proporcion acumulada hasta
la categoria i y @, es la inversa de la funcion de
distribucién normal wunivariada. El 2z
correspondiente a x=i es la media de & en el

intérvalo ., <'<E_,§Cli

Ejiemplo: Sea x una variable ordinal con 7/
categorias, esdecir s=7

X

slel7]

as as as a7 =+00

1]

Umbrales a.- -© a: a»

3|4
as

El ndmero de observaciones n, en cada categoria,
se muestra en la tabla 2, siendo p, la respectiva
frecuencia relativa.

S|ni| Pi P;

410.048|0.048
15]0.179|0.2270
© [0.071]0.2980
6 [0.071]0.3690
11/0.131|0.5000
1710.202|0.7020

7 125]0.298| 1.0000

Tabla 2. Observaciones por categoria. Ejemplo

QU A WIN| -

Si x=3= a;<§§a3

4+15+6

—as= q:-;(g(n,/w) ~0; (P E*0) =0/(0.3) = 0.52 = 2

De la misma forma se llega a calcular a: como
@} (0.23)=-0.74 y entonces -0.74<£<-0.52

Y el z correspondiente a x=3 es la medida de &
en este intérvalo.

4.1 Correlacion policérica:

Sean x e y dos variables ordinales observadas,
con s y r categorias respectivamente. Para tales
variables ordinales se supone la existencia de
sendas variables continuas subyacentes & y n
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con distribucién normal bivariada, Olsson [8]. Se
define,

x=1 si E<ai y=1 si n<bi
x=2 si aiLé<a y=2 si hisn<h

x=s sl as1<§ y=r si br1<n
En general, los umbrales de las variables x e y
sonllamadosa, y b,respectivamente, con

a,=b,=-0y a =b=+w

4.2 El problema de estimacion a resolver:

El problema consiste en llegar a estimar la
correlacion normal bivariada p entre & y 1,
cuando se dispone de datos categéricos, 0 una
tabla de frecuencias. Este coeficiente de
correlacion fue denominado por Pearson,
correlacion policérica, el cual es una extension de
las correlaciones tetracéricas, Olsson [8]. Los
parametros a estimar son el coeficiente de
correlaciéon p y los umbrales h y k aplicando
métodos numéricos a la siguiente funcién de
densidad:

L[]

21 [(1-p?) "

Pearson expandié por series el lado derecho de
esta ecuacion, llegando a obtener una ecuacion
polinémica de p, cuyo grado depende del nUmero
de términos considerados en la expansion.

x2-2pxy +y?
2109

O (h k p)= dxdy ©)

Utilizando el método de maxima verosimilitud,
Olsson presenta dos formas para la estimacion.
Una primera forma consiste en estimar
simultaneamente p vy los umbrales. Por la
segunda forma, llamada estimacion en dos
etapas, se estiman primero los umbrales a partir
de lainversa de la funcién normal, evaluada en las
proporciones marginales acumuladas de la tabla,
y una vez obtenidos los umbrales, se procede a la
estimacibn de p por méaxima verosimilitud.
Aungue la primera es mas formal, la segunda

tiene la ventaja de facilitar los calculos numéricos.

4.3 Ecuaciones de maxima verosimilitud:
Los datos de partida son las frecuencias
observadas nj de la tabla, con i=1,2,...,.5yj =
1,2,...,r. Sea m; la probabilidad de que una
observacién caiga en la celda (i, j). La
ver05|m|||tud de la muestra esta dada por:

L= CHHTC ’ siendo C una constante  (6)
Tomando ellogaritmo  /=In L =1n C + g Z; n; 1n 1y

Y aplicando las definiciones dadas para los
umbrales a:y by, se tiene:

= D2 ai, b)-D2(ai, by)-D2(ai, bj-1)+Dai1, bi1)

siendo ®: la funcidn de distribucion normal
bivariada con correlacion p.

El procedimiento para estimar simultdneamente
tanto el coeficiente de correlacion p como los
umbrales ai, az,...,as1, b, ba,..., b1, requiere hallar
las derivadas parciales de [ respecto de cada
parametro. Si se aplica la segunda forma, una vez
estimados los umbrales, como se mostrd en el
ejemplo presentado, se procede a estimar p por
maxima verosimilitud con base en estos
umbrales estimados. Las ecuaciones aplicadas
son:
=0 (P:)

b=® (P))

Siendo pjj la proporcién observada en la celda (j,
N,y piy p; las proporciones marginales
acumuladas de la tabla conjunta de distribucion
de frecuencias. Ademas ®: es la funcion de
distribucién normal univariada.

r

% :zi: z:: 7’-’2: [(DZ(QL, bj) (Dz(a, 1, b/) (DZ(az,bj 1)+(D2(a1 1, b/ 1)]
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Para facilitar los cdlculos se ha desarrollado un
software denominado LISREL (Linear Structural
Relations) Joreskog [9].

5. METODOLQGiA PARA LA
APLICACION DEL SEM

La metodologia para la aplicacion del modelo
propuesto por Lopez y Carrién [3] tomada de la
teoria del SEM, es bastante general y podra ser
aplicada también en este caso con variables
ordinales. Sus pasos se enumeran enseqguida:

1 .Establecer con los expertos del proceso, el
diagrama relacional que represente el sistema.

2.ldentificar los elementos del proceso, tanto
enddgenos como exdgenos.

3. Formular el modelo matematico.

4 Establecer las matrices del modelo y sus
especificaciones.

5. Analizar la identificacién del modelo.

S.Preparar la matriz de los datos de entrada vy
comprobar si es definida positiva. El paquete de
computador hace esta verificacion.

6.Estimar las matrices de parametros y de
varianzas y covarianzas que intervienen en el
modelo. Interpretacion.

7 .Evaluar el modelo mediante el calculo y andlisis
de estadisticas tales como: correlaciones de las
estimaciones, residuales estandarizados,
estadistico x?, raiz del cuadrado medio residual,
coeficientes de determinacion de las variables
observadas.

8.Analizar los resultados obtenidos.

6. IDENTIFICACION DEL MODELO

Un modelo es identificado si tiene solucién Unica;
si los parametros pueden ser determinados
univocamente; esto es, si y sélo si para dos
vectores de parametros 01y 62 se cumple que
sus matrices de varianzas y covarianzas son
iguales, en el sentido de que su diferencia no
resulta estadisticamente significativa. Everitt
[10].

La identificacion consiste en generar valores
Unicos para los parametros By I' involucrados en
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el lado derecho de las ecuaciones estructurales
(3). Si el modelo no es identificado habra un
nimero indeterminado de conjuntos de
parametros que podrian generar la matriz X de las
variables observadas.

7. ESTIMACIONES DE LOS
PARAMETROS

Las estimaciones de los parametros se obtienen
minimizando una funcion de ajuste definida como
siendo S -3 siendo S la matriz de varianzas vy
covarianzas muestrales y ¥ la estimacion de la
matriz de varianzas y covarianzas poblacionales
Y, la cual es expresada en funcidon de los
parédmetros del modelo:

()

2:[2 z] . [ A (AOIT ¥ A +6. A TTOA,
Zx_v Zxx /A\x(i)ﬂ,[\,y |/A\)r(i)[\'x+©h

conI1 = AI'y A=(-B) " siendo (I-B) una matriz no
singular.

El lado izquierdo de esta ecuacion es la matriz
estimada de varianzas y covarianzas de las
variables observadas X e y, las cuales estan
expresadas, respectivamente, en funcién de las
variables no observadas o factores £ y n, en las
ecuaciones (1) y (2). De otro lado, mediante
trabajo algebraico con esas ecuaciones y la
ecuacion (3) se llega a expresar la COV [n] como
IIDIT'+¥*, cuyas estimaciones aparecen en el
lado derecho de la ecuacién (7). Detalles de estos
calculos pueden ser consultados en [3].

La ecuacion (7) expresa entonces la matriz
estimada de varianzas y covarianzas de las
variables observadas %, como una funcién de las
estimaciones de las cuatro matrices de
parametros: A,, A, B y I', y de las cuatro
matrices de varianzas y covarianzas de los
factoresyloserrores: @, 'V, 0,y O..

En el andlisis se utilizan las variables medidas
como desviaciones respecto de su media, lo cual
lleva a ecuaciones de regresion con intercepto
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nulo, indicando un desplazamiento del origen
pero sin afectar las covarianzas entre las
variables, las cuales en consecuencia se calculan
como el valor esperado del producto de tales
variables.

Entre los métodos de estimacién se pueden
mencionar Joreskog [11] : Minimos cuadrados no
ponderados (ULS), Minimos cuadrados
generalizados (GLS) y de Maxima verisimilitud
(ML), los cuales minimizan la forma cuadratica F
respecto de 0:

F(0) = (s - &)w'(s - &)

Siendo s y o vectores conformados por IoAs
elementos no redundantes de las matrices Sy X
respectivamente. La matriz W es una matriz
definida positiva que tiene como dimension el
numero de elementos no redundantes de S. Los
diferentes métodos de estimacion tienen en
comun que:

* F(S.5)>0
° F(S,EAZ):O<:>S:Z
* F(S,Y)escontinuaenSyenx

A2
e SiW esla matrizidéntica, Fserdla t(S-2),y
dara origen al método de estimacién llamado
de Minimos cuadrados no ponderados ULS.

e SiW es una funcion de los elementos de S se
genera el método de Minimos cuadrados
aeneralizados GLS.

A
® SiW es una funciéon de los elementos de X el
meétodo originado sera el de Maxima
verosimilitud ML.

La diferencia entre los métodos GLS y ML es que
el segundo va cambiando con cada actualizacion
durante la pasada por computador, porque
depende de las estimaciones que va realizando,
mientras que el método GLS no lo hace porque
utiliza en la matriz W los valores alimentados
como datos que los toma como fijos.

8. CONCLUSIONES

Con esta revisidbn se ha logrado dar soporte
tedrico a la extension de la técnica multivariada
SEM (Structural Equation Modeling) para el
rediseNo de procesos industriales que generen
datos tanto continuos como discretos vy
ordinales. Como ya se ha mencionado, en la
primera aplicacion se logré la cuantificacion de las
relaciones entre las operaciones de un proceso y
las caracteristicas de calidad generadas,
utilizando variables continuas; con la extensiéon a
variables ordinales se ha generalizado el modelo.
El grupo de investigacion se encuentra trabajando
en su aplicacién a datos reales, obtenidos de
procesos industriales.
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