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RESUMEN

Gottlob Frege construye un sistema légico formal que le permite definir los nimeros naturales
a partir de principios légicos exclusivamente. Este trabajo es considerado como uno de los
desarrollos de la l6gica y la filosofia mas significativos en el contexto de la fundamentacion de la
matematica. Este reconocimiento permanece actualmente a pesar del resultado de Bertrand
Russell, quien identificé una contradiccion en los cimientos de este sistema. Este trabajo de grado
pretende identificar los aspectos relevantes que caracterizan la definicion de namero natural de
Frege, a partir de tres contextos generales: l6gico, ontoldgico y epistemoldgico. Para ello, se
realizard el estudio de sus tres obras claves Begriffsschrift, Grundlagen y el tomo | de
Grundgesetze publicadas en 1879, 1884 y 1893 respectivamente, y en las cuales él engloba todo

su proyecto logicista.

Palabras claves: Numeros naturales, fundamentacion de la matematica, I6gica, principios

I6gicos, sistema formal, Gottlob Frege.
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Introduccion

Este trabajo de grado se enmarca dentro de la linea de investigacion de Historia de las
Matemaéticas del Programa de Licenciatura en Matematicas y Fisica, adscrito al Instituto de
Educacion y Pedagogia de la Universidad del Valle, y va dirigido a estudiantes de la licenciatura
en matematicas y docentes en matematicas interesados en conocer una de las tesis alternativas para

la fundamentacion de la aritmética: La definicion logicista de los nimeros naturales.

Asi pues, aqui se estudia la definicion de los nimeros naturales propuesta por Gottlob Frege,
dada a conocer a finales del siglo XIX, como el intento més destacado en dar una definicion
estrictamente l6gica de la nocién de nimero. En este sentido se busca dar una respuesta a la

pregunta que articula el trabajo filosofico de Frege: ¢ Qué son los nimeros?

Esta pregunta surge del hecho de que hasta antes del siglo XIX no se habia logrado a cabalidad
una aritmetizacion del analisis. En efecto, hacia finales del siglo XIX, dentro del campo del
conocimiento cientifico y en particular en lo que respecta a las matematicas, empiezan a surgir
nuevas teorias donde prevalecia el rigor y la formalizacion. Entre estas teorias se destacan a las
geometrias no euclidianas, la teoria general de los nimeros complejos, la teoria de nimeros
transfinitos de George Cantor, entre otros. En general, se dan nuevos aportes al algebra y a la
consolidacion del andlisis (Sereni & Panza, 2013). Pero una caracteristica de este movimiento
cientifico es que los matematicos de esta época no podian precisar la naturaleza de los objetos con
los que trabajaban. (Kenny, A. (1995/1997)).

Esta dificultad se evidencia desde la filosofia antigua cuando se plante6 el llamado “problema

de Platon”: ;Por qué los seres humanos pueden acceder a objetos abstractos si estos no hacen parte



del mundo sensible? Ciertamente, desde la concepcion de Platon, los objetos matematicos son
objetos abstractos no causales y, por tanto son independientes del mundo concreto. A pesar de las
bondades de esta perspectiva para explicar la naturaleza de las matematicas, la anterior pregunta
ha planteado un verdadero desafio al platonismo.

En este sentido, algunos fildsofos de las matematicas han tomado esta pregunta como el eje
central de su proyecto filosofico, y han querido ofrecer una respuesta, conservando una posicion
platonica respecto de los objetos matematicos. Otros, al contrario, han optado por una posicion

anti-realista respecto de los mismos.

En lo que concierne a este trabajo, se toma como objeto de estudio uno de los intentos mas
destacados historicamente que se puede interpretar en la primera direccion arriba mencionada; y
se trata como ya se habia anticipado, del trabajo de Frege, quien intenté fundamentar toda la
matematica en la l6gica. Este establecio una postura totalmente nueva y basada fundamentalmente
en el rigor deductivo, en el cual se niega el valor de lo empirico y lo psicolédgico. La respuesta que
Frege dio a este interrogante ha sido considerada como una version moderna del platonismo

matematico.

Las investigaciones de Frege inician y se desarrollan durante el auge de los desarrollos
matematicos mencionados anteriormente (movimiento de aritmetizacion del andlisis), por lo cual
sus trabajos se inscriben en la nueva forma de hacer matematicas, en especial se destaca la
relevancia que en este momento se reconoce a la nocion de funcion. Frege afirma que el desarrollo
de su sistema debia estar justificado en la Idgica, pues la considera como un fundamento fiable
para proveer una definicion de los numeros. Sin embargo, él se percaté de que para llevar a cabo

su proposito debia reformular la l6gica que existia, la l6gica proposicional®, la cual no era

! La légica aristotélica o l6gica proposicional fue una de las primeras ldgicas que se trabajaba en la Antigua Grecia y
perdurd hasta el siglo XIX. Esta se basaba en los trabajos realizados por el fildsofo Aristoteles.



suficiente para su proyecto, debido a que no ofrecia un lenguaje formal suficientemente rico que

brindara la expresividad requerida.

No obstante, en el cierre de su proyecto Frege debe reconocer la ocurrencia de una
contradiccion o inconsistencia en la Ley V de su sistema, sefialada por Bertrand Russell en 1902.
Este hecho se constituy6 en un golpe letal para la teoria de Frege y para el proyecto logicista de

reducir la matematica a la légica.

Aun cuando el trabajo de Frege se juzgd I6gicamente inconsistente y no fue reconocido por los
autores de su época, no se puede desconocer que este ha jalonado avances muy significativos en
el desarrollo del conocimiento lI6gico y matematico. En virtud de esto, actualmente la obra de
Frege sigue siendo objeto de estudio paradigmatico para la filosofia de las matematicas. Es por
ello que nuestra investigacion tiene como proposito principal destacar los aspectos mas relevantes
que caracterizan los trabajos de Frege, en relacion a la definicion de nimero natural, ligados a tres

contextos generales: l6gico, ontoldgico y epistemoldgico.

Es pertinente explicar, para no dar lugar a errores de interpretacién, lo que se entiende por
I6gico, ontoldgico y epistemoldgico; asi pues al hablar del contexto l6gico nos referimos a la l6gica
como teoria formal. En el contexto ontoldgico pretendemos determinar bajo qué condiciones se
caracteriza y se entiende la naturaleza de los objetos matematicos (los nimeros naturales), y en el
contexto epistemoldgico se hace alusion al por qué nosotros como sujetos causales podemos

acceder a los objetos abstractos.

En este sentido, este trabajo de grado se desarrolla en tres capitulos que corresponden con los
tres libros de Frege, Begriffsschrift, Grundlagen y Grundgesetze, escritos en el marco de su

proyecto de formalizar la nocion de numero:



e En el primer capitulo, se expone lo que a criterio de Frege faltaba a la l6gica: se dilucida
el caracter formal de su lenguaje y se introduce las nociones basicas en el lenguaje de
férmulas que él mismo formulo.

e En el segundo capitulo se estudia la tesis logicista, por lo cual se identifica, a juicio de
Frege, algunas de las imprecisiones que las concepciones clasicas de nimero comportan.
Ademas se introduce la primera definicion informal de nimero que es coherente desde el
punto de vista de un conocimiento riguroso.

e En el tercer capitulo, se presenta la reformulacion de su lenguaje de férmulas, y se analiza
la formalizacion de la definicion de ndmero natural. Ademas, se deducen algunas
proposiciones aritméticas a partir de su lenguaje de férmulas, paralelo a ello se aclara,
desde la interpretacion de Panza (2015), uno de las nociones mas relevantes dentro de este

lenguaje: la nocion de funcion.

Finalmente, se hara una reflexion a modo de conclusiébn que permite mostrar mas
especificamente los aspectos que son significativos en el trabajo de Frege, y la pertinencia de hacer
un estudio como este. En esta reflexion, se destaca principalmente su contribucién a la

fundamentacion de la matematica.



CAPITULO 1

1. FORMALIZACION DE LA LOGICA: CONSTRUCCION DE UN
LENGUAJE DE FORMULAS.

Introduccion

En este capitulo se pretende hacer un estudio del sistema formal que Frege construye y que
sirve de base para el desarrollo de su proyecto. En este sentido, se hace una recopilacion de las
nociones légicas que son fundamentales en la construccion de los nimeros naturales propuesta por
Frege. Estas nociones se exponen en su primer libro Begriffsschrift y son reformuladas al inicio
del tomo I de su tercer libro Grundgesetze der Arithmetik Begriff schriftlich Abgeleitet. Para los
fines de este capitulo solo se tendra en cuenta el primer libro.

Para hacer esta revision se tiene en cuenta dos traducciones del libro Begriffsschrift. Una
version en esparfiol realizada por Hugo Padilla en 1972, cuyo texto se titula Conceptografia; y otra
en inglés realizada por Jean Van Heijennoort que se encuentra en su libro titulado From Frege to
Godel.

1.1. Consideraciones generales del sistema formal en Begriffsschrift

Frege en 1879, publica su libro Begriffsschrift. Al inicio de este, Frege expone que en el marco
del conocimiento cientifico, para establecer la verdad de las proposiciones, es necesario partir de

ciertas conjeturas, donde es preciso determinar los casos en que esas proposiciones son posibles,



y seguidamente, evidenciar por medio de las cadenas de inferencia, la relacion que presentan con
otras verdades existentes. Sin embargo, establecer la diferencia entre una proposicion valida para
casos particulares, verdad particular, y el momento preciso en que una proposicion podria

establecerse como verdad universal, no era inmediato.

De modo que Frege clasifica las verdades en dos tipos: aquellas en donde la prueba puramente
I6gica es primordial y las que se apoyan en la experiencia. Al hacer la clasificacion se debe tener
en cuenta el tipo mas completo de prueba al que una verdad esté sujeta. Para ello es necesario la
actividad sensorial, que es la que permite ser consciente de si una verdad pertenece a uno u otro
tipo. (Frege, 1879/1967).

En este sentido, Frege se cuestiona sobre el tipo de verdad al que pertenecen los juicios
matematicos. Para dar respuesta a esta cuestion, se centra primordialmente en la aritmética, y se
apoya en las leyes del pensamiento, puesto que por su generalidad ellas sobrepasan las verdades
particulares. Basado en esta idea, él busca la forma de demostrar que el concepto de ordenacion
en una serie puede ser obtenido como una consecuencia légica (la demostracion se fundamenta en
principios l6gicos universales), e intenta dejar a un lado el caracter intuitivo, es decir, suprimir

toda inconsistencia 0 hechos que no tuvieran una base sélida dentro de la cadena de inferencias.

No obstante, a mayor complejidad de las relaciones es mayor la dificultad de mantener la
formalidad y exactitud requerida. De manera mas precisa, la logica proposicional de Aristoteles
no ofrecia un lenguaje formal suficientemente rico que brindara la expresividad que se requeria.
Esta logica era limitada para expresar los tipos de juicios que Frege pretende formular, y es por
ello que este ultimo se ve en la obligacion de escribir su Begriffsschrift.

En Begriffsschrift Frege busca dar cuenta de una prueba segura fundamentada en el rigor. Aun

asi, no es un lenguaje que pretenda reemplazar al lenguaje natural, sino que permite llenar los



vacios que hasta su momento existian en el lenguaje de férmulas utilizado. Es decir, es un dominio
caracteristico del lenguaje natural que surge de la necesidad de intentar resolver las ambigiiedades
que presentaban algunas expresiones linguisticas. Estas ambiguedades, eran consecuencia de la
relacion estrecha que se habia mantenido entre la gramatica, el lenguaje y la l6gica, y que Frege

en cierto sentido pretendia debilitar.

Frege en la construccion de su lenguaje no toma en consideracion la distincion entre sujeto y
predicado que se maneja desde la gramatica y que constituia la estructura bésica de analisis de la
I6gica proposicional. Su interés es demostrar que en la ldogica, las distinciones gramaticales no

adquieren un significado sustancial. Para aclarar su concepcién veamos un ejemplo:

Carlos gand la medalla gracias a David. (@D)]

David permitié que la medalla la ganara Carlos. (2)

Desde el punto de vista gramatical estos enunciados muestran un contenido conceptual distinto,
puesto que el primer enunciado tiene como sujeto a Carlos y el segundo a David, asi mismo el
predicado en la primera es “gan0 la medalla gracias a David” y en el segundo es “permitio que la
medalla la ganaré Carlos”. Lo anterior permite evidenciar que la diferencia entre sujeto y predicado
depende de la estructura misma de la oracién. No obstante, para Frege estos enunciados, desde un

punto de vista l6gico expresan un mismo contenido conceptual.

Asi, por ejemplo, los dos enunciados anteriores se pueden escribir en uno solo, de tal manera
que se exprese lo mismo y se conserve lo que es significativo en los dos enunciados. La forma de
expresarlo seria: “La circunstancia de que David haya permitido ganar una medalla a Carlos, es un
hecho”. Notese que el enunciado también esta compuesto por la estructura sujeto-predicado, solo
que en el sujeto, “La circunstancia de que David haya permitido ganar una medalla a Carlos”, esta
contenida la mayor parte de lo que se esta significando y el predicado “es un hecho” da solo el
sentido asertorico (en este caso se toma el enunciado como una afirmacién dada). De ahi que, al

combinar los dos enunciados con otros enunciados, las consecuencias que se derivan del contenido



del primer enunciado, deben ser consecuencias del segundo enunciado. Esta caracterizacion le
permite a Frege considerar que el contenido conceptual de cierto enunciado, sin importar su
estructura misma, es uno de los componentes fundamentales para el desarrollo de su sistema. Este

va a ser la base de toda su simbologia.

Sin embargo, Frege se pudo percatar que no todo contenido conceptual era apto para su estudio,
por lo que clasificd y definié los contenidos en judicables? y no judicables. Los primeros son
aquellos enunciados que mantienen una coherencia sintacticamente hablando y que ademés son
susceptibles de ser considerados como verdaderos (segun Frege afirmados) o falsos (negados), y
los segundos son aquellos que al expresarlos no es posible establecer si se afirma o se niega el

enunciado.

De este modo, él acotd el terreno de su trabajo y desecho lo que para él no expresaba nada o no
tiene incidencia dentro de su sistema. Su interés es expresar sélo lo necesario que da significado a
la secuencia de inferencia. En este sentido, Frege determina que la estructura sujeto- predicado no
es una buena rejilla de analisis para la cadena de inferencias, puesto que no permite trabajar con
las relaciones complejas. Ademas, sujeto y predicado pueden variar en enunciados cuyo contenido

conceptual es el mismo.

En lo que concierne a esto y a uno de los ejemplos que Frege propone, el cual es analogo al

dado anteriormente, él afirma:

Ciertamente, también aqui se puede, si se quiere, distinguir entre sujeto y predicado, pero el
sujeto encierra el contenido completo, y el predicado sélo tiene el proposito de poner a éste
como juicio. Un lenguaje asi, tendria tnicamente un predicado para todos los juicios, a saber,

“es un hecho”...

2 Esta palabra se utiliza para expresar la idea de un contenido que es susceptible de ser verdadero o falso, pero no es
estrictamente un juicio. Ella se conserva de la traduccién textual de Hugo Padilla. Su definicion se mantiene de la
version en inglés, debido a que no hay una traduccion propia del término en espafiol.



... En el primer esbozo de un lenguaje de formulas me dejé llevar por el ejemplo del lenguaje
ordinario, componiendo los juicios con sujeto y predicado. Pero pronto me persuadi de que

esto era contrario a mi proposito y de que sélo conducia a prolijidades indtiles. (1879/1972,
p. 7).

Las explicaciones precedentes quieren resaltar la importancia que Frege le atribuye a los
contenidos conceptuales y en particular al estudio sobre la verdad de un tipo especial de ellos: los

contenidos judicables.

1.2. El juicio

Como se dijo anteriormente, Frege presenta enunciados en los que el sujeto abarca el contenido
completo y el predicado sélo les otorga a estos el caracter asertorico. El predicado en estos

enunciados es comin para todos y se enuncia de las siguientes formas: “es un hecho”, “es verdad”,

etc. Se puede ver que su funcion es otorgar la verdad a lo que se dice.

La Conceptografia (Begriffsschrift) es un lenguaje que trata sobre estos enunciados, en los
cuales, como ya se menciond, la distincién sujeto-predicado no tiene trascendencia. Frege toma en
consideracion esta perspectiva para definir la nocion de juicio. Los juicios son enunciados que se
componen de contenidos judicables a los cuales se les certifica la verdad. Los enunciados que no
responden a esta condicion se les llaman combinacién de ideas. Para ilustrar mejor estas
definiciones consideremos las expresiones: “Llueve”, “gato” y “el cielo es azul”. Todas estas
expresiones son combinaciones de ideas, sin embargo, solo la primera y la Gltima pueden
convertirse en juicios. Esto es posible porque se componen de contenidos judicables y, por tanto,
se les puede asignar un valor de verdad. De modo esquematico veamos cémo quedan las

expresiones al asignarles un predicado comun, el cual garantiza la verdad:

A. Esverdad que llueve 0, también, la circunstancia de que llueve, es un hecho.

B. Es verdad que gato 6, dicho de otra forma, la circunstancia de gato, es un hecho.
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C. Es verdad que el cielo es azul 6, expresado de otra forma, la circunstancia que el cielo es

azul, es un hecho.

La expresion B no significa nada, puesto que no es posible determinar a queé se le atribuye el
caracter de verdad. La palabra “gato” por si sola no deja decidir sobre su valor de verdad, mientras
que en las otras dos si se especifica lo que se esta afirmando, como dar por hecho que esta lloviendo

0 que efectivamente el cielo es azul.

Asi pues, Frege establece los simbolos &+ y — para diferenciar entre juicios y

combinaciones de ideas. Siempre que se hace referencia al juicio de un enunciado X, este se

representa asi F—X. A la barra vertical se le da el nombre de barra del juicio, mientras que la
barra horizontal se conoce como barra del contenido. Si se omite la barra vertical, esto convierte

al juicio en una mera combinacion de ideas, por lo cual sera susceptible de ser verdadero o falso.

Es importante sefialar que la afirmacion que otorga la barra del juicio a un enunciado con
contenido judicable se puede asignar, segun sea el caso, a éste 0 a la combinacién de simbolos que

estan después de la barra del contenido que son a su vez contenidos judicables.

Todo enunciado que le anteceda el simbolo F—"debe ser un contenido judicable debido a la
definicion de juicio, donde F—es el predicado comdn para todos los juicios. Aqui el contenido
judicable hace referencia a lo que expresan los contenidos conceptuales y no a la forma gramatical

como se presentan los enunciados.

Si se retoma el ejemplo que se mostro arriba, se puede identificar que los enunciados (1) y (2)
expresan e indican lo mismo, aun cuando su manera de formularse no sea la misma. Por lo cual, si

se asigna a estos el caracter asertorico, es decir si se convierten en juicios, estos dos enunciados se
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reducen a tener el mismo contenido judicable. Por esta razon no se hace necesario establecer la

diferencia entre proposiciones con igual contenido judicable, Frege (1879/1972).

1.3. Operadores logicos del sistema de Frege

Una vez aclaradas las nociones anteriores, Frege se dispone a simbolizar las relaciones
sintacticas que se establecen entre las proposiciones. Asi mismo, determina el valor de verdad que
estas adquieren, el cual depende de los valores de verdad asignados a cada una de las proposiciones

implicadas.

Para precisar e indicar las relaciones que se dan entre las proposiciones, él define lo que en la
I6gica clasica se conoce como condicionalidad, negacion, disyuncion exclusiva e inclusiva y
conjuncion. El no define la bicondicionalidad, sin embargo, se puede inferir que su definicion se
da como una extension de la condicionalidad. Estas relaciones se conocen hoy como los operadores

I6gicos tradicionales.

Resulta evidente que, en el marco de este sistema, Frege toma las nociones de condicionalidad
y negacion para representar los demas operadores l6gicos y el modo de inferencia fundamental
conocido actualmente como modus ponendo ponens. El sefiala que sélo hace referencia a este
modo, ya que para tener claridad y orden dentro de su sistema debe usar lo mas elemental. A

continuacion, se definen cada uno de estos operadores.

1.3.1. Condicionalidad
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Sean A y B contenidos judicables; existen cuatro posibles formas de combinar sus valores de
verdad?®:

1) Aesafirmaday B es afirmada.

2) Aesafirmaday B es negada.

3) Aesnegaday B es afirmada.

4) Aesnegaday B es negada.

De acuerdo a esto, Frege define la condicionalidad bajo estas cuatro formas. Es decir, la
condicionalidad es el juicio en el cual los casos 1, 2, y 4 se dan, mientras que el caso 3 no. Para
los primeros tres casos se certifica la verdad de la condicionalidad y para el Gltimo se certifica la

falsedad de la misma.

Esta se representa mediante el simbolo L-; , la barra vertical que une las lineas horizontales
se llama barra de condicion. La barra horizontal que esta entre la barra de condicion y A es la barra
del contenido de A. La barra horizontal que esta entre la barra de condicion y B, es la barra del
contenido de B, y la barra horizontal que esta en la parte superior a la izquierda de la barra de
condicion es la barra del contenido para el significado; esta hace referencia al contenido total de
la expresion (Frege, 1879/1972). En una de las posibles interpretaciones modernas®, y quiza la mas
divulgada, el simbolo de condicionalidad de Frege, se expresa usualmente asi: B — A, donde B es

el antecedente y A el consecuente.

De las posibles combinaciones de los valores de verdad, hay tres modalidades donde la

—_ A
combinacion de ideas® L-B es afirmada (para el caso aqui planteado B — A). En la primera

3 Frege trabaja los valores de verdad en términos de lo afirmado y lo negado. En la l6gica clasica esto hace referencia
a lo verdadero y lo falso respectivamente.

4 Desde otras logicas es posible hacer otras interpretaciones, pero las que se hacen en este trabajo corresponden a la
I6gica cléasica que es la que usualmente se trabaja en el aula de clase.

5> Es necesario recalcar que siempre que se hace referencia a una combinacién de ideas, se omite la barra del juicio
(barra vertical).
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modalidad, se conoce que A es afirmada luego se garantiza la verdad de la combinacién de ideas
por los casos 1y 2, independientemente del valor de verdad que se le asigne al contenido de B;
andlogamente si B es negada se garantiza la verdad por los casos 2 y 4, sin importar el valor de
verdad de A. En estas dos modalidades, segun Frege, para determinar el valor de verdad de toda la
expresion no es importante que exista una conexién causal entre A y B, ya que su valor de verdad
se garantiza por los casos antes mencionados, por ello se rechaza la palabra “si” del lenguaje

natural.

Para la tercera modalidad, es posible hacer el juicio desconociendo los valores de verdad
asignados a A y B, puesto que el juicio presenta una conexion causal entre ellos®, asi un contenido
judicable (B) es condicion suficiente para garantizar el otro (A4). Esta condicion se interpreta en
el lenguaje natural con el conjuntivo “si”. No obstante, este conjuntivo no se simboliza en el

lenguaje utilizado por Frege, pues él se halla inmerso dentro del simbolo del juicio.

Con lo dicho anteriormente es posible analizar los valores de verdad de los enunciados A, B y
T Ts
B .
I' que forman a r . Este se compone de dos partes L5 y I". Luego teniendo en cuenta las

—_d
cuatro formas mencionadas antes, no se da el caso en que L esnegado y I' afirmado. Ahora,
—_d

L5

no. Este caso se refiere a A es negada y B afirmada. Por consiguiente, para el juicio dado

al negar indica por la definicion de condicionalidad que el caso 3 se cumple y los restantes

inicialmente no se da el caso en que A es negada y B y I' afirmadas. En una de las posibles

interpretaciones modernas el juicio en cuestion se expresaasi I' - (B — A).

1.3.1.1. Modo de inferencia fundamental (Modus ponendo ponens)

6 La conexion causal no se da entre los contenidos, sino entre los valores de verdad que se les asigna a ellos.
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l—EA
B
—=
Frege en primera instancia expresa el modus ponendo ponens’ asi: 4. Este se compone de

A
dos juicios: L (condicionalidad) y F—B (que asegura que B es verdad), a partir de los

o
cuales se obtiene F—A. El juicio B indica que s6lo se pueden dar los casos 1, 2 y 4

mostrados arriba, de modo que se descarta el caso 3. Ahora, de los casos 1, 2 y 4, en virtud de
B se descartan los casos 2 y 4. De esta manera, s6lo quedaria el primer caso, el cual sefiala
que A es afirmada y B afirmada. Sin embargo, Frege considera que esta forma de expresar esta
inferencia resultaria dificil si se trabaja en el marco de expresiones mas complejas; por ello plantea
una forma alternativa de representacion. De ahi que designa a uno de los juicios mediante un

simbolo abreviado. Para ilustrar mejor, Frege propone el siguiente caso a manera de ejemplo:

Si se tiene
I A
=
T
s

Segun Frege, lo anterior se puede escribir de forma abreviada usando el simbolo XXX para

designar el juicio F—r". Este simbolo va seguido de dos pares de puntos los cuales indican el

lugar donde el juicio se ubica en la inferencia:

I—Ed
B
Si se define el juicio B se puede aplicar nuevamente modus ponens de manera que se obtiene

un nuevo juicio y en su forma simplificada se expresa asi:
A
ji=
r

—a.

(XX, XXX):

" Es importante resaltar que Frege al modus ponens no lo nombra asi, sino que se refiere a este como modo de
inferencia fundamental. Pues para él todo puede ser expresado respondiendo a este.
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Los simbolos (XXX) :: y (XX) :: designan a los juicios Ty B respectivamente. Se
debe tener presente que los dos pares de puntos a la derecha indican que el juicio que ha sido
designado, es aquel que se ubica en segundo lugar en la inferencia; y cuando aparezca s6lo un
par de puntos, el juicio designado es el que se ubica en primer lugar en la inferencia. Las dos
barras que estan a la derecha del signo (XX, XXX) :: denotan que se debe aplicar el modus
ponendo ponens dos veces. En una de las posibles interpretaciones modernas, lo anterior

equivale a:

I'-(B-A) BoA
_r _B
B—-A A

1.3.2. Negacion

La negacidn se representa con una barra vertical que se afiade en la parte inferior de la barra del
contenido de un juicio®, y se le da el nombre de barra de negacion. La barra de negacion significa
que el contenido de todas las expresiones que se encuentran a la derecha de ella no tiene lugar, es

decir que dicho contenido no es posible. La representacion esta dada por el siguiente simbolo:

b4
La barra de negacion divide la barra horizontal en dos. La parte de la barra que esta a la derecha
de la barra de negacion se le da el nombre de barra de contenido de A, y por tanto, lo que esté en
ella afecta solo a A. La barra a la izquierda de la barra de negacion se le Ilama barra del contenido

de la negacion de A y lo que esté en ella afecta a la negacion de A. (Frege 1879/1972)

8 Supdngase la negacion de un conjunto de ideas™ ~4; al no ser esto un juicio no se puede asegurar nada sobre el valor
de verdad de este conjunto de ideas, segun el cual A no tiene lugar. En otras palabras, dicha expresion no certifica la
verdad de la idea.
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A
Por ejemplo, si se tiene el juicio 8 se puede determinar que la barra de negacion solo afecta

al contenido de B en virtud de su ubicacion. Ahora por la condicionalidad T3 se sabe que el
caso 3 (B afirmada y A negada) no se puede dar. Pero, como en el juicio dado se niega el contenido
de B, entonces no se da el caso en que A y B son negados. Por lo que se puede inferir que solo se
certifica la verdad de la condicionalidad dada (=B — A), si se cumple una de las siguientes

formas?:

1) Aces afirmaday B es afirmada.
2) Acesafirmaday B es negada.
3) Aesnegaday B es afirmada.

I—EA
De manera analoga si se tiene & la barra de negacion sélo afecta al contenido de A4, por
lo cual en este juicio, no se da el caso en que B y A son afirmadas, es decir para dicho caso se
certifica la falsedad de la condicionalidad B — — A. Para los casos restantes, se certifica la verdad

de esta condicionalidad.

1.3.3. Disyuncion inclusiva, exclusiva y conjuncién

En este punto conviene subrayar que Frege describe la disyuncion (inclusiva y exclusiva) y la
conjuncion, a traves de letras y expresiones relacionadas con estos términos, es decir cuando habla
del “o0” se refiere a la disyuncion inclusiva; si se trata de la disyuncion exclusiva utiliza la expresion
“either -or” 1° (traducida al inglés), y para aludir a la conjuncion emplea la letra “y”. Asi mismo,

para definirlas y simbolizarlas toma en consideracion los conceptos de condicionalidad y negacion.

9 Estas corresponden a las que ya se menciond en la definicion de condicionalidad.
10 En virtud de que no hay una expresion en espafiol que permita hacer la traduccion, se deja el “0” exclusivo en su
version en inglés, que expresa que se da uno de los dos pero no los dos.
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Frege designa a la expresion “A o B” por medio del simbolo —':; que en una de las posibles
interpretaciones modernas se expresa asi: =B — A. Luego por definicion de condicionalidad, esto
equivale a —(—=B) V A; y por la equivalencia de la doble negacion, es lo mismo que tener B V
A. Finalmente por propiedad conmutativa, se obtiene A v B, lo que coincide con la definicién de

la disyuncion inclusiva. Como se sabe, su valor de verdad es falso sélo cuando A y B son falsas.

A
Note que —# también expresa la disyuncion inclusiva, pero dada de la siguiente forma = AV

=B, por tanto su valor de verdad es falso s6lo cuando A y B son verdaderas.

Posteriormente Frege establece que la expresion “either -or” une los significados de las dos

combinaciones de ideas:

A ¥: |
T, T
En este sentido, para obtener la verdad en la disyuncion exclusiva se debe considerar el valor de

verdad que adquieren conjuntamente.

4
Asi, Frege sefiala que B evoca la posibilidad de que no tiene lugar para A y B afirmadas

A
y que j‘:ﬂ no tiene lugar para A y B negadas, luego al analizar simultdneamente el valor de
verdad que estos adquieren, se puede descartar los casos 1 y 4 mencionados en la definicion inicial
de condicionalidad. Esto garantiza que la verdad conjunta de las dos condicionalidades se da s6lo
para:
1) A negada y B afirmada
2) A afirmada y B negada

De esto se confirma que las dos proposiciones A y B no pueden obtener simultdneamente el mismo

valor de verdad, y es en esto que se diferencia de la disyuncion inclusiva. (Frege 1879/1972).
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En la disyuncion exclusiva que acabamos de mostrar el “y” es expresado en términos del
lenguaje natural, y siguiendo el razonamiento de Frege de utilizar o hablar s6lo de la

condicionalidad y la negacion, se puede interpretar que él busca una forma de simbolizarlo. Para

A
-[B (éste

llevar a cabo esto, Frege formula el conector “y” a partir de la negacion de

A
corresponde con la disyuncion inclusiva) de donde obtiene B Este evoca la posibilidad de

A4
que soélo puede tener lugar para A y B afirmadas. Por tanto, al formar el juicio B se certifica

que se da la verdad solo para el caso en que A 'y B son afirmadas y la falsedad para los demas casos
11

De aqui, se puede inferir que lo anterior coincide con la conjuncion, A A B, trabajada en la

4
I6gica clasica. El juicio B en una de las posibles interpretaciones modernas se expresa asi:

—(B = —A) por definicion de implicacion, esto equivale a =(—=Bv—4), por ley de De Morgan y

el principio de la doble negacion se obtiene B A A, y por la conmutatividad del “A” se llegaa A A B.

Una vez simbolizado el “y” del lenguaje natural, Frege procede a representar la disyuncion

exclusiva “Either A or B”, en términos modernos A ¥ B, haciendo uso de un sélo simbolo que

lleva implicito el “y” del lenguaje natural'?:

11 Asi cdmo es posible expresar la conjuncién en términos de la condicionalidad y la negacién, Frege establece que
también se puede expresar la condicionalidad en términos de la conjuncién y la negacion. Para ello, introduce un

- . . . - - r
nuevo simbolo para el término “y” (conjuncion). De modo que el contenido total de r A A se representa por {A,
A

T{-r

—_d

entonces la condicionalidad L5 quedaria expresada mediante B, En este simbolo, la primera barra de
negacion afecta al contenido total de la expresion que esta a la derecha de la misma, mientras que la segunda barra de
negacién solo infiere en el contenido de A. En el lenguaje de la logica clasica esto es equivalente a expresar
— (=4 A B) que por ley de De Morgan y principio de doble negacion equivale a A vV = B. Y como el operador “V” es
conmutativo, por la definicion de implicacidn se llega a la expresion B — A.

Frege elige utilizar la primera forma enunciada para la representacion de la conjuncién, pues para efectos de la
inferencia es mas sencilla.

12 Notese que para Frege la conjuncion si es un juicio, mientras que la disyuncion inclusiva ni la exclusiva las toma
como tal. Una explicacion para ello, parecer ser que Frege utiliza la idea del juicio solo para enunciar teoremas, es
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"I"I'[I:;
e

Si se expresa en una de las posibles interpretaciones modernas esta equivale a —|((—|B - A) -

(A /\B)), por definicion de condicionalidad y ley de De Morgan se obtiene (=B — A) A
- (A A B) y aplicando nuevamente definicién de condicionalidad resulta (BV A) A = (A A B),

que coincide con la definicion de la disyuncién exclusiva.

En relacion a lo anterior, Frege hace dos aclaraciones: él considera a la disyuncion inclusiva
mas importante que la exclusiva dentro de su razonamiento l6gico; y él no hace distincion entre
“y” y “pero”, pues dentro de su lenguaje esto no cobra importancia. Como sabemos, este acuerdo
linglistico se mantiene en la presentacion actual de la seméantica de la légica clésica. En lo que

respecta a la primera aclaracion Frege (1879/1967) dice:

De las dos formas en que la expresion “A 0 B” es usada, la primera, la cual no excluye la
coexistencia de A y B, es la mas importante, y nosotros utilizaremos la palabra “o0” en este
sentido. Quiza es apropiado hacer la distincion entre “0” y “either -or” estipulando que sélo

la Gltima tiene el significado secundario de la exclusion mutua. (p. 19, segun se traduce).

1.4. La identidad de contenido

La condicionalidad y la negacion son operadores que afectan directamente a contenidos.
Cuando Frege alude a la identidad de contenido, ésta a diferencia de los antes mencionados, se
refiere a nombres y no a contenidos. En este sentido, se puede hacer referencia a un mismo objeto

de diferentes formas, dependiendo de cémo se enuncie, al respecto afirma que:

decir algo que es demostrable; mientras que si es algo primitivo (no es demostrable) no lo pone en términos de juicio
sino como una combinaciéon de ideas, que es el caso de la disyuncion.
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La identidad de contenido difiere de la condicionalidad y la negacidn en que ella se aplica a
nombres y no a contenidos. Mientras en otros contextos los signos son solamente
representantes de sus contenidos, de modo que cada combinacién en la que ellos entran
expresa solo una relacién entre sus respectivos contenidos, ellos de repente se muestran a si
mismos cuando son combinados por medio del signo de la identidad de contenido; ya que,
ello expresa la circunstancia de que dos nombres tienen el mismo contenido. (1879/1967, p.

20, segln se traduce).

Es decir, para él los simbolos (A, B etc.) son solo representantes de contenidos, de ahi que
quiere mostrar que dos simbolos son distintos si no tienen el mismo contenido conceptual, pues es
posible determinar el mismo contenido de diversas maneras, sin importar que sus simbolos sean

necesariamente iguales.

A modo de ejemplo, considere un paralelogramo ABCD, cuyas diagonales AC y BD se
cortan en el punto E, el cual coincide con el centro del paralelogramo. Para referirse a este punto
se puede recurrir a diferentes formas de enunciarlo: como el punto medio del segmento AC o del
segmento BD, como el punto de interseccidn entre las diagonales AC y BD, entre otras. En este
sentido, se dice que todos estos nombres tienen el mismo contenido, el punto E, pero no es
suficiente s6lo una forma de hacer referencia a él, pues si es conocido de una forma no implica

que lo sea de la otra.

Es asi que para expresar lo anterior, Frege requiere de un simbolo para la igualdad de contenido,
con el fin de conectar a los respectivos nombres, una de las razones es que un juicio puede tener
diferentes modos de determinacion, pero siguen manteniendo el mismo contenido, y otra es que
para Frege es mas conveniente introducir una abreviacion en vez de una expresion extensa. En
palabras de Frege (1879/1967):
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Por tanto la necesidad de un signo para la identidad de contenido se apoya en la siguiente
consideracion: el mismo contenido puede ser determinado completamente en diferentes
maneras; pero que en un caso particular dos maneras de determinarlo realmente producen el

mismo resultado es el contenido un juicio. (p. 21, segun se traduce).

De esta manera la identidad de contenido es representada por el siguiente simbolo:
—i(4 = B)
Que indica que A y B tienen el mismo contenido conceptual, de suerte que se puede remplazar A

en lugar de B y viceversa.

1.5. Funcién y Argumento

Frege expone la idea general de funcion y argumento mediante la siguiente descripcion:

Si en una expresion, cuyo contenido no necesita ser capaz de convertirse en un juicio, un
signo simple o compuesto tiene una 0 mas ocurrencias y si consideramos ese signo como
reemplazable en todas o en algunas de sus ocurrencias por algo mas (pero siempre por la
misma cosa) entonces llamamos la parte que aparece invariable en la expresion una funcién

y la parte reemplazable, el argumento de la funcion. (1879/1967, p. 22, segln se traduce).

En la afirmacién anterior se hace la distincion entre funcion y argumento, lo cual se aclara a

partir de algunos ejemplos. Uno de ellos, propuesto por Frege, es:

La circunstancia de que el hidrégeno es mas liviano que el anhidrido carboénico.
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Suponga que el argumento es la palabra “hidrogeno” entonces la funcion es “ser mas liviano que
el anhidrido carboénico”. En este caso, si en lugar de la palabra hidrogeno se coloca oxigeno o
nitrégeno, el enunciado altera el sentido, ya que cambia el objeto del cual se estd hablando; sin
embargo, se mantiene la relacion, es decir se tiene una expresion®® variable que se descompone
en un componente estable y el simbolo. Al primero Frege lo llama funcion y al segundo argumento

de la funcién.

Para Frege el componente estable representa todas las relaciones que se pueden formar en la
expresion, él permite identificar los objetos que se agrupan bajo determinada condicion, y el
simbolo, es decir el argumento, se considera como aquello que es reemplazable por otros; es el

objeto que se identifica bajo dichas relaciones.

No obstante, en la distincion entre funcién y argumento no se considera el contenido conceptual
de la expresion. Segun Frege, la distincion depende de puntos de vista, es decir, del modo en que
se determina la composicion de la expresion. En este sentido, un enunciado puede ser analizado
en mas de una forma en lo que respecta a funcion y argumento, conservando el mismo contenido

conceptual.

Lo dicho hasta aqui supone que en el enunciado “La circunstancia de que el hidrégeno es mas
liviano que el anhidrido carbonico,” puede considerarse una segunda transformacién en la que
“anhidrido carbonico” fuese uno de los argumentos para la funcion “ser mas pesado que el
hidrégeno”, donde anhidrido carbonico podria ser remplazado por “acido clorhidrico” 0 amoniaco.
Lo que es importante resaltar de la idea de Frege es que al hacer esta inversion'* entre argumento

y funcion, aun se sigue manteniendo el contenido conceptual.

13 Se utiliza expresién en un sentido libre del término, para facilitar la redaccién del documento, pero se advierte que
para Frege, expresion es una configuracion de simbolos que no denotan lo que es en si misma la funcién.

14 Al respecto conviene decir que realizar la inversion de roles entre argumento y funcién no es tan inmediata, desde
el punto de vista de la construccion del lenguaje, como supone los ejemplos que Frege propone. Esto se puede destacar
en el siguiente ejemplo: Considérese la expresion “El gato es negro” Es claro que en ella se puede formar la funcion
“ser negro” cuyo argumento es “‘gato”, por tanto debe poder aplicarse la norma de Frege; sin embargo, se puede notar
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Asi mismo, la definicion de funcién y argumento que Frege establece deja entrever que en un
enunciado puede aparecer un simbolo en uno o méas lugares, dicho de otra manera, algo puede ser
argumento Yy estar dentro de la funcion a la vez. Por lo cual en la funcidn se distingue los lugares

del argumento de los que hacen parte de la funcién.

Para entender mejor esta idea considere la proposicion que Frege propone:

Caton mato a Caton

En esta proposicion se distinguen tres maneras de formar la funcion: en la primera se toma

como funcion “matar a Caton”, por tanto lo remplazable esta en el primer lugar donde aparece

“Caton” siendo este el argumento. De esta forma si se fija como argumento “Harold”, se obtiene

que “Harold mato a Caton”. Para la segunda, la funcién es “ser matado por Caton” entonces lo

que esta funcion posee ciertas particularidades: al invertirla, el sentido de la expresién no es familiar y universalmente
aceptado, como si sucede con el ejemplo del hidrégeno.

Otra particularidad que se debe resaltar es que la predicacion a la que aqui se hace referencia es monadica, es decir la
propiedad “ser negro” cae sobre el mismo objeto “gato”. Asi pues, hay un problema en la version invertida con la
copula “es”; ella no opera como en el caso anterior del hidrégeno, donde se trataba de una predicacion diadica, una
propiedad que est4 en relacién con otra.

De igual manera en el ejemplo del hidrdgeno se habla del elemento en su término general, pero en el caso del gato
negro no habla de la generalidad del gato. En otras palabras, en un caso se hace referencia a una propiedad esencial
del hidrégeno, mientras que en el otro no se hace alusion a una propiedad universal de los gatos. Mé&s aun, al decir
“ser mas liviano que el hidrégeno” se tiene un universo definido composicionalmente (se cuenta con un universo
determinado), pero “ser gato” o “ser negro” no se puede definir funcionalmente de esta forma.

Ahora bien, si volvemos al caso de “lo negro es gato”, se evidencia cierta dificultad en la coherencia y desde el punto
de vista funcional esto parece forzado. En este sentido, se deben transformar las partes de tal manera que la funcion
que se forma tras la inversion sea coherente. Por ello, se debe hacer una adecuada transformacion de la frase donde se
mantenga el sentido y la coherencia, una posible construccion de esta transformacion seria: “los seres negros son
gatos” o “algunas cosas negras son gatos”; el problema es que se debe construir no con la simplicidad del ejemplo
enunciado por Frege.

En este sentido es prudente advertir que la inversion entre funcion y argumento depende segun los términos del
enunciado estén bien definidos o no. El caso del hidrégeno es el de un elemento bien determinado, en contraste con
la indeterminacion del gato negro. Esto en cierta medida se relaciona con lo determinado y lo indeterminado que se
trabaja méas adelante.
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reemplazable corresponde al segundo lugar donde aparece Caton, y si se toma como argumento
“Harold” se obtiene “Caton mato a Harold”. Por ultimo, si se considera que se estd haciendo
referencia al mismo Caton entonces la funcion correspondiente seria “matarse asi mismo”. Por lo
tanto Caton sera remplazable en los dos lugares, pero al hacerlo debe ser siempre por lo mismo; se
trabaja con el mismo argumento en ambos lugares. Asi, para el argumento “Harold” se obtiene

“Harold mato a Harold”.

Como se evidencia en el ejemplo anterior, el argumento corresponde a lo que es posible
reemplazar en la funcion. Asi “Caton” aparece en dos lugares y, segun como se tome la funcion
éste puede ser argumento en todos o en algunos de esos lugares. En general, si aparece un mismo
simbolo en varios lugares de la funcién, para considerarlo como argumento en todos los lugares
de dicha funcion, al tomar otro argumento este debe reemplazarse en todos los lugares por lo

mismo.

1.5.1. Funciones con argumentos determinados e indeterminados

En el paragrafo anterior, particularmente en la nota al pie de pagina n°14 se dejé abierto el
problema de lo determinado y lo indeterminado, en el marco de la discusion de las nociones de

funcién y argumento.

Frege no da una definicidn precisa que permita determinar la distincion entre lo determinado y
lo indeterminado, sin embargo, presenta un ejemplo para aclarar su concepcion. Considere las

siguientes proposiciones:

“El nimero 20 es representable como la suma de cuatro cuadrados"

"Todo nimero entero positivo es representable como la suma de cuatro cuadrados” *°

15 Es importante resaltar que esta proposicién corresponde con el teorema de los cuatro cuadrados de Lagrange.
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A primera vista se puede suponer que ambas proposiciones forman la misma funcion: “Ser
representable como la suma de cuatro cuadrados”, a la cual se le ha cambiado el argumento, puesto
que en la primera se establece como argumento “El nimero 20” y en la segunda “Todo nimero
entero positivo”. Pero al no ser estos conceptos del mismo nivel, entonces no es posible afirmar
que ambas proposiciones tienen la misma funcion. Esto se debe a que no es posible poner en
correspondencia la expresion “el nimero 20” con la expresion “todo nimero entero positivo”, pues

lo que se diga de la primera no necesariamente se puede decir del segunda.

Ciertamente, para Frege los distintos modos en que se puede hacer referencia al mismo
contenido conceptual a través de funciones y argumentos no tiene importancia, siempre y cuando
estos dos ultimos se puedan determinar explicitamente. No obstante, en el caso de las
proposiciones anteriores, esto no es posible ya que el argumento de una de ellas esta
indeterminado. Es decir, mientras que la expresion “el nimero 20” alcanza en si mismo una idea
independiente, la expresion “Todo numero entero positivo” no lo logra; ésta hace referencia al
universo de los nimeros enteros, y solo cobra sentido en el conjunto de proposiciones al que da
lugar, esto es cuando se comienza a reemplazar por cualquier nimero entero positivo en la
proposicion. Es aqui donde la distincidn entre funcién y argumento cobra un significado sustancial
e independiente (Frege, 1879/1972).

Esto quiere decir que la distincion funcién y argumento adquiere importancia real cuando hay
indeterminacion, pues lo que se pretende es cuantificar sobre un universo del cual se puede predicar
una propiedad o sefialar un individuo arbitrario que cumpla una cierta condicién. Frege lo que esta
diciendo con todo esto es que se puede tener un lenguaje tan potente que caracteriza todas estas

propiedades en términos de relaciones logicas.

Cabe resaltar que la indeterminacion no afecta la funcién ni establece juicios sobre ella. Por

ejemplo si se tiene el juicio: “usted puede tomar como argumento de la funcion -ser descompuesto
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como la suma de cuatro cuadrados- cualquier entero positivo arbitrario”, lo que afirma este juicio
es que todo numero entero positivo se representa como la suma de cuatro cuadrados, por tanto
puede tomar como argumento cualquier nimero de los infinitos numeros naturales, y su verdad va
a estar garantizada por el juicio aun cuando el argumento sea indeterminado. La indeterminacion
del argumento de la funcién, e incluso la del juicio, no afecta la posibilidad de establecer un juicio

de verdad sobre ellos, es decir se valida la indeterminacion.

Lo anterior permite dilucidar que Frege esté posicionando una cuantificacién universal (que en
términos modernos se reconoce con el simbolo “V”, el cual se lee “para todo™). Su intencidn es
establecer las condiciones formales de predicacidn y deduccion sobre un universo de nimeros, los
naturales. Asi, establecer una distincion entre argumento y funcién por medio de enunciados que
comporten elementos indeterminados (sean funciones o argumentos), posibilita hablar de
dominios de objetos y de funciones que varian en un dominio de objetos indeterminados, lo que
permite la generalizacion de las propiedades generales y de los teoremas matematicos como

enunciados de este tipo.

Es importante retomar la advertencia de Frege (1879/1972) en la que plantea que no se debe
limitar el lenguaje a la pobreza del 1éxico. Por lo general en el acto de hablar, quien piensa el
discurso lo hace dirigiéndose a dos componentes principales: sujeto y objeto, sea consciente o
inconscientemente, y a los cuales les atribuye mas relevancia en comparacion con los otros
componentes que intervienen. Esto se hace siguiendo un dispositivo (dado por el lenguaje) que
permite dotar de coherencia lo que se dice. Sin embargo esto se ve limitado por la escasez de las
palabras.

Es decir, el lenguaje para referirse a esos dos componentes principales debe recurrir a un
dispositivo que tiene y que usa con cierta libertad haciendo la adecuada eleccion de las formas del
verbo, de las palabras y de los adjetivos en un reino aparentemente “libre” pero que en realidad es

restringido porque de alguna manera no es infinito. Por ello, Frege destaca la pertinencia de contar
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con una simbologia que dote de simplicidad el lenguaje y que ademas pueda enriquecerlo; como
un caso particular de esto, él busca justamente crear una simbologia que permita trabajar con las

funciones en el sentido general del término.

1.5.2. Representacion simbolica de funcion

Frege nos ha llevado al problema de la indeterminacion de las funciones en un proceso
sistematico. Esto se evidencia por la forma en que él fue dando lugar a la indeterminacién: primero
mostrd las diversas posibilidades que puede tener una funcion, dotando de significado a la misma
para uno u otro argumento, y destacando aquello que era posible interpretar dentro de la funcion,
y lo que no lo era; posteriormente mostr6 que era posible que parte de una funcién pudiera
convertirse en un argumento,'® hasta dar cabida a una funcién con un argumento indeterminado,
la cual tiene una especificidad o particularidad respecto al tipo de uso que se le puede dar.
Justamente, es en este punto que la distincion funcién argumento cobra importancia. Pero, para
dar cuenta de todas las formas que son posibles expresar sobre un mismo contenido, el lenguaje
siempre sera escaso en alguna manera; luego es preciso hablar y trabajar sobre la nocién de funcién

indeterminada, pero definiendo una simbologia determinada.

Para expresar las funciones, Frege establece una simbologia particular, asi como una forma que
le permite al lector identificar que la funcién tiene uno o varios argumentos. Pues bien, para
representar una funcién que tiene un argumento indeterminado A, se utiliza el simbolo ®(A). Note
que el argumento A va encerrado entre paréntesis. Este simbolo se utiliza para representar una

funcién que esta compuesta por un solo argumento indeterminado.

De igual modo si se hace referencia a una funcién que consta de dos argumentos

indeterminados, se utiliza un simbolo similar W(A4, B). En este caso, se muestra que la funcion

16 Como en el ejemplo del hidrégeno.
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tiene dos argumentos indeterminados A y B. Los espacios donde se encuentran A y B son los

lugares que ellos deben ocupar.

Para el caso en que los argumentos A 0 B, 0 ambos sean determinados ocurre 1o mismo y se
simboliza de la misma manera. Es importante aclarar, segin lo expuesto anteriormente que
Y(A, B) es distinto de W(B, A). Causa de esto es que la posicidn es determinante a menos que la
relacion sea simétrica®’. Para simbolizar funciones con mas argumentos solo se agregan lugares

dentro de los paréntesis, los cuales se separan entre si haciendo uso de una coma.

Ahora bien, si lo que se quiere es afirmar algo sobre la funcion, Frege (1879/1972) establece
un simbolo diferente. Asi, si se tiene F— ¢4 significa que “A tiene la propiedad ®”. De forma
analoga, el simbolo F—¥¢-5 indicara que “ B esta en larelacién W respecto a A” o “ B es resultado
de una aplicacion del procedimiento W sobre el objeto A”. Nétese que con esto Frege esta
incorporando la simbologia cuando se establece un juico sobre una funcién que puede tener uno o
mas argumentos, garantizando la verdad de lo que se enuncia, ya sea para un argumento

determinado o para uno indeterminado.

Hay otro aspecto fundamental que se debe resaltar en la simbologia incorporada por Frege: en
la expresion ®(A), el simbolo @ que aparece en un sélo lugar, puede estar representando otras
funciones del argumento A, con lo cual seria reemplazable por los simbolos W o X. Es decir, se
tendrian dentro de la relacién @ otra relacién inmersa del argumento A, en otras palabras se predica

sobre la funcion®®. De aqui puede considerarse que Frege sube de nivel, pasa a un segundo nivel,

17 En términos modernos se dice que cumple con la condicién: Vx,y € A: xRy — yRx siendo R la relacion binaria
sobre el conjunto A
18 Frege no lo hace de forma explicita, sin embargo podria pensarse asi:

o(D(A)).

Haciendo la sustitucion se tiene W(A4), donde inmerso en el simbolo W esta el argumento ®(A4) (que a su vez es
funcidn) de la funcion .
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ya no se habla de objetos sobre los que cae la funcion sino que se estd hablando de la funcion en

si misma, lo que convierte esas relaciones y esas propiedades en argumentos.

Este punto se puede destacar en la medida en que sugiere que las relaciones se pueden
comprimir y trabajar de forma mas simplificada dentro del lenguaje; las relaciones se convierten
en objetos y se predica sobre estas. Esto es lo que permite, en matemaéticas, simplificar ciertas
expresiones que no se podian en el lenguaje natural, las sube de nivel y las convierte en objetos.
Por ello se dice que el lenguaje l6gico de segundo orden es el lenguaje de la matematica. Esta
postura se apoya en la consideracion segun la cual la matematica no trata de objetos sino de

relaciones, sean funciones o propiedades.

1.6. Introduccion de la letra gética y los cuantificadores l6gicos

Frege conecta la nocion de funcion con la de juicio. Al respecto, afirma que siempre que se
hace referencia a una expresion que se ha establecido como juicio, la combinacion de simbolos
que esta a la derecha de " (simbolo del juicio), puede ser considerada como funcién de uno de
los simbolos que en ella aparece. Aunque hace la aclaracion de que para hacer explicita esta

cuestion se va a utilizar una simbologia diferente.

Asi pues, Frege utiliza el simbolo F—@®@ para indicar que se enuncia un juicio sobre la
funcion ®(a), lo que significa que no importa cual sea el argumento (por quién se sustituya a)

siempre la funcion es un hecho.

Ahora bien, como se explicé antes, ®@(A) puede ser una funcién y a su vez considerarse como

el argumento de otra funcion. Para este ultimo caso, el simbolo ®(A) se reemplaza por una letra
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gotica, es decir la funcion que actualmente seria qb((D(A)) puede ser expresada por —~— ®(a)

reconociendo la funcién que hay inmersa como argumento®®.

De acuerdo a lo anterior, una letra gética puede remplazar varias cosas, pero el significado de
ella debe satisfacer dos restricciones: la primera es que la posibilidad de que una combinacion de
simbolos que esta después de la barra de contenido sea judicable, se debe seguir conservando. Por
ejemplo, la posibilidad de que ™% se convierta en un juicio, no se debe ver afectada por las
caracteristicas o la naturaleza de “a”. Ya que a puede ser un objeto particular o una funcién que a
su vez puede presentarse de forma determinada o indeterminada; dicho de otro modo, certificar la
verdad del juicio depende de una verificacion y no de una posibilidad sintactica de hacer los

remplazos en a. En otras palabras, es un asunto semantico.

La segunda restriccion es que si a esta remplazando una funcion, es un hecho que se debe tener
presente, puesto que en —~>—®(a) |a letra gotica a que aparece como argumento puede representar
tanto a una funcion de primer nivel como a un objeto. Las demas condiciones dependen de las
caracteristicas intrinsecas del juicio. Por tanto, luego de convertir en juicio la posibilidad del
ejemplo anterior, el paso de — X g X, de él se pueden obtener otros juicios de
contenido menos general; reemplazando en cada caso a por un argumento diferente y quitando la

concavidad de la barra.

Para la interpretacion de la expresion F=—¢@  Frege hace la distincion entre la barra que esta
a la izquierda de la concavidad y la que esta a la derecha de la misma. La primera es la barra del
contenido que recoge todo aquello que verifica que en cualquier circunstancia ®(a) es verdadero.

En otras palabras, es la que valida el contenido de la funcion con argumento indeterminado, se

19 Al respecto se puede decir que en este libro, Frege no hace una distincién simbdlica para las funciones de primer
nivel y de segundo nivel (cuando a es un objeto o una relacién respectivamente), pero en su tercer libro precisa e
incorpora una notacion que permite distinguir estas funciones.
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toma todos los posibles casos. La segunda es la barra del contenido que recoge el tipo de instancias

concretas para que ®(a) sea verdadero, es decir es la que valida a la funcion para un a determinado.

Conviene destacar los juicios a los que Frege hace alusion, en aras de resaltar la importancia de
la expresion —~—%@ dentro de la combinacion de simbolos, segiin como esta expresion se

relacione con otras expresiones. Asi pues, Frege hace notar que la expresion —— Xt forma parte

a X A
re—xo PO,

El significado que se les puede asignar a estos es diferente del significado que adquiere —&—X(a)

de los siguientes juicios:

. Ciertamente, mientras que para —&—X) el argumento a es arbitrario, para los dos juicios dados,
el argumento a se restringe a las condiciones que validen el juicio, al tomar la totalidad de la
combinacion de simbolos en cada caso. Por otro lado, de estos juicios no se puede derivar juicios

con menor grado de generalidad, como si es posible para el juicio F—¢w@.

En el caso del juicio }"“3’—3('1}, como la barra de negacion se halla en la barra del contenido para
la funcion, con el argumento indeterminado, (es la barra que recoge todos los posibles casos), se
niega el contenido de X(a) en su generalidad. Pero esto no permite inferir, que no es posible
encontrar y dotar de significado un elemento arbitrario A de tal suerte que al reemplazar a por A,
X (A) sea un hecho.

De aqui se deduce que Frege, introduce lo que en la presentacion moderna de la l6gica clasica

se conoce como los cuantificadores logicos: cuantificador universal (V) y cuantificador existencial
(3). De acuerdo a esto, las expresiones anteriores se pueden interpretar asi: el juicio =X
expresa la negacion de que, para cualquier sustitucion de a, X(a) es siempre un hecho o que no

todas las posibles sustituciones de a tienen la propiedad X?°. Esto equivale a afirmar — Va (X(a)),

20 Esto es posible determinarse por la ubicacion de la barra de negacién, que se encuentra ubicada donde se tiene en
cuenta todos los casos en que a dota de significado el juicio.
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y por la equivalencia de la negacion del cuantificador universal se obtiene 3a = (X(a)), que se
traduce en la afirmacion que “existe al menos un a que no cumple X (a)”, lo cual no garantiza que

hayan algunos que si cumplan con la propiedad.

A4
Para el juicio Ce- X(@), por definicion de condicionalidad no se da el caso donde ——X(a) se
afirma y A se niega. Pero esto no indica que no ocurra el caso en que para un A dado la funcion
X(A) se afirma y A se niega, pues de una implicacion global no se puede inferir lo mismo que de

una particular?.,

No obstante, asi como —&— X(a) puede ser afirmada también puede ser negada. Esto se debe a
que la forma de enunciarse permite que se sustituya a por cualquier cosa que cumpla o no las
caracteristicas de la funcion expresada. Asi pues, el poner algo arbitrario en el lugar de a altera el
significado del juicio. Por ello, se pretende delimitar el dominio al que hace referencia la
generalidad indicada por qa, y es dentro de dicho dominio que a adquiere un significado. Esta razon
aclara porque en el juicio es necesario la concavidad y la letra gética minuscula sobre esta. Estos
dos caracteres son incorporados con el fin de delimitar el ambito de predicacion. En otras palabras,

con ellos Frege quiere incorporar la diferencia entre una variable libre y una ligada.

Dentro de un mismo juicio se puede hacer referencia a la misma letra gética para simbolizar
los posibles argumentos para dos o0 mas funciones, sin embargo, esto no implica que el significado
que adquiere la letra gética en una funcion se extienda a la otra. En otras palabras, una misma letra

gotica puede aparecer en diferentes dominios con diferentes significados.

21 Para clarificar mejor esta idea, considere el siguiente ejemplo:
Todos los axiomas de Peano permiten formar todos los teoremas de la aritmética, no obstante, un solo axioma no
permite obtener todos los teoremas de la aritmética.
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Por otra parte, dentro de una letra gotica puede estar inmerso el dominio en el que se mueve
otra letra gotica. Al simbolizar esto se deben escoger letras diferentes para que sea posible hacer
la distincion entre ellas. Por ejemplo, si se tiene

|—\ﬂ,—:mu)
t— Bla,e)
Aqui la letra a aparece en los dos dominios. Si ella se reemplaza por otra letra permitida o
determinada debe hacerse en todas sus ocurrencias por la misma letra. Al hacer el reemplazo debe

escogerse una letra distinta a “e” para no confundir el ambito de predicacion de ellas. Estos

reemplazos no afectan el contenido de la expresion.

Conviene sin embargo advertir, que es posible otras sustituciones de la letra gética, bajo la
condicion que la concavidad esté estrictamente seguida de la barra del juicio, es decir que no
haya otro simbolo entre ellas. Esto garantiza que el dominio de la letra gética corresponda
exactamente al contenido del juicio completo. Para Frege esta condicion es relevante, y en virtud

de ello introduce una abreviacion que da cuenta de dicha condicion, a través del siguiente juicio

X Como se observa, esta expresion introduce una letra latina en reemplazo de la gotica.
Respecto a esta nueva simbolizacion del juicio, Frege sefiala que no es necesaria la concavidad
en la barra del contenido, ya que la letra latina (a) designa el contenido del juicio completo y su
respectivo &mbito, lo cual es posible cuando el dominio de la funcién ya esté definido. A partir
de este juicio también es valido sustituir en el sentido inverso: una letra latina por una gotica;

pero al hacerlo se debe restituir la concavidad en seguida del juicio. Es decir, se vuelve al caso

antes descrito de la expresion F—X( donde el uso de a es exclusivo para instancias de X (a).
Frege (1879/1972)

Dicho lo anterior, es pertinente examinar el siguiente juicio:

e

€ 99

Para hacer la sustitucion de la letra latina “a” a una goética “a”, la concavidad debe restituirse en

seguida de la barra del juicio, pero como el contenido de A no es afectado por el ambito de
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b2
4. | Esto se puede hacer

ya que el dominio de A es un dominio libre; que es cercano a lo que hoy se conoce como variable

predicacion de “a”, entonces el juicio anterior es equivalente a

libre. Ahora bien como ya se sabe este el caso de una condicionalidad y por tanto sea lo que fuese
a, no es posible que se dé el caso para A afirmada y —~>—®(a) negada. Esto aplica igual para

®(a) negada (a sustituyendo a) y A afirmada, por la equivalencia ya explicada.

Analogamente el siguiente juicio
%@

A
——B

Puede representarse haciendo explicito el dominio sobre el que se mueve la funcién, el cual es
L— P(a)

A

B

no aparece en A y B; ella solo esta en el argumento de ®(a) (0 como se dice actualmente Ay B

simbolizado por la letra gotica a. Esto es . Esta forma de representacion indica que a
son variables libres), lo cual se debe a la ubicacion de la concavidad, pues ésta se encuentra
solamente en la barra del contenido de ®(a). Una vez aclarado esto, se puede proceder a analizar
el juicio en su totalidad, partiendo de la definicion de condicionalidad y de los criterios del valor

de verdad, de forma anéloga a la realizada antes.

En resumen, lo que Frege quiere dar a entender es que el cambio de la letra a latina a a gotica
en un determinado juicio, es valido solo si se tiene presente las condiciones de la barra del
contenido en la que cada simbolo interviene, para asi colocar la concavidad. Es decir, que se pueda
establecer que variables estan ligadas al dominio delimitado por la concavidad y cuales no lo estan
(variables libres). Esto se puede seguir para juicios con mas barras de condicion y con juicios

equivalentes?? a uno dado, pero manteniendo el significado.

22 Es decir aquellos que significan y representan lo mismo pero involucrando otros operadores légicos.
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1.6.1. Juicios relevantes en el analisis de Frege

A partir de estas condiciones, Frege procede a realizar ciertas combinaciones entre simbolos,
para asi otorgarles un significado segun la estructura que conforma la formula en su totalidad. Por
ejemplo, la expresion: bre— X significa que “existe un A para el cual se niega la propiedad X (A)”.
Note que la barra de negacion esta en la barra que recoge todo aquello que verifica que en cualquier
circunstancia X (a) es verdadero; es la barra que define el cuantificador (v).Y, como se dijo

anteriormente, negar esto indica que “hay algunas cosas que no satisfacen la propiedad X”.

Asi mismo, Frege hace alusion al caso de la expresion }‘\“/TX(“), la cual es evidentemente
diferente de la anterior, pues en este caso la barra de negacion esta ubicada en la barra del contenido
que recoge el tipo de instancias concretas para que X (a) sea verdadero. Es decir, en este caso se
niega un existencial (2). En términos de una de las posibles interpretaciones modernas, este juicio
corresponde a la expresion — Ja (X(a)); Y, por la equivalencia de la negacion del existencial, se

tiene Va = (X (a)), que afirma que “ningln a tiene la propiedad X3,

Otro caso al que hace referencia Frege es el de la expresion bt 4(@), para explicar su
significado él se remite al ejemplo —37 4(a)24 (explicado antes) el cual en la I6gica clésica se

expresa de manera directa como Va(— A(a)), y afirma que “no existen ningun a que cumpla con

la propiedad A™. Ahora, si se niega este Ultimo, como sucede en el caso de la expresion b A
, Se obtiene que “existe A” que satisface esa propiedad. En una de las posibles interpretaciones
modernas el resultado de esta expresion es equivalente al de una doble negacion y se expresa como

- Va (- A(a)) o de forma equivalente 3a (A(a)).

2 Frege utiliza el término “anything” que es una traduccion al inglés, para referirse a los términos “nada” o “ningtn”,
pero no en un sentido absoluto, sino que hace referencia a estos términos dentro de un dominio definido. Dicho
dominio es delimitado por la concavidad y la letra gética a.

24 Este ejemplo coincide con el caso ber X(a), con la diferencia que para expresar la propiedad X en este caso utiliza
el simbolo A. No obstante, en esencia X y A significa y se comporta igual dentro del juicio.
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a
Pla)
A continuacion, conviene hacer énfasis en el siguiente juicio: X(a) . Como se observa,

en este caso se establece la condicionalidad entre funciones, y para el cual la definicion de
condicionalidad se mantiene. Cabe notar que en este juicio la concavidad esta antes de la
condicionalidad, es decir que la letra gotica (a) influye en el alcance o &mbito que se le atribuye a
P(a) y X(a). Por tanto, si hay algo que cumple la propiedad X entonces también cumple la

propiedad P, o dicho de otra forma “todo X esun P “.

Al corresponder este juicio con una condicionalidad, no va ser posible dar un rango de valores
a a de tal forma que X (a) se afirme y P(a) se niegue. Para que se puedan cumplir los casos en que
se certifica la verdad de la condicionalidad?®, se debe dar un rango de valores para a de tal forma

que se cumpla las condiciones.

Otro caso que es importante para Frege es el del juicio siguiente:
|—\"r[ P(a)
¥(a)

Aqui la barra de negacion esté en la barra del contenido de P (a). A partir de ello por definicion de
condicionalidad, no es posible dar un rango de valores de a para ¥ (a) y P(a) afirmadas. Esto lleva
a decir: lo que tiene la propiedad ¥ (a) no lo cumple la propiedad P(a). En otras palabras, “ningin
¥ es P". En una de las posibles interpretaciones modernas el juicio dado se expresa asi:
Va (¥(a) » = P(a)).

25 |os casos de los que se habla corresponden con las cuatro formas posibles de combinar los valores de verdad en la
definicion de condicionalidad.
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o ) ] LA ) —L Pl
Otro juicio que conviene analizar es el siguiente 4@ En este se estd negando Afa)
, Y como se dijo anteriormente, esta expresion afirma que “todo A es un P ”; pero, por la barra de
negacion, equivale a afirmar que “algunos /4 no son P”. En aras de la claridad, y segin una de las
posibles interpretaciones modernas este juicio se expresa asi: = ¥, p (A(a) - P(a)) y, por ley de
De Morgan 3, p —=(A(a) — P(a)), por definicion de condicionalidad 3, p— (—| A(a) v P(a)),
nuevamente por ley de De Morgan 3, p (A(a) A= P(a)). Lo anterior afirma “existen algunos A

gue no son P”.

|-rv-|I° P(a)
Del mismo modo, es preciso analizar la expresion del juicio Mta), la cual niega el

. P(a)
conjunto de ideasVT—tha). Como se observo antes, este ultimo afirma que “ningiin M es P";

pero, en virtud de la negacion, el juicio anterior expresa que “algunos M son P”, entendiéndose
la palabra “algunos” como el caso que incluye al menos uno. Este caso, segin una de las posibles
interpretaciones modernas, se puede interpretar asi: — (VMP(M(a) - —.P(a))); de manera
analoga, como se hizo en el juicio anterior, aplicando las equivalencias l6gicas respectivas se

obtiene 3, p (A(a) A P(a)), lo que satisface la afirmacion “algunos M son P”.

Como sintesis de lo expuesto anteriormente con respecto a los 4 Gltimos juicios, Frege obtiene

el siguiente cuadro de oposiciones ldgicas:

| P a I}
v '[: XE; contrary ! I X((’?;

[ o {a O
-~ Q, -
F: 04;, '\C}P g
s i 8
= - =
2 $* Y, 2
El & n =
-] oz

o Pla) S Pla)
i X(a) [[subJjcontrary X(a)
Para comprender este cuadro, se analiza cada correspondencia entre las combinaciones de ideas

que dan forma a los juicios.
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—-\.‘.:-[: Pla) —V'[I“ Pla)
X{a) es contrario a X(a) . El primero expresa “todos los X son P” y el segundo
“ningin X es P". En este sentido, son contrarios porque la palabra “Todos”, en este contexto,

garantiza que lo que se enuncia es de caracter universal, y el termino “ningin” hace referencia a
- 7 - 7 P'a} - -7
la negacion absoluta. Para la expresion EXM que afirma “algunos X son P y la expresion
-rv-l:-“:a
Xta» que afirma “algunos X no son P”, Frege los declara como sub-contrarios (contrarios
parcialmente), puesto que dejan abierta las posibilidades de que “algunos X sean P’y que “algunos

X no sean P” respectivamente.

El caso de la expresion [:xwa; la cual afirma “todos los X son P”, con respecto a la

) T\/'EPN] .
expresion X(a) que afirma “algunos X son P”, son subalternas; ya que el primero hace
referencia a la atribucion de una propiedad de forma universal y el segundo es un caso de

afirmacion existencial, es decir, es una afirmacion particular del universal. Lo mismo ocurre para

—V'E Fla) Pla)
las expresion X(a) con respecto a la expresion Exm, las cuales afirman que “ningn X

es P’y “algunos X no son P” respectivamente. La explicacion es anéloga a la anterior.

e fal . 'rv]:
Ahora la expresion X(a), es contradictoria con m: por el hecho de que la primera

afirma que “todos los X son P, mientras que la segunda “algunos X no son P”’. En esto consiste
la relacion de contradiccidon. Mientras en el primer caso asegura que todos los X cumplen una

propiedad P, en el segundo se afirma que existen algunos que no la cumplen. Lo mismo se tiene

—v-E Pla) T\/‘E P(a)
para los casos X(a) y X(a). Mientras en el primero se garantiza que “ningan X es P",

en el segundo se afirma que “hay algunos X que si son P”.
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Hasta aqui se ha mostrado la notacion conceptual que Frege elabora, donde se evidencia la
preocupacion que él tenia por proporcionar primero que todo un lenguaje riguroso, lo cual se
infiere de su forma particular de verificar la validez de las cadenas de razonamiento, en las que en

lo posible se elimina las ambigliedades provenientes del lenguaje natural.

Asi mismo, la construccion de esta notacion deja entrever la conviccion que tiene Frege en
tomar a la I6gica como la ciencia fundamental para la formalizacién de la matemaética. Por tanto,
es conveniente precisar por queé la légica es la ciencia que permite postular y proveer de rigor a la
definicion de numero natural y, en consecuencia, fundamentar la aritmética. Este objetivo hace
parte de su programa logicista, el cual se concreta en su segundo libro Die Grundlagen der
Arithmetik, del cual se ocupa el siguiente capitulo.
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CAPITULO 2

2. FORMULACION DE LA TESIS LOGICISTA: DEFINICION
INFORMAL DE NUMERO.

Introduccion

Una vez construido y expuesto su lenguaje de formulas en el libro Begriffsschrift, con el fin de
formalizar la l6gica, Frege en el afio de 1884 publica su libro Die Grundlagen der Arithmetik, en
el que expone y critica las concepciones empiristas, psicologistas y formalistas sobre los nimeros
(naturales) y las leyes aritméticas que hasta ahora se habian formulado. En particular, €l se plantea
la pregunta sobre la naturaleza de los numeros naturales, pues a su juicio no habia un acuerdo claro

a este respecto, e incluso algunas afirmaciones resultaban contrarias entre si.

Estas criticas buscaban mostrar la inexactitud que provenia de estas formas de considerar los
nameros, y asi justificar la necesidad de una nueva postura. De modo que, en este libro él da
algunas definiciones importantes en lo que respecta a la definicion de nimero, pero lo hace de
manera informal, apelando solo al lenguaje natural. Este lenguaje le permite finalizar su libro
enunciando su tesis logicista, la cual sostiene en sintesis que “la aritmética se reduce a la logica”,
de manera mas precisa que “las leyes de la aritmética se pueden derivar de principios logicos

universales”.
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En este sentido, este libro provee una mirada amplia de lo que Frege concibe por nimero, en
un sentido general, y codmo los nimeros deben ser fundamentados. Para tal efecto, este estudio se

centra en el capitulo Los Fundamentos de la Aritmética®.

2.1. Algunas consideraciones sobre la fundamentacion de los nimeros.

La segunda mitad del siglo XIX fue un periodo de importantes contribuciones dentro de las
matematicas, pues se dan nuevos aportes al lgebra y a la consolidacién del andlisis, y se empieza
a priorizar el rigor y la formalizacion matematica’; no obstante, faltaba definir con precision la
naturaleza de los dominios numéricos que las ciencias empleaban. Por ejemplo, ain no se habia

logrado a cabalidad una aritmetizacién del analisis.

Pues bien, lo que antes se consideraba evidente por sus diversas aplicaciones, ahora se les exige
una demostracion y, por tanto, una definicion méas precisa que delimite su validez. Esto da
relevancia al proyecto de fundamentar la nocién de nimero, es decir definir las leyes béasicas que

cimientan la aritmética.

Esta preocupacion lleva a que Frege enfoque su programa logicista en la pregunta sobre la
naturaleza de las proposiciones y los objetos de la aritmética; su objetivo principal era entonces
contribuir al proyecto fundacional de las matematicas. En este sentido, él estaba al corriente de los
principales debates y concepciones que tenian sus antecesores sobre los objetos y conceptos
matematicos; pero, segun él, en ninguna de estas concepciones se daban criterios claros que
permitiera garantizar la verdad de los teoremas aritméticos, ni determinar a cabalidad lo que debia

entenderse por ndmero.

26 E| texto de apoyo es la traduccion en espafiol de Mosterin (en Escritos Filosoficos) de Los Fundamentos de la
aritmética (Die Grundlagen der Arithmetik) de Frege, y se toman como apoyo algunas otras traducciones (al inglés,
por ejemplo) e interpretaciones de esta obra.

27 Algunos de estas contribuciones son: el surgimiento de las geometrias no euclidianas, la teoria general de los
numeros complejos, la teoria de nimeros transinfinitos de George Cantor, entre otros.
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En relacion a las clasicas concepciones sobre la nocién de ndmero, Frege plantea algunas
discusiones, matematicas y también filosoficas, que muestran las dificultades que presentan dichas
concepciones. Para empezar, €l hace alusion a aquellas concepciones que aluden a la
demostrabilidad de las formulas numéricas. En este sentido, él retoma las opiniones de autores

clasicos como Kant, Leibniz, H. Grassmann y H. Hankel y Mill.

Para Kant, las formulas numéricas no son demostrables cuando se trabaja con nimeros
pequefos, ya que estas son dadas por la intuicién; pero si es posible hacerlo con nimeros grandes;
la dificultad de esta consideracion es que no se puede delimitar especificamente a partir de qué
numero se puede tomar como grande. Los otros autores, por su parte, defienden la idea de que las
formulas numéricas son demostrables en su totalidad y, ademas, cada uno tiene su manera de

hacerlo, aun cuando coinciden en ciertos aspectos.

Leibniz sostiene que todas las formulas numéricas pueden ser probadas mediante definiciones
y un axioma dado?®. Sin embargo, estas definiciones reducen el conjunto de los niimeros al uno y
a la suma iterada del uno, lo que supone que cada nimero debe ser definido a partir del anterior a
él. Esta forma de demostrar, segun Frege, es adecuada pero como se observa en el procedimiento
de la nota al pie de pagina n° 28 al suprimir el uso de los paréntesis, dicho procedimiento oculta
un caso particular de lo que se conoce como la ley asociativa, la cual hasta ese entonces carecia de
fundamento (no habia sido demostrada).?

28] eibniz demuestra que 2 + 2 = 4, utilizando las siguientes definiciones:
“Def. 1: 2eslyl
Def. 2:3es2y1
Def.3:4es3y1”
.. y el siguiente Axioma: ...“Si se reemplaza una cosa por otra igual, la igualdad persiste.
Prueba:24+2=2+1+1=3+41 =4, luego por el axioma 2 + 2 = 4 . (Frege, 1884/1996. p. 46).
Def. 1. Def. 2. Def. 3.
2 EL procedimiento en la prueba dada por Leibniz, a juicio de Frege (1884/1996), para mantener la formalidad debia
ser escrito asf:
“24+2=2+(1+1) luego se tiene que (2+1)+1=3+1=4. Aqui falta un enunciado 2+ (1+1) =
(24 1) + 1 que es un caso especial de a + (b + ¢) = (a + b) + c. (p. 47). La cual coincide con la ley asociativa.
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La idea de Leibniz coincide con la de H. Grassmann y la de H. Hankel. Aunque Grassmann,
1860, citado por Frege (1884/1996), intenta formalizar la prueba que hace Leibniz, definiendo la
suma a + b de la siguiente manera: “Si a y b son dos miembros cualesquiera de la serie basica, se
entiende por la suma a + b aquel miembro de la serie bésica para el cual vale la formula a +
(b +e) = a+ b+ e. Aqui e significa la unidad positiva”. (p. 48). Con esta definicion, Grassmann
pretende fundamentar la ley: a + (b +1) = (a+ b) + 1 que es un caso particular de la ley
asociativa. Alrededor de esto, segin Frege, surgen algunas incoherencias, una de ellas es que se
define la suma a partir de ella misma; otra es que la definicion dada presupone la existencia de dos
casos inusuales: que la suma a + b dé como resultado vacio, al no ser posible encontrar un
miembro en la serie que cumpla la formula enunciada en la definicion; y, que la suma a + b no
sea Unica, es decir, es posible encontrar varios miembros de la serie que cumplen dicha formula.

Por tanto, al no demostrar la inexistencia de estos dos casos, se deja en evidencia una falta de rigor.

Mill por su parte tiene una concepcion algo distinta a los anteriores autores. El define los
numeros de la misma forma que lo hace Leibniz, e incluso cae en el mismo error de la omision de
los paréntesis, pero su particularidad se halla en la conviccion de que todo saber es empirico. Esto
significa, en el caso de Mill, que las expresiones y formulas no sélo poseen un significado, sino
que ellas afirman un hecho observado (fisico). Los hechos a los que Mill se refiere no son
arbitrarios, sino que, en el caso de los numeros, ellos responden a una configuracion sensible
especifica para cada nimero, pues si se establece una ley general para todos se perderia lo que
caracteriza a cada uno. Frege acota que Mill s6lo dio cuenta del caso del nimero 3. Pero ademas
afiade que, al dotar de significado los nimeros mediante la observacion, no es posible establecer
la verdad o falsedad de lo que se enuncia, sino que solo permite determinar el contenido al cual se

refiere, es decir se hace una afirmacion psicologica.

De lo anterior, Frege deduce que las formulas numéricas se pueden obtener Unicamente de las

definiciones de cada uno de los nimeros y con el apoyo de algunas leyes generales sin que su
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validez se vea restringida a hechos observados. Esto conduce a la pregunta por la naturaleza de
estas leyes. Al respecto €l afirma que es preciso hacer una distincion entre las aplicaciones y la
referencia de las leyes®, y no como lo hace Mill que las concibe indistintamente. Las aplicaciones
determinan, en su particularidad, los casos en que las leyes pueden ser aplicadas; por su parte la
referencia abarca en general el significado de la ley. Segun Frege, la ausencia de esta distincion
lleva a Mill a considerar las leyes aritméticas como verdades inductivas; pero como no es posible
dar cuenta de un hecho observable que agrupe todas las posibles formas que abarca cada ley, se
pierde la uniformidad y la garantia de lo que se enuncia. Por tanto, en la linea de Mill, no se puede

obtener una conclusion general que garantice la verdad de los enunciados matematicos.

En este sentido, para Frege (1884/1996) las leyes aritméticas deben ser deductivas, es decir que
a partir de enunciados generales se deduzcan las formulas numéricas. A partir de las
particularidades de cada namero, no es factible deducir de ellos las leyes aritméticas generales.

Esto s6lo es posible si se cuenta con un concepto general de numero.

Frege concluye entonces que estas leyes generales de la aritmética son analiticas a priori y no
son, como Kant afirma, sintéticas a priori. El argumenta que para acceder a ellas no es necesario
apelar a la intuicién; y aun cuando dichas leyes tienen aplicabilidad en el mundo exterior, ellas no
son justamente propiedades de las cosas externas. En otras palabras, estas leyes se fundan en la
forma logica que determina la validez de las pruebas, la cual es ajena e independiente del
pensamiento del sujeto. Mientras que la intuicion, que es el principio de conocimiento para lo
sintético a priori, requiere de lo sensible como condicion de posibilidad. Esta condicion lleva a
concebir las leyes a partir de representaciones individuales, las cuales traen consigo un caracter

subjetivo y carecen del rigor requerido.

30 Frege (1884/1996) hace alusion al siguiente ejemplo:

Si se tiene la expresion 5 + 2 = 7, no se puede decir que el significado de ella es verter sobre 5 volimenes de un
liquido 2 volimenes del mismo, y obtener asi 7 volimenes del liquido. Este caso sdlo indica una de las muchas
aplicaciones que tiene la expresion.
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Con relacion a lo anterior Frege declara lo siguiente:

Las verdades de la aritmética serian entonces a las de la Idgica lo que los teoremas son a los axiomas
de la geometria. Cada una de ellas contendrian concentrado en su interior todo un encadenamiento
deductivo para usos futuros, y su utilidad consistiria en que ya no hubiera que hacer las deducciones
por separado, sino que se podria expresar de golpe el resultado de toda la cadena... ya no se podra
sostener, evidentemente, el menosprecio, tan ampliamente difundido, hacia los juicios analiticos y la

leyenda de la esterilidad de la l6gica pura. (1884/1996, p. 60-61).

En este parrafo Frege destaca el caracter a priori de los principios o leyes generales de la
aritmética: ellos son juicios analiticos o productos liberados por la légica pura. Esta perspectiva se

declara en franca oposicidn a la tradicion kantiana.

2.1.1. La naturaleza de los nimeros naturales

Una vez Frege ha establecido la naturaleza de las leyes aritméticas, €l procede a estudiar la
naturaleza de los objetos primarios de la aritmética, es decir de “los numeros naturales”. Pero para
ello, primero trae a colacion algunas opiniones, diferentes entre si, de ciertos autores en relacion

al concepto de nimero.

Por ejemplo, Hankel opina que los nimeros naturales no son definibles; Leibniz expresa que la
idea de numero natural es tan clara que no necesita demostracion. Otros autores como Newton,
Cantor, Shroder, Mill y Baumann intentan dar una definicién de ellos. Newton da una definicion
de namero la cual, segun Frege, los define en un sentido amplio del término; Newton, admite los
conceptos de magnitud y de relacion entre magnitudes, y por tanto de igualdad de longitudes. Y,
aun cuando es posible definir magnitud sin apelar al concepto de nimero en Newton, esto
implicaria que se restrinja sélo a una definicién geométrica. El problema, segun Frege, radica en

gue no es evidente que una definicién geométrica de nimero pueda dar cuenta de una definicion
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aritmética de él. Para Frege los nimeros reales poseen una naturaleza distinta a la de los naturales.
Cantor, por su parte, defiende una postura empirista estableciendo que el nimero surge Unicamente
al hacer una abstraccion de los objetos del mundo exterior. Shroder tiene una postura algo similar
a la de Cantor, pues piensa que el nimero es extraido de la realidad, pero, a diferencia de él, esto
se hace mediante la representacion de las unidades, donde toma el nimero como una propiedad de
las cosas en el mismo sentido de la forma y el color. Mill considera que el numero es algo fisico,
en la medida en que su nombre (forma en que se designa 1, 2, 3...) es una propiedad de la totalidad
de las cosas que se han designado bajo él. Esto caracteriza tanto la forma de constituirse como de
descomponerse en partes. Baumann por su parte, en contra de lo anterior, afirma que los nimeros
no son conceptos que surgen de las cosas externas, puesto que, segun él, estas Gltimas carecen de
rigurosidad; segun la forma cémo se conciban, las cosas llevan inmersas una multiplicidad (un

mismo objeto externo puede ser definido de diversas maneras).

En relacion con estas concepciones, Frege argumenta que es un error considerar los nimeros
como cosas externas, ya que esto abre la posibilidad de asignar varios nimeros a un mismo objeto,
y por tanto, a dicho objeto no le corresponde en rigor ninguno de esos nimeros. Analogamente él
no acepta que estos puedan ser propiedades de las cosas, como si puede serlo el color y la forma.
Esto en virtud de que con el nimero no se puede ofrecer una caracterizacion de esos objetos. En
palabras de Frege (1884/1996): “El nimero no puede ser imaginado ni como objeto autonomo, ni
como propiedad de una cosa externa, porque ni es algo sensible ni tampoco propiedad de una cosa

externa”. (p. 101).

Para precisar sus ideas, Frege afirma que los nimeros son objetivos, ellos son independientes
de las imagenes que el sujeto se representa al referirse a ellos; al respecto hace la aclaracién de
que lo objetivo es distinto de lo palpable, de lo espacial o de lo real. De este modo, entre color y
numero existe una similitud: ambos son objetivos. Sin embargo, el color es perceptible a través de
los sentidos, el namero no lo es. Ahora bien, Frege debe especificar lo que entiende cuando habla
de objetividad; si lo objetivo hace alusion a lo conceptual y enjuiciable, entonces es independiente

de las sensaciones, intuiciones e imagenes que una persona se hace, de las representaciones
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internas que se dan a causa de los recuerdos de sensaciones anteriores. Sin embargo, lo objetivo
no es independiente de la razdn, puesto que no es posible definir lo que son las cosas sin apelar a

la razén.

En consecuencia Frege, sostiene que:

El nimero no es ni espacial ni fisico, como los montones de guijarros o de nueces de Mill, ni tampoco
es subjetivo, como las iméagenes®,, sino no sensible y objetivo. EI fundamento de su objetividad no
puede radicar en las impresiones sensoriales, que, en cuanto afecciones de nuestra mente, son
completamente subjetivas, sino que s6lo puede radicar, hasta donde alcanzo a ver, en la razon.
(1884/1996, p. 72).

Asi mismo, Frege considera que definir los nimeros como conjuntos o pluralidades de cosas
no es favorable, pues con ello los nimeros 0 y 1 se excluyen del concepto nimero, a causa de que
esto estd mas relacionado con montones y agrupamiento de cosas. Ademas, se debe precisar qué
tipo de objetos son los que deben formar esos conjuntos, puesto que hay un desacuerdo en este
aspecto. Mientras unos afirman que estos corresponden a cosas (como objetos causales), otros
consideran que son unidades. Alrededor de la primera afirmacion destaca que no se puede
introducir nombres a los conjuntos de objetos, como se pretende hacer con los numeros, si estos
no tienen un componente comdn que dé cuenta por medio de las denominaciones lo que es el
namero en si mismo. Por ejemplo, segln Frege, de los nombres de los conjuntos: 3 estrellas y 3
dedos, no es posible obtener la idea del nimero 3, pues no hay un componente comdn que dé
cuenta de lo que es en general el numero 3. Por tanto, es indispensable reconocer la peculiaridad
de los numeros. En relacién a la segunda afirmacion, Frege considera necesario hacer una

discusion detallada, de tal forma que se pueda establecer la nocion de “unidad”.

31 Es importante aclarar que Frege hace la anotacion de que las imagenes se dividen en dos tipos: las subjetivas y las
objetivas. Las primeras hacen referencia a las leyes psicoldgicas, tienen un caracter sensible y, por tanto son
demostrables de diferentes formas segun el sujeto. Las segundas, son aquellas que pertenecen a la ldgica, se dividen
en objetos y conceptos; en lo fundamental son no sensibles y su demostracién es Gnica. Sin embargo, en el texto solo
utiliza el término imagen cuando se refiere a las imagenes subjetivas Frege (1884/1996).



48

2.1.1.1. Interpretacion de los términos “unidad” y “uno”

En relacion a la afirmacion del nUmero como conjunto de unidades, Frege destaca a Euclides
como representante de esta afirmacion. Euclides en su libro 7° de los Elementos, define al nimero
como una reunién de unidades, y segun Frege (1884/1996), la palabra unidad en Euclides “...Se
refiere a un objeto que hay que contar, como a una propiedad de un objeto tal, o bien al nimero
uno”. (p. 74). De modo que, Frege examina lo que debe entenderse por “unidad” y por “uno”. El
primero critica la idea de Schroder, (1873), citado por Frege (1884/1996), que afirma: “cada una
de las cosas gque hay que contar se denomina unidad”; aunque desde la forma linglistica esto podria
ser una definicion adecuada de namero, segun Frege, al considerar las cosas como unidades y a
“uno” como un calificativo, se tendria entonces que la unidad es un objeto al que se asigna la
propiedad “uno”. Sin embargo, por lo expuesto anteriormente, en relacion con la concepcion de
que el niumero es una propiedad de las cosas, Frege afirma que esto no es correcto y afiade otras
razones: para Frege seria inconcebible que cada cosa tiene la propiedad “uno” y qué se pueda
asignar a cada una de ellas. Ademas, no se cuenta con una definicion precisa de lo que significa

tener la propiedad “uno”.

Esta forma empirica de considerar a la unidad, supone ademas que en el acto de contar se le
atribuye cierta igualdad a las cosas que se cuentan®. ;Son las unidades en realidad iguales? Para
dar solucidn a esta pregunta, Frege debe aclarar bajo qué condiciones es pertinente contar. Al
respecto destaca que primero se debe tener presente que las propiedades que diferencian las cosas
no tienen nada que ver con el nimero que se les asigna. En efecto, si se suprimen todas las
peculiaridades que permiten diferenciar las cosas entre si, se obtiene un concepto general bajo el
cual caen esas cosas, indistintamente de la cantidad y las caracteristicas de las cosas que caigan
bajo él. Este sigue siendo s6lo un concepto®. Pero ello no implica que las cosas distintas se hayan

hecho iguales, puesto que si fuera asi solo se obtendria una cosa, y quedaria eliminada la pluralidad

32 Al contar los objetos se consideran unidades, agrupandolos en un todo sin considerar sus caracteristicas particulares.
33 A manera de ejemplo Frege propone suponer un gato negro y otro blanco; si se elimina todo aquello que los
diferencia se obtendria pues el concepto “Gato”. Los dos primeros tienen el mismo derecho de caer en el concepto y
[lamarles unidades, sin que por ello dejen de mantener sus caracteristicas. El concepto asi obtenido, por medio de la
abstraccion, aun cuando no incluye las peculiaridades sigue siendo sélo un concepto.
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por falta de la diversidad. Por lo anterior y aludiendo a Schroder, Frege deduce que el acto de

contar es pertinente solo cuando se tienen objetos que puedan distinguirse entre si.

Ahora bien, si a cada objeto que se quiere contar se designa con la notacion “1”, entonces se
estaria ante un desacierto, debido a que lo distinto toma el mismo signo. Al contrario, si mediante
este signo se quiere hacer notar las diferencias de los objetos esto no serviria para la aritmética,
pues se perderia la unicidad del “1”. Esto sugiere que las unidades deben tener a la vez dos
propiedades: la igualdad y la diferenciabilidad. Pero, por lo dicho anteriormente, esto conlleva a

una dificultad, la cual Frege expresa asi:

Si queremos producir el nimero como reunioén de diversos objetos, obtendremos un
amontonamiento que contiene los objetos precisamente con aquellas propiedades que los
hacen distintos entre si, y esto no es el numero. Si, por otra parte, queremos constituir el
namero como reunién de lo igual, el resultado acaba por ser siempre el uno, y nunca

alcanzamos una pluralidad. (Frege, 1884/1996, p. 83).

En este sentido, se debe establecer una diferencia entre unidad y uno: la unidad se refiere a las
cosas que se deben contar, de modo que lleva inmerso la diversidad de ellas; el uno es el nombre
propio de un objeto en la investigacidn matematica, que hace referencia a s6lo uno, es decir es
nico; por tanto, no admite lo plural. Cuando se hace la agrupacion o union de las cosas para pasar
a la adicion aritmética, la unidad se transforma en el nombre propio “uno”, con lo cual se puede
mantener la unicidad del “1”, y por tanto su igualdad. En consecuencia, con la unidad, lo diverso

llega a ser igual.

No obstante, para Frege, definir los nameros por reunion de “unos” carece de sentido. Para
precisar esto, €l hace alusion a los nimeros en el contexto de un juicio, y que llega a la conviccion

de que en un mismo suceso o hecho se puede hacer referencia a lo mismo, estableciendo diferentes
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conceptos. A estos conceptos se les asigna diferente denominacion®, con lo cual Frege sostiene
que asignar un numero significa afirmar algo sobre un concepto. Esta asignacion debe ser

independiente del punto de vista del sujeto.

Es importante resaltar que los niUmeros se encuentran en los conceptos y se pueden “obtener”
mediante la abstraccion de las cosas, pues en los conceptos esta el soporte ontolégico de los
nameros, y no en la cosa en si misma. Asi pues, sobre el concepto cae todo lo externo, interno,

espacial, temporal, lo no espacial y lo atemporal. En palabras de Frege (1884/1996):

...De que a la misma cosa pueden corresponderles diversos nimeros, se explica por el hecho
de que en ellos se tomaban objetos como soportes del nimero. Tan pronto como instalamos
en sus derechos el verdadero soporte, el concepto, los niUmeros se muestran tan exclusivos
entre si como los son los colores en su campo.

También vemos como se llega a la idea de querer obtener el niUmero por abstraccion de las
cosas. Lo que se obtiene asi es el concepto, en el cual se descubre el nimero. Por esto es
frecuente que la abstraccion preceda de hecho a la formacién de un juicio numérico.

... Los numeros solo se asignan a los conceptos, bajo los cuales caen lo externo y lo interno,

lo espacial y lo temporal, lo no espacial y lo atemporal. (p. 92)

Esta consideracion fundamenta el hecho de que el concepto delimita en general lo que cae bajo
él.35 Por consiguiente, un mismo objeto no se da varias veces, sino que hay varios objetos que caen
en el concepto. En este sentido, es necesario hacer la distincion entre las propiedades que se
afirman de los conceptos, con relacion a las caracteristicas que los componen: las ultimas son
propiedades que se atribuyen a los objetos que caen bajo el concepto, y no son propiedades del
concepto. Ahora, la existencia si es una propiedad del concepto y no de los objetos que caen bajo

él. Esto se hace evidente en el enunciado: no existe ningan tridngulo rectangulo, rectilineo y

3 Frege (1884/1996) alude al siguiente ejemplo: “Frente al mismo fenémeno exterior puedo decir, con igual verdad:
... -Aqui hay cuatro compafiias- y -Aqui hay 500 hombres-, en tal caso no se modifica ni lo individual, ni la totalidad”.
(p. 90).

% Frege (1884/1996) expone que si se tiene el concepto “letras de la palabra dos”, los objetos que caen bajo el
concepto, son “d”, “0” y “s”; en cambio, si el concepto dado es “silabas de la palabra dos”, s6lo cae bajo ¢l la palabra
“dos” en su totalidad y no sus partes.
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equilatero. Este enunciado determina una propiedad del concepto “triangulo rectangulo, rectilineo
y equilatero”; sin embargo rectangulo, rectilineo y equilatero son propiedades que corresponden a

los objetos que caen bajo el concepto, pero no son propiamente del concepto.

De igual forma, Frege abre la posibilidad de que bajo un concepto dado puede caer otro de
menor nivel. El argumenta que, por ejemplo, se puede formar un concepto que agrupe todos los
conceptos bajo el que sélo cae un objeto. Asi pues, a través de la idea de concepto, Frege
(1884/1996) define la unidad atribuyéndole a ésta las caracteristicas de delimitacion e
indivisibilidad: “Unidad con relacion a un namero finito solamente la puede constituir un concepto
tal que delimite claramente lo que cae bajo él y que no admita ninguna division arbitraria”. (p. 96).

Con ello la unidad se reduce a definir el concepto adecuado.

2.1.2. Definicion informal de los nUmeros naturales

Con base en esta linea de argumentacion, Frege formula por medio de afirmaciones sobre
conceptos la definicion de numero cero, uno y la relacion sucesor que permite obtener el dominio

total de los nimeros naturales.

A un concepto le corresponde el nimero 0 cuando, sea lo que sea a, vale con toda generalidad el
enunciado de que a no cae bajo este concepto.

De manera similar podria decirse: a un concepto F le corresponde el nimero 1, cuando, sea lo que
sea a, no vale con toda generalidad el enunciado de que a no cae bajo F, y cuando de los enunciados
“a cae bajo F”’y “b cae bajo F” se sigue con toda generalidad que a y b son el mismo.

Solo falta definir el paso de un nimero al siguiente... al concepto F le corresponde el nimero (n +
1) cuando existe un objeto a que cae bajo F y tal que al concepto “que cae bajo F, pero no a” le
corresponde el nimero n. (1884/1996, p.98-99).
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Sin embargo, estas definiciones son limitadas pues con ellas no le es posible a Frege decidir
qué es y qué no es un numero, ni le permite determinar con precision el nimero que le corresponde
al concepto, ni mucho menos demostrar qué es a = b cuando a un mismo concepto le corresponde
el nimero a y el b. En general, no es posible probar la identidad entre nimeros. De modo que, en
el contexto de estas definiciones, él debe fijar el sentido de las ecuaciones numéricas. Para ello,
primero debe fijar la forma general que permita establecer la identidad entre nimeros; de este
modo, él parte de la idea de que la relacion de igualdad no solo se presenta entre los numeros, y
que el concepto de igualdad ya ha sido dado. Por tanto, Frege retoma el concepto de identidad de
Leibniz, de tal suerte que a partir de éste, él pueda determinar cuando dos nimeros deben ser
considerados idénticos: “Dos cosas son lo mismo, si una de ellas puede ser sustituida por la otra
sin perjuicio de la verdad”. (Frege, 1884/1996. p. 106). De lo cual infiere que es en la sustituibilidad

gue estan contenidas todas leyes de la identidad.

Estas consideraciones le permiten a Frege precisar la definicion de la identidad numérica, a
través de una relacion biyectiva entre los objetos que caen bajo dos conceptos F y G. Esto conduce
a la afirmaidn segun la cual si se da la biyectividad entonces el concepto F sera equinumérico con
el concepto G. El excluye del significado del término equinumérico, lo que éste denota

linguisticamente.

Con relacion a lo anterior, Frege (1884/1996) aclara que “el numero que corresponde al
concepto F es la extension del concepto®® “equinumérico al concepto F~ ” (p. 109). Por tanto, la
validez del enunciado “al concepto F le pertenece el mismo numero que al concepto G” se
garantiza si y solo si la extension de los conceptos “equinumérico al concepto F”’ y “equinumérico

al concepto G” son iguales.

36 Mosterin (1996) expone que aun cuando Frege no da una definicidn exacta de la nocion de extension de un concepto,
se puede interpretar que ¢l la concebia como “La clase de todos los objetos que caen bajo ese concepto”. (p. 16).
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Hasta este punto para Frege la relacion de biyectividad podria ser pensada como una idea
intuitiva, de modo que puntualiza lo que a su juicio se debe entender por esta. Al respecto él afirma
que, dentro del contenido de un juicio, dos objetos a y b pueden aparecer correlacionados si son
enlazados mediante un concepto, denominado concepto relacional, el cual, pertenece también a la
I6gica pura. La forma general de expresar esto es: a esta en la relacion @ con b. Por ejemplo, Frege
explica que, en el enunciado “La tierra tiene mas masa que la luna”, tierra y luna aparecen
correlacionados entre si por medio del concepto relacional: “tener mas masa que”. El cual por si

solo no tiene sentido.

A partir de esto, Frege explica que los objetos de dos conceptos F y G estan correlacionados
por medio de una relacién @, si todo objeto que cae bajo F se relaciona con uno de G, y para todo
objeto que cae bajo G esté en la relacion @ un objeto que cae bajo F. Nétese que en la definicion,
las extensiones del concepto F y G*7 estan enlazadas por medio de un concepto relacional, de igual
manera como sucede con los objetos individuales. Aqui Frege provee la definicion de relacion
biyectiva en términos puramente I6gicos. Asi pues, los objetos que caen bajo los conceptos F y G
estan correlacionados univocamente en ambos sentidos (cumplen con la biyectividad) por la

relacion @, si se cumplen las siguientes condiciones:

1. Si d esta en la relacion @ con a, y si d esta en la relacion @ con e, entonces, en general,
sean loque seand, ay e, a es lo mismo que e.
2. Sid estaen larelacion ® con a, y si b esta en la relacion @ con a, entonces, en general,

seanloque seand, b y a, d es lo mismo que b. (Frege, 1884/1996, p. 114).

En este sentido, la definicion arriba mencionada se redefine asi: el concepto F es equinumérico
al concepto G si existe una relacion & tal que, a los objetos que caen bajo F, @ les aplica una

biyeccion con los objetos que caen bajo G.

37 El termino extension del concepto se utiliza en el sentido especificado antes.



54

En consecuencia, es posible concretar la idea de numero, pues la formulacion de las
definiciones anteriores permite su compresion: n es un nimero si existe un concepto tal que n sea
el nimero que le corresponde. Por tanto, dos nimeros son iguales si existen dos conceptos Fy G

a los que les corresponde dichos nimeros y, ademas, F es equinumérico con G.

A partir de estas consideraciones, Frege procede ahora a especificar las definiciones de los
numeros, fijando un concepto adecuado al cual estos corresponden. En primer lugar, define el
namero 0, que es el nimero que corresponde al concepto “desigual consigo mismo” donde, “igual”
se entiende en términos de la definicion de Leibniz dada anteriormente. Este concepto debe ser
entendido, no como una contradiccion, sino como aguello donde ningun objeto cae sobre él. En
ultimas, un concepto bajo el cual nada cae le corresponde el nimero 0; pero Frege aclara que para
fines de su trabajo él usa el concepto antes mencionado, pues este le permite dar una demostracion

con medios puramente l6gicos.

Enseguida, él define la relacion sucesor, la cual establece que un nimero n sigue

inmediatamente a un nUmero m si:

Existe un concepto F y un objeto x que cae bajo él de tal tipo que el nUmero que corresponde
al concepto Fes n, y que el numero que corresponde al concepto “que cae bajo F, pero no es
igual a x” es m. (Frege, 1884/1996, p. 118).

Basado en esta definicion, y en el concepto fijado para el nimero 0, Frege determina el concepto
al que corresponde el nimero 1. De esta forma garantiza que efectivamente el 1 sigue al 0 en la
serie de los numeros naturales: 1 es el nimero que corresponde al concepto “igual a 0”. Esta forma
de definir estos numeros, afirma Frege, no presupone que su veracidad esta sometida al criterio

del sujeto, sino que ellas son verdades a priori por tanto no dependen de ningn hecho observado.
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Posteriormente, Frege plantea el juicio de que a cada nimero n en la serie de los nimeros
naturales le sigue otro. Para ello, establece el concepto que corresponde al nimero n + 1 como
“perteneciente a la serie de nimeros naturales que termina con n”. De esta forma, el juicio toma
un sentido puramente logico y, con la demostracion de este juicio “... quedara demostrado que
existe un nimero que sigue inmediatamente a n en la serie de los nUmeros naturales, por tanto,
que no existe ningin ultimo miembro de esta serie”. (Frege, 1884/1996. p. 123). Es decir, se
demuestra que los numeros naturales son infinitos. Ahora bien, aunque Frege no lo demostro
estrictamente, €l dio unas ciertas indicaciones que fundamentaban la demostracion y que le
permitian garantizar la infinitud de la serie de los nimeros naturales y, ademas, que en dicha serie

ningun namero finito se sigue asi mismo.

Con todo este anélisis Frege (1884/1996) confirma que las leyes aritméticas no son aplicables a
cosas externas, sino que se aplican a juicios validos sobre ellas, es decir las leyes afirman una
conexion entre los juicios, de manera gque las leyes aritméticas son juicios analiticos y por tanto a
priori. En consecuencia, la aritmética es una l6gica mas desarrollada, en comparacién con la l6gica
proposicional, y por tanto cada enunciado es una ley logica. Y, aun cuando algunas de las
aplicaciones de la aritmética son explicadas desde el mundo sensible, estas se justifican porque se
construyen por medio de elaboraciones l6gicas de hechos observados. Todo lo que sea demostrado

por medios puramente l6gicos es analitico.

Asi mismo, Frege sostiene que todos los objetos de los que se ocupa la aritmética son dados
desde la razon y no por el mundo exterior. En este sentido, las leyes de la aritmética son objetivas.
En virtud de esto, los nimeros son objetos l6gicos que no pueden ser dados por lo sentidos, ni por
la intuicion. Estos se fundamentan en los conceptos a los cuales estos se asignan. Dichos conceptos
se admiten, aunque algunos de ellos parecieran portar una contradiccion (por ejemplo el concepto
“no ser idéntico asi mismo”), pues ellos deben ser entendidos en forma ldgica, estableciendo lo

que cae y no cae bajo ellos.
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Cerrando este estudio, se deduce que Frege da una primera aproximacion de la definicion de
numero, explicando que la verdad de las proposiciones aritméticas deben darse sobre
proposiciones estrictamente logicas, sin embargo, esta revision aun es incompleta dada la
informalidad de sus definiciones; asi pues, en el siguiente capitulo se procede a mostrar de manera
formal la definicion de namero natural que €l desarrolla. Para tal efecto, es pertinente en primera
instancia estudiar la reformulacion que €l hace de su lenguaje de formulas, en la cual €l termina de

incorporar la simbologia y definiciones necesarias para su proposito.
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CAPITULO 3

3. DEFINICION FORMAL DE LOS NUMEROS NATURALES A PARTIR
DE LEYES LOGICAS UNIVERSALES

Introduccion

Frege con el fin de formalizar su tesis logicista escribe los dos tomos de su libro Grundgesetze
der Arithmetik, begriffschriftlich abgeleitet. En el tomo | publicado en 1893 perfecciona su
lenguaje de formulas y fundamenta la teoria de los nimeros naturales; en el tomo 1l publicado en

1903 pretende fundamentar la teoria de los numeros reales y con ello el analisis matematico.

Dado que este trabajo de investigacién toma como objeto de estudio los nimeros naturales, se
realiza solo el andlisis del tomo I de Grundgesetze, con el cual se termina de formalizar la légica

postulando las leyes ldgicas universales que daran paso a la definicion de los nimeros®,

3.1. Reformulacion de la Begriffsschrift

38 Para ello se trabajara sobre la version en inglés escrita de Montgomery Furth y titulada The Basic Laws of
Arithmetic: Exposition of the System. Asi mismo, se tendra en cuenta algunos textos adicionales que sirven de apoyo
para tener una mejor comprension de ello. Paralelo a esto se estudia la interpretacion que hace Panza M., Sinaceur
H. y Sandu G. (2015) en algunos apartados de su libro Functions and Generality of Logic Reflections on Dedekind’s
and Frege’s Logicisms en relacién con el propdésito que moviliza este capitulo. La revision de este Gltimo libro tiene
como finalidad aclarar ciertas nociones que de alguna manera son oscuras en Frege, una de ellas es la nocion de
funcion.
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En lo que respecta a la nocion de funcion, Frege empieza precisando que no se debe considerar
a la funcién como una expresion, pues una expresion es s6lo una combinacién de signos que no
denota en si misma lo que realmente expresa. Por tanto, la funcion debe ser considerada como
aquello a lo que se hace referencia®® por medio de cierta expresion. Por ejemplo, en la expresion
y = 4 + x? la esencia de la funcién radica en la conexion que hay entre los nimeros (los signos
de ellos) por los que se sustituye x y los que resultan al hacer dicha sustitucion (referencia de la
expresion). Pero es importante resaltar que la esencia de la funcion no se altera al efectuar las

sustituciones.

La funcion, por tanto, es una entidad no saturada, donde la letra x s6lo determina los lugares
vacios que deben ser llenados y que completan la expresion dada. Estos lugares Frege los designa
con la letra & y los conoce como lugares del argumento. Si hay multiples ocurrencias de & en una
misma expresion, ella debe ser siempre sustituida por lo mismo en todas sus ocurrencias. Aquello
que llena la funcién se llama argumento de la funcion y, al completar dicha funcién con un
argumento dado se obtiene un nombre del valor de la funcion.*° Para Frege, nombre es entendido

como una expresion (signos y combinaciones de signos) cuyo referente es un objeto.

Asi mismo, existen funciones que al llenarlas no obtienen como nombre de su valor nimeros,
sino nombres de valores de verdad (falso o verdadero)*!. Ejemplo de este caso son las ecuaciones
y desigualdades que siempre designan un valor de verdad: 32 =9,5<9y 5+ 4 =9 etc., son
nombres de lo verdadero y, por tanto, tienen la misma referencia. Sin embargo, el sentido de estas
expresiones es distinto en cada caso, puesto que la forma como el objeto es introducido a través
del nombre en cada caso difiere. El sentido del nombre de un valor de verdad es para Frege el

pensamiento.

39 La referencia seglin Frege es el objeto al cual se refiere.

40 |a expresion del ejemplo del parrafo anterior se enunciaria asi: 4 + &2. Si se toma como argumento el 1 entonces
la expresion dada es el nombre de la funcion, el 1 es el nombre del argumento y lo que se obtiene al reemplazar, en
este caso 5, seria el nombre del valor de la funcién, que solo designa un nimero.

41 Un caso particular se da para é + 5 = 10 en el que siempre se obtiene un nombre de valor de verdad; verdadero
para 5 y falso para todos los demas casos (Frege 1893/1964).
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Asi pues, Frege afiade que una funcion puede tener como argumento objetos de diversa
naturaleza, conservando siempre la oposicion objeto-funcién, es decir objeto es todo aquello que
no es funcidn; por tanto, es una entidad saturada. Frege (1893/1964) afirma que: el dominio de lo
que es admitido como argumento también debe ampliarse a los objetos en general. Los objetos se
oponen a las funciones. En consecuencia considero como objeto todo lo que no es funcion, por
ejemplo, los nimeros, los valores de verdad y los cursos de valores...”. (p. 35-36, segln se
traduce). Es decir, los objetos, ademéas de ser nimeros, valores de verdad y nombres de objetos,
son también nombres propios y cursos de valores. Frege define los nombres propios como los
signos que hacen referencia a un objeto, el cual se puede determinar y define, el curso de valores
como todos aquellos valores que toma una funcion al reemplazar los lugares del argumento por
cada argumento. Cuando las funciones adquieren como valor un valor de verdad, entonces se habla
de extension del concepto*? en vez de curso de valores, por esto Frege define el concepto como

una funcidn cuyo valor es siempre un valor de verdad.

3.1.1. Clasificacion de las funciones y nombre de funciones

Frege precisa que bajo las funciones, ademas de los objetos, pueden caer también funciones;
por este motivo, él realiza una clasificacion de los lugares de argumentos segun el tipo de
argumento que en cada caso pueda saturar una funcién:

e Argumentos tipo 1: Objetos.

e Argumentos de tipo 2: Funciones de primer de nivel de un argumento.

e Argumentos tipo 3: Funciones de primer de nivel de dos argumentos.

De este modo se tiene:

e Lugares de argumento tipo 1: Admiten s6lo nombres de objetos

42 Bocardo E. (1998) da una definicion de lo que para Frege esto podia ser: “la extensién de un determinado concepto
F es la clase de pares ordenados (x,y) de manera que y sea el valor de verdad que resulta cuando se considera todas
aquellas x’s que caen dentro del concepto F”. (p. 49).
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Lugares de argumento tipo 2: Admiten s6lo nombres de funciones de primer nivel de un
argumento.
Lugares de argumento tipo 3: Admiten s6lo nombres de funciones de primer nivel de dos

argumentos.

Estas clasificaciones permiten a Frege determinar que existen diversos tipos de funciones. Para

simbolizarlas hace alusion a diferentes letras con el fin de distinguir entre letras que denotan

funciones y letras que denotan objetos. Las letras de funciones son f, g, h, F, G, H, ..., asi como las

letras griegas mayusculas @ y W, ademas de Q, My ¢ que son para denotar un tipo especial de

funcidn, la funcion de segundo nivel, que sera tratada mas adelante. Asi mismo, él emplea algunas

letras goticas para denotar algunas funciones, diferentes a las que denotan objetos. Entre ellas, la

maés usual es la letra F (se trata de la letra “f” del alfabeto gotico). De otro lado, entre las letras

empleadas para denotar objetos se encuentran las latinas a,b ...; las letras vocales goticas

minusculas a, <,...; las primeras letras griegas mayusculas T, A, 9, E, ... y las letras vocales griegas

minuasculas €,a, ....

En este sentido, él caracteriza los siguientes tipos de funciones:

Funciones de primer nivel de un argumento: estas s6lo admiten argumentos del tipo 1,
y cuando su valor es un valor de verdad se les llama concepto. Una forma de simbolizar
este tipo de funcidn es mediante el uso de letras mayuUsculas griegas asi, por ejemplo, una

expresion para funcion de primer nivel es ®(§).

Funciones de primer nivel de dos argumentos: Estas solo admiten argumentos del tipo
1, y tiene dos lugares vacios por llenar que se denotan por las letras ¢ y ¢. Estas son
consideradas relaciones cuyo valor es un valor de verdad. En este caso se utiliza la
expresion W(¢&, ), y para el caso cuando dos objetos caen bajo la funcion se emplea la
expresion W(T, A); entonces se dice que el objeto I' permanece con el objeto A mediante la

relacion W, si W(T', A) es verdad.
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e Funciones de segundo nivel de un argumento: Estas s6lo admiten argumentos del tipo
2; y se expresa mediante el simbolo X(CD(E)). Frege considera pertinente incorporar un
nuevo simbolo para hacer alusion a estas funciones #5 (¢(B)). Esta expresion indica que
¢(B) representa los lugares vacios que deben ser sustituidos por una funcion de primer

nivel cuyo argumento es 8 (Aqui ¢ () se entiende del mismo modo como ¢ en f(£)).

e Funciones de segundo nivel de dos argumentos: S6lo admiten argumentos del tipo 3, es
decir toma como argumento relaciones, se representa de forma anéloga a la anterior, pero

haciendo reconocible los dos lugares del argumento.

e Funciones de tercer nivel*3: Estas admiten como argumentos funciones de segundo nivel

. . . R T}
de un argumento de tipo 2 o de tipo 3, y se representa mediante las expresiones g ne

RUSPRTIY: M%) .
y "By RB. ¥ respectivamente. Donde ug y g, son los lugares del argumento.

A partir de esta clasificacion, Frege aclara lo que se entiende por nombres de funciones de
primer nivel de uno y dos argumentos. Los primeros nombres de funcién, se obtienen de los
nombres propios que saturan la funcion. Ahora bien, si se procede de manera inversa y a la funcion
se le extrae los nombres propios, que es lo mismo que extraer sus objetos, lo que queda
nuevamente reconocible en la funcién son los lugares vacios para objetos (lugares del argumento
tipo 1).44

De manera anéloga, si al nombre de una funcion de primer nivel de un argumento se le extrae
un nombre propio, entonces se hace reconocible dos lugares vacios para objetos, de modo que

resulta un nombre de funcion de primer nivel de dos argumentos. Y si de un nombre propio se

43 Aunque Frege introduce una simbologia para estas funciones, él hace la anotacion de que ellas no van a ser
necesarias para dar la definicion de nimero, y en consecuencia no hace un estudio detallado de ellas.

a
a4 i'[a es un nombre propio cuya referencia es el objeto verdad. Si extraemos de él el nombre propio a, entonces los
lugares donde se muestra las ocurrencias de a serian reemplazados por ¢, obteniendo asi un nombre de funcion de
primer nivel de un argumento.
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extrae una funcion de primer nivel, entonces quedaria un lugar vacio para una funcion de uno o
dos argumentos segun sea el caso (lugares tipo 2 o 3), por tanto se obtendrd un nombre de una

funcién de segundo nivel de un argumento.

Frege indica, ademas, siempre que dentro de un nombre propio se reemplace por letras de
objetos, los nombres propios inmersos en el inicial, se denominan marca de objeto (si el reemplazo
se hace sélo por letras latinas se habla de marca latina de objeto); de igual manera, si se reemplaza
los nombres de funciones por letras de funciones, se habla de marca de funciones (en el caso de

que los reemplazos sean solo por letras latinas se habla de marca latina de funcién).

Con base en lo anterior, Frege determina como se pueden formar nombres propios y nombres
de funciones de primer nivel adecuados (es decir que realmente se refieren a algo), estipulando
dos metodos. El primer método establece las condiciones para tener un nombre propio y nombre
funcidn de primer nivel de un argumento:

[A] Un nombre propio
[1] de un nombre propio y un nombre de una funcién de primer nivel de un argumento.
[2] o de un nombre de una funcion de primer nivel y un nombre de una funcion de
segundo nivel de un argumento.
[3] o de un nombre de una funcion de segundo nivel de un argumento de tipo 2 y el

NPT _ .
ng (1 de una funcién de tercer nivel.

nombre
[B] EI nombre de una funcion de primer nivel de un argumento.
[1] de un nombre propio y un nombre de una funcion de primer nivel de dos

argumentos. (Frege, 1893/1964, p. 85, segun se traduce).

El segundo método sdlo permite formar nombres de funciones de primer nivel. Este método
garantizar que el nombre de una funcidn tiene referencia, bajo la condicion de que dicho nombre

sea obtenido a partir de un nombre formado por el primer método. De este nombre se debe extraer,
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a su vez un nombre propio, de tal manera que se reconozcan los lugares de argumento del tipo 1

gue guedan en el nombre inicial.

3.1.2. Juicios, horizontales, amalgamacién de horizontales y Neither-or#

Frege (1893/1964), ademas de retomar la idea de juicio dada en Begriffsschrift, aclara que este
juicio es la certificacion de la verdad de un pensamiento y lo denomina proposicién. Por ello, toda
proposicion correctamente formada en Begriffsschrift es un pensamiento verdadero. Asi mismo,
él adopta el nombre “horizontal” para el simbolo —— (que representa una combinacion de ideas).
Esta expresion puede ser vinculada a otros signos, como sucede en la condicionalidad, la negacion
y el juicio en si mismo. Por ejemplo, la horizontal puede aparecer en el nombre de la funcion
—& que es una funcidn cuyo valor es siempre un valor de verdad que depende del argumento,
el cual debe ser a su vez un valor de verdad. Todo lo que esta a la derecha de la horizontal como,

un todo, se debe considerar el lugar del argumento, siempre que no estén presentes los paréntesis.

Otro ejemplo se muestra en la expresion &= (=——=A4) cuya igualdad se valida siempre que el
argumento A sea un valor de verdad. Este signo es conocido como el signo de identidad y tiene
como referencia la verdad sélo si todo lo que esté a la derecha del signo “=" coincide con todo lo
que esta a laizquierda. En general se le llama identidad al signo (nombre propio 0 marca de objeto)
que representa el nombre de la funcién é = ¢ con sus respectivos argumentos que corresponde a

nombres propios 0 marcas de objetos.

También se da el caso de que dos horizontales pueden estar en un mismo signo como en la
funcion——¢, las cuales estan separadas por la barra de negacion. Por otro lado, se pueden

encontrar otras horizontales al fijar un argumento A, puesto que =3 va atener la misma referencia

4 En virtud de que no hay una expresion en espafiol que permita hacer la traduccién, se deja la negacién de la
disyuncion en su versién en inglés, que expresa que no se da lo uno, ni lo otro.
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que — A4 y — ~(—=A)y por tanto, cualquiera de ellas se puede usar indistintamente. Esto
se da por lo que Frege denomina amalgamacion de horizontales. Con relacion a esto, €l determina
que siempre que el valor de verdad de la funcién —¢ coincide con un argumento de ella, las

horizontales pueden ser amalgamadas*®.

A partir de lo anterior, él retoma su definicion antes expuesta en Begriffsschrift de

condicionalidad y negacion, junto con lo que se habia incluido respecto a la nocion de funcién, e

incorpora el simbolo para expresar la palabra: “ni esto ni lo otro™: [ . Un caso particular de

23 - 32
esto se tiene en la proposicion 12 = 2" la cual expresa en palabras que la tercera potencia de 2

no es la segunda potencia de 3, ni la segunda potencia de 1 es la primera potencia de 2. En una de
las posibles interpretaciones modernas esto corresponde a =[—(12 = 21) - (23 = 32)] por las

equivalencias ldgicas, equivale a =(12 = 21) A (23 = 32).

3.1.3. Negacion de la generalidad y funcion correspondiente

Para el signo de identidad, Frege hace la aclaracion de que es distinto la generalidad de una
identidad como @ (x) = ¥ (x) a la identidad de 32 = 9. Asi mismo, la generalidad de una
negacion es distinta de la negacion de la generalidad. Establecer esta diferencia le permitio
justificar la pertinencia de introducir un signo que diera cuenta de ello, el cual ya habia sido
postulado en su Begriffsschrift: =2~ Este delimita el alcance que adquiere la letra gética dentro
de una proposicién. Sin la concavidad la letra gotica no adquiere significado dentro del lenguaje
de formulas; luego sobre esta concavidad Unicamente puede estar dicha letra. Nétese que a cada
lado de ella se encuentra una horizontal y, por tanto, también es posible hacer amalgamacion de

horizontales.

46 Es posible realizar la amalgamacion pues = A tiene como valor la verdad si su argumento +A es verdadero.
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3-ﬂ.= SI'I.

De lo anterior, Frege (1893/1964) explica que en la expresion L2+ se tiene la

generalidad de una negacion, esto es Va [= (2 + 3a = 5a)]yen —=2+ 3a = 5a |3 negacion
de una generalidad = Va [(2 + 3a = 5a)]. Posteriormente esta diferencia le permite a Frege,
incorporar un signo para representar el término “existe” del lenguaje natural: =T De este modo,

el juicio F~=+2+ 32 =5 que en lenguaje natural afirma: “existe un a tal que 2 + 3a = 5a”, se
puede expresar en lenguaje formal moderno como: = Va [=(2 + 3a = 5a)], 0 su equivalente
da (2 + 3a = 5a).

Dentro de este marco para una funcion dada, de la forma ~<~P(a), siempre es posible hallar

una funcidn correspondiente que debe satisfacer dos reglas generales:

1. Todos los lugares en los que se produce una letra gética dentro de su alcance, pero, no
dentro de un alcance cerrado de la misma letra, y no sobre una concavidad, estan relacionadas

con los lugares del argumento, a decir, los de la funcidén correspondiente. ...

2. ...Si en el nombre de una funcion se producen letras goticas, dentro de cuyo alcance se
encuentran lugares de argumento de esta funcion, entonces para formar la correspondiente
expresion de generalidad una letra gética diferente de esta debera seleccionarse. (Frege,
1893/1964, p. 43, segln se traduce).

Por ejemplo, para la funcién ~&~(e + e = 2e) = (=2~c = a), la funcién correspondiente
va ser aquella donde el alcance de la generalidad de la letra gética “e” debe ser sustituida en todas
sus ocurrencias por un lugar de argumento, a excepcion de la que aparece en la concavidad ~=~
y, la letra gotica “a” que tiene un alcance particular definido, asi pues, se tiene que la funcion

correspondiente es (£ + & = 2§) = (&8 = a),
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3.1.4. Curso de valores, extension de un concepto y funcion \¢

Con lo dicho hasta el momento, Frege procede a crear una notacién para el curso de valores, que
es uno de los mas importantes aspectos que se amplian de la Begriffsschrift con el fin de formular
una ley légica®’: la generalidad de una identidad puede ser transformada en una identidad del curso
de valores y viceversa, que se emplea incluso al hablar de extension de un concepto. Ademas, los

cursos de valores pueden ser considerados como argumentos de funciones.

Ahora bien, la expresion ¢ ®(e) en general hace referencia al curso de valores de la funcién
correspondiente ®(¢). Para hallar dicha funcion correspondiente se debe tener presente dos reglas
que son analogas a las dadas anteriormente para la expresion ~=~®(a), La primer regla, sugiere que
la vocal griega minuscula € debe ser sustituida en todas sus ocurrencias por un lugar de argumento,
excluyendo aquellos que estan dentro de un alcance cerrado y las que aparecen con la marca
diacritica €. La segunda regla, determina que si se tiene la funcion correspondiente en la cual se
define la ocurrencia de una vocal griega mindscula, que incorpora en su alcance lugares de
argumento, para formar el curso de valores se debe elegir una vocal griega mindscula diferente
(Frege, 1893/1964)

Para ilustrar esto, Frege considera que el curso de valores ala = ¢le = 08 tiene como funcion
correspondiente ¢ = éle = ¢ Siguiendo las reglas anteriores se verifica que a partir de la primera
expresion es posible obtener la segunda. Un curso de valores puede ser a su vez un argumento, por
tanto un objeto; asi, la funcién ¢ = éa-(a = 1)) tiene como argumento ¢{e* - ¢ y tras la

sustitucion se obtiene el nombre de su valor.

47 Esta ley corresponde con la ley V y se simboliza mas adelante.
8 En esta expresion se ha omitido un paréntesis, que a nuestro criterio se requiere para mantener la estructura de lo
que se designa, lo cual puede ser un error del traductor.
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En este punto Frege insiste y llama la atencion en considerar a los cursos de valores como
argumentos, pues aqui se debe determinar qué valor ellos adquieren y si pueden ser un valor de

verdad. Al respecto sefiala que los cursos de valores pueden ser valores de verdad y con base a
. 2 .
esto introduce el curso de valores ¢(~—¢ para referirse a la verdad y el curso de valores

é(e=(+~Z~a=4)) % para lo falso. En general, afirma que —— ¢ ®(e) es verdadero sélo si la funcién
correspondiente (&) es un concepto bajo el cual cae s6lo lo verdadero, y es falso en todos los
demaés casos. También cabe sefialar que cada concepto bajo el cual cae el objeto falso y sélo el

falso tiene como su extension el objeto falso.

Habria que decir también que Frege determina un simbolo auxiliar para referirse a una funcion

bajo la cual cae un unico elemento: \¢ A su curso de valores, por tanto, le corresponde sélo un

objeto y se simboliza asi V¢ () Este a su vez hace referencia a ese Gnico objeto que cae bajo el
concepto ®(§).

3.1.5. Componente principal y subcomponentes

o Asi mismo, dentro de las proposiciones Frege afiade que la combinacion de simbolos

que las conforman se divide en componente principal y subcomponentes. Si se tiene la
(]
., A . . .
expresion _EA, el componente principal es ® y los subcomponentes son A y A. Sin

embargo, por amalgamacion de horizontales puede darse el caso en que esta expresion se

entienda de manera que el componente principal seaI?\ y A su Unico subcomponente. Lo
que se ubica en la parte superior de la expresion es el componente principal y los de la parte
inferior los subcomponentes. No obstante, estos son susceptibles de ser definidos a
conveniencia con respecto a la asignacion de la combinacion de signos. Estos admiten la

intercambiabilidad siguiendo ciertas reglas, que Frege (1893/1964) establece:

a
4% Note que ™=~2=4a en palabras expresa que existe a tal que a es distinto de a.
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e Para los subcomponentes se puede hacer el intercambio entre ellos si mantienen todos el
mismo valor de verdad, y cada intercambio realizado debe ser previsto, aun cuando por
simplicidad algunos de estos se omiten.

e Un subcomponente puede ser intercambiado con el componente principal, si el valor de
verdad de ambos cambia tras la inversion, lo cual es posible mediante el uso de la barra de
negacion; a esta transicion se le Ilama Contraposicion (contrareciproca, en el lenguaje

formal moderno) y es esencial en el segundo y tercer método de inferencia.

e

Por ejemplo, si se hace el intercambio de subcomponentes en la expresion _Eﬁ da como
Ta . - T 15

resultado L A, por la primera regla. Ahora, si se tienen las funciones =<y *< por la segunda

regla, es posible determinar que se hizo un intercambio entre componente principal y
subcomponente. Esto es valido porque las funciones conservan el mismo valor para los mismos

argumentos, lo cual se verifica por medio de la definicion de condicionalidad. Para los argumentos

Tr
X
A

Esta versatilidad de los componentes, se debe a la amalgamacion de horizontales que es posible

I'y A, la contraposicién se escribe asi:

hacer a las proposiciones.

3.1.6. Métodos de inferencia

Frege declara que hay un solo método de inferencia fundamental (Modus ponendo ponens). No
obstante, para dotar de simplicidad sus cadenas de inferencia debe introducir unos métodos

adicionales que no son del todo indispensables.
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3.1.6.1. Primer método de inferencia

A los juicios involucrados en este primer método que habia sido postulado en Begriffsschrift,
se le afiade un indice distintivo al lado de la proposicion, de tal forma que sea posible identificar
los juicios que daran paso a la inferencia, los cuales se utilizan incluso en los otros métodos de
inferencia. Asi mismo, introduce la regla general que sigue este método: “Si un subcomponente
de una proposicién se diferencia de un segunda proposicion sélo en que carece de la barra del
juicio, entonces puede ser inferida una proposicién que resulta de la primera proposicion

suprimiendo ese subcomponente”. (Frege, 1893/1964. p. 58,).

r
A
)EA
A partir de los juicios 1 (» y kA (8 se puede obtener una inferencia mediante este método,

sin embargo, no es inmediato. En este sentido, Frege hace uso de la intercambiabilidad de

r
A
I
subcomponentes por lo que se obtiene el juicio A, Asi pues, se tiene:
r
A
A
n FA
(B)—— (y):——

r r
T A
| 1

Es importante recordar que los dos pares de puntos que siguen al indice (8), indican que el
juicio que falta es el que corresponde al indice dado y se ubica en la parte inferior; de manera
analoga para el par de puntos que siguen al indice (y), con la diferencia en este caso de que el
juicio faltante se ubica en la parte superior. Asi mismo, cabe sefialar que para realizar la inferencia
se utiliza el juicio al cual se le hizo la intercambiabilidad de subcomponentes; este juicio es
implicito dentro del juicio inicial. Al realizar dos inferencias mediante este método, se puede
simplificar la expresion, escribiendo los dos indices separados por una coma, y en el orden de

aplicacion, seguidos de dos lineas paralelas en el sentido explicado anteriormente.
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3.1.6.2. Segundo método de inferencia.

Para definir este método, Frege primero establece una regla que le permite simplificar los
juicios obtenidos en la inferencia, la cual sostiene que siempre que dos subcomponentes aparecen
maés de una vez, s6lo se mantiene una dentro de la proposicion ya que sigue teniendo validez Idgica.
A esto lo llama Amalgamacion de subcomponentes idénticos. Una vez hecha esta aclaracion, él

determina que la aplicacion de este método se reduce a la siguiente regla:

Si la misma combinacion de signos ocurre en una proposicién como componente principal,
y en otra como subcomponente, entonces una proposicion puede ser inferida en la cual el
componente principal de la segunda es componente principal, y todos los subcomponentes
de ambas, salvo la mencionada son subcomponentes. Pero los subcomponentes que aparecen

en ambos, deben ser escritos solo una vez. (Frege, 1893/1964, p. 63, segun se traduce).

nr - =

.
A
A

De lo anterior, si se tienen las proposiciones 0ty y L-% (¢ lainferencia obtenida por este

método se representa por cualquiera de las dos siguientes formas:

€ A r

'[A ¥ I“EA

B A

b —n
(y>:-—--r (iim ==
lmEn r
I E
= =
. A A
S— | | e 1

Aqui A aparece como componente principal en () y como subcomponente en (y); luego en la
proposicion que se infiere A desaparece, y su componente principal debe coincidir con el de (y),

el cual es T', los subcomponentes seran entonces todos los restantes colocando A una sola vez. El
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orden de los subcomponentes puede variar segun la intercambiabilidad que se haga de los

subcomponentes.

Al igual que en el método anterior si se da una doble inferencia, se colocan los dos indices entre
parentesis separados por una coma Yy en el orden de ubicacion, seguidos de una doble linea
entrecortada. Este método puede ser interpretado en la légica clasica como la regla de inferencia

pVq

y : Vr
de resolucion la cual enuncia %.

3.1.6.3. Tercer método de inferencia

El tercer método se reduce a la aplicacion de la siguiente regla enunciada por Frege:

Si dos proposiciones coinciden en sus componentes principales, mientras un subcomponente
de la una difiere de un subcomponente de la otra s6lo en una barra de negacién prefijada,
entonces una proposicion puede ser inferida en la cual el componente principal comin a las
dos, es componente principal, y todos los subcomponentes de ambas, salvo los dos
mencionados, son subcomponentes. Aqui los subcomponentes que ocurren en ambas deben
ser escritos sola vez (amalgamacion de subcomponentes idénticos). (1893/1964, p. 65, segln
se traduce).

Me

=
e

De acuerdo a lo anteriormente expuesto, dadas dos proposiciones “—a( y (¢) es posible

€ A
L

=
(Diemrmems

[
E@
A

-— =

inferir una tercera asi:
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Notese que en la proposicion inferida se mantiene el componente principal y como

subcomponentes solo se excluye E y la negacion de la misma.

3.1.7. El cambio de letra gética a latina y viceversa

Frege ajusta el significado y la pertinencia de usar, ya sea las letras latinas o las letras goticas,
dentro de las funciones. Al respecto, él afirma que ambas indican que hay un objeto, pero ellas no
hacen referencia a uno en particular. No obstante, él considera que las letras goticas son adecuadas
para mostrar el alcance de las proposiciones, ademas, como se indicd antes para mostrar la

diferencia entre la negacion de una generalidad y la generalidad de una negacion.

Las letras latinas por su parte no permiten mostrar la negacion de una generalidad, ya que con
ellas el alcance de la generalidad no es suficientemente delimitado, es decir, no es posible
determinar hasta donde llega; pero si el alcance de dichas letras es entendido sobre toda la
combinacion de signos en la proposicién, entonces se puede extender a otras proposiciones y, por
tanto, dichas letras seran adecuadas para realizar las inferencia antes vistas. Esto no es posible

mediante las letras géticas debido a su alcance delimitado (Frege 1893/1964)

A partir de estas circunstancias es posible considerar una simbologia para hacer el cambio de
una letra gética por una latina y viceversa, asi como justificar la pertinencia de hacer este cambio

que ya habia sido enunciado en Begriffsschrift. Esta transicion se escribe mediante el simbolo
@ (2)

g

Re-0(a)
apelando a la siguiente regla:

Una letra latina puede ser remplazada en todas sus ocurrencias en una proposicion por una
y la misma letra gética. La letra Gética debe ser entonces al mismo tiempo insertada sobre

una concavidad en frente de un componente principal fuera del cual la letra latina no ocurre.
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Si dentro de este componente principal es contenido el alcance de una letra Gotica, y dentro
de este alcance la letra latina ocurre, entonces la letra Gotica introducida por una letra latina
debe ser diferente a la letra Gotica ya presente (segunda regla de 88). (Frege, 1893/1964, p.

69, segln se traduce).

Por ejemplo, la siguiente proposicién muestra este cambio:

l2a
a>0
a> e
a > e
S——
< 1>a

a>0

a> e

3

a> e

Notese que el reemplazo se hace en todas las ocurrencias de la letra latina a y se define una nueva

letra gética debido al alcance cerrado de la letra gotica <.

3.1.8. Leyes Basicas

Una vez hechas las aclaraciones esenciales en relacion a su lenguaje de formulas, Frege postula

las leyes basicas que le permitiran dar paso a la definicién de namero. Ellas son:

a
b

e La ley I esta dada por la proposicion Ta , la cual debe ser entendida junto con el caso

a
particular I'[a que se deduce de ella por sustitucion de b y amalgamacion de
subcomponentes idénticos.

f(a}
e Laley lla involucra letras latinas y goticas asi ~ ~>-fla} y por el cambio de letra gotica

fla)
de funcidn a latina se deriva ~2~-fla}, En palabras ella afirma que si todos los objetos del

alcance o ambito de “a”, cumplen una propiedad, entonces uno arbitrario de ellos tambien

debe cumplirla. Esta ley tambien es valida para funciones de segundo nivel y corresponde
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|-EM (78
B
£ M BBy

todas las funciones de primer nivel de un argumento debe serlo tambien para cualquier

a la proposicion que es la ley I1b y en palabras sostiene: “Lo que es valido para

funcidn particular entre ellas”.
g fla)
T ( g(b))
e Laley Il es expresada por la proposicion “¢le =% la cual en palabras manifiesta que:

L a)
'\J-[

lo que se predique para a = b se debe mantener para f(5) 1o cual es valido pues estos

dos coinciden en sus valores de verdad.

(—2a) = (=)
e Laley IV se enuncia mediante la proposicion *(—a) = ( —8) es decir afirmaque —a

esigual a—— b 0 — b, lo cual se justifica por el hecho de que tanto — & como — %

son siempre valores de verdad.

e LaleyV,estaley ya habiasido postulada anteriormente cuando se trato la nocién del curso
de valores, pero aqui se formaliza a traves del siguiente enunciado:
FRe = dgla)) = (<&~ fla) = gla)) Eg decir, si se considera a éfle) y agla) como el
recorrido de los valores de las funciones (conceptos) correspondientes (&) y g({)
respectivamente, entonces el recorrido de los valores de la funcion f es igual al de la
funcion g si y solo si para cada argumento a, f(a) = g(a). Ella en lenguaje natural
expresa que la identidad del curso de valores es igual a la generalidad de una identidad e

inversamente.

e Laley VI se expresa port @ = Vé(a = e}y establece que a es igual al curso de valores

del nombre de la funcion correspondiente a = &, bajo la cual cae un Unico elemento a.

3.1.9. Funciones de segundo nivel y nivel desigual



75

Frege muestra algunos ejemplos utilizando su simbologia. Asi en la combinacion de ideas

a <

' E;@f
#(=) se tiene una funcion de segundo nivel, cuyos lugares vacios pueden ser llenados con

a
a = €

e+1=3

funciones de primer nivel, obteniendo w[j“l =3,

De igual forma en — #{2) encontramos una funcion de segundo nivel, la cual puede tener
como argumento las funciones de primer nivel & + & o & x & (argumento tipo 2), cuyos lugares
vacios se saturan con el numero 2. Pero, dado que su valor es siempre un valor de verdad, se podria
decir que es un concepto de segundo nivel que tiene un argumento fijo; pero en aras de evitar
confusiones con la definicion original de concepto Frege decide Ilamarla: Propiedad del numero
2.

No obstante en — #{¢) se tiene una funcion de nivel desigual puesto que ¢ indica el lugar del
argumento para un objeto y ¢{ ) el lugar del argumento que corresponde a una funcion de primer
nivel. Esta funcion tiene siempre un valor de verdad, por lo cual se le llama relacion de nivel

desigual.

Un ejemplo de funciones de segundo nivel con lugares de argumento del tipo 3 es

a <

#(a, <} en el que a y @ representan los lugares del argumento de la funcion de primer

e d _a d=a
_ F‘:,(.z, a) _
nivel que llenaa #( ). Analogamente en #le; 4} s encuentra una funcion de esta clase, con

la diferencia de que esta funcidn hace referencia a lo verdadero cuando caen todas las relaciones

Gnicas o funciones X (%, 0, tal que = X(& O es una relacion unica. Es decir, para cada argumento
& solo existe un argumento C, de tal manera que el valor de la relacion X es verdadero. En lenguaje
informal, esta funcion expresa que si «esa d y <es a a, entonces paratodod ytodoa d = a. La

relaciéon siempre debe ser entendida en el orden de < hacia los otros argumentos.
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3.1.10. Definicion de la barra de definicion (la doble barra)

Frege introduce el simbolo I+ para diferenciar entre una definicion y una proposicion. Una
definicidn se puede citar en la misma forma que se hace para una proposicion, pero el signo del
juicio se sustituye por “I+”, seguido siempre de una identidad. Al lado izquierdo de esta Gltima van
las definciones, las cuales deben ir formadas por los nombres primitivos, para garantizar que hacen
referencia a algo; al lado derecho van las aclaraciones, es decir un signo simple que es un nombre
propio, el cual tiene el mismo significado de la definicion implicada. En consecuencia, la

definicion puede ser sustituida por este nombre propio.

Frege advierte que aun falta algo por precisar, pues no se ha determinado a cabalidad cuando

un nombre hace referencia a algo. En este sentido, él debe demostrar que sus nombres primitivos:

¢ ,
—¢, ¢ N Ic, & =0, S 8la) y édle) 50 tienen una referencia. Esto lo hace mediante la
definicion de los simbolos involucrados y el uso de los valores de verdad, los cuales para él son
objetos, y por tanto nombres propios. Por consiguiente, él garantiza que un nombre siempre hara

referencia a algo y tambien tendra un sentido si se compone de nombres primitivos.

3.2. Definiciones particulares
3.2.1. Definicién de la funcion & n ¢ y el doble curso de valores

Frege define la funcién & n ¢ con el fin de transformar una funcion de segundo nivel en una de
primer nivel, y trabajar sobre esta Gltima. La funcion & n ¢ es una funcion de dos argumentos, que

designa el valor de la funcion ®(¢) para un argumento A arbitrario; a partir de A y del recorrido

%0 Frege considera ademas los nombres de funciones de tercer nivel como nombres primitivos, sin embargo no los
toma en cuenta pues no son necesarios para su propasito.
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¢®(¢} de la funcion de primer nivel ®(¢) (que satura a la funcion de segundo nivel), es decir la
funcion original £ N ¢ queda A~éd(e). Y es debido a esta coincidencia en sus valores de verdad
que una puede ser sustituida por la otra. Su valor esta determinado por dos casos: En el primero,
el argumento ¢ es un curso de valores (curso de valores de ®(£)), por lo cual el valor de la funcion
& N ¢ es el valor que adquiere la funcién para A como argumento de . En el segundo, ¢ no es un
curso de valores, entonces el valor de la funcién & N ¢ para cualquier argumento de & es ¢ (=—¢ = ¢)
(expresa lo falso). Y en consecuencia ¢ N ¢ denota el valor de una funcion que tiene como

referencia lo falso para cada argumento. Asi para todos los posibles objetos, £ N ¢ en su forma

gla) = a ): any

IV \& (-.JL-[
general se define como sigue: u = dgle) con lo que se puede observar que el
segundo caso es excluido, ya que esta definicion garantiza que u es un curso de valores y, por

tanto, se garantiza la verdad de la misma (Frege, 1893/1964).

Una vez incorporada esta definicion, Frege ofrece algunos ejemplos que muestran la eficacia

de la funcion & n ¢, para realizar la transformacién de segundo nivel a otra de primer nivel. Si se

] Eq.‘a(;)
tienen las funciones de segundo nivel —E+¢la) y #(«) | ellas corresponden

a 2 -
a=e

‘ Eanf

respectivamente a las funciones de primer nivel ==~an{ y «~{  Esta transformacion se
puede hacer sélo si el argumento ¢ es llenado por ¢ ®(e), la cual adquiere el mismo valor que la
funcién de segundo nivel, al tomar como argumento la funcién &(¢). Cualquier otro argumento

para ¢ invalida la transformacion.

Queda por aclarar que también se puede hacer la transformacion de una funcion de primer nivel,
con dos argumentos, a objetos en el sentido explicado antes; pero con la diferencia que se debe
utilizar un doble curso de valores. Asi por ejemplo, si se tiene la funcion & + A esta tiene como

curso de valores € (e + A), pero si se define la funciéon ¢ + ¢ de tal manera que ¢ varia, entonces

se tiene un curso de valores dado por e+ 0, que es una funcién de primer nivel que tiene un doble

curso de valores dado por &€ (e + a). En consecuencia, aplicando la definicion de é n ¢, se tiene
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que la funcién de+{) go puede representar por un argumento A dado y su curso de valores. Por

tanto, se tiene A ~ aéle+ a) = é(e+ Q).

Ahora bien, como a su vez ¢ (e + A) expresa el curso de valores de la funcién & + A, entonces
para un argumento T, esta funcion se representa por la expresion I'né(e+A), es decir
I'né(e+A) = ['+ A Por tanto al reemplazar el curso de valores en esta tltima expresion por el
resultado anterior, se llega a la identidad I'n (A~ aé(e+a)) = I' + A donde T + A constituye un
objeto. Al lado izquierdo de la identidad se representa la funcion de dos argumentos con el doble
curso de valores; al lado derecho se expresa el objeto constituido que los distingue de otras
sustituciones. Si dicha funcion es una relacion, entonces se habla de extension de la relacion en

lugar de doble cursos de valores.

3.2.2. Definicion de la funcién I¢

Frege introduce esta definicién para mostrar de forma explicita los casos en que la extension
de una relacion aparece como argumento. De manera que en la notacion 1€, 1 es el indicador que
determina que lo que le sigue corresponde al argumento de la relacién, lo cual coincide con el

doble curso de valores (extension) de la relacion.

“. e d 8 d=a =IP
‘ Fe.n(anp)
en(dnp)

que este es el doble curso de valores de la relacién dada —— £~ (£~ 8) pues de lo contrario el

En la definicion a p le debe corresponder un argumento A, tal

valor de la funcion & N (¢ N A) seria falso o ¢(=—¢ =€)y en consecuencia — £~ ({n A) seria

falsa. Si la relacion es una de muchas de las que se puedan dar, entonces 17 es verdadero, y es en

este sentido que debe ser entendida.
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3.2.3. Definicion de las funciones >é, 'y“f y B

Para dar estas definiciones, Frege (1893/1964) simboliza lo que ya habia dicho en Grundlagen

der Arithmetik sobre la definicion de niumero dada a partir de la relacion de equinumerosidad:

La expresion: “el concepto F es equinumérico con el concepto G” significa lo mismo que la
expresion “existe una relacion ¢ que correlaciona uno a uno los objetos que caen bajo el

concepto F con los que caen bajo el concepto G”. (p. 97, segun se traduce)

Asi pues determina el concepto F y G como —£énT" y — €4 respectivamente, y como
relacion ¢ a —— £~ (C~T) (donde T es la extension de la relacion); afiadiendo la condicion de que

esta es “una entre muchas”, en consecuencia lo anterior se reduce a:

d dal’
SrranA
dn(anT)
IT 51

Que corresponde con el valor de la relacion — £~ ({~T) sj se considera a I' como argumento de
& ya A como argumento de . Lo que significa que la relacion T es una de muchas que correlaciona
a uno de los objetos que caen bajo el concepto — £~ 1" con uno de los objetos que cae bajo el

concepto — ¢n4,

Pero esta relacién tiene un doble curso de valores, el cual a su vez es el valor de la funcion

d

aé dne

ana
dn(u.nf)
I¢

para un argumento T. De manera que esta funcidén es nombrada de la siguiente forma:

SUTAVd(Va[(dn (@anT)) - (=(an )] - [~(d nT)]) lo que por equivalencias l6gicas es lo mismo que IT A
vd ((dnT) - va[(dn(@n)Aann)])
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I} &¢ d

dne = )p
ana

dr\(aﬂ‘p)
Ip

Esta tiene como valor la extension de una relacion. Si se apela a las definiciones de las funciones

d d dnl’

I'nprAndd y dne
dﬁ(anT) dn(anT)
anteriores '~ (4~ )T) corresponde a IT y por tanto a IT . De

aqui que )~ indica en la expresion '~ (&~ }T) que la relacién T mapea el concepto T sobre el
concepto A °2; donde en general, se llama a un concepto, cuya extension es I, concepto I'; y a una

relacion cuya extension es T, relacion T.

Una vez definida la funcién )‘5, para referirse a su reciproca, Frege afiade el simbolo ¥é g lo
introduce bajo el argumento que, al ser la equinumérosidad definida por medio de conceptos, la
relacion inmersa debe validar tanto lo que se dijo antes para la relacién T, como lo que corresponde

al reciproco. Es decir, ahora se mapea el concepto A sobre el concepto I' (intercambio de roles).

Por consiguiente, si T es la extension de una relacion, entonces ¥T es la extension de su
reciproco y se define asi: |F 4¢(anlenp)) = ¥p De modo que la relacion — £~ (¢~ ¥T) tendra

la misma referencia que la relacion=——¢ ~(£~ T),

A partir de este razonamiento y con las definciones anteriores, Frege (1884/1996) simboliza lo

afirmado en Grundlagen: “el nimero que corresponde al concepto F es la extension del concepto

I'a(An)T)
“equinumérico al concepto F™”. (p. 109). El parte de la expresién-r[ AnTaA )-KT), que corresponde
al valor de verdad de la relacion T, cuando se da un mapeo biunivoco entre los conceptos I' y A.

Estos dos conceptos son equinuméricos si existe dicha relacion.

52 A cada elemento que cae bajo el concepto T se asigna un Gnico elemento que cae bajo el conceptoA.
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Si Iy A son consideradas como extensiones de conceptos y T como extension de una relacion,

entonces — én (¢~ T) es siempre una relacion y cualquier objeto puede denotar a T. Por lo tanto

-.d-El‘n(An)q)
An(I'~)¥a) designa el valor de verdad de los conceptos —&nl" y —&nA que son

equinuméricos. De manera que para un argumento T, ella corresponde al valor de la funcion

..\s.l.:.fnmﬂ)q)
A~(£n)¥a) la cual a su vez es un concepto cuya extension®® representa el nimero que

pertenece al concepto A. Esto altimo en su forma general, se define como:
1Xi (-r&[t'n (UA)q) ) = Py
un(c n )Kq)

Hasta aqui, se han presentado y clarificado las nociones fundamentales del lenguaje formal que
Frege construye, el cual es la base que le permite formalizar la definicién de nimero (natural) a
partir de los principios l6gicos universales, que él habia establecido con antelacién. Por lo que
sigue, sb6lo nos limitaremos a presentar la definicion formal de numero natural y algunas

proposiciones aritméticas que se deducen de ellos.

3.3. Definicion de los numeros naturales

La revisién anterior termina por fundamentar todo el sistema l6gico de Frege, con lo cual él se
dispone a definir los nimeros naturales, basado en los principios ldgicos antes establecidos. Para
esto, define los niUmeros cero y uno, y la relacién sucesor, la cual permite dar cuenta de todos los
demas numeros naturales. Estas definiciones fueron enunciadas en su segundo libro, apelando al

lenguaje natural. En su tercer libro, formaliza estas definiciones utilizando su lenguaje de formulas

53 Para Frege, esto es lo mismo que hablar del curso de valores.
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y, ademas deduce algunas verdades aritméticas que son esenciales y que fundamenta su definicion

de ndmero natural®*.

3.3.1. Definicion de 8 y 15

El nmero cero se define mediante la simbologia antes vista asi: [F#¢(—¢=¢ =8 Donde @
es el nimero que pertenece al concepto =—¢ = £, que en lenguaje natural se expresa como: “no

ser idéntico a si mismo”, por tanto no hay ningun objeto que caiga bajo él.

El nimero uno lo define asi: [F #¢(e = 8) = 1 donde 3 esel nimero que pertenece al concepto

& = 8. Esto se puede expresar como: “ser idéntico al nimero cero”, bajo el cual cae s6lo un objeto

que es el cero.

Frege establece la existencia de dichos conceptos, incorporando el concepto de nimero a partir
de la funcion ~~%—~—®u = £ Esta determina que “existe un concepto u que le pertenece un

ndmero”.

3.3.2. Definicion de f: Relacion sucesor

54 Se sabe que el proyecto logicista de Frege tiene unos problemas de fundamentacién con relacion a la ley bésica V,
los cuales fueron dados a conocer por Bertrand Russell, y que el mismo Frege reconocio. Esto se retomara en la
conclusion de este trabajo.

%5 Frege utiliza esta notacion para los niimeros “cero” y “uno”, para aclarar que se refiere al nimero como objeto
I6gico y no como el simbolo que los designa.
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Con la definicién de los numeros cero y uno, Frege formula la definicion de la relacion
“niimero que le sigue inmediatamente a otro”, en la serie de los nimeros naturales. El inicia con

la simbolizacion de la definicion ya citada en Grundlagen:

Si hay un concepto — ¢~y un objeto A que cae bajo él, tal que el nimero que pertenece

S

al concepto — énT es A y el nimero que pertenece al concepto “ €T 5 es @, entonces
digo: A sigue en la serie numérica directamente despues del ©. (Frege, 1893/1964, p. 100,

segun se traduce).

De acuerdo a lo anterior, esta definicion en su forma general equivale a la expresion:

u a ”‘-‘=C
‘-E-anu

B (-.-[“w )= I3

en la que ¢ indica el nimero que le sigue a &. Aqui ¢ y & corresponden a los nimeros Ay ©
respectivamente y a el objeto que cae bajo el concepto u es decir A. La extension de esta relacion,

la cual coincide con la relacion sucesor, se define asi:

(b & [ B = a - f

anu

pé (-—[E:ua) =€

segun lo anterior, la expresion (1 f) en lenguaje natural afirma que el nimero “uno” es el
sucesor de “cero”. En términos generales, la relacion f ordena los ntimeros de tal manera que se

obtiene una serie.

rd
3.3.3. Definicion de la funcién =¢: Sucesor y predecesor de la serie numérica

56 En palabras: caer bajo el concepto — £~ Tpero no ser idéntico a A.
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Tras las definiciones dadas queda por concretar qué significa que un numero le siga

inmediatamente a otro en una serie numérica o que le preceda, lo cual se especifica mediante:

Si la proposicion “si todo objeto con el cual A permanece en la relacion T cae bajo el
concepto —F(&, y si del hecho de que un objeto caiga bajo este concepto, se sigue
generalmente que todo objeto con el cual él permanece en la relacion T igualmente cae bajo
el concepto — #(£), entonces O cae bajo este concepto”

se sostiene en general para todo concepto — £(£), entonces podemos decir que © sigue a A
en la serie T. (Frege, 1893/1964, p. 102-103, segun se traduce).

A partir de la proposicién anterior, Frege propone una simbolizacion en su forma general como
sigue:

3 F(Q)
ar Fla)
EnlanT)
o Fla)
dn(anT)
F(d) 57,

Se debe hacer la observacion de que & y ¢ corresponden respectivamente a A y 0. La extension de
esta relacion va a ser el valor de la funcion que se forma al remplazar T por una relacion arbitraria.

Esta Gltima funcion se nombra a partir de la siguiente definicion:

H.&z-.ff Fla) =-Zq

Li[fﬂa}

enla ﬁ!ﬂ

\_E*‘ r Fla)
demlan f_ﬂ
Fla)

En consecuencia, se puede decir que A ~(8~ 2 T) significa que © sigue a A en la relaciéon T, o lo

que es lo mismo, A precede a ©. Asi, para A ~(8 ~ 2 ) se tiene que O sigue a A en la serie numérica.

VF(Vd[F(d) - Va([d n (anT)] - F(@)] - [va([€ n (anT)] > F(a)) - F({)]) por equivalencias Iogicas
se obtiene: {va([¢ N (anT)] » F(@) A Va[(F(@) Aldn (anT]) -» Fl@)]} - FQO.
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3.3.4. Definicién de la funcion ¢

Para finalizar, Frege formaliza que “la serie de los nUmeros naturales tiene un primer elemento

pero no hay un ultimo”. Para ello, primero confirma que un nimero le sigue a otro en la serie

¢=¢
numeérica o coincide con este, lo que se expresa asi: -[: €n{{n<T) Paraun Ay 0 argumentos de

& y ¢ respectivamente, esta expresion es interpretada como sigue: © pertenece a la serie T que
empieza con A, o también A pertenece a la serie T que termina con ©. Asi pues, ningun nimero es

seguido por el mismo.

&(’( a=e )
La extension de esta relacion es el valor de la funcién -E- enlan=4)/ sjsetomaaTcomo

argumento de ella. La definicion de esta extension se expresa de la siguiente forma:

Iés (-I: ::(;a = q)) " q.

De ahi que la expresién A ~(8® ~ ST)tiene como referencia el valor de verdad de los © que estan
en la relacion T y empiezan con A. Anadlogamente 8~ (8 ~ &) tiene como referencia el valor de
verdad de © que esta en la serie numérica que empieza con 8. Por tanto, ® es un nimero finito.

De esta manera, queda formalizado el primer nimero de la serie numérica.

Ahora, para la formalizacion del nimero n + 1, el cual es citado por la proposicion: “el nimero
que pertenece al concepto: perteneciente a la serie de los nUmeros que termina con n, sigue
inmediatamente a n en la serie de numeros, si n s un numero finito”. (Frege, 1893/1964. p. 104,

segun se traduce); Frege introduce el siguiente juicio:

I-[nn(ﬁ(‘nnoﬂnﬂ
Qn(nndf)

donde #(n ~ G representa el nimero del concepto “pertenecer a la serie de los nimeros que

termina con n, el cual a su vez le sigue an”.
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3.3.5. Proposiciones aritméticas

Frege presenta algunas proposiciones aritméticas que se derivan de las definiciones anteriores

y que son dadas mediante su simbologia:

a=1
1. IIB ~(a~f : si a sigue inmediatamente a cero en la serie numérica, entonces a debe ser igual a

uno.

I
2. #u =1 :siuno es el nimero que pertenece al concepto u, entonces existe un objeto a que

cae bajo el concepto u.

d=a
any
dnu

3. L—mu = 1: si uno es el numero que pertenece al concepto u, y d y a caen bajo el concepto u,

entonces d es igual a a.
Bu=1

ent
a=4d

and

4. dnu : Sjexiste un objeto e que cae bajo el concepto u, y si de ello se sigue que vd y
Va que caen bajo el concepto u se deduce que a es igual a d, entonces el nimero que corresponde

al concepto u es uno.

If
5. L1¥f: como la relacion f es una relacion entre muchas, entonces esta expresion afirma que:
en la serie numérica, para cada numero, s6lo hay un nimero que le precede inmediatamente y sélo
hay un nimero que le sigue inmediatamente.

Sranlanf)
a=18
6. .+ fu = a :sjexiste un concepto u al que le pertenece el nimero a, entonces a es igual

a cero o existe un numero al que a le sigue inmediatamente en la serie numérica.
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Con la definiciobn de los ndmeros naturales expuesta anteriormente, Frege finaliza
parcialmente®® su proyecto logicista. Es claro que una de las nociones l6gicas mas importantes en
el desarrollo de la definicion de nimero natural dada por Frege, es la nocion de funcion. En este
sentido, nos permitimos hacer una digresion en relaciéon a una discusion que se ha hecho sobre
ella. Esto con el fin de considerar algunos aspectos subyacentes, de orden I6gico y ontoldgico que

de cierta forma aclaran la nocion de funcion de Frege.

3.4. La nocion de funcion en Frege desde la perspectiva de Panza (2015)

Es claro que la nocion de funcién ocupa un lugar importante en la matematica moderna, lo cual
se manifiesta en las diferentes formas de concebirla. A pesar de ello, no es evidente la
determinacion de donde surge y a queé tradicidn pertenece. De manera que la cuestion radica en

preguntarse por la naturaleza de las funciones.

Es preciso detenerse un momento en esta cuestion, en particular para profundizar en el caracter
que se le debe atribuir a la nocion de funcion en Frege ¢es una nocién matematica? ¢ es filosofica?
Esto es importante en la medida en que Frege considera la nocion de funcién como el elemento

central de su sistema ldgico.

Con el proposito de clarificar la nocion de funcion que Frege propone en sus escritos
(Begriffsschrift y Grundgetzese), asi como la naturaleza de ella, se van a tener en cuenta las
interpretacion de Panza M. (2015). Dentro de este marco de estudio, él toma como referencia el
trabajo de Tappenden en relacion a lo que es relevante para Frege segin Tappenden, esto con el

fin de generar una discusion alrededor de su postura.

%8 Aln faltaba definir los nliimeros reales. Esta definicion daba fundamento al anélisis matematico, Frege trabaja en
esto, en el tomo 1l de su tercer libro.
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3.4.1. La discusion sobre el origen de la nocion de funcién de Frege

Panza (2015) establece que en el marco de un trabajo sobre Frege, Tappenden intuye que es un
mito que las matematicas del siglo XIX se puedan reducir a un proceso de aritmetizacion del
andlisis, que consiste en hacer unas reducciones del tipo de Weierstrass. Pero el mito no implica
apoyar el contra-mito en el que se considera que la concepcion de Frege difiere de Weierstrass y
por tanto de la matematica del siglo XIX. En conclusion segin Tappenden mito y contra-mito son
posturas erradas puesto que Frege estaba impulsado por objetivos filos6ficos mas que por

consideraciones matematicas.

En efecto, Tappenden afirma que la perspectiva de Frege difiere de Weierstrass. Sin embargo,
esto no implica que haya una separacién entre Frege y los matematicos del siglo X1X, pues habia
algunos matematicos que tenian concepciones distintas a las de Weierstrass. Uno de ellos era

Riemann y segin Tappenden, Frege se ubica en la tradicion Riemanniana.

Para justificar lo anterior, Tappenden se refiere a la nocién de funcién de cada uno. Asi pues,
sefiala que Riemann da una definicion de funcién en la que se requiere de una prueba de existencia,
pero separada de cualquier expresion simbélica. Con respecto a Frege, afirma que la cuantificacion
de la funcion deja entrever la nocion de funcién en su sentido mas general, pero independiente de
las expresiones y definiciones. Esto permite a Tappenden afirmar que tanto para Riemann como

para Frege, las expresiones no son significativas en la definicion de funcién.

No obstante, Panza (2015) plantea una interpretacion que no coincide con la de Tappenden. Asi
pues, él sefiala que aunque Frege estuvo preocupado por dar una rigorizacion del andlisis, sus
trabajos no estan en esta direccion, y por tanto no pueden ser inscritos en el proceso de reducciones

sucesivas (por ejemplo, derivadas a limites de reales y enteros a conjuntos). Esta es una de las
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razones por las cuales su programa fundacional no implica reducir los nimeros naturales a

conjuntos, ni es necesario apelar a ellos para dotar de claridad la nocion de funcion.

Al contrario, considera Panza, para Frege la nocion de funcion es independiente de una nocion
de nimero; pero para ofrecer una definicion de este Gltimo, es necesario recurrir a la nocién de
funcidn. Pues bien, los numeros deben ser definidos dentro de un sistema légico y se considera
para su exposicion sélo algunas nociones fundamentales, como la de funcién, que son anteriores a

los principios matematicos.

Asi mismo, Panza (2015) cuestiona el hecho de considerar a Frege como parte de la tradicion
Riemanniana, desde el punto de vista de la nocion de funcién en si misma. El considera que no
hay razones suficientes para determinar que la nocion de funcion de Frege sea correspondiente con
la de Riemman, dado que este Ultimo da una nocion matematica, y la nocion de funcion de Frege

no lo es.

Para Panza, sin duda alguna, el pensamiento de Frege esta fuera de la matematica del siglo XIX.
Sin embargo, Frege conocié muy bien las discusiones matematicas de su época, y en sus trabajos
toma en consideracion los desarrollos matematicos de aquel momento, por lo cual es probable que
esto haya incidido en el rol que €l le da a su nocidn, sin ser estrictamente una extrapolacion de
aquella tradicion matematica. De hecho, la razén por lo cual Frege pudo tomar como eje central
de su sistema légico la nocion de funcién, fue justamente porque concibié una nocién no
matematica. Por esto, segun Panza, la nocion de funcion en Frege puede no haber sido ni la de

Riemann ni la de Weierstrass.

Ademas, para Panza tampoco podria corresponder con la nocion de funcion de Lagrange. Esto
se debe en cierta medida a la diferencia que existe en la forma de introducirla en sus respectivos

programas fundacionales. El considera que el sistema formal (Begriffsschrift) de Frege es un
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sistema significativo, es decir, no solo presenta los elementos de su lenguaje, sino que fija el
significado de ellos y justifica la relevancia de las reglas; por esta razon, la nocion de funcién no
debe ser explicada tomando como base nociones previas, ni como una nocion que deba ser
necesariamente posterior a Begriffsschrift. Pues la mision de Begriffsschrift es dotar a la nocion de
funcidn de significado. En el caso de Lagrange, se entiende la funcién como una cantidad abstracta
que se forma, a su vez, por medio de operaciones entre cantidades fijas y variables (expresiones).
Por tanto, se considera que las funciones son objetos formadas por objetos. Y esto contradice la
concepcion original de Frege. De lo anterior, es posible sefialar que la diferencia entre Lagrange y
Frege radica esencialmente en la forma en como cada uno concibe un sistema formal. EI primero

considera a las funciones como objetos y el segundo todo aquello que no es un objeto.

3.4.2. Discusion del programa fundacional de Frege

Todo lo anterior permite abrir la discusion alrededor del programa fundacional de Frege, el cual
inicia con la creacion de un sistema formal. Panza (2015) hace referencia a este sistema afirmando
lo siguiente “...La fundamentacion de la aritmética en la logica significa reducir las nociones
matematicas de conjunto y correspondencia a las nociones logicas de concepto y relacién. Esto es
justo el objetivo de Begriffsschrif ”. (p. 72, segun se traduce). Para hacer la reduccion se debe
recurrir a los principios basicos de la I6gica, los mas simples. En otras palabras, esto significa que
antes de tales principios no puede haber mas reducciones. Ahora bien, una vez son fijados tales
principios, no se puede ir mas atras de ellos, pero se necesita de algo previo, para comunicarlos,
que Frege llama “exposicion”. Dicha exposicion se debe entender como una elucidacién, cuyo
papel primordial es facilitar los saberes necesarios para preparar el estudio de la logica y las
matematicas, es decir es una propedéutica de éstas, aunque no puede ser explicada por medios

I6gicos.

Tal elucidacion, afirma Panza, toma un roll diferente dependiendo de si se trabaja con

contenidos reducibles o irreducibles. En los reducibles (por ejemplo los conceptos y las relaciones
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que son funciones de uno y dos argumentos respectivamente, y los cuales tienen como valor los
valores de verdad) la elucidacion da claridad y permite que surjan algunas definiciones explicitas,
pero informales. En los irreducibles sélo puede dar claridad si se conjetura sobre ellos. Un ejemplo
de contenidos irreducibles es la nocion de funcion en general, que segin Frege es contraria a los
objetos. Esto significa que ella no puede ser ni cantidad, ni conjunto, ni nimero, ni expresion; los
primeros son objetos y el Gltimo una configuracion de ellos. Por lo tanto, se considera que la nocion
de funcion precede a la matematica, lo que implica que es una nocidn légicamente primitiva
(Panza, 2015).

Esta consideracién, unida con la elucidacién expuesta anteriormente, permite excluir el modo
de entender a las funciones como conjunto de pares. Sin embargo, Frege no puede precisar qué
tipo de entidades son las funciones, pues para él todo lo que no es funcién es objeto y viceversa.
Por ello, él solo puede limitarse a explicar cdbmo trabajan las funciones dentro del lenguaje natural
y las versiones recopiladas que son usadas en matematicas; en particular, él explica la forma como
dichas funciones se han disefiado en el marco de Begriffsschrif. Para Frege, es necesario recurrir a
las funciones para poder dar cuenta de los avances dentro de su lenguaje formal; no obstante, ellas
no son componentes reales de dicho lenguaje. Esto se evidencia en el hecho de que la funcién s6lo
cobra sentido cuando hace referencia a algun objeto, sea concreto o abstracto, pues por si misma

no se sostiene.

En relacién a lo anterior, Panza (2015) afirma:

En mi opinién ... la afirmacién de que las funciones no son objetos sélo se explica
parcialmente: segin Frege, apelar a las funciones es indispensable para fijar el modo en que
su lenguaje formal se ejecuta, pero las funciones no son como tal componentes reales de este
lenguaje. En general, las funciones se manifiestan a si mismas haciendo referencia a objetos
—Yya sea concretos 0 abstractos-, y afirmaciones sobre ellos, pero no son como tal habitantes

reales de un mundo concreto y abstracto. (p. 75, segun se traduce)
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En resumen, para Panza, la funcion en Frege es una manera objetiva de explicar, es un marco
explicativo que no es concreto ni abstracto sino que sirve para esclarecer la estructura l6gica del
lenguaje y del pensamiento. Para precisar esta idea general, Panza hace un analisis de la nocion de
funcion que Frege introduce en sus escritos. El dice que para formar una afirmacion dentro del
sistema formal, se debe anteceder el signo F—"a los términos apropiados. Estos términos pueden
ser nombres de un valor de verdad (verdadero o falso) o formulas apropiadas; las ultimas
comprometen letras latinas (a, b, etc.) y son adecuadas s6lo cuando se transforman en un nombre
de valor de verdad, luego de realizar las sustituciones adecuadas de esas letras. En consecuencia,
se obtienen dos casos: en el primero, el signo " precede a un nombre de valor de verdad y en
el segundo este signo precede a una formula apropiada (conocida hoy como férmula bien formada).
El primer caso indica que se obtiene un nombre de la verdad obtenida, es decir se certifica la verdad
de lo que se predica. Sin embargo, como Frege considera lo verdadero y lo falso como objetos que
existen previamente, entonces los nombres de valores de verdad equivalen a nombres propios que
son nombres de objetos. En el segundo caso, afirma que se obtiene lo que la formula constituye

para cada reemplazo de las letras latinas, la cual es transformada en un nombre de la verdad.

En lo que respecta al primer caso, Panza sefiala que no todo nombre propio es adecuado para
formar una afirmacién en el sistema formal, y que s6lo son aptos aquellos nombres de valores de
verdad que corresponden a un concepto o a una relacién; es decir, si se forma una funcién cuyos
valores son los valores de verdad. Esto indica que no se hace referencia s6lo al valor de verdad,

sino también a la funcion, lo cual depende de la naturaleza de ella.

Cuando Frege habla de la naturaleza de la funcion se refiere a lo siguiente “...Los nombres de
sus valores son nombres de valores de una determinada funcién primitiva, o son generados de una
manera determinada componiendo reiterativamente estos Ultimos nombres y, posiblemente,
apoyandose en otros nombres propios introducidos por definicion explicita” (Panza, 2015, p. 76,

segun se traduce). Panza advierte que esta explicacion no es aceptada totalmente, puesto que si no
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se considera las funciones como componentes reales dentro de Begriffsschrift, es inconcebible que

ellas puedan ser elementos primitivos o agrupaciones de ellos.

De lo anterior, se deduce que un nombre propio es un nombre de un valor de una determinada
funcidn. Para aclarar esto, Panza toma como objeto de estudio a las funciones primitivas que son
las funciones de primer nivel, es decir aquellas que tienen por argumento objetos, y son
introducidas por definiciones explicitas apropiadas. Algunas de ellas son: La horizontal, la
identidad, la negacion y la implicacion. En este sentido, Panza muestra como Frege recurre a los
nombres esquematicos de los valores de las funciones, para dar la definicidon de estas funciones
mencionadas y que se basan esencialmente en determinar todos los nombres de los posibles valores
de verdad que se les puede asignar. En relacion a esto, Panza expone que estas definiciones hacen
parte del lenguaje de Begriffsschrift, pero no los nombres esquematicos con los que se hace

referencia a ellas.

Estos nombres esquematicos se componen por letras mayusculas griegas (T, A, etc.) que pueden
ser reemplazadas dentro de Begriffsschrift por objetos particulares o por letras latinas. Estas se

utilizan para expresar generalidad y corresponde es el segundo caso mencionado anteriormente.

De esta manera, Panza anota que las letras latinas constituyen una formula bien formada si estan
dentro de una afirmacion, es decir si el simbolo F—"las antecede; en caso contrario, la formula
no tiene validez dentro de Begriffsschrift. De modo que so6lo se obtiene un nombre esquematico de
la verdad si esta letra latina es sustituida por una letra mayuUscula griega y si se descarta el simbolo
" Lo anterior no aplica para las letras latinas. Asi, como la exposicion del sistema de
Begriffsschrift permite trabajar con nombres propios, también lo hace con los nombres de las
funciones (f- nombres). Esto es pertinente desde lo notacional, si se considera que algunos
términos tales como implicacién, negacion, identidad y horizontal son utilizados para referirse a
esas funciones en particular. Ahora bien desde lo sustancial, las funciones no son objetos y por

tanto no pueden tener nombres.
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Asi pues, para Panza, Frege explica lo anterior desde lo notacional, pues designa un tipo
especial de letra®® que tiene como propdsito mantener lugares vacios para ser ocupados por otras
letras apropiadas, que permiten obtener nombres de valores de las funciones o férmulas adecuadas
que entran en las afirmaciones. Es necesario resaltar que estas letras no son ni esquematicas, ni

variables ni constantes. En sintesis, Panza (2015) afirma lo siguiente:

... Por lo poco que he dicho, deberia ser claro que para que las funciones se manifiesten en
Begriffsschrift, no es necesario que ellas sean componentes reales de su lenguaje. Aunque
las cosas son menos claras para el lenguaje de la exposicion de este sistema, debido a la
presencia de f -Nombres, no hay duda de que, para Frege, estos nombres son herramientas
para la formacién de los nombres propios y afirmaciones, o para el analisis de ellos. A mi
entender, esto es justo lo que quiere decir con su conocida metafora sobre la naturaleza de

las funciones insaturadas. (p. 79, segun se traduce).

En conclusion, para Panza, no es trivial hacer un analisis de la nocién de funcién en Frege, y
mas cuando ella es el elemento central de su sistema légico, aunque no sea posible asignarle una
naturaleza definida. Lo que es relevante es la forma en como ellas deben ser trabajadas, segun
Frege, tanto en su sistema formal como en su exposicion, y todo lo que es posible representar bajo

esta estructura l6gica que dota de rigor la operatividad entre las formulas.

59 Las letras a las que aqui se hace referencia coinciden con las letras minUsculas griegas ¢y ¢.
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Conclusiones

A lo largo de este trabajo se constatd la importancia que tuvo para Frege el pensamiento
deductivo, como un proceso de consolidacion de la aritmética. Es decir, mediante este tipo de
pensamiento en Frege, se puede observar su interés en dar un fundamento a la matematica, la cual
hasta el siglo XIX tenia una base aun muy debil, pues no habia una buena comprension de la
naturaleza de los objetos fundamentales con los que ella trabajaba, en particular no existia un

acuerdo claro de lo que eran los nimeros naturales.

Sumado a lo anterior, el sistema logico de Frege permitié introducir la 16gica de segundo orden,
pues, como se evidencid durante el desarrollo de este trabajo, Frege incorpord una notacion para
referirse a los cuantificadores y desarrolla una teoria de la cuantificacion, para predicar no sélo
sobre objetos sino sobre relaciones; ademas, en dicho sistema él simboliza y garantiza la verdad
de algunos enunciados del lenguaje natural, como lo son: “y”, “0”, “ni”, “ningun”, etc. Es por ello

que Frege es considerado como pionero de la légica clésica.

Asi mismo, gracias al trabajo de Frege, la l6gica es la ciencia que permite garantizar el rigor y
la formalizacion de las definiciones dadas en las ciencias, pues con ella se puede determinar la
verdad, en un sentido clésico, de las proposiciones cientificas, eliminando en lo posible las
ambigledades provenientes del lenguaje natural. En este sentido, se interpreta su proyecto de
demostrar que las verdades de la matematica son deducibles de las verdades de la l6gica. Aunque
este trabajo, como se sabe, se centré en una pequefia porcion de su programa: estudiar los

principios de la aritmética, como principios derivados de la logica.

En consecuencia, las leyes aritméticas son analiticas, luego las formulas numéricas deben ser

deducidas a partir de enunciados universales. Por tanto, para Frege, se debe partir de una definicion
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general de nimero. Una definicion particular no permite dar cuenta de la generalidad de dichas

leyes porque careceria de rigor.

En lo que concierne a lo ontoldgico, en la definicién de nimero natural de Frege se concluye
gue los nimeros naturales son objetos abstractos, pues estos son obtenidos mediante los conceptos
y no de las cosas. En efecto, estos no pueden ser considerados como algo subjetivo, no son
propiedades de las cosas y no provienen del mundo exterior, pues aqui las leyes aritméticas

quedarian sometidas a las representaciones mentales, y por tanto, perderian rigurosidad y validez.

En este sentido, se justifica la postura de Frege cuando considera los nimeros como algo
objetivo proveniente de la razon y, en consecuencia independiente de nuestras percepciones y
configuraciones mentales que sélo sirve para hacerse una representacion vaga de ellos. La
existencia de los nimeros y de las verdades aritméticas es independiente del sujeto, su verdad se
funda antes de la actividad pensante, lo que corrobora que deban ser definidos en términos
puramente logicos. Esto puede calificarse como un “platonismo logico”. En este sentido, se
reconoce los nUmeros como objetos y no causales, pertenecientes a los conceptos; conceptos que
son a su vez funciones, como entidades predicativas insaturadas y los nimeros como entidades

completas saturadas.

En relacion a lo epistemoldgico, se tiene que los nimeros son definidos desde un principio de
abstraccion, identidad entre los conceptos (equinumerosidad), el cual permite acceder, en cierta
forma, a la naturaleza de los objetos—numero y dan cuenta de la existencia de ellos. Esto explica 'y
responde a la pregunta que desde la formulacion del proyecto se planted: ; Como un sujeto causal
puede acceder a objetos de naturaleza abstracta 0 no causal? Asi pues esta relacion explica el

vinculo filosofico e histéricamente problematico entre lo concreto causal y lo abstracto no causal.
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Efectivamente el nimero se deriva de los conceptos, y es en los conceptos que esta su soporte;
pero esto se da mediante la abstraccion, pues sobre ellos cae todo lo externo, interno, lo espacial,

temporal, lo no espacial y lo atemporal.

Para Frege, las leyes aritméticas tienen aplicabilidad en el mundo exterior pero no son
propiamente propiedades de las cosas externas, ya que se fundamentan en la forma de validacion
de la prueba que es independiente del pensamiento del sujeto, y por tanto de las intuiciones. Estas
aplicaciones gque son explicadas en el mundo sensible, tienen fundamento pues se construyen a
partir de elaboraciones logicas de hechos observados; sin embargo, no se desconoce que aqui se

evidencia un puente entre lo concreto y lo abstracto.

Finalmente es preciso aclarar que, a pesar de que el trabajo de Frege hizo grandes aportes al
desarrollo de la l6gica, antes de terminar el segundo volumen de su tercer libro, Bertrand Russell
envia una carta a Frege informando que una de sus leyes basicas conducia a contradicciones. Esta
corresponde a la ley V, la cual, como vimos, establece una relacién de equivalencia entre los
conceptos y sus extensiones. El problema con la ley V de Frege es que supone que para todo
concepto se puede establecer la cantidad de objetos que caen bajo estos, pero esto no se cumple
para toda funcion. Bertrand Russell muestra a Frege un caso particular de esta paradoja. Las
extensiones, segun Frege, pueden caer bajo un concepto. En este sentido, si se tiene el concepto
“clase que no se pertenece a si misma”, Russell pregunta si su extension “clase de todas las clases
que no se pertenecen a si misma” cae bajo el concepto antes definido. La respuesta conduce a dos

Casos:

e Si se pertenece a si misma, no deberia caer bajo este concepto puesto que ahi solo estan las
gue no se pertenecen a si misma, pero como la extension abarca todas las que no se

pertenecen a si misma, entonces ella no se pertenece a si misma.
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e Y si no se pertenece a si misma, si deberia caer por cdmo esta definido el concepto, pero
como la extension recoge todas las que no se pertenecen a si mismas entonces ella debe

pertenecerse a si misma. (Mosterin, 1996)

Lo que significa que se pertenece a si misma si y solo si no se pertenece a si misma, es decir se
tiene una contradiccion. Asi pues, no siempre es posible pasar de un concepto a su extension sin
caer en contradiccion. De esta circunstancia resulta que Frege deberia hacer una redefinicion de
los componentes esenciales de su sistema logico, entre ellos: concepto, extension, funcion y curso
de valores; los cuales le permiten dar su definicion de nimero. Esto ocasiona que todo su sistema

sea alterado. (Avila, 1992). Por esta razon, él termina abandonando su tesis logicista.

Sin embargo, con todo esto Frege sigue siendo considerado como uno de los pensadores que
dio una de las definiciones mas cercana de lo que debe considerarse como numero natural.
Ademas, estudios posteriores han mostrado que es posible que su sistema tenga validez bajo ciertos
parametros. A causa de ello se han propuesto una variedad de sistemas, que se derivan del sistema
propuesto por Frege, cada uno con una teoria consistente que permite el desarrollo de una porcion
significativa de las matematicas (Los neofregeanos Bob Hale y Crispin Wright, por ejemplo). Entre
estos, Burgess, J. (2005) expone esos sistemas y los métodos que se pueden usar para poner en
juego el sistema de Frege, y determinar hasta qué punto las matematicas pueden ser construidas
en ellos. El estudio de estas reformulaciones del trabajo de Frege, se deja abierto para una futura

investigacion.
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