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Resumen

Este estudio caracteriza la mirada curricular de futuros profesores de matematicas en la
planificacion de lecciones sobre funcion cuadratica con el uso de trayectoria hipotética de
aprendizaje, proporcionada por la investigadora, en el contexto de una investigacion de disefio.

En la fase de preparacion y disefio, los futuros profesores cambiaron la trayectoria
hipotética de aprendizaje al planificar por primera vez una leccion sobre funcion cuadratica. En la
fase de andlisis retrospectivo y redisefio, los futuros profesores reflexionaron sobre la
implementacion de las actividades de aprendizaje y cambiaron la trayectoria hipotética de
aprendizaje al planificar por segunda vez una leccion sobre funcion cuadratica.

Los documentos escritos y las entrevistas semiestructuradas, centrados en los cambios
realizados por los futuros profesores a la trayectoria hipotética de aprendizaje, fueron analizados
en relacion con las habilidades propias de la mirada curricular: atender, interpretar y decidir.

Los resultados evidencian que la atencion de los futuros profesores de matematicas se
concentr6 en tres focos: (i) la caracterizacion de los artefactos, (ii) la incorporacion/ eliminacion
de informacion y la formulacion de preguntas especificas, y (iii) la anticipacion de dificultades,
errores y acciones de los estudiantes. Si bien decidieron mantener inalterado el objetivo de
aprendizaje de la trayectoria hipotética de aprendizaje, modificaron las actividades
correspondientes a los focos de atencion (i) y (ii). Asimismo, sugirieron incorporar elementos del
foco de atencidn (iii) en el proceso de aprendizaje hipotético. En las entrevistas
semiestructuradas, los futuros profesores evidenciaron su habilidad interpretativa de la mirada
curricular al justificar los cambios realizados en la trayectoria hipotética de aprendizaje sobre la
funcion cuadratica durante la planificacion de una leccion.

Palabras clave: mirada curricular, investigacion de disefio, trayectoria hipotética de aprendizaje,

funcién cuadratica, formacion inicial de profesores de matematicas.
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Glosario de siglas

Actividad de aprendizaje (AA): Son tareas o problemas propuestos a los estudiantes. Es
uno de los componentes de la trayectoria hipotética de aprendizaje.

Futuros profesores de matematicas (FPM): Estudiantes de una licenciatura en
matematicas que cursan los ultimos semestres de su programa de formacion y realizan su practica
docente en una institucion educativa.

Ministerio de Educacion Nacional (MEN): Entidad del gobierno de Colombia encargada
de regular y vigilar la educacion (Decreto 088, 2000, articulo 1y 2).

Trayectoria hipotética de aprendizaje (THA): Es un modelo teorico para el disefio de la
instruccion matematica que incluye un objetivo de aprendizaje, actividades de aprendizaje y un
proceso de aprendizaje hipotético (Simon, 1995, 2020). Las THA son productos de
investigaciones de disefio (Bakker, 2018b) y recursos curriculares (Rezat, 2024).

En esta investigacion de disefio se distinguen distintas versiones de THA. La THAO
corresponde a la propuesta inicial elaborada por la investigadora y presentada a los futuros
profesores de matematicas (FPM), quienes la analizan y cambian en la planificacion de una
leccion. Estos cambios dan origen a la THA1, que representa la primera planificacion de una
leccion elaborada por los FPM en la fase de preparacion y disefio. Posterior a la implementacion
de las AA de la THAI, los FPM proponen la THA2, entendida como una segunda planificacion
de una leccion que surge en la fase de analisis retrospectivo y que constituye un redisefio de la

primera planificacion.
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Introduccion

Esta investigacion considera que en la formacion inicial de profesores de matematicas se
deben desarrollar competencias docentes en el ejercicio de practicas profesionales especificas
(Llinares, 2023). En particular, este estudio caracteriza la competencia docente mirada curricular
en la planificacion de lecciones con el uso de una THAO sobre funcién cuadratica.

La THAO es un recurso curricular porque proporciona una secuencia de actividades de
aprendizaje y ofrece oportunidades para aprender (Rezat, 2024). A su vez, las THA son
herramientas metodolégicas (Bakker, 2018b; Bakker y Smit, 2018) por su vinculacion con el
desarrollo de investigaciones de disefio, en particular, su uso en la planificacion de lecciones ha
permitido caracterizar la competencia docente mirada curricular.

Este informe final de investigacion se organiza en capitulos. El primer capitulo aborda el
planteamiento del problema, objetivos, justificacion y antecedentes. El planteamiento del
problema presenta la necesidad de indagar sobre la mirada curricular de FPM en la planificacion
de lecciones con el uso de una THA sobre funcidon cuadratica. La justificacion destaca la
importancia del desarrollo de la competencia docente mirada profesional y el papel de las THA
en la formacion de profesores. Los antecedentes dan cuenta de las investigaciones sobre la
formacion de profesores y THA, estudios sobre la mirada profesional y los recursos curriculares.

El segundo capitulo presenta el marco teorico distribuido en dos aspectos. Se inicia con el
resumen de la construccion de la THAO y se continua con la descripcion de las habilidades de
atender, interpretar y decidir de la mirada profesional al analizar recursos curriculares.

El tercer capitulo presenta los referentes metodoldgicos. Se establece la relacion entre la
THA y la investigacion de disefio. En particular, se realiza un experimento de ensefianza
colectivo en el que un grupo de FPM participa de la investigacion al realizar su practica docente

(Wittmann, 2021). El experimento de ensefianza se centr6 en caracterizar la mirada curricular de
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los FPM al planificar lecciones con el uso de una THA sobre funcion cuadratica. Los
instrumentos de recoleccion de informacion fueron documentos escritos y entrevistas
semiestructuradas que evidencian y justifican los cambios en la THAO al planificar lecciones.
Estos instrumentos se vinculan a la fase de preparacion y disefo, y a la fase de analisis
retrospectivo y redisefio de la investigacion de disefio. Se uso el andlisis cualitativo recursivo
propuesto para el andlisis de los datos (Simon, 2019). Los analisis de los cambios en la THAO
propuestos por los FPM al planificar lecciones sobre funcion cuadratica dieron cuenta de la
competencia docente mirada curricular.

El cuarto capitulo presenta los resultados de esta investigacion. La atencion de los FPM
sobre los cambios en la THAO al planificar lecciones, evidenciados en los documentos escritos y
entrevistas semiestructuradas, se agruparon en tres focos: (i) caracterizacion de los artefactos, (i1)
incorporacion/eliminacion de informacion y formulacion de preguntas especificas, y (iii)
anticipacion de dificultades, errores y acciones de los estudiantes. Por otro lado, la interpretacion
de los FPM sobre los cambios en la THAO se centro en las justificaciones fundamentadas en su
conocimiento profesional, las cuales fueron detectadas en las entrevistas semiestructuradas.
Finalmente, los cambios en la THAO constituyen las decisiones de los FPM en relaciéon con la
competencia docente mirada curricular.

El quinto capitulo presenta las conclusiones y discusiones sobre esta investigacion. Se
exponen algunas reflexiones entre los vinculos que se establecen entre la mirada profesional
sobre el pensamiento matematico del estudiante y la mirada curricular al usar una THA respecto a
un modelo de razonamiento curricular (Dingman et al., 2021). Ademads, se compara el uso de la
THA de este estudio con relacion a otras investigaciones sobre profesores y se da cuenta de los

objetivos (general y especificos) y la pregunta de esta investigacion.
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También, se incluye un andlisis de los aportes, limitaciones y proyecciones de la
investigacion. Asi mismo, se exponen las producciones académicas derivadas de este estudio,
como articulos y capitulos de libro publicados o en proceso de publicacion.

Este trabajo de investigacion doctoral hace parte de la linea de investigacion: Practicas y
tecnologias de la informacion y la comunicacion en Educacion Matematica (PTICEM) de la
Universidad del Valle. Este trabajo es producto del convenio de cooperacion en investigacion y

docencia de la Universidad Austral de Chile y la Universidad del Valle, de Colombia.
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Aspectos generales de la investigacion
Planteamiento del problema

Es creciente el nimero de investigaciones relacionadas con la practica profesional de los
profesores de matematicas y la mirada profesional (Amador, 2020; Amador et al., 2021; Amador,
2022; Dindyal et al., 2021; Konig et at., 2022; Llinares, 2020; Stahnke et al., 2016, Wei et al.,
2023; Yang et al., 2019). Estas investigaciones presentan el desarrollo de herramientas y
perspectivas teoricas para desarrollar la mirada profesional de los profesores (Amador, 2020).

Algunas de las practicas profesionales son: interactuar con recursos curriculares, describir
actividades de aprendizaje, anticipar respuestas de los estudiantes, planificar una leccion,
interpretar las respuestas de los estudiantes al resolver un problema o gestionar las discusiones
matematicas en clase, entre otras (Groenwald y Llinares, 2022; Llinares, 2023).

La competencia docente mirada profesional es la capacidad del profesor para razonar y
dar sentido a sus practicas profesionales a partir de su conocimiento profesional (Godino y
Llinares, 2018; Llinares, 2014; Zapatera, 2015). La mirada profesional puede pasar inadvertida
en la practica profesional del profesor de matematicas (Amador, 2022; Jacobs et al., 2020) ya que
no se desarrolla de manera innata y se requiere propiciar su desarrollo en la formacion inicial de
profesores de matematicas (Ivars et al., 2020; Llinares, 2013, 2014; Wei et al., 2023).

La mirada curricular (o curricular noticing, Amador et al., 2017) es una perspectiva de la
mirada profesional, es la competencia docente relacionada con darle sentido al contenido y a las
oportunidades pedagogicas de los recursos curriculares a partir de tres habilidades
interrelacionadas: atender, interpretar y decidir (Amador et al., 2017; Males et al., 2015).

La habilidad de atender de la mirada curricular selecciona lo que es relevante de los
recursos curriculares para la ensefianza y aprendizaje de las matemadticas, incluye acciones como

buscar, localizar e inspeccionar. La habilidad de interpretar los recursos curriculares es lo que le
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da sentido a lo que se atiende, conecta las ideas de los profesores sobre los recursos curriculares
con su conocimiento profesional y experiencia. En tanto, la habilidad de decidir son las
respuestas de lo que se atiende y se interpreta de los recursos curriculares (Dietiker et al., 2018).

Estos recursos curriculares se definen como herramientas que apoyan la instruccion de los
profesores antes, durante y después de las interacciones en el aula (Remillard, 2013). En
particular, consideramos las THA como un recurso curricular porque determinan actividades de
aprendizaje que ayudan a la planificacion de lecciones y la interaccion en el aula (Remillard,
2013), se construyen a partir de la revision de otros recursos curriculares (Carcamo y Fuentealba,
2023) y ofrecen oportunidades para aprender (Rezat, 2024).

Las habilidades de atender, interpretar y decidir de la mirada profesional estan
interrelacionadas, porque para interpretar es indispensable atender y para decidir es necesario
atender e interpretar. Es asi como, bajo esta postura, las habilidades estarian anidadas y pueden
ocurrir de manera simultanea (Philipp et al., 2017; Lee y Lee, 2024). La habilidad de decidir seria
la de mayor complejidad (Dietiker et al., 2018). Sin embargo, para estudiar el desarrollo de la
competencia docente mirada profesional, los investigadores separan estas habilidades porque a
nivel metodoldgico es Util para analizar el desarrollo inicial de esta (Stahnke et al., 2016).

La mirada profesional se conecta principalmente con el profesor, ya que se espera que se
demuestren las habilidades que la conforman (atender, interpretar y decidir), independiente del
contenido que esté ensefiando (Dindyal et al., 2021). Esta conexion se observa, por ejemplo, en el
analisis del uso de representaciones matematicas por parte de los profesores en situaciones de
ensefanza relacionadas con fracciones y funciones (Friesen y Kuntze, 2021).

Diversos lentes tedricos han sido propuestos para analizar la mirada profesional,
clasificados en relacion con el aprendizaje, la ensefianza y otras perspectivas (Fernandez y Choy,

2020). Entre estos lentes, las THA les permiten a los profesores comprender el pensamiento
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matematico de los estudiantes y tener a su alcance un lenguaje especializado para promover
descripciones centradas en el aprendizaje (Fernandez y Choy, 2020). Por lo tanto, las THA puede
ser usadas como un lente tedrico de la mirada profesional del grupo de aprendizaje (Figura 1).
Figura 1

Clasificacion de lentes teoricos sobre la mirada profesional

Lentes tedricos

Vo N TN
Desde el Desde la Otras
ap(endlz}a]e ensefianza perspectivas
— ~ S~
Notar el conocimiento Interacciones en el aula y Evaluacion de materiales
previo WAST curriculares
Capacidad de s .
p MOST Revisidén de problemas tipicos
respuesta
i izaj Marco de analisis de lecciones S .
Trayectorias de aprendizaje Vaciaciones en ejemplos de

S —_ instruccion

(Fernandez y Choy, 2020) S T

Marco de tres puntos '
Marco de equidad

Nota. Lentes teoricos relacionados con la mirada profesional. Las siglas, en inglés, corresponden
a: Video Analysis Support Tool (VAST) y Mathematically Significant Pedagogical Opportunities
to Build on Students Thinking (MOST) (Fernandez y Choy, 2020).

Las investigaciones sobre el uso de THA en la formacion de profesores determinaron
diversos niveles de interpretacion (Edgington, 2012, 2014), anélisis de modelos de pensamiento
del estudiante (Wilson et al., 2013), su relacion con el conocimiento matematico para la
ensefanza (Ivars et al., 2018; Wilson et al., 2014; Cumbal, 2020), su vinculo con practicas de
instruccion (Wilson et al., 2015), el desarrollo de la mirada profesional sobre el pensamiento

matematico del estudiante (Damasco, 2022; Ivars et al., 2018; Ivars et al., 2020; Fernandez et al.,
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2018; Nickerson et al, 2017; Pechene, 2024), los cambios en ¢l discurso (Ivars et al., 2018; Ivars
et al., 2020; Wilson et al., 2017), las percepciones sobre su uso (Wickstrom y Langrall, 2020) y
los anélisis de su produccion (Ferreira et al., 2021).

El futuro de las investigaciones se centra en identificar las acciones especificas que los
profesores realizan al utilizar las THA para planificar, hacer su clase y evaluar a sus estudiantes
(Edgington, 2012, 2014; Wilson et al., 2013). Ademas, es importante ampliar las investigaciones
sobre la mirada profesional de los profesores de secundaria con THA, dado que son escasas en
este nivel y en otros superiores (Nickerson et al., 2017).

Diversas investigaciones han abordado la relacion entre los recursos curriculares y el
desarrollo de la mirada profesional. Algunos estudios han analizado cémo los profesores
enfrentan problemas tipicos en la planificacion e implementacion de lecciones, explorando el rol
de la mirada profesional productiva (Choy y Dindyal, 2021). Otros trabajos han investigado las
adaptaciones que realizan los docentes a tareas matematicas desafiantes, asi como el apoyo que
diferentes programas curriculares ofrecen para fortalecer la mirada profesional sobre pensamiento
matematico de los estudiantes (Choppin, 2011; Machalow et al., 2020).

En cuanto a la mirada curricular, son frecuentes las investigaciones sobre profesores al
utilizar programas curriculares, libros de texto o actividades de aprendizaje en la planificacion e
implementacion de lecciones (Amador, 2019; Ivars y Fernandez, 2023; Lee y Lee, 2024; Males y
Setniker, 2019; Parrish et al., 2023). Por ejemplo, se ha analizado la mirada curricular de futuros
profesores de primaria al resolver, explicar el razonamiento matematico involucrado y secuenciar
tres problemas sobre patrones (Lee y Lee, 2024).

También, se encuentran investigaciones que abordan tanto la mirada curricular como la
mirada profesional sobre el pensamiento matematico de los estudiantes. Algunos estudios han

analizado el trabajo de los profesores en la planificacion, implementacion y reflexion sobre
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actividades de aprendizaje vinculadas al modelado matematico (Kang, 2022). Otros trabajos han
explorado las respuestas de docentes de primaria ante cuestionarios sobre conceptos especificos
como la medida (Alpizar-Vargas et al., 2024).

Se han desarrollado investigaciones que examinan la mirada curricular en torno a
secuencias de actividades sobre el significado de la fraccion como parte-todo y sobre el analisis
de actividades propuestas en libros de texto, empleando en ambos casos una THA como lente
teorico de la mirada profesional (Gonzalez-Forte et al., 2024; Zorrilla et al., 2024). Asimismo,
algunos estudios han incorporado el mapeo de trayectorias hipotéticas de aprendizaje como parte
del analisis del razonamiento curricular de los profesores (Dingman et al., 2021).

Esta investigacion propone usar una THA como recurso curricular y herramienta
metodologica para caracterizar la mirada curricular en la practica docente de FPM al participar de
un experimento de ensefianza colectivo. Los cambios propuestos por los FPM a la THA al
planificar lecciones sobre funcion cuadratica en el desarrollo de un experimento de ensefianza
colectivo hacen que la THA sea a su vez un recurso curricular y una herramienta metodologica.

Teniendo en cuenta los planteamientos anteriores, el problema de investigacion se
formula de la siguiente manera: las practicas profesionales de los FPM al carecer de teorias del
aprendizaje y de la ensefianza de las matemadticas, presentan limitaciones en su eficacia para
promover el aprendizaje de sus estudiantes. Para abordar esto, se propone una practica
profesional en la que los FPM planifican lecciones al cambiar una THA sobre funcion cuadratica,
en el contexto de un experimento de ensefianza colectivo. Esta practica de los FPM permitira
vincular sus razonamientos basados en sus conocimientos profesionales para caracterizar su
mirada curricular. Ademas, esta practica docente hace parte del programa de formacion inicial al

que pertenecen los FPM.
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Dicho lo anterior, la pregunta de investigacion es: ;Coémo los futuros profesores atienden
e interpretan una THA sobre funcion cuadratica para decidir sobre sus cambios en la
planificacion de lecciones de dicho contenido matematico?
Objetivos de la investigacion
Objetivo General
Caracterizar la competencia docente mirada curricular de los FPM en los cambios realizados en
una THA sobre funcioén cuadratica durante la planificacion de lecciones.
Objetivos especificos
e Construir una THA (THAO) sobre funcion cuadratica, fundamentada en la heuristica
para el disefio instruccional de los modelos emergentes y un modelo de funcion, para
su uso por parte de los FPM en la planificacion de lecciones.
e Analizar los aspectos que los FPM atienden e interpretan en los cambios en una THA
sobre funcion cuadratica al planificar lecciones.
e Analizar las decisiones de los FPM en los cambios en una THA sobre funcion
cuadratica al planificar lecciones.
Justificacion
La literatura en investigacion destaca la importancia de incorporar la mirada profesional
en la formacion inicial de los FPM (Amador et al., 2021; Fernandez et al., 2018; Llinares y
Fernandez, 2021). Asimismo, se reconoce que el desarrollo de esta competencia contribuiria a
fortalecer la capacidad de aprender de la propia practica profesional, considerada un eje central

en la formacion docente (Llinares, 2013, 2014; Santagata y Yeh, 2016).
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En los estudios sobre la mirada profesional se detecta que para los profesores es dificil
decidir las actividades de aprendizaje acordes al nivel de aprendizaje de sus estudiantes (Stahnke
et al., 2016; Wickstrom y Langrall, 2020).

Hasta el momento, las investigaciones sobre la mirada profesional se han centrado en el
progreso de diferentes herramientas y programas de formacion, pero con escaso énfasis en el
desarrollo de lentes teoricos. El valor de los lentes tedricos no solo radica en la especificidad de
lo que se puede mirar (puntos focales), sino que también, promueve que los profesores piensen
mas sobre sus decisiones de enseflanza. Las THA son lentes tedricas de la mirada profesional
para analizar el pensamiento matematico del estudiante (Ferndndez y Choy, 2020).

Las THA permiten a los profesores tener un enfoque teorico sobre el aprendizaje de los
estudiantes (Gravemeijer y Van Eerde, 2009). Las THA son herramientas para propiciar el
desarrollo de la mirada profesional. En concreto, el conocimiento sobre el proceso de aprendizaje
hipotético ayuda a los FPM a establecer actividades de aprendizaje acordes a la progresion de los
aprendizajes y a construir un discurso sobre la comprension de sus estudiantes (Ivar et al., 2020;
Fernandez, 2021; Groenwald y Llinares, 2022). Wei et al. (2023) recomienda ampliar las
investigaciones sobre la mirada profesional con el uso THA con otras perspectivas diferentes a
las de Jacobs et al. (2010) y Van Es (2011).

Recientemente, las THA han sido consideradas recursos curriculares (Gueudet et al.,
2023; Rezat, 2024). Sin embargo, hacen falta estudios que exploren la mirada curricular respecto
a las THA como recursos curriculares. Ademas, se reconoce la necesidad de que los profesores
tengan a disposicion recursos curriculares especificamente disefiados para apoyar la planificacion
y la implementacion de las actividades de aprendizaje. A estos recursos curriculares se les
denomina metarecursos (Gueudet et al., 2023). En este estudio, la THAO sobre funcion cuadratica

propuesta a los FPM para la planificacion de lecciones puede entenderse como un metarecurso.
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Antecedentes

Los antecedentes estan organizados en dos secciones. La primera seccion se refiere a las
investigaciones relacionadas con las THA en la formacién o practicas profesionales de
profesores, y la segunda seccidon presenta las investigaciones relacionadas con la competencia
docente mirada profesional. En la seccion de la mirada profesional se muestran algunos estudios
de literatura e investigaciones sobre recursos curriculares respecto a la mirada productiva, la
mirada profesional sobre el pensamiento matematico del estudiante y la mirada curricular.
Investigaciones sobre THA y formacion de profesores

A continuacion, se muestran en orden cronoldgico las investigaciones relacionadas con el
uso de las THA en la formacidn o practicas profesionales de profesores de matematicas.

Se report6 el analisis cualitativo del desempefio de dos profesores al planificar e
implementar una trayectoria hipotética de aprendizaje sobre polinomios de segundo grado con 62
estudiantes. Los profesores en la planificacion analizaron la primera version de la THA y
decidieron dejarla sin modificaciones. Después de la implementacion, los profesores generaron
cambios en la THA que tienen en cuenta la resolucion de problemas, el uso de tecnologias y
contextos interdisciplinarios y cotidianos (Mesquita, 2009).

Se investigd los usos de una THA sobre equiparticion por cinco profesores de segundo
grado en primaria durante la planificacion, implementacion y evaluacion de una leccion. El
analisis de los usos de la THA por parte de los profesores establecido un marco de interpretacion
descrito en tres niveles: emergente, inicial y competente. Estos niveles se describen de manera
especifica respecto a: actividades y objetivos de aprendizaje, anticipacion, supervision, discusion
grupal, evidencia del aprendizaje del estudiante y papel de la instruccion (Edgington, 2012).

Otros estudios analizaron los modelos de pensamiento matematico del estudiante creados

por profesores de primaria al usar una THA sobre nimeros racionales. A medida que los
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profesores conocian la THA, los procesos de describir, comparar e inferir aumentaron, sus
descripciones pasaron de ser genéricas a especificas, sus comparaciones incluian la teoria de la
THA y sus inferencias dejaron de ser evaluativas a ver el aprendizaje como una progresion. El
uso de THA les permitid a los profesores utilizar sus modelos del pensamiento matematico para
explicar y predecir la actividad de los estudiantes (Wilson et al., 2013).

La relacion entre el conocimiento matematico para la ensefanza y el uso de THA también
fue objeto de analisis en una investigacion con tres profesores de primaria. En este caso, se
disefi6 un documento tedrico que conectaba el conocimiento matematico en la ensefianza (Ball et
al., 2008) con la estructura de la THA, para que los docentes anticiparan e interpretaran las
acciones de los estudiantes en el desarrollo de las actividades (Wilson et al., 2014).

Se realizo el analisis de los usos de una THA de cinco profesores de primaria al planificar
una leccion sobre equiparticion. En las reuniones de planificacion los profesores eligieron las
actividades de aprendizaje. En los cuestionarios y las entrevistas se describen los objetivos de
aprendizaje y las anticipaciones. Se logroé determinar tres niveles de uso (inicial, intermedio y
competente) de la THA respecto a: actividades de aprendizaje, objetivos de aprendizaje y
anticipacion (Edgington, 2014).

En otro trabajo, se estudiaron 19 lecciones de 19 profesores para determinar como el
conocimiento de una THA sobre equiparticion apoyo sus practicas de instruccion centradas en el
estudiante. Estas practicas de instruccion con una THA se analizaron a partir del referente teérico
cinco practicas para orquestar el discurso de Smith y Stein (2011, citado en Wilson et al., 2015).
En el cuestionario previo a la implementacion se dio cuenta de la seleccion del objetivo de
aprendizaje, el disefio o seleccion de actividades de aprendizaje y la anticipacion. En la clase se
determind el monitoreo o conexion. En tanto, en entrevistas posteriores a la implementacion se

determinaron las précticas de secuenciar y de seleccionar (Wilson et al., 2015).
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Se implement6 un proyecto de instruccion basado en el uso de cuatro THA sobre el
numero natural y sus operaciones. Estas THA se encuentran organizadas de acuerdo con perfiles
de los estudiantes, los marcadores conceptuales y los niveles. El propoésito de esta estructura de
las THA fue ayudar a los profesores de primaria a usarla de manera completa en el analisis de
respuestas de estudiantes (Edgington et al., 2016).

Los cambios del discurso al usar una THA sobre equiparticion fue objeto de analisis en un
estudio donde 22 profesores de primaria realizaron entrevistas clinicas, analisis de respuestas
escritas, planificacion, implementacion y discusion de una leccion. Los resultados muestran que
los profesores lograron incorporar en su discurso la THA para describir el pensamiento
matematico de los estudiantes (Wilson et al., 2017).

Entre 2012 y 2018, varias tesis doctorales en la Universidad de Alicante emplearon
documentos tedricos (THA), preguntas guia y representaciones practicas para caracterizar
habilidades de la mirada profesional sobre el pensamiento matematico del estudiante en futuros
profesores. Estos trabajos identificaron perfiles de desarrollo de la competencia mirada
profesional sobre el pensamiento matematico del estudiante (Fernandez et al., 2018).

Se estudio el uso una THA sobre equiparticion en tres profesores (de grados jardin,
segundo y cuarto). Los profesores de jardin y cuarto grado implementaron las actividades de
aprendizaje con variaciones del problema. En esta investigacion, los profesores recolectaron
evidencias del pensamiento de los estudiantes al resolver el problema dando cuenta de las
habilidades de atender, interpretar y decidir de la mirada profesional sobre el pensamiento
matematico del estudiante. Los resultados revelaron que la THA apoy¢ la planificacion y la
comprension del pensamiento del estudiante (Suh et al., 2019).

En el estudio de caso sobre las percepciones de una profesora de primaria que usa una

THA sobre medicion de areas durante un programa de desarrollo profesional. La profesora
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planed e implement6 una leccion en conjunto con otros profesores e investigadores. La profesora
participd en entrevistas con la investigadora para explicar lo que considerd importante del
pensamiento matematico de los estudiantes y escribi6 sus reflexiones. Las entrevistas de la
profesora y las reflexiones escritas fueron codificadas respecto a las tres habilidades de la mirada
profesional sobre el pensamiento matematico del estudiante. En esta investigacion, la profesora
utiliz6 la THA para atender el pensamiento de los estudiantes, modificar las actividades y elegir
objetivos de aprendizaje (Wickstrom y Langrall, 2020).

En el ambito de la geometria dindmica, se caracterizo la practica docente de dos
profesores de bachillerato, noveles en el uso de tecnologia digital, al planificar una leccion con
THA sobre traslacion. Los resultados muestran que los profesores utilizaron la THA para atender
al pensamiento matematico de los estudiantes en la implementacion de las actividades de
aprendizaje, emplearon su conocimiento tecnologico pedagogico de contenido (Mishra y
Koehler, 2008) en sus practicas profesionales y plantearon orquestaciones instrumentales como:
(1) guia y explicacion, y (ii) explicacion de la pantalla (Cumbal, 2020).

En un taller de formacidn, se analizaron ocho THA sobre diferentes temas, realizadas por
16 profesores de educacion basica (estudiantes entre los 6 a 17 afios). En el proceso de
aprendizaje hipotético, los profesores incluyeron sus anticipaciones de dificultades, errores y
acciones de los estudiantes. En todas las THA se presentaron objetivos (generales o especificos),
actividades de aprendizaje y el proceso de aprendizaje hipotético. Sugieren implementar las THA
para generar cambios y evaluarlas en relacion con los aprendizajes reales (Ferreira et al., 2021).

La mirada profesional de 18 profesores de educacion primaria se estudio al planificar e
implementar una THA sobre ecuaciones en un programa de formacioén con metodologia de grupo
colaborativo. La mirada profesional se analizé en discusiones durante el programa de formacion

y con entrevistas durante la planificacion y después de la implementacion de las actividades de
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aprendizaje. En los andlisis, los profesores determinaron obstaculos epistemologicos, errores y
clasificaron las actividades con mayores dificultades. Los profesores seleccionaron o disefiaron
actividades de aprendizaje acordes a los niveles de progresion del aprendizaje propuestos en la
THA sobre ecuaciones. Posterior a la implementacion, los profesores plantearon actividades de
aprendizaje para ayudar a los estudiantes a superar los obstaculos epistemologicos y errores
identificados en los analisis de las respuestas (Damasco, 2022).

Las decisiones de accion de FPM se indagaron al usar una THA sobre semejanza que
integra recursos curriculares digitales. Los datos se obtuvieron de las interacciones estudiante —
profesor en la implementacion de las actividades de aprendizaje en grado noveno de secundaria
triangulados con entrevistas semiestructuradas realizadas a los FPM. Los resultados de esta
investigacion informaron que la THA les permitio a los FPM atender al pensamiento matematico
del estudiante y obtener evidencia limitada de las decisiones de accion en clase (Pechene, 2024).

A lo largo de 15 afios (2009-2024), se ha consolidado una linea de investigacion que
muestra como las THA se han convertido en herramientas tanto para apoyar el pensamiento
matematico del estudiante como para desarrollar competencias docentes. Varios estudios
muestran que las THA permiten a los docentes anticipar errores, interpretar el pensamiento
matematico de los estudiantes y tomar decisiones fundamentadas (Wilson et al., 2013, 2015; Suh
et al., 2019; Wickstrom y Langrall, 2020). Sin embargo, es necesario analizar las THA en funcion
de los aprendizajes efectivamente logrados por los estudiantes (Ferreira et al., 2021).

Algunas investigaciones sobre la competencia docente mirada profesional
Se retoman algunos articulos sobre revisiones de literatura sobre la competencia docente

mirada profesional y que dan cuenta de las habilidades de atender, interpretar y decidir.
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En un estudio se seleccionaron y analizaron 60 articulos (entre 1418'") de revistas
cientificas publicadas entre enero de 1995 y enero de 2016. Estos articulos se vincularon con las
siguientes lineas de investigacion: (1) la habilidad de los profesores para notar situaciones en el
aula, (2) la habilidad de los profesores para percibir, interpretar y responder al pensamiento
matematico de los estudiantes, (3) las habilidades especificas de los profesores en situaciones de
la practica, (4) las habilidades de los profesores en relacion con sus conocimientos profesionales
(u otras disposiciones) y (5) la habilidad de los profesores para percibir e interpretar tareas
matematicas, asi como su potencial educativo (Stahnke et al., 2016).

Con respecto a la habilidad de los profesores para percibir e interpretar tareas
matematicas, y su potencial educativo, se encuentra que los profesores no tienen en cuenta las
sugerencias provenientes del curriculo o de las investigaciones, ni tienen claro la diferencia entre
tareas rutinarias y no rutinarias y el papel de la seleccion adecuada de las tareas para fomentar el
aprendizaje (Stahnke et al., 2016).

Evidenciaron que la mayoria de las investigaciones se centraron en la interpretacion (47
estudios), seguida de la atencion (38 estudios) y la decision (32 estudios). En concreto, un tercio
de los trabajos exploro la atencidn y la interpretacion, mientras que una cuarta parte analiz6 las
tres habilidades. Existen pocos estudios en relacion con las tres habilidades y hace falta un
enfoque que conecte las habilidades que conforman la mirada profesional en términos de
conocimiento y desempefio (Stahnke et al., 2016).

Afirmaron que la mirada profesional se relaciona con la experiencia y con el
conocimiento matematico de los profesores y plantearon que los futuros profesores tienen

mayores dificultades en el desarrollo de esta competencia docente (Stahnke et al., 2016).

! Articulos que se encontraron disponibles en las bases de datos ERIC, PsycINFO y MathEduc.
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En otra revision de la literatura se seleccionaron y analizaron 27 articulos (entre 6112) de
revistas cientificas publicadas desde el afio 2000 hasta el 2017 relacionados con las perspectivas
teoricas de Jacobs et al. (2010) o de Van Es (2011). Esta indagacion da cuenta de los aspectos
metodoldgicos de las investigaciones sobre la mirada profesional y FPM (Amador et al., 2021).

Las investigaciones revisadas mostraron diferentes tiempos en su desarrollo (pocos dias o
hasta un semestre) y momentos para recopilar datos (antes y después del desarrollo de la
investigacion, multiples o inicos momentos de la intervencion). Ademas, se detecto que, la
mayoria de los instrumentos de recoleccion de datos fueron: documento escrito, video o audio
(Amador et al., 2021).

Recomendaron expandir las investigaciones a periodos mas largos (mayor a un semestre)
para conocer la correspondencia entre tiempo de la experiencia y el desarrollo de la mirada
profesional. También, sugieren considerar el uso de variados instrumentos de recoleccion de
informacion (por ejemplo, entrevistas u otros medios tecnologicos) y solicitar a los
investigadores especificar y fundamentar sus decisiones metodologicas en sus divulgaciones
(Amador et al., 2021).

Otro reporte de revision de literatura indaga 158 articulos sobre la mirada profesional
desde el afio 2002 hasta el 2022. En el estudio de estos documentos encontraron un aumento
significativo de investigaciones sobre la mirada profesional en el afio 2021, lo que muestra su
importancia. La mayoria de los articulos son cognitivos-psicoldgicos y de enfoque cualitativo.
Los instrumentos mas utilizados son los videos e informes escritos. Se resalta el papel de las

situaciones practicas de ensefianza para el desarrollo de la mirada profesional. Entre los

2 Articulos que se encontraron disponibles en las bases de datos ERIC y JSTOR.
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resultados se encuentra que existen pocas investigaciones que relacionen la calidad de la
instruccion y las creencias con la mirada profesional (Weyer et al., 2023).

Un estudio bibliométrico analizé 139 articulos sobre la mirada profesional, publicados
entre 2006 y 2021 en la base de datos Scopus. Los resultados muestran que la mayoria de las
publicaciones provienen de paises como Estados Unidos, Espafia y Alemania. Entre los aspectos
mas destacados en estas investigaciones se encuentran el uso de videos, la formacion inicial de
profesores y la mirada profesional de Van Es (2011) y Jacobs et al. (2010). El periodo de 2006 a
2018 registr6é un crecimiento constante en este campo, luego de un descenso en 2019, con un
posterior repunte que evidencia un aumento de interés en el desarrollo de la mirada profesional.
Recomiendan ampliar las investigaciones en: la dimension transcultural, el uso de trayectorias de
aprendizaje, la integracion de tecnologias y el estudio de profesores expertos (Wei et al., 2023).

Los estudios que a continuacion se presentan se relacionan con la mirada profesional y el
uso de recursos curriculares.

La mirada profesional se estudio en las adaptaciones a tareas desafiantes, enfocandose en
el pensamiento matematico del estudiante. En esta investigacion participaron cinco profesores
con tres afios de experiencia en el uso de estas tareas, y se recopilaron datos a través de
entrevistas y videos de clase. Los resultados presentaron que dos profesores adaptaron las
secuencias de tareas conectando las estrategias de los estudiantes para mejorar el aprendizaje,
mientras que tres profesores simplificaron las tareas al enfocarse solo en respuestas correctas o
incorrectas. La inclusion de tareas desafiantes y la discusion docente fueron clave para desarrollar
la mirada profesional sobre el pensamiento matematico del estudiante (Choppin, 2011).

Aunque algunos estudios reconocieron la mirada curricular de Males et al. (2015),
decidieron hacer una adaptacion de la mirada profesional sobre el pensamiento matematico del

estudiante de Jacobs et al. (2010) para analizar las percepciones de ocho profesores al utilizar dos
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programas curriculares alineados a los estandares durante su planificacion, implementacion y
reflexion de lecciones. Los datos fueron obtenidos en entrevistas realizadas antes y después de la
implementacion de una leccion, un cuestionario y videos de clase. Los datos fueron analizados
por teoria fundamentada (Roth McDuffie et al., 2018).

De igual manera, se analizé el apoyo de cinco programas curriculares de primaria (tercero
a quinto) a la mirada profesional sobre el pensamiento matematico del estudiante. Encontraron
que dos programas curriculares apoyaron la comprension conceptual matematica de los
estudiantes, necesaria para la mirada profesional sobre el pensamiento matematico del estudiante.
En tanto, dos programas curriculares apoyaron la evaluacion como correccion y el tltimo tiene un
enfoque que une los dos aspectos anteriores. Concluyeron que una manera de apoyar el analisis
las estrategias de los estudiantes respecto a los programas curriculares se dan a partir del
reconocimiento de lo procedimental, lo potencialmente conceptual y lo explicitamente conceptual
(Machalow et al., 2020).

La mirada profesional productiva se analiz6 una profesora al utilizar problemas tipicos
para el desarrollo conceptual y procedimental de sus estudiantes. La profesora logré descubrir
usos ocultos de problemas tipicos al atender las matematicas implicitas y relacionar su contenido
matematico con el pensamiento matematico de los estudiantes. Esta investigacion analiz6 tanto la
planificacion como la implementacion de una leccion. La mirada profesional productiva de la
profesora se determind en la adaptacion de los problemas, en la secuenciacion de las preguntas y
en las orquestaciones de las discusiones (Choy y Dindyal, 2021).

Se caracterizé la mirada profesional sobre el pensamiento matematico del estudiante de
dos FPM al orquestar recursos pedagdgicos sobre sentido numérico (dos juegos, un domino de
fracciones y focus). Los FPM planificaron e implementaron una leccion con el uso de recursos

pedagogicos para estudiantes entre los 11 y 12 afios en el contexto de un laboratorio de
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matematicas. Los resultados de la mirada profesional sobre el pensamiento matematico del
estudiante de los FPM determinaron las particularidades de las habilidades: identificar son los
aspectos matematicos que usan los estudiantes en cada juego, interpretar es el acercamiento a las
estrategias usadas por los estudiantes en los juegos y responder son las acciones de las FPM
respecto a procederes incorrectos de los estudiantes. En la implementacion se identificaron
oportunidades pedagogicas significativas y diferentes orquestaciones, por ejemplo, la
orquestacion de mayor frecuencia fue guia explicacion (Gémez, 2022).

Se analiza la mirada profesional sobre el pensamiento matematico de los estudiantes de
tres profesores de matematicas rurales en la gestion del sistema de recursos pedagogicos. Los
resultados mostraron que el sistema de recursos pedagdgicos esta influenciado por los libros de
texto y que los ciclos de observacion de lecciones (planificacion, observacion de momentos de la
clase y reflexion) favorecieron ver cambios en la mirada profesional sobre el pensamiento
matematico de los estudiantes de los profesores (Cruz-Rojas, 2023).

Respecto a las investigaciones sobre la mirada curricular, son escasas y recientes, este
constructo teorico fue presentado por primera vez en Males et al. (2015). A continuacion, se
reportan algunas investigaciones sobre la competencia docente mirada curricular:

Se presenta la mirada curricular de futuros profesores en cuatro estudios exploratorios. La
pregunta central de estos estudios fue: ;Coémo prestan atencion los futuros profesores a los
materiales curriculares de matematicas, los interpretan mediante anéalisis y evaluacion y deciden
planificar y ejecutar lecciones? El primer estudio abord6 la comparacion de dos versiones de una
tarea, identificando desafios y estrategias de resolucion. El segundo estudio se centra en la
interpretacion de tareas rutinarias sobre fracciones para ayudar a los estudiantes a construir ideas

matematicas. En el tercero, los FPM evaluaron tres programas de estudio, alineandolos con los
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estandares curriculares mediante pruebas pre y post. El cuarto estudio investigd las decisiones de
los FPM al trabajar con multiples recursos curriculares (Amador et al., 2017).

Se analizaron las decisiones de futuros profesores en el marco de la mirada profesional, al
realizar su planificacion e implementacion de una leccion sobre division de fracciones, tomando
como referencia cuatro de los recursos curriculares mas usados en Estados Unidos. Los datos se
recogieron durante tres afios en un curso semestral de formacion de profesores de primaria en el
que participaron 50 futuros profesores. Los instrumentos de recoleccion fueron la planificacion
escrita de una leccidn y respuestas a preguntas sobre las justificaciones de sus decisiones. Las
justificaciones de las decisiones sobre el uso de los recursos curriculares por parte de los futuros
profesores se deben a: la estructura de la leccion, la idoneidad y rigor en los problemas, la
concepcion de la leccion, ahorro de tiempo, apoyo a la comprension de los estudiantes y a los
elementos visuales y manipulativos, entre otros aspectos (Amador, 2019).

Otro estudio analiz6 la mirada curricular de cuatro futuros profesores de secundaria al
planificar una leccion de algebra con un libro para el estudiante y otro libro para el profesor.
Realizaron entrevistas sobre la planificacion y el seguimiento de movimientos oculares. En los
resultados, se encontr6 que los profesores dedicaron mas tiempo a los materiales curriculares para
el estudiante y en la planificacion manifestaron las habilidades de atender e interpretar de la
mirada curricular. Mientras que, el analisis de los profesores al material para profesor al
planificar dio cuenta de la habilidad de decidir de la mirada curricular (Males y Setniker, 2019).

Se indago el trabajo de tres futuros profesores al utilizar una herramienta de analisis de
materiales curriculares que apoy6 su mirada curricular al dar cuenta de atender a sus
caracteristicas particulares, interpretar dichas caracteristicas y decidir como aprovechar estas
caracteristicas para disefiar la instruccion. La herramienta de analisis de los materiales

curriculares a través de preguntas dirigidas a los futuros profesores posibilit6 las adaptaciones
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respecto sobre el pensamiento matematico de los estudiantes de los materiales curriculares. En
esta investigacion, la herramienta de andlisis de materiales curriculares fue valiosa y de apoyo
para la mirada curricular (Amador y Earnest, 2019).

Se estudi6 la mirada curricular de los autores de cuatro libros de texto de Filipinas.
Realizaron el andlisis cualitativo al contenido de libros de texto desde jardin de infantes hasta
grado duodécimo y seleccionaron cuatro libros de texto de los grados séptimo, octavo, noveno y
décimo. Los libros de texto fueron realizados por profesores e investigadores y son usados en
instituciones educativas publicas. Realizaron una codificacion abierta para determinar aspectos
del contenido. La escritura de los libros respecto al curriculo observado se describié como un
modelo de capas de cebolla, que consider6 el desarrollo de materiales curriculares como una tarea
seria, meticulosa, consciente y cientifica (De Guzman y Adamos, 2020).

Al realizar una secuencia de actividades sobre nimeros racionales se analizé la mirada
curricular de 26 profesores de matematicas. Los profesores disponian de unas representaciones de
la practica, unas preguntas guia y un documento teorico. Las representaciones de la practica son
diferentes respuestas de estudiantes de secundaria sobre actividades con numeros racionales. Las
preguntas guia pretendieron que los profesores analizaran en las representaciones de la practica
las comprensiones de los estudiantes, y disefiaran una secuencia de actividades en relacion con un
objetivo de aprendizaje. EI documento tedrico sobre el aprendizaje de los nimeros racionales
apoyo las respuestas de los profesores. Esta investigacion permitié determinar como los
profesores disefian una secuencia de actividades para ayudar a los estudiantes en la progresion de
su comprension de los numeros racionales (Gonzalez-Forte et al., 2021).

Se analizaron conjuntamente la mirada curricular y la mirada profesional sobre el
pensamiento matematico del estudiante al apoyar a profesores en planificar, implementar y

reflexionar sobre actividades de aprendizaje sobre modelacion. En esta investigacion,
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participaron ocho profesores en un curso de un semestre. Los profesores tenian a disposicion un
moédulo adaptable y replicable, desarrollado en 15 semanas para prepararlos en el disefio e
implementacion de actividades sobre modelacion. Los resultados de esta investigacion sefialaron
que el contexto de la modelacion fue enriquecedor para el desarrollo de la mirada curricular y la
mirada profesional sobre el pensamiento matematico del estudiante (Kang, 2022).

En la planificacion una leccion para tercer grado sobre division de tres cifras se estudiaron
la mirada curricular de 28 futuros profesores de primaria. Los resultados mostraron que algunos
profesores recomendaron material manipulativo (como los bloques de base diez) para el
desarrollo de la leccion, hicieron explicita la importancia de usar diferentes representaciones
matematicas y construyeron una secuencia de actividades de aprendizaje con diferentes niveles
de dificultad. Esta investigacion se centr6 en las interpretaciones de las oportunidades de
aprendizaje de los materiales/recursos que los futuros profesores de primaria decidieron
incorporar en sus lecciones (Ivars y Ferndndez, 2023).

Se realiz6 una investigacion con FPM de secundaria para apoyarlos en la planificacion e
implementacion de tareas de alta demanda cognitiva. Analizaron la interpretacion y la decision
curricular de los FPM en la planificacion de una leccion. Para promover las tareas, a los FPM se
les presento videos de clases, con el fin de que identificaran los criterios para iniciar con €xito
estas tareas. Posteriormente, los FPM planificaron e implementaron una tarea. La interpretacion
de los FPM se clasifico en: caracteristicas contextuales, relaciones matematicas y lenguaje
adicional. En los resultados de interpretacion se detect6 la necesidad de apoyar a los FPM a
diferenciar entre el contexto y las matematicas, asi como entre ideas generales y especificas de
las tareas. En los resultados de la decision curricular de los FPM se incluyeron varios enfoques

pedagogicos centrados en el estudiante (Parrish et al., 2023).
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Al utilizar una THA como un lente tedrico se analizaron la habilidad de atencion de la
mirada curricular de 171 futuros profesores de primaria. La THA permiti6 a los futuros
profesores reconocer oportunidades o limitaciones matematicas de una secuencia de cinco
actividades de aprendizaje relacionadas con el significado parte-todo de la fraccion. Los
resultados mostraron que los profesores en formacion dejaron de atender algunos aspectos de las
actividades de aprendizaje (elementos matematicos, tipos de representacion, tipo de actividad y
tipo de fraccion), lo que dificultd las habilidades de interpretar y decidir de la mirada curricular
(Gonzalez-Forte et al., 2024).

Sobre el tema de medida se analizaron la mirada profesional de materiales curriculares y
sobre el pensamiento matematico del estudiante de profesores de primaria en ejercicio. Los datos
se obtuvieron de un cuestionario organizado en tres focos: interpretar el pensamiento matematico
del estudiante, proponer actividades respecto a esta interpretacion y analizar las actividades
respecto al curriculo. Los resultados mostraron que los profesores presentaron conflictos al
interpretar los errores de los estudiantes, al proponer actividades en contextos cotidianos y en
diferenciar entre habilidad y proceso (Alpizar- Garcia et al., 2024).

A partir de un cuestionario, se analizaron la mirada profesional de materiales curriculares
de 60 futuros profesores de primaria. Se determind la coherencia entre la habilidad de interpretar
y decidir al proponer a profesores de primaria completar una secuencia de actividades de un libro
de texto apoyado de una THA. Los resultados mostraron que las interpretaciones se agruparon en
cuatro categorias: elementos matematicos, modos de representacion, tipos de fraccion y tipos de
actividades. Mas de la mitad de los futuros profesores present6 una secuencia de actividades en
coherencia con al menos una de las categorias que interpretaron. Se resalta el papel de la THA

como lente tedrica de la mirada profesional (Zorrilla et al., 2024).
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A 155 futuros profesores de primaria se les propuso resolver tres problemas (atender),
analizar los posibles razonamientos de solucion (interpretar) y secuenciar los tres problemas
(decidir). Los resultados de la investigacion mostraron que fueron pocos los futuros profesores
que lograron resolver correctamente los problemas y darle una justificacion adecuada a la
secuencia de problemas. En este estudio se evidencia que el conocimiento matematico es
fundamental para el desarrollo de la competencia docente mirada curricular (Lee y Lee, 2024).

Al usar libros de texto al planificar una leccion, se estudiaron la mirada curricular de
cinco profesores de matematicas de secundaria en el marco de aprendizaje basado en proyectos.
Los resultados mostraron que existen cambios en las habilidades de la mirada curricular a lo largo
del desarrollo de tres ciclos de ensefianza realizados en dos afios. Los profesores transitaron de
una planificacion de lecciones fragmentada a una cohesiva, es decir que paulatinamente
integraron los principios de un aprendizaje basado en proyectos (Qi et al., 2025).

Estas investigaciones confirman que el uso de THA articula la planificacion de lecciones,
el analisis del pensamiento de los estudiantes y la reflexion. Sin embargo, se requieren mas
estudios sobre la mirada curricular para consolidar marcos conceptuales que guien el uso de las
THA como metarecurso en la formacion docente.

La mayoria de las investigaciones sobre mirada profesional y THA se han centrado en la
perspectiva del pensamiento matematico del estudiante y pocos han usado las THA como lente
tedrica de la mirada curricular (Gonzalez-Forte et al., 2024; Zorrilla et al., 2024). En esta
investigacion la THAO es un recurso curricular (Gueudet et al., 2023; Rezat, 2024) para
caracterizar las habilidades de atender, interpretar y decidir de la mirada curricular de FPM al

planificar lecciones sobre funcion cuadratica.
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Marco tedrico

En este capitulo se presentan los fundamentos teoricos que sustentan la investigacion. En
primer lugar, se describe el proceso de construccion de la THAO sobre funcion cuadratica.
Posteriormente, se muestran algunas descripciones de las habilidades de la competencia docente
mirada profesional (atender, interpretar y decidir) en contextos de analisis de recursos
curriculares por parte de profesores de matematicas. Este marco teérico proporciona las bases
para comprender y analizar la mirada curricular de los FPM al planificar lecciones con el uso de
una THA sobre funcion cuadratica.

Una THA (THAUO0) sobre funcion cuadratica

Una THA es un modelo tedrico relacionado con el disefio instruccional que se compone
de un objetivo de aprendizaje, actividades de aprendizaje y un proceso de aprendizaje hipotético
(una prediccion de como evolucionard el pensamiento y la comprension de los estudiantes en el
contexto de las actividades de aprendizaje). Las componentes de la THA son interdependientes y
coemergentes, por ejemplo, las actividades de aprendizaje se eligen o disefian respecto a los
procesos de aprendizaje hipotéticos y dicho proceso depende de la naturaleza de las actividades
de aprendizaje (Simon, 2020).

En esta investigacion se construyo una THA (THAO) sobre funcion cuadratica (Mejia-
Palomino et al., s.f.) con un modelo, que contempla un proceso de cuatro pasos: (1) elegir
enfoques teoricos, (2) seleccionar un objetivo de aprendizaje e identificar su concepto
matematico de interés, (3) revisar estudios en Educacion Matematica y (4) revisar material
curricular (Carcamo y Fuentealba, 2023). La THA sobre funcidn cuadratica se presenta completa
en el Mejia-Palomino et al. (s.f.). A continuacidn, se resumen los pasos de construccion de una

THA sobre funcion cuadratica.
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El primer paso fue elegir dos enfoques tedricos para la construccion de la THAO sobre
funcién cuadratica, los considerados fueron: la heuristica de disefio instruccional de los modelos
emergentes (Gravemeijer, 1999) y un modelo de funcion (Kalchman y Koedinger, 2005).

En la heuristica de disefo instruccional de los modelos emergentes se parte de un modelo
de actividad matematica informal en un contexto significativo que involucra los conocimientos
matematicos previos de los estudiantes para transitar hacia un modelo para un razonamiento
matematico formal (Carcamo y Fuentealba, 2023; Gravemeijer, 1999).

Los modelos emergentes es una de las tres heuristicas del disefio instruccional de la
Educacion Matematica Realista que pretende dar solucion a la siguiente paradoja de aprendizaje:
los estudiantes para acceder a las matematicas deben comprender los simbolos, pero el
significado de estos depende de la pieza matematica a la que intentan acceder (Bereiter, 1985).

El acceso a las matematicas requiere conocer el sentido de los simbolos que ain estan en
proceso de construccidn por parte del estudiante. De ahi que los modelos emergentes, al igual que
la historia de las matematicas, tengan en cuenta que las simbolizaciones formales surgen de las
simbolizaciones informales y situadas (Gravemeijer, 2020). Por ello, se considera importante la
actividad experiencial del estudiante. En esta perspectiva, los modelos surgen en contextos que
tienen en cuenta la experiencia de los estudiantes, en los que las estrategias informales conectadas
al contexto transitan hacia relaciones y estrategias matematicas mas formales (Carcamo, 2017).
En consecuencia, se propone un modelo de actividad matematica informal que, posteriormente,
se transforma en un modelo para el razonamiento matematico formal (Gravemeijer, 1999).

El modelo emerge como un modelo de y se transforma gradualmente hacia un modelo
para, mediante los siguientes niveles de actividades (Gravemeijer, 1999): actividad situacional
(en la que las interpretaciones y las soluciones dependen de la comprension de como actuar en el

entorno, a menudo fuera del entorno escolar), actividad referencial (en la que los modelos de se
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refieren a la actividad en el entorno de la situacion inicial), actividad general (en la que los
modelos para hacen posible un enfoque de interpretaciones y soluciones, independientemente de
las imagenes especificas de la situacion inicial) y actividad formal (ya no depende del apoyo de
modelos para la actividad matematica).

La heuristica de disefio instruccional de los modelos emergentes permitié delimitar un
proceso de aprendizaje hipotético en términos de actividades mentales, vinculadas con el
desarrollo de las actividades de aprendizaje (Gravemeijer, 1999). Al respecto, se expresa que las
THA son parte de las acciones del profesor disefiador de una secuencia instruccional bajo la
heuristica de los modelos emergentes (Carcamo, 2017).

El segundo enfoque teodrico para la construccion de la THAO fue un modelo de
aprendizaje de funcion que integra diversas representaciones matematicas de la funcioén
cuadratica. Este modelo de aprendizaje de las funciones se describe en cuatro niveles: en el Nivel
Cero, las exploraciones se realizan en una perspectiva numérica o espacial; en el Nivel Uno, el
entendimiento de la funcion surge a partir de la conexion entre lo numérico y lo espacial; en el
Nivel Dos, los estudiantes comprenden las relaciones numéricas y espaciales de la funcion
mediante el uso de expresiones algebraicas; y en el Nivel Tres, se logra construir modelos
diferenciados de los distintos tipos o familias de funciones (Kalchman y Koedinger, 2005).

Tanto la estrategia de disefio de la heuristica de los modelos emergentes como el modelo
de funcién se describen en cuatro niveles. Por lo que las actividades de aprendizaje y el proceso
de aprendizaje hipotético dan cuenta de la relaciéon uno a uno de cada uno de los niveles de cada
enfoque tedrico. Por ejemplo, el nivel de la actividad situacional esta relacionado con el Nivel
Cero del modelo de funcion y el nivel de la actividad referencial esta relacionado con el Nivel

Uno del modelo de funcion, y asi mismo es con los otros dos niveles de cada enfoque tedrico.
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El segundo paso fue seleccionar un objetivo de aprendizaje e identificar su concepto
matematico. Para la THAO el objetivo de aprendizaje es que los estudiantes usen e interpreten
distintas representaciones de la funcion cuadratica para resolver problemas en contexto. Este
objetivo de aprendizaje es coherente con el modelo de funcion seleccionado que muestra como la
construccion del concepto de funcion inicia con relaciones numéricas o espaciales antes de
introducir las representaciones algebraicas y generalizar el problema.

El tercer paso fue revisar estudios en educacion matematica, en particular relacionados
con la funcién cuadratica. En primer lugar, se consider6 identificar en estos estudios las
dificultades de aprendizaje de la funcion cuadratica. Se sefiala la complejidad que enfrentan los
estudiantes al usar y conectar diferentes representaciones matematicas de la funcion cuadratica
(Niss, 2020). Se reportan que el desconocimiento de conceptos previos o la falta de pensamiento
analitico obstaculizan la interpretacion de problemas relacionados con esta funcion (Azizah et al.,
2021, Morales et al., 2022; Ramirez et al., 2022). Por su parte, otros estudios enfatizan las
dificultades que enfrentan los estudiantes para comprender y obtener la expresion algebraica de la
funcion cuadratica en problemas contextualizados (Gonzélez-Polo y Castaneda, 2024).

Otros aspectos considerados en la revision de estudios fueron los posibles problemas,
representaciones matematicas y artefactos usados en la ensefianza de la funcidon cuadratica. Por
ejemplo, se tienen en cuenta: (a) los cambios en los parametros de la expresion algebraica
respecto a su grafica (De Sousa y Alves, 2022; Jedtke y Greefrath, 2019), (b) el papel de la
tecnologia digital en el tipo de actividades de aprendizaje y organizacion de la informacion para
ayudar a la comprension de la funcidon cuadratica (Bohrer y Tintin, 2021; Fatahillah et al., 2020)
y (c) el uso de contextos geométricos para estudiar la funcioén cuadratica (Azizah et al., 2021;

Gonzalez-Polo y Castaneda, 2024; Ramirez et al., 2022).
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El cuarto paso fue revisar material curricular, por lo que se seleccionaron siete libros de
texto, dos de la editorial Cengage Learning (Aufmann y Lockwood, 2013; Stewart et al., 2017) y
cinco de distribucion gratuita de Ediciones SM (MEN 2017a, 2017b, 2017¢c, 2017d, 2017¢). En
esta revision se consideraron los posibles problemas, representaciones matematicas y artefactos
en la ensefianza de la funcion cuadratica. En los libros de texto, los problemas o ejercicios
resueltos pueden incorporar hasta cuatro representaciones matematicas: verbal, numérica,
algebraica y grafica. En algunos libros de texto se hace uso de calculadoras graficadoras
(Aufmann y Lockwood, 2013; Stewart et al., 2017) o de GeoGebra (MEN 2017a, 2017b, 2017c,
2017d, 2017e). Las actividades de aprendizaje con tecnologias digitales proponen realizar
graficas de funciones. El problema matematico considerado en la THAO es resuelto mediante
procedimientos de lapiz/papel (Stewart et al., 2017).
A partir de la integracion de los cuatro pasos anteriores, se establecieron cinco criterios
que orientaron el disefio de las actividades de aprendizaje en la THAOQ. Estos criterios se
seleccionaron debido a su relevancia tedrica y practica. A continuacion, se mencionan y justifican
estos criterios.
1. Seleccion del problema matematico. El problema matematico propuesto en la
THADO se eligi6 porque esta presente en libros de texto utilizados en la educacion
secundaria o media de Colombia, permite el uso de diferentes representaciones
matematicas en su solucion, acorde al modelo de aprendizaje de funcion
(Kalchman y Koedinger, 2005), y facilita el transito de lo informal a lo formal
segun la heuristica de los modelos emergentes (Gravemeijer, 1999, 2020).

2. Seleccion de los artefactos. La solucion del problema puede abordarse mediante

diferentes artefactos, como: 1apiz/papel, materiales fisicos (cuerda) y ambientes de
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geometria dindmica. Ademas, el uso de diferentes artefactos permiti6 una
exploracion matematica progresiva de lo concreto a lo abstracto.

3. Seleccion del contexto. El contexto geométrico de una situacion real (cerco de una
huerta) fue elegido porque la combinacidn del contexto y los artefactos
seleccionados favorece la exploracion y experimentacion matematica. También,
porque conecta con situaciones familiares para los estudiantes, lo que facilita
abordar la actividad situacional.

4. Dificultades de aprendizaje. Se consideraron las dificultades identificadas en
investigaciones previas, como: dificultades asociadas al uso progresivo de
representaciones matematicas en el estudio de la funcion cuadratica, dificultades
relacionadas con la interpretacion y uso de representaciones algebraicas,
problemas en la conexion entre diferentes representaciones de la funcion
cuadratica y falta de la comprension de los parametros y su efecto en la grafica de
la funcion.

5. Organizacion de las actividades de aprendizaje. La estructura de las actividades de
aprendizaje se realizo respecto al proceso de aprendizaje hipotético, por lo que
estan estructurados en cuatro niveles, en coherencia con los modelos emergentes
(Gravemeijer, 1999, 2020) y el modelo de aprendizaje de funcion (Kalchman y
Koedinger, 2005). La exploracion inicia con representaciones numéricas,
espaciales y el uso de material fisico y lapiz/papel. Posteriormente, se incorporan
representaciones algebraicas, hasta alcanzar el estudio paramétrico de la funcioén
cuadratica en un ambiente de geometria dindmica.

Estos cinco criterios estan relacionados con el objetivo de aprendizaje de la THAO. El

disefio de la THAO busca que los estudiantes usen e interpreten diferentes representaciones de la
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funcién cuadratica para resolver problemas en un contexto, para transitar desde la exploracion

concreta hasta la formalizacion matematica. La Tabla 1 presenta THAO sobre funcion cuadratica.

Tabla 1.

THAOQ sobre funcion cuadratica

Objetivo de aprendizaje: Usar e interpretar diferentes representaciones de la funcion
cuadratica para resolver un problema en contexto

Actividad de aprendizaje (AA)

Proceso de aprendizaje hipotético

AAL. Elaborar un cerco rectangular para
delimitar una huerta.

En esta actividad se simula el cerco rectangular

con una cuerda amarrada extendida con los
dedos (Figura 1).

Figura 1. Cuerda amarrada
Preguntas: Para la construccion del cerco se
tiene una malla de 20 metros. ;Cuales son los

posibles cercos que se pueden construir? ;Cual

de estos cercos abarca mas terreno?

Los estudiantes activan sus conocimientos
previos de area y perimetro de un rectangulo,
para encontrar el cerco rectangular con mayor
area y perimetro fijo. Los estudiantes pueden
centrar su atencion a los aspectos numéricos
de coémo hallar el perimetro y area,
descartando la relacion de lo numérico con la
figura. Se espera que sus calculos de
perimetro y area se realicen a mano, usando
nimeros naturales.

AA2. Exploracion de la construccion de la

familia de rectangulos isoperimétricos.

En GeoGebra se explora la construccion de
rectangulos que varian al mover el punto C del

segmento AB (deslizador) (Figura 2).

AC=533 ca3=457

Perimetrn de FGED = 20
or =467 -

Areade FGED = 22089

) ) H 4 5 B [ ) T

Figura 2. Generacion de rectangulos
Preguntas: Determine 2

rectangulos con
perimetro igual a 20, diferentes a los que

Los estudiantes relacionan el segmento AC y
CB, respecto a las medidas de la base y la
altura del rectangulo. Ellos reconocen que al
mover el punto C, el rectangulo cambia y se
van obteniendo diferentes medidas de la base,
altura y area. Estas medidas son numeros
decimales y se pueden observar en una tabla
o en los objetos de la construccion. Los
estudiantes pueden relacionar los valores
obtenidos con las caracteristicas del
rectangulo para determinar el rectangulo con
mayor area y encontrar la expresion general
del area de la familia de rectangulos con igual
perimetro.
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Objetivo de aprendizaje: Usar e interpretar diferentes representaciones de la funcion
cuadratica para resolver un problema en contexto

Actividad de aprendizaje (AA)

Proceso de aprendizaje hipotético

encontrd en la primera actividad. Observa los
valores del area cuando se mueve el punto C
(Cual de estos rectangulos tiene mayor area?
(Cuadles son las medidas de la base y la altura de
este rectangulo? ;Coincide con el rectangulo de
mayor area de la primera actividad? ;Cual es la
expresion general para el 4area de estos
rectangulos con perimetro fijo 20, respecto a su
base?

AA3. Analisis de la traza del punto 1.

En GeoGebra se explora un archivo que
contiene la construccion de la AA2 pero que se
agrega el plano cartesiano y un punto I que
genera una traza al mover el punto C del
segmento AB (Figura 3).

LAC= 341

CB=659

®
: Perimstro de FGED = 20
DF=6.59 | EG=659 H

L
"% Areade FGED = 2246

" H

X ol 10 1 0
Figura 3. Traza del punto |
Preguntas: Observe el punto I, mueva el punto C
(Cuales son las coordenadas del punto 1? ; Como
es la trayectoria del punto I cuando se mueve el
punto C? ;Ddnde se ubica el punto I cuando se
obtiene el rectangulo de mayor area? ;Cuales
son las caracteristicas del rectangulo de mayor
area? ;Donde se ubica el punto I cuando se
obtiene el rectangulo de menor area? ;Cuales
son las caracteristicas del rectangulo con menor
area? Determine un par de rectangulos con igual
area, ;cuales son las caracteristicas de estos
rectangulos?

Los estudiantes analizan la traza del punto |
que tiene como coordenadas (base, area),
respecto a una caracteristica dada de los
rectangulos.

AAA4. Grafica de la expresion algebraica del area
vs la base de los rectangulos isoperimétricos.

En GeoGebra se explora un archivo que
contiene la construccion de la AA3, pero se

Los estudiantes comparan la grafica de la
expresion del area con respecto a la base de
los  rectangulos  isoperimétricos  con
trayectoria del Punto I, para analizar cudl seria
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Objetivo de aprendizaje: Usar e interpretar diferentes representaciones de la funcion
cuadratica para resolver un problema en contexto

Actividad de aprendizaje (AA)

Proceso de aprendizaje hipotético

agrega la grafica de la funcidén cuadratica que
relaciona un lado y el area de los rectdngulos
(Figura 4).

S - - - - - -

Figura 4. Grafica del area y traza del punto |
Preguntas: Realicemos la grafica de la expresion
algebraica del area con respecto a la base y
comparela con la trayectoria del punto 1. ;Por
qué el punto I no genera un trazo en el cuadrante
Iy IV del plano cartesiano?

Si se desea modificar la longitud del cerco de la
malla a 40 metros ;Cual seria la expresion de las
areas de los rectangulos con perimetro fijo 40
metros? ;Como es grafica del 4rea respecto base
de su rectangulo? ;Cudl seria el rectangulo de
mayor area con perimetro fijo 40?

Si la longitud del cerco de la malla es n metros
(Cual seria la expresion de las areas de los
rectangulos con perimetro fijo n metros? ;Como
es la grafica del area respecto la base de su
rectangulo? ;Cual seria el rectangulo de mayor
area con perimetro fijo n?

las restricciones de la grafica respecto al
problema. Los estudiantes exploran otras
posibles expresiones algebraicas teniendo en
cuenta si el perimetro de la familia de los
rectangulos isoperimétricos se modifica.

Las habilidades de atender, interpretar y decidir de la mirada profesional con recursos

curriculares

Se presentan las caracteristicas de las habilidades de atender, interpretar y decidir al

analizar recursos curriculares de algunas de las investigaciones reportadas en los antecedentes.

Las caracteristicas de las habilidades que conforman la competencia docente mirada profesional
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dependen de las herramientas, metodologias y recursos curriculares usados. Al final se delimitan
las habilidades de la mirada curricular en el desarrollo de esta investigacion.

Se considera que en la planificacion de lecciones es necesario que el profesor reconozca y
comprenda la complejidad del pensamiento matematico del estudiante y, por tanto, la mirada
curricular tiene en cuenta el pensamiento del estudiante en las interacciones del profesor con los
recursos curriculares. También, estos autores determinaron que la mirada curricular depende de
las experiencias y conjeturaron que cambia con el tiempo a medida que el profesor interactua e
involucra recursos curriculares en sus practicas profesionales (Dietiker et al., 2018).

La habilidad de atencion de los recursos curriculares da cuenta de informacion sobre la
ensefianza y aprendizaje de las matemadticas. La interpretacion es lo que le da sentido a lo que se
atiende, en esta habilidad se conectan sus ideas sobre los recursos curriculares con su
conocimiento profesional y su experiencia. Las decisiones curriculares son respuestas de lo que
atienden e interpretan de los recursos curriculares, por ejemplo, al determinar qué quieren hacer y
como quieren hacerlo, es decir como usan los recursos curriculares al planificar o ejecutar la
instruccion (Dietiker et al., 2018).

En la Figura 2 se relacionan y se determinan las interacciones de las habilidades de la
mirada curricular, las flechas azules describen que los profesores interpretan lo que han atendido
y deciden lo que han interpretado (Males et al., 2015). Sin embargo, las flechas de color café;
determinan cémo los profesores al decidir también interpretan y atienden aspectos de los recursos
curriculares (Dietiker et al., 2018). Esto quiere decir que las habilidades tienen una relacion
recursiva, dinamica y de retroalimentacion constante (Lee y Lee, 2024).

Se caracterizaron las habilidades de la mirada curricular de los autores de libros de texto
en Filipinas. Atender son los aspectos del plan de estudios reconocidos en el libro de texto,

interpretar es darles sentido a los temas a través de las actividades propuestas, y decidir es la
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seleccion de actividades y el desarrollo de habilidades que los libros de texto buscan promover en
los estudiantes (Guzman y Adamos, 2020).

Figura 2.

Actividades y relaciones de las habilidades de la mirada curricular

¢ NN\

Atender ‘ Interpretar ‘ Decidir

' Cambiar
Dar sentido .
Ver - Manipular
L Asimilar X
Percibir Secuenciar
Preguntar
Reconocer Adoptar
Comprender
Buscar Responder

Conectar

Nota. En la Figura se agreg6 color a las flechas (Lee y Lee, 2024, p. 7).

La mirada curricular de futuros profesores se analiz6 respecto a tres problemas de
generalizacion. Las habilidades de la mirada curricular respecto a Dietiker et al. (2018) se
particularizan de la siguiente manera: atender son las caracteristicas de los problemas al
desarrollar un plan de solucion, interpretar son las ideas sobre el conocimiento y el razonamiento
necesarios para resolver cada problema y decidir es determinar como secuenciar los tres
problemas de generalizacion para apoyar el aprendizaje de los estudiantes (Lee y Lee, 2024).

Otro estudio analizé materiales curriculares con relacion a la mirada profesional sobre el
pensamiento matematico del estudiante de Jacobs et al. (2010). Establecieron que atender es
describir las caracteristicas de los materiales curriculares, lo cual puede ser a través de
declaraciones o gestos descriptivos y declarativos (por ejemplo, sefialar una caracteristica de una
pagina de un libro de texto). Por su parte, interpretar se refiere a considerar lo que se requiere al

trabajar con materiales curriculares, y es mas que describir, ya que son declaraciones o preguntas
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que analizan, critican, evalian y comparan. En cambio, responder son decisiones en la
planificacion o en la implementacion al usar materiales curriculares (Roth McDuffie et al., 2018).

En la perspectiva de la mirada profesional sobre el pensamiento matematico del
estudiante respecto al andlisis de los programas curriculares, se determinan las habilidades de la
siguiente manera: 1) atender es escoger en qué centrarse 2) interpretar es darle sentido a lo que
atienden y 3) decidir es adaptar su ensefianza en funcion de su analisis (Machalow et al., 2020).

Aunque las investigaciones sobre la mirada profesional han reportado habilidades tanto
relacionadas con el curriculo como con el pensamiento matematico del estudiante en relacién con
los recursos curriculares, no se observan grandes diferencias. Se encuentra que estas
investigaciones vinculadas con la mirada profesional de Jacobs et al. (2010) conceptualizaron las
habilidades de la mirada profesional de los recursos curriculares, con escasas diferencias respecto
a la conceptualizacion de Males et al. (2015) y Dietiker et al. (2018).

Ademas, se reconoce que las diferencias en las presiones de como se caracterizan estas
habilidades de la mirada curricular dependen del tipo de recursos curriculares, metodologias y
herramientas utilizadas. Por ejemplo, algunos estudios usaron gafas de seguimiento de los
movimientos oculares que detectaron la atencion respecto al tiempo de fijacion de la vision en
una parte del recurso curricular (Males y Setniker, 2019) o utilizaron una herramienta analitica
para el andlisis de la mirada curricular (Amador y Earnest, 2019).

Otra investigacion sobre el uso de la THA y la mirada profesional sobre el pensamiento
matematico de los estudiantes se centrd en los analisis de los futuros profesores a las respuestas
de los estudiantes, las interacciones de clase u otras representaciones de la practica. Este andlisis
especifico del pensamiento matematico del estudiante busca promover en los futuros profesores

el uso de los niveles de progresion del aprendizaje de una THA (Fernandez et al., 2018).
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En esta investigacion, el andlisis de las respuestas de los estudiantes no se tipifica ni se
particulariza para el primer grupo de FPM, sino que se analizan de manera general en entrevistas
semiestructuradas para propiciar los cambios en la THAO. Por lo cual, se considerd
exclusivamente el estudio de la mirada curricular de los FPM.

Por tanto, entendiendo una THAO como un recurso curricular en la planificacion de
lecciones sobre funcion cuadratica, las habilidades de la mirada curricular de los FPM, se
particularizan, en esta investigacion, del siguiente modo: (i) atender es lo que reconocen relevante
en los cambios en la THA al planificar una leccion, (ii) interpretar es darle sentido a lo que
atienden, como justificar los cambios propuestos en la THA a partir de su conocimiento
profesional y su experiencia, mientras que, (ii1) decidir son los cambios realizados a la THA en la
planificacion de lecciones (Dietiker et al., 2018; Males et al., 2015). Esta descripcion de las
habilidades de la mirada curricular de los FPM se relaciona con las actividades propuestas en la
Figura 2. Atender se vincula con reconocer, interpretar con dar sentido y decidir con cambiar.

En esta investigacion se caracteriza la mirada curricular de FPM en su practica
profesional de planificacion de lecciones, especificamente a partir de los cambios propuestos a
una THAO sobre funcion cuadratica. Es decir que, la primera habilidad identificada fue decidir
(cambios a la THAO), y a partir de esta, se delimitaron las habilidades de atender e interpretar de
la mirada curricular. Si bien era posible que los FPM atendieran o interpretaran la THAO sin
modificarla, en su rol como agentes de ensefianza en una investigacion de diseflo, ambos grupos
de FPM optaron por cambiar la THAO al planificar lecciones, tanto en la fase de preparacion y
disefio como en la fase de andlisis retrospectivo y redisefio. En este marco, la THA cumpli6 una
doble funcion: como herramienta metodologica en el desarrollo de la investigacion de disefo y

como recurso curricular en la planificacioén de lecciones.
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Referentes metodolégicos
Aproximacion de investigacion

Se selecciond la investigacion de disefo (Bakker, 2018a, 2018b; Bakker y Smit, 2018).
En particular, se describe un experimento de ensefianza colectivo respecto a sus fases, ciclos,
instrumentos de recoleccion de informacion, participantes y analisis de los datos.

Investigacion de disefio

Se optd por investigacion de disefio® debido a su pertinencia para caracterizar la
competencia docente mirada curricular de los FPM en su practica profesional de planificacion de
lecciones, especificamente en los cambios propuestos en una THA sobre funcion cuadrética.

La investigacion de disefio se distingue por ser intervencionista y abierta. Es
intervencionista porque el investigador manipula una condicion en relacion con una teoria del
aprendizaje. Es abierta porque el control sobre los datos es limitado (Bakker, 2018a). Ademas, las
reflexiones posteriores a la implementacion de los disefios pueden generar modificaciones en las
siguientes intervenciones, ya que, al aplicar los disefos, los investigadores confrontan sus
hipotesis con el aprendizaje real (Bakker, 2018a). Por esta razon, la investigacion de disefio es de
caracter iterativo, ya que implica la revision y refutacion de hipotesis iniciales para formular
nuevas y generar ciclos de mejora.

El conocimiento derivado de la investigacion de disefo puede expresarse en principios de
disefio, mapas de conjeturas o THA, con el objetivo de ser aplicado de manera practica y general
en nuevas situaciones (Bakker, 2018b; Bakker y Smit, 2018). Los principios de disefio
constituyen practicas generalizadas susceptibles de replicarse. Los mapas de conjeturas explican

las caracteristicas del proceso de disefio que conducen a ciertos resultados. Solo las THA

3También, llamada investigacion basada en el disefio, disefio de experimentos, investigacion de desarrollo o
experimentos de disefios (Bakker, 2018a).
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capturan los detalles especificos del aprendizaje (Bakker, 2018b; Bakker y Smit, 2018). Estos
productos de la investigacion de disefio surgen de los andlisis retrospectivos, que implican
revisiones detalladas de los registros, realizadas bajo pardmetros previamente establecidos para
dar cuenta del aprendizaje (Steffe y Thompson, 2000).

En un experimento de ensefanza, todos los participantes estdn inmersos en un proceso de
aprendizaje, lo que permite distinguir tres niveles de investigacion. El Nivel Uno se centra en los
aprendizajes de los estudiantes, el Nivel Dos en los aprendizajes de los profesores y el Nivel Tres
en los aprendizajes de los investigadores (Lesh y Kelly, 2000). En esta investigacion, el énfasis
recae en el Nivel Dos de los experimentos de ensefianza, donde se caracteriza la mirada curricular
de FPM al proponer cambios a una THA en la practica profesional de planificacion de lecciones.
Existen investigaciones de disefio que abarcan los Niveles Uno y Dos (Gravemeijer y Van Eerde,
2009) o integran los tres niveles de analisis (Kang, 2022).

En este experimento de ensefianza participaron: los agentes de ensefianza (dos grupos de
FPM), los estudiantes (dos grupos de una institucién educativa publica) y un testigo de la
ensefanza (la investigadora). Para documentar el desarrollo del proceso, se empled un método de
registro basado en los audios de las entrevistas semiestructuradas realizadas a los FPM y en
documentos escritos que reflejan los cambios en la THA propuestos por los grupos de FPM
durante la planificacion de lecciones (Steffe y Thompson, 2000; Steffe y Ulrich, 2020).

Los experimentos de ensefianza integran la practica investigativa con la practica docente
(Steffe y Thompson, 2000; Wittmann, 2021). En particular, este experimento de ensefianza
colectivo se fundamenta en la adaptacion del estudio de lecciones (o estudio de clases), en el cual
los investigadores plantean problemas de investigacion a los profesores, quienes participan

activamente a través de su practica docente (Wittmann, 2021). Se considera fundamental generar
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espacios de interaccion entre los FPM que les permitan validar sus argumentos y reflexionar
sobre sus acciones en el aula (Llinares y Fernandez, 2021).

El uso de una THA por parte de los profesores en un ciclo de ensefianza o experimento de
ensefianza involucra y genera conocimientos profesionales del profesor de matematicas
(Gravemeijer y Van Eerde, 2009; Simon 1995). Los conocimientos profesionales de los
profesores generan cambios en la THA para futuras intervenciones en el aula (Simon, 1995). Para
esta investigacion, el razonamiento respecto al conocimiento profesional al planificar lecciones
con el uso de una THA sobre funcién cuadratica da cuenta de la mirada curricular de los FPM. En
la Figura 3 se presenta un ciclo de ensefianza con una THA.

Figura 3.

Ciclo de ensenianza (Simon, 1995, p. 136)

Trayectoria hipotética de

— aprendizaje
Conocimiento del
profesor

Objetivo de
aprendizaje del
profesor

]

Plan del profesor para
las actividades de
aprendizaje

I

Hipdtesis del profesor
sobre el proceso de
aprendizaje

Evaluacion del
conocimiento de
los estudiantes

Constitucion
interactiva de las
Actividades de aula

Se siguieron las tres fases de la investigacion de disefio (Bakker, 2018b). Los FPM
participaron de la investigacion de disefo al realizar cambios en una THA al planificar lecciones
en el desarrollo de un experimento de ensenanza colectivo. En la Figura 4 se resumen las fases de

la investigacion de disefio propuestas en esta investigacion.



Figura 4.

Resumen de la investigacion de diserio para el andlisis de la mirada curricular de FPM

Fase 1. Preparacién y diseiio

La investigadora construyé la
THAO sobre funcion cuadratica,
entrevistas semiestructuradas y

una encuesta de
caracterizacién de los FPM.

Elgrupo de FPM analizé la THAQ
sobre funcién cuadrética y
propusieron cambios a la THAO
(THA1) al planificar, por primera
vez, una leccion.

La investigadora realizé
entrevistas semiestructuradas
al grupo de FPM sobre los
analisis y los cambios de la

Fase 2.
Implementacion

Elgrupo de FPM
implementd las AA
de la THAT conun

grupo de
estudiantes.

La investigadora fue
observadora
participante de la
implementacion.

Fase 3. Analisis retrospectivo y
redisefo

El grupo de FPM analizé los
aprendizajes de los estudiantes y
cambid la THA1 (THA2) al
planificar, por segunda vez, una
leccion sobre funcién cuadratica.

La investigadora realizé entrevistas
semiestructuradas al grupo de FPM
sobre el andlisis y los cambios de
la THA1 (THA2) al planificar una
leccion.

La investigadora realizo el analisis
retrospectivo para caracterizar la
mirada curricular del grupo de FPM
al planificar lecciones con THA.
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Los datos se obtuvieron de
documentos escritos sobre los
cambios de la THAy entrevistas
semiestructuradas.

THAO (THA1) en la primera
planificacion de una leccidn.

Nota. Descripcion de un ciclo de una investigacion de disefio para caracterizar la mirada
curricular de dos grupos de FPM al proponer cambios en una THA sobre funcion cuadratica.

A continuacion, se describen las fases de la investigacion de disefo para este estudio:

Fase 1. Preparacion y diseno. La investigadora construy6 la THAO sobre funcion
cuadratica (Mejia-Palomino et al., s.f.). Ademas, creo las entrevistas semiestructuradas para los
grupos de FPM (Anexo 1). Asimismo, se aplico una encuesta de caracterizacion en linea,
administrada mediante formularios de Google, con el propdsito de recolectar informacion sobre
los conocimientos profesionales, formacion académica y experiencia docente de los FPM (Anexo
5). El resumen de esta encuesta se presenta en este capitulo, en la seccion de participantes.

La investigadora present6 a los FPM a una THAO sobre funcion cuadratica con el
proposito de que reconocieran sus fundamentos tedricos y practicos. El proceso de analisis de la
THADO varid segin el grupo de FPM. El primer grupo realiz6 un andlisis oral grupal de la THAO,
mientras que al segundo grupo se le solicitd un andlisis escrito individual antes de llevar a cabo el

analisis oral grupal.
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Luego del analisis de la THAO, los FPM realizaron cambios a la THAO en la primera
planificacion de una leccion. Los cambios efectuados en la THAO (THA1) quedaron registrados
en un documento escrito en Google Drive. Finalmente, la investigadora llevé a cabo entrevistas
semiestructuradas con los grupos de FPM respecto al andlisis y los cambios de la THAO
realizados al planificar, por primera vez, una leccion sobre funcion cuadratica.

Fase 2. Implementacion. Los FPM implementaron las actividades de aprendizaje de la
THAT sobre funcién cuadratica en un grupo de estudiantes. Las interacciones de la leccion se
registraron por medio de una cdmara fija en el salon y registros de audio portables por los FPM.
Se obtuvo el registro escrito de los estudiantes por medio de sus hojas de trabajo (respuestas a las
actividades de aprendizaje en hojas en papel). La investigadora fue observadora participante de la
leccion. En la implementacion del primer grupo, ambos FPM interactuaron con todos los
estudiantes. Para el segundo grupo de FPM, los estudiantes se dividieron en tres grupos, cada uno
de los FPM acompaii6 el trabajo de un grupo de estudiantes. Sin embargo, la socializacion de las
respuestas de las actividades de aprendizaje se realizo con todos los estudiantes.

Fase 3. Andlisis retrospectivo y redisefio. En esta fase, los FPM analizaron las respuestas
de los estudiantes en sus hojas de trabajo, asi como sus acciones durante la implementacion de las
actividades de aprendizaje de la THA1 (mediante observacion participante). A partir de esta
informacion, realizaron cambios en la THA1, redisefiaron la primera planificacion, dando lugar a
la THA2, en la segunda planificacion de una leccion sobre funcion cuadratica. Para profundizar
en este proceso, la investigadora llevé a cabo entrevistas semiestructuradas con los grupos de
FPM, tanto del anélisis de la THA1 después de su implementacion como en los cambios
propuestos en la THA?2.

El andlisis de los aprendizajes de los estudiantes vari6 segun el grupo de FPM. Los FPM

del primer grupo realiz6 un andlisis individual de las hojas de trabajo y de las acciones de los
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estudiantes durante la implementacion. Las entrevistas semiestructuradas posteriores a la
implementacion de AA reflejaron estos analisis.

Para el segundo grupo de FPM, ademas de las entrevistas semiestructuradas, la
investigadora les propuso elaborar un documento escrito individual en el que registraran sus
observaciones sobre los aprendizajes de los estudiantes (Anexo 3). A partir de estos documentos
escritos, junto con las hojas de trabajo de los estudiantes y las observaciones de la
implementacion de las AA, los FPM vy la investigadora construyeron la trayectoria real de
aprendizaje* (Anexo 2).

Finalmente, la investigadora realizd un analisis retrospectivo de los cambios en la THAO
(transformada en THAT1 y luego en THA2) a partir de los documentos escritos y las entrevistas
semiestructuradas con los FPM en las fases de preparacion y disefio y analisis retrospectivo y
redisefio. Este analisis permitio caracterizar la mirada curricular de los FPM en la primera y
segunda planificacion de una leccion al usar una THA sobre funcion cuadratica.

Esta investigacion comprendio dos ciclos del experimento de ensefianza, cada uno con un
grupo de FPM vy estudiantes diferentes. Ambos grupos de FPM utilizaron la misma THAO sobre
funcion cuadratica. A lo largo del proceso, cada grupo de FPM cambi6 a la THAO, dando lugar a
sus propias versiones de THA1 y THA2 en la planificacion de lecciones. En la Figura 5 se

resume la practica docente de los FPM en esta investigacion.

4 En la trayectoria de aprendizaje real se describe €l proceso de aprendizaje que ocurri6 en el aula, y que se infiere de
los datos recolectados (Carcamo, 2017; Leikin y Dinur, 2007).



Figura 5.

Practica docente de los FPM en el experimento de ensefianza colectivo

Practica docente de los FPM en el experimento de ensenanza colectivo
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Primer ciclo (junio-agosto 2022) Segundo ciclo (octubre 2022-enero 2023)

Nota. En cada ciclo del experimento de ensefianza colectivo se realizé con un grupo de FPM y
estudiantes diferentes. Se utilizo la misma THAO para ambos grupos de FPM. Cada grupo de
FPM gener06 sus propias versiones de THA1 y THA2.
Participantes

Los participantes de esta investigacion fueron dos grupos de FPM de la Licenciatura en
Matematicas de la Universidad del Valle, quienes cursaban los tltimos semestres de su programa
de formacion y estaban matriculados en las asignaturas Practica Profesional I o Practica
Profesional II. Como parte de esta asignatura, los FPM realizaban sus practicas docentes en
instituciones educativas de la ciudad de Cali (Colombia), contexto en el cual se llevo a cabo el
experimento de ensefianza colectivo.

La asignacion de los FPM a la institucion educativa fue realizada por un profesor de la

Universidad del Valle, encargado de orientar las asignaturas de Practica Profesional I o Practica
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Profesional II. La participacion en esta investigacion doctoral era voluntaria, por lo que los FPM
tenian la libertad de aceptar o rechazar la propuesta de practica docente vinculada al estudio.

El primer grupo estuvo compuesto por dos FPM, denominados M y J, quienes realizaron
sus practicas docentes entre junio y agosto de 2022, a lo largo de ocho sesiones, que se llevaron a
cabo de manera virtual o presencial. La implementacion de las actividades de aprendizaje de su
THAL se realiz6é de manera presencial, con 29 estudiantes de grado undécimo (Educaciéon Media
en Colombia), con edades entre 15y 17 afos.

El segundo grupo estuvo compuesto por tres FPM, denominados C, V y S, quienes
llevaron a cabo sus practicas docentes entre octubre de 2022 y enero de 2023, en once sesiones
presenciales o virtuales. En este caso, las actividades de aprendizaje de su THATI se
implementaron de manera presencial, con 21 estudiantes de segundo semestre del programa de
formacion complementaria (bachilleres), con edades entre 16 y 20 afios.

Los estudiantes participantes en el experimento de ensefianza colectivo provienen de una
Escuela Normal publica. En Colombia, las Escuelas Normales Superiores son:

Instituciones educativas que prestan el servicio educativo en los niveles de preescolar,

basica y media y que estan autorizadas para ser formadoras de docentes de educacion

inicial, preescolar y basica primaria o como directivo docente - director rural, mediante el
programa de formacion complementaria. (Decreto 1236, 2020, articulo 2.3.3.7.1.3.).

La encuesta de caracterizacion de los FPM se presenta completa en el Anexo 5, tiene
como propdsito conocer algunos conocimientos profesionales, formacion académica y
experiencia de practica docente relacionados con el desarrollo de este experimento de ensefianza
colectivo con el uso de una THAO sobre funcion cuadratica.

Los resultados de la encuesta de caracterizacién mostraron que la mayoria de los FPM

desconocian la heuristica de disefio instruccional de los modelos emergentes, trayectorias
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hipotéticas de aprendizaje y experimentos de ensefianza. De los cinco FPM, tres manifestaron

tener suficientes conocimientos sobre ambientes geometria dindmica. Todos los FPM dicen

conocer mucho o suficiente sobre representaciones matematicas.

Los FPM realizaron sus practicas pedagdgicas virtuales o presenciales, entre la cuales

detallan el disefio, implementacion y analisis de resultados de actividades de aprendizaje,

elaboracidn y ejecucion de entrevistas y observaciones de ambientes tanto escolares como no

escolares. Los FPM determinaron que el disefio de actividades de aprendizaje estuvo vinculado a

las asignaturas relacionadas con tecnologia digital y pensamiento variacional. Sélo J tiene un mes

de experiencia docente en asesorias educativas.

Instrumentos de recoleccion de informacion

Los instrumentos de recoleccion utilizados para caracterizar la mirada curricular de los

FPM incluyeron documentos escritos sobre los cambios en la THAO y entrevistas

semiestructuradas a los FPM sobre la planificacion de lecciones. En la Tabla 2 se presentan estos

instrumentos de recoleccion de datos.

Tabla 2.

Practica docente e instrumentos de recoleccion de datos

Practica Descripcion Instrumentos de recoleccion de

docente datos

Primera Cada grupo de FPM analizaron la 1) Entrevista semiestructurada al
planificacion de  THAO sobre funcion cuadratica y analizar la THAO.

una leccion

propusieron cambios que dieron lugar
ala THA1 en la primera planificacion
de una leccion sobre funcion
cuadratica.

2) Documento escrito de la THA1
(cambios en la THAO en la primera
planificacion de una leccion).
3)Entrevista semiestructurada sobre
la THAL.

Segunda
planificacion de
una leccion

Después de la implementacion de las
AA de la THAL, cada grupo de FPM
propusieron cambios a la THAI,

dando lugar a la THA2 en la segunda

1) Entrevista semiestructurada
después de la implementacion de las
AA sobre el andlisis de la THAT,
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Practica Descripcion Instrumentos de recoleccion de
docente datos
planificacion de una leccion sobre 2) Documento escrito de la THA2
funcion cuadratica. (cambios en la THA1 en la segunda

planificacion de una leccion).
3) Entrevista semiestructurada sobre
la THA2.

El objetivo de las entrevistas semiestructuradas mencionadas en la Tabla 2 fue identificar
las interpretaciones de los FPM sobre los cambios en la THA durante la planificacién de una
leccion sobre funcidn cuadratica. Para ello, se plantearon preguntas como: (a) ;Cuales pueden ser
las mayores dificultades en el desarrollo de las actividades?, (b) Respecto a los artefactos, ;Cual
es tu opinion sobre su uso en la construccion del pensamiento matematico involucrado en las
actividades?, (c) En relacion con el objetivo de aprendizaje actual ;Considera que es adecuado?
Explica, (d) Respecto al proceso de aprendizaje hipotético ;Consideras que es pertinente?
Explica, (e) En cuanto a las actividades de aprendizaje ;Crees que son apropiadas? Explica.

En el Anexo 1 se presentan los detalles de algunas entrevistas semiestructuradas
realizadas a los FPM.

Analisis de los datos

Los aspectos atendidos, interpretados y los cambios en la THAO propuestos por los FPM
durante la planificacion de una leccion fueron analizados cualitativamente en los documentos
escritos y en las entrevistas semiestructuradas.

Las habilidades de la mirada curricular fueron categorias tedricas para el analisis de los
datos. Los aspectos que los FPM atendieron, interpretaron y decidieron sobre los cambios en la
THADO se seleccionaron de manera deductiva, respecto a las caracteristicas de las habilidades de

la mirada curricular (Dietiker et al., 2018; Males et al., 2015).
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Para determinar los focos de atencion se emple6 un proceso inductivo. Se identificaron
los cambios de la THAO en los documentos escritos, respecto a estos cambios se seleccionaron
las evidencias en las entrevistas semiestructuradas y estas evidencias se codificaron de manera
abierta. Del andlisis del documento escrito y las entrevistas semiestructuradas surgieron tres
categorias, que son los focos de atencion (Figura 9 y 10).

Para el analisis de los datos provenientes del experimento de ensefianza, también se
emple6 un proceso de analisis recursivo de cuatro niveles (Simon, 2019). Este analisis, pretende
extraer mas informacion de los datos e ir mas alla de la categorizacion.

En cada nivel de analisis se presentan preguntas guia. Los resultados de un nivel anterior
de andlisis son datos para el siguiente nivel, aunque se puede volver a los datos originales. El
ultimo nivel de andlisis desarrolla constructos explicativos que pretenden dar respuesta a la
pregunta de investigacion (Simon, 2019).

En esta investigacion, las habilidades de la mirada curricular al estar interrelacionadas y
considerarse de manera conjunta posibilitaron el desarrollo del proceso de analisis recursivo. Se
inicia con la habilidad de decidir de la mirada curricular, y respecto a esta, se determinan las
habilidades de atender e interpretar. En el ultimo nivel se vinculan las tres habilidades con el
proposito de caracterizar la mirada curricular de los FPM al planificar lecciones con el uso de una
THA sobre funcion cuadratica. En la Tabla 3 se presenta un resumen de estos niveles de analisis.
Tabla 3.

Resumen de los niveles de anadlisis de datos de la mirada curricular de FPM

Nivel de Descripcion del nivel de analisis Pregunta que orienta el Objetivo
analisis analisis
Se identificaron y describieron los (Qué cambios en la THAO
cambios en la THAO provistos en los  decidieron los FPM al Objetivo
1 documentos escritos correspondientes planificar lecciones sobre especifico
ala THA1 y THA2 de cada grupo de  funcién cuadratica? 3

FPM.
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Nivel de Descripcion del nivel de analisis Pregunta que orienta el Objetivo
analisis analisis
Se analizan los cambios en la THAO  ;Qué aspectos atendieron los
provistos en los documentos escritos. FPM en los cambios en una
Se determinan las evidencias de estos THAUO al planificar lecciones
cambios en las entrevistas sobre funcién cuadratica? Objetivo
2 semiestructuradas. Las evidencias se especifico
codifican de manera abierta. De los 2
documentos escritos y las entrevistas
semiestructuradas se infieren tres
focos de atencidn (categorias).
En las evidencias de las entrevistas (Qué aspectos interpretaron
semiestructuradas se identificaron los FPM en los cambios en
justificaciones relacionadas con los una THAO al planificar Objetivo
3 cambios propuestos por los FPM ala lecciones sobre funcion especifico
THADO. Posteriormente, se analizaron cuadratica? 2
estas justificaciones para inferir los
aspectos interpretados por los FPM.
Se identificaron, analizaron y (Qué aspectos atendieron,
sintetizaron los aspectos atendidos, interpretaron y decidieron los .
interpretados y decididos por los FPM en los cambios en una Obj eFIVOS
: ) . especificos
FPM en los cambios propuestos en la  THAO al planificar lecciones v 3
4 THAUO durante la primera y segunda  sobre funcion cuadratica? o
planificacion de la leccion. En este .
nivel de analisis se integraron los Objetivo
General.

datos recopilados en los tres primeros
niveles.

El primer nivel de analisis describe los datos relacionados con los cambios en la THAO,
registrados en los documentos escritos correspondientes a la THA1 y THA2. La descripcion de
los datos se organiza en funcidn de los artefactos y de cada nivel de actividad de aprendizaje.
Para facilitar la comparacion con la THAO, los cambios agregados en cada nivel de actividad
fueron resaltados en gris. Ademas, este nivel de anélisis responde a la pregunta: ;Qué cambios en
la THAO decidieron los FPM al planificar lecciones sobre funcidon cuadratica?

A continuacion, se presenta un ejemplo del ciclo 1 del analisis de la AA1 de la THAO en
este primer nivel. El resumen del primer nivel de analisis para ambos grupos de FPM se

encuentra en el Anexo 4, mientras que la Figura 6 muestra la descripcion de la AA1 de la THAO.
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Figura 6

Descripcion de la AA1 y su proceso de aprendizaje hipotético de la THAO

Objetivo de aprendizaje: Usar e interpretar diferentes representaciones de la funcion
cuadratica para resolver un problema en contexto

Actividad de aprendizaje (AA) Proceso de aprendizaje hipotético
AAL. Elaborar un cerco rectangular para Los estudiantes activan sus conocimientos
delimitar una huerta. previos de area y perimetro de un rectangulo,
En esta actividad se simula el cerco rectangular para encontrar el cerco rectangular con mayor
con una cuerda amarrada extendida con los area y perimetro fijo. Los estudiantes pueden
dedos (Fi . centrar su atencion a los aspectos numeéricos

de cOomo hallar el perimetro y area,
descartando la relacion de lo numeérico con la
figura. Se espera que sus calculos de
perimetro y area se realicen a mano, usando
numeros naturales.

Figura 1. Cuterda amarrada
Preguntas: Para la construccion del cerco se
tiene una malla de 20 metros. ;Cuales son los
posibles cercos que se pueden construir? ;Cual
de estos cercos abarca mas terreno?

Nota. Se presentan la actividad de aprendizaje situacional y su proceso de aprendizaje hipotético.
Los cambios propuestos por los FPM en la AA1 y en su proceso de aprendizaje dentro de
la THA1 se presentan en la Figura 7, donde se destacan en gris. En la AA1, los FPM precisaron
la forma de los cercos, mencionaron que estos se encuentran en una finca®. Ademas, incorporaron
un archivo en GeoGebra con una vista panoramica de la finca y describieron el uso de los
artefactos para construir el cerco con una cuerda. En el proceso de aprendizaje hipotético, los
FPM identificaron dos posibles dificultades que podrian enfrentar los estudiantes: el uso de la

escala y el reconocimiento de que un cuadrado es un tipo de rectangulo.

5 Una finca o granja, es una propiedad de gran de extension de terreno, ubicada en zona rural, de uso para la
agronomia, ganaderia, recreacion, entre otras actividades.
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Figura 7.

AAI y su proceso de aprendizaje hipotético de la THAI del primer grupo de FPM

Objetivo de aprendizaje:
Usar e interpretar diferentes representaciones matematicas de una funcion cuadratica en la busqueda de
solucién a un problema.

Actividad de aprendizaje Proceso de aprendizaje hipotético

Actividad situacional Los estudiantes activan sus conocimientos previos
Se usa como herramienta una cuerda, sujetada en sus de drea y perimetro de un rectangulo para
extremos, para simular el cerco rectangular. encontrar el cerco con mayor area. Los estudiantes
Para determinar los vértices del rectangulo, se usa pueden centrar su atenciébn a los aspectos
chinches sobre un carton. El carton tiene en sus bordes numéricos de como hallar el perimetro y area,
una cinta métrica, para facilitar hallar la medida del altoy descartando la relacion de lo numérico con la
ancho del rectangulo. figura. Se espera que en sus calculos de perimetro
1. Un cerco rectangular para delimitar una huerta. y drea se realicen a mano, usando nimeros
En la finca La hermosa, se necesita construir un cerco naturales.

rectangular con una malla de 20 metros (archivo 1.ggb).  Es posible que descarten en su respuesta, el cerco
s cuadrado, porque pueden desconocer que el

cuadrado es un rectangulo.

Al pedir que simulen el cerco rectangular con una

cuerda, podran tener dificultades en trabajar con

escalas y requerir 20 metros de cuerda.

| o
1.1. Usando una cuerda para simular el cerco de la huerta,
determine ;Cuales son los posibles cercos rectangulares
que se pueden construir?
1.2. ;Cual de estos cercos abarca mas terreno?

Enla AA1 de la THA2, los FPM modificaron la redaccion del uso de los materiales para
simular los cercos con la cuerda. Los FPM especificaron la relacion de la longitud de la cuerda
con el concepto de perimetro del rectangulo, reconocieron la variacion del area al delimitar una
superficie con una cuerda, eliminaron el archivo GeoGebra (s6lo dejaron una imagen) e hicieron
explicitos los procedimientos para hallar el area y el perimetro de los rectangulos. Los cambios

en este nivel de la THA2 se presentan en la Figura 8.
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AAI y su proceso de aprendizaje hipotético de la THA2 del primer grupo de FPM

Objetivo de aprendizaje:
Usar e interpretar diferentes representaciones matematicas de una funcion cuadratica en la busqueda de solucion a un problema.

Actividad de aprendizaje

Proceso de aprendizaje hipotético

AAl

Se usa como herramienta una cuerda de tamafio 20 cm, sujetada en sus
extremos por medio de una cinta, para simular el cerco rectangular.

Para determinar los vértices del rectangulo, se usan chinches sobre un
carton. El cartén tiene de fondo una hoja cuadriculada y en sus bordes
una cinta métrica, para facilitar la medida de longitud de la cuerda y de
los lados del rectangulo.

En esta actividad los estudiantes determinan que es posible hallar
diferentes rectangulos con una cuerda de longitud fija.

1. Un cerco rectangular para delimitar una huerta.

En la finca La hermosa, se necesita construir un cerco rectangular con
una malla de 20 metros.

@ Y
= & =
Y .
1.1. Usando una cuerda para simular el cerco de la huerta, determine
¢Cuales son algunos de los posibles cercos rectangulares que se pueden

construir? Elabora estos cercos usando una cuerda, dibujalos en el
carton y determine los valores de los lados de cada rectangulo.

1.2, ;Cudl de estos cercos abarca mas terreno?

Los estudiantes activan sus conocimientos previos de drea y perimetro de
un rectangulo para encontrar el cerco que tiene mayor drea, porque los
estudiantes requieren asociar la longitud de la cuerda con el perimetro de
un rectangulo y determinar que los rectangulos abarcan diferentes
superficies, es decir que sus areas pueden ser diferentes.

Se espera que los estudiantes den como ejemplos rectangulos cuyos lados
sean de medida un nimero natural. En el proceso de hallar el area de los
rectangulos, los estudiantes podran usar la formula (la multiplicacion de la
base por la altura) o la cuadricula del carton (contar cuadrados), donde se
dibujan los rectangulos. Dado que los valores de los lados son mimeros
naturales se espera que realicen calculos a mano.

Es posible que los estudiantes descarten en su respuesta, el cerco cuadrado,
porque pueden desconocer que el cuadrado es un rectangulo.

Al pedir que los estudiantes simulen el cerco rectangular con una cuerda,
podran tener dificultades en trabajar con escalas y requerir 20 metros de
cuerda.

En el segundo nivel de analisis de los datos, los cambios en la THAO se organizaron en

torno a tres focos de atencidn (categorias):

1. Caracterizacion de los artefactos: Se refiere a los aspectos considerados en la seleccion y

uso de artefactos fisicos y digitales para representar los objetos matematicos del problema

propuesto en la THA.

2. Anticipacion de dificultades, errores y acciones de los estudiantes: Incluye los aspectos

relacionados con las posibles respuestas de los estudiantes. Considera las dificultades y

errores al resolver las preguntas en las actividades de aprendizaje de la THA.

3. Incorporacién/eliminacion de informacion y formulacion de preguntas especificas: Se

centra en los cambios en la secuencia de preguntas dentro de cada actividad de

aprendizaje. Abarca los niveles situacional, referencial, general y formal.
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Los focos de atencion 1 y 3 corresponden a los cambios de las actividades de aprendizaje,
mientras que el foco de atencion 2 fueron aspectos sugeridos al proceso de aprendizaje hipotético.
Los focos de atencion son categorias obtenidas de manera inductiva. En la Figura 9 y 10 se
presentan los codigos relacionados a los focos de atencion.

Figura 9.

Codificacion en las entrevistas semiestructuradas del primer grupo

53 Conocimientos nuevos

85 Anticipacion de dificultades, errores y acciones de los estudiantes

19 Conocimientos previos

124 Codigos

. 4 Proceso hipotético de aprendizaje
. 4 Respuesta errénea

) 3 Dificultad de aprendizaje

Il 2 Acciones de los estudiantes

31 Caracterizacién de los artefactos

27 Uso de artefactos

8 Incorporacion/eliminacion de informacion y formulacién de preguntas especificas
. 4 Contexto

5 Propuesta de pregunta

I 3 Organizacién de la actividad

Nota. Diagrama de Sankey elaborado en https://sankeymatic.com/build/.
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Figura 10.

Codificacion en las entrevistas semiestructuradas del segundo grupo

111 Dificultades y errores de aprendizaje

201 Anticipacion de dificultades, errores y acciones de 10s estudiantes

24 Procedimientos

24 Conocimientos profesionales
288 Cadigos o

22 Conocimientos previos

6 Oportunidad del error
6 Uso de representaciones

5 Proceso de aprendizaje hipotético

2 Acciones de los estudiantes
1 Error de lectura

50 Incorporacion/eliminacion de informacion y formulacion de preguntas especificas

45 Propuesta de pregunta

4 Omitir pregunta

B 1 Busqueda de informacidn para entender respuesta
37 Caracterizacion de los artefactos

16 Uso de artefactos fisicos

12 Cambics en los artefactos

9 Propuesta de artefacto

Nota. Diagrama de Sankey elaborado en: https://sankeymatic.com/build/.

El segundo nivel de andlisis de los datos respondio a la pregunta: ;Qué aspectos
atendieron los FPM en los cambios en una THAO al planificar lecciones sobre funcion
cuadratica? En la Tabla 4, se muestra un ejemplo del primer grupo de FPM sobre los cambios
realizados en la AA1 de la THAO respecto a los tres focos de atencion. El analisis completo de

este nivel se presenta en el Anexo 6.
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Tabla 4.
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Cambios en la AA1 de la THAO por el primer grupo de FPM respecto a los focos de atencion

Caracterizacion de los

Anticipacion de

Incorporacion/eliminacion
de informacion y

AA dificultades, errores y iy
artefactos . . formulacion de preguntas
acciones de los estudiantes .
especificas

Los FPM agregaronen la  Los FPM sugirieron agregar ~ Los FPM modificaron la
descripcion de la en el proceso de aprendizaje  redaccion del nombre e
herramienta: hipotético: introduccion de la
Para determinar los Es posible que descarten actividad:
vértices del rectdngulo, se  como respuesta, el cerco Un cerco rectangular para
usa chinches® sobre un cuadrado, porque pueden delimitar una huerta.

1 carton. El cartdon tiene en  desconocer que el cuadrado En la finca La hermosa, se

sus bordes una cinta
métrica, para facilitar
hallar la medida del alto y
ancho del rectangulo.

Los FPM afiadieron en
GeoGebra el fondo de una
finca.

es un rectangulo.

Al pedir que simulen el cerco
rectangular con una cuerda,
podrén tener dificultades en
trabajar con escalas y requerir
20 metros de cuerda.

necesita construir un cerco
rectangular con una malla
de 20 metros (archivo
1.ggb).

En la pregunta 1 agregaron
cercos rectangulares.

Los datos del tercer nivel de analisis se obtuvieron de las transcripciones de las entrevistas

semiestructuradas. Se seleccionaron segmentos relevantes que evidencian y justifican los cambios

en la THAO realizados por los FPM. En las transcripciones, I representa a la investigadora,
mientras que las letras en mayuscula corresponden a los FPM; los corchetes [ ] indican
aclaraciones y los paréntesis (...) denotan omisiones.

Para la primera version de las transcripciones, se utilizaron los programas Amazon
Transcribe y Pinpoint de Google. Posteriormente, se llevé a cabo la revision, correccion y
seleccion de segmentos en MAXQDA 2020 Analytics Pro, centrando el andlisis en los cambios
en la THAO. La Figura 11 muestra un ejemplo de la codificacién de un segmento de evidencias

de los cambios de la THA provisto en las entrevistas semiestructuradas.

6 Conocidos como chinchetas o tachuelas. Son clavos pequefios de cabeza plana.
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Figura 11.

Ventana del software MAXQDA

X | [4 visorde 2501 2 ingdF1C1 (348 Pérrafos) M 8B 20 o=z 0
# [ Dificultades propias v @ e 8§ &&

0 ke 240 y:yo hice cinco. -
® (2508

2

2 242 |; usted hizo cinco. Usted cuantos hizo.

18

s 243 S:Yp hice tres, pero a lo dltimo ya me cansé dibujar. La combinacién.

9 2@ 1.y puso los lados

S:lacombinacién de los lados.

X 6 C:yonome percaté, de eso del cerco rectangular cuando la hice. Entonces yo dije,
pues si es cercano un drea pueden tener otros escenarios como por ejemplo un

Error sobre la drea triangular un drea que no tenga necesariamente una forma. Pero entonces

Dificultades p luego me compliqué porque yo cémo le sacd el drea esa vaina. Entonces, deje

] simplemente en cuadrado como tal.

3 7 I: aya, porque no leiste esta parte que esta aqui.
C. si, noleirectangular
I: alli penso en las diversas posibilidades que encierra una cuerda.

C. exacto. Incluso yo iba a serun area. Ni siquiera circular sino sin forma.

~ 251 176:081 ~
& [ # Busqueda sencilla de codificaciones [cdigas combinados por 'O’}

En el tercer nivel de analisis, se explora la pregunta: ;Qué aspectos interpretaron los FPM
en los cambios en una THAO al planificar de lecciones sobre funcion cuadratica?

La Tabla 5 presenta un ejemplo de los aspectos interpretados por el primer grupo de FPM
en relacion con el foco de atencion, caracterizacion de los artefactos. El analisis detallado de este
nivel se encuentra en el Anexo 6.

Tabla S.

Aspectos interpretados respecto a la caracterizacion de los artefactos en la THAI

Caracterizacion de los artefactos
En linea 28, J dice: Pues el tablero con la cinta métrica para que ellos puedan medir.
Pero esperamos que ellos hagan la escala de veinte metros a veinte centimetros.
J interpretd que el uso de la cuerda y el tablero de carton conlleva a usar escala en
medida de la cuerda para construir los rectangulos sobre el tablero de carton.
En linea 32, M dice: Primero porque pues las matematicas son, de alguna forma
una, no s¢ si voy a abusar diciéndolo como un medio. (...) Y si al principio, si al
principio establecemos un contexto (...) para que se resuelva un problema y lo
tratamos de resolver con matematicas, pues la intencion es que al final en las
mismas matematicas pueden dar respuesta al problema.
En el didlogo M interpreto la necesidad de usar las matematicas y el contexto para
resolver el problema.

Aspectos interpretados
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El cuarto nivel de andlisis integra y sintetiza los resultados de los tres niveles previos para
identificar los aspectos que los FPM atendieron, interpretaron y decidieron en relacion con su
mirada curricular al cambiar la THAO durante la primera y segunda planificacién de una leccion
sobre funcidn cuadratica. Este nivel responde a la pregunta: ;Qué aspectos atendieron,
interpretaron y decidieron los FPM en los cambios en una THAO al planificar lecciones sobre
funcién cuadratica? Los resultados de la investigacion son el cuarto nivel de analisis y se
presentan en el siguiente capitulo.

Resultados de la investigacion

Este capitulo expone los resultados del analisis sobre las habilidades de la mirada
curricular en relacion con los cambios propuestos por dos grupos de FPM a una THAO durante la
primera y segunda planificacion de una leccion sobre funcion cuadratica.

La organizacion del capitulo sigue una estructura en dos ciclos, cada uno correspondiente
a un grupo de FPM. Los resultados de cada ciclo se presentan en funcion de los tres focos de
atencion: (1) caracterizacion de los artefactos, (i1) anticipacion de dificultades, errores y acciones
de los estudiantes, y (ii1) incorporacion/eliminacion de informacion y formulacion de preguntas
especificas.

En cada uno de estos focos, se seleccionaron segmentos de las entrevistas
semiestructuradas que evidencian y justifican los cambios realizados en la THAO. A partir de
estas justificaciones, se identificaron los aspectos que los FPM interpretaron. Las decisiones de

los FPM se reflejan en los cambios efectuados en la THAO al planificar lecciones.
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Resultados del primer ciclo del experimento de ensefianza colectivo
Anadlisis de los cambios en la THAO (THA1) propuestos por el primer grupo de FPM

Foco de atencion 1: Caracterizacion de los artefactos.

Los FPM agregaron un tablero de carton con fondo cuadriculado, cintas métricas, cinta
pegante y chinches en la AA1 (Tabla 6). En este caso, los FPM modificaron las representaciones
matematicas al agregar artefactos fisicos en la construccion de los rectangulos con la cuerda. Al
respecto, se presenta el siguiente didlogo de los FPM:

I: En la actividad namero 1, hacen la propuesta de entregarle a los estudiantes un tablero

de carton con una cinta métrica. Una madeja o rollo de cuerda completa, una cinta

pegante y chinches. ;Podrian explicar de qué manera los estudiantes usaran estos
materiales?

J: Pues el tablero con la cinta métrica es para que ellos puedan medir. Pero esperamos que

ellos hagan la escala de veinte metros a veinte centimetros. Asi fue, como lo pensamos, la

cinta es para que ellos puedan unir los dos tramos de la cuerda y que quede, como por asi
decirlo la cuerda unida y puedan con los chinches hacer la forma de un rectangulo.

(13junio2022, pos. 27-28)

En el anterior didlogo, J consider6 que el uso de la cuerda conlleva a usar la escala en su
medida para construir los rectdngulos sobre el tablero de carton.

Por otra parte, los FPM consideraron el contexto para darle sentido a la construccion del
nuevo conocimiento matematico. Los FPM agregaron elementos graficos en los applets para
simular la vista frontal de una finca (Tabla 6, AA1, AA2, AA3 y AA4) al considerar que todas las
actividades de aprendizaje requieren el contexto inicial del problema. A continuacion, el didlogo:

I: Ustedes hicieron la propuesta de que en la actividad dos, tres y cuatro no se omitiera la

relacion con el contexto. ;Podrian ampliar la razon de esta decision?
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M: Primero porque las matematicas son, de alguna forma una, no sé si voy a abusar

diciéndolo como un medio. (...) Y si al principio, si al principio establecemos un contexto

(...) para que se resuelva un problema y lo tratamos de resolver con matematicas, la

intencion es que al final en las mismas matematicas pueden dar respuesta al problema.

(13junio2022, pos. 31-32)

En el anterior didlogo, M reconocio la necesidad del contexto para resolver el problema y
del uso de las matematicas para interpretar ese contexto y darle un significado a la respuesta.

Foco de atencion 2: Anticipacion de dificultades, errores y acciones de los
estudiantes.

Los FPM identificaron posibles dificultades asociadas con los conocimientos matematicos
de los estudiantes. En relacion con la AA1, reconocieron que un cuadrado es un caso particular
de rectangulo y anticiparon que relacionar y distinguir cuadrado y rectangulo puede ser una
dificultad para los estudiantes (Tabla 6).

Ademas, como se evidencia en el siguiente didlogo, los FPM detectaron otras dificultades,
tales como la confusion entre area y perimetro, el uso incorrecto de la escala en la medida de la
cuerda para resolver el problema y los desafios en los tratamientos algebraicos para determinar la
expresion general del area.

I: ;Cuadles podrian ser las dificultades que se pueden presentar en el desarrollo de las

actividades?

J: Una las dificultades que presentan los estudiantes es que no reconozcan que un

cuadrado es un rectangulo o que de pronto puedan confundir el &rea con el perimetro. Que

piensen que el area es la suma de los lados de la figura (...). También, con lo de las
escalas que piensen que tienen que utilizar literalmente los 20 metros de cuerda para

poder hacer la actividad.
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M: A parte de esas, un tipo de dificultad, que puede pasar, (...) los tratamientos

algebraicos que haya que realizar, pues hay que hacer diferentes tratamientos (...) Creo

que la mas importante es la de la escala. (13junio2022, pos. 11-13)

En el anterior didlogo, los FPM determinaron que la dificultad de confundir area con
perimetro se debe a que asocian el area con el procedimiento de sumar los valores de los lados.
También, los FPM pronosticaron que los estudiantes no usaran la escala en la medida de la
cuerda al considerar los 20 metros y consideraron las dificultades en los tratamientos algebraicos.

También, los FPM determinaron que los estudiantes descartaran que la abscisa representa
el valor de la base y la ordenada el area de los rectangulos correspondientes

Foco de atencion 3: Incorporacion/eliminacion de informacion y formulacion de
preguntas especificas.

Los FPM afiadieron informacion o preguntas mas especificas para ayudar a los estudiantes
a establecer las relaciones matematicas necesarias para resolver las actividades de aprendizaje. En
concreto, los FPM agregaron una pregunta sobre el procedimiento para hallar el area y el
perimetro de un rectangulo en la AA2 (Tabla 6). A continuacidn, se presenta el didlogo:

I: Ustedes en la actividad dos, agregaron una pregunta, que es la siguiente: ;Por qué

toman esta decision?: ;Qué es el perimetro de un rectangulo? ;Como se halla el perimetro

de un rectangulo? ;Cual es el area de un rectangulo? ;Como se halla el drea de un
rectangulo? ;Por qué deciden agregar a esta pregunta?

M: (...) Digamos que esos tienen que ser los conocimientos iniciales, la base por la cual

se empieza a analizar el problema (...).

J: Si se plantea esas preguntas, ya que, bueno, pues se espera que el estudiante venga con

este conocimiento, pero como en la trayectoria [THAO] no es especifico hablar sobre eso,

se les recuerda (...) pues como hay que hacer uso de formulas, que no estan explicitas en
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la trayectoria [THAO], porque se espera que ellos las hagan y hallen la relaciéon entre

representacion algebraica y la geométrica. (13junio2022, pos. 34-36)

En el anterior didlogo, J determind que los estudiantes necesitan las férmulas del area y el
perimetro para establecer la relacion entre la representacion algebraica y geométrica.

Los FPM agregaron una pregunta de una familia de rectangulos con perimetro fijo 64
porque consideraron que tener mas casos particulares les ayudaria a los estudiantes en la
generalizacion y resaltaron usar un valor distinto a decenas en la AA4 (Tabla 6). Al respecto, M
expreso:

I: Ustedes agregan una nueva pregunta, que es: si se desea a modificar la longitud del

cerco de malla a 64. ;Cual seria la expresion de las areas de los rectangulos con perimetro

fijo 64 m? ;Coémo es la grafica del area respecto a la base de su rectangulo? ;Cuadl seria el
rectangulo de mayor area con perimetro fijo 64 m? ;Por qué deciden agregar esta
pregunta?

M: Digamos que se estd pensado en relacion con que ellos miren varios casos particulares.

Esos varios casos particulares ayudan a mirar justamente esas invariantes, digamos,

encuentran el area maxima de cuando el perimetro vale veinte y después cuarenta y se

escoge el sesenta y cuatro en si, como para no cerrarlo en decenas (...) para no dar a

entender de que s6lo se pueda (...) resolver el problema con perimetro en decenas.

(13juni02022, pos. 40-41)

En el anterior didlogo, M sugiri6 considerar familias de rectangulos con perimetro fijo
diferente a decenas porque amplia los casos para examinar las invariantes del problema.

En la Tabla 6 se presenta la THA1 del primer grupo de FPM que corresponde a la THAO
modificada por este grupo. Los cambios efectuados por los FPM se encuentran destacados en gris

y se refieren a agregar preguntas o informacion en la THAOQ.
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Objetivo de aprendizaje:
Usar e interpretar diferentes representaciones matematicas de una funcion cuadratica en la
busqueda de solucioén a un problema.

Actividad de aprendizaje

Proceso de aprendizaje hipotético

AA1: Se usa como herramienta una cuerda,
sujetada en sus extremos, para simular el cerco
rectangular.

Para determinar los vértices del rectangulo, se usa
chinches sobre un carton. El carton tiene en sus
bordes una cinta métrica, para facilitar hallar la
medida del alto y ancho del rectangulo.

1. Un cerco rectangular para delimitar una
huerta.

En la finca La hermosa, se necesita construir un
cerco rectangular con una malla de 20 metros

(archivo 1.g bi o

1.1. Usando una cuerda para simular el cerco de la
huerta, determine ;Cuales son los posibles cercos
rectangulares_que se pueden construir?

1.2. ;Cual de estos cercos abarca mas terreno?

Los estudiantes activan sus conocimientos
previos de darea y perimetro de un
rectangulo para encontrar el cerco con
mayor area. Los estudiantes pueden centrar
su atencion a los aspectos numéricos de
como hallar el perimetro y 4rea,
descartando la relacion de lo numérico con
la figura. Se espera que en sus calculos de
perimetro y area se realicen a mano, usando
nimeros naturales.

Es posible que descarten en su respuesta, el
cerco cuadrado, porque pueden desconocer
que el cuadrado es un rectangulo.

Al pedir que simulen el cerco rectangular
con una cuerda, podran tener dificultades
en trabajar con escalas y requerir 20 metros
de cuerda.

AAZ2: La herramienta que se usa es un archivo en
GeoGebra con la construccién de un rectangulo
que cambia su tamafio al mover el punto C que se
encuentra en el segmento AB, que mide 10 y
representa la mitad del perimetro.

2. Familia de rectangulos con igual perimetro.
Observa los posibles cercos rectangulares cuando
se mueve el punto C (abre el archivo 2.ggb).

2.1. Determine 2 cercos rectangulares con
perimetro igual a 20, que sean diferentes a los que
encontr6 en la primera actividad.

2.2 ;Cudl de estos cercos rectangulares tiene
mayor terreno? ;Cudles son sus medidas de la base
y la altura de este rectangulo? ;Coincide con el
rectangulo de mayor terreno de la primera
actividad?

Los estudiantes relacionan el segmento AC
y CB, respecto a las medidas de la base y la
altura del rectangulo. Ellos reconocen que
al mover el punto C, el rectangulo cambia
y se van obteniendo diferentes medidas de
la base, altura y area. Estas medidas son
numeros decimales y se pueden observar en
una tabla o en los objetos de la
construccion. Los estudiantes pueden
relacionar los valores obtenidos con las
caracteristicas  del  rectdngulo  para
determinar cual tiene mayor 4rea y
encontrar la expresion general del area de
la familia de rectangulos con igual
perimetro.
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Objetivo de aprendizaje:
Usar e interpretar diferentes representaciones matematicas de una funcion cuadratica en la
busqueda de solucioén a un problema.

Actividad de aprendizaje

Proceso de aprendizaje hipotético

2.3. ;Qué es el perimetro de un rectangulo? ;Coémo
se halla el perimetro de un rectangulo? ;Qué es el
area de un rectangulo? ;Como se halla el area de
un rectangulo?

2.4. ;Cuadl es la expresion general para el area de
estos rectangulos con perimetro fijo 20, respecto a
su base?

AA3: La herramienta es otro archivo en GeoGebra
que retoma la construccion anterior, pero se agrega
lo traza del punto I que relaciona la base vs area del
rectangulo.

3. Analisis de la traza del punto 1.

Observe el punto I, mueva el punto C (abra el
archivo 3.ggb).

3.1. ;Cuales son los valores de las coordenadas del
punto 1?7

3.2. {Como es la trayectoria del punto I cuando se
mueve el punto C?

3.3.;En donde se ubica el punto I cuando se obtiene
el rectangulo de mayor area?

3.4. ;Cuales son las caracteristicas del rectangulo
de mayor area?

3.5. (En doénde se ubica el punto I cuando se
obtiene el rectangulo de menor area?

3.6.;Cuales son las caracteristicas del rectangulo
con menor area?

3.7. Determine un par de rectdngulos con igual
area, ;cuales son las caracteristicas de estos
rectangulos?

Los estudiantes analizan la traza del punto
I que tiene como coordenadas (base, area),
respecto a una caracteristica dada de los
rectangulos.

Es posible que no relacionen los valores de
las coordenadas con la base y el area del
rectangulo.

AA4: La herramienta es un archivo en GeoGebra
que retoma la construccion anterior, pero agrega la
grafica de la expresion algebraica del area con
respecto a la base de los rectangulos
1soperimétricos.

4. Grafica de la expresion algebraica del area vs
la base de los rectangulos de igual perimetro.
Ingresa la expresion algebraica del éarea con
respecto a la base de los rectdngulos de igual
perimetro, en la parte de abajo, en entrada.

4.1. Compara la traza del punto y la grafica de la
expresion algebraica ;Por qué el punto I no genera

Los estudiantes comparan la grafica de la
expresion del area con respecto a la base de
los rectangulos isoperimétricos con
trayectoria del Punto I, para analizar cual
seria las restricciones de la grafica respecto
al problema. Los estudiantes exploran otras
posibles expresiones algebraicas teniendo
en cuenta si el perimetro de la familia de los
rectangulos isoperimétricos se modifica y
se espera que se generalice la expresion
algebraica del area de los rectangulos con
igual perimetro.
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Objetivo de aprendizaje:
Usar e interpretar diferentes representaciones matematicas de una funcion cuadratica en la
busqueda de solucioén a un problema.

Actividad de aprendizaje Proceso de aprendizaje hipotético

un trazo en el cuadrante III y IV del plano
cartesiano?

4.2. Si se desea modificar la longitud del cerco de
la malla a 40 metros, ;/Cudl seria la expresion de
las areas de los rectangulos con perimetro fijo 40
metros? ;Como es grafica del area respecto base de
su rectangulo? ;Cual seria el rectangulo de mayor
area con perimetro fijo 40?

4.3. Si se desea modificar la longitud del cerco de
la malla a 64 metros ;Cudl seria la expresion de las
areas de los rectdngulos con perimetro fijo 64
metros? ;Como es grafica del area respecto base de
su rectangulo? ;Cual seria el rectangulo de mayor
area con perimetro fijo 647

4.4. Si la longitud del cerco de la malla es n metros
(Cual seria la expresion de las éareas de los
rectangulos con perimetro fijo n metros? ;Cémo es
grafica del area respecto base de su rectingulo?
(Cudl seria el rectdngulo de mayor area con
perimetro fijo n?

Analisis de los cambios en la THAI (THA2) propuestos por el primer grupo de FPM

Foco de atencion 1: Caracterizacion de los artefactos.

Los FPM emplearon los artefactos de la misma manera propuesta en la THAT1, pero
agregaron una descripcion mas detallada sobre su uso en la AA1 (Tabla 7). Ademas, en todas las
actividades de aprendizaje, afiadieron espacios en blanco delimitados por cuadros, luego de
observar que los estudiantes requerian un area especifica para dibujar los rectdngulos que habian
representado en el carton.

A continuacion, se presenta el didlogo de los FPM:

I: ;Le dejamos estas lineas?

J: Un espacio para que puedan dibujarlo también.



79

I: En blanco como un cuadrito.

Jy M: Si, si. (13julio2022, pos. 135-138)

Foco de atencion 2: Anticipacion de dificultades, errores y acciones de los
estudiantes.

Los FPM consideraron la dificultad y acciones para generalizar el problema en la AA2
(Tabla 7). En concreto, se presenta el didlogo de los FPM:

M: En el momento de generalizar. (...) se destaca esa necesidad intelectual en ellos, la de

la de formalizar, generalizar las ideas. Ellos pueden ver algunos puntos tabulares y

entender, digamos entender la grafica, pero la idea de generalizar algebraicamente es algo

que les cuesta mucho mas

J: (...) Yo cuando M dice generalizar (...), yo me acordaba también de un texto de Mason

(...) donde habla de unos procesos que tienen que hacer para uno constatar que el

estudiante si aprende. Uno de esas es poder pasar de lo particular a lo general y viceversa.

(6julio2022, pos. 92-93)

En el anterior didlogo, los FPM identificaron la generalizacion mediante expresiones
algebraicas como una necesidad intelectual en el proceso de aprendizaje. Reconocieron, ademas,
su elevada complejidad, ya que exige que los estudiantes analicen y establezcan patrones a partir
de valores particulares de la funcidon cuadratica, promoviendo asi su razonamiento matematico.

En la THA2, los FPM mencionaron la dificultad de usar valores especificos en la AA2
(Tabla 7). Los FPM reconocieron que los estudiantes evitan usar variables porque prefieren los
valores especificos. Al respecto, esto es lo que dicen los FPM:

I: {Por qué los estudiantes no lograron hallar la expresion algebraica de la familia de

funciones con perimetro fijo veinte?
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M: Si, esa es la mas dificil. (...) Yo lo que alcanzaba a mirar era que ellos tenian como la

costumbre de, como se dice, de dar un valor (...).

M: (...) Ellos al final, lo que yo veia mucho que hacian era que cerraban los valores.

Daban un valor en especifico (...).

J: Ellos colocaban, perimetro veinte y se ponian a hallar valores que sumados dieran

veinte, pero no la generalizaban. (6julio2022, pos. 115- 122)

Foco de atencion 3: Incorporacion/eliminacion de informacion y formulacion de
preguntas especificas.

Los FPM incorporaron preguntas para que los estudiantes construyan la expresion
algebraica a partir de casos particulares (Tabla 7, AA2 y AA3). En el siguiente didlogo, los FPM
discutieron el uso de las tablas:

I: {Qué revisen la tabla? O sea, ;se les puede dar la tabla y que ellos recolecten los

valores?

M: Exacto.

I: Si, puede ser mas. En vez de ponerles determine dos cercos, no, mas bien determine

algunos cercos rectangulares. ;Cierto?

M: Exacto.

J: Si.

I: Entonces completa la siguiente tabla.

M: Ah, puede ser. Démosles a algunos que tengan.

I: ;Los valores?

M: Que tengan un valor y que ellos completen. (13julio2022, pos. 261-269)

Los FPM afiadieron una pregunta con varias figuras de rectangulos con el valor de un solo

lado. A continuacion, las discusiones de los FPM:
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M: Si uno hace una pregunta, por ejemplo, en ese sentido de si este lado vale tanto cuanto
vale el otro.

I: Pero eso tiene que ver con esa tabla.

J: Hay si.

M: O sea, se responde en la tabla, pero algunos no son conscientes de eso.

I: Entonces, ;Tendria que hacer una pregunta?

J: No, yo creo que la socializacion podriamos dibujar. Podriamos dibujar un rectangulo y
solamente colocar el valor de aqui el valor de acd. Entonces cuanto mide este lado. Yo
creo que ellos van a saber que mide lo mismo. Entonces, si tenemos el perimetro, o sea,
(Qué ocurrird alli?

I: Eso lo podemos dibujar aca ;Darle los rectangulos y que ellos lo pongan?

My J: También.

J: Podemos colocar un rectangulo.

I: Quitandole las medidas.

M: Colocarle dos rectangulos y al final preguntarles si este lado vale x, entonces ;Cuénto
vale el otro? (13julio2022, pos. 448-458)

En el anterior didlogo, los FPM consideraron que el uso de la tabla es insuficiente para

que los estudiantes encuentren la expresion general del area. Por lo cual, los FPM agregaron una

pregunta con figuras de rectangulos con valores faltantes. Los FPM analizaron que estas figuras

de rectangulos les podrian ayudar a los estudiantes a relacionar los valores de los lados con la

formula del area para obtener la expresion general del area. Al respecto, dicen lo siguiente:

I: Bueno, entonces que sean otros que no sean de los que escogieron aqui ;| No?, porque
aqui ya tenemos otros.

M: Pero esa parte va a ser clave para la ultima generalizacion.
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I: Si, porque si ¢l dice x, pues este tiene que medir diez menos x. Y ahora, entonces ;Cual

es el area? Base por altura y no tiene que hacer ni, ;Cémo se llama? ni sustitucion. Lo que

hizo M.

J: Ni reemplazar los valores en términos de otros.

M: Implicitamente lo va a hacer. Pero no va a ser consciente de eso. (13julio2022, pos.

485- 489)

Los FPM expresaron que las tablas y las figuras permiten ver diferentes casos particulares
que ayudan a los estudiantes a comprender la funcion cuadratica. El propdsito de las preguntas
especificas es ayudar a los estudiantes a llegar a la expresion algebraica del area de la familia de
rectangulos como generalizacion de casos particulares (Tabla 7, AA2 y AA3).

Los FPM cambiaron la redaccién de algunas preguntas, agregaron tablas o figuras para
propiciar los analisis de casos especificos y obtener la generalizacion (Tabla 7, AA1, AA2, AA3
y AA4). Los FPM cambiaron el nombre de las AA y dieron indicaciones del uso de los archivos
GeoGebra. En AA4, los FPM dieron la expresion general del area de la familia de rectangulos
para hallar su grafica.

Los FPM eliminaron algunas preguntas de la THA1 como: en la AA2 quitaron la pregunta
sobre perimetro y area y en la AA3 descartaron las preguntas tercera, quinta, sexta y séptima de
la THAO sobre la ubicacion del punto I al ser el area de los rectdngulos minima o iguales. Los
FPM suprimieron algunos artefactos de la THATI, en la AA1 no usaron GeoGebra y lo

sustituyeron por una imagen de la finca y en la AA3 eliminaron la tabla de GeoGebra.



Tabla 7.

THA?2 del primer grupo de FPM
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Objetivo de aprendizaje:
Usar e interpretar diferentes representaciones matematicas de una funcién cuadratica en la
busqueda de solucion a un problema.

Actividad de aprendizaje

Proceso de aprendizaje hipotético

AA1l

Se usa como herramienta una cuerda de tamafio
20 cm, sujetada en sus extremos por medio de
una cinta, para simular el cerco rectangular.
Para determinar los vértices del rectangulo, se
usan chinches sobre un carton. El carton tiene de
fondo una hoja cuadriculada y en sus bordes una
cinta métrica, para facilitar la medida de longitud
de la cuerda y de los lados del rectangulo.

En esta actividad los estudiantes determinan que
es posible hallar diferentes rectangulos con una
cuerda de longitud fija.

1. Un cerco rectangular para delimitar una
huerta.

En la finca La hermosa, se necesita construir un
cerco rectangular con una malla de 20 metros.

. .

1.1. Usando una cuerda para simular el cerco de
la huerta, determine ;Cuales son algunos de los
posibles cercos rectangulares que se pueden
construir? FElabora estos cercos usando una
cuerda, dibtjalos en el carton y determine los
valores de los lados de cada rectangulo.

1.2. (Cual de estos cercos abarca mas terreno?

Los estudiantes activan sus conocimientos
previos de area y perimetro de un rectangulo
para encontrar el cerco que tiene mayor area,
porque los estudiantes requieren asociar la
longitud de la cuerda con el perimetro de un
rectangulo y determinar que los rectangulos
abarcan diferentes superficies, es decir que
sus areas pueden ser diferentes.

Se espera que los estudiantes den como
ejemplos rectangulos cuyos lados sean de
medida un niumero natural. En el proceso de
hallar el area de los rectangulos, los
estudiantes podran usar la formula (la
multiplicacion de la base por la altura) o la
cuadricula del carton (contar cuadrados),
donde se dibujan los rectangulos. Dado que
los valores de los lados son nimeros naturales
se espera que realicen calculos a mano.

Es posible que los estudiantes descarten en su
respuesta, el cerco cuadrado, porque pueden
desconocer que el cuadrado es un rectangulo.
Al pedir que los estudiantes simulen el cerco
rectangular con una cuerda, podran tener
dificultades en trabajar con escalas y requerir
20 metros de cuerda.

AA2

La herramienta que se usa es un archivo en
GeoGebra con la construccion de un rectangulo
que cambia su tamafio al mover el punto C que
se encuentra en el segmento AB, que mide 10y
representa la mitad del perimetro de los
rectangulos.

En esta actividad los estudiantes requieren
reconocer que el perimetro de los rectangulos es
fijo, mientras que el valor del area varia.

Los estudiantes relacionan el segmento AC y
CB, respecto a las medidas de la base y la
altura del rectangulo. Ellos reconocen que al
mover el punto C, el rectangulo cambia y se
van obteniendo diferentes medidas de la base,
altura y é4rea. Estas medidas son numeros
decimales y se pueden observar en una tabla
o en los objetos de la construcciéon. Los
estudiantes pueden relacionar los valores
obtenidos con las caracteristicas del
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Objetivo de aprendizaje:
Usar e interpretar diferentes representaciones matematicas de una funcién cuadratica en la
busqueda de solucion a un problema.

Actividad de aprendizaje

Proceso de aprendizaje hipotético

Familia de rectangulos.
Abra el archivo familiarectangulos.ggb, mueva
el punto C y observa los posibles cercos

rectangulares.
2.1. Determine algunos posibles cercos
rectangulares, completa la siguiente tabla:

Lado DE Lade EG I Perimetre DEGF Area DEGF

1
5

16

4,15

20

2.2. (Cual de estos cercos rectangulares tiene
mayor terreno? ;Cuales son las medidas de los
lados de ese rectdngulo? ;Coincide con el
rectangulo de mayor terreno de la primera
actividad? Justifica tu respuesta.

2.3. Determine el valor de los lados de los
siguientes rectangulos con perimetro 20.

Fo= Fo=

FD=

F G

(o] E

24.

DE=3

GE=

FD=

FG=

D

DE=

GE=512

GE=

DE=x

Si el perimetro de los rectangulos es 20,

(cudl es la formula para hallar el area de esta
familia de rectangulos?

rectdngulo para determinar cual tiene mayor
area y encontrar la expresion general del area
de la familia de rectangulos con igual
perimetro teniendo presente la formula del
area para los rectangulos.

Los estudiantes pueden resistirse a usar
variables. Se percibe una marcada tendencia
a buscar respuestas exactas. Estas acciones
dificultan la generalizacion del area con
expresiones algebraicas.

AA3

La herramienta es otro archivo en GeoGebra que
retoma la construccion anterior, pero se agrega
lo traza del punto I que relaciona la base frente
al area del rectangulo.

En esta actividad los estudiantes relacionaran las
coordenadas del punto I, con un lado del
rectangulo y el area. Y analizaran la traza del
punto I, para hallar la respuesta al problema.

3. La traza del punto 1.

Abra el archivo traza.ggb, mueve el punto C,
observe el punto L.

3.1. Si el punto I tiene coordenadas (x, y),

determine algunos de sus valores:

M

3

i

2,84

¥

29

176

143

Los estudiantes analizan la traza del punto I,
que es un conjunto de puntos que tiene como
coordenadas (base, area).

Los estudiantes pueden relacionar la traza del
punto I con una forma conocida, por ejemplo,
una montafia 0 una u invertida, o determinar
que es una pardbola o la grafica de una
funcion cuadratica.

Los estudiantes pueden ratificar o encontrar
que la solucion al problema esta en construir
un cuadrado de lado 5 metros y que el punto
I se encuentra en el punto maximo de la
parabola, que en este caso es el vértice.

Los estudiantes pueden darse cuenta de que el
area aumenta cuando C se mueve de A hacia
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Objetivo de aprendizaje:
Usar e interpretar diferentes representaciones matematicas de una funcién cuadratica en la
busqueda de solucion a un problema.

Actividad de aprendizaje

Proceso de aprendizaje hipotético

3.2. Acorde a los valores de los rectangulos,
(qué representan las coordenadas del punto I =
(x,y)?

3.3. (Como es la huella del punto I cuando se
mueve el punto C?

el punto medio del segmento AB, y que
disminuye cuando C pasa el punto medio de
segmento AB y se mueve hacia B.

34. (Cudles son las caracteristicas del
rectangulo de mayor 4rea?
AA4 Los estudiantes comparan la grafica de la

La herramienta es un archivo en GeoGebra que
retoma la construccidon anterior, pero agrega la
grafica de la expresion algebraica del area con
respecto a la base de los rectangulos
isoperimétricos.

4. Grafica del area frente a la base de los
rectangulos de igual perimetro.

Abra el archivo grafica.ggb, escriba y=x(10-x)
en la entrada.

4.1. Compara la traza del punto [ y la grafica de
y=x(10-x) ;Por qué el punto I no genera un trazo
en el cuadrante III y IV del plano cartesiano?
4.2. Si se desea modificar la longitud del cerco
de la malla a 40 metros (Cual seria la expresion
de las areas de los rectangulos con perimetro fijo
40 metros? ;Como es grafica del area respecto
base del rectangulo? ;Cual seria el rectangulo de
mayor area con perimetro fijo 40?

4.3. Si se desea modificar la longitud del cerco
de la malla a 64 metros ;Cual seria la expresion
de las 4reas de los rectangulos con perimetro fijo
64 metros? ;Como es grafica del area respecto
base del rectangulo? ;Cual seria el rectangulo de
mayor area con perimetro fijo 647

4.4. Si la longitud del cerco de la malla es n
metros ;Cuadl seria la expresion de las areas de
los rectangulos con perimetro fijo n metros?
(Como es grafica del area respecto base del
rectangulo? ;Cudl seria el rectangulo de mayor
area con perimetro fijo igual a n?

expresion del area con respecto a la base de
los  rectangulos  isoperimétricos  con
trayectoria del Punto I, para analizar cual
seria las restricciones de la grafica respecto al
problema.

Los estudiantes exploran otras posibles
expresiones algebraicas teniendo en cuenta si
el perimetro de la familia de los rectdngulos
isoperimétricos se modifica y se espera que se
generalice la expresion algebraica del area de
los rectangulos con igual perimetro.
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En la Tabla 8, se resumen los aspectos atendidos, interpretados y decididos por el primer

grupo de FPM respecto a los cambios en la THAO durante la primera (THA1) y segunda

planificacion de una leccion (THA2).

Tabla 8.

Habilidades de atender, interpretar y decidir en la planificacion de lecciones del primer grupo

de FPM
Foco de Cambios en la  Interpretaciones ~ Cambios en la  Interpretaciones
atencion THAI enla THAI THA2 enla THA2
Adicion de El uso de la Descripcion
artefactos fisicos cuerda requiere  detallada del uso
(cartén con de escala para de artefactos
fondo construir los fisicos.
cuadriculado, rectangulos
cintas métricas,  sobre el tablero
etc.) para de carton.
simular el cerco.  (13junio2022,
pos. 28)
Incorporacion de  La resolucion Ocultacion de la
elementos del problema hoja de calculo
graficos en requiere de las con los valores
S, GeoGebrapara  matematicasy el de los
Caracterizacion . .
de los artefactos simular una con'tex.to. rectangulos en
finca. (13junio2022, GeoGebra en
pos. 32) AA2 y AA3.
Adicion del Cambios en la
nombre del presentacion
archivo visual (tamafio
GeoGebra en las de texto y
instrucciones. colores) en
GeoGebra.
Adicién de
espacios en
blanco para
respuestas en
hojas de trabajo.
Anticipacion de  Reconocimiento Darle significado Los estudiantes

dificultades,
errores y

del cuadrado

a la letra como
variable.

prefieren valores
especificos en




87

Foco de Cambios en la  Interpretaciones =~ Cambios en la  Interpretaciones
atencion THAI enla THAI THA2 en la THA2
acciones de los  como vez de usar
estudiantes rectangulo. valores
variables.
(6julio2022, pos.
115-122)
Confundir el El 4rea puede ser Reconocimiento
area con el considerada entre el
perimetro. como la suma de perimetro y area.
los valores de los
lados.
(13juni02022,
pos. 12)
Uso de escala. Los estudiantes ~ Relacion entre
pueden omitir el  movimiento del
uso de la escala  punto C con los
al considerar 20  cambios en el
metros de area.
cuerda.
(13junio2022,
pos. 12)
Generalizacion Dificultad para Reconocer la
de la expresion generalizar complejidad de
algebraica del algebraicamente. generalizar
area. algebraicamente.
Esta exige que
los estudiantes
analicen y
establezcan
patrones a partir
de valores
particulares de la
funcion
cuadratica.
(6julio2022, pos.
92-93)
Interpretacion de
coordenadas del
punto I.
Incorporacion/  Adicion de Reconocer el Eliminacion de
eliminacion de  pregunta sobre perimetro y el algunas
informaciony  procedimientos  area como preguntas (ej.
formulacion de  de areay conocimientos sobre perimetro
preguntas perimetro. previos para y area).
especificas abordar el
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Cambios en la
THAI

Interpretaciones
enla THAI

Cambios en la
THA2

Interpretaciones
en la THA2

problema. Hacer
explicito las
formulas de area
y perimetro de
un rectangulo
permite las
relaciones entre
las
representaciones
geométricas y
algebraicas.
(13junio2022,
pos. 36)

Inclusion de un
caso de una
familia de
rectangulos con
perimetro fijo
64.

Considerar
familias de
rectangulos con
un perimetro fijo
distinto a
multiplos de diez
permite ampliar
el analisis de
casos
particulares y
facilita la
identificacion de
invariantes
dentro del
problema.

Adicién de
tablas y figuras
para analizar
casos
particulares.

Inclusion de
figuras de
rectangulos con
valores faltantes
puede facilitar a
los estudiantes la
identificacion de
la relacion entre
las dimensiones
de los lados y la
formula del area.
Esto les permite
reconocer
patrones y, a
partir de ellos,
derivar la
expresion
general del area.
(13 de julio de
2022, pos. 485-
489).

Inclusion de
preguntas guia
para construir la
expresion
algebraica del
area.

El uso de la tabla
de valores del
rectangulo es
insuficiente para
construir la
expresion
general del area.
(13julio2022,
pos. 448-458).
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Respecto a la Tabla 8, se encuentra que, en la primera planificacion de la leccion, los
FPM centraron su atencion en las caracteristicas de los artefactos para precisar la produccion de
representaciones matematicas y ampliar el contexto de la huerta de una finca en GeoGebra. En
este proceso, identificaron dificultades, como la distincion entre un cuadrado y un rectdngulo y el
uso adecuado de la escala en la medida de la cuerda.

Para abordar estas dificultades, consideraron necesario hacer explicitos algunos conceptos
matematicos en las actividades de aprendizaje. En consecuencia, incorporaron informacion
adicional y preguntas especificas orientadas a guiar el procedimiento para calcular el area y el
perimetro de un rectangulo, asi como el caso particular de una familia de rectangulos con
perimetro fijo de 64.

En la primera planificacion de la leccion, los FPM interpretaron que el uso de artefactos
fisicos para representar los rectangulos implica la necesidad de emplear la escala en la medida de
la cuerda. Asimismo, reconocieron que el contexto es esencial para el analisis del problema y que
conceptos como perimetro, area y escala deben ser explicitados como conocimientos previos.
Ademas, identificaron posibles dificultades conceptuales, como la asociacion erronea del area
con la suma de los lados y el sesgo en el analisis del problema al trabajar inicamente con familias
de rectangulos con perimetro decimal.

En la segunda planificacion de la leccion, los FPM centraron su atencion en el uso de los
artefactos para precisar su aplicacion y mejorar la produccion de representaciones matematicas.
Ademas, identificaron una dificultad: la generalizacién del problema mediante expresiones
algebraicas. Para abordarla, incorporaron preguntas con tablas y figuras de rectangulos, con
valores especificos y datos faltantes sobre sus lados, area y perimetro, con el proposito de guiar a

los estudiantes en la construccion de la expresion algebraica del area.
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En relacion con los focos de atencion caracterizacion de los artefactos y anticipacion de
dificultades, errores y acciones de los estudiantes, los FPM tomaron en cuenta los cambios
realizados en la THAO (THA1) durante la primera planificacion. Sin embargo, en lo referente a la
incorporacion/eliminacion de informacion y formulacion de preguntas especificas, optaron por
suprimir la pregunta afiadida en la THA1 sobre el procedimiento para calcular el perimetro y el
area, junto con otras preguntas de la THAO.

En relacion con las actividades de aprendizaje (AA) de la THAO, se observaron
variaciones en la cantidad y naturaleza de los cambios a lo largo de las dos planificaciones de la
leccion. Durante la primera planificacion, la AA2 fue la que presenté menos modificaciones. Sin
embargo, en la segunda planificacion, fue la actividad que experiment6 el mayor nimero de
cambios. En contraste, la AA4 fue la que menos ajustes recibio en la segunda planificacion. Por
su parte, la AA1 se mantuvo como una de las actividades con modificaciones constantes en
ambas planificaciones.

En la segunda planificacion de la leccion, las interpretaciones de los FPM se centraron en
la dificultad de generalizacion a partir de casos particulares, ya sea mediante lenguaje natural o
expresiones algebraicas. Para abordar esta dificultad, los FPM propusieron el uso de diferentes
representaciones matematicas de la funcidon cuadratica, como tablas y figuras. Ademas,
identificaron que la dificultad de trabajar con variables surge de la tendencia de los estudiantes a
utilizar valores concretos en la resolucion del problema.

En cuanto a la caracterizacion de los artefactos, no se registraron nuevas interpretaciones
en la segunda planificacion de la leccion. No obstante, surgieron nuevas interpretaciones
relacionadas con la anticipacion de dificultades, errores y acciones de los estudiantes, asi como

con la incorporacion/eliminacion de informacion y la formulacion de preguntas especificas.
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En ambas planificaciones de la leccion, los FPM coincidieron en que el objetivo de
aprendizaje de la THAO era pertinente. Asimismo, identificaron que la THA?2 fue la que
incorpord mayor diversidad de representaciones matematicas en las actividades de aprendizaje.

Considerando la Tabla 8, se elabor6 la Figura 12 que presenta la frecuencia de los
cambios e interpretaciones de la THA1 y la THA2 realizado por el primer grupo de FPM.

Figura 12

Numero de cambios e interpretaciones de los aspectos atendidos del primer grupo de FPM.

Habilidades de la mirada curricular del primer grupo de FPM

THALI THA2 THALI THA2

# Cambios # Cambios # Interpretaciones # Interpretaciones

Actividades de aprendizaje Caracterizacion de los artefactos

Actividades de aprendizaje Incorporacion/ eliminacion de informacion y formulacion de preguntas

especificas.
Proceso de aprendizaje hipotético Anticipacion de dificultades, errores y acciones de los estudiantes

Resultados del segundo ciclo del experimento de ensefianza colectivo
Analisis de los cambios en la THAO (THA1) propuestos por el segundo grupo de FPM
Foco de atencion 1: Caracterizacion de los artefactos.
Los FPM agregaron a la AA1 un tablero de carton con fondo de papel milimétrico,
cuerdas de colores y chinches de cabeza (Tabla 9). Durante el anélisis de sus acciones y
respuestas al realizar las actividades de aprendizaje, identificaron la posibilidad de que los

estudiantes no utilizaran la cuerda para representar los rectangulos.
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En cuanto a las estrategias para el uso de la cuerda, los FPM consideraron la opcion de
entregarla con una longitud determinada; sin embargo, descartaron esta alternativa, dado que
valoran el uso de la escala como un conocimiento previo esencial en el proceso de aprendizaje de
los estudiantes. A continuacion, el didlogo:

I: Bueno en la actividad 1 ustedes decidieron entregarles a los estudiantes un tablero de

carton con papel milimétrico, cuerdas de colores y chinches con cabecita ;Podrian

explicar de qué manera los estudiantes usaran estos materiales?

S: Pues espera que pongan los chiches en los vértices o (...)

V: Puede ser que ya no utilicen la cuerdita (..). Nosotros tampoco la usamos. (...)

S: (La vamos a cortar?

V: Le damos la cuerdita de colores y que ellos usen lo que consideren, dependiendo de la

escala. (8noviembre2022- ES-Recording 10F1Cl1, pos. 104-115)

Los FPM exploraron diversas opciones para la medicion, considerando tanto unidades
convencionales (centimetros) como patrones de medida no convencionales. Posteriormente,
reflexionaron sobre las implicaciones practicas de emplear estos patrones alternativos y
concluyeron que su uso podria demandar mas tiempo. Esto se evidencia en el siguiente didlogo:

S: Lo hacen en escala, ;no? aunque yo creo que la mayoria va a usar centimetros. Pero

puede ser que alguien por ahi le guste pensar diferente y diga voy a hacer.

C: Va a hacerlo con los 20 metros.

S: O hace 10 cm, localizando cada unidad de 0.5 cm. (...)

C: En una actividad en el laboratorio de matematicas nos pusieron a verificar el perimetro

del salon, pero no nos dieron unidad de medida. (...)

S: (Como la regla?
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C: No, no se podia con regla. Todos los céalculos los teniamos que hacer con esa unidad,

entonces tantos teléfonos de la persona.

S: Ha esta chévere.

C: Pero toma tiempo, eso también es una limitante para hacer la actividad. (8noviembre-

ES-Recording 10F1Cl1, pos. 116-136)

Los FPM propusieron el uso de cuerdas de diferentes colores para que los estudiantes
distinguieran visualmente los rectangulos construidos sobre el tablero de carton. Al respecto, se
presenta el siguiente dialogo:

I: Recomiendan hilos de colores para diferenciar.

S: Yo si.

C: Y visualmente uno como que lo identifica.

S: Mira esa figura ya con color. (25octubrede2022-REcording4F1C1, pos. 231-234)

Los FPM, respecto a los archivos GeoGebra, agregaron color y grosor de algunos de los
objetos construidos, como el rectangulo y los valores de sus medidas, para relacionarlos (Tabla 9,
AA2, AA3 y AA4). A continuacion, el didlogo:

I: ;Por qué agregan el color a los archivos? Me podrian explicar esa parte.

S: Pues yo si tengo una razdn, para eso. He leido un libro de etnomatematicas del profesor

de Ambrosio y ¢l menciona que las matematicas occidentales (...) ha obviado, ha quitado

el color de las figuras. Por una cuestion de abstraccion, pero, por ejemplo, si vemos las
matematicas que no son occidentales (...) el color hace resaltar de alguna forma las
figuras.

V: Para que los estudiantes puedan ver esa relacion de la base y la altura que de pronto se

obviaba o quizés era méas complejo verlo cuando realizaban el movimiento (...). De

pronto no podrian identificar realmente cudl era el lado que crecia, cual era la base o la
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altura. Entonces es como una manera como para que ellos puedan como dar con esa

relacion.

C: Y ademas porque sin color, la manera (...) de identificar esa relacion era por los

numeros, por la longitud de los lados. Sin embargo, no era tan sencillo (...)

I: Si ustedes sefialan el area y le ponen el mismo colorcito al valor.

S: Si eso también lo hicimos.

I: ;Esto es para saber que si esto vale tanto corresponde al valor del mismo color?

C: Exactamente todo lo que estd adentro de los bordes,

I: (El borde?

S: Eso es como cuando uno esta ensefiando el perimetro y area en la circunferencia (...)

Qué es circulo y qué es circunferencia, entonces ahi uno se da cuenta que circulo es el

area porque esta pintadito y circunferencia es el contorno. (§noviembre- ES-

Recording 10F1Cl1, pos. 73-86)

En el anterior didlogo, los FPM relacionaron el color de los objetos construidos en
GeoGebra con los cambios de sus medidas. Los FPM consideran que el color ayudaria a los
estudiantes a identificar lo que varia y no varia. También, los FPM reflexionaron que la
abstraccion de las matematicas occidentales descarta el color en las figuras.

Los FPM usaron el color en los archivos GeoGebra (Tabla 9, AA1, AA2, AA3 y AA4).
También, valoraron que el exceso de colores en GeoGebra puede generar desatencion. Los FPM
consideraron que el color podria tener un significado diferente para los estudiantes al dado por el
disefiador. Al respecto el siguiente dialogo:

S: Pero también, hay que tener cuidado con los colores.

V: Exactamente.
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S: Porque un exceso de colores puede causar problemas porque el estudiante puede perder

la atencion.

C: Si, uno llama la atencion en todos los puntos, entonces (...) puede ser significativo

para el que disefia o el que modifica el recurso, pero para el estudiante puede que

simplemente no tenga significado el color o se pierda de tanto de tantas cosas que estan

remarcadas. (8noviembre- ES-Recording 10F1C1, pos. 89-92)

Los FPM incluyeron espacios para las respuestas en la hoja de trabajo, consideraron la
necesidad de que los estudiantes registraran sus procedimientos y soluciones. Evaluaron
diferentes longitudes de los espacios en blanco y, en algunos casos, optaron por agregar hojas
adicionales. Al respecto se presentan el dialogo:

I: Ustedes dejaron unos espacios en blanco ;Qué tanto espacio considera pertinente?

S: Dependiendo de las preguntas, porque a veces preguntan solamente las coordenadas.

C: Algo muy puntual.

S: Me imagino que no van a necesitar tanto espacio.

C: En las ultimas, por ejemplo, estamos pensando que era necesario hacer uso de hojas en

blanco como para que ellos pudieran hacer los procedimientos si fuera necesario y que el

espacio que estuviera ahi en la hoja del taller, solamente lo usaron para dar una respuesta.

(8noviembre-ES-Recording 11F1C1, pos. 32-37)

Foco de atencion 2: Anticipacion de dificultades, errores y acciones de los
estudiantes.
Los FPM analizaron el uso del papel milimétrico y consideraron que los estudiantes

podrian medir con unidades enteras o decimales (Tabla 9). A partir de esta observacion,
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incluyeron esta posible accion en el proceso de aprendizaje hipotético. Al respecto, se presenta el
siguiente didlogo:

C: Bueno, nosotros agregamos en la primera actividad, como vamos a entregar un

material con papel milimétrico, entonces el estudiante podria trabajar con unidades

enteras o unidades decimales. Entonces eso lo agregamos como en el proceso de
aprendizaje hipotético donde se puede dar las dos opciones. (8noviembre-ES-

Recording 11F1Cl1, pos. 28-30)

Foco de atencion 3: Incorporacion/eliminacion de informacion y formulacion de
preguntas especificas.

Los FPM afiadieron una tercera pregunta a la AA1 con el propdsito de indagar las razones
de los estudiantes al elegir el rectangulo de mayor area (Tabla 9). Anticiparon que algunos
estudiantes podrian descartar la opcidén del cuadrado como el rectangulo con mayor superficie y
consideraron relevante explorar los criterios que influyen en su seleccion. En particular, les
intereso determinar si los estudiantes priorizan la longitud de uno de los lados en lugar de evaluar
el area en relacion con la base y la altura del rectangulo. Al respecto, se presenta el didlogo:

I: Por qué consideran necesario anexar esta pregunta a la actividad 1, ;Por qué consideras

que el cerco anterior abarco mas terreno?

V: (...) En la pregunta ;Cual de estos cercos abarca mas terreno?, pues quizas el

estudiante en ese momento no va a responder el cuadrado. Y quizas también, tenga un por

qué (...) seria interesante saber por qué seleccion6 precisamente este rectangulo, quizas
porque un lado se vea mas largo, por ejemplo. (8noviembre- ES-Recording 10F1Cl1, pos.

139- 140)
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Respecto al anterior didlogo, V valor6 que los estudiantes al seleccionar el rectangulo de
mayor area podrian fijarse en la longitud de uno de los lados del rectangulo. En este caso, se
prevé una dificultad, considerar la valoracion sélo respecto a un lado del rectangulo.

Por otro lado, los FPM decidieron subrayar la palabra rectangular en la AA1, al valorar
que esta podria pasar desapercibida para los estudiantes, lo que podria llevarlos a construir cercos
con formas distintas a los rectangulos (Tabla 9). Este ajuste surgio a partir de un error de lectura
cometido por un FPM al analizar la THAO, lo que puso en evidencia la necesidad de destacar las
indicaciones para evitar confusiones. Al respecto, se presenta el siguiente dialogo:

C: Yo no me percaté, de eso del cerco rectangular cuando la hice. Entonces yo dije, pues

si es un cerco pueden tener otros escenarios como por ejemplo un area triangular o un

area que no tenga necesariamente una forma. Pero entonces luego me compliqué, porque
como le saco el area a esa vaina. Entonces, deje simplemente un cuadrado como tal.

I: A ya, porque no leiste esta parte que esta aqui.

C: Si, no lei rectangular.

I: Penso en las diversas posibilidades que encierra una cuerda.

C: Exacto. Incluso yo iba a hacer un area ni siquiera circular, sino sin forma.

(250ctubrede2022-REcordingd4F1Cl1, pos. 246-250)

Los FPM modificaron la primera pregunta de la AA1 (Tabla 9) al agregar la indicacion:
Escriba las medidas de algunos de esos rectdngulos. Esta adicion responde a la necesidad de
garantizar que los estudiantes no solo representen graficamente los rectdngulos en el tablero de
carton, sino que también, determinen y registren los valores de sus lados en las hojas de trabajo.
Obtener los valores de los lados de los rectangulos permitiria verificar si los estudiantes
consideraron el perimetro fijo 20 en la construccion de los rectangulos. Al respecto, el siguiente

dialogo:
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C: Sabes que se podria colocar acd como que.

S: (Qué tomen foticos?

C: No que tomen fotos, sino que escriban las medidas de esos rectangulos, ;O no?

S: Pues si, que escriban las medidas.

C: Dibujan algunos en la hoja milimétrica y que escriban las medidas.

S: Es bueno que los dibujen, seria bueno que lo dibujaran. (8noviembre2022-

Recording 9F1C1, pos. 47-52)

Los FPM incluyeron una tabla de valores de los rectangulos en la AA2 (Tabla 9) con el
proposito de facilitar a los estudiantes la construccion de la expresion general del area para la
familia de rectangulos. A través de esta tabla, se espera que los estudiantes identifiquen que el
perimetro permanece constante, mientras que el area varia en funcion de los valores de sus lados.
A continuacion, el didlogo:

I: (Cual es la razon para incluir la tabla?

V: Pues la tabla porque lo que se espera luego es que el estudiante pueda dar como una

expresion general de esos cambios que hay o que logré encontrar esa relacion de lo que es

el area respecto a la base. Entonces quizas el estudiante al ver el cuadrado puede ver el
comportamiento que tiene la base y la altura cuando varia, qué tanto estd variando y pues

es como algo que uno esperaria, (...) al menos que ¢l encuentre como esa relacion y

también como ahi también incluimos lo que fue el area y también el perimetro que

identifiquen de alguna manera que, aunque el perimetro es constante no significa que el
area también va a ser constante entonces ahi estamos también para potencializar eso.

(8noviembre-ES-Recording 11F1CI1, pos. 2-3)

Respecto al anterior didlogo, V consider6 que el uso de tablas facilitaria a los estudiantes

la identificacion de elementos invariantes y variables al analizar la relacion entre las medidas de
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los lados y la expresion general del area de los rectangulos. A través de esta representacion, se
busca que los estudiantes reconozcan qué magnitudes permanecen constantes y cuales cambian,
para fortalecer la construccion de la funcién cuadréatica.

Los FPM eliminaron la pregunta relacionada con rectangulos de menor area de la THAO y
en las actividades de aprendizaje mencionaron el uso de un archivo GeoGebra.
Tabla 9.

THAI del segundo grupo de FPM

Objetivo de aprendizaje:
Usar e interpretar diferentes representaciones matematicas de una funcion cuadratica en la
busqueda de solucion a un problema.

Actividad de aprendizaje

Proceso de aprendizaje hipotético

AAl

Se hace uso de un tablero construido a partir de
una hoja milimétrica, chinches (de cuello largo)

y una cuerda amarrada en sus extremos para
simular el cerco rectangular.

Elaborar un cerco rectangular para
delimitar una huerta.

Para la construccion del cerco se tiene una
malla de 20 metros.

Haga uso del tablero con la hoja milimétrica,
los chinches y la cuerda (lana) de colores para
realizar la actividad.

Construya algunos rectangulos con los
materiales dados y responda las siguientes
preguntas:

a. ;Cuales son los posibles cercos que se
pueden construir? Escriba las medidas de
algunos de esos rectangulos.

b. ;Cual de estos cercos abarca mas terreno?
c. (Por qué consideras que el cerco anterior
abarc6 mas terreno?

Los estudiantes activan sus conocimientos
previos de area y perimetro de un rectangulo,
para encontrar el cerco rectangular con mayor
area y perimetro fijo. Los estudiantes pueden
centrar su atencion a los aspectos numéricos
de como hallar el perimetro y area,
descartando la relacion de lo numérico con la
figura. Se espera que en sus calculos de
perimetro y area se realicen a mano, usando
nimeros naturales.

Los estudiantes inicialmente trabajan con
unidades enteras, sin embargo, dado el
recurso de los tableros construidos con hojas
milimétricas se podria dar el caso que hagan
uso de unidades decimales.

AA2

Los estudiantes relacionan el segmento AC y

Se usa un archivo en GeoGebra con la
construccion de un rectangulo que cambia su
tamano al mover el punto C que se encuentra en
el segmento AB, que mide 10 y representa la
mitad del perimetro.

CB, respecto a las medidas de la base y la
altura del rectangulo. Ellos reconocen que al
mover el punto C, el rectangulo cambia y se
van obteniendo diferentes medidas de la base,
altura y darea. Estas medidas son ntmeros
decimales y se pueden observar en una tabla
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Objetivo de aprendizaje:
Usar e interpretar diferentes representaciones matematicas de una funcion cuadratica en la
busqueda de solucién a un problema.

Actividad de aprendizaje

Proceso de aprendizaje hipotético

Exploracion de la construccion de la familia

de rectangulos isoperimétricos.

Haciendo uso del archivo GeoGebra (Act2.ggb)

responda las siguientes preguntas:

a. Determine dos rectdngulos con perimetro

igual a 20m diferentes a los que encontr6 en la

actividad 1.

b. Observa los valores del 4rea cuando se mueve

el punto C, ;Cudl de estos rectangulos tiene

mayor area?, ;Cuales son las medidas de la base

y la altura de este rectangulo? ;Coincide con el

rectangulo de mayor darea de la primera

actividad?

c. En la siguiente tabla escribe los cambios de

las medidas de la base, altura, perimetro y area

del rectangulo.
Base Altura

Perimetro Area

d. ;Cual es la expresion general para el area de
estos rectangulos con perimetro fijo 20, respecto
a su base?

o en los objetos de la construccion. Los
estudiantes pueden relacionar los valores
obtenidos con las caracteristicas del
rectdngulo para determinar el rectangulo con
mayor area y encontrar la expresion general
del area de la familia de rectangulos con igual
perimetro.

AA3

Se usa un archivo en GeoGebra que retoma la
construccion anterior, pero agrega lo traza del
punto I que relaciona la base (abscisa) y el area
del rectangulo (ordenada).

Analisis de la traza del punto 1.

Haciendo uso del archivo GeoGebra (Act3.ggb)
responda las siguientes preguntas:

a. Observe el punto I, mueva el punto C ;Cuales
son las coordenadas del punto I? ;Como es la
trayectoria del punto I cuando se mueve el punto
C?

b. (En donde se ubica el punto I cuando se
obtiene el rectangulo de mayor area?

Los estudiantes analizan la traza del punto I
que tiene como coordenadas (base, 4rea),
respecto a una caracteristica dada de los
rectangulos.
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Objetivo de aprendizaje:
Usar e interpretar diferentes representaciones matematicas de una funcion cuadratica en la
busqueda de solucién a un problema.

Actividad de aprendizaje

Proceso de aprendizaje hipotético

c. (Cuadles son las caracteristicas del rectangulo
de mayor area?

d. Determine un par de rectdngulos con igual
area ;Cudles son las caracteristicas de estos
rectangulos?

AA4

Se usa un archivo en GeoGebra que retoma la
construccion anterior, pero agrega la grafica de
la expresion algebraica del area con respecto a
la base de los rectangulos isoperimétricos.
Grafica de la expresion algebraica del area
vs la base de los rectangulos isoperimétricos.
Haciendo uso del archivo GeoGebra
(Act.4.ggb) responda las siguientes preguntas:
a. Ingresa en GeoGebra la expresion
algebraica del area con respecto a la base que
encontraste en la actividad 3. Compare la
grafica con la trayectoria del punto I.

b. ;Por qué el punto I no genera un trazo en el
cuadrante II, IIT y IV del plano cartesiano?

c. Si se desea modificar la longitud del cerco de
la malla a 40 metros ;Cual seria la expresion de
las areas de los rectangulos con perimetro fijo
40 metros? ;Como es la grafica del area
respecto base de su rectangulo?

d. ¢Cudl seria el rectangulo de mayor area con
perimetro fijo 40?

e. Si la longitud del cerco de la malla es n
metros ;Cudl seria la expresion de las areas de
los rectangulos con perimetro fijo n metros?
(Como es grafica del area respecto base de su
rectangulo?

f. {Cual seria el rectangulo de mayor area con
perimetro fijo n?

Los estudiantes comparan la grafica de la
expresion del area con respecto a la base de
los  rectangulos  isoperimétricos  con
trayectoria del Punto I, para analizar cudl seria
las restricciones de la grafica respecto al
problema. Los estudiantes exploran otras
posibles expresiones algebraicas teniendo en
cuenta si el perimetro de la familia de los
rectangulos isoperimétricos se modifica.

Analisis de los cambios en la THAI (THA2) propuestos por el segundo grupo de FPM

Foco de atencion 1: Caracterizacion de los artefactos.

Los FPM usaron los artefactos fisicos de la misma manera que en la THA1, pero

excluyeron el uso del color en la cuerda porque observaron que los estudiantes dibujaban
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rectangulos en la hoja milimétrica del tablero de carton con diferentes colores. Al respecto, se
presenta el siguiente dialogo:
I: Entonces de esas primeras preguntas, ;Qué cambiariamos? Entonces el tablero con la
hoja milimétrica lo seguimos trabajando asi ;Como esta? ;La lana de colores sigue? ;O
puede ser cualquier hilo de cualquier color? o ;Seguimos con la lana de colores?
S: Cualquier color
I: Porque habiamos pensado que la lana de colores permitiria, ver cémo, determinar
diferentes rectangulos.
V: Ellos lo hacen con lapiz o con colores, (10enero2023Voz 013F3C1, pos. 174-184)
Los FPM propusieron el uso de la hoja milimétrica en la AA1 (Tabla 10) como una
herramienta para calcular el area de los rectdngulos. Consideraron que los estudiantes podrian
determinar el area mediante el conteo de cuadritos, lo que facilitaria la diferenciacion entre area y
perimetro. Al respecto, se presenta el siguiente didlogo:
V:Y pues cuando ya se hace uso de la hoja milimétrica, (...) en el grupo, lo que hacian
era disefiaban los rectangulos y los dejaban plasmados, o sea los dibujaban directamente y
ya luego la misma hoja les permitia a ellos contar.
C: Yo creo que también que la hoja milimétrica posibilitd (...) que fuera explicito el
conteo (...) Esos cuadritos que estaban dentro del rectangulo y de pronto sin la hoja
milimétrica no hubieran llegado.
S: Les hubiera quedado muy dificil.
C: La hoja milimétrica ayudo, a que ellos también como que hicieran esa diferencia.
Bueno, tengo 20 metros de perimetro, pero esos 20 metros de perimetro me abarcan
distintas superficies, entonces aqui abarca mas cuadritos por conteo. (10enero2023Voz

012F3CI, pos. 173-191)
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Los FPM aprobaron el uso de artefactos fisicos para la representacion de rectangulos
sobre el tablero de carton en la AA1 (Tabla 10). V determind que la longitud fija y finita de la
cuerda delimit6 los bordes de los rectangulos y favorecié la comprension de los estudiantes sobre
la invariabilidad del perimetro, a pesar de las variaciones de los valores de los lados. Ademas, se
manifestd el conteo de cuadritos del papel milimétrico como un procedimiento para hallar el area.
Respecto al uso de la cuerda para representar los rectangulos con perimetro fijo, V dijo:

V: Cuando ya ellos tomaron los 20 centimetros, si ayud6 un poco a que comprendieran

que eso era lo que bordeaba. Pero en el momento de cuando ya entendieron, lo hicieron

con el uso de los chinches, pero no necesariamente hacian el uso del hilo, sino que ya se
iba directamente a al tablero y ubicaban en cada esquina los chinches, pero si sirvio fue
como para indicar que solo con eso es que vamos a delimitar el cerco. (6diciembre2022-

Recording 17F3C1, pos. 65)

Del didlogo anterior se deduce que la cuerda permitio a los estudiantes comprender que el
perimetro de los rectangulos era constante y que la suma de sus lados es 20. Inicialmente,
utilizaron la cuerda para construir los rectangulos; posteriormente, bastaba con ubicar los
chinches en los vértices para delimitar su forma.

Los FPM presentan imagenes de GeoGebra en cada una de las AA de la THA2 (Tabla 10,
AA2, AA3 y AA4).

Foco de atencion 2: Anticipacion de dificultades, errores y acciones de los
estudiantes.

Los FPM valoraron la necesidad del uso de la escala para medir la cuerda. En la
implementacion de las actividades de aprendizaje, una limitacion de la madeja de cuerda era que

su longitud era inferior a 20 metros, algunos estudiantes intentaron usar 20 metros de cuerda
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midiendo aproximadamente con brazadas (longitud de la cuerda desde el hombro hasta la mano
con el brazo extendido a la misma altura del hombro). Al respecto, el siguiente dialogo:

V: Desenrollaron todo y empezaron a medir, yo he visto que de aqui a aqui es un metro

[brazada]. Uno, dos y empezaron. Desenrollaron todo y no les alcanzaba. Si van a utilizar

los 20 metros como harias entonces. Ah, entonces no puede ser 20 metros, dijeron. Ah,

pues es que es algo hipotético, entonces puede ser cualquier valor (...). Entonces César
era que no, pues si son 20 metros pues podemos también tomar 20 centimetros.

(6diciembre2022-Recording 17F3C1, pos. 64-65)

Los FPM reconocieron el uso de la escala como un conocimiento previo para medir la
cuerda y construir los rectangulos sobre el tablero de carton. Durante la actividad, observaron que
algunos estudiantes intentaron utilizar directamente los 20 metros de cuerda sin aplicar la escala;
sin embargo, la cantidad de cuerda disponible impidio la ejecucion de este procedimiento, lo que
evidencio la necesidad de recurrir a la escala. Al respecto, C expreso:

C: Bueno, un aspecto que creo los estudiantes debia tener previo (...) fue la conversion de

las unidades, es decir (...) de los 20 metros (...) la mayoria tomo 20 centimetros. (...)

Nosotros tuvimos que como guiar en parte esa conversion, porque ellos lo tomaron

literalmente, es un cerco de 20 metros tomemos 20 metros. (10enero2023Voz 012F3Cl,

pos. 9)

Los FPM analizaron la dificultad de diferenciar y relacionar el cuadrado con el rectangulo
en la AA1 (Tabla 10). Los FPM valoraron que la exclusion del cuadrado se debe a la definicion
personal de rectangulo que rifie con la definicion formal de rectangulo. Al respecto, se presenta el
siguiente didlogo:

C: Si eso nos ocurrid con el rectangulo y el cuadrado. Que la definicion del estudiante

como que, pues no permitia que se abriera a otras posibilidades. Sino que decia, no es un
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rectangulo porque tiene un lado digamos mas largo que el otro o mas pequenio que el otro.

Son desiguales necesariamente y entonces el cuadrado no empataba con esa nocion que

tenian de rectangulo. Y a veces es por eso se tornaba como tan complicado el hecho de

que ellos aceptaran que era un rectangulo. Que un cuadrado finalmente es un rectangulo,

un caso particular. (23enero2023F3C1, pos. 136-138)

Respecto a la anterior dificultad de relacionar el cuadrado con el rectangulo, C agregd en
la trayectoria real de aprendizaje (Anexo 2) una cita de Aya Corredor et al. (2016) “Si una
definicion personal del concepto no concuerda con la definicion del concepto, la posibilidad de
tener €xito en la justificacion se verd afectada” (p. 142). Esta informacion fue agregada en la
THAZ2 porque C manifestd que fue un error agregarla en la trayectoria real de aprendizaje.

Los FPM mencionaron que, al amarrar la cuerda por sus extremos, se reduce su longitud,
a pesar de que algunos estudiantes utilizaron una cuerda ligeramente mayor a 20 cm para dejar
espacio al nudo. Otros, en cambio, cortaron exactamente 20 cm sin considerar la pérdida de
longitud al realizar el amarre. El error surge al utilizar las medidas de los lados de los rectangulos
construidos con la cuerda amarrada, sin tener en cuenta que el perimetro fijo debe ser de 20 cm.
Al respecto, se presenta el siguiente didlogo:

I: Entonces tu me dices que en algin momento se presentaban problemas de medida.

C: Bueno en mi caso se presentaron como dos dificultades, esa que era inherente del error

en la medida porque al cortar la malla se cortd de 20 centimetros. Y al amarrarla, pues

esos 20 centimetros, se perdio algo de esos 20 centimetros.

I: Y ellos no caen en cuenta que al hacer el nudo perdian cm.

C: Nosotros dejamos un espacio, pero, aun asi, abarco mas el nudo (6diciembre2022-

Recording_17F3C1, pos. 55-60).
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Los FPM identificaron la dificultad que pueden enfrentar los estudiantes al suponer que
todos los rectangulos con el mismo perimetro poseen la misma area (AA1 de la Tabla 10). En
este sentido, V interpret6d que esta confusion surge de la falta de diferenciacion entre el concepto
de area y perimetro. Al respecto, el siguiente didlogo:

V: Al disenar cada uno de los posibles cercos rectangulares asumian que todos tenian la

misma area (...) no lograban tener una interpretacion de lo que era el perimetro y el area.

(10enero2023Voz 012F3C1, pos. 41).

Los FPM atendieron a la dificultad de los estudiantes al considerar 20 metros como la
medida de un lado en la AA1 (Tabla 10). Los FPM se cuestionan sobre las razones del
razonamiento del estudiante al considerar que un lado del rectangulo podria medir 20 metros. Al
respecto, se presenta el didlogo:

C: Otra cosa que vi fue que ellos utilizaron todo el perimetro como un lado. (...)

V: ;(Por qué habran hecho eso? Porque fueron casi todos los grupos.

I: Los tres hicieron lo mismo.

V: Eso fue lo curioso.

I: (Por qué pensaron que era un lado? (10enero2023Voz 013F3C1, pos. 702-713)

Los FPM propusieron el uso de una tabla de valores en la AA2 (Tabla 10). Sin embargo,
identificaron que, aunque los estudiantes completaron correctamente los valores de los lados, el
area y el perimetro, no establecieron la relacion entre los datos de la tabla y la formula del area
del rectangulo. Al respecto, el siguiente didlogo:

C: No, no, no le saca tanto provecho a la tabla porque ellos (...) no relacionaban féormulas.

Por ejemplo, la férmula del area con la base y la altura con el archivo (...). Luego si

tomaba un poco de sentido la tabla cuando (...) necesitaba como verificar unos casos

particulares de esa expresion general. (13diciembre2022-Recording 18F3C1, pos. 74)
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Respecto a la dificultad de usar la tabla para encontrar la expresion general del area en la
AA2 (Tabla 10). Esto es lo que dice S:

S: La tabla, por ejemplo, no se relaciona muy bien con lo que se queria. Los estudiantes

casi no utilizaron la tabla como nosotros pensamos, para llegar a esa generalizacion.

(10enero2023Voz 012F3Cl, pos. 83)

Los FPM consideraron la forma de escritura de la representacion algebraica del area del
rectangulo respecto a un lado en la AA2 (Tabla 10). Los FPM conjeturaron que la forma de la
expresion algebraica del area que los estudiantes podrian usar es factorizada por su relacién con
la férmula del area (base por altura). Al respecto el siguiente didlogo:

C: Como que es mas probable que los estudiantes lleguen a la forma factorizada. (...)

determinen la expresion general de manera factorizada porque se asocia a la formula del

area. (10enero2023Voz 013F3C1, pos. 781-785)

Los FPM manifestaron las dificultades de obtener la expresion general del area de la
familia de rectangulos en la AA2 (Tabla 10). Al respecto, el siguiente didlogo:

V: En la expresion general ese fue uno de los puntos en el que méas tiempo abarco (...).

Los estudiantes no facilmente podian llegar a encontrar esa expresion general.

(23enero2023F3Cl1, pos. 73)

Los FPM analizaron el movimiento del punto C sobre el segmento AB para generar la
variacion del 4rea y los lados del rectdngulo. Los FPM manifestaron la dificultad de obtener la
trayectoria parcial del punto I, al descartar el movimiento del punto C desde A hasta B en la AA3
(Tabla 10). Esta limitacién en el movimiento provoco la idea erronea de que la grafica resultante
correspondia a un segmento inclinado, y no a una parabola. Al respecto el siguiente dialogo:

C: Al principio (...) como que exploraron un pedacito del deslizador (...) dicen que es

como una diagonal. (10enero2023Voz 012F3Cl1, pos. 337)
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Los FPM presentaron la dificultad de la aproximacion del area en GeoGebra para hallar el
rectangulo de mayor area porque se obtienen varios rectangulos con area 25 en la AA3 (Tabla
10). Los FPM consideraron la necesidad de usar la formula del area del rectangulo, como la
multiplicacion de la base y la altura, para comprobar la aproximacion del area del rectangulo en
GeoGebra. A continuacion, el didlogo:

C: En mi caso no, porque ellos como que asumieron que esos valores daban aproximados.

No hubo tanto conflicto con eso (...) ellos como que entendian que daba 25 por esa

aproximacion.

V: En mi caso si. Relacionaban mucho lo que indicaba GeoGebra y en un inicio tenian

como ese ese problema, los lados no marcaban 5 de base y 5 de altura, sino que tenian

unas aproximaciones. Sin embargo, daba el area 25. Lo tnico que les sugeri era que
verificaran si al multiplicar daba eso, entonces ya luego vieron que no. (13diciembre2022-

Recording 18F3Cl, pos. 343-351)

Foco de atencion 3: Incorporacion/eliminacion de informacion y formulacion de
preguntas especificas.

Los FPM revisaron el uso de la tabla de valores de los lados, perimetro y area y agregaron
una pregunta sobre estos valores. Al respecto, el siguiente didlogo:

I: Entonces aqui seguimos con la pregunta. (...). En la siguiente tabla escribe las medidas

de la base, altura, perimetro y area de rectangulo ;Sigue igual?

S: Sigue igual, después que se haya subsanado esta dificultad que arrastraban los

rectangulos.

I: Hay alguna pregunta que tenga que hacer porque habiamos mencionado que de pronto

para centrar un poco la atencion en la tabla era necesario hacer una pregunta respecto a

los datos ;O no?
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V: Yo creo que de pronto hacer alguna pregunta (...) solamente se remiten como a llenar.

(Cual es la relacion entre la base y la altura? ;Qué cambios ves entre la base y la altura?

no sé, algo, asi. (...)

C: Respecto a los datos de la tabla, ;Cual seria la relacion entre la base y la altura?

S. (Cual seria la respuesta a eso?

I: ;De qué la suma da 10?

C: O incluso se podria relacionar ya con las variables, x, y y como 10-x.

(10enero2023Voz 013F3C1, pos. 383-400)

Los FPM consideraron que la tabla de valores de los rectdngulos es insuficiente para
hallar la expresion general del area, se requiere agregar una pregunta sobre los valores de la tabla.
Los FPM expresaron que uso de la tabla permitiria a los estudiantes determinar la base como x y
la altura como 10-x. Esta generalizacion de los lados del rectangulo respecto x ayudaria a los
estudiantes a hallar la expresion del area como x(10-x).

Los FPM revisaron la pregunta relacionada con la trayectoria y coordenadas del punto I
en la AA3 (Tabla 10). Los FPM pensaron que es irrelevante preguntar por el valor de una
coordenada del punto I y eliminaron esta pregunta de la AA3. Al respecto, el siguiente didlogo:

I: O la dejamos asi. ;O hacemos una tabla? (...)

S: No, yo creo que la pregunta esta bien, porque la mayoria pudieron responder en su

lenguaje natural. (...)

V: Pero, por ejemplo, cuando ellos contestan ;Cudles son las coordenadas? pero entonces

(Qué pasa con esa coordenada?

I: ;Sobra una?

V. Aja
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V: (...) Los chicos que mas participaban pues lograron encontrar esa relacion, pero otros

simplemente colocaron una coordenada.

C: Igual la pregunta no da para mas.

V: O una pregunta como para indicar (...) ;Qué pasa con esa coordenada?

I: ;O quitamos esa pregunta? y solamente preguntamos ;Como es la trayectoria del punto

I, cuando se mueve el punto C?

CyS: Si, si.

V: (...) No tienen relevancia que solamente escriban una coordenada en un punto I.

(10enero2023Voz 013F3C1, pos. 572-585)

Tabla 10.

THA? del segundo grupo de FPM

Objetivo de aprendizaje:
Usar e interpretar diferentes representaciones matematicas de una funcion cuadratica en la
busqueda de solucion a un problema.

Actividad de aprendizaje

Proceso de aprendizaje hipotético

AAl

Se hace uso de un tablero construido a partir de
una hoja milimétrica, chinches (de cuello largo)
y una cuerda para simular el cerco rectangular
(Figura 1).

Figura 1. Tablero con hoja milimétrica.
Elaborar un cerco rectangular para delimitar
una huerta.

Para la construccion del cerco se tiene una malla
de 20 metros.

Haga uso del tablero con la hoja milimétrica, los
chinches y la lana para realizar la actividad.

Los estudiantes activan sus conocimientos
previos de area y perimetro de un
rectangulo, para encontrar el cerco
rectangular con mayor area y perimetro fijo.
Los estudiantes pueden centrar su atencion
en los aspectos numéricos de como hallar el
perimetro y area, descartando la relacion de
lo numérico con la figura. Se espera que en
sus célculos de perimetro y area se realicen
a mano, usando nimeros naturales.

Los estudiantes inicialmente trabajan con
unidades enteras, sin embargo, dado el
recurso de los tableros construidos con hojas
milimétricas se podria dar el caso que hagan
uso de unidades decimales.

Los estudiantes requieren usar escala para
usar la lana en el tablero, dado que no tienen
suficiente lana para 20 metros y porque el
tablero no permite la representacion de
dichos rectangulos.
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Objetivo de aprendizaje:
Usar e interpretar diferentes representaciones matematicas de una funcion cuadratica en la
busqueda de solucién a un problema.

Actividad de aprendizaje

Proceso de aprendizaje hipotético

Construya algunos rectangulos con los materiales

dados y responda las siguientes preguntas:

a. (Cuales son los posibles cercos
rectangulares que se pueden construir?
Escriba las medidas de algunos de esos

Es posible que los estudiantes no
reconozcan que el cuadrado es un rectangulo
y tampoco reconocen la diferencia entre
perimetro y area. Es posible que interpreten
que la medida de la lana es de un lado.

Los estudiantes tienen definiciones erroneas
del rectangulo que excluye al cuadrado
porque consideran que uno de los lados debe
ser mayor que el otro, esto concuerda con lo
que mencionan Aya et al. (2016):

una de las dificultades asociadas al proceso
deductivo radica en la escasa comprension
de la naturaleza y el papel de las
definiciones, y en la dificultad para decir las
condiciones suficientes y necesarias de las
mismas. Si una definicion personal del
concepto no concuerda con la definicion del
concepto, la posibilidad de tener éxito en la
justificacion se vera afectada. (p. 1)

Sin embargo, al darles una nueva definicion
de rectangulo en la socializacion y
confrontarla con las caracteristicas del
cuadrado se acepta que el cuadrado es un
rectangulo. Se llega a determinar que el
cuadrado es el rectangulo de mayor area con
perimetro 20.

Como lo menciona Fandifio y D’Amore
(2009) es posible que los estudiantes
consideren que dos figuras isoperimétricas
sean necesarias equiextensas.

rectangulos.
b. (Cual de estos cercos abarca mas terreno?
c. (Por qué consideras que el cerco anterior
abarc6 mas terreno?

AA2 Se espera que los estudiantes relacionen el
Se usa un archivo en GeoGebra con la segmento ACy CB, respecto a las medidas
construccion de un rectdngulo que cambia su de la base y la altura del rectangulo. Ellos
tamafo al mover el punto C que se encuentra en reconocen que al mover el punto C, el
el segmento AB, que mide 10 y representa la rectingulo cambia y se van obteniendo
mitad del perimetro (Figura 2). diferentes medidas de la base, altura y area.
Estas medidas son numeros decimales y se
pueden observar en una tabla o en los
objetos de la construccion. Los estudiantes
pueden relacionar los valores obtenidos con
las caracteristicas del rectangulo para
determinar el rectdngulo con mayor area y
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Objetivo de aprendizaje:
Usar e interpretar diferentes representaciones matematicas de una funcion cuadratica en la
busqueda de solucién a un problema.

Actividad de aprendizaje Proceso de aprendizaje hipotético
| R encontrar la expresion general del area de la
i T familia de rectangulos con igual perimetro.

La tabla de algunos valores de la base,
altura, perimetro y area permite relacionar
los cambios que ocurren entre la base, altura
y area. Se espera que la tabla permita ser un

i iSRS puente para llegar a la expresion general.
Se considera que la mayoria de los
Sl B BEE B R estudiantes determinan la expresion general
Figura 2. Imagen del archivo GeoGebra de manera factorizada porque se asocia a la
Act2.ggb. formula del area.

Exploracion de la construccion de la familia
de rectangulos isoperimétricos.

Haciendo uso del archivo GeoGebra (Act2.ggb)
responda las siguientes preguntas:

a. Determine dos rectangulos con perimetro
igual a 20m diferentes a los que encontro
en la actividad 1.

b. Observa los valores del area cuando se
mueve el punto C ;Cual rectangulo tiene
mayor area? ;Cuales son las medidas de
la base y la altura de este rectangulo?
(Coincide con el rectangulo de mayor
area de la primera actividad?

c. En la siguiente tabla escribe los cambios
de las medidas de la base, altura,
perimetro y area del rectangulo.

Base Altura Perimetro = Area

d. Respecto a la informacion tabla determine:
(Cuadl es la relacion entre la base y la altura de
los rectangulos?
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Objetivo de aprendizaje:
Usar e interpretar diferentes representaciones matematicas de una funcion cuadratica en la
busqueda de solucién a un problema.

Actividad de aprendizaje

Proceso de aprendizaje hipotético

e. (Cual es la expresion general para el area de
estos rectangulos con perimetro fijo 20, respecto
a su base?

AA3
Se usa un archivo en GeoGebra que retoma la
construccion anterior, pero agrega el punto I que

relaciona la base (abscisa) y el area del rectangulo
(ordenada) (Figura 3).

. AC=676  CB=424
o0 ®

25 |H 1= (5.76,24.43)
.

FG=576
5{F 6

DF =424 £6= 424
D X £ Area de FGED = 24.43m°

0 5
DE=576

Perimetre de FGED = 20m

Figura 3. Imagén del archivo GeoGebra
Act3.ggb

Analisis del movimiento del punto 1.
Haciendo uso del archivo GeoGebra (Act3.ggb)
responda las siguientes preguntas:

a. Mueva el punto C, observe el punto |
(Como es la trayectoria del punto I
cuando se mueve el punto C?

b. (En donde se ubica el punto I cuando se
obtiene el rectangulo de mayor area?

c. ¢Cudles son las caracteristicas del
rectangulo de mayor area?

d. Determine un par de rectangulos con
igual area ;Cuales son las caracteristicas
de estos rectangulos?

Los estudiantes analizan el movimiento del
punto I que tiene como coordenadas (base,
area), respecto a una caracteristica dada de
los rectangulos.

Es importante que los estudiantes realicen el
movimiento del punto C desde A hasta B.
En el programa GeoGebra se obtienen 3
rectangulos con area 25, por lo tanto, es
necesario que los estudiantes verifiquen el
area para determinar el rectangulo de mayor
area.

AA4

Se usa un archivo en GeoGebra que retoma la
construccion anterior, pero agrega la grafica de la
expresion algebraica del area con respecto a la
base de los rectangulos isoperimétricos.

Los estudiantes comparan la grafica de la
expresion del area con respecto a la base de
los rectangulos isoperimétricos con la
trayectoria del Punto I, para analizar cual
seria las restricciones de la grafica respecto
al problema. Los estudiantes exploran otras
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Objetivo de aprendizaje:
Usar e interpretar diferentes representaciones matematicas de una funcion cuadratica en la
busqueda de solucién a un problema.

Actividad de aprendizaje

Proceso de aprendizaje hipotético

DF=359 '

4 AC=641 CB=359
*r—— @

1= (8.41,23)

Perimetro de FGED = 20m
EG=1350
® Area de FGED = 23m*
N |

o 5
DE=6.41

Figura 4. Imagen del archivo GeoGebra
Act4.ggb.

Grafica de la expresion algebraica del area vs
la base de los rectangulos isoperimétricos.
Haciendo uso del archivo GeoGebra (Act.4.ggb)
responda las siguientes preguntas:

a.

Ingresa en GeoGebra la expresion
algebraica del area con respecto a la base
que encontraste en la actividad 3.
Compare la grafica con la trayectoria del
punto [.

(Por qué el punto I genera una nube de
puntos en el primer cuadrante?

Si se desea modificar la longitud del
cerco de la malla a 40 metros, ;Cual seria
la expresion de las areas de los
rectangulos con perimetro fijo 40 metros?
(Como es la grafica del area respecto
base de su rectangulo?

(Cuadl seria el rectangulo de mayor area
con perimetro fijo 40?

Si la longitud del cerco de la malla es n
metros ;/Cudl seria la expresion de las
areas de los rectangulos con perimetro
fijo n metros? ;Como es grafica del area
respecto base de su rectangulo?

(Cuadl seria el rectdngulo de mayor area
con perimetro fijo n?

posibles expresiones algebraicas teniendo
en cuenta si el perimetro de la familia de los
rectangulos isoperimétricos se modifica.
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En la Tabla 11 se resumen los aspectos atendidos e interpretados por el segundo grupo de

FPM respecto a los cambios en la THAO durante la primera (THA1) y segunda planificacion de

una leccion (THA?2).

Tabla 11.

Habilidades de atender, interpretar y decidir en la planificacion de lecciones del segundo grupo

de FPM
Foco de Cambios en la  Interpretaciones en  Cambios en la  Interpretaciones en
atencion THAI la THI THA2 la THA2
Adicién de Uso de los La cuerda con
artefactos artefactos longitud finita
fisicos (carton, fisicos. delimit6 el
hoja perimetro de los
milimétrica y rectangulos.
chinches) para (6diciembre2022-
elaborar el Recording 17F3C1,
Cerco. pos. 65)
Uso deescala  Elusodelaescala  Uso del papel Eluso de la hoja
paramedir la  para medir la milimétrico milimétrica facilita
cuerda. cuerda con para obtener el la distincion entre
diferentes unidades  4reay el perimetro y area, ya
o patrones de perimetro. que permite a los
Caracterizacion medida. estudiantes
de los (8noviembre- ES- determinar el area
artefactos Recording_10FI1Cl, mediante el conteo

pos. 116 a 135)

de cuadritos
encerrados por la
cuerda. Este
enfoque visual y
manipulativo
refuerza la
comprension de
ambas magnitudes
y reduce posibles
confusiones
conceptuales.
(10enero2023Voz
012F3Cl1, pos. 191)
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Foco de Cambios en la  Interpretaciones en  Cambios en la  Interpretaciones en
atencion THAI la THI THA2 la THA2
Uso de cuerda  El uso del color Exclusion del
de colores para ayuda a relacionar  color en la
diferenciar los  los valores de las cuerda.
rectangulos. figuras e identificar
lo que varia o no
varia. La
abstraccion de las
matematicas
occidentales desusa
el color de las
figuras.
(8noviembre- ES-
Recording 10F1Cl1,
pos. 73-78)
Uso de colores
y grosor en los
objetos
construidos en
GeoGebra.
Adicién de Variacion de los
espacios en espacios en blanco
blanco para las o uso de hojas en
respuestas de  blanco, respecto a
los estudiantes. longitud estimada
de la respuesta de
los estudiantes.
(8noviembre-ES-
Recording_ 11FICl,
pos. 32-37)
Uso moderado  El exceso de color
del color en los puede desviar la
objetos atencion o generar
construidos en  diferentes
GeoGebra. significados para
los estudiantes.
(8noviembre- ES-
Recording 10FI1C1,
pos. 89-92)
Anticipacién U§Q dc?l papel El. gsordc?l papel . El uso de la Utilizacion de los
de dificultades m111metr1f:0 m111metr1c0 permite esca!a para 20 metros de
errores y ’ para medir trflbajar con medir la cue.rd.a.
acciones de los valores como  numeros decimales  cuerda. (6d1c1erpbre2022-
estudiantes los lados, area o ente'ros. Recording 17F3C1,
(8noviembre-ES- pos. 64-65)
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Foco de Cambios en la  Interpretaciones en  Cambios en la  Interpretaciones en
atencion THAI la THI THA2 la THA2
o perimetro del Recording 11F1Cl1,
rectangulo. pos. 28-30)
Diferenciaciéon La exclusion del

y relacion del
cuadrado con
el rectangulo.

cuadrado se debe a
una concepcion
personal del
rectangulo que
entra en conflicto
con su definicion
formal.
(23enero2023F3C1,
pos. 136-138)

Perdida de la

medida de la

cuerda al

amarrar sus

extremos.

Creer que los  Diferenciacion
rectangulos entre el concepto de
con el mismo  perimetro y de area.
perimetro (10enero2023Voz
tienen la 012F3C1, pos. 41)
misma 4rea.

Nulo uso de Descartar la

los valores del  relacion de los
rectangulo valores de la tabla

propuestos en
la tabla para

de la AA2 con la
formula del area del

hallar la rectangulo.
expresion (13diciembre2022-
general del Recording_18F3Cl1,
area. pos. 74)

Considerar 20

m como la

longitud de un
lado.

Uso de la
forma
factorizada
para
determinar la
expresion
general del
area.

Obtencion de la
expresion
algebraica del area
en su forma
factorizada por su
relacion con la
formula del area del
rectangulo.
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Foco de Cambios en la  Interpretaciones en  Cambios en la  Interpretaciones en
atencion THAI la THI THA2 la THA2
(10enero2023Voz
013F3Cl, pos. 781-
785)
Dificultad
para obtener la
expresion
general del
area.
Variacion del ~ Trayectoria
lado y area del incompleta del
rectangulo a punto I al no
partir del desplazar el punto
movimiento C desde A hasta B.
del punto C (10enero2023Voz
sobre el 012F3Cl1, pos. 337)
segmento AB.
Aproximacion  Uso de la formula
del area en del area del
GeoGebra. rectangulo para
comprobar la
aproximacion del
area en GeoGebra.
(13diciembre2022-
Recording_18F3Cl,
pos. 351)
Razones dela  Considerar la Pregunta El analisis de los
seleccion del longitud de uno de  relacionada valores de la tabla
rectangulo de  los lados del con los permitiria
mayor area. rectangulo para valores de los  determinar la base
seleccionar el de rectangulos como x y la altura
mayor area. presentes en como 10-x.
. (8noviembre- ES- una tabla de la  (10enero2023Voz
Incorporacion/

eliminacion de

informacion y

formulacion de
preguntas
especificas

Recording 10FI1C1,

AA2.

013F3Cl1, pos. 400)

pos. 140)
Distincion de  La forma Eliminan Descartan preguntar
la palabra rectangular del pregunta sobre por los valores de
rectangular cerco puede pasar la trayectoria ~ coordenadas del
(forma del desapercibida. del punto 1. punto .
Cerco). (250ctubrede2022- 10enero2023Voz
REcording4FI1Cl1, 013F3Cl1, pos. 585)
pos. 246)
Determinacion

de las medidas
de algunos de
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Foco de
atencion

Cambios en la
THAI

Cambios en la
THA?2

Interpretaciones en
la THI

Interpretaciones en
la THA2

los rectangulos
con perimetro
fijo realizados
con la cuerda.

Adicién de una
tabla con
valores de los
rectangulos
con perimetro
fijo.

El uso de tablas en
AA ayuda a
identificar lo
constante y
variable. También,
facilita las
relaciones entre los
lados y la expresion
general del area en
funcién de la base
de los rectangulos.
(8noviembre-ES-
Recording 11F1C1,
pos. 3)

Eliminacion de
la pregunta
relacionada
con
rectangulos de
menor area de
la THAO.

Respecto a la Tabla 11, se observa que, en la primera planificacion de una leccion, los

FPM atendieron las caracteristicas de los artefactos en la construccion de las representaciones

matematicas. Los FPM consideraron la medida de la cuerda y el color en las representaciones

matematicas. Los FPM interpretaron la necesidad del uso de la escala para medir la cuerda y el

uso moderado del color en las representaciones matematicas para ayudar a relacionar y reconocer

los valores respecto a las figuras geométricas.

Los FPM atendieron a anticipar dificultades, errores y acciones de los estudiantes en el

uso de la hoja milimétrica. En este foco de atencion, los FPM interpretaron que la hoja

milimétrica favorece el uso de medidas con nimeros decimales y enteros.
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También, los FPM atendieron a incorporar o eliminar informacion y formularon
preguntas, subrayaron la palabra rectangular y agregaron una pregunta sobre las razones de
seleccion del rectangulo de mayor area en la AA1 y plantearon una pregunta con una tabla de
valores de los rectangulos en la AA2. Los FPM interpretaron que los estudiantes podrian
construir cercos con diferentes formas al no percatarse de la palabra rectangular, consideraron
oportuno conocer las razones de seleccion del rectangulo de mayor area, porque podrian fijarse
en un solo valor de los lados y analizaron la necesidad de agregar una pregunta sobre la tabla de
valores de los rectangulos para ayudar a la generalizacion del area de los rectangulos.

En la segunda planificacion de una leccion, en el foco de atencion caracterizacion de los
artefactos, los FPM consideraron el uso de los artefactos fisicos para realizar los rectangulos con
una cuerda e interpretaron la necesidad de usar la escala para medir la cuerda y crear el cerco
sobre el tablero de carton. Los FPM analizaron el uso de la hoja milimétrica como fondo del
tablero de carton e interpretaron que favorecio la diferencia entre perimetro y area, al determinar
el area por conteo de cuadritos.

En el foco de atencion anticipacion de dificultades, errores y acciones de los estudiantes,
los FPM aumentaron sus apreciaciones de este aspecto; por ejemplo, los FPM atendieron la
dificultad de reconocer que un cuadrado es un rectdngulo e interpretaron que dicha dificultad se
debia a las definiciones de estas figuras. Los FPM atendieron la creencia de que si tienen el
mismo perimetro tienen la misma area e interpretaron que esta dificultad se debe a la escasez de
interpretacion de perimetro y area. Los FPM atendieron a la dificultad de obtener la expresion
general del area respecto de la base e interpretaron que la tabla no era suficiente para ayudar al
estudiante a encontrar la relacion entre el area y la base.

En incorporacién/eliminacion de informacion y formulacion de preguntas especificas, los

FPM en la AA2 agregaron una pregunta respecto a los analisis de la tabla de valores de los
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rectangulos porque interpretaron que ayudaria a los estudiantes a ver lo que varia y permanece
constante para hallar la expresion general del area de los rectangulos en relacion con su base
cuando el perimetro es fijo y en la AA4 realizaron un cambio de redaccion sobre la trayectoria
del punto I y eliminaron la pregunta de coordenadas del punto I, ya que interpretaron que la
pregunta es irrelevante.

En la primera y segunda planificacion de una leccion, los FPM consideraron adecuado el
objetivo de aprendizaje de la THAO.

En las actividades de aprendizaje, los FPM agregaron preguntas especificas para centrar el
analisis de los estudiantes en la tabla de valores y ayudar a encontrar la expresion general y
eliminaron tres preguntas de la THAOQ. Los cambios a las actividades de aprendizaje y a los
aspectos sugeridos al proceso de aprendizaje hipotético propuestos por los FPM se relacionaron
con su experiencia al analizar la THAO.

En la Tabla 11 se observa que se gener6 un aumento en la anticipacion de dificultades,
errores y acciones de los estudiantes después de la implementacion (segunda planificacion de una
leccion). La elaboracion de un documento escrito individual sobre la implementacion y
posteriormente la elaboracidon grupal de una trayectoria real de aprendizaje favorecid este foco de
atencion.

Considerando la Tabla 11, se elabord6 la Figura 13 que presenta la frecuencia de los

cambios e interpretaciones de la THA1 y la THA2 para el segundo grupo de FPM.
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Figura 13.

Numero de cambios e interpretaciones de los aspectos atendidos del segundo grupo de FPM.

12
10

o N B OO

Habilidades de la mirada curricular del segundo grupo de FPM

THALI THA2 THALI THA2
# Cambios # Cambios # Interpretaciones # Interpretaciones

m Actividades de aprendizaje Caracterizacion de los artefactos

Actividades de aprendizaje Incorporacion/ eliminacion de informacion y formulacion de preguntas

especificas. o ) o ) ] )
Proceso de aprendizaje hipotético Anticipacion de dificultades, errores y acciones de los estudiantes

Comparacion de los resultados entre el primer y el segundo ciclo

Se identificaron similitudes y diferencias en cambios en la THAO e interpretaciones de los

FPM durante la primera (THA1) y segunda planificaciéon (THA2) de la leccion.

Respecto al foco de atencidn caracterizacion de los artefactos, los cambios que decidieron

los FPM fueron:

Ambos grupos de FPM identificaron que el uso exclusivo de la cuerda resultaba
insuficiente, por lo que incorporaron artefactos fisicos adicionales. Los chinches
permitieron fijar los vértices de los rectangulos sobre el tablero de carton, mientras que
el fondo cuadriculado o milimétrico facilité la medicion.

En cuanto a la presentacion visual en GeoGebra, los FPM realizaron modificaciones. El
primer grupo de FPM integro el contexto de una finca como fondo, mientras que el
segundo grupo afiadi6 color, incremento el tamafio del texto y ajusto el grosor de los

objetos construidos para mejorar su visualizacion.
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. La mayoria de los cambios en los artefactos se realizaron durante la primera
planificacion, mientras que en la segunda planificacion se precisaron las indicaciones de
su uso y se eliminaron elementos considerados innecesarios. El primer grupo de FPM
descarto la cinta utilizada para sujetar los extremos, mientras que el segundo grupo
elimino el color de la cuerda.

Respecto a las interpretaciones de los FPM, los dos grupos consideraron la escala para
medir la cuerda y hacer los cercos sobre el tablero de carton. El primer grupo propuso el contexto
del cerco de una finca en el problema. El segundo grupo considerd que el color permite
diferenciar los rectangulos construidos con la cuerda, analizaron que la hoja milimétrica
favoreci6 la distincion entre perimetro y area, y el uso de una cuerda con longitud finita
determina que el perimetro es fijo.

Respecto al foco de atencion anticipacion de dificultades, errores y acciones de los
estudiantes, los cambios que los FPM decidieron sugerir al proceso de aprendizaje hipotético y
las actividades de aprendizaje fueron:

. Ambos grupos de FPM identificaron errores como la confusion entre area y perimetro, el
descartar que el cuadrado es rectdngulo y el uso de 20 metros de cuerda para construir el
cerco rectangular.

. Los FPM destacaron la dificultad de obtener algebraicamente la expresion del area, ya
que los estudiantes necesitan apoyo para generalizar a partir de valores particulares. En
el segundo ciclo, esta dificultad se interpretdé como de mayor profundidad y se observo
que la tabla de valores por si sola no era suficiente para guiar la generalizacion. Por lo
tanto, se agregaron preguntas adicionales a la tabla de valores de los rectangulos.

. Para el segundo grupo de FPM, la elaboracion de un documento individual sobre la

implementacion y la construccion grupal de una trayectoria real de aprendizaje
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favorecieron el foco de atencion anticipacion de dificultades, errores y acciones de los
estudiantes y los cambios sugeridos al proceso de aprendizaje hipotético.

Respecto a las interpretaciones de los FPM, se consider6 la necesidad de construir las
definiciones y diferencias entre cuadrado y rectangulo, asi como entre perimetro y area. Después
de la implementacion, la mayoria de las interpretaciones de los FPM se centraron en obtener la
expresion general del area de la familia de rectangulos.

Respecto al foco de atencidn incorporacion y eliminacidon de informacion, formulacion de
preguntas especificas. Los cambios que decidieron los FPM a las actividades de aprendizaje
fueron los siguientes:

. Ambos grupos de FPM propusieron usar una tabla de valores de los datos del rectangulo
en las hojas de trabajo. El primer grupo de FPM realiz6 este cambio en las actividades
de aprendizaje en la segunda planificacion, mientras que el segundo grupo de FPM la
agrego en la primera planificacion.

. El segundo grupo de FPM considero sus errores al abordar las actividades de
aprendizaje; uno de los FPM no se percat6 de la forma del cerco, por lo que subrayaron
la palabra rectangular.

. Los dos grupos de FPM, conservaron la mayoria de los cambios de este foco de atencion
en la segunda planificacion. Aunque el primer grupo de FPM elimind la pregunta sobre
el concepto de area y perimetro agregada en la primera planificacion.

. Ambos grupos de FPM eliminaron la pregunta relacionada con la menor area de los
rectangulos en la AA3 de la THAO.

Respecto a las interpretaciones, los dos grupos de FPM consideraron necesario agregar
una pregunta adicional a la tabla de valores de los rectangulos para centrar la atencion en lo que

varia y permanece constante para hallar la expresion del area de la familia de rectangulos.
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Con relacion a las Tablas 8 y 11, se obtuvo el nimero de cambios e interpretaciones de la
THA1 y THA2. La Figura 14, unifica y compara la informacion de las Figuras 12 y 13.

Figura 14.

Comparacion de las habilidades de la mirada curricular de los dos grupos de FPM

Habilidades de la mirada curricular de los dos grupos de FPM
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4
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Caracterizacion de Caracterizacion de  Incorporacion/ Incorporacion/ Anticipacion de  Anticipacion de
los artefactos G1  los artefactos G2 eliminacion de eliminacion de  dificultades, errores dificultades, errores
informacién y informacion y y acciones de los  y acciones de los
formulacion de formulacion de estudiantes G1 estudiantes G2
preguntas preguntas
especificas G1 especificas G2
Actividades de aprendizaje Proceso de aprendizaje hipotético

m# Cambios THA1 # Cambios THA2 # Interpretaciones THA1 # Interpretaciones THA2

Nota. Se us6 G1 y G2 para diferenciar cada uno de los grupos de FPM.

Al comparar las frecuencias de los cambios de los dos grupos de FPM, el segundo grupo
presentd mayor cantidad de cambios en comparacion con el primer grupo de FPM. Esto puede ser
debido a que, en el segundo ciclo del experimento de ensefianza colectivo, los FPM realizaron la
observacion escrita de la implementacion y elaboracion de la trayectoria real de aprendizaje.
Estas acciones de los FPM favorecieron el aumento de los cambios e interpretaciones del foco de
atencion: anticipacion de dificultades, errores y acciones de los estudiantes en la THA2.

Mientras que para el primer grupo de FPM, sus acciones relacionadas con los cambios e
interpretaciones respecto a los focos de atencidon estuvieron un poco mas equilibradas tanto en la
primera como en la segunda planificacion de la leccién. Aunque fueron nulas las interpretaciones

del foco de atencion caracterizacion de los artefactos en la segunda planificacion de una leccion.
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Conclusiones y discusiones

Esta investigacion se centra en caracterizar la mirada curricular de los FPM al cambiar
una THA al planificar lecciones sobre funcion cuadratica. De la primera a la quinta seccion, se
abordan los objetivos de la investigacion (tanto especificos como general) y se responde la
pregunta de investigacion a la luz de los resultados obtenidos y las discusiones correspondientes.
En las ultimas secciones de este capitulo se presentan los aportes, las limitaciones, las
proyecciones y las actividades académicas vinculadas a esta investigacion.

Construir una THAO sobre funcion cuadratica

En esta seccion se da cuenta del primer objetivo especifico: Construir una THA (THAO)
sobre funcion cuadratica, fundamentada en la heuristica para el disefio instruccional de los
modelos emergentes y un modelo de aprendizaje de funciones, para su uso por parte de los FPM
en la planificacion de lecciones.

La construccion de THAO sobre funcion cuadratica se fundamentd en la indagacion de
fuentes de informacion relacionadas con materiales curriculares (libros de texto de Colombia),
estudios sobre el aprendizaje y ensefianza de la funcion cuadratica, los enfoques tedricos de los
modelos emergentes (Gravemeijer, 1999, 2020) y un modelo del aprendizaje de funciones
(Kalchman y Koedinger, 2005). En este modelo de construccion de THAO la seleccion del concepto
matematico y el objetivo de aprendizaje es lo que delimita y antecede los otros componentes de la
THAO (Carcamo y Fuentealba, 2023). Este modelo ha permitido la construccion de THAO en
niveles de educacion superior (Carcamo, 2017) y educacion secundaria con el uso de tecnologias
digitales (Cumbal, 2020; Pechene, 2024).

El modelo de construccion de THA usado en esta investigacion no es el tnico, existen otros
en lo que se destaca la importancia del enfoque teérico para establecer una interrelacion coherente

entre el proceso de aprendizaje hipotético, las actividades de aprendizaje y el objetivo de
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aprendizaje. En este modelo la construccion de la THA inicia del objetivo de aprendizaje, para
luego determinar el proceso de aprendizaje hipotético. Aunque es posible considerar multiples
actividades de aprendizaje coherentes con dicho proceso, una vez seleccionadas las actividades de
aprendizaje, estas contribuyen a precisar y delimitar el proceso de aprendizaje hipotético. En este
sentido, la construccion de una THA evidencia la interdependencia entre sus diferentes
componentes (Simon y Tzur, 2004).

Otro aspecto relevante es que las THA pueden ser construidas con enfoques tedricos
diferentes a los propuestos en esta investigacion. Por ejemplo, algunas THA se basan en la teoria
de la abstraccion reflexiva (Simon y Tzur, 2004) o el enfoque del interaccionismo jerarquico
(Sarama et al., 2021).

La THAO sobre funcion cuadratica abordo el problema de hallar el rectdngulo de mayor
area con perimetro fijo. Este problema se presenta en textos escolares para el nivel de secundaria
y media de Colombia en ambientes lapiz y papel. El contexto del problema se centr6 en la
construccion de cercos rectangulares de una huerta con una malla de longitud fija. La exploracion
de la variacion de los posibles rectangulos se realizo a partir de una cuerda amarrada y extendida
con los dedos de las manos. Posteriormente, la exploracion del problema en GeoGebra vincula
diferentes representaciones matematicas dinamicas e interactivas.

Al utilizarse el modelo de aprendizaje de funciones, la construccion de la THAO tuvo en
cuenta el uso y coordinacion de diferentes representaciones matematicas (Kalchman y Koedinger,
2005). El proceso de aprendizaje hipotético considerd iniciar con experiencias matematicas a
partir de lo numérico y espacial hasta llegar a las representaciones algebraicas y el estudio
paramétrico de la funcion cuadratica (familias de funciones).

Los modelos emergentes orientaron el disefio de las actividades de aprendizaje y el proceso

de aprendizaje hipotético de la THAO a través de los niveles de actividad (situacional, referencial,
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general y formal) que facilitaron la progresion de conocimientos informales hacia razonamientos
matematicos formales (Gravemeijer, 1999, 2020). La THAO incluye un contexto significativo para
los estudiantes, en donde exploran formas rectangulares de una cerca de una huerta, a partir de una
cuerda amarrada (razonamiento informal). Luego, este conocimiento evoluciona hacia un modelo
para el razonamiento matematico formal, cuando los estudiantes usan, interpretan y relacionan
diferentes representaciones matematicas en GeoGebra, a partir de la exploracion de la construccion
de los posibles cercos rectangulares de una huerta con un segmento que controla la variacion de
los rectangulos, sin perder la caracteristica de tener perimetro fijo.

Aspectos a los que atienden e interpretan los FPM sobre los cambios en una THA sobre
funcion cuadratica

En esta seccion se da cuenta del segundo objetivo especifico: Analizar los aspectos que
atienden e interpretan los FPM en los cambios en una THA sobre funcion cuadratica al planificar
lecciones.

Los dos grupos FPM lograron generar cambios en la THAO en la fase de preparacion y
disefio de la investigacion de disefio. Sus propuestas de cambios en la THAO conservaron la
estructura de los enfoques tedricos y revisiones bibliograficas sugeridos en el modelo de
construccion (Carcamo y Fuentealba, 2023).

En la primera planificacion de una leccion, ambos grupos de FPM, dentro del foco de
caracterizacion de los artefactos, incorporaron un tablero de carton en la AA1l para que los
estudiantes construyeran rectangulos utilizando una cuerda fijada con chinches. El primer grupo
anadio al tablero un fondo de papel cuadriculado y cintas métricas, mientras que el segundo grupo
optd por un fondo de hoja milimétrica. En ambos casos, el fondo del tablero facilité la medicion
de los lados, el perimetro y el area de los rectangulos.

Los FPM realizaron cambios a los archivos GeoGebra. El primer grupo de FPM agrego el
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contexto de la finca como fondo, mientras que el segundo grupo de FPM agreg6 color a los objetos
geométricos y sus medidas. Los cambios propuestos a los artefactos por los dos grupos de FPM
pretendian mejorar las representaciones matematicas del problema.

Tanto el primer grupo como el segundo grupo de FPM, después de la implementacion,
incluyeron en su segunda planificacion de una leccion una descripcion mas detallada del uso de los
artefactos, quitaron o precisaron las caracteristicas de los artefactos.

El primer grupo de FPM, en la primera planificacion de una leccion, respecto al foco de
atencion dificultades, errores y acciones de los estudiantes, anticipd las dificultades del
reconocimiento del cuadrado como rectdngulo, el uso de la escala, la interpretacion de las
coordenadas del punto y la generalizacion del problema por expresiones algebraicas, mientras que
el segundo grupo de FPM so6lo agregd una accion de los estudiantes, usar numeros decimales o
naturales al medir los lados del rectangulo en la hoja milimétrica.

Ambos grupos de FPM, en la segunda planificacion de una leccion respecto al foco de
atencion dificultades, errores y acciones de los estudiantes, consideraron tener en cuenta en la
THAZ2 los aspectos sugeridos en la THAIL. Los dos grupos de FPM agregaron dificultades
relacionadas con la obtencion de la expresion general del area de los rectangulos.

Cada uno de los grupos de FPM, en incorporacion/eliminacion de informacion y
formulacion de preguntas especificas, agregaron una tabla de valores de los lados, perimetro y area
de los rectangulos y eliminaron algunas preguntas de la THAO, como la relacionada con los
rectangulos de area minima de la AA3.

Los FPM, consideraron que la tabla de valores de los rectangulos era insuficiente para que
los estudiantes obtuvieran la expresion algebraica del area. Por lo tanto, el primer grupo de FPM
agreg6 figuras de rectangulos con valores faltantes (en un rectangulo le dan el valor de x a un lado)

y el segundo grupo de FPM agreg6 una pregunta sobre los valores de la tabla.
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En las interpretaciones de los cambios en la THAO por parte de los FPM se manifestaron
sus conocimientos profesionales. Algunas interpretaciones de los FPM aludieron a teorias de la
didactica de las matematicas.

En la primera planificacién de una leccidn, las interpretaciones del primer grupo de FPM
se relacionaron con los tres aspectos que atienden (caracterizacion de los artefactos, anticipacion
de dificultades, errores y acciones de los estudiantes e incorporacion/eliminacion de informacion
y formulacion de preguntas especificas). Mientras que, en la segunda planificacion de una leccion,
no se presentaron interpretaciones en caracterizacion de los artefactos (Figura 12).

Para el segundo grupo de FPM, tanto en la primera planificaciéon como en la segunda
planificacion de una leccion, los aspectos que interpretaron estan relacionados con los tres aspectos
a los que atienden. Sin embargo, en la primera planificacion de una leccion se obtuvieron mayores
interpretaciones respecto a la caracterizacion de los artefactos e incorporacion/eliminacion de
informacion y formulacion de preguntas especificas. Mientras que, en la segunda planificacion de
una leccidn se lograron mayores interpretaciones respecto a anticipacion de dificultades, errores y
acciones de los estudiantes e incorporacion/eliminacion de informacion y formulacion de preguntas
especificas (Figura 13). El aumento de este aspecto se debido a las observaciones escritas
individuales y a la construccion de la trayectoria real de aprendizaje realizadas por los FPM.

Los FPM sugirieron agregar al proceso de aprendizaje hipotético los aspectos del foco de
atencion anticipacion de dificultades, errores y acciones de los estudiantes. Después de la
implementacion de las actividades de aprendizaje, este foco de atencion considero los
desempetios de los estudiantes, por lo que los cambios en la THA1 promueven una enseifianza
que tiene en cuenta las necesidades de aprendizaje de los estudiantes (Wilson et al., 2017).

En esta practica docente los cambios en la THAO propuestos por los FPM sobre

anticipaciones presentan estrategias, dificultades y errores de los estudiantes. Las preguntas
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afadidas estan en coherencia con la secuenciacion de las actividades de aprendizaje. Estos
aspectos dieron cuenta de los usos de una THA propuestos por Wilson et al. (2015) al ensefiar
matematicas. Ademas, los FPM reflexionaron respecto a su conocimiento profesional en un
contexto conectado con su practica docente para ensefiar un contenido curricular especifico
(Wilson et al., 2013).

Son varias las investigaciones que identifican que una de las acciones de los profesores de
los profesores al planificar una leccién con una THA es las anticipaciones de dificultades, errores
y acciones de los estudiantes (Damasco, 2022; Edgington, 2012, 2014; Ferreira et al., 2021;
Wilson et al., 2014; Wilson et al., 2015). Para esta investigacion, las anticipaciones de
dificultades, errores y acciones de los estudiantes dieron cuenta de la habilidad de atender de la
mirada curricular respecto a los cambios sugeridos al proceso de aprendizaje hipotético de la
THADO al planificar lecciones.

Aspectos que deciden los FPM sobre los cambios en una THA sobre funcion cuadratica

En esta seccion se da cuenta del tercer objetivo especifico: Analizar las decisiones de los
FPM en los cambios en una THA sobre funcion cuadratica al planificar lecciones.

Los dos grupos de FPM decidieron conservar el objetivo aprendizaje de la THAO y
descartaron incorporar objetivos especificos para cada nivel de actividad de aprendizaje. Ambos
grupos de FPM decidieron realizar cambios en la THAO en la primera y segunda planificacion de
una leccion, tanto en las actividades de aprendizaje como en el proceso de aprendizaje hipotético.

La mayoria de los cambios en las actividades de aprendizaje relacionados con agregar
artefactos, fueron propuestos por los dos grupos de FPM en la primera planificacion de una leccion.
Mientras que, en la segunda planificacion, ambos grupos de FPM mejoraron la descripcion del uso
de artefactos y descartaron el uso o caracteristicas de algunos artefactos fisicos.

El nivel de actividad formal de la THAO fue el de menos cambios en la primera y segunda
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planificacion de una leccion. Respecto a los dos grupos de FPM, el primer grupo de FPM fue
equitativo en los cambios en la THAO tanto en la primera como en la segunda planificacion de una
leccion, mientras que el segundo grupo propuso mas sugerencias al proceso de aprendizaje
hipotético en la segunda planificacion de una leccion. Después de la implementacién, ambos
grupos de FPM generaron cambios a la THA1 para ayudar a los estudiantes a obtener la expresion
general del area. La expresion general del area es una pregunta de la AA3 y su respuesta es
necesaria para continuar y realizar la actividad de aprendizaje formal (AA4).

Respecto a la practica docente realizada por los FPM, se puede considerar que los
cambios propuestos por los FPM a la THAO determinaron un nivel de uso competente de la THA
(Edgington, 2014). Ademas, los cambios en la THAO pretenden ayudar a los estudiantes a
solventar sus dificultades y generar aprendizajes sobre funcion cuadratica.

En los cambios en la THAO propuestos por los FPM, se determin6 que los FPM fueron
capaces de identificar conocimientos matematicos previos y nuevos involucrados en las
actividades de aprendizaje, anticiparon, identificaron y explicaron dificultades en el aprendizaje
en el desarrollo de las actividades de aprendizaje y cambiaron las actividades de aprendizaje
acorde a las dificultades de aprendizaje. Esta practica profesional de analizar y cambiar una THA
cumple con una ensefianza eficaz (Lee y Lee, 2024).

Caracteristicas de la mirada curricular de los FPM en los cambios propuestos en una THA

En esta seccion se da cuenta del objetivo general: Caracterizar la competencia docente
mirada curricular de los FPM en los cambios realizados en una THA sobre funcidén cuadratica
durante la planificacion de lecciones.

Este estudio caracteriza la mirada curricular de dos grupos de FPM mediante el anélisis
de los cambios propuestos en una THAO sobre la funcidén cuadratica al planificar lecciones. Los

cambios en la THAO se documentaron y fueron complementados con evidencias de los cambios
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obtenidas en entrevistas semiestructuradas.

El analisis de las habilidades de la mirada curricular de los FPM inici6 con las decisiones,
es decir, los cambios en la THAO al planificar lecciones en documentos escritos. Los analisis de
los cambios de los FPM respecto a los componentes de la THAO, en los documentos escritos y en
las entrevistas semiestructuradas, determiné tres focos de atencidon: (i) caracterizacion de los
artefactos, (ii) anticipacion de dificultades, errores y acciones de los estudiantes, y (iii)
incorporacion/eliminacion de informacion y formulacion de preguntas especificas.

Las entrevistas semiestructuradas permitieron obtener evidencias de los cambios en la
THAO. En estas evidencias se detectaron los aspectos que atendieron y se identificaron las
justificaciones de los cambios en los que los FPM explicitaron el conocimiento profesional y
experiencias. Estas justificaciones determinaron la habilidad de interpretar de la mirada curricular.

En la primera planificacion de una leccion para los dos grupos de FPM, el foco de atencion
sobre caracterizacion de los artefactos incluyo artefactos nuevos con la intencion de mejorar las
construcciones de los rectangulos con la cuerda. Ademas, al incorporar otros artefactos a la THAO,
los FPM anticiparon dificultades adicionales, otros errores y otras acciones de las estudiantes
relacionadas con su uso, que se podrian considerar en el proceso de aprendizaje hipotético.

En la segunda planificacion de una leccion, los FPM realizaron cambios en la THAO para
ayudar a los estudiantes a obtener la expresion algebraica. El andlisis de las respuestas de los
estudiantes por parte del segundo grupo de FPM incrementd los aspectos que atendieron,
interpretaron y decidieron los FPM sobre los cambios en la THAO relacionados con la anticipacion
de dificultades errores y acciones de los estudiantes.

En una ensenanza eficaz, no es suficiente con identificar las dificultades o errores
presentes en el proceso de aprendizaje de los estudiantes; es fundamental que los FPM disefien o

seleccionen preguntas que contribuyan a superar dichos obstaculos. Este aspecto se evidenci6 en
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los cambios de la THAO a la THAL y de la THAI a la THA2, donde los FPM incorporaron
estrategias orientadas a apoyar el aprendizaje a partir de los errores detectados (Wilson et al., 2017).

La implementacién de las actividades de aprendizaje permitié que los FPM ratificaron sus
suposiciones y aprendieran de los aprendizajes de los estudiantes. Ademas, se consider6 la
planificacion de lecciones, como un proceso dindmico, con ajustes continuos relacionados con la
interaccion de los estudiantes.

En esta investigacion se ejemplifica una practica docente en la que la THAO cumpli6 una
doble funcion: como recurso curricular y como herramienta metodologica. Esta practica docente
se desarroll6 en el marco de un experimento de ensefianza colectivo, por lo que la THAO se
considero alterable por los FPM (Gravemeijer y Van Eerde, 2009). Estos cambios propuestos por
los FPM involucraron razonamientos basados en sus conocimientos profesionales y experiencia
para caracterizar su mirada curricular al planificar lecciones con el uso de una THAO sobre
funcion cuadratica (Dietiker et al., 2018; Males et al., 2015; Simon, 1995). Se considera que las
THA contribuyen a la planificacion y a la investigacion (Simon y Tizur, 2004).

La esencia del experimento de ensefianza colectivo fomento el trabajo entre los FPM e
investigadora. Aunque era posible que decidieran dejar la THAO inmutable en la primera
planificacion de una leccion (Mesquita, 2009), los FPM encontraron aspectos por cambiar
respecto a su experiencia y conocimientos profesionales.

En esta investigacion considera que es necesario propiciar espacios de practicas docentes
entre FPM e investigadores, para lograr aproximar a los profesores al desarrollo de
investigaciones de disefio y el uso de THA en la planificacion de lecciones. Ademas, porque este
trabajo se propici6 los aprendizajes de todos los participantes del experimento de ensefianza

colectivo: estudiantes, FPM e investigadora.
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Otro aspecto es el equilibrio entre la teoria y practica. Es necesario que los FPM incluyan
en la planificacion lecciones el uso de modelos tedricos como las THA, sin perder de vista la
realidad del aula. Esto hace que las THA sean consideradas metarecursos curriculares porque
apoyan las practicas profesionales de los FPM (Gueudet et al., 2023).

Los cambios en THAO por parte FPM en la primera y segunda planificacion de una
leccion son una préactica profesional relevante que vincula aspectos tedricos y practicos. La
THADO relaciona teorias sobre el aprendizaje y la ensefianza de las matematicas y la revision
materiales curriculares (libros de texto). La THAO es un recurso curricular disefiado para los
profesores de matematicas, pensado para que su uso y analisis generen cambios que involucren
sus conocimientos profesionales (Simon, 1995). En este sentido se ratifica que la THAO resulta
ser un metarecurso (Gueudet et al., 2023).

El analisis de la THAO realizado por los FPM en la primera planificacion de una leccion,
les permiti6 conocer y profundizar teorias y metodologias como: la heuristica de disefio
instruccional de los modelos emergentes (Gravemeijer, 1999, 2020), un modelo de funcién
(Kalchman y Koedinger, 2005), el modelo teorico de THA (Simon, 1995, 2000) y su relacion con
el desarrollo de un experimento de ensefianza colectivo (Wittmann, 2021).

En esta investigacion, la mirada curricular de los FPM se delimita a partir de las
decisiones sobre los cambios en la THAO al planificar lecciones. Las decisiones de los FPM
respecto a los componentes de la THAO determinaron los aspectos que atienden. Los aspectos
que atienden los FPM sobre los cambios en la THAO delimitaron los aspectos que interpretaron.
En la Figura 15 se presentan con flechas rojas las relaciones y actividades utilizadas en esta

investigacion para caracterizar la mirada curricular de dos grupos de FPM.
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Figura 15.

Actividades y relaciones de las habilidades de la mirada curricular de esta investigacion.
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profesionaly su
experiencia.

Nota. Se agregaron nimeros relacionados con los niveles de andlisis de las habilidades de
la mirada curricular (Dietiker et al., 2018, Lee y Lee, 2024, Males et al., 2015).

Existe un modelo de razonamiento curricular piramidal con respecto a datos recopilados
de ocho profesores de secundaria al planificar, implementar y reflexionar sobre una leccion
(Figura 16). El modelo de razonamiento curricular se desglosa en cinco aspectos, los cuatro
primeros son aristas y el quinto es una cara (sombreada de azul). Los cinco aspectos del modelo
son: 1) el mapeo de una THA (progresion de los conceptos matematicos en una leccion o la
conexion de conceptos matematicos con otros del pasado y futuro), 2) el analisis de recursos
curriculares (fortalezas y limitaciones), 3) los significados matematicos del estudiante y del
profesor (cémo entienden las matematicas), 4) observar las matemaéticas en la perspectiva de los
estudiantes (se divide en Anticipar/Evaluar respecto al pensamiento del estudiante) y describir la
intencion de la tarea y por ultimo 5) la revision de recursos curriculares (reflexion sobre los
cambios de una leccion luego de su implementacion o respecto experiencias docentes pasadas)

(Dingman et al., 2021).
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Figura 16.

Modelo de razonamiento curricular
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Nota. Se usa recursos curriculares en vez de materiales curriculares (Dingman et al., 2021).

Este modelo de razonamiento curricular integra diferentes marcos tedricos, por ejemplo,
la mirada profesional sobre el pensamiento matematico del estudiante se representa con la arista
que une profesor y estudiantes, mientras que mirada curricular es la arista que une profesor y
curriculo (Dingman et al., 2021).

Respecto a lo realizado en esta investigacion para caracterizar la mirada curricular de los
FPM al planificar lecciones con el uso de THA, en la Figura 17 se ilustran algunas posibles
relaciones entre la mirada curricular y los componentes de la THAO en el modelo de
razonamiento curricular.

En la Figura 17, el objetivo de aprendizaje de THAO se ubico en la arista Matematica y
Curriculo, ya que delimita las matematicas de las actividades de aprendizaje y determina las
matematicas que son conocimientos previos y las que son conocimientos nuevos para los
estudiantes. El proceso aprendizaje hipotético se relacion6 con la intencionalidad de las

actividades de aprendizaje y con las anticipaciones de dificultades, errores y acciones de los
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estudiantes (relacion con las matematicas y la perspectiva del estudiante (intencion de la tarea) y
(anticipar/evaluar). Las actividades de aprendizaje se ubicaron en la arista Profesor-Curriculo
porque son varias las investigaciones sobre los recursos curriculares que se enfocan en ellas.

La revision de la THA1 y propuesta de THA2 por los FPM, permiti6 reflexiones sobre los
cambios, que alude al aspecto revision de recursos curriculares. En los analisis de la THAO y los
cambios propuestos en la THA1 y la THA2 los FPM involucraron sus significados matematicos.
Ademas, en los cambios en la THAO se analizaron los significados matematicos de los
estudiantes en las respuestas de las actividades de aprendizaje.

Figura 17.

El modelo de razonamiento curricular con el uso de una THA en la planificacion de lecciones
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Nota. Los nombres del modelo original se describen en negro. En tanto, los aspectos nuevos, se
escriben en azul, relacionan la préctica docente de los FPM al cambiar una THAO al planificar
una leccion.

Respecto a las ideas presentadas sobre el modelo de razonamiento curricular, se puede
decir que los cambios en la THAO al planificar lecciones permiten dar cuenta de la mirada

curricular y se relacionan con la mirada profesional sobre el pensamiento matematico del
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estudiante. En esta investigacion, se considera que ambas perspectivas de la mirada profesional
podrian ser complementarias al usar una THA para planificar lecciones (Alpizar-Vargas et al.,
2024; Kang, 2022).

Los aspectos que atienden, interpretan y deciden los FPM en los cambios en una THA

En esta seccion se responde a la pregunta de investigacion: ;Como los futuros profesores
atienden e interpretan una THA sobre funcion cuadratica para decidir sobre sus cambios en la
planificacion de lecciones de dicho contenido matematico?

En esta investigacion se consideraron los cambios propuestos por FPM en una THAO al
planificar lecciones sobre funcion cuadratica en el contexto de un experimento de ensefianza
colectivo. La THA es una herramienta metodologica relacionada con el desarrollo de cada una de
las fases de la investigacion. En este sentido, se propiciaron espacios en que la investigadora y los
FPM trabajaron en conjunto para una investigacion mas practica y una enseflanza mas cientifica
(Gravemeijer y Van Eerde, 2009).

Aunque los FPM carecen de experiencia docente, lograron proponer cambios en la THA
al planificar una leccion por primera vez. Para ambos grupos de FPM, la experiencia de la
implementacion de las actividades de aprendizaje con un grupo de estudiantes permitio
corroborar sus suposiciones y ampliar los aspectos relacionados con anticipacion de dificultades,
errores y acciones de los estudiantes. Los aprendizajes reales de los estudiantes generaron en los
FPM la necesidad de explicar y conocer las razones de sus acciones.

El uso de la THAO en la primera planificacion de una leccion les posibilito a los FPM
considerar el objetivo de aprendizaje y proceso de aprendizaje de los estudiantes al implementar
las actividades de aprendizaje. La practica docente de los FPM, inmersa en la investigacion de
disefio con el uso de una THAO acerco a los FPM a procesos y actividades similares a los

realizados por los investigadores (Gravemeijer y Van Eerde, 2009).
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La practica docente de los FPM se relaciond con el proceso de una investigacion de
disefio. Los aportes realizados por los FPM a la THAO en la primera y segunda planificacion de
una leccion enriquecieron la THA2 y relacionaron su practica docente con la investigacion
(Gravemeijer y Van Eerde, 2009).

En la descripcion de la metodologia se dieron detalles del proceso de investigacion
relacionadas con los niveles de andlisis de los datos, con el fin de contribuir a explicitar las
decisiones metodoldgicas (Amador et al., 2021).

Esta investigacion ejemplifica el uso de las THAO como recurso curricular, ya que
posibilitan el disefio, modificacion y seleccion de actividades de aprendizaje en coherencia con
los procesos de aprendizaje hipotéticos y objetivo de aprendizaje (Wickstrom y Langrall, 2020).
El uso de THA transformo la planificacion docente, se supero las estructuras curriculares
tradicionales centradas en temas o proyectos y se favorecio una enseianza centrada en el
aprendizaje de los estudiantes (Sarama et al., 2021).

En esta investigacion se resalta el trabajo colaborativo de los FPM en los cambios en la
THAO (Damasco, 2022). Las discusiones suscitadas en las entrevistas semiestructuradas y en los
acuerdos grupales de los FPM en documentos escritos sobre cambios en la THAO, evidencian
razonamientos basados en sus conocimientos profesionales, que permitieron dar cuenta de su
mirada curricular.

Se ratifica que las entrevistas semiestructuradas fueron Utiles para ampliar la
caracterizacion de las habilidades de atender, interpretar y decidir de la mirada curricular. Las
entrevistas fueron complementarias a los documentos escritos de los cambios en la THAO
propuestos por los FPM al planificar lecciones (Lee y Lee, 2024). Aunque en los documentos
escritos se preciso las habilidades de atender y decidir de la mirada curricular, fueron las

entrevistas semiestructuradas las que permitieron delimitar las interpretaciones.
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Los productos de la investigacion de disefio pueden ser principios de disefio, mapas de
conjeturas o THA (Bakker, 2018b). En esta investigacion, el producto son principios de disefio,
escritos con la estructura de Van Den Akker (1999) y con base en los ejemplos de Gustafsson y
Ryve (2021). Los tres primeros principios de disefio son tanto del ciclo 1 como del ciclo 2, solo el
cuarto principio de disefio es del ciclo 2. Los principios de disefio para esta investigacion son:

Principio de disefio 1: Analisis inicial de una THA. Si quiere caracterizar la mirada
curricular de un grupo de FPM, se recomienda que los FPM inicien con el anélisis de una THAOQ
construida por los investigadores, ya que delimita los conocimientos matematicos y didacticos
sobre la ensefianza y aprendizaje de la funcion cuadratica (Fernandez et al., 2018; Ferndndez y
Choy, 2020; Gonzélez- Forte et al., 2024; Ivars et al., 2020, Zorrilla et al., 2024).

Principio de disefio 2: Cambios documentados de una THA en un ciclo de ensefianza. Si
quiere promover el desarrollo de las habilidades de atender y decidir de la mirada curricular de
FPM, entonces los FPM pueden cambiar una THAO al planificar una leccion en un documento
escrito (THAT), implementar las AA de la THA1 con estudiantes, analizar y cambiar la THA1 en
un documento escrito (THA2) al planificar por segunda vez una leccion (Amador et al., 2017;
Amador, 2019; Dietiker et al., 2018; Edgington, 2014; Gueudet et al., 2023; Gravemeijer y Van
Eerde, 2009; Ivars y Fernandez, 2023; Ferreira et al., 2021; Kang, 2022; Males et al., 2015;
Rezat, 2024; Simon, 1995).

Principio de disefio 3: Articulacion de las justificaciones sobre los cambios en la THA. Si
quiere desarrollar la habilidad de interpretar de la mirada curricular en los FPM, entonces puede
realizar entrevistas semiestructuradas a los FPM para promover la justificacion explicita de los
cambios realizados a la THA al planificar una leccion (Damasco, 2022; Dietiker et al., 2018; Lee

y Lee, 2024; Males et al., 2015; Roth McDuffie et al., 2018).
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Principio de disefio 4. Analisis de los aprendizajes de los estudiantes. Si quiere fomentar
las habilidades de atender, interpretar y decidir de la mirada curricular de los FPM relacionados
con anticipar dificultades, errores y acciones de los estudiantes, entonces los FPM pueden realizar
observaciones escritas de la implementacion de las actividades de aprendizaje y construir una
trayectoria real de aprendizaje (Damasco, 2022; Edgington, 2014; Gravemeijer y Van Eerde,
2009; Ferreira et al., 2021; Wilson et al., 2014; Wilson et al., 2015; Wilson et al., 2017).

Aportes de esta investigacion

Esta investigacion contribuye a caracterizar la mirada curricular con las THA como
recursos curriculares. Hasta ahora, los estudios reportados, como los de la Universidad de
Alicante, se han enfocado en las THA como lentes tedricos de la mirada profesional al determinar
progresiones de aprendizaje de los estudiantes, que delimitan los conocimientos profesionales de
los futuros profesores y les permiten reconocer oportunidades y limitaciones matematicas de las
actividades de aprendizaje, o bien para completar secuencias de actividades de aprendizaje
(Gonzalez-Forte et al., 2024; Zorrilla et al., 2024).

En esta investigacion, al considerarse una THA como recurso curricular puede ser
utilizada y cambiada por los FPM en la planificacion de lecciones. Una caracteristica de la THAO
dada a los FPM es que se presenta completa, es decir, que incluye sus tres componentes: objetivo
de aprendizaje, actividades de aprendizaje y proceso de aprendizaje hipotético. Por tanto,
cualquier cambio en la THA, como la inclusién de preguntas especificas en las actividades de
aprendizaje, puede impactar tanto el proceso de aprendizaje hipotético como el objetivo de
aprendizaje (Simon, 1995, 2020; Simon y Tizur, 2004).

Un aspecto comun en los resultados obtenidos con los dos grupos de FPM y en los dos
ciclos del experimento de ensefnanza colectivo es que las THA1 y THA2 conservaron tanto los

elementos del proceso de aprendizaje hipotético como el objetivo de aprendizaje de la THAO. Los
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ajustes realizados a la THAO en las propuestas de la THA1 y THA2 generaron modificaciones en
las actividades de aprendizaje y sugirieron ampliar el proceso de aprendizaje hipotético. Ambas
propuestas estuvieron alineadas con los enfoques teoricos, los estudios en Educacion Matematica
y la revision de materiales curriculares que sirvieron de base para la construccion de la THAO. En
otras palabras, las nuevas propuestas de THA1 y THA2 preservaron la esencia y la estructura
teorica de la THAO. No obstante, las modificaciones realizadas a la THAO permitieron evidenciar
las habilidades de la mirada curricular de los FPM al planificar lecciones.

Teniendo en cuenta las caracteristicas de esta investigacion, fue necesario la adaptacion
de las habilidades de la mirada curricular (Dietiker et al., 2018; Males et al., 2015) respecto a los
cambios en una THA propuestos por FPM al planificar lecciones (Figura 15).

Ademas, se destaca que la THAO, al estar inmersa en una investigacion de disefio que
analiza la practica docente de los FPM para evidenciar su mirada curricular, es una herramienta
metodologica y recurso curricular. Las propuestas generadas por los dos grupos de FPM de
THAZ2 constituyen productos de una investigacion de disefio de Nivel Uno, centrada en los
aprendizajes de los estudiantes, que tiene el potencial de ser mejoradas mediante un analisis mas
riguroso de los aprendizajes.

En este sentido, los FPM, en su rol de agentes de ensefianza, pueden aproximar su
practica docente al desarrollo de investigaciones de disefio. Los analisis de los aprendizajes de los
estudiantes del segundo grupo de FPM contribuyeron a que su practica docente adquiriera un
caracter mas investigativo. Se resalta que esta investigacion caracterizo la mirada curricular de
los FPM inmersos en su practica docente.

Se aport6 al uso de THA por parte de FPM para la ensefianza de la funcion cuadratica en
el nivel de educacion secundaria y media en Colombia (estudiantes entre los 12 a 18 afos), para

caracterizar su mirada curricular. La practica docente propici6 la mirada curricular en futuros
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profesores, siendo esta una necesidad (Lee y Lee, 2024), y en particular, para los niveles
superiores a la educacion basica primaria (Nickerson et al., 2017).

En esta investigacion, los FPM cambiaron una THA en la planificacion de lecciones. Esta
practica profesional generd un proceso de aprendizaje basado en la reflexion, lo que sustenta la
idea de que el desarrollo de la mirada profesional permite a los FPM aprender de su practica
docente (Llinares, 2013, 2014; Santagata y Yeh, 2016). Los cambios relacionados con el foco de
atencion anticipacion de dificultades, errores y acciones de los estudiantes demostraron que los
FPM utilizaron sus experiencias previas y las observaciones durante la implementacion de las
actividades de aprendizaje. Ademas, los FPM adoptaron una actitud investigativa, lo que refuerza
la capacidad de aprender de su practica profesional.

Esta investigacion aporta al desarrollo de la mirada profesional con una perspectiva
distinta a la propuesta por Jacobs et al. (2010) y Van Es (2011) con el uso de THA, tal como lo
sugieren Wei et al. (2023).

Limitaciones de la investigacion

En esta investigacion se recolectd extensa informacion que hace parte del desarrollo del
experimento de ensefianza colectivo. Se descartaron los analisis de las grabaciones en audio y
video de la implementacion de las actividades de aprendizaje de la THA1 porque el interés estaba
en los acuerdos compartidos de los FPM en la primera y segunda planificacion de una leccion
con el uso de una THAO sobre funcion cuadratica.

También, se descartaron los andlisis de los aprendizajes detallados de los estudiantes
porque el enfoque de la investigacion fue la mirada curricular de los FPM (Nivel Dos del
experimento de ensefianza colectivo).

Respecto al analisis de los aprendizajes de los estudiantes por parte de los FPM en las

hojas de trabajo y durante la implementacion de las actividades, hay una limitacion para el primer
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grupo de FPM porque se descartd obtener informacion especifica del analisis de los aprendizajes
de los estudiantes. El primer grupo de FPM analiz6 de manera general los aprendizajes de los
estudiantes en los cambios en la THAO. Estos FPM tenian el compromiso de realizar la revision
de las hojas de trabajo antes de las entrevistas semiestructuradas. Las respuestas de los FPM a las
preguntas de la entrevista evidencian sus analisis generales de los aprendizajes de los estudiantes.

Mientras que, para el segundo grupo de FPM, se realiz6 una reunion presencial para
determinar los aprendizajes de los estudiantes respecto a las hojas de trabajo y sus observaciones
individuales escritas posteriores a la implementacion de las actividades de aprendizaje. Las
descripciones de los aprendizajes por parte de los FPM determinaron una trayectoria real de
aprendizaje, que fue el precedente para que los FPM realizaran su propuesta de THA2. Este
cambio en el desarrollo del experimento de ensefianza generd que el segundo grupo de FPM
ampliara sus apreciaciones respecto al foco de atencion de anticipacion de dificultades, errores y
acciones de los estudiantes en comparacion al primer grupo.

Para el primer grupo de FPM, se asignaron tareas de manera individual, virtual y
asincronica como la revision de las hojas de trabajo de los estudiantes. Mientras que para el
segundo grupo de FPM, la mayoria de las sesiones de trabajo fueron grupales y presenciales, con
registros de audio y documentos en drive compartidos. Esta diferencia hace que para el segundo
grupo de FPM exista mayor cantidad informacion. Los cambios propuestos en el experimento de
ensefianza colectivo para el segundo ciclo pretendian mejorar la recoleccion de informacion
respecto a la experiencia del primer ciclo, dado que el experimento de ensefianza colectivo exigia
el trabajo en equipo de los FPM.

Otra de las limitaciones del primer grupo de FPM era que uno de los FPM estaba por
culminar su carrera. El proposito era lograr que este grupo de FPM realizaran hasta un segundo

ciclo del experimento de ensefianza colectivo, por lo que el trabajo en un solo semestre fue arduo
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y en poco tiempo. Aunque los FPM lograron realizar la implementacion de las AA de la THA?2,
no cambiaron su THA2, para una tercera planificacion de una leccion sobre funcion cuadratica.

Para el segundo grupo de FPM, respecto a la experiencia del primer grupo, se
seleccionaron tres FPM que se encontraban en noveno semestre de su programa de licenciatura
en matematicas. Se plane6 que los FPM realizaran en un semestre (noveno) un primer ciclo del
experimento de ensefianza y en el siguiente semestre (décimo) realizaran el segundo ciclo del
experimento de ensefianza. Pero uno de los FPM no continud en la investigacion en el décimo
semestre. Por lo que este segundo grupo de FPM logro realizar su THA?2 sin la implementacion
de las AA de la THA2. Dada las diferencias, se toma la decision de analizar para los dos grupos
de FPM un solo ciclo del experimento de ensefianza colectivo.

Aunque fue una limitacion no llegar hasta el segundo ciclo del experimento colectivo en
al menos un grupo de FPM, es a su vez una ventaja porque se simplifica y se unifica la
descripcion del desarrollo metodoldgico de esta investigacion de disefio.

Aunque se logra identificar en los cambios de la THAO los aspectos a los que atendieron
los FPM, quedaron sin explicitar algunas de las interpretaciones. Para otras investigaciones, se
podria revisar y evaluar los métodos de obtencion de informacion para obtener las
interpretaciones de los FPM relacionadas con los cambios en la THAO.

Proyecciones

Dado que cada grupo de FPM realiz6 una propuesta de THA?2, se podria relacionar en una
sola THA. Esta nueva THA requiere un analisis detallado de los aprendizajes de los estudiantes
en las hojas de trabajo, audios y videos de las implementaciones de las AA. En otras palabras, es

necesario realizar la fase de analisis retrospectivo respecto a los aprendizajes de los estudiantes.
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Por otra parte, los registros de audio, video y hojas de trabajo de la implementacién de las
actividades de aprendizaje pueden ser insumos para la produccion de representaciones de la
practica (Bernabeu et al., 2019) para el desarrollo de la mirada profesional.

Esta investigacion se centra en la mirada curricular en los cambios en una THAOQ
propuesta por FPM en la primera y segunda planificacién de una leccion, es decir, que la THAO
fue un recurso curricular. Al estar relacionada la THAO con un experimento de ensefianza es a su
vez una herramienta metodoldgica. También, existe la posibilidad de dar cuenta de la mirada
profesional sobre el pensamiento matematico del estudiante cuando los FPM realizaron las
observaciones escritas después de la implementacion de las AA y construyeron la trayectoria real
de aprendizaje para proponer la THA2.

Se vislumbra que el futuro de las investigaciones sobre la mirada profesional es extender
este vinculo entre la mirada curricular y la mirada profesional sobre el pensamiento matematico
del estudiante, con el uso de THAO, y quizas utilizar la THA como recurso curricular respecto a
otras perspectivas de la mirada profesional como la mirada productiva (Choy y Dindyal, 2021).

Respecto al modelo de razonamiento curricular (Dingman et al., 2021) en esta
investigacion se realizo una reflexion tedrica respecto a la mirada curricular en los cambios en
una THAO en la planificacion de una leccion. Esta reflexion tedrica muestra las potencialidades
del uso de una THAO en la practica docente de los FPM respecto al razonamiento curricular. Sin
embargo, el modelo puede ejemplificarse en la practica docente de los FPM de esta investigacion.

Otro aspecto por considerar es que, en los experimentos de ensefianza, todos los
participantes generan aprendizajes, es usual el analisis del aprendizaje de los estudiantes (Nivel
Uno), pero hacen falta investigaciones respecto a los aprendizajes de los profesores (Nivel Dos),
de los investigadores (Nivel Tres), de tres o dos niveles en conjunto (Amador, 2022; Lesh y

Kelly, 2000; Wei et al., 2023; Wilkie, 2020). Por ejemplo, se podria analizar la mirada
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profesional del investigador al analizar la mirada profesional de los profesores de matematicas.
Este informe final es un posible documento para analizar el Nivel Tres de los experimentos de
ensefianza colectivos sobre la mirada curricular.

Por otra parte, las interacciones entre el investigador y los FPM en la practica docente
afectaron la mirada curricular. Se podria indagar sobre como las interacciones investigador y
FPM se relacionaron con la mirada curricular de los FPM.

Existe la necesidad de realizar investigaciones de la mirada profesional de FPM en una
duracién mayor a un semestre (Amador et al., 2021). Esta investigacion se podria replicar en
condiciones de mayor tiempo (mayor a un semestre), para garantizar un segundo ciclo del
experimento de ensefianza colectivo con un grupo de FPM y obtener una THA3.

Otro aspecto por considerar es el refinamiento de la THAO. En lugar de iniciar el segundo
ciclo del experimento de ensefianza colectivo con la THAO, se podria partir de la THA2
desarrollada por el primer grupo de FPM. Esto permitiria que, al finalizar el segundo ciclo, el
segundo grupo de FPM pudiera proponer una THA4.

Respecto al modelo de construccion de THA usado en esta investigacion (Carcamo y
Fuentealba, 2023), se podria considerar la revision de recursos curriculares en vez de materiales
curriculares o ambos. Este cambio podria modificar dicho modelo de construccién de una THAO.
Actividades académicas relacionadas con la investigacion

En la Tabla 12 se presentan documentos publicados relacionados con la participacion en

eventos académicos o capitulos de libro en orden cronologico.
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Anexo 1. Entrevistas semiestructuradas
Ficha técnica
Entrevistados: Primer y segundo grupo de FPM.
Entrevistador: Investigadora.

Tipo de entrevista: Semiestructurada.

Tiempo estimado: 1 hora.

Modalidad: virtual, presencial o hibrida.

Objetivos especificos de la investigacion vy estructura de las entrevistas:

La primera parte de cada entrevista se vincula con el siguiente objetivo especifico de la
investigacion: Analizar los aspectos que atienden e interpretan los FPM en los cambios en una
THA sobre funcion cuadratica al planificar lecciones. La segunda parte de cada entrevista se
relaciona con el siguiente objetivo especifico de la investigacion: Analizar las decisiones de los
FPM en los cambios en una THA sobre funcion cuadratica al planificar lecciones.

La primera entrevista indaga sobre los cambios de la THAO (propuesta THA1 y THA2) y
la segunda entrevista pretende generar el analisis de la THA1 por los FPM, después de la
implementacion de las actividades de aprendizaje.

Objetivo de la entrevista: Identificar las interpretaciones de los FPM sobre los cambios en la

THA en la planificacion de lecciones sobre funcion cuadratica.
Guion:

Primera entrevista semiestructurada

Fecha: Hora:
Buenos dias, en el dia de hoy , voy a realizar algunas preguntas relacionadas
con los cambios que ustedes propusieron el dia respecto a una THA sobre

funcidn cuadratica.
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Primera parte

1) (Cuales son los conocimientos previos necesarios para abordar el problema? 2) Exprese su
opinién frente al contexto del problema ;Lo considera adecuado para el grado de escolaridad
seleccionado? ;Qué otro contexto se podria vincular? 3) A medida que se van desarrollando las
actividades de aprendizaje ;Cudles creen que son los nuevos conocimientos matematicos que los
estudiantes construiran? 4) ;Cuales podrian ser los procedimientos que usen los estudiantes para
resolver el problema? 5) ;Cudles podrian ser las dificultades que se pueden presentar en el
desarrollo de las actividades de aprendizaje? 6) ;Cuales son los aspectos didacticos o cognitivos
que considera indispensables en la construccion de los conceptos involucrados en el desarrollo de
las actividades de aprendizaje? 7) ;De qué manera los estudiantes podrian construir los
conocimientos matematicos relacionados con estas actividades de aprendizaje?

Segunda parte

En conversaciones realizadas el dia , se tomaron algunas decisiones respecto a las
actividades de aprendizaje, las preguntas que a continuacion, se presentan tiene como propdsito
dejar explicitas estas decisiones:

Estas preguntas de la entrevista se relacionan con los cambios especificos que realiza cada grupo
de FPM a su THA1 o THA2.

1) (Cuéles serian sus comentarios o sugerencias respecto a las actividades de aprendizaje?
(Cuales actividades de aprendizaje propondria para ayudar a la comprension de sus estudiantes?
2) (Cuales serian sus comentarios o sugerencias respecto al objetivo de aprendizaje? 3) ;Cuales
serian sus comentarios o sugerencias respecto al proceso de aprendizaje hipotético?

Segunda entrevista semiestructurada

Fecha: Hora:
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Buenos dias, en el dia de hoy voy a realizar algunas preguntas relacionadas con el
analisis de la THAT después de la implementacion de las actividades de aprendizaje, realizadas el

dia

Primera parte

1) (Cuales fueron los aspectos matematicos previos necesarios para el desarrollo de las
actividades de aprendizaje? 2) ;Cuales fueron los aspectos matematicos que se pueden construir
con el desarrollo de las actividades aprendizaje? 3) ;Son adecuadas las actividades de aprendizaje
para el nivel de escolaridad de los estudiantes? Justifica tu respuesta 4) ;Cuales fueron los
procedimientos que usaron los estudiantes para resolver el problema? 5) ;Cudles fueron las
mayores dificultades en el desarrollo de las actividades de aprendizaje? 6) ;Por qué los
estudiantes presentan dificultades para hallar la expresion algebraica? 7) ;Qué aprendieron los
estudiantes? 8) ;Se logro el objetivo de la clase? ;Por qué? 9) Respecto a los artefactos (se
describen los que ellos sugieran para el desarrollo de las actividades) ;Cual es su opinion
respecto a su uso en la construccion del pensamiento matematico involucrado en las actividades
de aprendizaje? 10) ;De qué manera los estudiantes construyeron los conocimientos matematicos
relacionados con las actividades de aprendizaje?

Segunda parte — Propuesta de THA2 en la segunda planificacion de una leccidon sobre funcion
cuadratica.

1) Respecto al actual objetivo de aprendizaje de la THA, ;Consideras que es adecuado? Explica.
2) Respecto al proceso de aprendizaje hipotético de la THA ;Consideras que es adecuado?
Explica. 3) Respecto a las actividades de aprendizaje, ;Consideras que son adecuadas? ;Cuales
actividades de aprendizaje propondria para ayudar a la comprension de sus estudiantes? 4) ;Qué

otro aspecto considera necesario modificar la THA para una proxima implementacion?
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Anexo 2. Trayectoria real de aprendizaje del segundo grupo de FPM

Objetivo de aprendizaje:

Usar e interpretar diferentes representaciones matematicas de una funcion cuadratica en la busqueda de solucion a un problema.

Actividad de aprendizaje

Modelo emergente

Proceso de aprendizaje real

Elaborar un cerco rectangular para
delimitar una huerta.

Para la construccion del cerco se tiene
una malla de 20 metros.

Haga uso del tablero con la hoja
milimétrica, los chinches y la lana de
colores para realizar la actividad.
Construya algunos rectangulos con los
materiales dados y responda las
siguientes preguntas:

a. ¢ Cuadles son los posibles cercos
que se pueden construir? Escriba
las medidas de algunos de esos
rectangulos.

b. (Cual de estos cercos abarca
mas terreno?

c. ¢Por qué consideras que el cerco
anterior abarco mas terreno?

Actividad situacional

Se hace uso de un tablero construido a partir
de una hoja milimétrica, chinches (de cuello

largo) y una cuerda para simular el cerco
rectangular (ver figura 1).

Figura 1. Tablero con hoja milimétrica.

Algunos estudiantes intentan hacer la
malla del cerco con 20 metros, para
determinar un metro de lana hacen una
brazada (sostienen la punta de la lana
con la mano y la extienden hasta el
hombro), pero la lana no alcanza, por eso
buscan una escala, determinan que un 1
cm equivale a 1 m.

La primera interpretacion de todos los
grupos de estudiantes es que 20 cm
corresponde a la medida de un lado, pero
al hacer la representacion grafica en el
tablero obtienen un cuadrado y rechazan
la respuesta porque definen que los
rectangulos so6lo tienen dos pares de
lados iguales.

Algunos estudiantes cortan la lana en 20
cm, pero al unir los extremos con un
nudo no tienen en cuenta que la medida
del cerco se reduce, por lo tanto, sus
respuestas para esta actividad son de
rectangulos con perimetro fijo 18.

Otros estudiantes cortan la lana en 20
cm, pero no la unen, deciden delimitar
los vértices de los rectdngulos con los
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chinches o dibujan el rectangulo en el
tablero y verifican que el cerco mide 20
cm superponiendo la lana sobre el borde
del rectangulo o sumando los lados del
rectangulo.

En todos los grupos, la medida de los
lados de los rectangulos con perimetro
20 son valores enteros y descartan el
cuadrado.

La mayoria de los grupos tiene la
concepcion de que todos los rectangulos
tienen el mismo terreno (4rea) porque la
lana del cerco mide lo mismo
(perimetro) (Fandifio y D' Amore, 2009).

Un grupo de estudiantes determinan que
la mayor cantidad de terreno era toda la
cuadricula del tablero, es decir 580
cuadrados de 1 cm x lem.

Algunos estudiantes diferenciaron el
perimetro como el borde del rectangulo
y area como la superficie que se delimita
el rectangulo.

En cada grupo hay uno o dos estudiantes
que diferencian el area del perimetro y
les explica a sus compaifieros. Para hallar
el area de los rectangulos usan la
férmula o cuentan cuadritos de 1 cm x 1
cm.
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S6lo un grupo de estudiantes tenian
demasiadas dudas y Dbuscaba la
aprobacion del profesor.

Exploracion de la construccion de la
familia de rectangulos isoperimétricos.
Haciendo uso del archivo GeoGebra:
(Act2.ggb) responda las siguientes
preguntas:

a. Determine dos rectangulos con
perimetro igual a 20m diferentes
a los que encontr6 en la actividad
1.

b. Observa los valores del area
cuando se mueve el punto C
(Cudl de estos rectangulos tiene
mayor area?, ;Cuales son las
medidas de la base y la altura de
este rectangulo? ;Coincide con el
rectangulo de mayor area de la
primera actividad?

c. En la siguiente tabla escribe los
cambios de las medidas de la
base, altura, perimetro y area del
rectangulo.

Base Altura Perimetro Area

Actividad referencial

Se usa un archivo en GeoGebra con la
construccion de un rectdngulo que simula el
cerco de perimetro 20, este rectangulo de
perimetro 20 cambia al mover el punto C que
se encuentra en el segmento AB, que mide 10
y representa la mitad del perimetro (ver Figura
2).

= I iraa g6 FGED = 24 69m*

Figura 2. Imagen del archivo GeoGebra
Act2.ggb.

Algunos estudiantes no logran conectar
los segmentos AC y CB con los lados del
rectangulo, fue necesario la intervencion
del profesor para establecer la relacion.
Los estudiantes verifican el valor del area
y perimetro realizando los calculos a
mano, no confian en los resultados que se
muestran en la pantalla de GeoGebra.
La exploracion del problema en
GeoGebra les permitio a los estudiantes
descubrir muchos mas casos que en la
primera actividad, debido a que las
medidas de los lados se daban en
numeros decimales y enteros.

Los estudiantes al buscar el rectangulo
con mayor area encuentran que es
posible hallar otros rectangulos con area
igual 25. Un problema del uso de
GeoGebra es que para algunos
rectangulos cercanos al cuadrado el valor
del area se aproxima a 25. Algunos
estudiantes verifican que el area de
algunos rectangulos es una aproximacion
al realizar el calculo del area usando la
formula.

En esta actividad algunos estudiantes
reconocen que el cuadrado es un
rectangulo con la ayuda del profesor y la
interaccion  con  GeoGebra. Los
estudiantes tienen definiciones erradas
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d.

(Cual es la expresion general
para el area de estos rectangulos
con perimetro fijo 20, respecto a
su base?

del rectangulo que excluye al cuadrado
porque consideran que uno de los lados
debe ser mayor que el otro, esto
concuerda con lo que mencionan Aya, C
.etal (2016)

... una de las dificultades asociadas al
proceso deductivo radica en la escasa
comprension de la naturaleza y el papel
de las definiciones, y en la dificultad
para decir las condiciones suficientes y
necesarias de las mismas. Si una
definicion personal del concepto no
concuerda con la definicion del
concepto, la posibilidad de tener éxito
en la justificacion se vera afectada. Pg.1
Sin embargo, al darles una nueva
definicion de rectdngulo en la
socializaciébn y confrontarla con las
caracteristicas del cuadrado se acepta
que el cuadrado es un rectangulo. Se
llega a determinar que el cuadrado es el
rectangulo de mayor area con perimetro
20.

Respecto a la tabla, algunos estudiantes
completaron los datos obteniéndose de
GeoGebra, pero no los relacionaban con
las férmulas del area y perimetro. Un
grupo de estudiantes so6lo determina dos
casos en la tabla.

Para todos los estudiantes la pregunta de
mayor dificultad fue la Gltima, encontrar
la expresion general. La intervencion del
profesor les permitio comprender que la
expresion general del area no era base
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por altura, porque estd se usa para todos
los rectangulos y no tiene en cuenta que
es la expresion general para la familia de
rectangulos con perimetro 20.

Para algunos estudiantes, la tabla permite
ver las relaciones entre los valores de los
lados de los rectangulos (que la suma de
los lados es la mitad del perimetro) y
obtener la expresion general con el uso
de la formula del é&rea para los
rectangulos.

Otros estudiantes relacionaron la
expresion de la formula del perimetro y
area para hallar la expresion general.
Usan las expresiones del area y perimetro
en términos de dos variables y las
relacionan en un sistema de ecuaciones
para encontrar la expresion general
(tratamiento algebraico). Verifican la
expresion general con los casos
particulares de la tabla.

Andlisis de la traza del punto L.
Haciendo uso del archivo GeoGebra:
(Act3.ggb) responda las siguientes
preguntas:

a. Observe el punto I, mueva el
punto C ;Cuales son las
coordenadas del punto [? ;Coémo
es la trayectoria del punto I
cuando se mueve el punto C.

b. (En donde se ubica el punto |
cuando se obtiene el rectangulo
de mayor area?

Actividad general

Se usa un archivo en GeoGebra que retoma la
construccion anterior, pero se agrega el punto I
que tiene como coordenadas la base (abscisa) y
el area del rectangulo (ordenada) (ver Figura
3).

Para algunos estudiantes, el uso de la
tabla les permiti6 expresar las
coordenadas en términos de la base y el
area de los rectangulos. Algunos
estudiantes dan valores particulares para
el punto I, aunque relacionan las
coordenadas con la base y el area de los
rectangulos.

Algunos estudiantes exploran s6lo una
parte del movimiento del punto I porque
no desplazan el punto C desde A hasta B.
Es necesario que el profesor intervenga y
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(Cuadles son las caracteristicas
del rectangulo de mayor area?
Determine un par de rectangulos
con igual area ;Cuales son las
caracteristicas de estos
rectangulos?

. AC=E5TE . CB=424
[ — @

25 |H 1= (5.7, 24 43)
L ]

FG=576

5 |F G Perimetro de FGED = 20m

]
DF =424 -
D K Area de FGED = 24.43m*

-5 10 15 0 25

5
DE=576

Figura 3. Ifnagen del archivo GeoGebra
Act3.ggb.

30

solicite el movimiento del punto C sobre
todo el segmento AB.

Los estudiantes logran visualizar el
movimiento del punto I, dicen que es una
parabola, otros dicen que es una curva y
la dibujan y otros realizan con el dedo la
grafica sin asociar la forma a ningin
objeto y dicen que es ascendente y
descendente.

Uno de los grupos persiste en no aceptar
que el cuadrado es un rectangulo, su
respuesta del rectangulo de mayor area es
un rectdngulo muy cercano al cuadrado.
Aunque en la socializacion de la
actividad anterior se habia mirado la
definicion de rectangulo y se habia
determinado que el cuadrado es un
rectangulo.

Los  estudiantes  determinan  las
coordenadas del punto I donde el area es
mayor. Al describir el rectangulo con
mayor area todos los estudiantes
determinan la medida de sus lados.
Algunos estudiantes dicen que el
rectangulo de mayor area tiene sus
angulos internos de 90° que es un
paralelogramo y un cuadrado.

Para los estudiantes fue dificil ubicar el
punto (5,25) de manera exacta, la
mayoria da una respuesta aproximada,
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ellos entendian que el programa
realizaba  aproximaciones de las
medidas, algunos no realizaron el célculo
del érea.

Para dar cuenta de dos pares de
rectangulos con igual area lo que hacen
es intercambiar los valores de labase y la
altura y verifican el area realizando la
multiplicacion. Al principio,  los
estudiantes manipulan el archivo en
GeoGebra  para  encontrar  estos
rectangulos, pero es dificil encontrar dos
rectangulos con la misma area, los
estudiantes encuentran aproximaciones.

Grafica de la expresion algebraica del
area vs la base de los rectangulos
isoperimétricos.

Haciendo uso del archivo GeoGebra:
(Act.4.ggb) responda las siguientes
preguntas:

a. Ingresa en GeoGebra la
expresion algebraica del area con
respecto a la base que
encontraste en la actividad 3.
Compare la grafica con la
trayectoria del punto I.

b. ¢(Por qué el punto I no genera un
trazo en el cuadrante II, Il y IV
del plano cartesiano?

c. Si se desea modificar la longitud
del cerco de la malla a 40 metros
(Cual seria la expresion de las
areas de los rectangulos con

Actividad formal
Se usa un archivo en GeoGebra que retoma la
construccion anterior, pero agrega la grafica de
la expresion algebraica del area con respecto a
la base de los rectangulos isoperimétricos y la
traza del punto I.

Los profesores les recuerdan la expresion
general de la actividad 2 y la ingresan en
GeoGebra para comparar su grafica con
la nube de puntos generada por I. Los
estudiantes logran ver que coinciden las
dos graficas en el primer cuadrante.

Los profesores les recuerdan a algunos
estudiantes la manera de nombrar los
cuadrantes porque no lo tienen presente.

Algunos estudiantes no se dan cuenta de
porque la nube de puntos s6lo se ubica en
el primer cuadrante, mientras que, la
grafica de la expresion algebraica
y=x(10-x) también pasa por el tercer y
cuarto cuadrante. Algunos estudiantes
justifican que la nube de puntos pasa por
el primer cuadrante porque el valor de la
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perimetro fijo 40 metros? ;Como
es la grafica del 4rea respecto
base de su rectangulo?

d. (Cual seria el rectangulo de
mayor area con perimetro fijo
40?

e. Silalongitud del cerco de la
malla es n metros ;Cual seria la
expresion de las areas de los
rectangulos con perimetro fijo n
metros? ;Como es grafica del
area respecto base de su
rectangulo?

f. (Cual seria el rectangulo de
mayor area con perimetro fijo n?

AC=6.41 cB=359

& )
_ Perimetro de FGED = 20m
DF =3.59 | EG=353
x A Area de FGED = 23m=

Eﬁ DE :45 41 H - T
Figura 4. Imagen del archivo GeoGebra
Actd.ggb.

base y el area de los rectangulos son
positivas, en el problema no se pueden
interpretar valores negativos para la base
y area de los rectangulos.

Respecto a las preguntas ¢ y d, los
estudiantes logran encontrar de manera
rapida la expresion general en su forma
factorizada o estdndar. Los estudiantes
relacionan que en la expresion
factorizada un factor es x y el otro es el
valor de semiperimetro menos x. En el
caso de la  expresion  estandar
corresponde al semiperimetro por la base
menos la base al cuadrado. Un grupo de
estudiantes logran determinar que en el
vértice se ubica el rectangulo de mayor
area y determinan que es un cuadrado.

Un grupo de estudiantes realizaron la
discusion con la profesora, pero no
escribieron sus respuestas en la hoja de
trabajo. Tampoco logran abordar la
respuesta a la pregunta e.

Referencias

Fandifio Pinilla, M., y D' Amore, B. (2009). Area y perimetro: aspectos conceptuales y diddcticos. Cooperativa editorial magisterio.
Aya Corredor, O., Echeverry Gaitan, A., y Samper, C. (2016). ;Es el cuadrado un rectangulo? Sophia, 12(1), 139-1
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Anexo 3. Registro de observacion del segundo grupo de FPM

FPM C

Sesion 1/3H

Santiago de Cali, 21 de noviembre 2022

Actividad 1/ completa

Actividad 2/ completa parcialmente

Dificultades

Experiencia

Redisenio

e Lo inherente al error que puede haber
en la medida y el corte de la malla de
20m.

e Lo inherente a la aproximacion decimal
del software de GeoGebra ya que no
permite llegar a la mayor area de la
familia de rectangulos que coincide
con el cuadrado de perimetro fijo 20m.

Los estudiantes convierten las unidades
(m) en unidades mas pequenas con
dificultad. [Requieren intervencion del
docente]

Los estudiantes presentan confusiones
entre el lado del rectangulo y el
perimetro de este.

Los estudiantes reconocen que contando
las unidades cuadradas inscritas en el
rectangulo se puede determinar el
terreno abarcado en el mismo.

Los estudiantes no tienen clara la
definicion de rectangulo y no logran ver
que el cuadrado es un caso particular
del rectangulo.

La exploracién con el archivo
GeoGebra potencializa la exploracion
de la familia de rectangulos con
perimetro fijo 20m.

Los estudiantes pueden expresar las
respuestas a las preguntas del taller
correctamente, sin embargo, a la hora
de escribirlas se dificulta un poco.

(Pro) presentar papel milimétrico
contribuye a que los estudiantes
asocien lo que abarca el terreno de
determinado cerco con las unidades
cuadradas inscritas en el mismo
cerco.

(Pro) Los materiales propuestos
para la primera actividad (Tablero
con hoja milimétrica, chinches de
cuello largo e hilo de colores) son
oportunos para lograr desarrollar las
preguntas propuestas.

Se podrian agregar preguntas
auxiliares del profesor con el fin de
llevar un registro y guiar al
estudiante a preguntarse por cosas
como la definicion de los
rectangulos.

La actividad de tabulacion no es
aprovechada en el sentido que los
valores requeridos son generados
por el archivo de GeoGebra
automaticamente y se convierte en
una actividad de rellenar cuadros.
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Sesion 2/3H

Santiago de Cali, 29 de noviembre 2022

Actividad 3/ completa

Actividad 4/ completa

Dificultades

Experiencia

Rediseno

Los estudiantes no tienen
claras las definiciones del
rectangulo y por tanto no
establecen una relacion entre el
rectangulo y el cuadrado.

Los estudiantes tuvieron
dificultades en resolver las
actividades b y c en la actividad
2.

Los estudiantes recuerdan y reconocen los
elementos que hay en las formulas generales
de area y perimetro. (para hallar
generalizacion)

Los estudiantes entienden que las unidades
lineales se multiplican y adquieren un caracter
espacial. 2D

Los estudiantes en la actividad de tabular
reconocen que las areas rectangulares se
pueden construir con decimales.

En particular los estudiantes no encontraron
regularidades en con la tabla de valores, sin
embargo, si usaron esos valores para
comprobar la expresion general.

En general, los estudiantes (con ayuda de los
docentes) lograron llegar a la generalizacion
por distintos caminos.

(Idea) Cuestionar a los estudiantes las razones
por las que ellos dicen que un cuadrado no es
un rectangulo.

(Idea) construir la definicion de rectangulo a
partir de las ideas que tienen los estudiantes.
(Nota) Se not6 que algunos estudiantes
intentaron explicar a sus demas compaifieros,
haciendo la labor de profesor en cada mesa.

Hacer énfasis en la definicion de
rectangulo (se podria hacer en la
actividad introductoria)

Mejorar redaccion o modificar la
instruccion en la actividad by ¢ de
la actividad 2. (;Por qué se dio esta
situacion?)

Ingresar las féormulas generales en el
archivo GeoGebra para visualizarlas
cuando sea necesario, perimetro fijo
n metros y 40m.




179

FPM V

Observaciones — Implementacion 1.

Descripcion general:

El dia 21 de noviembre del 2022, siendo las 7:40 de la mafiana se da inicio a la primera
implementacion. El lugar donde se desarrolla la actividad corresponde al laboratorio de
matematicas de la institucion educativa escuela Normal Superior Farallones de Cali, se cuenta
con un total de 16 estudiantes aproximadamente y 3 profesores en formacion que guiaran la
actividad, los estudiantes se organizaron en grupos de 6 y 5 personas, para ello cada profesor en
formacion se encarg6 de un grupo y uno de los profesores tomaba la voceria en los momentos de
socializacion con los demads grupos. En el disefio de la actividad se tenia como objetivo abarcar
por completo el punto 1 y 2 de la propuesta de trabajo disefiada, se logro trabajar el punto 1 y
parcialmente el punto 2 de la propuesta inicial. La actividad finaliza siendo las 10:00 de la
manana, culminando la sesion e indicando su continuidad para el dia 29 de noviembre del 2022.
Observaciones del punto 1 de la actividad:

El grupo en el que se trabajo corresponde a 5 estudiantes del ciclo de formacion de la institucion
educativa escuela Normal Superior Farallones de Cali. Dentro del grupo se forman 2 subgrupos
de dos y tres estudiantes, para dar comienzo a la actividad se les entrega una copia con las
indicaciones que se deben seguir para iniciar con la primera parte de la actividad, en este grupo se
hace entrega de dos copias por los dos subgrupos que se formaron.

En la primera actividad se hace uso de un tablero disefiado por los profesores en formacion, en el
que consta como base una hoja milimétrica, 4 chinches e hilo de lana. En la actividad se les pide
a los estudiantes que construyan diferentes cercos rectangulares con 20 metros de malla para
delimitar la huerta. Cuando inician con la elaboracion de los posibles cercos, se confunden con
las indicaciones y realizan las siguientes acciones.

e Los estudiantes creen que el cerco debe tener 20 metros en cada lado del cerco
rectangular.

o Los estudiantes toman el hilo y haciendo uso de su brazo miden aproximadamente un
metro y tratan de repetirlo 20 veces para trabajar literalmente con los 20 metros.

o Los estudiantes piensan que como es un caso hipotético, la medida de los 20 metros no es
importante y hacen uso de otra medida diferente.

e Los estudiantes hacen uso de los 20m hipotéticos en la construccion de los rectangulos,
con la particularidad de tomar 10m en un lado y 10m en otro y si, hicieran uso de los 20
metros dentro de la construccion del cerco.

Luego de intentar comprender como se realiza la actividad se procede a realizar aclaraciones
sobre las dudas que se estan presentando, a partir de la intervencion los estudiantes hace una
escala tomando los 20m como 20 cm y por medio del tablero con la hoja milimétrica, los chiches
y el hilo realizan los disefios y los dibujan los cercos con lapiz y colores directamente en la table,
llegan a un total de 4 posibles cercos rectangulares, no considera el cerco de 5 cm
de lado, ya que forma un cuadrado y esta figura no corresponde a un rectangulo (afirma el grupo
de estudiantes).
La dificultad que prima en ese momento de la actividad es el desconocimiento de las
propiedades de las figuras geométricas, tiene arraigado una representacion figural del
rectangulo enmarcandolo con un disenio en particular dejando por fuera el cuadrado que
también hace parte de las figuras rectangulares. Esto se debe porque desde los primeros
anos escolares se maneja una representacion particular de los rectangulos haciendo que
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esta significacion se evidencie hasta grado superiores, la diferenciacion de atributos y las
propiedades del objeto en cuestion no es clara para el estudiante.
La segunda parte del punto 1, se les pregunta a los estudiantes sobre cudl de los cercos que
encontraron abarca més terreno, varios integrantes del grupo acordaron que la pregunta no tenia
sentido puesto que se hace uso de 20 metros de malla para todos los disefios, por lo tanto, cambia
la forma de los cercos rectangulares pero el terreno seria lo mismo. Uno de los estudiantes con
base a los dibujos que plasmo directamente en la tabla, se ayuda con la hoja milimétrica y cuenta
la cantidad de cuadros que encierra cada cerco rectangular y el mismo estudiante les explica a sus
demas compafieras que si existe un cerco que ayuda abarcar mas terreno. Esta accion que realiza
el estudiante sorprende, ya que el mismo realiza este procedimiento para encontrar la respuesta,
pues evidencia que un cerco de 9 cuadros de ancho con un cuadro de largo abarca en total 9
cuadros y el cerco de 6 cuadros de ancho con 4 cuadros de largo abarca en total 24 cuadros, lo
cual hace esta relacion para todos llegado asi a la respuesta y dando un indicio de la relacion de
area ya que en las demas figuras no cuenta la cantidad de cuadros si no que procede a multiplicar
la base con la altura de los cercos rectangulares.
La dificultad que prima en este segundo momento es la poca claridad de los conceptos de
drea y perimetro de las figuras geométricas, en un inicio los estudiantes consideran que
existe una relacion de igualdad entre estos dos conceptos, por eso llegan a esas primeras
afirmaciones de indicar que las figuras ocupan el mismo terreno. A los estudiantes les
cuesta en su gran mayoria establecer atributos dentro de las figuras para medir y
establecer las propiedades de area y perimetro.
Para culminar con la tltima actividad, los estudiantes tienen claridad para determinar el
rectangulo que abarca mas terreno a partir del conteo de los cuadros que encierra la malla y
haciendo uso de la formula del area para llegar a la respuesta. Los estudiantes que hace parte del
grupo exponen las acciones en la socializacion con los demas grupos del curso, indicando los
pasos que realizaron para realizar cada uno de los puntos, dando a conocer sus equivocaciones,
sus retroalimentaciones y los saberes aprendidos en ese punto de la actividad.

Observaciones del punto 2 de la actividad:
Para dar paso a la segunda actividad del trabajo propuesto, se hace uso de computadores para
realizar la actividad en cada uno de los computadores se ha dejado los puntos del taller en la
plataforma de GeoGebra, como procede a dar a cada grupo dos computares para que exploren la
construccion en GeoGebra y puedan responder las preguntas que se les hace en relacion con la
exploracion.
La actividad que esta construida en GeoGebra corresponde a la construccion del primer punto, en
el cual ellos pueden observar a partir del arrastre los diferentes cercos que pueden encontrar en la
situacion, visualizando la medida de cada lado, el perimetro que tiene y las diferentes areas que
ocupa con relacion a su figura.
En el momento de realizar la exploracion, no lograron vincular la actividad anterior con la
actividad que estan realizando en este segundo punto, ya que el estudiante en un primer momento
realizo la actividad haciendo uso de numeros enteros, en GeoGebra visualizaron que la
representacion indicaba tanto nimeros enteros como también decimales y por esa razén no
logran vincular los avances que tuvieron en la primera actividad, algunas de las particularidades
que se presentaron en la actividad fueron las siguientes:
e Los estudiantes buscan la multiplicacion de dos numeros cuyo resultado fuera 20 ejemplo:
8 x 2.5, entonces concluian que otro posible cerco es aquel que tenga 8m de largo y 2.5 m
de ancho.
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e Los estudiantes buscaban los lados de manera aleatoria y manual, para luego pasar a
verificar en el programa si cumplia o no con lo requerido.

o Los estudiantes hacian uso de la representacion computacional que les presentaba el
programa, pero se remitian a verificar de manera escrita si los valores que se evidenciaba
ahi correspondian a la situacion.

Para culminar sobre este punto, los estudiantes terminan realizado los procedimientos de manera
manual y hacen uso del programa para verificar sus respuestas.
Los estudiantes no logran vincular las diferentes representaciones en estos dos contextos,
al pasar de trabajar en con campo manipulativo un campo computacional, los conceptos
o nociones que logran establecer en un primer momento no los vinculan, haciendo que
vean el ejercicio como uno nuevo y estableciendo otros mecanismos para poder llegar a
la solucion. La vinculacion de las diferentes representaciones semioticas que puede
abarcar un concepto matemdtico causa dificultad en los estudiantes porque tienden a
asumir cada representacion por individual y como consecuencia se tiende a pensar que,
por tener un concepto visto, los estudiantes pueden asimilarlo sin problema.
Para la segunda parte de la actividad, se les pide observar los cambios cuando deslizan el punto
C, para observar los diferentes tipos de rectdngulos que se forma e indicar cual de las figuras
vistas abarca mas terreno. Para esta actividad se vuelve y se presenta | misma complicacion que
el primer punto, los estudiantes no llegan a establecer el rectdngulo que mas abarca terreno,
porque su figura corresponde a un cuadrado y por ello seleccionan y tienen en cuenta valores
muy cercanos a ¢€l, para no tomar el cuadrado como la respuesta final.
Existe esa gran dificultad para poder asimilar la relacion del cuadrado con el rectangulo,
pues para ellos corresponde a dos figuras geométricas muy distinta y aunque se les
indique la definicion es complejo para los estudiantes asimilarlo, esto se debe a que son
muchos arios escolares en los que los estudiantes tienen esas nociones arraigadas, por
esa razon es muy recurrente encontrar estudiantes que piensen de esta manera.
Par la actividad siguiente, se busca que los estudiantes a partir de la tabla completen e indiquen
los valores que corresponde encada uno de los items, con la finalidad de hacer més explicitos los
cambios que ocurren cuando cambia de rectangulo, en esta actividad no tuvieron complicaciones,
pero al pasar al ultimo punto donde se les pide dar la expresion general para el area con el
perimetro 20 fijo, es donde los estudiantes se frenaron y que era para ellos algo totalmente nuevo.
Algunos de los estudiantes escribieron la ecuacion general del area de los rectangulos, otros
simplemente abordaron un rectangulo particular y en explicaron la relacion del area y el
perimetro, hubo muchas dificultades para saber como elaborar este punto en particular.
Por razones de tiempo se procede a finalizar la actividad siendo la 10:00am y se deja la actividad
para la proxima sesion en donde se culmina este punto y se busca terminar los demds puntos
restantes de la actividad disefiada.
Observaciones — Implementacion I1.

Descripcion general:

El dia 29 de noviembre del 2022, siendo las 7:30 de la mafiana se da inicio a la segunda
implementacion. El lugar donde se desarrolla la actividad corresponde al laboratorio de
matematicas de la institucion educativa escuela Normal Superior Farallones de Cali, los 3
profesores en formacion guiaran la actividad y se continua el trabajo con los mismo grupos que
se trabajo en la primera implementacion, los estudiantes que no lograron participar en la primera
implementacion y llegaron a la segunda, se organizé en un grupo a parte de los 3 grupos iniciales
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y la profesora Maria Fernanda se encarg6 de orientarlos en el trabajo que se desarrolld en la
implementacion 1. Se toma esta decision ya que los nuevos estudiantes estaban
descontextualizados del tema que se estaba trabajando en un comienzo. La actividad finaliza
siendo las 9:45 de la manana aproximadamente, culminando la sesion de la actividad propuesta.

Observaciones de la continuacion del punto 2 de la actividad:

El grupo esta conformado por 4 estudiantes, el cual deciden trabajar dentro del mismo grupo en
parejas. Para la continuacion del punto 2 de la actividad, que corresponde a dar la expresion
general del area con perimetro fijo de 20 metros, los estudiantes no logran asimilar que significa
“expresion general”

e Los estudiantes asumen el término a una operacion adicional.

El docente interviene para que logren hacer una mejor precision del término y comprendan que es
lo que se esta solicitando para poder culminar con el tltimo punto de la sesion. Para ello se hace
uso de la tabla y de la exploracion de la grafica en GeoGebra (se retoma para recordar conceptos
y nociones abarcadas en la implementacion I). Los estudiantes encuentran la relacion que existe
en dos lados del rectangulo (base y altura), cuya suma es igual a 10m, se parte de esa relacion
para que los estudiantes puedan llegar a encontrar esa expresion general que se solicita en el
punto.

La dificultad que prima en ese momento de la actividad es el desconocimiento del término
“expresion general” lo que implica que el estudiante hace un esfuerzo cognitivo por
comprender el significado de lo que se solicita. El estudiante sabe como realizar una
operacion, por ejemplo, para encontrar el area de un cuadrado, conoce que lados tomar
para realizar la operacion, pero no tiene una aprehension del concepto y su significado
(Se logra percibir un acto de memorizacion de formula sin conocimiento absoluto sobre
lo que significa estos conceptos).

Se culmina el tltimo punto de la actividad dos socializando la actividad con los demas grupos, en
el que se logra evidenciar como existe la dificultad de aceptar el cuadrado como un rectangulo, en
los demas grupos se evidencia que comparte también esa concepcion.

Observaciones del punto 3 de la actividad:

Para la elaboracion del tercer punto de la actividad, se inicia con la primera parte donde se les
pide establecer las coordenadas del punto I, para ellos los estudiantes reconocen las coordenadas
que tiene el punto I, adicional logran encontrar la relacion que tiene esta coordenada con la
situacion ya que identifican los cambios que ocurren en su exploracion y encuentran que la
coordenada x corresponde a la base del rectangulo y la coordenada y corresponde al area, por esa
razon expresan la coordenada I haciendo una generalizacion de dicho punto, también observan el
movimiento que tiene este punto y todos manifiestan que su movimiento es ascendente y
descendente en el plano.

Los estudiantes expresan de manera general la coordenada logrando identificar la
relacion de la coordenada con la situacion lo cual no se esperaba a que llegaran a
enunciar ese punto de esa manera, se esperaba por el contrario que tomaran un caso
particular y escribieran la coordenada de ese punto.
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Para la segunda y tercera parte de la actividad, facilmente encuentran la coordenada que obtiene
el rectangulo con mayor 4rea y describen las caracteristicas que tiene ese rectangulo en particular.

Hay una asimilacion de nociones por parte del grupo de estudiantes, con relacion a los
puntos desarrollados en la actividad, pueden identificar que el cuadrado es un
rectangulo, a partir de su definicion establecen esa relacion que tiene con el cuadrado y
por consiguiente lograron asimilar que esta figura geométrica en particular es el que
mejor terreno abarca.

Para la ultima actividad del punto 3 los estudiantes llegan a identificar los rectangulos que tiene
el mismo 4area, esto lo hacen a través de la operacion de multiplicacion, proceden a multiplicar
valores para encontrar el 4rea, en un comienzo dan valores que se salen del problema, por
ejemplo toman el rectangulo con base 6 y altura 4 y otro rectangulo con base 12 y altura 2, luego
reflexiona sobre estos valores y se dan cuenta de su error, buscan entonces un par de nimeros que
se ajuste al problema, es decir que estos dos numeros sumados den 10 y consideran el primer
caso, solo que para el segundo rectangulo toman de base 4 y altura 6.

Se evidencia en este punto que el estudiante resuelve la actividad considerando las
operaciones matemdticas en este caso la multiplicacion, para encontrar el area, como la
multiplicacion es una operacion conmutativa en palabras de los estudiantes enuncian que
(no importa el orden que se multiplique, siempre va a dar lo mismo). Con ello dan
solucion al punto sin recurrir a una exploracion grafica de la situacion, pues solo se
remitieron a los procedimientos algoritmicos de la multiplicacion.

Observaciones del punto 4 de la actividad:

Para este punto de la actividad por cuestiones de tiempo los docentes trabajan en conjunto con los
estudiantes para que ellos puedan culminar con la actividad. Para ello se explora la grafica del
punto 4 en GeoGebra. En un primer momento de la actividad se ingresa la expresion general que
encontraron los estudiantes en el segundo punto, lo cual concuerda con la grafica que arroja el
programa de GeoGebra y con el visualizan que esta grafica corresponde a una parabola
comprendiendo el movimiento que expresaron en el tercer punto (ascendente y descendente).
Para la segunda parte, los estudiantes identifican que en el primer cuadrante del plano
corresponde a numeros positivos en sus dos ejes, desconocen por qué solo se genera en ese
cuadrante y junto con el docente descubren que su relacion se debe a las magnitudes trabajadas
en la situacion.

En el tercer momento se pide establecer una expresion general para el area con perimetro de 40m
fijo, en este punto los estudiantes vuelven a tener un poco de dudas cuando se les solicita la
“expresion general”, se le ayuda a recordar los procedimientos que hicieron para encontrar la
expresion general para la situacion inicia y con ello una estudiante ve la relacion de la mitad del
perimetro enunciando correctamente la ecuacion para este nuevo caso y justifica la respuesta
indicando que ahora solo se debia cambiar el valor por la mitad como se hizo en un inicio,
explicandolo de esta manera.

Expresion general, con perimetro 20 fijo: A= (10-a). a (se usa la mitad del perimetro)

Expresion general, con perimetro 40 fijo: A= (20-a). a (se usa la mitad del perimetro)
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Cuando se comprende de esta manera logran todos encontrar esa relacion y asi pueden desarrollar
con mayor claridad el punto realizando los mismos pasos que hicieron en un primer momento.
Como ya tienen la concepcion que el cuadrado es la figura geométrica que mejor terreno abarca,
encontraron las dimensiones del nuevo cuadrado con perimetro de 40m, sin mayor problema.

Para realizar los ultimos puntos donde ahora el perimetro es n, los estudiantes realizaron una
comprension muy general del problema, es decir, como es n perimetros puede ser cualquier valor
y asi mismo su mitad es cambiarlo por otro valor, pero luego a partir del andlisis anterior llegaron
a la conclusioén que era realizar el mismo procedimiento y con ello realizaron el mismo analisis,
desarrollaron el punto de la misma manera y encontraron los valores del cuadrado con perimetro
n.

FPM S

Registro de la actividad 1 y 2 de la THA
Aspectos organizativos

El dia 21 de noviembre de 2022, a las 7:30 a.m. se inicia la implementacioén de la THA, esta se
dio de la siguiente manera: primeramente, se realiz6 una presentacion de los tres profesores en
formacion inicial de la Universidad del Valle, los cuales estan encargados de desarrollar la
actividad con el curso de formacion profesional (FPC) del colegio Normal Farallones de Cali, el
cual contaba con aproximadamente 16 estudiantes. Después se procedio a hablar y entregar la
primera actividad (actividad situacional) a desarrollar con los estudiantes. Para tal fin, el curso se
dividio en tres grupos, aproximadamente de 5 integrantes por cada grupo. Los tres profesores
encargados, eligieron un grupo, es decir, le correspondi6 un grupo a cada profesor en formacion
inicial. La actividad 1 con sus respectivos objetos materiales se entreg6 a cada grupo. Las
preguntas o dudas que tuvieran los grupos eran respondidas o atendidas por el profesor a cargo.
Finalizando la primera actividad se realiza una socializacion con todo el curso, es decir, entre los
tres grupos conformados.

Durante la implementacion de la THA

Las dudas o preguntas que atendi, las narraré en el orden lineal de los sucesos. Pocos minutos
después de entregada la actividad 1 con sus respectivos implementos, el grupo que me
correspondid, me solicita para aclarar la siguiente cuestion, que tiene que ver con la longitud de
la cuerda de 20 m (en este caso) que representaba la malla, la cual se compraria para encercar una
huerta de forma rectangular. Los estudiantes confundieron la longitud de 20 m que es el
perimetro de la forma rectangular, con unos de sus lados, por ejemplo, en vez de formar
rectangulos con lados de longitud 7 y 3 respectivamente, lo formaban con un lado de 20 cm
(entiéndase que la escala es de metros a centimetros), y el otro si vario los hicieron de 15 cm, lo
que se infiere de este error es que en un primer acercamiento el perimetro trae dificultad. El error
lo traté de la siguiente manera: volvi a la actividad situacional, y al ejemplo en concreto el de
comprar una malla para encercar un terreno en forma rectangular para una huerta, mencione que
para este ejercicio la cuerda hacia el papel de malla y los 20 metros de 20 cm, entonces recalque
que esos 20 cm de cuerda son los que se necesitan (esos cm no mas ni menos) para delimitar la
huerta en forma rectangular, por ende, al considerar un lado de 20 cm, ya no tenemos mas cuerda
para formar un rectangulo, pues tan solo alcanzo para formar un lado de este. Los estudiantes al
parecer entendieron rapidamente esta cuestion.
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La siguiente situacion que se presento fue con respecto al area, en esta los estudiantes
relacionaron que el terreno es igual al area. Ellos hallaron el terreno méas amplio aplicando

la formula algebraica para el area del rectangulo (A = b. h). Los estudiantes en la construccion de
los distintos rectangulos no utilizaron medidas decimales, (accidon que permitia hacer la hoja
milimétrica) tan solo fueron medidas enteras. De esta manera ellos hallaron que se formaban
cuatro rectangulos (sabian que eran ocho, sin embargo, mencionaban que el rectangulo por
ejemplo de base 7 y altura 3 (horizontal) es el mismo que el de base 3 y altura 7). Los estudiantes
no consideraron el rectangulo de lado 5, el cual es un cuadrado. Por ende, para ellos el cuadrado
no es un rectangulo, son figuras geométricas diferentes.

Mas adelante, en la socializacion que se hizo con los tres grupos de la primera actividad, algunos
estudiantes mencionaron que para hallar el terreno mas amplio contaron los cuadritos, cuestion
que permitia la hoja milimétrica. Ademas, con las participaciones de los estudiantes en esta
seccion de la clase, se infiere que en las actividades en la que convergen dos conceptos que son
cercanos como el perimetro y el area, esta es una convergencia no obvia para el estudiante,
debido a la fragmentacion que se tiene de los contenidos matematicos (primeramente, el
perimetro y después el area, o viceversa). El hecho de que estos dos conceptos se relinan en una
sola actividad causa una sensacion de confusion e interés para los estudiantes, pues, un
comentario final de un estudiante fue: ;Por qué si consideramos un perimetro fijo (20 m) el area
cambia? Cuestion que se resolvera con ayuda de las siguientes dos actividades (3 y 4). Por
ultimo, cabe mencionar que la actividad 2, la cual pasaba de la accion manipulativa al registro
computacional (actividad en GeoGebra), se presento faltando 30 minutos para la culminacion de
la clase. De tal manera tanto la socializacion nivel grupal como la general (con todo el curso) no
se dio. La actividad 2, especificamente su socializacion, quedd pendiente para retomar en la
proxima clase, junto con la actividad 3 y 4.

Registro de la actividad 3 y 4 de la THA
Aspectos organizativos

El martes 29 de noviembre se desarroll6 la segunda implementacion de la THA, en esta se
realizaron las actividades 2, 3 y 4. La actividad 2, se retom6 de la primera sesion de
implementacion, con el fin de desarrollar la socializacion al curso. Los estudiantes fueron
nuevamente el grupo de FPC del colegio La Normal Farallones de Cali, los cuales estuvieron en
la primera sesion de la implementacion. De nuevo, se dividen en tres grupos el curso y cada
profesor practicante se encargo6 de un grupo. La socializacion con todo el curso toma la misma
dinamica, un profesor practicante se encarga de leer las preguntas de las actividades y cada grupo
decide participar con sus respuestas.

Durante la implementacion

Como en la primera sesion de la implementacion (actividad 1 y parte de la 2), atendi algunas
dudas, preguntas e inquietudes del grupo que me correspondi6 (el mismo en la primera
implementacion). Lo primero que se realizo en esta ocasion fue reanudar la actividad 2,
especificamente la ultima pregunta, la cual trata sobre la expresion general del drea respecto a la
base del rectangulo en cuestion. Los estudiantes tuvieron 15 minutos para recordar o “echar un
vistazo” a la actividad 2, pues, después de los 15 minutos se pasé a hacer la socializacion con
todo el curso. En esta actividad, los estudiantes con ayuda de los profesores practicantes llegaron
a la expresion general requerida. Los caminos que eligieron en su mayoria fueron en el registro
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algebraico, es decir, utilizaron las férmulas de perimetro y area del rectangulo, para despejar en la
del perimetro un lado del rectangulo y reemplazarlo en la del area. En la socializacion, se mostrd
y explicé en el tablero un camino diferente, este fue a través del registro figural, especificamente,
fue el segmento que correspondia al deslizador en GeoGebra de la actividad 2, el que brindaba un
“camino” para llegar a la expresion general requerida. Los estudiantes al parecer entendieron y
calificaron como mas facil el método “figural”.

Después, se pasa a la actividad 3 de la THA, para esto se decide seguir en la misma dinamica,

es decir, se facilita la hoja de taller de la actividad 3 y el archivo en GeoGebra de la actividad.
Nuevamente se da un tiempo prudente (30 minutos) a los grupos para la exploracion y solucion
de la actividad. Durante este tiempo ellos pueden socializar con cada profesor practicante.

Lo significativo en este lapso se da en la socializacion con el curso (en general), precisamente es
en la pregunta: ;Cuales son las caracteristicas del rectangulo de mayor area? Un grupo de
estudiantes responden que precisamente el rectingulo de mayor area es un cuadrado, cuestion que
en la primera sesion de implementacion se dificulto. Los estudiantes en un principio no
relacionaban el rectdngulo con el cuadrado, para ellos, son figuras totalmente diferentes. Lo
interesante del grupo de estudiantes es que reconocieron que el cuadrado es precisamente un caso
particular de un rectadngulo mediante sus caracteristicas, como lo son: cuatro angulos de 90
grados y cuatro lados, los cuales son paralelos dos a dos. De esta manera, reconocieron que el
cuadrado cumple con estas caracteristicas que son las mismas que la del rectangulo, con tan solo
una pequefia diferencia, que los lados no paralelos (perpendiculares) son iguales, asi todos sus
lados son iguales.

Como la socializacion fue con todo el curso, asi los otros grupos atendieron y entendieron que las
dos figuras estan relacionadas y que una es un caso particular de la otra. Por otro lado, durante
esta actividad en a pregunta: ;Como es la trayectoria del punto I cuando se mueve el punto C?
también, los estudiantes reconocieron que la ecuacion o expresion general encontrada en la
actividad 2, correspondia a una curva en especifico, la cual es una funcion cuadratica. Ellos lo
expresan mediante expresiones como: “es una U al revés” o “dibujan” con su dedo una curva que
sube y baja.

La actividad 4 por cuestiones de tiempo (quedaban tan solo 15 minutos para terminar la clase), se
lleg6 a la decision de que cada profesor practicante se encargara de resolver la actividad con el
grupo que le correspondid, es decir, no se hizo socializacion general.

En el desarrollo de la actividad 4, los estudiantes mostraron mejor “soltura” sobre lo que se
preguntaba. Esta actividad buscaba la formalidad de la THA, ya no se tenia en cuenta un
perimetro fijo 20 m, si no uno diferente 40 m para después generalizar a un rectangulo con n
metros de perimetro. Los estudiantes, lograron identificar los patrones numéricos que involucraba
las relaciones entre el area y el perimetro y llegaron a solucionar la actividad sin

mayor dificultad.
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Anexo 4. Primer nivel de analisis
Primer grupo de FPM

En primer lugar, se describen los cambios de los artefactos de la THAO y luego se
comparan los cambios en la THAO por cada uno de los niveles de actividad en la THA1 y THA2
tanto en la primera y segunda planificacion de una leccion.

Artefactos

En la THAO, los FPM sugirieron entregar a los estudiantes una cuerda amarrada en sus
extremos que al doblar a la mitad su longitud sea de 10 cm. Se propone medir regla la longitud de
la cuerda con una escala de 1 cm=Im. Los FPM en la THA1 sugirieron entregar una madeja
completa de piola, un tablero de cartén (15cmx15cm) con fondo cuadriculado, cintas métricas,
chinches de cabeza y cinta pegante (Figura 1). En la THA2 los FPM decidieron usar los mismos
materiales, pero modificaron las descripciones de uso de estos artefactos en la hoja de trabajo
para los estudiantes.

En cuanto al uso de GeoGebra en la THA1 los FPM agregaron iméagenes de fondo y color
para extender el contexto de la finca (Figura 2). En la THA2, los FPM fijaron las imagenes,
cambiaron el color de fondo, aumentaron el tamafio de la letra y engrosaron el contorno de la
huerta (Figura 3).

Figura 1.
Artefactos fisicos de la THAO (izquierda

il

THAI — THA?2 (derecha) del primer grupo de FPM

T
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Figura 2.

Fondo de GeoGebra de la THAO (izquierda) y THAI (derecha) del primer grupo de FPM

Figura 3.

Cambios de los archivos GeoGebra en THA?2 del primer grupo de FPM

En la hoja de trabajo, los FPM decidieron agregar lineas para las respuestas (Figura 5) en
la THA1 y cuadros en blanco en la THA2 (Figura 6). En la THA los FPM especificaron en la
hoja de trabajo que los estudiantes pueden hacer las representaciones de los rectangulos en el
tablero de carton. Los FPM agregaron numeros para generar lista de preguntas.

Cambios en los niveles de actividad de la THAO del primer grupo de FPM

Se muestran figuras de cada uno de los niveles de actividad de la THAO, THA1 y THAZ2.

Los cambios en la THAO (THA1 y THA?2) son subrayados en gris en cada una de las figuras.

AAl
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Se presenta la actividad situacional de la THAO en la Figura 4 y los cambios de esta
actividad propuestos en la THA1 (Figura 5).
Figura 4.

AAl de la THAO

Objetivo de aprendizaje:
Usar e interpretar diferentes representaciones matematicas de una funcion cuadratica en la bisqueda de
solucién a un problema.

Actividad de aprendizaje Proceso de aprendizaje hipotético
AAl Los estudiantes activan sus conocimientos |
Se usa una cuerda amarrada en sus extremos para previos de area v perimetro de un rectingulo,
stmular el cerco rectangular (Figura 1). para encontrar el cerco rectangular con mayor
Elaborar un cerco rectangular para delimitar una area v perimetro fijo. Los estudiantes pueden
huerta. centrar su atencion a los aspectos numeéricos de
Para la construccion del cerco se tiene una malla de 20 como hallar el perimetro y area, descartando la
metros. ;Cuales son los posibles cercos que se pueden relacion de lo numeérico con la figura. Se espera
construir? ;Cual de estos cercos abarca mas terreno? que en sus calculos de perimetro v area se

realicen a mano, usando mimeros naturales.

Figura 1 - Cuerda syjeta en los extremos

Los cambios propuestos por los FPM en la actividad situacional (AA1) de la THA1 se
relacionaron con precisar la forma de los cercos, mencionaron que el cerco se encuentra en una
finca, agregaron un archivo en GeoGebra con la vista panoramica de la finca, descripcion del uso
de los artefactos para hacer el cerco con la cuerda y mencionaron dos posibles dificultades

relacionadas con el uso de la escala y con reconocer que un cuadrado es un rectangulo (Figura 5).
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AAI de la THAI del primer grupo de FPM

Objetivo de aprendizaje:
Usar e interpretar diferentes reprezentaciones matematicas de una funcion cuadraticaen la
blzqueda de solucién a un problema.

Actividad de aprendizaje

Proceso de aprendizaje hipotético

AAl: Seusa como herramienta una cuerda,
sujetada en sus extremos, para simular el cerco
rectangular.

Para determinar los vértices del rectingulo, ze
usa chinches sobre un carton. El carton tiene en
sus bordes una cinta métrica, para facilitar
hallar 1a medida del alto v ancho del
rectangulo.

1. Un cerco rectangular para delimitar una
huerta.

En la finca La hermosa, se necesita constrir un
cerco rectangular con una malla de 20 metros

1.1. Usando una cuerda para simular el cerco de
1a huerta, determine ; Cuales son los posibles
cercos rectangulares que se pueden construir?
1.2, ;Cual de estos cercos abarca mas terreno?

Los estudiantes activan 5US
conocimientos  previos de adrea v
perimetro de un rectingulo para
encontrar el cerco con mayor area. Los
estudiantes pueden centrar su atencidén a
los aspectos numeéricos de como hallar el
perimetro vy irea, descartando la relacién
de lo numérico con la figura. Se espera
que en sus cilculos de perimetro v irea
se realicen 2 mano, usando nOmeros
naturales.

Es posible que descarten en su respuesta,
el cerco coadrado, porque pueden
desconocer que el cuadrado es un
rectangulo.

Al pedir que =mmulen el cerco
rectangular con una cuerda, podran fener
dificultades en frabajar con escalas v
requerir 20 metros de cuerda.
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Enla AAT de la THA los FPM modificaron la redaccion del uso de los materiales para
simular los cercos con la cuerda, especifican la relacion de la longitud de la cuerda con el
concepto de perimetro del rectangulo, se reconoce la variacion del area al delimitar una superficie
con una cuerda, eliminan el archivo GeoGebra solo dejan una imagen y hacen explicito los

procedimientos para hallar el area y el perimetro de los rectangulos (Figura 6).



Figura 6.

AAI de la THA?2 del primer grupo de FPM

AA2

3

Objetive de aprendizaje:
Usar & imterpratar diferemtes represemtaciome: matematicas de una fanciom onadratics la

blsgueda de solucidn 2 un problema.

Actividad de aprendizaje

Proceso de aprendiraje hipotétice

AAl

Se usz como herramisnts uns cuerds de tamatio 20
crmn, sujetada en sus extremos por medio de una cinta,
para simular el carco rectangular.

Para determinar los wértices del ractingmlo, se nsan
chinches sobre un carton. El cartor tieme de fondo
una hoja cuadriculada v en suz bordes uma cinta
métrica, para facilitar 12 medida de longimd de la
cuerdz v de los lados del ractinzulo.

En esta actividad los esmdisntes determinzn que es
posibla hzllar diferentes rectingulos con uma cuerda
de longitud fija.

1. Un cerce rectangular para delimitar una
huerta.

Enla finca Ia hermaos=a, se necesita construir un cerco
rectangular con una malla de 20 metros.

1.1. Usando una cuerda para simular €] cerco de la
huerta, determine ;Cunales son algumos de los
posibles  cercos rectangularss gue e puaden
consiruir? Elsbora estos cercos usando una cuerda,
dibijalos en 2l cartan v determine los valores da los

lados de cada rectangula.

1.2. ;Cual de estos cercos abarca mas terreno?

Los extadiantes activan sus conocimientos
previos de frea ¥ pertmatra de um
rectangulo para encontrar el cerco que tiene
mavor arez, pogue  los  esmdismtes
requieren asociar la lengitud de la cuwerda
con el permmetrs ds un rectamzule v
determinar gue los rectingulos sharcan
diferentes superficies, ez decir gue sus
arazs pueden ser diferentes.

Se espera gue los estudiantes den como
ejemplos ractingnlos cuyos lados sean de
medida un nimero natural. En el proceso
de hallar al area de los rectangulos, los
estudiantss podran usar la fommmla {la
multiplicacion de 1z base por la altura) o la
cuzdricula del caman (comtsr cuadrados),
donde sa dibujan los rectanzulos. Dada que
loz valores de los lados son mimeros
namirales s2 espera que realicen caleulos a
AN

Es pozible que los estudiantes descarten an
su respoesta, el cerco cuadrade, porgue
pueden desconocer que el cnadrado es un
rectangulo.

Al pedor que los estudiantes simulen el
cerco rectangular con una ceerda, podran
tener dificultades en trabzjar con escalas v
requerir 20 metros de coerda.
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En la Figura 7 se presenta la actividad situacional (AA2) de la THAO y en la Figura 8 los

cambios propuestos por FPM en la THA1. Los FPM sugirieron hacer explicita la indicacion de

abrir el archivo en GeoGebra en la hoja de trabajo y agregaron dos preguntas relacionadas con

como hallar el perimetro y el area de los rectangulos.



192

Figura 7.

AA2 de la THAO del primer grupo de FPM

Objetivo de aprendizaje:
Usar e interpretar diferentes reprezentaciones matematicas de una fimeion cuadratica en la bisqueda de
solucidn a un problema.

Actividad de aprendizaje Proceso de aprendizaje hipotético
AA2 Los estudiantes relacionan el segmento AC y

Se uza un archivo en GeoGebra con la construccion de un | CB, respecto a las medidas de la base v la altura
rectingulo que cambia su tamafio al mover el punto C que | del rectangulo. Ellos reconocen que al mover el
ze encuentra en el :egmento AB, que mide 10 yrepresenta | punto C, el rectingule cambia y =e wvan

1a mitad del perimetro (Figura 2). cbteniendo diferentes medidas de la baze, altura
Exploracion de la comstruccion de la familia de | v drea. Estas medidas son mimeros decimales v
rectangulos isoperimetros. 32 puaden observar en una tzbla o en los objetos

Determine 2 rectangulos con perimetro igual a 20 | de la conmstruccion. Los estudiantes pueden
diferentes a los que enconiré en lz primera actividad | relaciomar los wvalores obtemidos con las
Observa los valores del drea cuando se mueve el punto C | caracteristicas del rectangulo para determinar el
¢ Cual de estos rectingulos tiene mayor area? [Cuales son | rectingulo con mayor area ¥ enconfrar la
sus medidas de la base y la altura de este rectingulo? | expresion general del drea de la familia de
;Coincide con el rectingule de mayor &rea de la primera | rectingulos con igual perimetro.

zctividad? ;Cudl es la expresion general para el drea de
estos rectdngulos con perimetro fijo 20, respecto 2 su
base?

Figura 2- Archivo en GeoGebra con la construccion de
rectingulos con perimetro fijo.

Figura 8.

AA2 de la THAI del primer grupo de FPM

Ohjetive de aprendizaje:
Usar e interpretar diferentes representaciones matematicas de una funcion cuadritica en la
bizqueda de zolucidn 2 un problema.
Actividad de aprendizaje Proceso de aprendizaje hipotético

AA?: La herramienta que se usa es un archivo | Los estudiantes relacionan el segmento
en GeoGebra con la construceion de un: AC y CB, respecto a las medidas de la
rectangulo que cambia su tamafio al mover el | baze y la altura del rectangulo. Ellos
punte C que se encuentra en el segmento AB. | reconocen que al mover el puate C, el
que mide 10 vy representa la mitad del ! rectangulo cambia ¥ se van obteniendo
perimetro. diferentes medidas de la basze, altura y
area. Estas medidaz son numeros
2, Familia de rectingulos con igual | decimales y se pueden observar en una
perimetro. tabla o en los objetos de la construccion.
Obgerva loz posible: cercos rectangulares | Log estudiantes pueden relaciomar los
cuando se mueve el punto C (gbre el archive | valores obtenidos con las caracteristicas
2.ggb). del rectingulo para determinar cual tiene
2.1. Determine 2 cercos rectangulares con | mayor drea v encontrar la expresion
perimetro igual a 20, que sean diferentes a los | general del drea de la familia de
gue enconird en la primera actividad. rectangulos con igual perimetro.

2 ¢Cual de estos cercos rectangulares tiene
mayor terreno? [ Cudles son sus medidas de la
baze v la altura de este rectangulo? ;Coincide
con el rectingulo de mayor terreno de la
primera actividad?

23, ;Qué es el perimetro de un rectingulo?
;Como se halla el perimetro de un rectingsulo?
i0ué es el drea de un rectingulo? ;Como se
halla el drea de un recténgulo?

24 ;Cual es la expresion general para el drea
de esto: rectingulos con perimetro fijo 20,
respecto a su base?
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En la Figura 9 se presenta los cambios que realizaron los FPM a la THA2, eliminaron
algunas preguntas como la relacionada con hacer explicito el procedimiento para hallar el
perimetro y el area. Los FPM cambiaron la redaccion de las preguntas y el nombre de los
archivos GeoGebra. Los FPM modificaron la pregunta 2.1 al agregar una tabla con valores
faltantes de area, perimetro y valores de los lados de los rectangulos. Los FPM crearon una nueva
pregunta en la que colocan figuras con algunos valores de los lados para hallar el valor de los
lados faltantes y calcular el area. En uno de estos rectangulos un lado vale x, se espera que los
estudiantes generalicen el valor de los otros lados para hallar la expresion general del area como
el producto de los lados del rectangulo.

Figura 9.

AA2 de la THA?2 del primer grupo de FPM

Ohjetivo de aprendizaje:
Usar e imterpretar diferemtes representaciomes matematicas de nna fimcion coadratics en la
basquada de solucicn a un problema.

Actividad de aprendizaje Proceio de aprendizaje hipotetico
Loz estudizntes relzcionan el segmenta AC
v CE, respecto 2 123 madidaz de labazsa v la

AAD

Lz herramients que se us2 25 wa archivo an Geolebra
con la construccion de mm rectingzulo que cambiz z1
tamafio &l mover el pumta C qua se encuenta en el
zegmento AR, que mids 10y representa 1z mitad del
penmeo de los rectangulos.

En e:tz actividad los estadiantes requisren reconocsr
que el perimetro de los rectingulos o5 fijo, mientras
que el valor del frea varia
Familis de rectangulos.

Abea el archive familiarectangulos.zgbl nmeva el
parto v observa los posibles cercos
21, Determine zl;mos  posibles
rectangulares, complata 13 sizniente tahla:

e

CErCos

kel [T e

0
=

2.2. ;Caél da estos cercos rectangulares tiane mayor
terreno” Cndles son las medidas de los lados de ese
rectangzula? ;Coincide con el rectimgalo de mayor
tereno de la primera actividad? Fumifica m
TESpUSStE.

2.3. Determine &l valor e loz lados de bos siguientes

rectangulos con perimetra 20,

24, 5i el perimstro de los rectingules es 20,
goudl es |z formuls parz haller el area de o3tz familia
di rectingulos?

altara del ractanzula. Ellos raconocen qus
al mover el pumta C, al rectanzula cambia
¥ se van obieniende diferentes medidas da
1z base, altura ¥ ares. Estas medidas zan
nimeros decimales v se puaden oheervar
en mma tabla o en los objetos de la
comeimuccion. Les  estodiamtes  puedan
relacionar lpz valores obtenidos con las
caracteristicas  del rectingulo  para
determinar cual tiene mayor &es ¥
apcontrar la exprezion general del e da
la familiz de rectingulos com igual
perimeo teniendo presante 1z Snwolz del
aTea para bos rectanzulos.




Figura 10.

coordenadas del punto I.

AA3 de la THAO del primer grupo de FPM
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En la Figura 10 se presenta la actividad general (AA3) de la THAO y en la Figura 11 los
cambios propuestos por FPM en la THA1. En los cambios en AA3, los FPM sugirieron hacer
explicita la indicacion de abrir el archivo en GeoGebra en la hoja de trabajo, cambiaron la

redaccion respecto al uso del archivo GeoGebra y presentaron una dificultad de relacionar las

Objetivo de aprendizaje:
Usar e interpretar diferentes representaciones matematicas de una funcidn cuadratica en la busqueda de
solucién a un problema.

Actividad de aprendizaje

Proceso de aprendizaje hipotético

AA3

Se usa un archivo en GeoGebra que retoma la
construccidn anterior, pero agrega lo traza del punto I que
relaciona la base (abscisa) v el area del rectangulo
(ordenada).

Analisis de la traza del punto L

Observe el punto I, mueva el punto C ;Cudles son las
coordenadas del punto I7 ;Como es la trayectoria del
punto I cuando se mueve el punto C7 ;En donde se ubica
el punto [ cuando se obtiene el rectangulo de mavyor drea?
iCuadles son las caracteristicas del rectangulo de mayor
area? ;En donde se ubica el punto I cuando se obtiene el
rectangulo de menor area? ;Cudles son las caracteristicas
del rectangulo con menor area? Determine un par de
rectangulos con 1gual drea, ;Cuales son las caracteristicas
de estos rectangulos?

Los estudiantes analizan la traza del punto I que
tiene como coordenadas (base, drea), respecto a
una caracteristica dada de los rectangulos.
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Figura 11.

AA3 de la THAI del primer grupo de FPM

Objetivo de aprendizaje:
Usar e interpretar diferentes representaciones matematicas de una funcién cuadratica en la
bisgueda de solucion a un problema.
Actividad de aprendizaje Proceso de aprendizaje hipotético
AA3: La herramienta es ofro archivo en ' Los estudiantes analizan la traza del
GeoGebra que retoma la construccion anterior. | punto I que tiene comeo coordenadas
pero se agrega lo traza del punto I que relaciona | (base, irea), respecto a una caracteristica

1a base vs area del rectangulo. dada de los rectingulos.
Es posible que no relacionen los valores
3. Analisis de la traza del punto L de las coordenadas con la base v el area

Observe el punto I, mueva el punto C (abra el | del rectangulo.
archivo 3.ggb).

3.1. ;Cuiles son los valores de las coordenadas
del punto I?

32 ;Como es la trayectoria del punto I cuando
se mueve el punto C?

33.;En donde se ubica el punto I cuando se
obtiene el rectangule de mayor area?

3.4 ;Cuailes son las caracteristicas del
rectingulo de mavor drea?

3.5. ;En donde se ubica el punto I cuando se
obtiene el rectangule de menor area?

36 ;Cuiles =son las caracteristicas del
rectingulo con menor irea?

3.7. Determine un par de rectangulos con igual
area, jcudles son las caracteristicas de estos
rectangulos?

En la actividad general de la THA2 (Figura 12), la pregunta 3.1 de la THAT1 se divide en
dos preguntas la 3.1 y 3.2. En la pregunta 3.1 los FPM agregaron una tabla para encontrar
algunos valores del punto [ y en la pregunta 3.2 pretendieron encontrar la relacion de las
coordenadas del punto I con los valores de los rectangulos. Los FPM eliminaron algunas
preguntas relacionadas con las caracteristicas de los rectangulos cuando el drea se hace minima o
cuando tienen igual area. Los FPM cambiaron el término trayectoria por huella. En la descripcion
del programa GeoGebra detallaron lo que esperan que los estudiantes relacionen del punto I y los
valores del rectangulo. En el proceso de aprendizaje hipotético relacionaron la forma de la
parabola con objetos fisicos, ratifican que el valor maximo del area es cuando el rectangulo es
cuadrado y establecen la relacion del movimiento del punto C con los cambios del area de los

rectangulos.



Figura 12.

AA3 de la THA2 del primer grupo de FPM

AA4

Objetivo de aprendizaje:
Usar e mterpretar diferentes representaciones matemdticas de una fimeidn cuadritica en la

bisqueda de solucion a un problema

Actividad de aprendizaje

Proceso de aprendizaje hipotético

AAJ

La herramuenta es ofro archivo en GeoGebra que
retoma la construccion anterior, pero se asrega lo
traza del punto I que relaciona la base frente 2l &rea
del recténgulo.

En esta actrndad los estudiantes relacionaran las
coordenadas del punto I, con un lado del rectangzulo
veldrea. ¥ analizaran la traza del punto I, para hallar
larespuesta al problema.

3. La traza del punto L.

Abra el archivo traza ggb, mueve el punto C, observe
el pumto I

3.1. 8i el punto I tiene coordenadas (x31), determine
alzumos de zus valores:

v m [T}

3.2, Acorde a los valores de los rectangules, joué
representan las coordenadas del punto I = (x, v)7
3.3 ;Como es la huells del punto I cuando se mueve
el pumto C7?

3.4 ;Cudles son las caracteristicas del rectangulo de
mayor rea’

Los extudizntes analizan la traza del punto
L que ez un conjunto de puntos que tiene
como coordenadas (base, drea).

Los estudiantes pueden relacionar la traza
del punto I con una forma conocida, por
gjemplo, una montafia o una u nvertida, o
determinar que es una parabola o la gréfica
de 1ma funcion itl

Loz estudiamtes pueden ratificar o
encontrar que 13 zolucidn al problema esta
en constnur un cuadrado de lade 5 metros
v que el punte I 52 encuentra en el punto
maximo de la pardbola, que en este caso es
el vértice.

Los estudiantes pueden darse cuenta de que
€l area aumenta cuando C se mueve de A
hacia el punto medio del segmente AB. v
que dizmimive cuande C paza el punto
medio de segmento AB v se mueve hacia
B.
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En la Figura 13 se presenta la actividad formal (AA4) de la THAO y en la Figura 14 los

cambios propuestos por FPM en la THA1. Los cambios en AA4 en la THAT fueron agregar una

pregunta de una familia de rectdngulos con perimetro fijo 64, ajustes de redaccion en el nombre

de la actividad y hacen explicita la necesidad de generalizacion de la expresion del area para

rectangulos con igual perimetro.



Figura 13.

AA4 de la THAO del primer grupo de FPM

Figura 14.

Objetivo de aprendizaje:
Usar e interpretar diferentes representaciones mateméticas de una funcién cuadratica en la busqueda de
solucién a un problema.

Actividad de aprendizaje

Proceso de aprendizaje hipotético

AA4

Se usa un archivo en GeoGebra que retoma la
construceién anterior, pero agrega la grafica de la
cxpresion algebraica del drea con respecto a la base de los
rectangulos isoperimétricos.

Grafica de la expresion algebraica del area vs la base
de los rectangulos isoperimétricos.

Realicemos la grafica de la expresion algebraica del area
con respecto a la base v comparela con la trayectoria del
punto I. ;Por qué el punto I no genera un trazo en el
cuadrante ITI v IV del plano cartesiano?

Si se desea modificar la longitud del cerco de la malla a
40 metros, ;cual seria la expresion de las dreas de los
rectangulos con perimetro fijo 40 metros? ;Como es
grafica del area respecto base de su rectangulo? ;Cual
seria el rectangulo de mayor area con perimetro fijo 40?7
51 la longitud del cerco de la malla es n metros ;,Cual seria
la expresion de las areas de los rectangulos con perimetro
fijo n metros? ;Cémo es grafica del drea respecto base de
su rectangulo? ;Cual seria el rectingulo de mayor drea
con perimetro fijo n?

Los estudiantes comparan la grafica de la
expresion del drea con respecto a la base de los
rectangulos isoperimétricos con trayectoria del
Punto I, para analizar cual seria las restricciones
de la grifica respecto al problema. Los
estudiantes exploran otras posibles expresiones
algebraicas teniendo en cuenta si el perimetro de
la familia de los rectangulos isoperimétricos se
modifica.

AA4 de la THAI del primer grupo de FPM

zrafica de lz expresiom algebraica jPor | rectamgulos
cuadramts Iy IV del plana cartestama?

4.2, 5i se desea modificar Ia longitud del
cerce dz 12 malla 2 40 metros, ocual seria
la epprasion de las  areas de los
rectangule: com pEn.metrn fijo 40 metros?

;Como e: grafica del area respecto base
de rectangule? ;Cuoal seriz el rectangulo
de mayaor area con perimetro fijo 407

4.3. 5i 5e desea modificar la lonzitud del
om:nd.elamallnaﬁ-lmo!.. scual zeria
la expresion de las  areas de o
rectangulos com pertmetra fijo §4 metros?
Como 23 grafica del area respecto base
de au rectangule? ;Cuoal seriz el rectangulo
de mayaor area con perimetro fije 647

4.4, 5ila longined del cerco de la malla e
0 metros Cual sema ET_FIEELI:IIJ de laz
areas de los rectangalos con penimetro fje
n metros? ;Como es prafica del area
rezpecio hase de zn rectangule’ ;Cuzl
sema el rectangule de mayer irea con
perimetro fjon?

4. Grifica de la expresion algebraica del | Actividad formal Los estudizntes comparan |2 srafica
#rea vs la base de los rectangulos de | La herramienta g5 un | de l2 expresion del area con
igual perimetro. archive an Geolebra que | respecto a la base de los rectangules

Ingresa lz expresion zlgebraica del arez | retoma la comsiruccion | isoperimétricos con trayectoria del
com rezpecto a Lz base de los rectangulos | auferior, pere agrega la} Punto I, para nalizar cual senia Lz
de izual perimetro, en k2 parte de abajo, en | zrafica de 3 expresion | reswiccione: de 12 zrafica respecto
entrada. alzehraica del amea con! al problema  Los  estodiantes
4.1, Compara l2 fraza dal pumto y la ! rezpecto a la base de los | exploran otras posibles expresiomes

que el punta I no gemera un trazo en el | isoperimetricos.

alzebraica: teniznde =n cusnta s 2l
permesre de la familia de los
rectingulos  isoperimémicos e
modifica ¥ 58 espera gue @
zeneralice la expresion alpebraica
del area de los rectanzules con igual
permmetTe.
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En la actividad formal de la THA2 los FPM agregaron el nombre del archivo y hacen
explicito la expresion algebraica del area de los rectangulos con perimetro 20 (Figura 15).
Figura 15.

AA4 de la THA?2 del primer grupo de FPM

Objetivo de aprendizaje:
Uszar 2 interpratar difarentss representaciones matemdticas de una fumcion cuadrdtica en la

bdsqueda de selucion 2 un probleama.

Actividad de aprendizaje

Procezo de aprendizaje hipotético

AA4

La herramienta ez un archive en Geolebra que
ratoma la construccion anterior, pero agzrega la
grafica de la expre=zion algsbraica del arsa con
razpecto a lz basa da los rectangules 1soparmetnceos.

4. Grafica del drea fremte a la base de losz
rectanguloz de izual perimetro.

Abra el archive grafica gzh, esenba y=x{l0-x) an la

enfrada.

4.1. Compara la fraza del punte I ¥ la grafica d=
y=x(10-x) ;Por que el punto [ no zenara un traze en
el cuadrante III v IV del plano cartesiano?

4.2, 51 ze desea modificar la longitud del cercoda la
malla 2 40 metros, ;cudl zerla la exprezion de las
dreaz de loz ractangules con perimetro fijo 40
metros? ;Cdmo ez grafica del Zrea rezpacto baze dal
ractangulo? ;Cuil zenia ol rectangule de mayor darea
con perimetre fijo 407

4.3, 51 ze desea modificar la longitud del cercodala
malla 2 64 metros, ;cudl zerla la expresion de las
drezz de loz rectangules com perimetro fijo 64
metros? ;Como ez grafica del drea respecto baze del
ractangule? ;Cual zaria el ractanzule de mayor area
con perimetro fijo 647

4.4, 81 la lonzitud del cerco de la malla 22 n metros
;Cual seria la expremon de las areas de los
rectangulos con perimetro fijo n metros? ;Como es
grafica dal irea respecto base del rectingula? ;Cual
zeria el rectangulo de mavor irea con perimetro fijo
igualamn

Loz estudiantes comparan la prafica de la
exprazion del area con respecto a la baza de
loz  rectampules  izopenméiricos  conm
trayectoria del Punto I, para analizar cuzl
zeria las restriceiones da la grafica raspacto
al problema.

Loz estudiantes exploran ofraz posibles
expraziones algabraicas temiando en coanta
51 2l perimetro de la famiba de los
rectangules 1soperimétrices =2 modifica ¥
ze espera que sa generalics la exprazion
algebraica del area d= los rectangulos con
1gual permmetro.

Primer analisis del segundo grupo de FPM

Se describieron los cambios en la THA1 y la THA2. Previo a los cambios en la THA2, los

FPM realizaron una trayectoria real de aprendizaje en los que presentan las acciones, estrategias y

dificultades de los grupos de estudiantes al realizar las AA en la primera implementacion. La
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trayectoria real de aprendizaje se construyo respecto a las observaciones escritas de los FPM
luego de la implementacion de las actividades de aprendizaje. En una reunidn presencial entre los
FPM vy la investigadora se escribid la trayectoria real de aprendizaje acorde a las observaciones
escritas de los FPM y respuestas de los estudiantes en las hojas de trabajo. En la escritura de la
trayectoria real de aprendizaje se generaron acuerdos entre los FPM respecto a los aprendizajes
reales de los estudiantes (aspectos en comun y diferencias).
Artefactos

Los FPM en la THA1 y THAZ2 sugirieron simular el cerco con una cuerda y una tabla. Los
FPM elaboraron una tabla en carton (35 cm x 29 cm) con fondo milimétrico (29 cm x 20 cm)
(Figura 16). La tabla es hecha de doble carton para evitar que la punta del chinche traspase. La
hoja milimétrica es fijada al tablero de carton con cinta transparente. Para sostener la cuerda en la
tabla usaron chinches de cuello largo. Sugirieron cuerdas de colores para diferenciar los
rectangulos.
Figura 16.

Tablero de carton con fondo milimétrico.

En cuanto al uso de GeoGebra los FPM, en la THA1 y THAZ2, realizaron algunos ajustes
relacionados con el color y el grosor. Para relacionar el area del rectangulo con su medida,

resaltaron el valor del area del mismo color que el rectangulo. Para relacionar los lados del
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rectangulo y el deslizador (segmento AB) pintan de color rojo y verde los segmentos que se
corresponden. Cambiaron el grosor de los lados del rectangulo y del deslizador (Figura 17).

En las hojas de trabajo los FPM listaron las preguntas con el uso de letras, dejan espacios
en blanco para las respuestas y consideraron el uso adicional de hoja en blanco. Ademas, los
FPM organizaron cada nivel de actividad en una hoja de trabajo independiente.

Figura 17.

Archivo GeoGebra de la THAI y THA2 de la AAI

AC=555 CB =445
L @ o

Perimetro de FGED = 20m

DF =4.45 EG = 4.45

X Area de FGED = 24.69m*
D E

DE = 5.55

Cambios en los niveles de actividad de 1a THAO

Se muestran figuras de cada uno de los niveles de actividad de la THA1 y THA2. Los
cambios en la THAT respecto a la THAO y los cambios THA?2 respecto a la THA1 son resaltados
en gris en la imagen.
AA1l

Enla AA1 de la THAI, los FPM subrayaron la palabra rectangular y cambian la
descripcion de los artefactos para elaborar el cerco. Tuvieron en cuenta el uso de la hoja

milimétrica, los FPM consideraron posible que los estudiantes usaran nimeros decimales en las
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medidas de los lados del rectangulo. Agregaron una pregunta que intenta justificar como
determinan el rectdngulo que abarca mayor terreno (Figura 18).
Figura 18

AAI de la THAI del segundo grupo de FPM

Ohbjetivo de aprendizaje:
Usar e interpretar diferentss representaciones matsmaticas de una finecidn cuadritica en la
bisqueda de solucidn a un problema.
Actividad de aprendizaje Procezo de aprendizaje hipotético
AAl Loz estudiantes activan sus conccimisntos
3e hace uzo de un tablero construido apartir | previos de drea v perimetro ds un
de una hoja milimetrica, chinches (de cuslle | ractinpulo, para encontrar el cerco
larzo) v una cuerda amarrada en sus extremos | rectangular con mavor drea ¥y perimetro

para simular el cerco rectangular. fijo. Los estudiantes pueden cenfrar su

atencion a los azpectos mumeéricos de cdmo
Elaborar un cerco rectansular para hallar el perimetro v drea, descartando la
delimitar una huerta. ralacidn de lo numérico con la figura Se
Para la construccidn del carco ze tiene una espara que en muz cilenlos de perimetra ¥
malla de 20 metros. drea se realicen a mano, usando mimeros

Haga uzo del tablero con la hoja milimétrica, | naturalss.
loz chinches v 1a lana da colores para realizar | Loz estudiantes micialmente trabajan con

la actividad. unidades enteraz, zm embarge dado el
Constrirva algunos rectangulos con los racurse de loz tableres construidez com
materiales dados ¥ responda las sizniantes hojas milimétricas se podria dar el cazo que
preguntas: hagzan uso de unidades decimalas.

a. ;Cuzlss zon loz posibles cercos que za
puedan construir? Eseriba las madidas de
algmmos de azoz ractanzulos.

b. ;Cual de estos cercoz abarea mis terreno?
¢. ;Por qué connideras que el cerco anterior
abared mas terreno?

En el nivel de actividad situacional (AA1) de la THA2 los cambios propuestos por los
FPM se concentraron en el proceso de aprendizaje hipotético (Figura 19). Los FPM reconocieron
la necesidad de usar escalas, la dificultad de reconocer que un cuadrado es un rectangulo, la
dificultad de diferenciar perimetro de area, la interpretacion de determinar que la longitud de la
malla corresponde al valor de un lado del cerco rectangular y la creencia de considerar que los
rectangulos con igual perimetro tienen igual area. Los FPM agregaron la imagen del tablero de

carton y hoja milimétrica.



Figura 19.

AAI en la THA?2 del segundo grupo de FPM

o+

Objetive de aprendizaje:
Usar e interpretar diferentes representaciones matematicas de una fincicn cuadratica an la

bisgueda de solucidn a un problema.

Actividad de aprendizaje

Proceso de aprendizaje hipotético

Asl

Se hace nzo de un tablero construide 2 partir de
una koja milimeétrica, chinckes {de cuello
larza) v unz cuerda para simular el cerco

Imlglll|Ef 1:

Figura 1. Tablers con haoje milimetads.

Elaborar un cerco rectangnlar para
delimitar una huerta.

Parz la construccion del cerco se tians una
malla de 20 metros.

Hagza uzo del tablero con la hoja milimétrica,
loz chinches v 13 lana para realizar Ia actividad.
Construya alzunes rectangulos con los
materiales dados v responda las sizuisntes
pIegumtas:

2. ;Cugles zon los posibles cercos
rectanzulares gue se pusden constuir?
Ezcriba las medidas de algunos de esos
ractangulos.

b, ;Cuil de extas carcos abarca mas terrena’?

c. ;DPor qua consideras que el carco anterior
zharco mas tarrena?

Los esmdiantas activan ERE
conocimisntos  previos de area v
perimetro  da  un  recténgulo, para
encpntrar 2l cerco rectangular con mayor
area v permetro fjo. Loz estudiantes
pueden centrar su  afencion laz
aspectos numéricos de como hallar el
perimetro v area, descartando la relacion
de lo mumerico con la fisura, Se espera
que en sus caloulos de periimetro v &rea ze
realicen @ mapo, usando #AmeTos
natarales.

Loz estudiantes inicialments wabajan con
unidades enteras, sin embargo dado el
recurse de log tableros construides con
h-n]as milimetricas ze podra dar ol caso

]
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busqueda de solucion a un problema.

Objetivo de aprendizaje:
Usar e interpretar diferentes representaciones matematicas de una funcién cuadratica en la

AA2

Enla AA2 de la THAI, agregaron la indicacion de usar un archivo en GeoGebra,

Actividad de aprendizaje Proceso de aprendizaje hipotético

concuerda con la definicidn del concepto,
la posibilidad de temer éxito en la
justificacion se vera afectada. (p. 1)

Sin  embargo, al darles una nueva
defimcion de  rectingulo en la
socializacién v confrontarla con las

isticas del cuadrado se acepta que
el cuadrado es un rectangulo. Se llega a
determinar que el coadrado es el

rectangulo de mayor area con perimetro
20.

Como lo menciona Fandifio v D" Amore
(2009) es posible que los estudiantes
consideren que dos figuras
1soperimétricas sean necesarias
equiextensas.

1
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adicionaron una pregunta con una tabla para determinar los valores de los lados, 4rea y perimetro

de algunos rectangulos (Figura 20).
Figura 20.

AA2 de la THAI del segundo grupo de FPM

Objetivo de aprendiraje:
Usar e interpretar diferentes representaciones matematicas de uma famcion cuadratica en la
'b‘usquzda de zsolucidn a un problarma.

Se usa un archivo em GeolGelbra com la
consmuocidn de un rectimenlo que cambia s
tamsfio al mover el punts C gue se encnemTs
al segmemto AR, que mide 10 ¥ represemnts
1= rnitad del perimena.

Exploracién de la construccién de la
familia de rectangulos izoperimétricos.

Haciendo wuso del archive GeolGebra:
(At gEB) T da las =iz |
a. Detenmine dos rectangulos con perimemo
igmal & 20m diferente: a los gue enconod en
1= actividad 1.

b. Obszarva los wvalores del &res cuando ze
rmeve el pumto C, ;Cual de estos rectameulos
tieme mayor drea?, jCuales son laz medidas
-d.elabsset lz altora de =ste rectamzulaT
iCoincide con el rectanzulo de mayor area de
1z primera actividad?

. En Ia siguwiente tablas escribe los cambios de
lz= mvadidss de la base, altms perimemro ¥
area del ractanzulo.
Eaze Alnara Derimetro Area

dl C‘us.lalaexp:ameeﬂmalpmelarea
da eztos rectingulos con perimstro fijo 20
respecto 2 su haseT

v CE, re:pecmalasmeﬂ.tdaz.ﬂelahasz\ Lz
alvara del rectimeamlo. Ellos recanocen e
al mover el pomte O el rectingule cambia
¥ == van obteniendo diferemtes medidas de
1z base, altura ¥ drea. Estss medidas som
nirperos decimales % se pusdan observar
-matsbLauallusubJetaedela
< ¥ Loz esmdismies puoadsn
relaciopar los wvalores obtenidosz com las
caracteristicas del rectangulo para
determinar el rectan_e;u]o Con Mmayor area v
Encm:m'aﬂ La aqxresmu seneral del area de
la familiza de rectinzalo: con  igual
perimewa.
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En la AA2 de la THA2 agregaron una pregunta posterior a la tabla de datos sobre base,
altura, perimetro y area que busca relacionar la base respecto a la altura. Los FPM agregaron una
figura, que es la imagen del archivo GeoGebra. Los FPM ampliaron los posibles errores y
procedimientos de los estudiantes al resolver las preguntas (Figura 21).

Figura 21.

AA2 en la THA?2 del segundo grupo de FPM

Oibjetivs de apreadizajes

sar & unbarpuretar o i lagmyiess irdeiilicas de ima fiwcnhs ¢iadnile es b
bipgenb de selicion g ue proklonm
ividind e aprendica - 3o dirajc higesitica |
And R mpern g e ecdudisnies eelacingen
S s En oaedhive o Deolebm s ! @ segeicmis AC ¢ CH, eeigeiio 3 las
Iricciie e En sevidngiils gee b i medadas de le B v & oalera del

Emnafe al mever 2l pomlo C g & erctesina ! peclarmoly, Ellis pocimicos que al suver
em el segmento AR, qoe mle L0y repncsenta ! @ poale O, d recbmgeln cambna ¢ s vin
B ekl (el ot | Foaoea 24 obiemicrado dilfrenies medhlas de l bass,
aliire ¥ deca. Eslas meedickcs son siiscmos
degimmiles v s puedin obscrvar o @m
Ekela o em bos obpetis de b cosslnsccuin.
Les cstalunies pealen eclacumar los
valiwes obilemlic con las carsclerislezas
del  mectmgelo  pes  delomenar el
peclarpnle (on Savor Ans y ersnkar
- e prein arncral del drea e T Mamila

- ——— de reisbn i b con. ikl perime
. La hh & algimos Wil de e base,
Foyara 2. bedsgaen el soehevn Genlichn Gl perieieing ' dned permile oel s (s

A g, s cianbens ger ooaren ke L base,

Explaraciin d: b Sin de by familis | 80U Y drea Be cepers #Em;ﬂh:

dic rectdapoles noporimetrico. L a

Hecietuds e del anchim Ges(ckne ww

AT gah oes porala b sigliienles peeplinke: S cowalen quc _I'. muayors de h

1. Delerrens di rectegel i on cludianks  delemitan b enpessin

perme b saiead & D diferenizs o los M'& mureen [donzb s
e ensomin e Lo s ivadad | iparcia a b B del i

b Ohecrva bk valoees del dres ciaeds s
misve &l piln O, Tl see lingiils
Exme davor e T, (Cudles son las
skl de la Bese v Lo alie de 25l
peclarmauin? (Cetreele com 2]
peclarmgul e pervir dre de B pnnsen
sl rvidkadT

¢, Eilasegimenie bl ceenbe lea
cgihns de las micdhlas de b Bass,

aliire, peritiedne ) drea del mocin il
Haze Aliire Perigicing | Aeza
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! Objctrve de apreadizaje:
! 'I':-:..rl. |||I-:|||| Lar |||I"|l.11|:1r |lr\-:1-:rI:..|. e medemalicas &e tna M fieedrdile es b

|Jﬂi|ﬁhr&hﬁﬂﬂthbﬂ-ﬁ'liﬂm&

| Jod e L s

| e (Ol e b enpeessbn penanl mea 2l feea dde
1

1 emlins recbirgalics co peer s o 20

| ek a s bass!
i

AA3

En la AA3 de la THAT los FPM sélo agregaron la indicacion de usar el archivo GeoGebra
y separaron las preguntas con espacios y diferenciandolas con letras (Figura 22).
Figura 22.

AA3 en la THAI del segundo grupo de FPM

Objetive de aprendizaje:
Usar e interpretar diferentes representaciones matematicas de una funcién cuadratica en la
bisqueda de solucion a un problema.
Actividad de aprendizaje Proceso de aprendizaje hipotético
AA3 Los estudiantes analizan 1a traza del punto
Se usa un archivo en GeoGebra que retoma la | I que tiene como coordenadas (base, area),
construccidn anterior, pero agrega lo traza del | respecto a wna caracteristica dada de los
punto I que relaciona la base (abscisa) v el | rectingulos.
area del rectangulo (ordenada).

Analisis de la traza del punto L

Haciendo wuse del archive GeoGebra:
(Act3.ggb) responda las siguientes preguntas:
a. Observe el punto I. mueva el punte C
iCuales son las coordenadas del punto I?
(Como es 1a travectoria del punto I cuando se
mueve el punto C7

b. ;En donde se ubica el punto [ cuando se
obtiene el rectangulo de mayor area?

c. ;Cudles son las caracteristicas del
rectingulo de mayor area?

d. Determine un par de rectingulos con igual
area, ;Cuales son las caracteristicas de estos
rectingulos?

En la AA3 de la THA los FPM indicaron la necesidad de realizar el movimiento del punto
C del segmento AB desde el punto A hasta el punto B. Mencionaron que existe un problema de

aproximacion en GeoGebra que arroja tres valores maximos, por lo que es necesario usar la
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formula del area para verificar la aproximacion del sistema. Los FPM modificaron la redaccion

de la primera pregunta (Figura 23).

Figura 23.

AA3 de la THA?2 del segundo grupo de FPM

AA4

En la AA4 de la THAT los FPM agregaron las indicaciones de abrir el archivo en
GeoGebra, cambiaron la redaccion de la primera pregunta, desagruparon las preguntas

relacionadas con la familia de rectdngulos con perimetro fijo 40 y perimetro fijo n, dejaron a

Objetive de aprendizaje:
TUsar e interpretar difsrantes repressntaciones matsmaticas de una fancion cusdratica sn la

blsgueda de solucion a un problema.

Actividad de aprendizaje

Proceso de aprendizaje hipotético

AAZ

Se usz un archiva en Geolebra que retoma la
consiruccion anterior, pero agreza el pumto I
que relaciona la base (ghscizz) v el arez del
rectanzula (ordenada) (Fizura 3).

Figura 3. Imagen del archivo GeoGebra
Actd zgb

Analizis del movimiento del punto 1.
Haciendo uso del archivo Geolebra:
{Act3.z=b) responda las siznientes pregumtas:
2 Mueva el punto C, observe el punta I
. Cdma e= la trayectoria del punto I
cnanda se mueve 2l punto C7
b. ;Endonds ze ubica el punta I cuanda
se obiiene al rectangulo de mayor area?
c. ;Cuiles son las caractaristicas dal
rectangulo de mayar area?
d. Detarmine un par de rectangulos con
igual area, ; Cusles zom laz
caracteristicaz de estos ractangulos?

Loz estadismtes zmalizan el movirniento
dal punto I gue tisne camo coordensdas
(base, &rea), Tespecto 2 una caracteriztica
dads de los rectangules.

Es impartante que los estudiantes realicen
el movimisnto del punto C desds A hasta
E.

En ] programa Ceolebra se obiiensn 3
rectangulos coa area 25, par lo tanto es
necesaTio gue loz esudiante: warifiguen
el Zrea para determinar el rectanzmlo de
mEyOr ares.

parte la pregunta relacionada con cudl es el rectdingulo de mayor area (Figura 24).




Figura 24.

AA4 en la THAI del segundo grupo de FPM

Objetivo de aprendizaje:
Usar e inferpretar diferentss representaciones matematicas de una fimeidn cuadrdtica en la
bisqueda de sclucidén a un problema.

Actividad de apreandizaje

Procezo de aprendizaje hipotético

AAd

& uza un archivo en GeoGebra que retoma la
construecion antenior, pero agrega la grafica
de la expresion algebraica del area con
raspectc 2 la base de loz rectinmgulos
1sopenmetricos.
Grafica de la expresion algebraica del area
vz la basze de los rectangulos
izoperimétricos.
Haciendo wse del archivo GeoGebra:
{Act 4 g2b) responda las sigmientas
preguntas:
a. Ingreza en (reoGebra la expresidn
algebraica del drea con respecto 2 la baza que
enconfraszte en la actividad 3. Compare 1z
grafica con la frayectoria dal punto I
b. ;Por qué el punto I no gensera un trazo en
2l cuadrante IT, ITT » TV del plane cartezianc”
. 81 ze desea modificar la lonzitud del carco
da lz malla a 40 metros, ;cudl seriala
expresion de las dreas de los recténgulos con
perimetro fijo 40 metrosT ;Cdmo ez la grafica
dal frea rezpecte bass de su rectinzulo?
d. ;Cudl zeria el rectinzuls de mavor drea
con perimetro fijo 407
= 31 la longitud del cerco de lamalla ez n
metros ;Cudl seria la expresion de las areas
de los rectangulos con perimetro fijo n
metros? ;Cémo es grafica del 3rea respecto
baz= de su rectéangulo?
£ Cuil seria el rectangule de mayor drea con
parimeatro fijon?

Los estudiantes comparan la griafica de la
expresion del drea con respecto 2 la baze de
los  rectangulos  1sopermeétricos  con
trayectoria del Punte I, para anzlizar cudl
zeria las restricciones de la griafica respeacto
al problema. Los estudiantes exploran otras
posibles expresionss algebraicas temiendo
zn cusntz z el parimetro de la famulia de
lo= rectinzulos lzoperiméatricos se
modifica.
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En la AA4 de la THA2 los FPM s6lo modificaron la pregunta b, la simplificaron, solicitan
la explicacion de la nube de puntos en el primer cuadrante. Los FPM agregaron la imagen del

archivo de GeoGebra (Figura 25).
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Figura 25.

AA4 en la THA?2 del segundo grupo de FPM

tusqueda de zolucion 2 m problema.

Objetive de aprendizaje

Ulzar e imterpretar diferentes representaciones matematices de ma fimcion moadritica en la

Actividad de aprendizaje

Proceso de aprendizaje hipotetico

Add

Se =2 un archive en CGreo(eba que retoma la
COmETTUCCion anteTior, pere 2zraza la grafica de
la exprezin nlgatua:nada]m-:mmpactna
12 base de Loz rectangula: operimeTices.

-+
u\

s
Fizura 4. Imagen del archive GeoGebra
Actd.gzh.

Grafics de la E:prﬁu:-n Ilgeh-rm:ndelnu
vz la base de los rectansulos isoperimatricos.

Hacendo uso del archive Geolebra:

gﬁdl#:gh responda [2s siguientes pregumas:
2 Imgre:a en GeoCebea la expresion
alpebraica dal arsa com respecina la
baze goe encopaste en la actividad 3.
Comypare 13 grafica com la revectoria
del punta [

b ;Por que el pumie I genera une mibe da
purstos &n el primsr cuadrangs’

o 5ize dzsea modificar Ja lomsihad del
cerce da la malla 2 40 metros, ozl
semia [2 expresion dz las areas da los
]'EIEEEI_“L]I:I! oom parmestra fje 40

7 ;Como es Ia grafica del area
rapemba.edesuremnﬂu"

d  ;Cuil sena ol rectanzulo de mayer
arenu:muenmstmﬁmaﬂ]“‘

2 mh]u:amddﬂcamuehmallaesn

metros ; Cudl zeria Iz exprezion da las

Los estudiamtes comparan [2 gafica deTa
expresion del dmea con respects 2 la base
de Loz rectingulo: izoperimatrices con 1a
trayectoria del Panto I, para avalizar cuzl
seria laz restriccionss e L gafica
respectny 2l problema Loz eshodiangss
exploran  ores  posible:  Enpresionss
2lgebmicas teniende en cueta H &l
perimetre de 1a familia de los rectingulos

isoperimetricos se modifica

isqueda da zoducion a m problema.

Objetive de sprendizaje

Uzar e iterpretar difarsmes representaciones matematices e wma fmncion cuadratia enla

Actridad de aprendizsje

Proceso de aprendizaje hipotetico

2reas de los rectanzula: con penmetra
fijo 0 metros? ;Coma es Zrafica del
2rea respectn base de mo rectimaule”

f ;= rena el rectimealo de mevor area

oon permmero Sjo o’
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Anexo 5. Encuesta de caracterizacion de los FPM

6/6/22,17:28 Encuesta de caracterizacién

Encuesta de caracterizacion

Esta encuesta se realiza en el marco del proyecto de doctorado: La mirada profesional del
futuro profesor al seleccionar y disefiar tareas sobre funciones polinémicas.

Se espera que sus respuestas sean honestas y acordes a sus conocimientos, experiencias y
realidades.

*Obligatorio

1. Correo*

2. 1. Nombre completo *

3. 2.Correo electronico de uso frecuente. *

4. 3. Numero de celular *

5.  4.Nombre y numero telefonico de un familiar o persona cercana, para
comunicaciones de emergencia. Solo si usted lo considera conveniente.

6. 5. Nombre de la licenciatura que actualmente se encuentra cursando en la
Universidad del Valle (agregar numero del plan):

hitps://docs.google.com/forms/d/1Rqlsk42db37hWQk2C9WwS 1n36DUZvNmAKHeWoSdczcl/edit 1/4
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7. 6. Fecha de iniciacion de la licenciatura que actualmente se encuentra cursando
(puede ser una fecha estimada).

Ejemplo: 7 de enero del 2019

8. 7 ;Tiene otros estudios de educacion superior finalizados o en proceso?;Cuales? *

9. 8. ;Tiene experiencia laboral relacionada en educacion? Si su respuesta sea
afirmativa realice una breve descripcion de su actividad, teniendo en cuenta el
tiempo de esta experiencia.

10. 9. Realice una breve descripcion de su préactica pedagogica vinculada a los *
procesos de formacion de la licenciatura que se encuentra cursando.

https://docs.google.com/forms/d/1Rglsk42db37hWQk2COWwS 1n36DUZvNmAKHeWoSdczcl/edit 2/4
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11.  10. Realice una breve descripcion de sus expectativas investigativas *
relacionadas con su trabajo de grado.

12.  11. Durante su formacion en la licenciatura, mencione los cursos cuyo énfasis *
haya sido en el disefo de tareas matematicas o la ensefianza del algebra
escolar.

ltps://docs.google.com/forms/d/1Rqlsk42db37hWQk2C9WwS 1n36DUZvNmMAKHeWoSdczcl/edit 3/14
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13. 12. Respecto a los siguientes tematicas indique su nivel de conocimiento: *

Marca solo un évalo por fila.

Nulo Poco  Suficiente Mucho

Ambientes de

Geometria o -

Matemiticas O - O O

dinamicas

Representaciones fj O @ O

matematicas -

Trayectorias

hipotéticas de D ) (

aprendizaje

Modelos emergentes ) (D . .

Experimentos de —

oncefionza o O O -
14. 13.Realice una breve descripcion de las tematicas anteriores (pregunta 12 ), *

cuya valoracion haya sido suficiente o mucho.

Este contenido no ha sido creado ni aprobado por Google.

Google Formularios

https://docs.google.com/forms/d/1Rqlsk42db37hWQk2CI9WwS 1n36DUZvNmMAKHeWoSdczcl/edit 4/4



3492 - Licenciatura en Matemdticas { Res. 111)

Senale en la malla curricular las asignaturas que esta cursando y los que le faltan por cursar.

Limeas de Semestre Semestre Semestre T Semestre Semestre Semestre Semestre WIIT Semestre Semestre
I II IIL I N VL WII IX X
Comjunbos Hgetra Algebra Enaciones Fisica General Estadishica ia Tidpicos de MaSs
Numeérnicos Lineal Moderma Diferenciales {3 [R}] ()] Modernas y
Elementos die {#] 3 405085 m 2} 405147 m Conbemporaneas
Ligica 4051 30m 111048m 111045 m LES]
Matematicas Matematica 405 148m
-l-l:l;l:l?n Hatemditicas Geomistria Clloulls 1 Ciloso _
Fundamerial [ F] (4 [5]] Analisis mat
2] 405137m 111097m 11109 Em @
4051 29m
Hisboria de las Hishoria v Filasofis de lax
Historia y Griegas de las 3
Filosofia de las T | Matematicas 405144M
m (31}
40508 m
Elementos de FAspecins
Educacitin Sociomikurles Didfictics 1 Didactica O Diddctica 111 Didactica I Didddctica v PRACTICA PRACTICA
Didictica de s Matemitica de la Educad. 2 ) {3z} (3% 31 “'""“‘r“ﬂ'i““"' "'“'gﬁ";' u
Mabemdticas {3y Maternditica 405133m A05136m AD5143m 405143m 405 140m
405145H AEM
AD5004m (3} 4051498
405051m
Conodmierto v Coronimeents y Lenguzpe ¥ Discursa Hat en Razanamiertn
Razronamients ¥ Culbura Desamola ComLinicaoicn o Aol Hatematicn
Lenguaje (41z) A05066m (42) (az)y 342)
405131m {3/1) 40513Zm 4051 28m 05084 m
TDEM Inbegracion de Disefio de Implementaddn
(212} las TiC con el Actividades de die lax TIC eni B2
405134m Curriculo can Ersefianra de
TIC {32} Apcyo de las |2 Matematicas
40513%5m TIC (44)
[4i3) 405145m
305141 m
Introducoiin & Histona de la TRABAID DE TRABAXD CE
B m Educaddn y CRADD I GRADD T
m. {31} iz (41} ["'l”]
A03026m &) 405095m S0S0E3m
41110ZM
Ingiés I Inghés I1 Inglés IIT Inglés IV
Idicemas HHESEMC 2MIASTHC HIEIH 204368M
{3) {3 (3 (3}
COMPLEMENT.I COMPLEHEN IT COMPLEME. ITT OOHPLEMERLTY PRIOFESIONA. I II PROFESIO. IIT PROFE=0. IV
Electivas 3 3 3 3 3 (371} [3/1) (3/1)
Complementarnias
¥ Protesionabes

Deporte - A0400Lm 2}
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Resultados de algunas de las preguntas de la encuesta de caracterizacion de FPM

Todos los FPM pertenecian al plan de licenciatura en matematicas segun la Resolucion

111. Solo M cursaba Practica Profesional I, ya que se encontraba en su tltimo semestre de

formacion, mientras que los demds FPM cursaban Practica Profesional I. Durante el semestre en

el que participaron, S estaba inscrito unicamente en Practica Profesional I y Trabajo de Grado I,

mientras que los otros FPM cursaban mas de tres asignaturas en el semestre (Tabla 1).

Tabla 1.

Asignaturas cursadas y por cursar de los FPM de su malla curricular

FPM  Asignaturas que cursaban mientras se  Asignaturas que faltaban por cursar
realizaban practica docente mientras realizaban su practica
docente
J Practica Profesional I, Trabajo de Grado I  Practica Profesional II, Trabajo de Grado
II y Fisica General.
M Practica Profesional II, Trabajo de Grado
I1, Historia de la educacion y pedagogia,
inglés IV y Complementaria IV.
C Préctica Profesional I, Trabajo de Grado  Practica Profesional II, Trabajo de Grado
I, inglés IV y Topicos de modernas y Iy
Contemporaneas.
S Practica Profesional I y Trabajo de Grado Practica Profesional I y Trabajo de
I, Grado II
\% Practica Profesional I y Trabajo de Grado Practica Profesional II y Trabajo de

I, inglés III, Profesional IV (Matematicas
Recreativas) y Constitucion Politica de
Colombia.

Grado II, inglés IV, Complementaria I1I
(Vida Universitaria) y Complementaria
IV (Primera Infancia).

Los FPM iniciaron el programa de formacion de licenciatura de matematicas en el primer

semestre entre los afios 2016 a 2018. S inicio en el 2016, My Jenel 2017y Cy V en el 2018.

en la Tabla 2.

Respecto a la pregunta relacionada con su practica pedagogica sus respuestas se presentan
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Tabla 2.

Apreciaciones de los FPM respecto a su practica pedagogica

FPM 9. Realice una breve descripcion de su practica pedagégica vinculada a los
procesos de formacion de la licenciatura que se encuentra cursando.

J Mi practica pedagodgica me permite conocer mas de cerca la realidad en la que se
desarrollan los estudiantes y poder mejorar mis métodos de ensefianza, la practica
que he realizado en mi formacion de la licenciatura se ha basado en la
implementacion y disefio de actividades mediadas por tecnologia las cuales hemos
desarrollado de manera virtual por cuestiones de la pandemia sin embargo han sido
muy fructiferas para mi formacion profesional.

M En los diferentes cursos de didactica y las TIC hubo experiencias relacionadas con
la practica pedagdgica; por un lado, en los cursos de didactica se contd con
experiencias virtuales debido a la contingencia sanitaria, y, por otro lado, en el caso
particular del curso de Implementacion de las TIC en la ensefianza de las
matematicas se contd con un espacio presencial para la practica pedagdgica.

C He tenido experiencia en algunos cursos de la linea de lenguaje, realizando algunas
entrevistas y observando algunas interacciones sociales en ambientes escolares y no
escolares, también, en el marco de los cursos relacionados con tecnologia y
didactica he realizado algunos disefios de secuencias que han sido implementados
en grupos pequenios de estudiantes, los datos ahi recogidos fueron en su momento
analizados a la luz de referentes teoricos que se han desarrollado en clase.

S Durante los primeros semestres de la licenciatura, se ha tenido la oportunidad de
realizar practicas (pequefios acercamientos) pues, en la linea de lenguaje se cuenta
con cursos que tienen en cuenta experiencias pedagogicas, por ejemplo, el curso de
conocimiento y cultura, realizamos observaciones, aunque esta fue en las
interacciones sociales, en mi experiencia se realizo en el aula. Otro ejemplo, es el
curso de lenguaje y comunicacion, en este se realizaron entrevistas entorno a una
actividad matematica (esta tenia que ver con el pensamiento algebraico). Por
ultimo, tuve la oportunidad de brindar un curso introductorio a los estudiantes de
primer semestre de la licenciatura en matematicas.

\% La préctica pedagdgica dentro de la carrera de licenciatura ha sido muy poca, tuve
la oportunidad en el curso de "implementacion" de tener ese primer acercamiento
de una practica, proponer una serie de actividades e implementar, para pasar a un
segundo momento de analizar los resultados.

En la Tabla 2, los FPM manifestaron las diferentes modalidades de practica pedagodgica
(virtual y presencial) y las actividades que consideraron hacen parte de este aspecto (disefio,

implementacion y analisis respuestas de estudiantes relacionadas con actividades de aprendizaje,
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disefio y realizacion de entrevistas, acompafiamiento a futuros profesores nuevos en el programa

de formacion y observacion).

En la Tabla 3 se presentan las respuestas de los FPM relacionadas con la tematica de

investigacion de sus trabajos de grado.

Tabla 3.

Trabajo de grado

FPM

10. Realice una breve descripcion de sus expectativas investigativas
relacionadas con su trabajo de grado.

Mis expectativas investigativas en mi trabajo de grado es poder encontrar nuevas
estrategias que me permitan presentar a los estudiantes un objeto matematico de una
manera mas agradable teniendo en cuenta los posibles errores y obstaculos que
pueden presentar los estudiantes , ademas de que puedan reconocer la importancia y
aplicacion en contexto de las matematicas para que le den sentido y mejore la
ensenanza y aprendizaje, ademas espero que la secuencia que yo disefie cumpla
con los objetivos y tenga buenos resultados.

Principalmente, rescato el andlisis de las practicas matematicas (entendidas en el
campo de la filosofia de las matematicas) que se puedan percibir en las acciones
que realizan los estudiantes. Por lo que, al hacer la relacion teoria-practica me
interesa identificar esas tendencias que se presentan en las acciones de los
estudiantes para validar lo que tedricamente se estudia.

Me interesa trabajar con pensamiento variacional, concretamente el proceso de
modelacion relacionado con el contenido matematico de inecuaciones, la idea es
realizar un disefio que pueda ser implementado, para posteriormente analizar los
datos que se recolectan con el fin de caracterizar que aspectos del PV se fortalecen
después de aplicar el disefio, este andlisis se haria bajo la luz del enfoque tedrico de
EMR en la linea de investigacion de didactica de las matematicas.

Las expectativas investigativas que tengo relacionadas con el trabajo de grado,
relaciona tanto la practica como la teoria, me explico: estoy realizando el trabajo de
grado basdndome en la educacion matematica critica y la relacion matematica-
sociedad, en la teoria es algo que toca problematicas de la ensefianza y aprendizaje
de las matematicas, sin embargo, en la practica es donde se pone en juego dicha
teoria, asi que, mis expectativas giran en torno a una relacion simbidtica entre teoria
y préctica.

Las expectativas investigativas dentro del trabajo de grado es conocer como a partir
de un diseno de actividades se puede lograr favorecer el desarrollo del pensamiento
algebraico en estudiantes de primaria de la zona rural (en el modelo de Escuela
nueva), ya que es un campo que generalmente se deja para bachillerato y por ello
una de las dificultades que se identifica es precisamente cuando se da el paso de la
aritmética al algebra.
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La pregunta sobre trabajo de investigacion tenia como proposito identificar si el
desarrollo de la practica docente vinculada al desarrollo del experimento de ensefianza colectivo
podria ser parte del desarrollo de sus trabajos de investigacion. S6lo C y V estaban interesadas en
el disefio de actividades de aprendizaje relacionadas con pensamiento variacional en secundaria y
primaria en tematicas diferentes a funcion cuadratica.

Dado que la THAO es sobre funcion cuadratica, se queria conocer las asignaturas
relacionadas con disefio de actividades de aprendizaje o ensefianza del algebra. La pregunta 11
indaga este aspecto, las repuestas se presentan en la Tabla 4.

Tabla 4.
Cursos relacionados con el disenio de actividades de aprendizaje (tareas matemdaticas) o la

enserianza del algebra.

FPM  11. Durante su formacion en la licenciatura, mencione los cursos cuyo énfasis
haya sido en el disefio de tareas matematicas o la ensefianza del algebra
escolar.

J 1) TIC 2,3 y4
2) Didactica 4 (pensamiento variacional)

M A nivel general, el curso de Didéctica IV tuvo el énfasis del pensamiento
variacional, por lo que el algebra tiene un papel relevante para el desarrollo del
curso.

Por otro lado, en los cursos de TIC si se hizo especial énfasis en el disefio de tareas
matematicas pero no en el pensamiento variacional o la ensefianza del algebra, cada
estudiante tuvo la libertad de escoger el énfasis en su trabajo; en particular, en el
curso de Disefio de actividades de aprendizaje con apoyo de las TIC hice una
propuesta histdrica y epistemoldgica para la ensefianza del concepto de grupo en la
educacion superior y en particular en el curso de dlgebra moderna.

C Didactica v, Implementacion de las TIC al curriculo, Diseno de las TIC.

S Disefio de actividades de aprendizaje. Didactica IV, pensamiento Variacional.
Historia y epistemologia del Algebra. Implementacion de actividades de
aprendizaje.

A\ - Implementacion de las TIC (disefio de actividades)

- Didactica IV (pensamiento variacional y sistemas algebraicos)

En las respuestas de los FPM se evidencié que el disefio de actividades de aprendizaje ha

estado vinculada a los cursos de tecnologia digital y pensamiento variacional.
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Las respuestas sobre el conocimiento de los FPM relacionado con algunos de los aspectos
teoricos relacionados con la construccion de la THAO sobre funcion cuadratica se presentan en la
Tabla 5.

Tabla S.

Conocimientos sobre algunos aspectos teoricos relacionados con la construccion de la THAO

12. Respecto a las siguientes tematicas indique su nivel de conocimiento (mucho es escala de
mayor nivel de conocimiento, nulo es la escala de menor nivel de conocimiento):
Ambientes de Trayectorias
Geometria o | Representaciones | hipotéticas Modelos | Experimentos
FPM ‘e > ~
Matematicas matematicas de emergentes | de ensefianza
dinamicas aprendizaje
J Suficiente Suficiente Poco Poco Suficiente
M Suficiente Mucho Poco Poco Poco
C Poco Suficiente Suficiente Poco Poco
S Suficiente Suficiente Nulo Poco Poco
\% Poco Suficiente Poco Nulo Poco

En la Tabla 5 se determina que todos los FPM tenian pocos o nulos conocimientos sobre
modelos emergentes, 4 de los FPM pocos o nulos conocimientos sobre trayectorias de
aprendizaje y experimentos de ensefianza, 3 FPM dicen tener conocimientos suficientes
relacionados con ambientes de geometria o matematica dinamicas y todos los FPM manifestaron
tener muchos o suficientes conocimientos sobre representaciones matematicas. En la escala de
valoracion de la pregunta 12, mucho es la valoraciéon mas alta y nulo la mas baja.

Para corroborar si los FPM conocian los aspectos de la pregunta 12 evaluados como
suficiente o0 mucho, se les pidi6 a los FPM escribir un parrafo sobre estas estos aspectos. En la

Tabla 6 se presentan sus respuestas.
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Tabla 6.

Conocimientos sobre algunos aspectos relacionados con la THAO

FPM  13. Realice una breve descripcion de las tematicas anteriores (pregunta 12),
cuya valoracion haya sido suficiente o mucho.

J En ambientes de geometria o matematicas dindmicas conozco diferentes softwares
como GeoGebra, Wolfram, Geogebratube, Colombia aprende que permiten
presentar a los estudiantes la geometria desde diferentes representaciones ya sea en
2d y 3d cosas que son mucho mas rapidas que en papel y lapiz, ademads de ser
dindmicas facilitan la ensefianza pues permiten que el estudiante pueda visualizar

Las representaciones en matematicas pueden ser de diferentes tipos ya sea: grafica,
tabular, algebraica o en lenguaje natural. Estas representaciones pueden tener el
mismo significado solo que se representan de manera diferente.

M En cuanto a los ambientes de geometria 0 matematicas dindmicas, considero que
son recursos que no necesariamente estan centrados en la ensefianza y el
aprendizaje, sin embargo, estos sirven como potenciadores. Los ambientes de
geometria 0 matematicas dinamicas sugieren vida en los objetos que se movilizan
aqui, son objetos que cambian y que puede mostrar muchas variantes que tiene un
objeto.

Por otro lado, el concepto de representaciones matematicas lo asocio a dos
nociones, la primera esta vinculada con la teoria de Duval respecto a las
representaciones semioticas de un objeto, estas representaciones muestran
caracteristicas de los objetos en matematicas debido a que son objetos abstractos y
no se pueden definir solo con una representacion; la segunda nocidon que asocio
respecto al concepto de representacion matematica es a las diferentes creencias o
nociones comunes que tiene un estudiante o una comunidad de estudiantes.

C Referente a las representaciones matematicas este es un tema en el que la carrera 'y
particularmente la linea de lenguaje se ha preocupado por resaltar su importancia,
insistiendo desde diferentes perspectivas como la teoria de Duval en cuéles son las
representaciones matematicas, porqué se deberian tener en cuenta en la educacion
matematica y en los aportes que estd hace al desarrollo del pensamiento matematico
en el estudiante.

Respecto a las THA, conozco que es un modelo de diseno util para los docentes, se
hace un trabajo secuenciado y estructurado teniendo en cuenta diferentes referentes
teoricos, curriculares y matematicos los ayudan a estructurar el disefio de las
mismas. Las THA han sido trabajadas anteriormente en los cursos que brinda la
carrera, particularmente he analizado algunas, pero no he tenido la oportunidad de
disefiar ninguna.

S Los ambientes de geometria dindmica son herramientas que facilitan la
comprension de la actividad matematica, pues estos, permiten arrastrar, cambiar de
forma, trasladar, etc. Los objetos con los que se esta trabajando, brindando
dinamismo al acto de ensefiar, cuestion que es dificil de lograr en el ambiente
tradicional de lapiz y papel. Por otro lado, las representaciones matematicas al igual
que los ambientes de geometria dindmico permite la comprension de los
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FPM  13. Realice una breve descripcion de las tematicas anteriores (pregunta 12),
cuya valoracion haya sido suficiente o mucho.
conocimientos matematicos, estdn muy relacionados, por ejemplo, en el software de
geometria es posible ver un objeto matematico en sus distintas representaciones,
algebraica o grafica y en representaciones auxiliares como lo son, las tablas o los
esquemas. El identificar el objeto matematico en sus distintas representaciones y
una buena coordinacion entre estas, podrd garantizar el aprendizaje de estos.

\% Las representaciones matematicas, es aquello que se refiere el objeto matematico

representado, entender que dicha representacion consta de un significado y que a
partir de la significacion que se le dé, se puede interpretar y darle un uso.

Todos los FPM dieron cuenta de algunas caracteristicas de los aspectos evaluados como
suficientes o muchos en la pregunta 12. Solo J omite en sus respuestas alguna apreciacion

respecto a los experimentos de ensefianza.
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Anexo 6. Aspectos que atienden y deciden y aspectos que atienden e interpretan los FPM
En la Tabla 1, se presentan separados los cambios en la THAO del primer grupo respecto a
los focos de atencion.

Tabla 1.
Resultados de los focos de atencion respecto a los cambios en la THAQ del primer grupo de FPM

Caracterizacion de

AA los artefactos

Anticipacion de
dificultades, errores y
acciones de los

Incorporacion/eliminacion de
informacion y formulacion de
preguntas especificas

estudiantes
1  Los FPM agregaron Los FPM agregaron en el Los FPM modificaron la
en la descripcion de la  proceso de aprendizaje redaccion del nombre e
herramienta: hipotético: introduccion de la actividad:

Para determinar los
vértices del
rectangulo, se usa
chinches sobre un
carton. El carton tiene
en sus bordes una
cinta métrica, para
facilitar hallar la
medida del alto y
ancho del rectangulo.
Los FPM afiadieron en

Es posible que descarten
como respuesta, el cerco
cuadrado, porque pueden
desconocer que el cuadrado
es un rectangulo.

Al pedir que simulen el
cerco rectangular con una
cuerda, podran tener
dificultades en trabajar con
escalas y requerir 20
metros de cuerda.

Un cerco rectangular para
delimitar una huerta.

En la finca La hermosa, se
necesita construir un cerco
rectangular con una malla de 20
metros (archivo 1.ggb).

En la pregunta 1 agregaron
cercos rectangulares.

GeoGebra el fondo de
una finca.
2  Los FPM afadieron en Los FPM modificaron la
GeoGebra el fondo de redaccion del nombre e
una finca. introduccion de la actividad:

Familia de rectangulos con igual
perimetro.

Observa los posibles cercos
rectangulares cuando se mueve el
punto C (abre el archivo 2.ggb).
Los FPM agregaron la pregunta:
(Qué es el perimetro de un
rectangulo? ;Como se halla el
perimetro de un rectangulo? ;Qué
es el area de un rectangulo?
(Como se halla el area de un
rectangulo?

3  Los FPM agregaron
en la descripcion de la
herramienta:

Los FPM agregaron en el
proceso de aprendizaje
hipotético:

Los FPM en las actividades de
aprendizaje modificaron la
redaccion:
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Caracterizacion de

Anticipacion de
dificultades, errores y

Incorporacion/eliminacion de

AA . informacion y formulacion de
los artefactos acciones de los .
estudiantes preguntas especificas
La herramienta es otro Es  posible que no La herramienta es otro archivo en
archivo en GeoGebra  relacionen los valores de las GeoGebra que retoma la
que retoma la coordenadas con labase y el construccion anterior, pero se
construccion anterior,  area del rectangulo. agrega la traza del punto I que
pero se agrega la traza relaciona la base vs area del
del punto I que rectangulo.
relaciona la base vs Los FPM agregaron a la
area del rectangulo. introduccion de la actividad abra
Los FPM afiadieron en el archivo 3.ggb.
GeoGebra el fondo de Los FPM cambiaron la redaccion
una finca. de la primera pregunta:
(Cuales son los valores de las
coordenadas del punto I?
4 Los FPM afiadieron en En el proceso de Los FPM modificaron la

GeoGebra el fondo de
una finca.

aprendizaje hipotético los
FPM agregaron:

Los estudiantes exploran
otras posibles expresiones
algebraicas teniendo en
cuenta si el perimetro de la
familia de los rectangulos
isoperimétricos se modifica
y “se espera que se
generalice la  expresion
algebraica del area de los
rectangulos  con  igual
perimetro”.

redaccion del nombre e
introduccioén de la actividad:
Grafica de la expresion
algebraica del area vs la base de
los rectangulos de igual
perimetro.

Ingresa la expresion algebraica
del 4rea con respecto a la base de
los rectangulos de igual
perimetro, en la parte da debajo
de la entrada.

Los FPM cambiaron la redaccion
de la primera pregunta: Compara
la traza del punto y la grafica de
la expresion algebraica ;Por qué
el punto I no genera un trazo en
el mismo cuadrante III y I'V del
plano cartesiano?

Los FPM afiadieron:

Si se desea modificar la longitud
del cerco de la malla a 64 metros,
(cudl seria la expresion de las
areas de los rectangulos con
perimetro fijo 64 metros? {Como
es grafica del area respecto base
de su rectangulo? ;Cual seria el
rectangulo de mayor area con
perimetro fijo 647
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AA

Caracterizacion de
los artefactos

dificultades, errores y

Anticipacion de

acciones de los
estudiantes

Incorporacion/eliminacion de
informacion y formulacion de

preguntas especificas

Los FPM modificaron la
redaccion del nombre de la
actividad: Gréfica de la expresion
algebraica del area vs la base de
los rectangulos de igual
perimetro.

relacidon con focos de atencion en los cambios en la THAO.

Tabla 2.
Resultados de las interpretaciones del primer grupo de FPM respecto a los focos de atencion de
los cambios la THAO

En la Tabla 2 se resumen los aspectos que interpretaron los FPM del primer grupo en

Caracterizacion de los
artefactos

Anticipacion de
dificultades, errores y
acciones de los
estudiantes

Incorporacion/eliminacion
de informacion y
formulacion de preguntas
especificas.

Interpretaciones

En linea 28, J dice: Pues el
tablero con la cinta métrica
para que ellos puedan
medir. Pero esperamos que
ellos hagan la escala de
veinte metros a veinte
centimetros.

J interpretd que el uso de la
cuerda y el tablero de
carton conlleva a usar
escala en medida de la
cuerda para construir los
rectangulos sobre el tablero
de carton.

En linea 12, J dice: Que
piensen que el area es la
suma de los lados de la
figura (...). También con lo
de las escalas que piensen
que tienen que utilizar
literalmente los 20 metros
de cuerda para poder hacer
la actividad.

J interpretd que el area
puede ser considerada
como la suma de los
valores de los lados.

J interpretd que los
estudiantes pueden omitir
el uso de la escala al
considerar 20 metros de
cuerda.

En linea 36, J dice: Si se
plantea esas preguntas, ya
que, bueno, pues se espera
que el estudiante venga con
este conocimiento, pero
como en la trayectoria no es
especifico hablar sobre eso,
se les recuerda (...) pues
como hay que hacer uso de
formulas, que no estan
explicitas en la trayectoria,
porque se espera que ellos
las hagan y hallen la
relacion entre
representacion algebraica y
la geométrica.

J interpretd que es necesario
reconocer el perimetro y
area como un conocimiento
previo. J considerd que se
debe hacer explicito las
férmulas del area y
perimetro para establecer
las relaciones entre las
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Caracterizacion de los

Anticipacion de
dificultades, errores y

Incorporacion/eliminacion
de informacion y

artefactos acciones de los formulacion de preguntas
estudiantes especificas.
representaciones

algebraicas y geométricas
del problema.

En linea 32, M dice:
Primero porque pues las
matematicas son, de alguna
forma una, no sé si voy a
abusar diciéndolo como un
medio. (...) Y st al
principio, si al principio
establecemos un contexto
(...) para que se resuelva
un problema y lo tratamos
de resolver con
matematicas, pues la
intencion es que al final en
las mismas matematicas
pueden dar respuesta al
problema.

En el didlogo M interpretd
la necesidad de usar las

matematicas y el contexto
para resolver el problema.

En linea 40, M dice: (...)
Esos considerar familias de
rectangulos con perimetro
fijo diferente a decenas
amplia los casos particulares
para mirar las invariantes
del problema. si uno hace
una pregunta particular
ayudan a mirar justamente
esas invariantes, digamos,
encuentran el drea maxima
de cuando el perimetro vale
veinte y después cuarenta y
se escoge el sesenta y cuatro
en si, como para no cerrarlo
en decenas (...) para no dar
a entender de que sélo se
pueda (...) resolver el
problema con perimetro en
decenas.

M interpret6 que considerar
familias de rectangulos con
perimetro fijo diferente a
decenas amplia los casos
particulares para mirar las
invariantes del problema.

En la Tabla 3, se presentan separados los cambios en la THA1 del primer grupo de FPM

respecto a los focos de atencion.



Tabla 3.
Resultados de los focos de atencion sobre los cambios en THAI del primer grupo de FPM
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Caracterizacion de los

Anticipacion de

Incorporacion/eliminacion
de informacion y

AA dificultades o acciones de .z
artefactos . formulacion de preguntas
los estudiantes .
especificas

1 Los FPM agregaronenla Los FPM agregaron en el Los FPM, en las actividades
descripcion de la proceso de aprendizaje de aprendizaje cambiaron la
herramienta: hipotético: redaccion de:

Se usa como herramienta  Los estudiantes requieren Usando una cuerda para

una cuerda de tamafio 20  asociar la longitud de la simular el cerco de la huerta,
cm, sujetada en sus cuerda con el perimetro de  determine ;Cuales son algunos
extremos por medio de un rectangulo y determinar  de los posibles cercos

una cinta, para simular el  que los rectangulos abarcan rectangulares que se pueden
cerco rectangular. diferentes superficies, es construir? Elabora estos cercos
Para determinar los decir que sus areas pueden  usando una cuerda, dibtijalos
vértices del rectangulo, ser diferentes. en el carton y determine los
se usan chinches sobre un Se espera que los valores de los lados de cada
carton. El cartén tiene de  estudiantes den como rectangulo.

fondo una hoja ejemplos rectangulos cuyos

cuadriculada y en sus lados sean de medida un

bordes una cinta métrica, numero natural. En el

para facilitar la medida proceso de hallar el area de

de longitud de la cuerday los rectangulos, los

de los lados del estudiantes podran usar la

rectangulo. formula (la multiplicacion

En esta actividad los de la base por la altura) o la

estudiantes determinan cuadricula del cartén

que es posible hallar (contar cuadrados), donde

diferentes rectangulos se dibujan los rectangulos.

con una cuerda de

longitud fija.

2 Los FPM agregaronen la Los FPM agregaron en el Los FPM cambiaron el
descripcion de la proceso de aprendizaje nombre ¢ introduccién de la
herramienta: hipotético: actividad:

En GeoGebra se fijaron ~ Los estudiantes pueden Familia de rectangulos

las imagenes que aluden  relacionar los  valores Abra el archivo
a la finca. Se amplia el obtenidos con las familiarectangulos.ggb, mueva
tamano del texto Muevo  caracteristicas del el punto C y observa los

el punto C y se elimina la
tabla de valores.

En esta actividad los
estudiantes requieren
conocer que el perimetro
de los rectangulos es fijo,

rectangulo para determinar
cual tiene mayor area y
encontrar la  expresion
general del area de la
familia de rectangulos con
igual perimetro teniendo

posibles cercos rectangulares.

Los FPM modificaron la
redaccion y agregaron una
tabla con valores faltantes de
los lados, perimetro y area de
los rectangulos:
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AA

Caracterizacion de los
artefactos

Anticipacion de
dificultades o acciones de
los estudiantes

Incorporacion/eliminacion
de informacion y
formulacion de preguntas
especificas

mientras que el valor del
area varia.

presente la formula del area
para los rectangulos.

Determine algunos posibles
cercos rectangulares, completa
la siguiente tabla:

Lade DE Lado EG Parimetro DEGF Area DEGF
1
5

Los FPM cambiaron Ila
redaccion de la pregunta:
(Cuadl de estos cercos
rectangulares tiene mayor
terreno? ;Cuéles son las
medidas de los lados de ese
rectangulo? ;Coincide con el
rectangulo de mayor terreno de
la primera actividad? Justifica
tu respuesta.

Los FPM agregaron la
pregunta:

Determine el valor de los lados
de los siguientes rectangulos
con perimetro 20.

FG= o=

Fo FG= F G
. _ F G . _
FO: GE: oe Fo= G
GE=512
£
G o & o

= DE=x
DE=3 be=

Los FPM cambiaron la
redaccion de la pregunta:

Si el perimetro de los
rectangulos es 20 ;Cual es la
formula para hallar el area de
esta familia de rectangulos?

Los FPM cambiaron el
nombre del archivo de
GeoGebra por traza.ggb.

Los FPM eliminaron la
tabla de valores de
GeoGebra.

Los FPM agregaron en la
descripcion de la
herramienta:

Los FPM agregaron en el
proceso de aprendizaje
hipotético:

Los estudiantes pueden
relacionar la traza del punto
I con una forma conocida,
por ejemplo, una montafia o
una u invertida o determinar
que es una parabola o la
grafica de una funcién
cuadrética.

Los FPM cambiaron el nombre
e introduccién de la actividad:
La traza del punto I

Abra el archivo traza.ggb,
mueve el punto C, observe el
punto I.

Los FPM cambiaron Ila
redaccion y agregaron tabla de
valores a la primera pregunta:
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Caracterizacion de los

AA artefactos

Anticipacion de
dificultades o acciones de
los estudiantes

Incorporacion/eliminacion
de informacion y
formulacion de preguntas
especificas

En esta actividad los
estudiantes relacionaran
las coordenadas del punto
I, con un lado del
rectangulo y el area. Y
analizaran la traza del
punto I, para hallar la
respuesta al problema.

Los estudiantes pueden
ratificar o encontrar que la
solucion al problema esta en
construir un cuadrado de
lado 5 m y que el punto I se
encuentra el punto maximo
de la parabola, que este caso
es el vértice.

Los estudiantes poder darse
cuenta de que el drea
aumenta cuando C se mueve
de A hacia el punto medio
del segmento AB, y que
disminuye cuando C pasa el
punto medio del segmento
AB y se mueve hacia B.

Si el punto I tiene coordenadas
(X, y), determine algunos de
sus valores:

1 =] N I
[ = [ o5 | @ |
Acorde a los valores de los
rectangulos, ;Qué representan

las coordenadas del punto I =
(x,y)?

Los FPM cambiaron la
redaccion de la segunda
pregunta:

(Como es la huella del punto I
cuando se mueve el punto C?

4  Los FPM cambiaron el
nombre del archivo de
GeoGebra por
grafica.ggb.

Los FPM cambiaron el nombre
e introduccion de la actividad:
Grafica del area frente a la
base de los rectangulos de
igual perimetro.

Abra el archivo grafica.ggb
escriba y=x(10-x) en la
entrada.

Los FPM modificaron la
redaccion de la pregunta:
Compara la traza del punto I y
la grafica de y=x(10-x) ;Por
qué el punto I no genera un
trazo en el cuadrante Il y IV
del plano cartesiano?

En la Tabla 4 se resumen los aspectos que interpretaron el primer grupo de FPM respecto

a los focos de atencion de la segunda planificacion de una leccion.
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Resultados de las interpretaciones del primer grupo de FPM respecto a los focos de atencion de

los cambios en la THAI (THA2)

Anticipacion de dificultades, errores y
acciones de los estudiantes

Incorporacion/eliminacion de
informacion y formulacion de preguntas
especificas

Interpretaciones

En la linea 92 y 93, los FPM expresaron:
M: En el momento de generalizar. (...)
se destaca esa necesidad intelectual en
ellos, la de la de formalizar, generalizar
las ideas. Ellos pueden ver algunos
puntos tabulares y entender, digamos
entender la grafica, pero la idea de
generalizar algebraicamente es algo que
les cuesta mucho mas.

J: (...) Yo cuando M dice generalizar
(...), yo me acordaba también de un
texto de Mason (...) donde habla de
unos procesos que tienen que hacer para
uno constatar que el estudiante si
aprende. Uno de esas es poder pasar de
lo particular a lo general y viceversa.

Los FPM interpretaron que la
generalizacion por medio de expresiones
algebraicas es una necesidad intelectual,
es de gran dificultad y requiere que los
estudiantes analicen los valores
particulares de la funcién cuadratica.

De la linca 448 a 458, los FPM
expresaron:

M: Que la generalizacion por medio de
expresiones algebraicas es una necesidad
intelectual, es de gran dificultad y requiere
que los estudiantes analicen los valores
particulares de la funcion cuadratica., por
ejemplo, en ese sentido de si este lado vale
tanto cuanto vale el otro.

I: Pero eso tiene que ver con esa tabla.

J: Hay si.

M: O sea, se responde en la tabla, pero
algunos no son conscientes de eso.

I: Entonces tendria que hacer una
pregunta.

J: No, yo creo que la socializacién
podriamos dibujar. Podriamos dibujar un
rectangulo y solamente colocar el valor de
aqui el valor de aca. Entonces cuanto mide
este lado. Yo creo que ellos van a saber
que mide lo mismo. Entonces, si tenemos
el perimetro, o sea, ;Qué ocurriré alli?

I: ;Y eso no lo podemos dibujar aca?,
darle los rectangulos y que ellos lo
pongan.

M y J: También.

J: Podemos colocar un rectangulo.

I: Quitandole las medidas.

M: Colocarle dos rectangulos y al final
preguntarles si este lado vale x, entonces,
(Cuanto vale el otro?

Los FPM interpretaron que el uso de la
tabla de valores del rectangulo es
insuficiente para construir la expresion
general del area.

De la linea 115 hasta la 122, expresaron
lo siguiente:

De la linea 485 a 489, expresaron lo
siguiente:
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Anticipacion de dificultades, errores y
acciones de los estudiantes

Incorporacion/eliminacion de
informacion y formulacion de preguntas
especificas

I: ;Por qué los estudiantes no lograron
hallar la expresion algebraica de la
familia de funciones con perimetro fijo
veinte?

M: Si, esa es la mas dificil. (...) Yo lo
que alcanzaba a mirar era que ellos
tenian como la costumbre de, cOmo se
dice, de dar un valor (...).

M: (...) Ellos al final, lo que yo veia
mucho que hacian era que cerraban los
valores. Daban un valor en especifico
(...).

J: Ellos colocaban, perimetro veinte y se
ponian a hallar valores que sumados
dieran veinte, pero no la generalizaban.

Los FPM interpretaron que los
estudiantes evitan usar variables y
prefieren valores especificos

I: Bueno, entonces que sean otros que no
sean de los que escogieron aqui no, porque
aqui ya tenemos otros.

M: Pero esa parte va a ser clave para la
ultima generalizacion.

I: Si, porque si él dice x, pues este tiene que
medir diez menos x. Y ahora, entonces
(Cuadl es el area? Base por altura y no tiene
que hacer ni ;Coémo se llama? ni
sustitucion. Lo que hizo M.

J: Ni reemplazar los valores en términos de
otros.

M: Implicitamente lo va a hacer. Pero no va
a ser consciente de eso.

Los FPM interpretaron que, al colocar
figuras de rectdngulos con valores faltantes,
les puede ayudar a los estudiantes a
relacionar los valores de los lados con la
formula del 4rea y obtener la expresion
general del area para una familia de
rectdngulos con perimetro fijo 20.

En la Tabla 5, se presentan separados los cambios en la THAO del segundo grupo de FPM

respecto a los focos de atencion.

Tabla 5.
Resultados de los focos de atencion respecto a los cambios en THAQ del segundo grupo de FPM

Caracterizacion de los

Anticipacion de

Incorporacion/eliminacion

de informacion y

AA dificultades, errores y iy
artefactos . . formulacion de preguntas
acciones de los estudiantes .
especificas
1 Los FPM agregaronenla Los FPM agregaron en el Los FPM subrayaron la
descripcion de la proceso de aprendizaje palabra cerco rectangular de
herramienta: hipotético: la introduccién de la AAT.

Se hace uso de un tablero
construido a partir de una
hoja milimétrica,
chinches (de cuello largo)
y una cuerda amarrada en
sus extremos para
simular el cerco
rectangular.

Los estudiantes inicialmente
trabajan con unidades
enteras, sin embargo, dado
el recurso de los tableros
construidos con hojas
milimétricas se podria dar el
caso que hagan uso de
unidades decimales.

Los FPM modificaron la
relacion de la introduccion.
Haga uso del tablero con la
hoja milimétrica, los chinches
y la lana de colores para
realizar la actividad.
Construya algunos
rectangulos con los
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AA

Anticipacion de
dificultades, errores y
acciones de los estudiantes

Caracterizacion de los
artefactos

Incorporacion/eliminacion
de informacion y
formulacion de preguntas
especificas

Los FPM agregaron
espacios después de cada
pregunta en las hojas de
trabajo.

materiales dados y responda
las siguientes preguntas:

Los FPM agregaron a la
primera pregunta la manera
de que deben dar respuesta:
a. (Cuales son los posibles
cercos que se pueden
construir? Escriba las
medidas de algunos de esos
rectangulos.

Los FPM agregaron la tercera
pregunta:

c. (Por qué consideras que el
cerco anterior abarcd mas
terreno?

Los FPM afiadieron color
y grosor al archivo
GeoGebra para relacionar
las figuras y sus valores.
Los FPM agregaron
espacios después de cada
pregunta en las hojas de
trabajo.

Los FPM agregaron el nombre
del archivo de GeoGebra en la
introduccion: “Haciendo uso
del  archivo  GeoGebra:
(Act2.ggb) responda las
siguientes preguntas”.

En la primera pregunta
precisan el numero de
rectangulos de la pregunta: “a.
Determine dos rectangulos
con perimetro igual a 20m
diferentes a los que encontrd
en la actividad 1”.

Los FPM agregaron una
pregunta para que los
estudiantes determinen
algunos valores de los lados,
perimetro y darea de los
rectangulos.

¢. En la sipuiente tabla escribe los cambios de las medidas de la
-base, altura, perimetro y 4rea del rectangulo.

Base Altura Perimetro Area

3

Los FPM afiadieron color
y grosor al archivo

Los FPM Vagrergarorn el
nombre del archivo de
GeoGebra en la introduccion:
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. ey Anticipacion de
Caracterizacion de los P

AA dificultades, errores y
acciones de los estudiantes

artefactos

Incorporacion/eliminacion
de informacion y
formulacion de preguntas
especificas

GeoGebra para relacionar
las figuras y sus valores.
Agregan espacios
después de cada pregunta
en las hojas de trabajo.

Los FPM agregaron una
hoja en blanco para
procedimientos.

“Haciendo uso del archivo
GeoGebra: (Act3.ggb)
responda las siguientes
preguntas”.

Los FPM cambiaron la
redaccion de la primera
pregunta:

“a. Ingresa en GeoGebra la
expresion algebraica del area
con respecto a la base que
encontraste en la actividad 3.
Compare la grafica con la
trayectoria del punto 1.”
Separan la Gltima pregunta de
la familia de rectangulos de
perimetro 40 y n.

4 Los FPM afiadieron color
y grosor al archivo
GeoGebra para relacionar
las figuras y sus valores.
Los FPM agregaron
espacios después de cada
pregunta en las hojas de
trabajo.

Los FPM agregaron una
hoja en blanco para
procedimientos.

Los FPM agregaron el
nombre del archivo de
GeoGebra en la introduccion:
“Haciendo uso del archivo
GeoGebra: (Act.4.ggb)
responda las siguientes
preguntas”.

En la Tabla 6, se presentan las interpretaciones sobre los cambios en la THAT1 del segundo

grupo respecto a los focos de atencion.
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Resultados de las interpretaciones del segundo grupo de FPM respecto a los focos de atencion
de los cambios en la THAO
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Caracterizacion de los
artefactos

Anticipacion de
dificultades, errores y
acciones de los estudiantes

Incorporacion/eliminacion
de informacion y
formulacion de preguntas
especificas

Interpretaciones

De la linea 115 a 135, los
FPM expresaron:

V: Le damos la cuerdita
de colores y que ellos
usen lo que consideren,
dependiendo de la escala.
S: lo hacen en escala,
(,no? aunque yo creo que
la mayoria va a usar
centimetros. Pero puede
ser que alguien por ahi le
guste pensar diferente y
diga voy a hacer

C: Va a hacerlo con los 20
metros.

S: O hace 10 cm,
localizando cada unidad
de 0.5cm. (...)

Los FPM interpretaron el
uso de la escala para
medir la cuerda con
unidades o patrones de
medida. C plantea algunas
actividades sobre
unidades de medida no
convencionales.

Delalinea28 ala31 C
expres6: Bueno, nosotros
agregamos en la primera
actividad, como vamos a
entregar un material con
papel milimétrico, entonces
el estudiante podria trabajar
con unidades enteras o
unidades decimales.

C interpretd que uso del
papel milimétrico permite
trabajar con nimeros
decimales o enteros.

En la linea 246, C expreso:
Yo no me percaté, de eso
del cerco rectangular
cuando la hice. Entonces yo
dije, pues si es un cerco
pueden tener otros
escenarios como, por
ejemplo, un area triangular
0 un area que no tenga
necesariamente una forma.
Pero entonces luego me
compliqué, porque como le
saco el area a esa vaina.
Entonces, deje simplemente
un cuadrado como tal.

C interpret6 que la palabra
rectangular puede pasar
desapercibida y los
estudiantes podrian hacer,
como le paso a ella, cercos
con otras formas.

De la linea 73 ala 78, los
FPM expresaron:

I: ;Por qué agregan el
color a los archivos? Me
podrian explicar esa parte.
S: Pues yo si tengo una
razon, para eso. He leido
un libro de
etnomatematicas del
profesor de Ambrosio y ¢l
menciona que las
matematicas occidentales

En la linea 140, esto es lo
que expresa V respecto a la
pregunta Por que
consideras que el cerco
anterior abarco mas terreno?

V:(...) Enlapregunta ;Cual
de estos cercos abarca mas
terreno?, pues quizas el
estudiante en ese momento
no va a responder el
cuadrado. Y quizés también
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Anticipacion de
dificultades, errores y
acciones de los estudiantes

Caracterizacion de los
artefactos

Incorporacion/eliminacion
de informacion y
formulacion de preguntas
especificas

(...) ha obviado, ha
quitado el color de las
figuras. Por una cuestion
de abstraccion, pero, por
ejemplo, si vemos las
matematicas que no son
occidentales (...) el color
hace resaltar de alguna
forma las figuras.

V: Para que los
estudiantes puedan ver
esa relacion de la base y
la altura que de pronto se
obviaba o quizés era mas
complejo verlo cuando
realizaban el movimiento
(...). De pronto no
podrian identificar
realmente cudl era el lado
que crecia, cudl era la
base o la altura. Entonces
€S como una manera
como para que ellos
puedan como dar con esa
relacion.

C: 'Y ademads porque sin
color, la manera (...) de
identificar esa relacion era
por los nimeros, por la
longitud de los lados. Sin
embargo, no era tan
sencillo (...)

Los FPM interpretaron
que el uso del color ayuda
a relacionar los valores de
las figuras e identificar lo
que varia o no varia.

S interpret6 que la
abstraccion de las
matematicas occidentales

tenga un por qué (...) seria
interesante saber por qué
selecciond precisamente
este  rectangulo, quizds
porque un lado se vea mas
largo, por ejemplo.

V  interpretd que los
estudiantes podrian fijarse
en la longitud de uno de los
lados del rectangulo para
determinar el rectangulo de
mayor area.




234

Anticipacion de
dificultades, errores y
acciones de los estudiantes

Caracterizacion de los
artefactos

Incorporacion/eliminacion
de informacion y
formulacion de preguntas
especificas

desusa el color de las
figuras.

De la linea 32 a la 36 los
FPM expresaron:

I: Ustedes dejaron unos
espacios en blanco ;Qué
tanto espacio considera
pertinente?

S: Dependiendo de las
preguntas, porque a veces
preguntan solamente las
coordenadas.

C: Algo muy puntual.

S: Me imagino que no van
a necesitar tanto espacio.
C: En las altimas, por
ejemplo, estamos
pensando que era
necesario hacer uso de
hojas en blanco como
para que ellos pudieran
hacer los procedimientos
si fuera necesario (...).

Los FPM interpretaron la
longitud de la respuesta
de los estudiantes al variar
el espacio en la hoja de
trabajo o considerar el uso
de hojas en blanco.

En la linea 3, esto fue lo que
expres6 V respecto a la
tabla:

V: Pues la tabla porque lo
que se espera luego es que el
estudiante pueda dar como
una expresion general de
esos cambios que hay o que
logré encontrar esa relacion
de lo que es el area respecto
a la base. Entonces quizas el
estudiante al ver el cuadro
puede ver el
comportamiento que tiene la
base y la altura cuando
varia, qué tanto esti
variando y pues es como
algo que uno esperaria, (...)
al menos que €l encuentre
como esa relacion y también
como ahi también incluimos
lo que fue el 4rea y también

el perimetro que
identifiquen de  alguna
manera que, aunque el

perimetro es constante no
significa que el area también
va a ser constante entonces
ahi estamos también para
potencializar eso.

V interpret6 que agregar una
tabla de valores permitiria
ver lo que varia o permanece
constante y relacionar las
medidas de los lados con la
expresion general del area.

De la linea 89 a la 92, los
FPM expresaron.
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Anticipacion de
dificultades, errores y
acciones de los estudiantes

Caracterizacion de los
artefactos

Incorporacion/eliminacion
de informacion y
formulacion de preguntas
especificas

S: pero también hay que
tener cuidado con los
colores.

V: Exactamente.

S: Porque un exceso de
colores puede causar
problemas porque el
estudiante puede perder la
atencion.

C: Si, uno llama la
atencion en todos los
puntos, entonces (...)
puede ser significativo
para el que disefia o el que
modifica el recurso, pero
para el estudiante puede
que simplemente no tenga
significado el color o se
pierda de tanto de tantas
cosas que estan
remarcadas.

Los FPM interpretaron
que el exceso de color
puede desviar la atencion
o generar diferentes
significados para los
estudiantes.

En la Tabla 7, se presentan separados los cambios en la THA1 del segundo grupo de FPM

respecto a los focos de atencion.
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Resultados de los focos de atencion de los cambios en la THAI del segundo grupo de FPM

AA Caracterizacion de los

artefactos

Anticipacion de
dificultades, errores y
acciones de los estudiantes

Incorporacion/
eliminacion de
informacion y
formulacion de
preguntas especificas

1 Los FPM agregaron la
imagen de la figura 1
correspondiente al tablero
de carton.

Los FPM agregaron en el
proceso de aprendizaje
hipotético:

Los estudiantes requieren
usar escala para usar la lana
en el tablero, dado que no
tienen suficiente lana para 20
metros y porque el tablero no
permite la representacion de
dichos rectangulos.

Es posible que los
estudiantes no reconozcan
que el cuadrado es un
rectangulo y tampoco
reconocen la diferencia entre
perimetro y area. Es posible
que interpreten que la
medida de la lana es de un
lado.

Como lo menciona Fandifio
y D"Amore (2009) es posible
que los estudiantes
consideren que dos figuras
isoperimétricas sean
necesarias equiextensas.

2 Los FPM agregaron la
imagen de la figura 2,

correspondiente al archivo

GeoGebra.

Los FPM agregaron en el
proceso de aprendizaje
hipotético:

La tabla de algunos valores de
la base, altura, perimetro y
area permite relacionar los
cambios que ocurren entre la
base, altura y area. Se espera
que la tabla permita ser un
puente para llegar a Ila
expresion general.

Los FPM agregaron la

pregunta:
d. Respecto a 1la
informacion tabla

determine: (Cudl es la
relacion entre la base y la
altura de los rectangulos?
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AA Caracterizacion de los
artefactos

Anticipacion de
dificultades, errores y
acciones de los estudiantes

Incorporacion/
eliminacion de
informacion y
formulacion de
preguntas especificas

Se considera que la mayoria
de los estudiantes determinan
la expresion general de
manera factorizada porque se
asocia a la férmula del érea.

3 Los FPM agregaron la
imagen de la figura 3,
correspondiente al archivo
GeoGebra.

Los FPM agregaron en el
proceso de aprendizaje
hipotético:

Es importante que los
estudiantes  realicen el
movimiento del punto C
desde A hasta B.

En el programa GeoGebra se
obtienen 3 rectangulos con
area 25, por lo tanto, es
necesario que los estudiantes
verifiquen el d4rea para
determinar el rectangulo de
mayor area.

Los FPM modificaron la
redaccion de la pregunta:
a. Mueva el punto C,
observe el punto I ;Como
es la trayectoria del punto
I cuando se mueve el
punto C?

4  Los FPM agregaron la
imagen de la figura 4,
correspondiente al archivo
GeoGebra.

ac=sa1 | CB=153
o

R >xireto e FGED= 20m
DF =358 E5=350
O rea s F60= 23

o g
DE=341

Los FPM cambiaron la
redaccion de la pregunta:
b. ;Por qué el punto I
genera una nube de puntos
en el primer cuadrante?

En la Tabla 8 se resumen los aspectos que interpretaron el primer grupo de FPM respecto

a los focos de atencidn en la segunda planificacion de una leccion.
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Resultados de las interpretaciones del segundo grupo de FPM respecto a los focos de atencion

de los cambios en la THA 1

Caracterizacion de los

Anticipacion de
dificultades, errores y

Incorporacion/eliminacion
de informacion y

artefactos acciones de los formulacion de preguntas
estudiantes especificas
En la linea 64 y 65, V Enlalinea 136 a 138 C En la linea 378 a 387 los FPM
expreso: Desenrollaron expreso: Sieso nos ocurrid — expresaron:

todo y empezaron a
medir, yo he visto que de
aqui a aqui es un metro
(brazada). Uno, dos y
empezaron.
Desenrollaron todo y no
les alcanzaba. Si van a
utilizar los 20 metros
como harias entonces.
Ah, entonces no puede
ser 20 metros, dijeron.
Ah, pues es que es algo
hipotético, entonces

7] .
&  puede ser cualquier valor
.g (...). Entonces César era
g que no, pues si son 20
5 metros pues podemos
S también tomar 20
- r
£ centimetros.
Los FPM interpretaron el

uso de la escala como un
conocimiento previo para
medir la cuerda y
representar los
rectangulos con la cuerda
sobre el tablero de
carton.

con los con el rectangulo y
el cuadrado. Que la
definicion del estudiante
como que pues no permitia
que se abriera a otras
posibilidades. Sino que
decia, no es que un
rectangulo porque tiene un
lado digamos mas largo
que el otro o mas pequefio
que el otro. Son desiguales
necesariamente y entonces
el cuadrado no empataba
con esa nocion que tenian
de rectangulo. Y a veces
es por eso se tornaba como
tan complicado el hecho de
que ellos aceptaran que era
un rectangulo. Que un
cuadrado finalmente es un
rectangulo, un caso
particular.

C interpretd que
estudiantes diferencian el
rectangulo y el cuadrado
porque tienen una
definicion personal del
rectangulo que rifie con su
definicion formal.

V: Yo creo que de pronto
hacer alguna pregunta (...)
solamente se remiten como a
llenar. (Cual es la relacion
entre la base y la altura? ;Qué
cambios ves entre la base y la
altura? no sé, algo, asi. (...)
C: Respecto a los datos de la
tabla, ;Cuadl seria la relacion
entre la base y la altura?

S. (Cual seria la respuesta a
€so?

I: (De qué la suma da 10?

C: O incluso se podria
relacionar ya con las variables,
X, yy como 10-x.

Los FPM interpretaron que la
tabla de valores de los
rectangulos es insuficiente
para obtener la expresion
general del area. Es necesario
agregar una pregunta sobre los
valores de la tabla.

C interpretd que es posible que
los estudiantes, respecto a la
tabla, consideren, la base
como X y la altura como (10-

X).

En la linea 191 C
expreso: La hoja
milimétrica ayudd, a que
ellos también como que

En la linea 41 V expreso:
Al disefiar cada uno de los
posibles cercos
rectangulares asumian que
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Caracterizacion de los
artefactos

Anticipacion de
dificultades, errores y
acciones de los
estudiantes

Incorporacion/eliminacion
de informacion y
formulacion de preguntas
especificas

hicieran esa diferencia.
Bueno, tengo 20 metros
de perimetro, pero esos
20 metros de perimetro
me abarcan distintas
superficies, entonces aqui
abarca mas cuadritos por
conteo.

C interpret6 que la hoja
milimétrica ayuda a
diferenciar perimetro de
area porque los
estudiantes contaron los
cuadritos encerrados por
la cuerda para determinar
el area.

todos tenian la misma area
(...) no lograban tener una
interpretacion de lo que era
el perimetro y el area.

V interpretd que considerar
que figuras con igual
perimetro tienen la misma
area se debe a que no
interpretan que es
perimetro y area.

De la linea 769-773 C
expreso: Como que es mas
probable que los
estudiantes lleguen a la
forma factorizada. (...)
determinen la expresion
general de manera
factorizada porque se
asocia a la formula del
area.

C interpret6 que los
estudiantes van a usar la
expresion algebraica
factorizada por su relacion
con la formula del area
(base por altura).

En la linea 337 C expreso:
Al principio (...) como que
exploraron un pedacito del
deslizador (...) dicen que
es como una diagonal.

C interpret6 que los
estudiantes al no mover el
punto C desde A hasta B
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Anticipacion de Incorporacion/eliminacion
Caracterizacion de los dificultades, errores y de informacion y
artefactos acciones de los formulacion de preguntas
estudiantes especificas

ven una trayectoria
incompleta del punto 1.

En la linea 372 V expreso:
En mi caso si.
Relacionaban mucho lo
que indicaba GeoGebra y
en un inicio tenian como
ese ese problema, los lados
no marcaban 5 de base y 5
de altura, sino que tenian
unas aproximaciones y, sin
embargo, daba el area 25.
Lo tnico que les sugeri era
que verificaran si al
multiplicar daba eso,
entonces ya luego vieron
que no.

V interpretd que los
estudiantes requieren
realizar la multiplicacion
de la base y la altura de los
rectangulos para entender
la aproximacion del area
en GeoGebra.
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“Nuestros mayores ensefian que el tiempo no es una linea recta, sino una corriente viva que

siempre vuelve sobre si misma buscando lo que aun no se ha dicho.”

Mg. Barbara Muelas, sabedora del pueblo Misak,
Discurso de ingreso a la Academia Colombiana de la lengua,

Bogota, 27 de junio de 2025.



