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RESUMEN

La teoria de cédigos es un drea de estudio de las matemaéticas que se encarga de detectar y corregir
los errores producidos al transmitir mensajes a través de ciertos canales de comunicacién con ruido.
Dicha teoria se emplea en el intercambio de informacién a través de dispositivos electrénicos y en el
almacenamiento de datos en medios magnéticos; en este dltimo caso el medio de almacenamiento hace
las veces de canal de comunicacién y el ruido puede deberse, por ejemplo, a imperfecciones en el equipo.

En esta monografia realizaremos un estudio detallado de la teorfa bdsica de cddigos, de las distintas
cotas para los pardmetros de un c6digo y para la funcién de Manin.

PALABRAS CLAVE: teoria de cédigos, cuerpos finitos, matriz generadora, matriz de chequeo de pa-
ridad, cddigos duales, equivalencia de cddigos, cddigos perforados, extension de cddigos, codificacion,
decodificacién de maxima verosimilitud, Hamming, Plotkin, Singleton, Elias, Griesmer, Gilbert, Varsha-
mov, Manin, cotas, cotas asintoticas.
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INTRODUCCION

Lograr que el intercambio de datos desde y hacia el espacio sea confiable es uno de los desafios a los
que se enfrentan agencias espaciales como la NASA, ya que la radiacién de algunas misiones espaciales,
del sol y otros cuerpos celestes pueden interferir en la comunicacién entre los centros de operaciones
en la Tierra y astronautas o vehiculos robotizados en el espacio, al distorsionar la informacién que se
transmite. Por ello, a fin de que el intercambio de datos sea lo mas preciso posible, las agencias espaciales
utilizan métodos de deteccidn y correccion de errores, en otras palabras, trabajan con teoria de c6digos.

La teoria de codigos es un drea de estudio de las matemaéticas que se encarga de detectar y corregir
los errores producidos al transmitir mensajes a través de ciertos canales de comunicacién con ruido.
Dicha teoria se emplea en el intercambio de informacion a través de dispositivos electrénicos y en el
almacenamiento de datos en medios magnéticos; en este dltimo caso el medio de almacenamiento hace
las veces de canal de comunicacion y el ruido puede deberse, por ejemplo, a imperfecciones en el equipo.

La Figura 1 muestra el proceso que tiene lugar cuando se transmite un mensaje a través de un dispositivo
electronico o magnético. Este proceso se estudiard con detalle mds adelante, por ahora ilustraremos
como funciona mediante un ejemplo. Supongamos que en la fuente hay dos mensajes: SI y NO, y que
el codificador establece la siguiente relacion: SI=1 y NO=0. Asi las cosas, si desde la fuente se envia el
mensaje SI, el codificador transmite el vector 1 a través del canal de comunicacidn; el ruido en el canal
puede alterar la informacion, en tal caso el decodificador recibiria el vector O y, por lo tanto, el mensaje
que llegarfa al receptor es NO. En este ejemplo, el cédigo es {0, 1}, los vectores 0 y 1 se conocen como
palabras cédigo o simplemente palabras.

Ruido
Palabra l« Vector Mensaje
Fuente del Mensaje codigo recibido decodificado
mensaje Codificador Canal Decodificador Receptor

Figura 1: El esquema de comunicacién digital.

Una alternativa para detectar y corregir este error es la retransmision. En tal proceso la fuente enviaria
varias veces el mensaje Sl y el receptor aceptaria como mensaje original el que haya recibido un mayor
numero de veces. Sin embargo, este método resulta poco eficiente, ya que puede ser demorado e implica
la inversidén de muchos recursos. La solucién usual consiste en enviar a través del canal mas informacién
de la que realmente se requiere. Por ejemplo, en lugar de usar el cédigo {0, 1}, el codificador podria
establecer la relacion SI=11111 y NO=00000; en esta ocasion si durante la transmisién del mensaje
SI se produce un error, por decir algo, si se recibe 10111, la decodificacion estableceria que la palabra
enviada fue la “mads cercana” a 10111, es decir 11111, por lo tanto, el mensaje entregado al receptor seria
el mensaje SI. La informacién que se envia de mds se conoce como redundancia y se usa para proteger,
en la medida de lo posible, los mensajes del ruido.



VI

El objetivo de la teoria de cédigos es encontrar c6digos que permitan transmitir informacién de manera
confiable y eficiente, esto es, cddigos que detecten y corrijan muchos errores y que, ademas, transmitan
de manera rdpida una amplia variedad de datos. Ante la necesidad de encontrar c6digos con estas carac-
teristicas, o buenos codigos, surge el principal problema de la teoria de c6digos, el cual estudiaremos a
profundidad mds adelante. A grandes ragos, su solucién consiste en proporcionar cotas para lo que co-
noceremos como pardmetros del c6digo. La bisqueda de buenos cédigos también da origen al principal
problema asintético de la teoria de cddigos, el cual consiste en “pasar a infinito” algunas consideracio-
nes del problema anterior, en cuya solucién juega un papel fundamental la funcién que establecié Manin
en [6]; dado que se desconoce el valor exacto de la funcién de Manin en algunos puntos de su dominio
es vital el estudio de cotas para dicha funcién.

En esta monografia realizaremos un estudio detallado de la teoria basica de cdédigos, de las distintas
cotas para los pardmetros de un c6digo y para la funcién de Manin.
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PRELIMINARES

En este capitulo presentaremos los conceptos y resultados bdsicos de la teoria de cuerpos finitos, to-
mando como referencia [4].

1.1 NOCIONES BASICAS DE CUERPOS FINITOS

Sea n un entero positivo. Diremos que dos enteros a y b son congruentes modulo n o que a es congruente
con b médulo 7 si n divide a a — b y lo denotaremos por a = b mod n.

Sea
R={(a,b):a=bmodn} CZX7Z,

se puede verificar que R es una relacién de equivalencia sobre Z!, en este sentido, decimos que la con-
gruencia médulo n es una relacion de equivalencia sobre Z. Ahora bien, toda relacién de equivalencia
sobre un conjunto induce una particién del mismo, por ende, la congruencia médulo # induce una parti-
cién de Z mediante clases de equivalencia.

Dados n, k enteros con n > 0, llamaremos clase residual de k modulo n, a
[k] :={xeZ : k= xmodn}.
Note que la clase residual de k médulo n
kl={nh+k:heZ})={....,-2n+k,-n+kkn+k2n+k, ...},

es el conjunto de enteros que difieren de k por un multiplo de n. Es claro que

Z:U[k].

keZ

Veamos cudles son las clases residuales con las que la congruencia médulo n particiona a Z. Por el
algoritmo de la divisién en Z, dado un entero k existen enteros tnicos g, r tales que

k=nqg+r,

'Suponemos que el lector tiene conocimientos en teorfa de anillos y cuerpos, de todas maneras [4] presenta un resumen por
si el lector desea consultar algin tema.
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con 0 < r < n. En términos de congruencias, esto equivale a que k = r mod n, donde r es solo uno de
n enteros posibles, de aqui se sigue que todo entero es congruente modulo n a exactamente uno de los
siguientes enteros: 0, 1,...,n — 1, es decir, k € [r] para un tnico entero r tal que 0 < r < n, luego

n—1
zc||mn.
r=0
Por lo tanto,
n—1
7= U [].
r=0

Al conjunto formado por las n clases residuales médulo n que particionan a Z lo denotaremos por Z/(n),
esto es

Z/(n) :={[0L[1],...,[n—1]}.

Sobre Z/(n) se definen una suma y una multiplicacién a través de aritmética modular, como sigue

+:Z/(n) X Z[(n)—> Z[(n) 1 Z/(n) X Z[(n)—> Z[(n)
([al, [b]) = +([a], [b]) := [a + D] (lal, [b]) ¥ - ([a], [b]) := [ab],

ambas operaciones estdn bien definidas, es decir, no dependen de los representantes de clase.

Ejemplo 1.1. Sea n = 5. La congruencia médulo 5 particiona a Z a través de 5 clases residuales:

0] ={...,-10,-5,0,5,10,15,.. .}
(11 ={...,-14,-9,-4,1,6,11,.. .}
2] ={...,-13,-8,-3,2,7,12,.. .}
B1={...,-12,-7,-2,3,8,13,.. .}
[4]={..,-11,-6,-1,4,9,14,...}.

Six e [r]con0 < r < 5entonces x = 5h + r para algin h € Z,; del algoritmo de la divisién tenemos
que r no es mds que el residuo que resulta al dividir x por 5. Por lo tanto, si 0 < r < 5 decimos que [r]
es el conjunto de enteros que dejan residuo r cuando se dividen por 5; aqui el porqué del nombre clases
residuales. En Z./(5)

(2] +[4] = [7+9] = [16] = [1],

puesto que 16 = 1 mod 5. [ |

Observacion 1.2. De teoria de anillos sabemos que (Z/(n), +, -) tiene estructura de anillo y que coincide
con el anillo cociente de Z mddulo el ideal principal (7).

A (Z/(n), +, ) lo llamaremos el anillo de enteros modulo n.
Proposicion 1.3. El anillo de enteros médulo 7 es un cuerpo si y solo si z es un entero primo.

Demostracion. Si(Z./(n), +, -) es un cuerpo, entonces es un dominio entero. Luego, (n) es un ideal primo
de Z, es decir, n 0 es 0 o es un entero primo, como 7 €s un entero positivo concluimos que 7 es un entero
primo.

Si n es un entero primo, entonces (n) es un ideal primo de Z, asi el anillo de clases residuales de Z
moédulo el ideal principal (n) es un dominio entero, por lo tanto (Z/(n), +,-) es un cuerpo puesto que
todo dominio entero finito es un cuerpo. m|
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SeaZ, :={0,1,...,n—1} C Z. Consideremos

Y Z[(n)—> 2y,
[rl—r, (1.1
conr =0,1,...,n— 1, la unicidad del residuo en el algoritmo de la divisién garantiza que ¥ es una

funcién. Veamos que ¢ es una biyeccion, basta con verificar solo la inyectividad pues |Z/(n)| = |Z,| = n,
supongamos que ¥ ([r1]) = ¥ ([r2]), asi r; = rp con ry, rp € Z,; como todo entero no nulo divide a cero
tenemos que n|r| — rp, luego r; = rp mod n, y por lo tanto [r{] = [r2].

Mediante ¢ podemos dotar a Z, de estructura de anillo. En efecto, por ser  una funcién biyectiva
se cumple que para cada par ordenado (ry,r;) € Z, X Z, existe un unico par ordenado ([r], [r2]) en
Z./(n) X Z/(n) tal que ¥ ([r1]) = r1 y ¥ ([r2]) = r; por ende, podemos considerar una suma y una
multiplicacion sobre Z,, a partir de la suma y la multiplicacién sobre Z/n, de la siguiente manera
+: 2y X2y— 7, iy XLy > Ly
(r1,r2) = +(r1,r2) == ¢ ([r1] + [r2]) (r1,r2) = ~(r1,r2) = ¢ ([n1lr2]),
se puede verficar que Z, junto a estas operaciones binarias hereda la estructura de (Z/(n), +, ). Por

lo tanto, decimos que Z, tiene estructura de anillo inducida por ¢, quién por su parte pasa a ser un
isomorfismo de anillos.

Proposicion 1.4. Z,, es un cuerpo si y solo si n es un entero primo.

Demostracion. Es consecuencia de la Proposicion 1.3 y de que los anillos Z,, y Z./(n) sean isomorfos.
O

Dado un entero primo p, llamaremos a IF, := Z,, el cuerpo de Galois de orden p.

Asi las cosas, IF, constituye nuestro primer ejemplo de un cuerpo finito. Ahora bien, existen cuerpos
finitos cuyo cardinal no es un primo, tal y como muestra el Ejemplo 1.6.

Proposicion 1.5. Sea f € F,[x]. El anillo cociente IF,[x]/(f) es un cuerpo si y solo si f es irreducible
sobre IF,,.

Demostracion. F,[x] con la norma el grado es un dominio euclideo puesto que IF, es un cuerpo, esto
implica que IF,[x] es un DIP y por ende los conceptos de ideal primo y maximal en IF,,[x], coinciden, al
igual que los conceptos de polinomio primo e irreducible. Asi, el anillo cociente IF,[x]/(f) es un cuerpo
si'y solo si (f) es un ideal primo de IF,[x]; por su parte, (f) es un ideal primo de IF,[x] si y solo si f es
irreducible sobre IF,,. Por lo tanto, IF,[x]/(f) es un cuerpo si y solo si f es irreducible sobre IF,. O

Ejemplo 1.6. Sea f(x) = x> + x + 1 € F,[x]. Como f(0) = 1y f(I1) = 1, tenemos que f no tiene
raices en [F,, asi f es irreducible en IF>[x] ya que ademds IF, es un cuerpo. Luego, por la Proposicion
1.5, Fa[x]/(x% + x + 1) con las operaciones definidas sobre un anillo cociente es un cuerpo.

Falx]/(* + x+1) = {g + () : g € Falx]}.
Sea g € IF,[x]. Por el algoritmo de la divisioén en [F,[x] existen polinomios g y r en F,[x] tales que
g=fq+r,

con gr < 2 0r = 0, donde df denota el grado del polinomio f. Mds adn, por tratarse del anillo de
polinomios sobre un cuerpo tenemos que g y r son dnicos, Luego, por la absorcién del ideal (f)

g+ () =rfag+r+(f)=r+(),
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con dr <2 or=0,deaqui que

g+ (N g eBx {0+ (N, 1+(H.x+ (). 1+x+(NH}.

Por lo tanto,
Fy = Fo[x]/( +x+ D) ={0+ () L+ (. x+ (), L +x+ ()}

Es claro que IF4 no es isomorfo a Z4. Sean w := x+ (f) yw := x+ 1 + (f), siademas 0 := 0+ (f) y
1 := 1+ (f), entonces las operaciones en el cuerpo cociente [F4 se pueden resumir de la siguiente manera

+10 1 w @ «]0 1 w @
010 I w @ 0/0 0 0 0
11 0 @ w 101 w o
wlw w 0 1 w|l0 v w1
w|lw w 10 0|0 @ 1 w

Observacion 1.7. El cuerpo finito F4 se construyé al partir IF[x] por un polinomio de segundo grado
irreducible sobre IF,, a saber x*> + x+ 1. En general, si f es un polinomio de grado  irreducible sobre F,,
con p primo, entonces [F[x]/(f) es un cuerpo con p” elementos. Esto se sigue de la Proposicion 1.5 y del
algoritmo de la division en IF,[x], tal y como se hizo en el ejemplo anterior, parap =2y f = X +x+1.

Para a € IF, definimos
p—veces

——
pa:=a+---+aclF,

Sea ¢ el isomorfismo de Z/(p) a IF, dado por (1.1), entonces existe una unica clase [pa] en Z/(p) tal
que ¥([pal) = pa, claramente pa = 0 mod p, por consiguiente [pa] = [0] y esto implica que pa = 0.
Es mds, p es el menor entero positivo para el cual esto ocurre. En efecto, si existiera 0 < g < p tal que
ga = 0 tendriamos que ga = 0 mod p, luego, del Lema de Euclides, p divide a a 0 a g pero en cualquier
caso llegamos a una contradiccién puesto que a y g son enteros positivos menores a p. Esta propiedad
es lo que conocemos como caracteristica de un cuerpo.

La caracteristica de un cuerpo F es el menor entero positivo n tal que
na:=a+---+a=0g,
————
n—veces

para todo a € F’; en caso de que dicho entero no exista, decimos que F' tiene caracteristica 0.
Teorema 1.8. Todo cuerpo finito tiene caracteristica prima.

Demostracion. Sea F un cuerpo finito. En primer lugar, veamos que existe un entero positivo 4 tal
que ha = Op para todo a € F. Definamos la funcién ¢ : Z* — F por ¢(k) = klp para todo entero
positivo &, si ¢ fuese una funcién inyectiva tendriamos que ¢ : Z* — Im(¢) es una biyeccién y por ende
|Z*| = |Im(¢)| < |F], lo que contradice la finitud de F, por lo tanto existen /,m € Z*, digamos [ > m,
tales que [1p = ¢(I) = ¢(m) = mlp, luego

OFZZIF—m]FI]F+"'+1F—(1F+"-+1F)=1F+-~-+1F=(l—m)lp.

I—veces m—veces (I-m)—veces
Seah =1—m € Z*, entonces para cada a € F se cumple que

ha=(l-ma=a+---+a=a(lp+---+1p) = a0 = Op.

(I-m)—veces (I-m)—veces
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Por ende, F tiene caracteristica positiva n con n < h'y como 1 # 0 tenemos que n > 2. Resta verificar
que 7 es un entero primo, supongamos lo contrario, asi n = st con 1 < s, < n, luego

0F=I’l1F=(Sl)1F=1F+"'+1F=(1F+"'+IF)(1+"'+1)=(S1F)(ﬂF),

st—veces s—veces t—veces

de aquique s1p = O o t1F = Of lo que contradice la minimalidad de n, por lo tanto F tiene caracteristica
prima. O

Corolario 1.9. Sea F un cuerpo finito con caracteristica p. Entonces
(a+by =a” +b” y  (a-bP =d" -b",
donde a, b € F y n es un entero positivo.

Demostracion. Dado que el Teorema del binomio es valido para cualquier anillo conmutativo, tenemos
que

P
p_ P\ & p—k
(a+by =) (k d“brF,
k=0
donde (i) es un entero positivo. Si 0 < k < p entonces p—k < py claramente p no divide a p —k. Ahora,
-1 (p-1D! (p-k) !
Poi)= 2 e — =(p-bh——=p-n|")
k K(p-1-k! kl(p-1-b\(p-k) k!'(p —k)! k

por lo tanto, p divide (2’) Asi, paratodo 0 <k < p

P\ sp
k kP>

con s un entero positivo, dado que p es la caracteristica de F'y (8) = (p ) = 1 se sigue que

P
p-1
(a+b)f =a’ + 0P +pz skd"b"™* = aP + bP.
k=1

Mediante induccién sobre 1 se puede verificar que (a + b)?" = a”" + b”". La segunda parte se prueba
andlogamente. o

Corolario 1.10. Sea F' es un cuerpo finito. Entonces F' contiene un subcuerpo isomorfo a IF,, donde p
es la caracteristica de F.

Demostracion. Sea y : Z.— F la funcién dada por

o(2) sizezZ*
W(z) =4 Of siz=0
—¢(-z) si—zeZ*

donde ¢ es la funcién de Z* a F definida en el Teorema 1.8, se puede verificar que ¢ es un homomorfismo
de anillos. Si p es la caracteristica de F' y z € Z entonces

Y(zp) = Y@y (p) = Y(2)0F = OF,
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asi (p) € Nu(y), donde Nu(y) denota al espacio nulo de . Por otra parte sea 0 # b € Nu(y), por la
propiedad arquimediana de los nimeros reales, existe i € Z* tal que ph > |b|, luego

lheZ" : ph>|b|} 0,

asi, el principio del buen orden garantiza que este conjunto tiene elemento minimo, digamos k, como p
es la caracteristica de F' se cumple que |b| > p asique k > 2y, por lo tanto, p(k—1) < |b|; si p(k—1) < |b|
tendriamos que

plk— 1) < Ib| < pk,

o de manera equivalente
0<Ibl=plk=1) < p,

pero esto sumado al hecho de que

Y (bl = p(k = 1)) = ¢ (bl) + ¥ (p)(1 = k) = ¢ (b]) = O,

contradice la minimalidad de p, por ende |b| = p(k — 1), es decir, b es un mdltiplo de p. Asf las cosas,

Nu®) = (p).

Por lo tanto, por el primer Teorema de isomorfia para anillos, el anillo cociente Z/(p) es isomorfo a
Im(y) C F, siendo Im(y) la imagen de ¢, como p es un entero primo concluimos que Im(y) es un
subcuerpo de F isomorfo a IF),. |

Sea F un cuerpo con caracteristica p llamaremos subcuerpo primo de F al subcuerpo de F isomorfo a
F,.

Observacion 1.11. Dado un cuerpo F con caracteristica p, el Corolario 1.10 garantiza la existencia del
subcuerpo primo de F, la unicidad se tiene por la siguiente observacion.

Observacion 1.12. Existen diferentes maneras de definir el subcuerpo primo de un cuerpo finito F (en
general, de un cuerpo), todas ellas equivalentes. Por ejemplo, si

H ={K C F : K es un subcuerpo de F},

entonces
m@) = [ K,
KeX
siendo ¢ el homomorfismo de anillos de Z a F definido en el Corolario 1.10. En efecto, sea a € Im(y)
y K € &; por ser K un subcuerpo de F tenemos que O, 17 € K y dado que K es cerrado bajo la suma y
la diferencia concluimos que a € K. Por lo tanto,

m@) < (] K.

KeX

La otra inclusién es inmediata. Por esto decimos que el subcuerpo primo de F es el subcuerpo mds
pequeiio de F, en el sentido de que no contiene subcuerpos propios.

Por el Corolario 1.10, un cuerpo finito F puede verse como una extension del cuerpo de Galois de orden
p, siendo p la caracteristica de F. Este resultado es muy importante en la caracterizacién de cuerpos
finitos ya que, entre otras cosas, nos brinda una condicién necesaria acerca del nimero de elementos de
F.
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Teorema 1.13. Sea F un cuerpo finito. Entonces F' tiene p™ elementos, donde p es la caracteristica de
F y mes el grado de la extension de F sobre su subcuerpo primo.

Demostracion. Sea K el subcuerpo primo de F, al ser F/K una extension de cuerpos se sigue que F es
un espacio vectorial sobre K. Sea 8 = {vy,...,v,} C F una base de F/K, entonces

vy + -+ apuvy, € F,

para cualquier eleccién de escalares a7y, ..., a, en K. Puesto que p es la caracteristica de F el nimero
de elementos de K es p, luego, por el principio de la multiplicacidn, existen p™ posibles elecciones de
m elementos de K, no necesariamente distintos, y por ende hay a lo mds p” combinaciones lineales
distintas. La unicidad en la representacidon de un vector en una base nos permite concluir que las p™
combinaciones lineales son distintas, por lo tanto F' tiene p” elementos. m|

Ahora bien, dado un primo p y un entero positivo n, ;siempre es posible encontrar un cuerpo con
p" elementos? Para responder esta pregunta usaremos la nocién de cuerpo de descomposicion de un
polinomio sobre un cuerpo dado.

Sea F un cuerpo y sea f € F[x] de grado positivo. Diremos que f se descompone en L si L es un cuerpo
que contiene una copia de F'y f puede ser escrito como producto de factores lineales en L[x]; esto es, si
existen elementos a1, ..., @, € L tales que

fo=a] Jac-a,

i=1

donde a es el coeficiente principal de f. El cuerpo L es un cuerpo de descomposicion de f sobre F si f
se descompone en Ly L = K(ay,...,a,), siendo K el subcuerpo de L isomorfo a F.

Observacion 1.14. De la teoria de anillos sabemos que dados un cuerpo F y un polinomio f € F[x] de
grado positivo, existe un cuerpo de descomposicién de f sobre F'y que este es Unico salvo isomorfismos.

Si L es un cuerpo de descomposicién de f sobre F, con f € F[x] un polinomio de grado positivo y F un
cuerpo, diremos que L es el cuerpo de descomposicion de f sobre F'y lo denotaremos por CDDg(f).

Teorema 1.15. (Existencia de Cuerpos Finitos) Para cada primo p y cada entero positivo n existe un
cuerpo finito con p” elementos.

Demostracion. Consideremos el polinomio x? — x en IFy[x] con ¢ = p". Sean F = CDDg,(x7 — x) y
S ={aeF :a9=a}CF.S esunsubcuerpo de F. En efecto,

i) Op,1p€S.
ii) Sean a,b € S. Entonces, por el Corolario 1.9 (a—b)? =a% - b1 =a—-b,asia-beS.
iii) Seana,b € S y b # 0. Entonces
(ab™)? = a(b™)? = /(") = ab™",
por lo tanto, ab™' € §.

El polinomio ¢x?~! — 1 no tiene raices en IF, pues al ser p la caracteristica de IF, y ¢ una potencia de
p se cumple que ga?~! — 1 = —1 para todo a € F,, por consiguiente el polinomio x? — x y su derivada
gx7~' — 1 no tienen raices en comtiin en IF,. Por lo tanto, x? — x no tiene raices miiltiples en F, asi |S| = g.

Sea K el subcuerpo de F isomorfo a IF,,. Si K/S entonces K tendria las g raices de x? — x, pero K solo
tiene p elementos, por lo tanto K € S C F. Asi, S tiene todas las raices de x? — x y contiene una copia
isomorfa a IF), esto implica que F C S, y por ende S = F. Por lo tanto, F' es un cuerpo finito con g
elementos. O
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Lema 1.16. Sean F un cuerpo finito con g elementos y K el subcuerpo primo de F. Entonces el polino-
mio x? — x € K[x] se descompone en F como

xq—x=l_[(x—a),

acF

y F es el cuerpo de descomposicion de x? — x sobre K.

Demostracion. Como F es un cuerpo, el grupo multiplicativo F* formado por la unidades de F es F'\ {0},
asi |[F*| = ¢ — 1y, por el Teorema de Lagrange, si u € F* entonces el orden de u divide a ¢ — 1, lo cual
implica que u9~! = 1, por ende a? = a para todo a € F. En otras palabras, todo elemento de F es
raiz del polinomio x? — x € K[x]. Asi, y dado que este polinomio tiene a lo mds g raices distintas en F
concluimos que él se factoriza por completo como producto de factores lineales en F[x] de la siguiente

manera
x1—x= l_[(x—a),

acF

y que CDDg(x? — x) C F. La otra inclusién se tiene porque todo elemento de F es raiz de x? — x. Por lo
tanto, F = CDDg(x? — x). ]

Teorema 1.17. (Unicidad de los Cuerpos Finitos) Sean n un entero positivo y p un primo. Entonces
cualquier cuerpo finito con g = p" elementos es isomorfo a CDDE, (x7 — x).

Demostracion. Sea F un cuerpo finito con ¢ = p” elementos y sea K su subcuerpo primo. En primer
lugar, veamos que p es la caracteristica de F. Por el Teorema 1.13, g = (p’)",conm = [F : K]y p’
la caracteristica de F, asi pp"~! = (p’)" y, por el Lema de Euclides, p divide a p’, como ambos son
primos, el tnico chance es que p = p’.

En resumen, K es isomorfo a IF,, luego, por el Lema 1.16, F = CDDg(x? — x). Asi las cosas, F es
un cuerpo de descomposicion de x? — x sobre IF,. Por la unicidad en los cuerpos de descomposicion
concluimos que F' es isomorfo a CDDg, (x7 — x). |

Observacion 1.18. Dados un primo p y un entero positivo n, denotaremos por F, al cuerpo finito con
q = p" elementos.



2

INTRODUCCION A LA TEORIA DE CODIGOS

En este capitulo presentaremos los conceptos y resultados bdsicos de la teoria de cddigos, nuestra
referencia principal serd el primer capitulo de [2], para algunos ejemplos y resultados seguiremos [1].

2.1 DEFINICION DE cODIGOS Y CODIGOS LINEALES

Un conjunto finito A es llamado un alfabeto. Un cédigo g-ario de longitud n es subconjunto no vacio
6 C A", donde n es un entero positivo, A" = AX--- XAy g es la cardinalidad de A. Un (n, M) cédigo 6
sobre A es un cédigo de longitud n y de cardinalidad M. Un subcddigo de € es un subconjunto de 6. El
alfabeto que se considera a lo largo de este trabajo es el cuerpo finito con g elementos, IF,. En este caso,
IF; denota al espacio vectorial formado por las n-uplas sobre IF,. Una n-upla (a1, az . . ., a,) de un cédigo
‘€ se denomina palabra codigo o simplemente palabra y por simplicidad se denota por aja; - - - a,. Un
codigo binario (resp. ternario, cuaternario) es un cédigo sobre IF; (resp. F3, Fy).

Un [n, k] cédigo lineal 6 sobre F, (o un [n, k], cédigo lineal €) es un subespacio vectorial ‘€ de ]Fg
de dimensidén k. En ocasiones, nos referiremos a ‘6 omitiendo el término, lineal. Un subcddigo de un
c6digo lineal € es un subconjunto de 6 que también es lineal. En otras palabras, un subcédigo de € es
un subespacio de 6.

Observacion 2.1. Como todo espacio vectorial sobre IF, de dimensioén k es isomorfo a F%, un [n, kly
c6digo es un (n, gF) cédigo sobre F,.

Una ventaja de trabajar con un [n, k], c6digo € se presenta al momento de conocer sus palabras; basta
con tener una base de 6 para saber qué vectores de IFj son palabras c6digo. De aqui, surge la nocién de
matriz generadora.

2.2 MATRIZ GENERADORA Y MATRIZ DE CHEQUEO DE PARIDAD

Una matriz generadora para un [n, k], c6digo € es una matriz G de k X n con entradas en IF, cuyas filas
forman una base para 6. En general, existen tantas matrices generadoras para un cédigo lineal como
bases para €l. Una matriz generadora para el codigo lineal Fj es la matriz identidad de n X n; mds an,
todo vector de IF; resulta ser, trivialmente, una palabra codigo de IFj.

Para determinar si un vector X € IFy es una palabra de un codigo lineal ‘€ C IFy simplemente debemos
verificar si X es combinacion lineal, o no, de las & filas de una matriz generadora G para 6. Otra alter-
nativa para determinar si X estd en 6 o no, se tiene como consecuencia de la definicién de matriz de
chequeo de paridad.
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Observacién 2.2. Si A es una matriz denotaremos por A7 a su matriz transpuesta.

Se llama matriz de chequeo de paridad de un [n, k] c6digo 6 sobre IF, (k < n), y se denota por H, a una
matriz no nula de (n — k) X n con entradas en IF, que satisface

CGz{xelFZ:HxT:O}.
Para el cddigo lineal I no se define el concepto de matriz de chequeo de paridad.

La siguiente proposicidn garantiza que cada cddigo lineal tiene por lo menos una matriz de chequeo de
paridad.

Proposicion 2.3. Para un [n, k] c6digo sobre IF, dado, existe una matriz H de chequeo de paridad.

Demostracion. Sea By = {vi,..., v} una base para 6. Como k < n, %% no es una base para [F’; sin
embargo, podemos completarlo a una. Sean v, q,..., v, en ]FZ tales que B = {Vy,..., Vi, Vigl,---, Vn} €S
una base de FFj. Es claro que %Bw = {Vik41,...,Vy} es una base para el subespacio vectorial

W = Gen{vii1,...,V,}. Como B = PBg U By se sigue que ]FZ = 6 @ W, donde & denota la suma
directade € y W.

Ahora, consideremos la funcién ¢ : Fj —» W, queacadav =x+y € Fjconx € €yy e Wle
asigna su componente en W, es decir, y. La unicidad de x e y garantiza que ¢ es una funcién. Se puede
verificar que ¢ es una transformacion lineal que tiene como espacio nulo a 6. Dado que W es un espacio
vectorial sobre IF, de dimension n — k, tenemos que W es isomorfo a ]FZ‘/‘; mas adn, un isomorfismo
entre Wy IFZ"‘ estd dado por la funcién ¢ : W — ]FZ"‘ que a cada elemento de W le asigna su vector de
coordenadas con respecto a la base Byy. Asi,

T=¢O¢:]FZ—>]FZ_",

es una transformacién lineal y Nu(7) = 96, siendo Nu(T) el espacio nulo de €. En efecto, si
v=X+Yy € €W estd en el espacio nulo de ¢ o ¢ entonces

0 =¢op(v)=¢(@V) = dlpx+Yy)) = ¢y) = [Ylay,

donde [y]g, denota al vector de coordenadas de y en la base %Bw. De aqui que y = 0y por ende v € 6.
La otra contenencia es inmediata.

Sea A7 la matriz de (n — k) X n asociada a T respecto a las bases B y %, donde 9B es la base canénica
de ]FZ"‘. Entonces

€ = {x e F}: Ar[x]} = 0},
Si C es la matriz de cambio de base %) a %, siendo %, 1a base canénica de IFy, se sigue que
@ = {x cF : Ar (C[X]T,) . 0} — [xe Fl: (4rO)x" = 0).
q By, q
Asi, la matriz H = A7C de tamafio (n — k) X n es tal que
C€:{x€]FZ:HxT:0}.
O

Observacion 2.4. Hasta el momento, hemos usado Nu(-) para denotar el espacio nulo de un homomor-
fismo (de anillos o de espacios vectoriales) En adelante, también lo usaremos para denotar el espacio
nulo de una matriz. Asi las cosas, si 6 es un codigo lineal y H es una matriz de chequeo de paridad para
‘6 entonces 6 = Nu(H).



Matriz generadora y matriz de chequeo de paridad 11

Como la eleccién de los elementos tomados de IF; para completar una base de IFj; a partir de una base
dada para ‘6 no es Unica, tenemos que la matriz H de la Proposicion 2.3 no es unica. Por lo tanto, 6 tiene
varias matrices generadoras y de chequeo de paridad. Es por esto que decimos una matriz generadora de
‘6 (resp. una matriz de chequeo de paridad de “6), y no, la matriz generadora de ‘6 (resp. la matriz de
chequeo de paridad de 6).

Otra caracteristica comtn entre matrices generadoras y de chequeo de paridad para un cédigo lineal es
que, en ambos casos, sus filas forman un conjunto linealmente independiente.

Proposicion 2.5. El conjunto formado por las filas de una matriz de chequeo de paridad es linealmente
independiente.

Demostracion. Sea € un [n, k] codigo sobre IF, y sea H una matriz de chequeo de paridad para ‘6. Esto
es, 6 = Nu(H). Por ende, v(H) = dim(6) = k, donde v(H) denota la nulidad de H. Por el Teorema de
la dimensiodn,

n=v(H)+p(H) =k + p(H),

siendo p(H) el rango de H. Como el rango de cualquier matriz es igual a la dimensién de su espacio
fila, se sigue H tiene n — k filas linealmente independientes. Al ser n — k la cantidad total de filas de H,
concluimos que el conjunto formado por las filas de H es linealmente independiente. |

Corolario 2.6. Sean € un [n, k] cédigo sobre IF,, G una matriz generadora para ‘€ y H una matriz de
chequeo de paridad para 6. Entonces, p(G) = ky p(H) = n — k.

Demostracion. Es claro que las filas de G forman un conjunto linealmente independiente. El resultado
buscado es consecuencia de este hecho y de la Proposicion 2.5. |

Sea 6 un [n, k] cédigo sobre IF, y H una matriz de chequeo de paridad para ‘6. Para determinar rdpida-
mente si un vector y de IFj es una palabra c6digo de ‘€ debemos verificar si Hy" = 0. Ahora bien, este
proceso no resulta eficiente si nuestro interés es conocer o enlistar las ¢* palabras de €. En este caso, es
mejor considerar el hecho de que €6 es el espacio nulo de H.

Observacion 2.7. En adelante denotaremos por I, a la matriz identidad de tamano n X n.

Ejemplo 2.8. (Cédigo de repeticion) Sea n > 1. El [n, 1] cédigo € sobre IF, con matriz de chequeo de
paridad
H = [-1"|],1],

conl e ]FZ‘I, es llamado el cddigo de repeticion g-ario de longitud n. Sea x = x; - - - x,, € Nu(H). Asi

-1/1 0 --- 0 X1 —X1 + X
-110 1 --- 0 X —X1 + X3
o=| . |. . = T
-110 0 --- 1 Xy —X1 + X,
de aqui que x; = --- = x,. Por lo tanto,
CG:{X:xl---an]FZ:xl:---:xn}.

Esto implica que una matriz generadora para € es

G=[11---1].
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Decimos que una matriz generadora para un [n, k], c6digo estd en forma estdndar si es de la forma
[/x|A], donde A es una matriz de k X (n — k) con entradas en IF,,.

La matriz G del ejemplo anterior estd en forma estandar. ; Todo cédigo lineal tiene una matriz generadora
en forma estdndar? La respuesta a esta pregunta la da el Teorema 2.54.

La prueba de la Proposicion 2.3 es constructiva, esto es, dado un cédigo lineal €, la prueba no solo
permite garantizar la existencia de por lo menos una matriz de chequeo de paridad para ‘6, sino que
ademds da la pauta para construir una. El problema radica en que tal vez habria que hacer varios célcu-
los primero. El siguiente teorema da una matriz de chequeo de paridad para ‘6, de manera inmediata,
siempre que se tenga una matriz generadora para € en forma estdndar.

Teorema 2.9. Sea G = [[;JA] una matriz generadora de un [n, k] c6digo 6. Entonces H = [-AT|I,_i] es
una matriz de chequeo de paridad para 6.

Demostracion. Por la multiplicacién de matrices en bloque se tiene que
HG" = AT I + L AT = AT + AT = 0_ipen-

Asi, si{vy,..., vt} es labase de € formada por las filas de la matriz G dada en forma estdndar, entonces
Hvl.T = 0, para todo 1 < i < k. Dado ¢ € € existen escalares unicos ay,...,a; € Fy, tales que
c=ayvy + -+ agvg. Luego,

He! = H(alvlT +~~-+C¥kVZ) = alHVIT + - +akHVZ =0.

Por ende, € C Nu(H). Como H es una matriz de tama fio (n — k) X n'y p(H) es igual a la dimensién del
espacio fila de H tenemos que p(H) < n — k. Por otra parte, dado que las ultimas n — k columnas de H
forman un conjunto linealmente independiente tenemos que p(H) > n — k. Por lo tanto, p(H) = n — k.
Luego, por el Teorema de la dimensién

v(Hy=n-p(H)=n—(n—-k) =k =dim(8).
Por lo tanto, € = Nu(H) y concluimos que H es una matriz de chequeo de paridad para 6. O

Ejemplo 2.10. La matriz

1 00 00 1 1
G=0100101
00101 1O0
000 1|1 11

es una matriz generadora en forma estandar para el [7, 4] cddigo binario conocido como el [7,4] codigo
Hamming. Por el Teorema 2.9, una matriz de chequeo de paridad para este c6digo es

011 11 0O
H=(1 01 1{0 1 0
110 1(0 01

Finalizamos esta seccion presentando un resultado que serd muy importante al momento de estudiar las
cotas asintéticas en el ultimo capitulo.

Proposicion 2.11. Sean n un entero positivo y ¢ una potencia prima. Entonces, el conjunto
{C@ : ‘6 es un codigo lineal sobre IF, de longitud n} ,

es finito.
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Demostracion. Observe que

n
{‘6 : ‘6 es un codigo lineal sobre IF, de longitud n} = {‘6 : ‘G esun [n, k], cédigo}.
k=0

Luego,

|{<€ : 6 es un codigo lineal sobre IF, de longitud n}| =1+ an |{C6 : ‘G esun [n, k], C(’)digo}|.
k=1

Resta verificar que para todo 1 < k& < n el conjunto {C@ :Gesun [n, k], cédigo} es finito. Sean
1<k<ny
A= {M : M es una matriz de tamafio kK X n con entradas en ]Fq} .

Es claro que |A| = q”k. Sea B = {M €A :p(M) =k}, si M € B entonces existe un tnico [n, k], cédigo
generado por las filas de M. Por otra parte, dado un [n, k], cédigo € existe por lo menos una matriz
generadora para €. Si G es una matriz generadora para ‘6 entonces, por el Corolario 2.6 G € B, y por
lo tanto

B— {% :‘Gesun[n, k], cédigo}
M — 6 es el [n, k], codigo generado por las filas de M. 2.1

es una funcién sobreyectiva. Asi

|{<€ : ‘G esun[n, k], C(’)digo}’ <|B|,

y por transitividad |{C6 : ‘G esun [n, k], cédig0}| < ¢"™, 1o que concluye la prueba. O

2.3 CODIGOS DUALES

Una matriz generadora G de un [n, k] c6digo € es una matriz cuyas filas son linealmente independientes
y generan el cédigo. Las filas de una matriz de chequeo de paridad H son linealmente independientes;
por lo tanto, H es una matriz generadora de algin cédigo, llamado el cddigo dual u ortogonal de €
y denotado por 6. Una manera alternativa para definir €+ se obtiene a partir de la siguiente forma
bilineal.!

Sea - : Fj X Fy — [F, la funcion dada por

n

X'Y=inyi,

i=1

para cada X = xi -~ x,, ¥y = y1 - - - yn en [Fj. Se puede verificar que - es una forma bilineal. Sea
%z{XE]FZ:x-c=O, pmatodoce%}.

El siguiente lema establece que # = {X eF;: Gx" = 0}.

Lema 2.12. Sea ‘€ un [n, k] c6digo sobre IF, y G una matriz generadora para ‘€. Entonces, un vector
v de Iy pertenece a 7 si y solo si v es ortogonal a todas las filas de G. Es decir, v € # si y solo si
vGT = 0.

'Si el lector desea puede consultar la definicion de forma bilineal en la pagina 249 de [3].
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Demostracion. (=) (Inmediato).
(<) Supongamos que g, ..., g, son las filas de G, entonces v - g; = O paratodo 1 <i < k. Sic € 6,
entonces existen escalares Unicos ay, ..., a; € IFy, tales que ¢ = a1g; + -+ - + axg;. Asi,

k
V-c:Zai(V-gi)zo.
i=1

De aqui que, v es ortogonal a todo elemento de 6, y por lo tanto, estd en . m|

Proposicion 2.13. Sean 6 un [n, k] cédigo sobre IF, y G una matriz generadora para 6. Entonces 7 es
un [n,n — k], c6digo y G es una matriz de chequeo de paridad para 7.

Demostracion. Por el Lema 2.12, # = Nu(G), por ende, # es lineal y G es una matriz de chequeo de
paridad para # . Por el Corolario 2.6, dim(#) = n — p(G) = n — k. ]

El siguiente teorema muestra que una matriz de chequeo de paridad para ‘6 es una matriz generadora
para 7. Lo cual implica que # = 6+.

Proposicién 2.14. Sea 6 un [n, k] c6digo sobre F, y H una matriz de chequeo de paridad para 6.
Entonces H es una matriz generadora para # .

Demostracion. Sean hy, ... h,_; las filas de H. Al ser # es un espacio vectorial de dimensién n — k, es
suficiente mostrar que {hy,...,h,_;} es un subconjunto de # linealmente independiente. Mas atn, por
la Proposicion 2.5, basta con verificar que {hy, ..., h,+} € #. Como € = {X € ]FZ : Hx! = 0}, tenemos
que h; ¢ =0paratodoce € yparatodo1 <i<n-—k. O

Corolario 2.15. Sea € un [n, k] codigo sobre IF,. Entonces 6+ esun [n,n — k] cédigo sobre F,y
€t = {xe]FZ:x-c:O, paratodoceC@}.

Asi las cosas, si G y H son matrices generadora y de chequeo de paridad, respectivamente, para un
cddigo lineal ‘6, entonces H y G son matrices generadora y de chequeo de paridad, respectivamente,
para 6+.

Un cbdigo 6 es auto ortogonal siempre que 6 C 6~ y es auto dual siempre que € = 6.
Observacion 2.16. (€)1 = 6.
Ejemplo 2.17. El tetracédigo es el [4, 2] codigo ternario generado por

1 of1 1
G‘[o 1|1 2]'

Veamos que el tetracédigo es auto dual. Por el Teorema 2.9, una matriz de chequeo de paridad para el

tetracodigo es
2 2110
H= [ 2 10 1 ]

Por lo tanto, H es una matriz generadora para el dual del tetracédigo. Como ambos cddigos tienen la
misma dimension, resta verificar que uno sea un subconjunto del otro. Dado que

= 1011 = 1(2210) + 1(2101)
= 0112 = 1(2210) + 2(2101),



Codigos duales 15

tenemos que, Gen{1011,0112} € Gen{2210,2101}. Esto es, el tetracddigo estd contenido en su dual. m
Proposicion 2.18. Un cédigo auto dual tiene longitud par n y dimensién n/2.

Demostracion. Sea 6 un [n, k] c6digo auto dual. Asi, n = dim(6) = dim(6+) = n — k. Por lo tanto,
n = 2k. O

Ejemplo 2.19. El dual del [7, 4] c6digo Hamming (Ejemplo 2.10) es el [7, 3] c6digo binario con matriz
generadora

01 1 1]1 0O
1 01 1/(0 1 0
1 1.0 1]0 0 1

Se puede verificar que cada fila de esta matriz se puede escribir como combinacién lineal de las filas de
la matriz generadora para [7, 4] el c6digo Hamming dada en el Ejemplo 2.10. Por lo tanto, el dual del
[7,4] c6digo Hamming es auto ortogonal. Por la Proposicion 2.18, no es auto dual. [ |

Cuando usamos cddigos que tienen como alfabeto a IF4 = {0, 1, w, w} (ver Ejemplo 1.6) a menudo es itil
considerar otra forma bilineal, llamada forma bilineal hermitiana. Parax = xj - X, y = Y1+ yn en IF
la forma bilineal hermitiana { , ) estd dada por

n

(X,y)zx-y::Zx,-*E,

i=1

donde ~ : F4 — F4 llamada conjugacién, es tal que: 0 = 0,1 = 1,o = w. La Proposicion 2.21 permite,
entre otras cosas, verificar que ( , ) es en efecto una forma bilineal.

Lema 2.20. Para x,y € F4,secumpleque x + y =X+ yyx*y = X * .

Demostracion. Sea x = wy y = w. Por las operaciones de IF4 y la definicién de conjugacién

wtw=1l=(l+w+w=w+w, y wrw=1=(+w) *w=0x*0.

Los otros casos son andlogos. |
Proposicion 2.21. Parax,y,z € IF) y @ € [F4 se cumple que

i) (x,x)€{0,1}.

i) (X,y +2z) =(X,y) + (X, ).

iii) (X+Yy,z) =(X,Z) +(y,Z).

iv) (x,¥) = (y,%).

V) (ax,y) = a(X,y)

vi) (X, ay) = (X, y).
Demostracion. SeanX = xy -+ Xy, Y=Yy1- Yo YZ=21 - ZnenlFyya € Fy

1) ObservequeO*ﬁzO,l*T:1,w*5=w*(w+l):1,5*5:(w+1)*w=l.

n

n - n n
i) (X,y+2z)= _lei*(yi+zi)= lei*(!ZJrZ_i): _lei*E+ _lei*Z_i=<X,Y>+<X,Z>-
i= i= i= i=

iii) Anélogo a ii).
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—_— n n J— n J—
v) (x,y) = _Z]x,-*%= 2 X kY = _Z]yi*fﬁ (¥, X), pues y; = y;, para todo y; € [Fs.
= =

i=1

V) (@%y) = Sawn) o= ¥ o) = ax X0 G) = afx.y)

i=1 i=1

vi) Andalogo av).

Para un cédigo lineal ‘6 C IF}, definimos el dual Hermitiano de ‘6 como
Bt = {x €F, :(x,¢) =0, paratodo c € %}

y definimos el conjugado de 6 como .
€ ={c:ce6},

dondec=cy---c,yc=cy---cy. Porel Lema 220, ax +y = @
a € Fy.

+ ¥y para todo X,y € € y para todo

Proposicion 2.22. Sea 6 un [n, k] cédigo cuaternario. Entonces % esun [n, k] c6digo cuaternario.

Demostracion. Como 0 = 0, se tiene que 0 € 6. Supongamos que vi, Vv, € 6 y a € F4. Luego, existen
¢, ¢y € 6 tales que vi = ¢1, Vo = €. Asi

a/v1+V2=/la+G=ﬁc1+cz,

con A¢; + ¢, € B. Por lo tanto, € es lineal. Ahora, sea {vi,..., v} una base para 6. Veamos que
{V1,...,Vi} es una base para €. Sean a1, ...,a; en [F4 tales que 0 = @ V] + - - - + @, V¢. Luego

0=0=a;Vi+ - -+ar Vi =a1V] + -+ QVi.

Esto implica, por ser {vi,...,vy} linealmente independiente, que @y = --- = a; = 0. Asi,
a;j=a; =0=0,paratodoi = 1,...,k. Porloque {Vvy,...,V} es un conjunto linealmente independiente.
Sea v € 6, entonces existe ¢ € 6 tal que v = ¢. Como {vy, ..., V;} genera a ‘6, existen escalares tinicos
ap,...,ag en [Py tales que ¢ = a vy + - - - + g vi. Luego,

V=E=a’1V1+"'+aka=a/_1 1+ -+ Qg Vg

De aqui que, v € gen{Vvy,...,Vi}, esto es, € C gen{vy,...,Vi}, la otra inclusion es inmediata, por lo
tanto, 6 = gen{vy,...,Vi}. |

Proposicion 2.23. Sea 6 un cédigo cuaternario de longitud n. Entonces @ =gl

Demostracion. Por el Corolario 2.15, %i = {X € ]FZ :x-¢=0, paratodoc € ‘6} Como x - ¢ = (x,c¢),
se sigue que
B = {x €lF, : (x,c) =0, paratodoc € %} =B,

O
Corolario 2.24. Sea 6 un [n, k] c6digo cuaternario. Entonces 6+ es un [n,n — k] c6digo cuaternario.

Demostracion. Es consecuencia de las Proposiciones 2.22 'y 2.23 y el Corolario 2.15. m|
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Al saber que, dado un cédigo lineal cuaternario 6, los conjuntos ® y 61 son cddigos lineales, es
natural preguntarse, ;cOmo se caracterizan las matrices generadoras y de chequeo de paridad para estos
codigos lineales?, y ;cOmo se relacionan con las de 6?7 La Proposicion 2.26 permite responder estas
preguntas.

Observacion 2.25. Si M es una matriz de m X n con entradas en [F4, denotaremos por M ala matriz de
m X n que resulta al conjugar cada componente de M.

Proposicion 2.26. Sea 6 un [n, k] cddigo sobre cuaternario y G una matriz generadora para 6. Entonces
G es una matriz generadora para ‘€; mds aun, si G estd en forma estandar, es decir, si es de la forma
[1x]A] entonces

i) [IklA] es una matriz generadora para ‘6 en forma estandar.

ii) [
|

iif)

A In_k] es una matriz de chequeo de paridad para @.
e

In_k] es una matriz generadora para 6.

iv) [Ix|A] es una matriz de chequeo de paridad para 6.
Demostracién. La prueba de la Proposicion 2.22 garantiza que G es una matriz generadora para €.
i) Se sigue de que Iy = Iy.
ii) Es consecuencia de i) y del Teorema 2.9.
iii) y iv) Son consecuencia de i) y ii), junto a las Proposiciones 2.13 y 2.14.

O

Decimos que un cédigo lineal cuaternario 6 es auto ortogonal Hermitiano si € C €1 y auto dual
Hermitiano si € = 64,

Ejemplo 2.27. El hexacodigo Gs es el [6, 3] codigo cuaternario generado por

1 0 0|1 w w
01 0jlw 1 w
00 1l|lw w 1

G =

€c es auto dual Hermitiano. En efecto, por la Proposicion 2.26 iii) una matriz generadora para 'ﬁé” es

-1 - -ol|1 00
G=|-w -1 -w|0 1 0
- -w -1]0 0 1

Por las operaciones de [F,4 y la definicion de conjugacion,

1 w w|1 00
G'"=|lw 1 w|0 1 0.
w w 1[0 01

Asi, {lowl00, wlw010, ww1001} es una base para °§6LH. Como
» lowl00 = 1(1001ww) + w(010wlw) + W(O001wwl)
» wlwil10 = w(1001ww) + 1(010wlw) + W(001wwl)
» wwl001 = w(1001lww) + W(010wlw) + 1(001wwl),

tenemos que, G C Gs. Por Corolario 2.24, dim(G,") = dim(Gs) = 3. Por lo tanto, G, = Gs. "
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2.4 PEeso v pistancia DE HAMMING

Ejemplo 2.28. Supongamos que los soldados A y B estdn situados en el mapa cuadriculado como mues-
tra la Figura 2.1, y que solo B conoce la ruta indicada: la ruta que evita territorio enemigo y le permite
a A llegar a salvo donde B.

Figura 2.1: Ejemplo mapa coordenado.

B desea enviar la ruta NONNNOSSOOONNNNOON. Para ello piensa usar un codigo binario. El cédigo
binario mas rapido, es decir, el de menor longitud, que podria ser usado es

6 ={N=00,0=01,E=10,S =11}.

‘6 identifica los mensajes N, S, E, O con los cuatro vectores de ]F%. Si B envia, por ejemplo, 00 y el
ruido en el canal hace que A reciba el vector 10 entonces, por ser 10 una palabra cédigo de 6;, A no
tiene manera de detectar que ha ocurrido un error durante la transmisién. En este caso, la confiabilidad
es mas importante que la rapidez. Por lo que B debe considerar otro cddigo para enviar la ruta. Sea 6, el
codigo binario de longitud 3 que se obtiene al afiadir una componente a las palabras de 6;. Esta nueva
componente es la suma de las dos anteriores y es llamada la componente de chequeo de paridad.

6, ={N=000,0=011,E =101,S = 110}.

Se puede verificar manualmente, que si se produce solo un error durante la transmisién entonces A no
recibe una palabra cédigo de 6,. Asi, si por ejemplo, B envia 011 y A recibe 001, entonces A es capaz de
reconocer que ha ocurrido un error. Si A tiene manera de comunicarse con B, debe pedirle que le envie
de nuevo la ruta.

Supongamos que B no puede hacer retransmision, es decir, que el canal es en un solo sentido. Sea 63 el
codigo que se obtiene al repetir dos veces el procedimiento usado para construir 6, a partir de €;. Esto
es,

63 = {c; = 00000, c; = 01101, ¢3 = 10110, ¢4 = 11011}.

Si ocurre un solo error durante la transmision, entonces A es capaz no solo de detectarlo sino también
de corregirlo. Por ejemplo, supongamos que B envia 01101 y A recibe y = 11101 ¢ 65. Si A compara
el vector recibido y con cada palabra de 63 se dard cuenta que y difiere de ¢;,¢p,¢3 y ¢4 en 4,1,3,2
componentes, respectivamente. Al no poder comunicarse con B, A puede asumir que B envid la palabra
de 63 mds “cercana”, la que difiere en menos componentes con y, a saber 01101. [ |

Para formalizar la nocién de cercania del ejemplo anterior introduciremos una métrica sobre el espa-
cio vectorial IFy, llamada la distancia Hamming. Los Ejemplos 2.90 y 2.96 muestran que si durante la
transmisién ocurre un error entonces 63 lo detecta y lo corrige.
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La distancia (Hamming) d(X,y) entre dos vectores X = x; -+ X, VY = Y1 - Yu €N ]FZ es el numero de
componentes en las que difieren. Esto es,

dx,y) =i xi #yill =n—{i: x; = yill.

Por brevedad omitimos 1 < i < n en la definicién anterior. El siguiente teorema muestra que, en efecto,
la funcion distancia es una métrica sobre IFy.

Teorema 2.29. La funcién distancia d(x, y) satisface las siguientes propiedades:
1) (No negatividad) d(x,y) > 0, para todo X,y € ]FZ.
ii) d(x,y) =0siysolosix =Y.
iii) (Simetria) d(x,y) = d(y, X), paratodo X,y € ]FZ
iv) (Desigualdad triangular) d(x,y) < d(x,z) + d(z,y), paratodo X,y,z € ]FZ

Demostracion. Los incisos 1), ii) y iii) se siguen de la definicién de distancia. Sean X = xj--- X,
Y=Yi-YnyZ=21""2n € Fj. Consideremos los siguientes conjuntos

A={i:xi=y), B=li:xi=z} y C={i:zi=y.

Es claro que BN C C A. Luego, |[BN C| < |A|. Dado que [BNC| = |B|+|C|—-|BUC|y|BUC| < n,
concluimos que

d(x,y) = n—|A|
<n-|Bl-|C|+|BUC|
<n-|Bl+n-|C|
=d(x,z) + d(z,y).

O

El peso (Hamming) de un vector X = x;--- x, € ]FZ, denotado por wt(x), es el nimero de componentes
no nulas de x. En otras palabras,
wt(x) := [{i : x; # 0}].

Observacion 2.30. wi(x) = d(x,0).
Sea 6 C Fj un c6digo con al menos dos palabras. La distancia minima de 6, denotada por d(€), es
d(6) := min{d(x,y) : X,y € 6,x # y}.
El peso minimo de €, denotado por wt(€), es
wt(B) := minfwt(x) : X € 6,x # 0}.

El peso minimo de un cédigo con una sola palabra (no nula) se define de la misma manera. Si € = {0}
decimos que d(6) = wt(6) = 0. Veremos mds adelante, que la distancia minima de un cédigo se
relaciona con su capacidad para corregir errores. La relacion entre distancia y peso estd dada por el
siguiente teorema.

Teorema 2.31. Six,y € ]FZ entonces d(X,y) = wt(x —y). Si B es un cédigo lineal, entonces

d(6) = wt(6).
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Demostracion. El vector x—y tiene componentes no nulas en los lugares donde x e y difieren. En efecto,
wi(xX-y) =dx-y,00=n-[{i:xi—y; =0} =n—{i:x =y}l = dx,y).

Resta verificar que d(6) = wt(€). Si ‘6 = {0}, no hay nada que probar. Supongamos que 6 no es el
codigo lineal trivial de IFy. Sean x,y € 6 distintos tales que d(x,y) = d(6). Luego, d(6) = wi(x —y).
Como 6 es lineal, x—y € € y por ende wt(x—y) > wt(6). Por lo tanto, d(8) > wt(‘€). Por otra parte, sea
Z € 6 tal que wt(6) = wt(z). Como 0 € € tenemos que wt(z) = d(z,0) > d(6). Asi, wt(6) > d(B6). O

Observacion 2.32. En ocasiones, denotaremos la distancia minima de un c6digo € por d.

Si € es un (n, M) cédigo sobre IF, con distancia minima d, diremos que 6 es un (n, M, d) c6digo sobre
IF,. Como resultado del teorema anterior, para codigos lineales la distancia minima es también llamada
el peso minimo. Si ‘6 es un [n, k] cédigo sobre IF, con peso minimo d, diremos que € es un [n, k, d]
codigo sobre IF,.

Sea B un cdédigo de longitud n con M palabras (dimension k en el caso lineal) y distancia minima d, los
valores n, M (k en el caso lineal) y d son llamados los pardmetros de 6.

SeanXx =x;---Xx,€y=y;---ypen ]FZ, denotamos por xNy al vector x1y; - - - Xy, € ]FZ. Cuando se trata
de cddigos sobre [Fy, IF5 o [F4, hay algunos resultados elementales sobre pesos que resultan ser utiles.

Teorema 2.33.
i) wi(x +y) = wi(x) + wi(y) — 2wt(x N'y), para todo x, y € IF].
i) wi(xNy) =x-ymod 2, para todo x,y € IF].
iii) wr(x) = x-x mod 2, para todo x € IF.
1v) wi(x) = x - x mod 3, para todo x € IF}.
v) wt(X) = (X,Xx) mod 2, para todo x € ]FZ.
Demostracion.
i) SeanX = X1+ X,y = y1 - yn €F]
A={i:x;i=1y;=0}, B={i:x;=0,y;,=1} y C={i:x;=1,y;=1}.

Claramente, estos conjuntos son disjuntos dos a dos. Ademas, AUC = {i : x; # 0}y
BUC ={i:y; # 0}. De aqui que

wi(x) = |A[+|C] 'y wiy) = |B|+|C|.

Dado que en [F, cada vector es su propio inverso aditivo, tenemos que wt(X +y) = wt(x —y). Por
ende, wt(x +y) es la cantidad de componentes en las que x e y difieren. Asi,

wix+y) =i x; #yi}l =|AU Bl = |A] +|B].

Como ademas
wi(xX Ny) = wt (x1y1 -~ Xnyn) = i : xiy; # 0} = |C],

concluimos que wt(x +y) = wt(x) + wr(y) — 2wt(x N'y).



Peso y distancia de Hamming 21

i) Seanx = x1 -+ x,,y=y1--yn EFJyA={i:x; =y; = 1} ={i : x;y; # 0}. Entonces

Omod 2 si|A| es par

wi(X Ny) = wi(x1y1 -+ Xayn) = i : xiy; # 0} = |A] = .
1 mod2 en otro caso

Por otra parte,
n .
0 si|A]es par
X'y=ZXiyi=inyi=Zl=|A|1={1 :
P = Py en otro caso
puesto que IF, es un cuerpo de caracteristica 2. Por lo tanto, |A| = |A|1 mod 2.
iii) Es un caso particular del item anterior puesto que X N X = X, para todo x € IF).

iv) Seanx = x;---x, € Fj y A = {i : x; # 0}. Entonces wi(x) = |A|. En F3, a? = 1si y solosia # 0,
luego

X.X:inzzzxf:Zl = |A|1 = |A| mod 3 = wr(x) mod 3,
i=1

icA icA

ya que [F3 es un cuerpo de caracteristica 3.

v) Seanx = x;---x, € Fy y A = {i : x; # 0}. Entonces wt(x) = |A|. Por el Ejemplo 1.6, a xa =1,
para todo a € IF4 con a # 0, luego por ser 2 la caracteristica de [F4, obtenemos

n

<x,x>=2xi*7,-=zxi*7,-=21 = |A|1 = |A] mod 2 = wi(x) mod 2.

i=1 i€A i€A

Sea A;, también denotado A;(‘6), el niimero de palabras de peso i en un c6digo 6. Esto es,
A; = {x €6 :wHx) =i}

Si la longitud de 6 es n, la lista A; para 1 < i < n es llamada la distribucion de pesos o el espectro de
pesos de 6.

Ejemplo 2.34. Sea € un cédigo binario con matriz generadora

g
0
G = 1
0

S O =

1 0 00
0 1 00
0 01 1
% tiene 23 = 8 palabras c6digo de longitud 6, a saber

000000 110000 001100 000011 111100 110011 001111 111111.

La distribucién de pesos de € es Ag = 1,A; = 0,4, =3,A3 =0,A4 = 3,A5 = 0,A¢ = 1. Por lo general,
solo los A; no nulos son listados, por lo que la distribucién de pesos de 6 es presentada de la siguiente
manera:

Ag=A6=1,A2 =A4 =3.

Teorema 2.35. Sea € un [n, k, d] cédigo sobre IF,. Entonces
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i) Ag(B) +A1(B) +--- + A, (B) = ¢~.

i) Ap(6) =1y A1(6) = A(6) =--- = Ay4-1(6) = 0.

iii) Si ‘6 es un codigo binario y 1 € 6 entonces A;(6) = A,—i(6) parai =0,...,n.

iv) Si €6 es un cédigo binario auto ortogonal, entonces el peso de cada palabra cédigo es pary 1 € 6+.

v) Si B es un cédigo ternario auto ortogonal, entonces el peso de cada palabra codigo es divisible

Vi)

por 3.

Si 6 es un cédigo cuaternario auto ortogonal Hermitiano, entonces el peso de cada palabra c6digo
es par.

Demostracion.

)

iif)

Note que

n
G =] IxeB:wix) =i}
i=0
Por lo tanto,

g =161 = || [(x €61 wix) = i}| = A(6) + A1(B) + - - + A, (6).
i=0

Como € es lineal, 0 € €. Luego, Ag(€) > 1. Si b € € es tal que wt(b) = 0 tenemos que
d(b,0) = wt(b — 0) = wt(b) = 0. Esto implica, por ser d una métrica sobre F?, que b = 0. Por
lo tanto, Ag(6) = 1. Dado que 6 es lineal tenemos que d = wt(6). Por lo tanto, no existe una
palabra c6digo no nula con peso menor a d.

Seanx € B talque wt(x) =iyy =x+ 1. Como 1 € 6 y el cédigo es lineal, y € 6. Veamos que
wt(y) = n —i. Dado que x N 1 = x entonces, por el Teorema 2.33 1) tenemos

wi(y) = wt(x + 1) = wr(x) + wr(1) — 2wr(x N 1)
=i+n-2i
=n-—I.
Paracada 0 < i <n,sean A = {x € €6 : wt(x) =i}yB ={x¢e€ B : w(x) =n—-i}ysea
fi  A— Bdada por fi(x) = x+1, para todo x € A. Es claro que f; es inyectiva. Seay € B entonces

wt(y) = n—i. Luego, wt(y + 1) = i. Asi, y por ser 6 un cédigo binario, y = f;(y + 1). De aqui que,
f; es sobreyectiva. Por lo tanto

Ai(8) = |A| = |B| = Ap-i(B).

Sea x € 6. Como €6 es auto ortogonal x - ¢ = 0 para todo ¢ € 6. En particular, x - x = 0. Por el
Teorema 2.33 iii) wi(x) = x - x mod 2. Por consiguiente, w(x) es par. Resta mostrar que 1 € 6+.
Si x es de la forma x; - - - x;,, tenemos que

n n

x-lsz,-sziz:x-x:O.

i=1 i=1

Por lo tanto, 1 € 6+*.
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v) y vi) Los argumentos son andlogos a los del item anterior.
O

Ejemplo 2.36. Sea € el tetracddigo. En el Ejemplo 2.17 vimos € es un cédigo ternario auto dual, y
por ende auto ortogonal. Luego, por el Teorema 2.35 v), el peso de cada palabra de € es divisible por 3.
Como 1011 € € y wt(1011) = 3, tenemos que el tetracddigo es un [4, 2, 3] cédigo ternario. [ |

La siguiente proposicion muestra que el reciproco de los items v) y vi) del Teorema 2.35 es cierto.
Proposicion 2.37. Sea 6 un cédigo sobre IF,, con g =3 0 4.

i) Cuando g = 3, el peso de cada palabra c6digo de 6 es divisible por tres si y solo si € es auto
ortogonal.

ii) Cuando g = 4, el peso de cada palabra cédigo de 6 es par si y solo si 6 es auto ortogonal
Hermitiano.

Demostracion.

i) Si 6 es auto ortogonal entonces, por el Teorema 2.35 v) el peso de cada palabra de 6 es divisible
por tres. Resta verificar el reciproco. Sean x = xj -+ X,y = y1 - - -y, € 6. Debemos mostrar que
x -y = 0. Sean

B1={i:x,-=0,yi=1} B2={i:x,-=0,yi=2} B3={i:x,-=1,y,-=0} B4={i:x,-=1,y,-=1}
Bs={i:xi=1yi=2} Be={i:xi=2,y;=0} By={i:x;=2,y; =1} Bs=1{i:x;=2,y; =2}.

Estos conjuntos son disjuntos dos a dos. Note que
8 8
icxi+y #0)=| JB\(BsUB),  {i:xi—yi#0)=|_]Bi\(BsUBy).
i=1 i=1

Luego,
8

8
wi(x +y) = > Bl = |Bs| 1By, wi(x—y) = )" |Bil - |Bs| - |Bs|.
i=1 i=1

Como 6 es lineal y el peso de cada palabra c6digo es divisible por 3, tenemos que

8 8
D IBil = Bs|=1Bsl = )" Bi| = |Ba| - |Bs| mod 3.
i=1 i=1

De aqui que
|B4| + |Bg| = |Bs| + |B7| mod 3.

Por otra parte, dado que la caracteristica de IF5 es 3, obtenemos

n

X‘y=zxi!/i=inyi+zxiyi+zxil/i+zxi!/i

i=1 i€By i€eBs i€B7 i€Bg
SIESIEDATHN
i€By i€Bs i€By i€Bg

= |B4| + |Bg| + 2 (|Bs| + |B7]) mod 3.

Por lo tanto, x -y = 3(|Bs| + |B7|) mod 3 = 0 mod 3. En otras palabras x -y = 0.
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ii) Si € es auto ortogonal Hermitiano entonces, por el Teorema 2.35 vi) el peso de cada palabra de
‘6 es divisible por dos. Resta verificar el reciproco.

En primer lugar, dado x = x;---x, € 6, veamos que X € 6™, es decir que (x,x) = 0. Sea
A ={i: x; # 0}. Entonces wt#(x) = |A|. Por ende, |A| es par. Por el Ejemplo 1.6, a+a = 1, para todo
a € IF4 con a # 0. Luego,

n

(X,X)=in*7i:2xi*fi:21 = JA|l € F,.

i=1 icA icA

Como |A] es par y la caracteristica de IF4 es 2, se sigue que (X, x) = 0. Ahora, sean x,y € 6. Como
‘6 es lineal, tenemos que X+Yy y wx+Yy estdn en 6. Luego, (X+y,x+y) = 0y (wx+Yy, wx+y) = 0.
Asi, por la Proposicion 2.21,

0=x+y,x+y)=(XXx)+(X,y) +(,X) + (¥, y) = (X, y) + (¥, X),
0=(wx+Yy,wx+y)=<(X,X)+ w(X,y) + w(y,X) + (¥, ¥) = &{X,y) + Yy, X).

Por ende,
Xy =(y,x) y w(Xy)=wy,X).

Por lo tanto,
0=(w+w)xy) =<(XY).

El reciproco del Teorema 2.35 iv) en general no es cierto, como muestra el Ejemplo 2.39.

Proposicion 2.38. Sean 6 un cédigo binario y G una matriz generadora para 6 tal que el peso de cada
una de las filas de G es par. Entonces el peso de cada palabra cédigo es par.

Demostracion. La suma de dos palabras de 6 con peso par es una palabra cédigo con peso par. En
efecto, sean x,y € 6 con peso par. Entonces w#(x) + wt(y) = 0 mod 2. Luego, por el Teorema 2.33 i)

wt(x +y) = wt(x) + wt(y) — 2wt(x Ny) = 0 mod 2.

Sea G una matriz generadora para € tal que el peso de cada una de sus filas es par. Toda palabra de 6
es combinacion lineal de las filas de G. Como los escalares son tomados sobre IF,, cada palabra de € es
la suma de determinadas filas de G. Por lo tanto, el peso de cada palabra de 6 es par. m|

Ejemplo 2.39. Sea € el [6, 3] codigo binario con matriz generadora

Dado que cada una de las filas de G tiene peso par tenemos, por el Teorema 2.38, que el peso de cada
palabra de € es par. € no es auto ortogonal. En efecto, mediante operaciones elementales por fila

llevamos G a su forma estandar
1 001 1 1
01 0|1 1 1
00 1|1 1 1
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Luego, una matriz generadora de 6+ es

11 111 0 0
H=|11 1({0 1 0
1 1 1/0 0 1
De aqui que 1 € €*. Como no existen escalares tales que 011000 se pueda escribir como combinacién

lineal de las filas de H, tenemos que 6 ¢ 6*. ]

El item iv) del Teorema 2.35 establece que todas las palabras en un cédigo binario auto ortogonal 6
tienen peso par. Si consideramos el subconjunto de 6 formado por las palabras de peso divisible por 4,
obtendremos un subcédigo de €. Esto es, el subconjunto de palabras cddigo de peso divisible por 4 es
un subespacio de 6.

Sea € un codigo lineal sobre IF, de longitud n y sea x cualquier vector en Iy, entonces el conjunto x +6
es definido como
X+6={x+c:ce B},

y es llamado una clase lateral de 6.

Teorema 2.40. Sean 6 un [n, k] cédigo binario auto ortogonal y 6y el conjunto de todas las palabras de
‘6 cuyo peso es divisible por 4. Entonces

1) 6o =6,0
ii) Bp esun [n,k — 1] subcddigo de € y € = 6y U 6}, donde €, = x + Gy, para cualquier x ¢ G.
Mas atin, 6; esta conformado por todas las palabras de 6 cuyo peso no es divisible por 4.
Demostracion. Por el Teorema 2.35 iv) todas las palabras cdigo de 6 tienen peso par. Por lo tanto, 1)

se cumple o existe X € 6 con peso par y no divisible por 4. Supongamos lo segundo.

Seay € 6 cony # x tal que wr(y) es par pero no miltiplo de 4. La existencia de alglin y con estas
caracteristicas se garantiza por ser € lineal. Si wt(x) = 4k + 2 y wt(y) = 4m + 2, con k, m enteros no
negativos. Entonces

wt(x) + wt(y) = 4(k + m+ 1) = 0 mod 4.

Por el Teorema 2.33 ii) y por ser 6 auto ortogonal tenemos que wt(x N'y) = 0 mod 2. Luego,
2wt(x N'y) = 0 mod 4. Por lo tanto, del Teorema 2.33 1)

wi(x +y) = wi(x) + wr(y) — 2wt(x N'y) = 0 mod 4.

De aqui que, X +y € 6p. Asi, existe ¢y € Gy tal que x +y = ¢g. Esto implica, por ser € binario, que
y = X + ¢p. Por ende, y € 6. Por lo tanto, € C 6y U 6; y toda palabra de 6 cuyo peso no es miltiplo
de 4 esta en 6. La otra inclusion es inmediata.

Por otra parte, sea z € 6;. Luego, existe ¢, € Gy tal que z = x + ¢;. Si wr(c;) = 4 con 7 un entero no
negativo. Entonces,

wt(z) = wt(x) + wt(cy) — 2wt(x N ¢y) = 4(k + 1) + 2 — 2wt(x N ¢) = 2 mod 4.

De aqui que, toda palabra en € tiene peso no divisible por 4. Asi las cosas, 6; estd formado por todas
las palabras de € cuyo peso no es divisible por 4. Esto implica, a su vez, que € = 6y [ | 6;.

Es fécil verificar que Qg es lineal. Sea r = dim(6p). Veamos que r = k — 1. Sea f : 6y — 6 tal que
f(cp) = X + ¢, para todo ¢y € 6. Es inmediato que f es una biyeccién. Por lo tanto,

2 =16 =[Gl + |61 = 2" +2" =21,

Asi,k=r+1. O
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En el teorema anterior, la hipétesis de auto ortogonalidad es fundamental para garantizar que el conjunto
formado por las palabras c6digo con peso divisible por 4 es un cédigo.

Ejemplo 2.41. Sea 6 el c6digo binario no auto ortogonal del Ejemplo 2.39. El subconjunto de 6
formado por las palabras cuyo peso es divisible por 4 no es un subcodigo de ‘6 puesto no es cerrado para
la suma. En efecto, 100111 y 010111 tienen peso 4 pero su suma 110000, no. [ |

Si consideramos el subconjunto de un cédigo binario formado por todas las palabras c6digo que tienen
peso par, sin exigir auto ortogonalidad, se tiene el siguiente resultado.

Teorema 2.42. Sean 6 un [n, k] c6digo binario y €, el conjunto de todas las palabras de ‘G cuyo peso
es par. Entonces

i) € =60
ii) 6, esun [n,k — 1] subcddigo de € y € = 6, U 6;, donde G; = x + 6, para cualquier palabra x
con peso impar. Mas atin, ‘6; consiste de todas las palabras de € cuyo peso es impar.

Demostracion. La prueba es andloga a la del Teorema 2.40. O
En la prueba del Teorema 2.40 supusimos que i). no se daba y mostramos que debia ocurrir ii). Ahora
bien, ;en realidad puede suceder que todas las palabras de un c6digo binario auto ortogonal tengan peso

divisible por 47 si es asi, ;como determinar cudndo esto ocurre sin necesidad de conocer el peso de todas
las palabras c6digo? La primera parte del siguiente teorema da respuesta a estas preguntas.

Teorema 2.43. Sea 6 un cédigo lineal binario.
i) Si 6 es auto ortogonal y tiene una matriz generadora tal que el peso de cada una de sus filas es
divisible por 4, entonces el peso de cada palabra de 6 es divisible por 4.
ii) Si el peso de cada palabra de 6 es divisible por 4, entonces 6 es auto ortogonal.
Demostracion.

i) La suma de dos palabras de € con peso divisible por 4 es una palabra c6digo con peso divisible
por 4. En efecto, sean X,y € 6 con peso divisible por 4. Si wt(x) = 4k y wt(y) = 4m, con k,m
enteros no negativos. Entonces

wt(x) + wt(y) = 4(k + m) = 0 mod 4.

Por el Teorema 2.33 ii) y por ser 6 auto ortogonal tenemos que wt(x N'y) = 0 mod 2. Luego,
2wt(x N'y) = 0 mod 4. Por lo tanto, del Teorema 2.33 1)

wt(x +y) = wt(x) + wt(y) — 2wt(x N'y) = 0 mod 4.

Sea G una matriz generadora para 6 tal que el peso de cada una de sus filas es divisible por 4.
Toda palabra de € es combinacidn lineal de las filas de G. Como los escalares son tomados sobre
IF,, cada palabra de € es la suma de determinadas filas de G. Por lo tanto, el peso de cada palabra
de 6 es divisible por 4.

ii) Para verificar que ‘6 es auto ortogonal, debemos mostrar que x - y = 0, para todo x,y € 6. Por el
Teorema 2.33 ii) x -y = wt(xNy) mod 2. Asiy dado que €6 es lineal y que el peso de cada palabra
cddigo es divisible por 4, tenemos que

2(x-y) = 2wt(x Ny) — wt(x) — wt(y) mod 4
= —wt(X +y) mod 4
= 0 mod 4.

Por lo tanto, x - y = 0 mod 2.
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O

Ejemplo 2.44. Sea 6 el dual del [7, 4] c6digo Hamming. En el Ejemplo 2.19 vimos que ‘6 es un cédigo
binario auto ortogonal y que una matriz generadora € es

011 1j1 0O
1 01 1]0 10
1 0 1/0 0 1

Como el peso de cada fila es 4, por el Teorema 2.43 i) tenemos que el peso de cada palabra de € es
divisible por 4. Esto implica, que d(6€) = 4. [ |

Diremos que un cédigo lineal binario es un codigo par si el peso de cada una de sus palabras es divisible
por 2. El siguiente ejemplo muestra que los c6digos pares no son auto ortogonales.

Ejemplo 2.45. Sean > 2 y sea € el dual del [n, 1] cédigo de repeticién binario (Ejemplo 2.8). Si

X = X1 -+ X, € 6 entonces
n

0=X'1=in=X'X.

i=1
Por el Teorema 2.33 iii) x - x = wt(x) mod 2. Por lo tanto, 6 es un cédigo par. 6+ es el [n, 1] cédigo de
repeticion binario. Si € C 6+ entonces n— 1 = dim(Q) < dim(6+) = 1. Esto no puede ser, por lo tanto,
‘6 no es auto ortogonal. [ |

Existe una relacién entre una matriz de chequeo de paridad para un cédigo lineal y su distancia minima.

Teorema 2.46. Un cddigo lineal ‘6 tiene distancia minima d > 0 si y solo si de cualquier matriz de
chequeo de paridad para € se puede extraer un conjunto de d columnas linealmente dependientes y
ademds todo conjunto formado por d — 1 columnas es linealmente independiente.

Demostracion. Seanc =cj---c, € 6 unapalabranonula, A = {i : ¢; # 0} y hy,...,h, las columnas de
una matriz de chequeo de paridad H para €. Luego,

0=cH =cihj+---+chy = ) chi.
icA
Por ende, {h; : i € A} es linealmente dependiente y |{h; : i € A}| = wt(c). Seax = x;---x,, € 6 tal que
wt(x) = dysea B = {i: x; # 0} entonces {h; : i € B} es linealmente dependiente y |{h; : i € B}| = d.
Si existiese un conjunto C C {1,...,n} con |C| = d — 1 tal que {h; : i € C} sea linealmente dependiente
tendriamos que existen d — 1 escalares, no todos cero, tales que

0= Z oz,-hi,
ieC
de aqui que el vectory = y; - - - y,, con

; siieC
Yi = .
0 €n caso contrario

paratodo 1 <i<nmestden € yO0 < wt(y) <d — 1 pero esto contradice que d(€) = d.

Resta verificar el reciproco. Sea D C {1,...,n} con |D| = d tal que {h; : i € D} es linealmente depen-
diente. Dado que ademads todo conjunto formado por d— 1 columnas de H es linealmende independiente,
tenemos que existen exactamente d escalares no nulos, tales que

0= Z Cl,'hi.

ieD
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Entonces, por el mismo argumento anterior, existe y € 6 tal que 0 < wt(y) = d. Asi, d(6) < d.
Supongamos que d(€) < d. Sea z € B tal que wt(z) = d(6). Entonces existe un conjunto formado por
wt(z) columnas de H, linealmente dependiente. Agregando d — w#(z) — 1 columnas de H a este conjunto,
obtenemos un conjunto de d — 1 columnas de H linealmente dependiente. Esto no puede ser. Por lo tanto,
d(6) =d. O

Ejemplo 2.47. El hexacddigo €¢ (Ejemplo 2.27) es un [6, 3] cédigo cuaternario auto dual Hermitiano,
y por ende auto ortogonal Hermitiano. Una matriz de chequeo de paridad para € es

gl — €l
—~ gl gl
S O =
S = O

0
0
1

=
I
gl &l —

Por el Teorema 2.35 vi) el peso de cada palabra de Gg es par. Como wlw010 € G tenemos que
d(€s) < 4. Supongamos que d(6g) = 2. Entonces, por el Teorema 2.46, existe un conjunto formado
por dos columnas de H que es linealmente dependiente. Sin embargo, ninguna columna de H es un
multiplo de otra. Por lo tanto, d(6¢) = 4. [ ]

2.5 EQUIVALENCIA DE cODIGOS

En esta seccién vamos a establecer cudndo dos cédigos son equivalentes, es decir cudndo son “escen-
cialmente” el mismo. Algunos de los cédigos con los que hemos trabajamos han sido lineales, por ello
es natural pensar que dos codigos lineales (tomados sobre el mismo cuerpo finito) son “escencialmente”
el mismo si ellos son isomorfos como espacios vectoriales. Sin embargo, no es asi. Lo que nos interesa
al establecer el concepto de equivalencia entre dos c6digos es que estos tengan los mismos pardmetros.

2.5.1 Cédigos equivalentes por permutacion. Sea S, el grupo simétrico de orden n. Sean o € S, y
X=X "X, € ]FZ, al vectory; -+ -y, € ]FZ tal que y; = x,-1(; para todo 1 < i < nlo denotaremos por xo-.

Ejemplo 2.48. Sean o = (1,2,3) € S3 y x = 10w € F3. Entonces, o~ '(1) = 3,07 ') = 1y '(3) = 2.
Por lo tanto, xo = wl0. [ |

Proposicion 2.49. Sio € S, y P es la matriz de n X n definida por

P = 1 si j=o(@)
Y10 sioj# o)

Entonces, xo~ = xP, para todo x € IFj.

Demostracion. SeanX = x|+ X, YZ =121 "2 € ]FZ tales que z = xP. Veamos quién es z;, para cada i.
Parai € {1,...,n} sea r tal que r = o~ '(i), luego, z; = x,. Por lo tanto, z; = Xo-i(i), paratodo 1 <i<ny
por ende z = X0 m|

Con la notacién de la proposicidon anterior, decimos que P es la matriz de permutacién asociada a o
Sean 6, y 6, cédigos de longitud n, sobre el mismo cuerpo IF,. Decimos que 6; es equivalente por

y g g rpo Iy q q p
permutacion a 6, si existe o € S, tal que

%ZZ{XO':XEC@]}.
Si P es la matriz de permutacion asociada a o, entonces 6; es equivalente por permutacion a 6, si

G, ={xP:x€6;}.
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Sea S el conjunto de todos los cédigos sobre IF, de longitud n y sea
R ={(6,%6,) : 6 es equivalente por permutacion a G} C S X S.

Se puede verificar que R es una relacién de equivalencia sobre S. Por esto decimos que dos cédigos son
equivalentes por permutacioén si uno de ellos es equivalente por permutacién al otro.

Teorema 2.50. Sea €; un (n, M, d) cédigo sobre F,,. Si ‘6; es equivalente por permutacion a ‘@,. Enton-
ces 6, es un (n, M, d) cédigo sobre IF,,.

Demostracion. Sea o € S, tal que 6, = {xo : x € 6;}. Note que si X = x;---x, € 6| entonces
XO = X1y Xg-i(ny ¥ (xo)o~! = Xo(o-1(1) """ Xo(o-1(my) = X. Sea f 1 61 — 6, la funcion dada por
f(X) = X0, para todo x € 6€;. Es inmediato que f es sobreyectiva. Supongamos que existen X,y € 6;
tales que xo- = yo. Luego, (xo)o~! = (yo)o~!, y por ende, x = y. Por lo tanto f es una biyeccién.
Luego, |6;| = [61]| = M.

Consideremos X = xy -+ + X, Yy = y1 - yn € G1ei € {1,...,n}tal que x; = y;. Luego Xo(-13iy) = Yor(o-1(i))-
Sea j = o(i). Como o(c™'(i)) = 07 (07(i)) tenemos que x,-1(j, = y,-1(jy. Asi, si A = {i : x; = y;}
entonces 0(A) = {j : X,-1(j) = Yo1(j}- De aqui que, ofy : A= {j @ x5-1(jy = Yo1(j} €8 sobreyectiva.
Mas atn, por ser o una funcidén biyectiva, en particular inyectiva, tenemos que o, es inyectiva. Luego,
Al =|{j: Xg-1(j) = yg_l(j)}l. Por lo tanto,

dxo,yo) =n—|{j: X1 = Yoy} =n = i : xi = yi}l = d(x,y).

Si x,y son tales que d(x,y) = d, entonces d(xo,yo) = d. Por ende, d(6,) < d. Si d(6,) < d tendriamos
que existen z, w € 6, tales que d(w,z) = d(6;), si u,v € 6] son tales que z = uo y w = vo entonces
0 < d(u,v) = d(w,z) < d pero esto contradice la minimalidad de d, por lo tanto d(6,) = d. O

Proposicion 2.51. Sean 6; y 6, cdédigos de longitud n, sobre el mismo cuerpo IF,, tales que
6, = {X0 : X € 6;}. Sea P la matriz de permutacién asociada a o~. Si 6 es lineal y G es una ma-
triz generadora para ‘6; entonces 6, es lineal y GP es una matriz generadora para 6,.

Demostracion. Sean k = dim(61)y g, ...,g las filas de G. Entonces las filas de GP son g, P, ..., g, P.
Es claro {g|P,...,g P} C 6, esto implica que Gen{gP,...,g P} C 6,. Sea x € 6;. Luego, existe
y € 6 tal que x = yP. Sean a1y, ...,a; € F, talesque y = a1g; + -+ + axg;. Asi,

X= (g + -+ ug)P =a1g P+ -+ agP.

De aqui que 6, € Gen{g,P,..., g P}. Asi, 6, = Gen{g,P, ..., gP}. Por el Teorema 2.50, |'6;| = qk, lo
que concluye la prueba. O

Corolario 2.52. Sea 6; un [n, k, d] c6digo sobre IF,. Si 6, es equivalente por permutacion a 6, entonces
6> es un [n, k, d] cédigo sobre IF,,.

Demostracion. Es consecuencia del Teorema 2.50 y la Proposicion 2.51. O

Ejemplo 2.53. Sea €6 el cddigo binario con matriz generadora

G =

S O =

1
0
0

O = O

0 0O
1 00
011
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Por la Proposicion 2.38 y dado que 110000 € 6, tenemos que d(6;) = 2. Asi, €; es un [6, 3,2] cédigo
binario. Sea o = (2,6) € S¢. Luego,

10000 0]

SEEEE
pP= y GP=|001100
000100 010010
0000T10

(01000 O]

Sea 6, el codigo binario con matriz generadora G P. Entonces 6, es un [6, 3, 2] cédigo binario equiva-
lente por permutacion a €;. Observe que la matriz GP se obtiene al intercambiar las columnas 2 y 6 de
G. ]

Teorema 2.54. Sea € un cédigo lineal. Entonces € es equivalente por permutacién a un cédigo lineal
que tiene una matriz generadora en forma estandar.

Demostracion. Supongamos que ‘61 un [n, k] codigo sobre IF, con matriz generadora G. Por el Corolario
2.6, el rango de G es k. Asi, al reducir G mediante operaciones elementales por filas, obtenemos una
matriz generadora G’ para € con k pivotes 1. Sea i; € {1,...,n} tal que la columna i; de G’ tiene un
pivote en la componente j—€sima. Sea o € §, tal que o(i;) = j, paratodo 1 < j < k'y sea P la matriz
asociada a 0. Sea 6, el c6digo lineal sobre IF, generado por las filas de la matriz G’ P. Entonces 6; es
un codigo equivalente por permutacion a ‘€ que tiene una matriz generadora en forma estandar, a saber
G'P. O

2.5.2 Cédigos monomialmente equivalentes. La equivalencia monomial es otro tipo de equivalencia
entre codigos, de hecho es mds general que la equivalencia por permutaciones y nos serd de gran utilidad
cuando abordemos la Cota de Griesmer.

Sean €; y 6, coédigos de longitud n, sobre el mismo cuerpo IF,. Decimos que 6, es monomialmente
equivalente a €, si existen o € S, y una matriz diagonal D de tamafio n X n, tales que si P es la matriz
de permutacién asociada a o, entonces

6, ={xPD :x € 6,}.

Teorema 2.55. Sean 6, un (n, M, d) cédigo sobre IF, y D una matriz diagonal de tamafio n X n tal que
D;; # 0, para todo 1 < i < n. Entonces 6, = {¢D : ¢ € 6} es un (n, M, d) cédigo sobre IF,.

Demostracion. Sea f : ‘61 — 6, la funcion dada por f(x) = xD, para todo x € 6€;. Es inmediato que
f es sobreyectiva. Supongamos que existen X,y € 6; tales que xD = yD. Como D;; # 0 para todo
i € {1,...,n}, tenemos que D es invertible. Luego, x = y. Por lo tanto, f es una biyeccidn, lo cual
implica que |6;| = |61 = M.

Sean X = Xy -+ X,y = Y1y, € 61 ei € {l,...,n} tal que x; = y;. Luego, x;D;; = y;Dj;. Asi,
i €{j:xjDj; =y;Dj;}. Por otra parte, sea i € {1,...,n} tal que x;D;; = y;D;;. Como D;; # 0 tenemos
que x; = y;. Asi, i € {j : x; = y;} y por ende,
U= x;Dj; = yiDjpl| = [t = xj = yj)|-
Por lo tanto,
d(xD,yD) =n—{j: x;Dj; = y;Djj}| = n—|{j: x; = y;}| = dx, y).

Si x,y son tales que d(X, y) = d, entonces d(xD, yD) = d. Por ende, d(6;) < d. Sid(6;) < d. tendriamos
que existen z, w € 6, tales que d(w,z) = d(6) y siu, v € 6; son tales que z = uD y w = vD entonces

obtendriamos que 0 < d(u,v) = d(w,z) < d pero esto contradice la minimalidad de d, por lo tanto
d(6,;) =d. O
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Proposicion 2.56. Sean 6; y 6, cédigos de longitud n, sobre el mismo cuerpo [F,, tales que
6, = {xD : x € 6}, con D una matriz diagonal de tamafio n X n tal que D;; # 0, paratodo 1 <i < n. Si
6 es lineal y G es una matriz generadora para 6, entonces 6, es lineal y GD es una matriz generadora
para 6,.

Demostracion. La prueba es andloga a la de la Proposicion 2.51. O

Corolario 2.57. Sea 6 un [n, k, d] cédigo sobre F,. Si 6, = {xD : x € 6;}, con D una matriz diagonal
de tamafio n X n tal que D;; # 0, para todo 1 < i < n. Entonces 6 es un [n, k, d] cédigo sobre IF,,.

Demostracion. Es consecuencia del Teorema 2.55 y la Proposicion 2.56. O

A una matriz diagonal D de tamafio n X n, la denotaremos por diag(Dy1, ..., Dy,). Por brevedad en la
escritura, en adelante omitiremos que D;; # 0, paratodo1 <i<n.

Teorema 2.58. Sea G un (n, M,d) codigo sobre IF,. Si 6, = {XPD : x € 6;}, con D una matriz
diagonal de tamafio n X n y P una matriz de permutacion asociada a alguna o € S,. Entonces 6, es un
(n, M, d) cédigo sobre F,.

Demostracion. Es consecuencia de los Teoremas 2.50 y 2.55. O

Corolario 2.59. Sea €; un [n,k,d] codigo sobre F,. Si €, = {xPD : x € 6}, con D una matriz
diagonal de tamafio n X n 'y P una matriz de permutacioén asociada a alguna o € S,,. Entonces 6, es un
[n, k, d] codigo sobre IF,,.

Demostracion. Es consecuencia de los Corolarios 2.52 'y 2.57. |

Ejemplo 2.60. Sean o = (1,2,3) € S3 y D = diag(c, a, b). La matriz de permutacidn asociada a o es

010
P=(0 0 1
1 00
Seax = lww € ]Fi. Entonces
010 c 00
xPD =[l,w,w]| 0 0 1 0 a 0 |=]cw,a,bw]
1 00 0 0 b

2.6 CONSTRUCCION DE NUEVOS CODIGOS A PARTIR DE OTROS YA EXISTENTES

2.6.1 Codigos perforados. Sean x = x;---x;---x, € ]FZ con 1 < i < nfijo. Decimos que el vec-
tOr X« Xj_1Xj4] *** X €N ]FZ‘1 es el vector que resulta de perforar X en su i-ésima componente y lo
denotamos por X* 0 por xy -+ - X; - Xy,.

Proposicion 2.61. Seaic {l,...,n}fijo.Six=x;---x;---x,ey=y1 - y;- Y, estdn en IFZ entonces

d P d(X, Y) si Xi =Y
x",y) =
d(x,y)—1 en otro caso.
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Demostracion. Si x; = y; entonces i & {j : x; # y;}. Asi, {j : x; # y;} = {j : j # i,x; # y;}, luego
d(x,y) = d(x*,y"). Por el contrario, si x; # y; entonces

Joxjzy}={j:j#ix;#y;}UliL
Por lo tanto, d(x,y) = d(x*,y*) + 1. |
Proposicion 2.62. Six,y € Fj y @ € F;. Entonces (ex +y)* = ax™ +y".
Demostracion. SeanX = xy---X;---X, €y =y Yi Y, en 6. Luego

= Qx|+ Y1 @X F Y aXy + Yy

=(ax+Yy)".

Sea ‘6 un codigo sobre IF, de longitud n. Al subconjunto de ]FZ‘1

B = {x":x€G},

1

que resulta al perforar cada palabra de € en su i—ésima componente lo llamamos el cddigo perforado
‘6 en la i—ésima componente.

Proposicion 2.63. Sean 6 un (n, M, d) cédigo sobre IF, cond > 1, 4" > M e 1 < i < n fijo. Entonces
G esun (n—1,M,d") codigo sobre IF;, donde

i) d =d-1,siexistenx=x;---x, ey =yj -y, en B tales que d(X,y) = d y x; # y;;
ii) d’ = d, en caso contrario.

Demostracion. Sea f : € — € la funcién dada por f(x) = x*, para todo x € 6. Es claro que f es
sobreyectiva. Si existiesen dos palabrasu = u;---u, y v =101 ---v, en 6 tales que u* = v* tendriamos
queu; # v;yuj =v;paratodo1 < j <ncon j # i,de aqui que d(u, v) = 1 pero esto es una contradiccion
pues d(6) > 1, luego u = v y por lo tanto, f es biyectiva. Esto implica que [6;| = [6]| = M.

Supongamos que existen X = x;---x, €y = y1 - - - Y, en B tales que d(x,y) = d y x; # y;. Luego, de la
Proposicion 2.61, d(x*,y*) = d — 1. Por ende, d’ < d — 1. Supongamos que d’ < d — 1. Sean z, w € G
tales que d(z,w) = d’ y sean a,b € € tales que z = a* y w = b*. Asi, d(a*,b*) = d’. Luego, d(a,b)
esd od + 1, yaque de lo contrario se contradice la Proposicion 2.61. En cualquier caso obtenemos,
0 < d(a,b) < d -1, esto contradice la minimalidad de d. Por lo tanto, d’ =d — 1.

Finalmente, supongamos que si un par de palabras en € difieren en d componentes entonces coinciden
en la i—ésima. Sean X = x;---x, ey = y; -y, en B tales que d(x,y) = d. Luego, x; = y; y por la
Proposicion 2.61, d(x*,y") = d, de aqui que d’ < d. Supongamos que d’ < d. Sean z, w € €6 tales que
d(z,w) = d yseana = aj---a,,b = by---b, € Btalesquez = a* yw = b*. Asi, d(a*,b*) = d'.
Luego, d(a,b) esd’ o d’ + 1, por la Proposicion 2.61. En cualquier caso obtenemos, 0 < d(a,b) < d. Si,
d(a,b) = d tendriamos, por la Proposicion 2.61, que a; # b; pero esto contradice la hip6tesis, de aqui
que 0 < d(a,b) < d lo cual contradice la minimalidad de d. Por lo tanto, d’ = d. ]

El siguiente teorema muestra, en particular, que si ‘6 es lineal entonces € también lo es.

Teorema 2.64. Sean 6 un [n, k] c6digo sobre IF, y 1 < i < n fijo. Si G es una matriz generadora para ‘6
Y &1,-- & son las filas de G entonces 6 = Gen {g”l‘, - ,g;:} .
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Demostracion. Sea ¢ € €. Asi, existe x € € tal que ¢ = x". Sean «y,...,a; € [, tales que
X = a1g; + - + axg Luego, por la Proposicion 2.62, ¢ = ai1g] + --- + axg;. Por lo tanto,
C@l.* C Gen {g”l‘, ... ,gZ}, la otra inclusién es inmediata. m]

Teorema 2.65. Sean G un [n, k, d] cédigo sobre IF, y 1 < i < n fijo. Entonces

i) Sid > 1,6 esun [n - 1,k,d’'] codigo sobre F;, donde d’ = d — 1 si existe por lo menos una
palabra de ‘6 de peso minimo con i-ésima componente no nula y d’ = d en caso contrario.

ii) Sid =1yn >k, 6" esun [n—1,k, 1] cédigo sobre [, si cada palabra de ‘€ de peso 1 tiene
i—€sima componente nula; en otro caso, y si ademas k > 1,6 esun [n—1,k—1, d’] codigo sobre
F,cond > 1.

Demostracion.
1) Como 6 lineal, d(6) = wt(B). Por lo tanto, el resultado es consecuencia de la Proposicion 2.63.

ii) Supongamos que para caday = y;---y, € 6 tal que wt(y) = 1 se cumple que y; = 0. Sea
X = x1-- X, € 6 tal que wr(x) = 1. Luego, x; =t # 0, para algin 1 < j < ncon j # i. Por lo
tanto wt(x*) = 1 y d’ = 1. Veamos que dim (C@l*) = k. Completamos el conjunto {x} a una base

{X, g5, ...,8 ) de 6. Asi, una matriz generadora para 6 es
X 0O - 0 - t - 0
8k gkt Gk Gkj Gk
El Teorema 2.64 proporciona un candidato a base para 6 a partir de G, a saber {x*, €rrs g,’:};

resta verificar que dicho conjunto es linealmente independiente. Supongamos que
0= 2" + ang) + - + gy,

luego,
@2gom + -+ + ArGrm = 0,
paratodo 1 <m <n,conm #iym # j. Ademas, Af + a292; + - - - + axgx; = 0. Si probamos que

@2g2i+- - -+argki = 0, tendriamos que 0 = AX+aag,+- - -+axg; y por ser {X, g,, . . ., g} linealmente
independiente podriamos concluir que 4 = @, = - -+ = @ = 0. Supongamos lo contrario, sea

c=AX+aag + -+ arg;.
Asi, sic = ¢+ ¢, tenemos que wt(c) = 1y ¢; # 0, esto contradice la hipétesis, por lo tanto
dim(6;") = k.
Por otra parte, supongamos que k > 1 y que existe X = x1 -+ - x, € Gtalque wt(x) = lyx; =t # 0.
Luego, wt(x*) = 0. Como k > 1 existe por lo menos una palabra z = z; - - - z, en 6 que no es un
multiplo de x, es decir, existe 1 < m < nconm # ital que z,, # 0. Luego, wt(z") > 1. Por lo

tanto, d’ # 0, esto es, d’ > 1. Resta verificar que dim(6) = k — 1. Como en el caso anterior,
completamos {x} a una base de € de tal manera que una matriz generadora para ‘6 es

X O t “ e 0
53 go1 g2 G

Sk gkt Gki ' YGkn
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Como x* = ( tenemos que {X*, g gZ} es un conjunto linealmente dependiente. Veamos que
{g>,...,g7} es linealmente independiente. Note que este conjunto no es vacio puesto que k > 1.
g g P q ] P q

Sean ay, ..., a; € F, tales que 0 = a»g) + - - - + axg;, entonces

@g2j+ -+ argrj = 0,

paratodo 1 < j < nm,con j #i. Sea = axgo; + -+ + apgix y veamos que 6§ = 0. Supongamos lo
contrario. Consideremos la siguiente combinacidn lineal

[ 0 ] [ @921+ + akgi |
0 :
—;x+a/2g2+---+akgk= -0 [+]| a2goi+--+argn | =0.
| 0 1 | 2920+ + kGin |
Asi, tenemos una combinacién no trivial de 0, lo que no es posible puesto que {X, g,,. .., 8} s
linealmente independiente, de aqui que 6 = 0. Luego, asg, + -+ axg, =0yar =--- = =0

y por lo tanto dim(6;") = k — 1.

Corolario 2.66. Dado un [n, k, d], c6digo con d > 1 existe un [n — 1, k,d — 1], cddigo.

Demostracion. Sean 6 un [n, k,d], cédigo con d > 1 (esto implicaquen > 1),¢ =cy---¢c, € 6 una
palabra de peso minimo d e i € {1,...,n} tal que ¢; # 0. Entonces por el Teorema 2.65 i) 6. es un
[n—1,k,d— 1] cédigo sobre IF,. m]

Corolario 2.67. Sea 6 un [n, k, d], codigo cond > 1, si l es un entero tal que 0 < [ < d entonces existe
un [n -1, k,d - I], cédigo.

Demostracion. Haremos la prueba mediante induccion sobre [. Si /[ = 1 entonces el Corolario 2.66
garantiza que existe un [n — 1,k,d — 1], cédigo. Supongamos que existe un [n — [, k,d — [], c6digo con
0 <l<d-1,deaquiqued—I> 1y porel Corolario 2.66 tenemos que existe un [n—(I+1),k, d—(I+1)],
cddigo, lo que concluye la prueba. |

Corolario 2.68. Sean 6 un [n, k] c6digo sobre F;, 1 < i < n fijo, G una matriz generadora para € y
g, ..., 8 lasfilas de G.

i) Sid > 1, entonces una matriz generadora para C@l.* tiene como filas a g’{, e gz.
ii) Lo mismo sucede si d = 1 y cada palabra de peso 1 tiene i—ésima componente nula.

i) Sid =1, k > 1 y existe por lo menos una palabra de peso 1 con i—ésima componente no nula,
entonces existe por lo menos un vector en {gT, . ,gZ} que es combinacién lineal de los otros;
una matriz generadora para 6 tiene como filas a k — 1 vectores linealmente independientes del

conjunto {g’[, ey gZ} .

Demostracion. Es consecuencia de los Teoremas 2.64 y 2.65. |

Ejemplo 2.69. Sea € un [5,2,2] cédigo binario con matriz generadora

11000
G‘[00111]
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Dado que d > 1 tenemos que una matriz generadora para ‘6] es

. [t oo0o0
Gl‘[o 11 1]

Mais atin, como 11000 € 6 es de peso minimo y tiene primera componente no nula, tenemos que el peso
minimo de ‘€] es 1. Por lo tanto, ‘6 es un [4, 2, 1] c6digo binario.

Por otra parte, una matriz generadora para 6. es

., [1 100
G5_[0()1 1]

Como la tnica palabra de € con peso minimo es 11000 y la quinta componente de esta palabra es cero,
tenemos que el peso minimo de %; es 2. Por lo tanto, %g‘ es un [4, 2, 2] cédigo binario. [ ]

Ejemplo 2.70. Sea & un [4, 2, 1] c6digo binario con matriz generadora

1000
G‘[o 11 1]

Como 1000 € & y su primera componente es no nula, tenemos que 97 es un [3, 1] cédigo binario con
matriz generadora

Gi=[11 1]
De aqui que, d(97) = 3.

Dado que 1000 es la inica palabra de 9 de peso 1 y que su cuarta componente es nula, tenemos que
es un [3,2, 1] cédigo binario con matriz generadora

., [1 00
G4‘[o 11]

2.6.2 Extensién de cédigos. Seax = x;---x, € Fj. Al vector x| - - - X, X541 € F3*! con

1 siwt(x)esimpar
Xn+l =
0 en otro caso

lo denotamos por X. Por el Teorema 2.33 iii),
XX+ X1 = wH(X) + x,.1 mod 2 = 0 mod 2.
Asi, x1 + -+ x;, + X017 = 0.
En general, dadox = x; -+ - x, en ]FZ denotamos por X al vector x - - - X, Xx,,4+1 de ]FZJrl tal que
Xp+ -+ Xy + X401 =0,

Proposicion 2.71. Seanx = x; ---x, €y = yi - - -y, en . Entonces

d , 1 + oo 4 = 4+ oo 4
ﬂiﬂz{(xw si x Xn = Y1 Yn

d(x,y)+ 1 en otro caso
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Demostracion. Sean' X = X| -+ Xy Xp41 €Y = Y1 YnYnsl €N ]FZJrl conx; + -+ x4+ x40 =0y
Y1+ -+ Y+ Y1 =0.Six1 +---+x, =y + -+ + y, entonces X,+1 = Ynp+1. Luego,

fl<i<n+l:x;zy}={1<i<n:x#y.

Por lo tanto, d(X,y) = d(x,y). Si por el contrario, x; + -+ + X, # y1 + + - + Yy, €NLONCES Xpt+1 F Yn+1-
Luego,
{1<i<n+l:xi#zy}={1<i<n:x;#y}lU{n+1}.

Por lo tanto, d(X,y) = d(x,y) + 1. O

Sea ‘6 un codigo sobre I, de longitud 7. El cédigo extendido de ‘G se define como
6:=X:xeQ CF".

Observacion 2.72. La unicidad del inverso aditivo en un cuerpo garantiza que el cédigo extendido de
un cddigo dado es tnico.

Teorema 2.73. Sea 6 un (n, M, d) c6digo sobre F,. Entonces € es un (n+1,M,d") cédigo sobre IF,
cond =dod+1.

Demostracion. Sea f : € — % 1la funcién dada por f(x) = X. Es claro que f es sobreyectiva. Sean
X=X X, €Y =y; - Y, en B tales que X =y. Esto implica que, x; = y;, para todo 1 < i < n. Luego,
X =Y. Asi, f es ademds inyectiva. Por lo tanto, f es una biyeccién, y por consiguiente, [6| = [6| = M.

Sean

A={dX,y) X=X Xp, Y=Y1"Yn € €, X#Y, X1+ -+ Xy =Yy1+ -+ Yn),
y

B={dX,y) :X=X1" X0, Y=Y1- Y €EC, XFY, X1+~ + X, Fy1 + -+ +yn}.
Es claro que

AUB={dX,y) : X,y € 6,Xx #Y}. 2.2)
Analicemos los siguientes casos.

i) Si A = () entonces por (2.2), d = min B. Sean x e y en €6 tales que d(x,y) = d. Como d(X,y) € B
tenemos, por la Proposicion 2.71, que

dXy) =d+1.

De aqui que d(gé) <d+1.Seanz,w € @ tales que d(z,w) = d(gé) yseanu,ven 6, u # v, tales
quez=uy w =V. Como d(u, v) € B tenemos, por la Proposicion 2.71

d(@) = d(z,w) = d(u,v) + 1 >d + 1.
Por lo tanto, d(gé) =d+1.
ii) Si B = (@, un razonamiento similar al anterior permite concluir que d(%) =d.
Si A # 0y B # 0 entonces, por (2.2), d = min{min A, min B}.

i) Si min B < min A entonces d = min B. Sean x e y en 6 tales que d(X,y) = d. Entonces d(X,y) € B
y por la Proposicion 2.71

dxy) =d+1.

Por ende, d(gé) <d+1.Seanz,w € 3 palabras distintas y seanuy ven 6, u # v, tales que z = u
ywW=Y.
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A. Si d(u,v) € A entonces, por la Proposicion 2.71, d(z,w) = d(u,v). Asi, por hipdtesis,
d(z,w) > d. Es decir, d(z,w) > d + 1.

B. Si d(u,v) € B entonces por la Proposicion 2.71, d(z,w) = d(u,v) + 1 y por ende
diz,w)>d+1.

En cualquier caso, d(z, w) > d + 1. Por lo tanto, d("é) =d+1.

i1) Si minA < min B, un razonamiento andlogo muestra que d(%) =d.

La siguiente proposicién muestra, en particular, que si ‘6 es lineal entonces € también lo es.

Proposicion 2.74. Sea 6 un cédigo lineal con matriz de chequeo de paridad H entonces

es una matriz de chequeo de paridad para €.

Demostracion. Sea € un c6digo lineal sobre F; de longitud n. Sea x € %, entonces existey = yi - Yn
en Gtalque X =Y. Asi, X = y1 -+ YulYus1 CON Y| + - + Y, + Yps1 = 0. Dado que y € 6 tenemos que
Hy” = 0. Por lo tanto

Yn+1

De aqui que € C Nu(??). Por otra parte, sea ¢ € ]FZJrl tal que ¢ € Nu(?}g). Asi, sic =cj - cyq1 tenemos
queci+---+cp+cp1 =0y H() =0,cone’ =c;---cp, luegoc € @. Por lo tanto, @ = Nu(‘i?). m]
Corolario 2.75. Sea 6 un [n, k, d] cédigo sobre IF,. Entonces el cédigo extendido @ es un [n+1,k,d]
codigo sobre F,, cond’ =dod + 1.

Demostracion. Es consecuencia del Teorema 2.73 y la Proposicion 2.74. O

Ejemplo 2.76. Sea 6 el tetracodigo. En los Ejemplos 2.17 y 2.36 vimos que el tetracédigo es un [4, 2, 3]
codigo ternario con matriz generadora y de chequeo de paridad, respectivamente
I 01 1 2 211 0
G‘[o 11 2] Y H‘[z 1[0 1}
Sean Ay B como en la prueba del Teorema 2.73. Note que d(1120,0112) e Ay d(1011,0112) € B.

Por lo tanto, d(¢) = 3. Mas aun, por el Teorema 2.73, € tiene 9 palabras. Asi, dim(6) = 2. Como
10110,01122 € € y ninguno es combinacién lineal del otro tenemos que

(101 1 0]
01122

G=

es una matriz generadora para %. Por la Proposicion 2.74, una matriz de chequeo de paridad para € es

[ 1 1 ]

H=

1 1
2100
1 01 0]
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Teorema 2.77. Sea 6 un cédigo binario. Entonces d(u, v) es par, para todo u, v € @.

Demostracion. Sean € un cédigo binario de longitud ny x € %. Entonces existe Y=y -y € 6 tal
quex =Y. Asi, X = y1 -+ YpYps1 CON Y| + -+ + Yy + Ypy1 = 0y como 6 es binario tenemos que

Por el Teorema 2.33 iii) wt(X) =X - X mod 2, luego wt(X) es par. Por lo tanto, para todo u, v € 3
du,v) = wt(u) + wt(v) — 2wt(u N v),
es par. ]

Ejemplo 2.78. Sea € un [4, 2, 1] cédigo binario con matriz generadora

1000
G‘[0111]

Como 10001 € 6 tenemos que d(gé) < 2. Por el Teorema 2.77, d(gé) es par. Por lo tanto, d(gé) =2. n

2.7 CODIFICACION Y DECODIFICACION

Teniendo en cuenta la Figura 1 analizaremos cémo enviar un mensaje a través de un canal de comuni-
cacion, qué sucede con el mensaje cuando el canal presenta ruido y cémo determina el decodificador
(mediante la decodificacién de maxima verosimilitud) qué mensaje fue enviado.

2.7.1 Codificacion. La Figura 1 refleja que la codificacion es una funcién que a cada mensaje pro-
veniente de la fuente de mensajes le asigna una palabra cédigo (de algin cédigo fijo). Si el cédigo no
es lineal lo unico que le pediremos a la codificacion es que sea una funcién biyectiva entre mensajes y
palabras cédigo. En lo que sigue abordaremos el caso lineal.

Observacion 2.79. Si 6 es un c6digo que se usa para codificar ciertos mensajes entonces hay una
correspondencia biunivoca entre los mensajes y palabras cédigo de 6. Si 6 es no lineal se sigue por
definicion; si € es lineal se tiene como consecuencia del Corolario 2.82 y la Proposicion 2.86.

Sea € un [n, k] cédigo sobre un cuerpo finito IF,. Este cdigo tiene g palabras c6digo que estardn en
correspondencia 1 a 1 con ¢* mensajes. Como € = ]F’j, cada mensaje estard en correspondencia 1 a 1
€on un vector X € ]F’;. Por ende, trataremos los mensajes como vectores de ]F’;.

La codificacién del mensaje x puede hacerse ya sea usando una matriz generadora o una de chequeo de
paridad para el c6digo 6. Sin embargo, no cualquier matriz generadora o de chequeo de paridad para €
nos serd util.

En primer lugar, ilustraremos el proceso que se sigue al usar una matriz generadora para €, digamos G.
En este caso, x se codifica como
¢ =xG.

Proposicion 2.80. Sean 6 un [n, k] c6digo sobre IF, y G una matriz generadora para 6. Si X = xj - - - x
estd en ]F’; y ¢ = xG entonces ¢ € 6.
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Demostracion. Sean g, ...,g; lasfilasde Gy g; = g1 - - - gin para todo 1 < i < k. Entonces
gu1 X1gi1 + -+ Xpgrl
CZXGZ.)C]"')Ck : :xlg]+”'+xkgk'
9kl X1gin + -+ XkGkn

O

Sean G una matriz generadora en forma estandar para un [n, k], cédigo € y x € IFX, se puede verificar
que las primeras k componentes de ¢ = XG son exactamente las kK componentes de x. Por lo que diremos
que las primeras k componentes de ¢ son las componentes de informacion de X y que las restantes n — k
componentes son las componentes de chequeo de paridad. Estos tltimos son la redundancia que se le
aflade a x con el fin de ayudar a recuperar el mensaje si ocurren errores durante la transmisién. Si G no
estd en forma estdndar pero tiene iy, iy, . .., iy columnas tales que la matriz de tamafo k X k formada por
dichas columnas es /i, entonces la coordenada x; de x se encuentra en la coordenada ¢;; de ¢. Cuando
esto sucede decimos que el codificador es sistemdtico. Claramente, si la matriz estd en forma estdndar el
codificador es sistematico.

Cuando se define la codificacion de un mensaje via una matriz generadora se hace de forma general,
es decir, se puede codificar con cualquier matriz generadora, incluso una que haga que el codificador
no sea sistemadtico; sin embargo, la palabra c6digo que se asigna a un mensaje mediante dicha matriz
no contiene simbolos de informacién ni de redundancia, por lo cual no es viable trabajar con ella. Pe-
ro, jsiempre es posible elegir una matriz generadora que haga que el codificador sea sistemdtico? La
siguiente proposicion muestra que si.

Proposicion 2.81. Sea € un [n, k] cédigo sobre un cuerpo finito IF, entonces ‘6 tiene una matriz gene-
radora que hace que el codificador sea sistematico.

Demostracion. Por el Corolario 2.6 el rango de G es k, asi G tiene k columnas que forman un con-
junto linealmente independiente. Por lo que mediante reduccién por filas se puede obtener una matriz
equivalente por filas a G que tenga k columnas con las que se pueda formar la matriz /. O

Corolario 2.82. La codificacion asigna diferentes palabras cédigo a diferentes mensajes.

Demostracion. Supongamos que Xj,Xy € ]F’; son distintos. Sea G una matriz generadora tal que el
codificador es sistemdtico y supongamos que

¢c=x1G =xG. (2.3)

Como x| # Xp, existe por lo menos una coordenada, digamos i, en la que ellos difieren. Sea x;; la com-
ponente i—ésima de x, para ¢t € {1, 2}, entonces x; # xp;. Por (2.3) y por ser el codificador sistemaético,
existe una componente de ¢, digamos j, tal que ¢; = xj; = x2;, lo cual es una contradiccion. O

Observacion 2.83. Si estamos interesados en que el conjunto informacion se encuentre en las primeras
k componentes pero el cédigo € con el que estamos codificando no tiene una matriz generadora en
forma estdndar, entonces por el Teorema 2.54 podemos trabajar con un cddigo lineal equivalente por
permutaciones a ‘€ que tenga una matriz generadora en forma estandar.

Ejemplo 2.84. Consideremos el tetracédigo €. Por el Ejemplo 2.17 una matriz generadora para 6 es

1 of1 1
G‘[o 11 2]
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Se puede verificar que otra matriz generadora para 6 es

0221
Gl_[1120]

Ambas matrices hacen que el codificador sea sistemadtico. Al codificar mediate ambas matrices el vector
x=22¢ ]F% se obtiene, respectivamente, ¢; = 2210y ¢ = 2022. [ |

Observacion 2.85. La codificacion varia si se toman diferentes matrices generadoras para un mismo
codigo.
Proposicion 2.86. Sea € un [n, k] cédigo sobre IF, y sea G una matriz generadora para 6. Para cada

¢ € B existe un vector X € ]F’; tal que
¢ =xG.

Demostracion. Por el Corolario 2.6, las filas de G forman un conjunto linealmente independiente, lo
que implica que G tiene inversa a derecha. Asi, existe una matriz K de tamafio n X k con entradas en F,
tal que GK = I, luego ¢K = xGK = xI; = x. m]

Sean 6 un [n, k], c6digo y G una matriz generadora para ‘6 en forma estdndar. Veamos como es el
proceso para codificar un vector X = xj--- X € ]F’; usando la matriz de chequeo de paridad H para 6
que se obtiene mediante el Teorema 2.9. Por el Teorema 2.9, H = [-AT|I,_;] siendo A una matriz de
tamafio k X (n — k) con entradas a;; € IF,. Seac = c|---¢c, € ]Fg tal que ¢ = xXG. Nuestro objetivo es
determinar las componentes de ¢ sin calcular el producto xG. Como G estd en forma estandar tenemos
que ¢; = x; paratodo 1 < i < k. Asi, nuestro objetivo se reduce a determinar las restantes n — k
componentes de ¢, usando la matriz H. Por la Proposicion 2.80, ¢ € 6, luego

e ]
—ayy o+ —agp |1 0 - 0 :
0=Hc' =| b |
—Q gkt =G |00 e 1
L Cn |
De donde obtenemos
k
0=- % aici+ cks1
i=1
k
0= % anci + crs2
i=1
k
0=- Z Ai(n—k)Ci + Cp.
i=1
Lo cual permite determinar los n — k simbolos de redundancia de ¢, puesto que paratodoi =1,...,ky
J=1,...,n—k, los elementos a;; y ¢; son conocidos. Mds atin, la componente ¢4 ; de ¢ es

k

Ck+j = Z aijci.

i=1
Ejemplo 2.87. Consideremos el codigo 6, la matriz generadora G y el vector x = 22 del Ejemplo 2.84.
Seac =xG € ]Fg', como G estd en forma estandar tenemos que ¢ = 22¢3c4. Ahora, por el Teorema 2.9 se

sigue que

2
2 2
o=[3 ]

2
c3

c4

1 0
01
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Deaquique 1+ 1+c¢3 =0y 1+2+c4 =0.Porlotanto, c3 = 1y cqg =0, es decir, ¢ = 2210. Observe
que c es igual al vector ¢ del Ejemplo 2.84. [ |

2.7.2 Decodificacion de maxima verosimilitud. Supongamos que el mensaje x se codifica como ¢
y se envia a través de un canal de comunicacién. El canal puede producir un ruido que altera ¢, como
muestra la Figura 1, por lo que conocer con exactitud la palabra cédigo enviada no siempre es sencillo.
La decodificacion es un proceso que consiste precisamente en determinar qué palabra cédigo ¢ (y por
ende qué mensaje x) fue enviada cuando se recibe un vector y.

Ahora bien, ;cémo se refleja mateméticamente el ruido que produce el canal y que altera ¢? Decimos que
ocurren h errores en la transmision de una palabra cédigo c¢ si se recibe un vector y tal que d(y, ¢) = A.
Sea e =y — ¢ entonces por el Teorema 2.31

wt(e) = wt(y —¢) = d(y, ¢).

Por lo tanto, el ruido en un canal de comunicacién afiade un vector de error e a la palabra cédigo ¢
haciendo que el decodificador reciba un vector y = ¢ + e, mds atin, el vector e es tal que su peso refleja
la cantidad de errores que ocurren en la transmisién de c.

Sean € C F} y t un entero positivo. Decimos que 6 es un codigo que detecta a lo sumo t errores si
cada vez que ocurren entre 1 y ¢ errores al enviar una palabra cédigo de 6, el vector que se recibe no
es una palabra cédigo de €, y decimos que 6 detecta exactamente t errores si es un codigo que detecta
a lo sumo ¢ errores pero no detecta a lo sumo ¢ + 1, esto ultimo significa que existen por lo menos dos
palabras de € que difieren en ¢ + 1 componentes.”

Teorema 2.88. Un codigo 6 detecta exactamente ¢ errores si y solo si d(6) =1+ 1.

Demostracion. Sea ‘€ C IFj. En primer lugar, supongamos que d(‘€) =7 + 1, si ¢ es una palabra cédigo
de 6 enviada a través de un canal con ruido, x € ]FZ es el vector recibido y 0 < d(¢,x) < t entonces
0 < d(e,x) < d(B) y por la minimalidad de ‘6 se sigue que x ¢ 6, de aqui que 6 detecta a lo sumo ¢
errores; por otra parte, la definicién de distancia minima garantiza que existen por lo menos dos palabras
en 6 que difieren en 7 + 1 componentes. Por lo tanto, ‘6 detecta exactamente ¢ errores.

Reciprocamente, si ‘6 detecta exactamente ¢ errores entonces existen dos palabras de ‘€ que difieren en
t + 1 componentes, asi d(6) < t + 1; por otra parte, sean X ey en 6 talesque x #y,si 1 <d(x,y) <t
tendriamos que si se cometen d(X, y) errores al enviar la palabra x, el vector recibido podria ser y pero
esto contradice el hecho de que € detecta a lo sumo ¢ errores, asi d(X,y) > ¢+ 1y porende ¢ + 1 es una
cota inferior del conjunto {d(X,y) : X,y € 6,x # ¥}, luego d(6) > + 1, lo que concluye la prueba. O

Observacion 2.89. Sea 6 un c6digo que detecta exactamente ¢ errores. Si se envia una palabra de € a
través de un canal con ruido y ocurren ¢ + 1 errores durante la transmisién entonces el vector recibido
puede o no, ser una palabra cédigo de 6.

Ejemplo 2.90. Sean 6, 6, y 63 los codigos del Ejemplo 2.28. Por el Teorema 2.88 6, no detecta erro-
res mientras que 6, y 63 detectan exactamente uno y dos errores, respectivamente. Ahora, supongamos
que se envia la palabra 01101 € 63 y se cometen 3 errores durante la transmisién de tal forma que el
vector que se recibe es y = 10001, en este caso tenemos que el vector recibido no es una palabra cédigo
de 63, sin embargo, si el vector que se recibe es y = 11011 tenemos que si. [ |

?Las definiciones relativas a deteccién y correccién de errores fueron tomadas de [7].
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A continuacion, diremos en qué consiste la decodificacién de maxima verosimilitud. Sean € € Fj un
c6digo usado en la codificacion de ciertos mensajes, y € IFj un vector recibido y ¢ € 6 tal que

d(y,c¢) = min{d(y,x) : X € B}. 2.4)

Si ¢ es la dnica palabra cédigo que satisface (2.4), la decodificacion de mdxima verosimilitud establece
que c fue la palabra enviada; si existen varias palabras de € que satisfacen (2.4) entonces la decodifi-
cacién de médxima verosimilitud escoge arbitrariamente una (y solo una) y decodifica a y como dicha
palabra.

Sean € C I y 7 un entero positivo. Decimos que € es un cddigo que corrige a lo sumo t errores
(mediante la decodificacién de mdxima verosimilitud) si cada vez ocurren entre 1 y ¢ errores al enviar
una palabra c6digo ¢ € 6, el vector recibido y satisface que d(c¢’,y) > d(y,c) para todo ¢’ € 6 con
¢’ # ¢; y decimos que B corrige exactamente t errores si es un codigo que corrige a lo sumo ¢ errores y
siexisten ¢y, ¢, € Bex € ]FZ con ¢] # ¢p tales que d(x,¢;) =t + 1 yd(x,¢p) < d(x,¢y).

Observacion 2.91. Sea 6 un cédigo que corrige a lo sumo ¢ errores. Si se envia una palabra ¢ de € a
través de un canal con ruido y ocurren entre 1 y ¢ errores durante la transmision, es decir, si se recibe
y € IF; tal que 1 < d(y,¢) < 7 entonces la decodificacion de maxima verosimilitud determina que la
palabra enviada fue c, es decir decodifica y de manera tinica y correcta.

A continuacién, vamos a introducir el concepto de bola cerrada, el cual nos permitird establecer una
relacién entre la capacidad para corregir errores de un c6digo y su distancia minima.

La bola cerrada centrada en u € IF de radio r, con r un entero no negativo, se define como el conjunto
B(u) = {V € IFZ td(a,v) < r},

. . ) -
formado por todos los vectores en ]FZ cuya distancia a u es menor o igual que

Proposicion 2.92. El nimero de vectores en una bola cerrada centrada en un elemento de I de radio

r,con0<r<n,es
r n )
Z(l.)(q— 1y,

i=0
Demostracion. Sea u € Fy. Analicemos cuantos vectores v distan de u exactamente m unidades, donde
0 < m < n. Las m posiciones en las cuales u y v difieren pueden ser elegidas de (:;) maneras distintas
y en cada una de ellas, m posiciones de v pueden ser tomadas de ¢ — 1 maneras para diferir de la
correspondiente entrada de u. Asi, el nimero de vectores que distan exactamente m unidades de u es
(”)(q — 1)™. Por lo tanto, el numero total de vectores en E,(u) es

ZO (’Z)(q -1’

O

Denotaremos por V,(n, a) al nimero de vectores en una bola cerrada de radio a centrada en algin vector
de IFj, en virtud de la proposicion anterior

Vynay=y (’;)(q — 1. 2.5)

i=0
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(a) Optimizacioén de d. (b) Optimizacién de M.

Figura 2.2: Optimizacién de pardmetros.

Observacion 2.93. En adelante | | denotard la funcién parte entera.

Teorema 2.94. Si d > 0 es la distancia minima de un cédigo € y t = [(d — 1)/2] entonces las bolas
cerradas de radio ¢ centradas en distintas palabras c6digo son disjuntas dos a dos.

Demostracion. Seanc¢j,¢; € €conecy #C yZE€ E,(cl) N E,(cz). Luego, d(z,¢) < t,d(z,¢c;) <ty por
desigualdad triangular

d-1 2(d -1
d(cl,cz)sd(cl,z)+d(z,cz)s2t=2{ 3 Jg (2 )<

d’

de aqui que d(cy, ¢p) = 0, asi ¢; = ¢, lo cual es una contradiccidn. ]

Corolario 2.95. Sean 6 un cdédigo con distancia minima d > 0y ¢t = |(d — 1)/2]. Entonces € corrige
exactamente 7 errores.

Demostracion. Supongamos que al enviar una palabra cédigo ¢ de € a través de una canal con ruido se
cometen entre 1 y 7 errores de tal manera que se recibe y € F?, asi 1 < d(y, ¢) < t, luego y € B;(c) y por
el Teorema 2.94 tenemos que d(y,c’) > t para todo ¢’ € € con ¢’ # ¢, por transitividad se sigue que 6
corrige a lo sumo ¢ errores.

Por otra parte, seanc¢ = ¢y ---¢, y ¢ = ¢} ---c, en 6 tales que d(c,¢’) = d e iy, ..., i, tales que ci; # ch

J
paratodo 1 < j < dysiji < jrentonces i < ij,. Se puede verificar ficilmente que 7 + 1 < d. Sea
Y = Y1 -+ yn el vector en IFy dado por

. —_ /
cs Sicg=cl
Ys =1 sicsic;,cs=c,-jijt+l
Ccg €ncaso contrario

paratodo 1 < s < n. De esta manera d(y,¢) =t+ 1y d(y,¢’) =d —(t+1). Dadoque d < 2(t + 1) se
sigue que d(y,¢’) =d—(t+ 1) <t+ 1 = d(y, ¢). Por lo tanto, € corrige exactamente ¢ errores. O

Ejemplo 2.96. Por el Corolario 2.95, el c6digo €3 del Ejemplo 2.28 corrige exactamente un error. W

Observacion 2.97. Sean n 'y M enteros positivos, IF, un cuerpo finito y fijemos todos los cédigos sobre
IF, de longitud n que tengan M palabras. De todos estos posibles subconjuntos de I con cardinal M, el
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que mayor distancia minima d tenga nos permitird, por el Corolario 2.95, corregir mds errores que los
otros c4digos.

Por otra parte, supongamos que uno de los pardmetros fijos no es M sino d y que fijamos todos los
codigos sobre IF, de longitud n que tienen distancia minima d. De esta manera ¢ es un valor fijo y por
el Corolario 2.95 cualquiera de estos c6digos va a corregir exactamente ¢ errores. Ahora bien, entre
mads palabras tenga un cédigo més bolas cerradas centradas en palabras cédigo de radio ¢ hay y por
ende mds vectores recibidos pueden ser decodificados correctamente. Por lo tanto, de todos los posibles
subconjuntos de I con distancia minima d, el que mayor cantidad de palabras tenga nos permitird
decodificar correctamente una mayor cantidad de vectores.

La Figura 2.2 ejemplifica la observacion anterior. En 2.2a y 2.2b se tienen los mismos puntos, los cuales
representan vectores de un espacio vectorial IFy. En 2.2a se fija la cantidad de palabras codigos y en 2.2a
se fija la distancia minima.



3

COTAS EN EL TAMANO DE LOS CODIGOS

En este capitulo vamos a establecer cudl es el principal problema de la teoria de cédigos y vamos a
estudiar cotas, tanto superiores como inferiores, para los parametros de un coédigo. Nuestra referencia
serd el segundo capitulo de [2].

3.1 EL PRINCIPAL PROBLEMA EN LA TEORTA DE CODIGOS

Al transmitir mensajes hay tres aspectos que se pretenden optimizar. En primer lugar, buscamos rapidez
en la transmisién; en segundo lugar, nos interesa enviar una amplia variedad de mensajes; y, finalmente,
si hay lugar a errores durante el proceso, deseamos detectar y corregir la mayor cantidad posible de
estos.

De la Observacion 2.79, se sigue que la rapidez en la transmisién, es decir, la rapidez con que se trans-
mite un mensaje, equivale a la celeridad con que se envia la palabra cédigo que se use para codificarlo;
la cual depende de su longitud. Por ejemplo, un vector de longitud 120 se enviard més rdpido que uno de
longitud 700000000. En este orden de ideas, podria pensarse que lo ideal es usar en la codificacién, un
cddigo de longitud 1 sobre algtin cuerpo finito. El problema con este c6digo, es que de ocurrir algin error
ocasionado por el ruido durante la transmisién, el vector recibido seria una palabra cédigo, por lo que
el receptor no tendria manera de reconocer que se ha producido un error. En otras palabras, este cdigo
permite enviar mensajes lo mas rapido posible pero no detecta y mucho menos corrige errores; por ende,
no proporciona confiabilidad. En general, ninguno de nuestros tres aspectos de interés se optimiza de
manera independiente, es decir, sin tener en cuenta los otros dos.

Asi como la rapidez en la transmisidn se relaciona directamente con uno de los pardmetros del c6digo 6
que se use en la codificacidn, a saber la longitud; también se puede afirmar, de nuevo por la Observacion
2.79, que la variedad de mensajes que se transmiten depende de la cantidad de palabras cédigo de 6.
Por otra parte, el Corolario 2.95 relaciona la capacidad de corregir errores que hayan ocurrido durante
la transmision, mediante la decodificacion de maxima verosimilitud, con la distancia minima de 6.

Diremos que un (n, M, d) c6digo sobre algin cuerpo finito IF, es un buen cddigo si tiene una longitud
n pequeiia, una cantidad de palabras M grande y una distancia minima d grande; entendiendo por su-
puesto que los conceptos de pequefiez y grandeza son relativos. Asi las cosas, estamos interesados en
encontrar buenos cddigos; ya que estos nos permiten codificar una amplia gama de mensajes, ademas
nos garantizan rapidez y confiabilidad al enviarlos mediante un canal con posible ruido.

El principal problema en la teoria de codigos consiste en fijar tanto un cuerpo finito como dos de los
pardmetros que tiene un codigo sobre este cuerpo y optimizar el tercero. Por ejemplo, la Observacion

45
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2.97 muestra qué entendemos por optimizar la distancia minima cuando se han fijado IF,,n y M. El
problema usual y el que consideraremos consiste en optimizar la cantidad de palabras una vez fijados
F,,ny d; la Observacion 2.97 muestra que optimizar este pardmetro equivale a encontrar el mayor
entero positivo M tal que (n, M, d) sea un cédigo sobre IF,,.

32 Ayn,d)y By(n,d)

Sea
Agy(n,d) := max {|C€| 16 C IFZ es un cédigo con d(6) = a’},

el mayor entero positivo M para el cual existe un codigo en Fj con M palabras y distancia minima d.
Anélogamente, definimos

By(n,d) := max {l‘@l 16 C ]FZ es un cédigo lineal con d(6) = d}.

Dados ¢,n y d ;siempre es posible encontrar un cédigo lineal con dichos parametros? ;siempre tiene
sentido hablar tanto de A,(n,d) como de B,(n,d)? La siguiente proposicion da respuesta a estas pre-
guntas. Ademas establece la relacion entre A,(n,d) y By(n,d), y da el valor de A,(n,d) cuando d es 1 o
n.

Proposicion 3.1.
1) By(n,0) =1y By(n,d) > qgsid>0.
ii) B,(n,d) < Ay(n,d)y B,(n,d) es una potencia entera no negativa de q.
i) Ay(n,1) =q"yA,(n,n) = q.
Demostracion.

1) El tnico codigo de longitud n sobre IF; con distancia minima 0 es el codigo lineal trivial de IFy.

Por lo tanto, B,(n, 0) = 1. Por otra parte, sean ¢ € IFj un vector de pesod > 0y € = {cxc fa € ]Fq}.
G esun [n, 1,d] cédigo sobre F, y por ende, B,(n,d) > q.

Ay (n,d) > My M = g*, donde k = dim(®B).

i) Sea € C I, un codigo lineal con distancia minima d y M = By(n,d) palabras. Entonces

iii) Dado que d (]FZ) = 1 tenemos que A,(n,1) = ¢". Supongamos d = n. Sabemos que el codigo
de repeticion g—ario de longitud n es un (n,g,n) cédigo sobre F, luego A,(n,n) > q. Sea €
un (n, M, n) cédigo sobre IF,, como d = n tenemos que cualesquiera dos palabras en 6 deben
diferir en todas sus componentes. Asi, si fijamos una palabra ¢ = ¢;---¢, € € y alguna de sus
componentes, la primera por ejemplo, tenemos que ¢} # ¢y, para todo ¢’ = ¢|---¢c, € 6 con
¢ #c.

Abhora bien, hay g—1 elementos de IF, distintos de ¢ luego, hay a lo mas g—1 palabras en € distin-
tasacy porende M < g. Asi, g es una cota superior de {I%I : € € IFj es un codigo con d(6) = n} ,
lo cual implica que Ay(n,n) < gy por tanto, A (n,n) = q.

O

En algunos textos, A4(n, d) se define como el mayor entero positivo M para el cual existe un codigo en IFy
con M palabras y distancia minima al menos d > 0. De forma anédloga en el caso lineal. La Proposicion
3.4 muestra que ambas definiciones son equivalentes.
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Lema 3.2. Si0 < d < d’ entonces Ay(n,d") < Ay(n, d).!

Demostracion. Sean 6" un (n, M,d’) cédigo sobre F, con M = Ay(n,d')yX = X1 X, €y = Yy1- - Yn
en B’ tales que d(x,y) = d’. Sean iy,..., iy tales que Xi; # Yi;, paratodo 1 < j < d’. Consideremos
o €S, talque o(i;) = jparatodo 1 < j <d’y el conjunto

G, ={co:ce G’}
Por el Teorema 2.50, 6,, es un (n, M, d") cédigo sobre IF,. Ademas

X0 = Xiy * Xig Xg=l(@'+1) " X1 (n) y YO =VYiiYigYol@+1) " Yol (n)-

Asi, d(xo,yo) = d' 'y Xo = X XiyYoi@+1) " Yo l(n)- Observe que d(x’,yo) = d, donde
X' =X Xigligey  Yig Yo @+1) Yol (ny € Fy- De aqui que, X' ¢ 6, y

@ = (6 \ (xo)) U X},

es un coédigo sobre IF, con longitud n y M palabras. Veamos que d(6) = d. Como yo,x' € 6
y d(x’,yo) = d tenemos que d(6) < d. Supongamos que d(6) < d y sean u,v € G, tales que
d(u, v) = d(8). Consideremos los siguientes casos:

i) Siu,ve 6, \ {xo}, entonces 0 < d(u,v) < d < d’,lo cual contradice que d’ = d(6),).

ii) Sin pérdida de generalidad, supongamos que u € 6, \ {xo} y que v = x’. Por la desigualdad
triangular tenemos que

du,x0) <d(u,x) +dxo,x') =du,v)+(d —-d)y<d+d -d)=d'.

Por otra parte, como u,xo € 6, y son distintos, tenemos que d(u,xc) > d’, lo cual es una
contradiccion.

Asi, d(€) = d y por lo tanto, A,(n,d) > M. O
Lema 3.3. Si0 < d < d’ entonces By(n,d") < By(n,d).

Demostracion. Sean €’ un [n, k,d’] cédigo sobre IF, con g = By(n,d’)y x = x1---x, € €’ tal que
wi(x) = d’. Sean iy,...,ip tales que xi; # 0,paratodo 1 < j < d’. Consideremos o € §, tal que
o(ij) = jparatodo 1 < j < d’y el conjunto

6, ={co:ceG}.
Por el Corolario 2.52, 6, es un [n, k, d’] cédigo sobre F,. Ademads
X0 = Xjp c ot Xiy Xo-L@+1) """ Xol(n)-

Asi, wt(xo) = d', xoo = xj,--+x;,0---0y wt(x’) = d, conx’ = x;;---x;,0---0 € ]FZ De aqui que,

x’ ¢ 6,. Completamos el conjunto {xo} a una base {Xc, v2, ..., v} de 6,. Sea
6 =Gen{x',va,...,V}.
Como {v,...,v;} es linealmente independiente y X’ ¢ 6, tenemos que dim(€) = k. Asi, € es un

cddigo lineal sobre IF, de longitud n y dimension k. Veamos que d(€) = d. Como X’ € 6, d(6) < d.
Supongamos que d(6) < d. Seay € €6 tal que wi(y) = d(€). Sean A, a3,...,a; € [, tales que

'La idea para esta prueba fue tomada de [5].
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contradiccion. Por lo tanto, 4 # 0. Sea ¢ = apvy + - - - + @y V. Luego, ¢ € €,, ¢ # X0 y

y = AX' +agvy + -+ + axvi. Si A = 0 entonces y € 6, y por ende, d’ < wi(y) < d, lo cual es una

wt(y) = wr(c + AxX') = d(c, —AX').
Por la desigualdad triangular y por ser A # O tenemos que
d(c, XO') < d(c, —/lX/) + d(—/lX,,XO') = w[(y) + (d' _ d) <d+ (d/ _ d) =d.

Por otra parte, como ¢, X0 € 6, y son distintos, tenemos que d(c,xo) > d’, lo cual es una contradiccion.
Luego, d(‘6) = d y por lo tanto B,(n,d) > q~. O

Proposicion 3.4. Si d > 0 entonces

Ay(n,d) = méx{l%l : € C IF, es un cdigo con d(6) > d},

By(n,d) = mix {|6] : 6 C IF} es un cédigo lineal con d() > d}.
Demostracion. Note que
{161+ 6 < IFj es un codigo con d(8) > d) = | ] {16]: € < F es un cédigo con d(6) = d'}.
d'>d
Luego,
max {IC@I 16 C ]FZ es un codigo con d(6) > d} = max {Aq(n, d),...,Ayn, n)}.

Por el Lema 3.2, max {Aq(n, d),...,Ayn, n)} = A4(n,d), lo que concluye la primera parte de la prueba.
Para B,(n, d) se sigue el mismo razonamiento usando el Lema 3.3. ]

Finalizamos esta seccion presentando algunos resultados conocidos para A,(n,d) y By(n,d).
Proposicion 3.5. Sea d > 1. Entonces

1) Ay(n,d) <Ayin—1,d-1)y By(n,d) < B;(n—1,d - 1).

ii) Sidespar, Ay(n,d) =Ay(n—1,d - 1)y By(n,d) = Bo(n—1,d - 1).

iii) Sidespary M = A(n,d), existe un (n, M, d) cédigo binario par tal que la distancia entre cuales-
quiera dos palabras es par.

Demostracion.

i) Sean 6 un (n, M, d) c6digo sobre IF, con M = A (n,d),x = x1---x, €y = y; - - -y, €n 6 tales que
dx,y) =deie€{l,...,n}tal que x; # y;. Por la Proposicion 2.63 1) (6); esun (n — 1,M,d — 1)
cddigo sobre IF,. Por lo tanto, A,(n — 1,d — 1) > M.

Sean 6’ un [n, k,d] cédigo sobre F, con B,(n,d) = g, c=cy-c, €€ tal que wt(c) = d e
i €{l,...,n}tal que ¢; # 0. Por el Teorema 2.65 i), 6 es un [n — 1,k,d — 1] c6digo sobre IF,. Por
lo tanto, B;(n —1,d - 1) > qk.

ii) Por 1) resta verificar que Ax(n,d) > Ay(n — 1,d — 1) y que By(n,d) > Bo(n—1,d — 1). Sea 6 un
(n—1,M,d — 1) cédigo binario con M = Ay(n — 1,d — 1). Luego, por el Teorema 2.73, @ es un
(n, M, d") c6digo binario con d’ = d — 1 0 d. Como 6 es binario, el Teorema 2.77 garantiza que
d’ es par puesto que d es par por hipdtesis, concluimos que 6 es un (n, M, d) c6digo binario. Por
lo tanto, Ay(n,d) > M. En el caso lineal se sigue un razonamiento analogo, teniendo en cuenta el
Corolario 2.75.
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iii) Es consecuencia de i) y ii)

Corolario 3.6. A>(n,2) = By(n,2) =2""1.
Demostracion. Es consecuencia de las Proposiciones 3.1y 3.5. O

Teorema 3.7. Paran > 2 y d < n se cumple que
Ayn,d)<qA;n—1,d) 'y Byn,d) <qB,(n-1,d).

Demostracion. Sid = 0, entonces por la Proposicion 3.1 se tiene el resultado. Supongamos que d > 0
y analicemos primero el caso lineal. Sean ‘6 un [n, k, d] codigo sobre IF, tal que g = By(n,d)yx € 6
una palabra de peso minimo d, como d < n se sigue que X tiene por lo menos una componente nula. Sea
1 < i < nuna posicién en que X tiene una componente nula. Por facilidad en los célculos que haremos
mads adelante, trabajaremos con un cédigo equivalente por permutacion a 6. Sean o = (1,i)) €S, y

6, ={uo :uc€G}.

Por el Corolario 2.52, 6, es un [n, k, d], c6digo que tiene una palabra de peso minimo d, digamos y, de
la formay = Oy; - - - y,. Consideremos el siguiente subconjunto de 6,:

6,(0) := {ce‘@p:c:Ocz---cn}.

Si6,(0) = 6,, entonces C,(0) es lineal con los mismos pardmetros de 6,,. Como la primera componente
de todas las palabras de 6,(0) es igual a 0 se sigue, por el Teorema 2.65 1) que (C@p(O)): esun[n—1,k,d],
codigo, luego By(n —1,d) > g~, de aqui que

By(n,d) = g < qqd* < qB,(n—1,d).

Supongamos ahora que 6,(0) estd contenido estrictamente en 6, esto implica que k # 1. En efecto, si
k = 1, entonces
G, = {ozy : aEIFq} = {O(ayz)---ayn : a/e]Fq}.

De aqui que 6, C 6,(0) y por ende 6,(0) = 6, lo cual contradice que 6,(0) # 6,. Mds atin, como
d > 0y k # 1 entonces por la Proposicion 3.1 k > 1.

Veamos que 6,(0) es lineal. Como y € 6,(0) tenemos que 6,(0) # 0. Sean u,v € €,(0) y a € F,
luego, w = Ouy - - - uy, v =00z - - - v, € 6, asiy por ser €, lineal tenemos que

au+v =0 (auy +v2) - au, +v, € 6.

Analicemos los parametros de 6,(0). Es claro que su longitud es n, como y € 6,(0) se sigue que
d(6,(0)) < d. Sid(€,(0)) < d tendriamos que existe en 6, una palabra no nula de peso menor a d pero
esto no puede ser y por lo tanto d(6,(0)) = d. Para determinar la dimension de 6,(0) construiremos una
matriz generadora para 6,(0) a partir de una matriz generadora para G,,. Si

g1l g1z "+ G

g21 922 - 9m
G = . . .

gkl 92 - YGkn
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es una matriz generadora para 6, entonces aplicar reduccién Gaussiana a G, obtenemos una matriz
generadora G’ para €, de la forma

1 9:12 g:m
G = 0 g5 9on
0 g 9

Es importante resaltar que la componente (1, 1) de G’ es no nula ya que 6,(0) # 6,. Mds atin, como
k > 1, tanto G como G’ tienen mas de una fila.

Como G’ es una matriz generadora para 6, toda palabra en G, se puede expresar como combinacion
lineal de sus filas. En particular, dado ¢ = Oc; - - - ¢, € 6,(0) existen a1, as, ..., € IF, tales que

0 1 0 0
2 912 géz 922
.l =a . + a3 . + .
Cn gin

o T
De aqui que a; = 0, asi que toda palabra de €,(0) se puede escribir como combinacion lineal de las
ultimas k— 1 filas de G’. El conjunto formado por dichas filas es linealmente independiente y por lo tanto

0 g% -+ 9,

0 g0 = G
es una matriz generadora para 6,(0), lo cual indica que la dimension de €,(0) es k — 1.

En resumen, si 6,(0) # 6, entonces 6,(0) es un [n,k — 1,d] codigo sobre lineal F, con k > 1. A
partir de 6,,(0) construiremos un c6digo sobre IF, con los mismos pardmetros, exceptuando la longitud,
la cual serd n — 1. Dado que la primera componente de cada palabra de 6,(0) es igual a O se sigue, por
el Teorema 2.65 i) que (6,(0))% es un [n — 1,k — 1,d], cédigo, asf, By(n — 1,d) > ¢y

By(n,d) = ¢* = g < qB,(n—1,d).

Resta verificar el caso no lineal. Sea 6 un (n, M, d) cédigo sobre IF, tal que M = A, (n,d). Para cada
a € F, sea
Ga)={ceB:.:c=acy - -c,}.

€ = ]_[ G(a).

a€lF,

De esta forma

Luego,
M=16= > [6@). 3.1)

aelF,

Si para todo « € IF, se cumpliese que |6(a)| < M/q, entonces tendriamos que

D [B@) < q(M/q) = M,

aclF,

lo que contradice (3,1). Por lo tanto, existe 8 € IF, tal que [6(8)| = N > M/q.
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Por otra parte, si d(6(8)) < d tendriamos que existen X,y € 6(8), X # Yy, tales que d(B(B)) = d(x,y).
Como 6(8) C 6 se seguria que X,y € € y 0 < d(x,y) < d pero esto no puede ser y por ende
d(6(B) > d.

Dado que la primera componente de todas las palabras de 6(B) es 5 se sigue, por la Proposicion 2.63,
que (6(B))] esun (n — 1, N, d") cédigo sobre F,, con N > M/qy d" > d > 0. Por la Proposicion 3.4,
Ay(n—1,d) > N, de aqui concluimos que A,(n — 1,d) > Ay(n,d)/q. ]

En general, si ¢,n y d son muy grandes es dificil conocer el valor de A,(n,d) y B,(n,d), por ello el
principal problema de la teoria de c6digos se convierte en encontrar cotas tanto superiores como inferio-
res para A,(n,d) y By(n,d). Las cotas superiores nos dicen cudn grande puede llegar a ser o qué tantas
palabras cdodigo puede llegar a tener un codigo sobre IF, con longitud n y distancia minima d, por su
parte las cotas inferiores estdn vinculadas a la construccién de c6digos, es decir, se enfocan en encontrar
algin codigo sobre IF, de longitud n y distancia minima d y por ende nos dicen cudl es el valor minimo
que pueden tener A (n,d) y By(n,d).

3.3 Cora pE HaAMMING

La cota superior mds conocida es la Cota de Hamming.

Teorema 3.8. (Cota de Hamming) Un (n, M, d) c6digo sobre [F, satisface

cont = [(d — 1)/2] y d > 0. Mds atin, A,(n.d) < |¢"/ (ZLo () (- 1))

Demostracion. Sea € un (n, M, d) codigo sobre IF,. Por Teorema 2.94, las M bolas cerradas de radio ¢
centradas en las distintas palabras c6digo de 6 son disjuntas dos a dos. Luego,

| Bi©)| = > IBio)l.

ceB ceB

t
DB = ) V=M ) (’j)(q - 1.
€6 cEB i=0

Por (2.5), tenemos que

| Bi©

ceB
Ahora bien, es claro que (Jecg Bi(c) € Fy. Por lo tanto,

t
M;(?)(q— 1y < ¢".

Como 6 es un codigo arbitrario tenemos que ¢"/ ( ‘o ('l.’)(q - l)i) es una cota superior del conjunto
{l%l e ]F’; es un cddigo con d(B) = d} , de aqui que Ay(n,d) < [q”/( ?:o (';) (g - l)i)J . ]

=M (’Z)(q — 1)
i=0

Que existan nimeros g, n, M y d que satisfagan la desigualdad de la Cota de Hamming no garantiza que
exista un (n, M, d) cdigo sobre IF,. En efecto, se puede verificar que los valores g =2, M = 16,n =7y
d = 4 satisfacen la desigualdad de la Cota de Hamming. Sin embargo, el siguiente ejemplo muestra que
no existe un (7, 16,4) cédigo binario.



Cota de Hamming 52

Ejemplo 3.9. Seann = 7,d = 4y g = 2. Por la Cota de Hamming A,(7,4) < 16 y por el Teorema
3.5, Ax(7,4) = A»(6,3). De la Cota de Hamming, A»(6,3) < 9. Por lo tanto, 9 es una cota superior para
Ax(7,4).

Esto implica, por Teorema 3.1, que B>(7,4) < 9. Como B»(7,4) es una potencia positiva de 2 tenemos
que By(7,4) < 8. Enel Ejemplo 2.44, vimos que el dual del [7, 4] c6digo Hamming es un [7, 3, 4] cédigo
binario y por lo tanto, B»(7,4) = 8 y A>(7,4)es 8 09. [ ]

Sea 6 un (n, M, d) codigo sobre IF, con d > 0. Si cada vector en IFy pertenece a alguna de las M
bolas cerradas de radio ¢t = [(d — 1)/2] centradas en las distintas palabras codigo de 6, es decir, si
IF; € Ueeg Bi(c), entonces de la prueba del Teorema de la Cota de Hamming tenemos que

t
szgm—w=¢

En este sentido decimos que ‘6 alcanza la Cota de Hamming y se conoce con exactitud el valor de
Aq(n,d). Més aun, al tener que Fy = (Jeeg Bi(€) decimos, en primer lugar que cubrimos el espacio Fj
mediante bolas cerradas de radio ¢ disjuntas dos a dos puesto que ¢ es el radio de empaquetamiento de
‘6; y en segundo lugar, que el cddigo 6 es perfecto.

Ejemplo 3.10. Sean € un cddigo de repeticion binario y longitud impar n = 2h+ 1, x € IF] y m = wi(x).
Veamos que 6 es perfecto. Si m < |n/2] = |h+(1/2)] = h entonces m = d(x,0) < h, de aqui que
x € By(0); en caso contrario, es decir si m > h entonces m + h > 2h, como 2h = n — 1 se sigue que
m+h > nasih>n—m,por el Teorema 2.33 i) x € B(1), en efecto

dx,1) =wt(x+1) = wt(x) + wr(1) = 2wt(xN1l) =m+n-2m=n—-m < h.
Como 6 es un cédigo de repeticion, d(‘€) = n, luego t = [(d(€) — 1)/2] = h. Asi las cosas,

F; ¢ | ) B(o) = B.(0) U B(D).
ceB

La otra inclusién es inmediata. Por lo tanto, € es perfecto. [ |

Siempre podemos cubrir el espacio vectorial ) con bolas cerradas centradas en las distintas palabras de
cualquier codigo 6 C IF. Al entero mas pequeiio s para el cual IFj = ceg Bs(c) lo llamaremos el radio
de cubrimiento de ‘6 y le denotaremos por p(‘€). El siguiente teorema muestra que p(‘€) existe y da una
pauta para calcularlo.

Teorema 3.11. Sea € un c6digo de longitud n sobre IF,. Entonces p(‘€) existe. Mas atin,

‘6) = max min d(x, ¢).
p( ) xelFy €6 ( )

Demostracion. Sea

r = max min d(x, c¢).

xelFy c€6

Es claro que r es un entero no negativo. Ahora, veamos que Fj = (Jccg Br(¢). Sean 'y € IF; arbitrario
y ¢; € @6 tal que d(y,c;) = mingeg d(y, ¢). Luego, d(y,c;) < r, por consiguiente, y € B,(c1). Asi,
IF; € Ueeg Br(c). La otra inclusion es inmediata, por lo tanto p(6) existe y p(€) < r.

Como ]FZ = Uecew Boe)(€), dado y € ]FZ existe ¢, € 6 tal que y € Byg)(c2), asi d(y, ¢z) < p(‘6). Por
otra parte, mingeg d(y, ¢) < d(y, ¢2), por transitividad mingeg d(y, ¢) < p(6€). Esto implica que p(6) es
una cota superior del conjunto {mfncecg d(x,¢):x € ]FZ} y por lo tanto, r < p(6). O
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Teorema 3.12. Sea 6 un (n, M, d) cédigo sobre IF, con M = A,(n,d) y d > 0. Entonces 6 tiene radio
de cubrimiento a lo mas d — 1.

Demostracion. Si d = 1 es claro que p(6) = 0. Supongamos que p(6) > d > 1. Por el Teorema
3.11, existe x € F tal que p(€) = minceg d(x, ¢). Luego, d < p(6) < d(x,¢), para todo ¢ € €y
por lo tanto, €’ = € U {x} es un cddigo con distancia minima d y A,(n,d) + 1 palabras, lo que es una
contradiccion. O

Este resultado también es valido en el caso lineal.

Teorema 3.13. Sea ‘€ C Fj un cddigo lineal con distancia minima d > 0y By(n, d) palabras. Entonces,
‘6 tiene radio de cubrimiento a lo mas d — 1.

Demostracion. Es inmediato que p(‘€) = 0sid = 1, es decir, si € = [Fj. Supongamos que p(€) > d > 1.
Por el Teorema 3.11, existe x € [Fy tal que p(6) = minces d(X, ¢), luego d < p(6) < d(x, ¢) para todo
¢ € B, de aqui que x ¢ 6. Sean {vy,...,Vv;} una base de 6 y

® =Gen{vy,...,Vi,X}.
Puesto que x ¢ € se sigue que {vy, ..., Vk, X} es un conjunto linealmente independiente. Veamos que
d(€’) = d. Seay € €’, luego existen ay, ..., ax, A € F, talesque y = ayvy + -+ + agvg + AX.

1. Si A # 0entonces d(x,—4x) = 0. Sic = av; + -+ + arVx € 6 entonces wi(y) = d(¢, —Ax), por lo
tanto
d <d(c,x) < d(e, —AX) + d(—1Ax,x) = wi(y).

2. Sid =0entoncesy € 6 y por lo tanto wt(y) > d.

Toda palabra de ‘€ de peso minimo d es una palabra de 6’, por ende d(€’) = d. Asi, 6" C [Fj es un
cddigo lineal con dimension d y gB,(n, d) palabras, esto es una contradiccion. O

La nocién de radio de cubrimiento sera fundamental cuando abordemos la Cota de Gilbert.

3.4 Cora pE PLoTKIN

Esta cota superior en algunos casos mejora la Cota de Hamming.

Lema 3.14. Sean a y b enteros tales que M = a + b con M un entero positivo impar. Entonces
ab < (M? - 1)/4.

Demostracion. Tenemos que ab = a(M — a). Sea f(x) = x(M — x), para cada x € R. f es una pardbola

alcanza su valor maximo M?/4 en x = M/2. Como M es impar, M?/4 no es un entero. Dado que f es

una pardbola que abre hacia abajo, su valor méximo entero es [Mz /4J. Si M = 2k + 1 con k un entero no
4k% + 4k + 1

negativo, entonces
M2
i

Como |[M/2| = |[(2k+ 1)/2] = ky f(k) = f(k+ 1) = k(k + 1) tenemos que f(¢) < k(k + 1) para todo
entero ¢ y por lo tanto

“b:f(a)Sk(k+1):(2k+1—1)(2k+2):(M—1)(M+1).

:{k2+k+%J=k(k+1).

2 2 2 2
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Teorema 3.15. (Cota de Plotkin) Sea ‘€ un (n, M, d) cédigo sobre [F, tal que rn < d, donde r = 1 — q‘l.

Entonces J
M < .
- Ll — rnJ

En particular,

d
Ay(n,d) < {d— rnJ’

siempre que rn < d. En el caso binario,

Az(l’l, d) < 2

2d - nJ ’
siempre que n < 2d.

Demostracion. Sea

S=) > dx.y).

XEB ye6
Como d(x,y) = 0 siy solo si X =y, podemos ver a § de la siguiente manera

S =) > dxy).

XEB ye6
Y#X

Si x # y entonces d(X,y) > d. Luego,

> Y dxyyz )y .

XEB ye6 XEB ye6
Y#X Y#X

Dado que existen M elecciones de x y para cada una de ellas existen M — 1 elecciones de y tales que

X # y tenemos que
ZZd: M(M - 1)d.

X€B ye6
Y#X

Por lo tanto,
S>MWM-1)d. (3.2)

Sea u la matriz M X n cuyas filas son las palabras de €. Para 1 < i < n, definimos 7; , como el niimero
de veces en que a € IF, aparece en la columna i de u.

Para calcular S

1. Se fija una palabra x de las M palabras de € (x corresponde a una fila j de las M filas de w), se
calcula la distancia de x a las M — 1 palabras de ‘6 distintas a x (las M — 1 filas distintas a la fila
J) y se suman estos M — 1 resultados.

2. Se repite el proceso con cada palabra de ‘6 (cada fila de ).
3. Finalmente, se suman los M resultados obtenidos.

En este sentido, decimos que estamos haciendo un “célculo por las filas de . Pues bien, la nocién de
7i.o NOs permite ver a.S como un “cédlculo por las columnas de p””. En efecto, en lugar de fijar una fila j
de u, fijamos una columna i de las n columnas de y y calculamos 7;, para a € IF,, fijo. Como

M = ni,dv
q
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tenemos que en la columna i de u, M —n; , veces no aparece «. Por ende, una componente de la columna
i en la que aparece « difiere de M — n; , componentes de la columna i. Asi, como hay 7; , componentes
de la columna i cuya entrada es «, tenemos que 1; (M — 1; ) parejas de palabras de € difieren en la
componente i—ésima (una tiene a @ en su i—ésima componente mientras que la otra no).

Al realizar este proceso con cada elemento de F;, obtenemos que el nimero de parejas de palabras de
6 que difieren en la i—€sima componente es Y ,eF, Mio(M — i)-

Repitiendo este proceso con cada columna de u, llegamos a

S =2 dxy) = Z D MM = 7i0). (3.3)

XEB ye6 i=1 a€lF,
y#X

Por ende,

S=Zn:ZUi,aM_77i2,a=Mzn:Zni»a_iznza

i=1 a€lF, i=1 a€lF, i=1 a€lF,
- MZ -3 i,
i=1 a€lF,
— 2 2
-3 S,
i=1 a€l,
Por otra parte, paracadal < i < nseanu = (1,...,1) € R? y v € RY el vector cuyas componentes

son los g valores que resultan al calcular ; , para cada « € IF,, entonces por la desigualdad de Cauchy-

Schwartz 5
[Z(m,axl)] <> 12y,

a€lF, a€lF, a€lF,

Esto implica que,

Z(l/q)[z nm] <Z D, T

a€FF, i=1 a€lF,

Asi las cosas,

S =nM? —i Z T]l-z’a < nM? - Z(I/Q)[Z 771&]

i=1 a€lF, a€FF,

= nM? - Z(l/q)W

_ nMZ

q

1
= nM2(1 - —)

q
= nM>r.

De este resultado y la desigualdad (3.2) se sigue que M(M — 1)d < nrM?. Como por hipétesis rn < d
entonces

d
M <
~d-nr

(3.4)
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Ahora, puesto que M es un entero tenemos

dJ'

M <
d—nr

Dado que 6 es un (n, M, d) codigo sobre IF,, arbitrario, concluimos que |d/(d — nr)| es una cota superior

del conjunto {l%l : € C IF; es un c6digo con d(6) = d} y que

|

A <
q(n.d) < Li —nr

Resta analizar el caso binario, por (3.4)
d 2d
M < = .
“d-5 2d-n

Si M es par, digamos M = 2k, con k un entero no negativo entonces k < d/(2d — n), luego
d

k< .

{2d - nJ

ol

Por lo tanto,
M=2k<?2
2d

Si M es impar, no usamos la desigualdad de Cauchy-Schwartz. En lugar de eso, por (3,3)

S = i Z Nia (M - 771‘,(1) =

n
Z (i,0(M = ni0) + i (M —1;1))
i1 ack, i1
n
(Mi.0(i0 + M1 — 1i0) + it (Mio + Mit — Mit))

i=1

n
= Z (miomin + nianio)
=1

n
=2 Z 17:,07i,1-
i=1

Dado que M es impary que paracada 1 <i<n, M =n;0+n;1 conn;o,n;1 € Z, del Lema 3.14 se sigue

que
M-1\(M+1 )
, paratodo 1 <i < n.

nio+Ni1 < ( ) )

Z(M DM+ 1) = %n(M —1)(M + 1).

i=1

Luego,
S 1
S = 2; miomil < 5

La desigualdad (3.2) implica que
MM = 1)d < g(M — )M + 1),

Simplificando y dado que 2d — n > 0, obtenemos
2d
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Si M = 2k + 1 con k un entero no negativo. Entonces

2d
2k <
2d —n

d d
<|l—-1|= - 1L
k_{Zd—n IJ {Zd—nJ
d d
= < -1 .
M 2k+1_2{2d—nJ 1_2{2d—nJ

d
2d-n|’

-2

Luego,

Por lo tanto,

En cualquier caso,

Ar(n,d) <2

Corolario 3.16.
1) Ax(2d,d) < 4d. Sid es impar, A(2d,d) < 2d + 2.
ii) Sid es impar entonces Ay(2d + 1,d) < 4d + 4.
Demostracion.

1) Por el Teorema 3.7, A2(2d,d) < 2A,(2d — 1,d) y por la Cota de Plotkin,

A(2d-1,d)<2 =12d,

2d -(2d-1)

luego Ay(2d,d) < 4d. Ahora, si d es impar, entonces d + 1 es par y por el Teorema 3.5,
A>(2d +1,d + 1) = A»(2d, d), de nuevo por la Cota de Plotkin

d+1
2d+1)-Q2d+1)

A2(2d+1,d+1)§2{ J:z(d+1).

Por lo tanto, Ay(2d,d) < 2(d + 1).

ii) Por hipétesis d+1 es par. Entonces, por el Teorema 3.5 tenemos que Ax(2d+2,d+1) = A»(2d+1,d).
Pori) Ay2d +2,d+1)<4(d+ 1)y A(2d + 1,d) < 4(d + 1).

O

Ejemplo 3.17. En el Ejemplo 3.9 vimos que By(7,4) = 8 y que Ay(7,4) < 9, por la Cota de Plotkin
Ar(7,4) <214/(8 —T)] =8, por lo tanto A»(7,4) = 8. ]

Ejemplo 3.18. La Cota de Hamming garantiza que A,(14,7) < 34, ahora por el Teorema 3.5 tenemos
que Ax(15,8) = A»(14,7) < 34 y por el Corolario 3.16, Ay(14,7) < 16, por lo tanto A>(15,8) < 16. =
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3.5 Corta pE ELias

La Cota de Elias suele dar valores més grandes que las cotas de Hamming y Plotkin. Sin embargo,
veremos en el siguiente capitulo que es la mejor cota superior asintética, de ahi su importancia.

Lema 3.19. Sean A = {ay,...,a;} y B={b1,...,b;} tales que a; # ay paratodoi # i’ con 1 <i,i’ < sy
bj # by paratodo j # j’ con 1 < j, j/ < t. Entonces

Demostracion. Observe que

Sea

t
C; = U{a,-} N{b;}, paratodol <i<s,
j=1

dados C; y Cy con i # i’ tenemos que C; N Cy = 0 pues de lo contrario tendriamos que a; = a; y esto
contradice la hipdtesis, por lo tanto

S t

AN B =ZS]|CZ~| =Y
i=1

i=1

’

{ai} N {b;}
j=1
ahora dados {a;} N {b;} y {a;} N {b} con j # j’ e fijo tenemos que su interseccion es vacia pues de lo

contrario tendriamos que b; = b y esto contradice la hipétesis. Asi las cosas

N

|AmB|:Z

t
i=1 j=1

ltai} 0 b)) .

O
Lema 3.20. Sean 6 un (n, M, d) c6digo sobre F, y x € IFy. Entonces x + € es un (n, M, d) codigo sobre
F,.

Demostracion. Recordemos que X+ 6 = {x+c:ce B}. Sea f: € > x+ B tal que f(c) =x+c,
claramente f es sobreyectiva y se puede verificar que es inyectiva, asi [x+6| = M. Six+c¢|,X+¢; € X+6
entonces d(X + ¢1,X + €) = wt(c; — ¢) = d(cy, ¢2), de aqui que d(x + 6) = d. m|

Proposicion 3.21. Sean € un (n, M, d) c6digo sobre F,yw € {l,...,n}fijo. Entonces existe un (n, M, d)
cddigo 6’ sobre IF, con un (n, K, d’) subcédigo o, donde d” > d, que contiene solo palabras de peso a
lo méds wy tal que K > MV, (n,w)/q".

Demostracion. Sea B,(0) la bola cerrada en IFZ de radio w centrada en 0. Claramente, B,,(0) # 0.
Elegimos x € ]FZ de tal manera que |B,(0) N (x + 6)| es maximal, luego

q" 1Bu(0) N (x+B) = ) [Bu0) N (y +B),
yeFg
esto implica que

1
IBu(0) N (x +€) > — Z |Bw(0) N (y + €. (3.5)
yelFg
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Por el Lema 3.19
B, N (y+B)= > > ibinfy+cll.

beB,(0) ce6

Al reemplazar en (3.5) obtenemos
1 1
B OO = D D) D lbinty+ell=—= D) ) ) libinty+el.
ye]Fg beB,(0) ce6 beB,(0) ce6 ye]Fg

Dados b € B,,(0) y ¢ € 6 tenemos que {b} N{y + ¢} # @ si y solosiy = b — ¢, luego

|{lbm{y+c}|={1 sly=b-c

0 en otro caso

Por lo tanto

1
B0 N x+G) 2 — > Z[|{bm{b}|+ >ty +ell

beB,,(0) cc6 y#b—c

N

beB,(0) cc6
1
= ?Vq(n, w)M.
Sean €’ =x+8€yd = B,(0)NE€’. Por el Lema 3.20 €’ es un (n, M, d) cédigo sobre IF,, como o C €’

tenemos que d’ = d(d) > d(6) = d, ahora siy € o tenemos que y € B,(0), luego wi(y) = d(y,0) < w,
esto muestra que el peso de toda palabra de of es a lo més w. O

Lema 3.22. Sea ‘6 un (n, M, d) codigo sobre IF, tal que el peso de cada una de sus palabras es a lo mas
w, donde w < rncon r = 1 — ¢~!. Entonces

d<

Mw (2—3).
M-1 rn

Demostracion. Al igual que en la prueba de la Cota de Plotkin, sea u la matriz de M X n cuyas filas son
las M palabras de 6. Para cada 1 < i < n, sea 7;, el niimero de veces en que a € [, aparece en la
columna i de u. Es claro que

M=) Nia (3.6)

a€lF,

T = Zn: 1i0-
i=1

Note que T es el nimero de ceros en la matriz u, por ende T se puede calcular de la siguiente manera

paratodo 1 <i < n. Sea

1. se fijauna fila j de u y se cuentan cuantos ceros hay en ella. Si la palabra de € correspondiente a
la fila j es ¢ entonces la cantidad de ceros en j es n — wt(c);

2. se repite el proceso con las demas M — 1 filas de u;

3. finalmente, se suman los M — 1 resultados.
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Por consiguiente, T = ) .cg n — wt(c). Ahora bien, por hipétesis

Zn—wt(c):Zn—Zwt(c)=nM—Zwt(c)ZnM—Zw:nM—wMzM(n—w),

ceB ceB ceB ceB ceB

por lo tanto
T>Mn-uw). 3.7

Paracada 1 < i < n,seanu = (1,...,1) € R¥' y v € R%! el vector cuyas componentes son los

g — 1 valores que resultan al calcular ; o, para cada @ en el grupo multiplicativo IF entonces, por la
desigualdad de Cauchy-Schwartz

2
[Z(ni,axm] <>y,

- o o
a€lFy a€lFy a€lFy

lo cual equivale a
2
1
el DAL EDI
q o€l o€l
Como
Z Ni = [Z Ui,a] —nio Y Z (Mia) = M,
o€l a€lF, a€lF,

tenemos que

1 2 2
M o)’ < Z* My (3.8)
aclF;
Por otra parte, sean u = (1,...,1) € R” y v € R” el vector cuyas componentes son los n valores que

resultan al calcular 77; 9, para cada 1 < i < n, entonces, por la desigualdad de Cauchy-Schwartz

Luego,

Asi,
1 n
2 § 2
;lT < - 771',0. (39)

Al igual que en la prueba de la Cota de Plotkin, por (3.2) y (3.3)

MM -1)d <) > dxy) = Z D MiaM = 1i0). (3.10)

X€EB ye6 i=1 a€lF,
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Usando primero (3,6), luego (3,8) y finalmente (3,9), obtenemos

Z D MialM = ny0) = ZMZ Mia - Z DM

i=1 a€lF, acF, i=1 a€l,
- ZMZ Z Z Mia
i=1 a€l,
= M Z 77[0 + Z nl(l’
aE]F
n
<nM? - Z (17,20 + q—(M 1i,0) )
i=1
1 n
= nM?* - 1 ((q - Dy + M? = 2Mn;o + mz,o)
i=1
1 n
=nM* - —— %" (qug + M* = 2Mno)
q-1 i=1
1 n
o (07 -0
g-1\n =
1
= nM? - —— (€T2 +nM? - 2MT).
g-1\n
Esto es,
n 1 q
D0 MM =mig) < nM* - — (—T2 +nM* - 2MT). (3.11)
: qg—11\n
i=1 a€l,

Por hipétesis, w < rny r=1—-¢g7!, luego

1
quqrn:q(l - —)n: (g - Dn.
q

Lo cual implica que n < gn — qw = g(n — w). Multiplicando a ambos lados de esta desigualdad por M,
obtenemos Mn < Mq(n — w), asi

M < Lpien - wy; (3.12)
n
por (3,7) y dado que como w < rn, tenemos que

m<ir (3.13)
n

Al sumar (3.12) y (3.13) resulta 2M < qn‘1 (T + M(n—w)); multiplicando a ambos lados por T—M(n—w),
que es no negativo por (3.7), obtenemos

M (T — M(n — w)) < % (1% - M*(n - w)?),

y por ende

q

Ip2n - wy? = 2M*n - w) < 272 — 2MT.
n n

Sustituyendo esto en (3.11) y usando (3,10)

|
MM = 1d < ni? - — (QMZ(n — W)+ nM? = 2M%(n — w)).
n
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Al simplificar el lado derecho de de esta expresion tenemos que

MM - 1)d < Mzw(2— LT) = Mzw(2— ﬂ).
qg-—1n rn

Por lo tanto,

Teorema 3.23. (Cota de Elias) Sear = 1 — ¢~'. Siw < rn'y w? — 2rnw + rnd > 0. Entonces

rnd q"
Ay(n,d) < .
4. ) (w2 - 2rnw + rnd) ( Vy(n, w))

Demostracion. Sea M = A,(n, d), asi existe un (n, M, d) codigo sobre IF,. Por la Proposicion 3.21 existe
un (n, K, d") c6digo sobre IF, con d” > d que contiene solo palabras de peso a lo més w y tal que

MV (n,
ﬂ <K (3.14)
ql’l

Comow <rnyr=1-gq"', porel Lema 3.22 tenemos que

d< X (2—£).
K-1 m

Despejando K de esta expresién y teniendo en cuenta que w> — 2rnw + rnd > 0 llegamos a

K< rnd (3.15)
T w? = 2rnw + rnd’ '

Por las desigualdades (3.14) y (3.15)

MVy(n, w) - rnd
q" T w? =2rnw+rnd’

Por lo tanto

rnd q"
M < .
w? = 2rnw + rnd |\ Vy(n, w)

3.6 CorA DE SINGLETON

La cota de Singleton es mucho mas facil de probar que las cotas anteriores. Se usa para el almacena-
miento de informacién en discos compactos.

Teorema 3.24. (Cota de Singleton) Para n > d
Ag(n,d) < g" .

Ademas, si existe un [n, k, d], c6digo entonces k <n—d + 1.



Cota de Singleton 63

Demostracion. Sid = n entonces por la Proposicion 3.1, Ay(n,n) = q = ¢" 1. Supongamos que n > d
y mediante induccion sobre r veamos que

Ay(n,d) < q"Ay(n—r,d),
para cada r entero positivotalque 1 <r <n-—d.

Sir = 1, entonces la desigualdad se cumple por el Teorema 3.7. Supongamos que el resultado es cierto
para k < n — d. Por la hipétesis inductiva y por el Teorema 3.7

Ay(n,d) < qkAq(n —k,d) < qk“Aq(n —(k+1),d),
lo cual muestra que la desigualdad es cierta para k + 1. Por lo tanto,
Ayn,d) < ¢4, (n— (n—d),d) = " A,d,d) = ¢" .
Si € un [n, k, d], c6digo, entonces
¢" < By(n,d) < Ay(n,d) < ¢,
y dado que la funcién logaritmo es creciente,
k =log, g < log, g =n—d+1.
O

Ejemplo 3.25. El hexacodigo (Ejemplo 2.47) es un [6, 3, 4] cédigo cuaternario que alcanza la Cota de
Singleton. En efecto, k =3=6-4+1=n—-d + 1. [ |

Sea 6 un [n, k, d], c6digo con matriz de chequeo de paridad H entonces, por el Corolario 2.6, cualquier
conjunto de d — 1 columnas de H es linealmente independiente. Por la Proposicion 2.5, el mayor nimero
de columnas linealmente independientes de H es p(H) = n—ky d — 1 < n — k, esto muestra de forma
directa la version lineal de la Cota de Singleton.

El siguiente teorema serd fundamental para el estudio de la funcién de Manin.
Teorema 3.26. Dado un [n, k, d], cdigo con k > 1 existe un [n — 1,k — 1,d], codigo.

Demostracion. Sean € un [n, k, d] cédigo sobre IF, tal que k > 1, H una matriz de chequeo de paridad
para 6 y hy, ..., h, las columnas de H. Por el Teorema 2.46, existe A C {1,...,n} con |A| = d tal que
{h; : i € A} es linealmente dependiente, por la Cota de Singleton y la hipétesisn+ 1 > d+k > d + 1
y por ende n > d, de aqui que n > |A|, luego existe j € {1,...,n} tal que j ¢ A. Sean H’ la matriz
de tamafio (n — k) X (n — 1) que tiene por columnas al conjunto {hy,...,h,} \ {h;} y €" = Nu(H").
Como th; : i € A} C {hy,...,h,}\ {h;} tenemos que de H’ se puede extraer un conjunto de d columnas
linealmente dependientes; ahora, si existiese B C {1,...,n} \ {j} con |B| = d — 1 tal que t{h; : i € B}
sea linealmente dependiente tendriamos que H tiene un conjunto formado por d — 1 columnas que es
linealmente dependiente puesto que {h; : i € B} C {hy,...,h,}, lo cual es una contradiccién y por ende
todo conjunto formado por d — 1 columnas de H’ es linealmente independiente. Luego, por el Teorema
2.46, dim(6’) = d y por lo tanto, 6’ es un [n — 1,k — 1, d] c6digo sobre IF,,. m]

Corolario 3.27. Sea € un [n, k,d], c6digo con k > 1, si [ es un entero tal que 0 < / < k entonces existe
un [n -1k —1,d], cédigo.

Demostracion. Haremos la prueba mediante induccién sobre [. Si [ = 1 entonces el Teorema 3.26 ga-
rantiza que existe un [n — 1,k — 1, d], cédigo. Supongamos que existe un [n — I,k — 1, d], cédigo con
0 <l <k-1,deaquiquek—/> 1y porel Teorema 3.26 tenemos que existe un [n—([+1),k—(I+1),d],
cddigo, lo que concluye la prueba. O
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3.7 Cota DE GRIESMER

Esta cota es una generalizacion de la Cota de Singleton, en su versién lineal. Para probar esta cota
hablaremos primero de la idea de c6digo residual. Sean € un [n, k,d] cédigo sobre F, con k > 1,
¢ = ¢y ¢y una palabra c6digo de peso w # 0 e iy,..., i, tales que ¢;; # 0 paratodo 1 < j < w.
Consideremos o € §, tal que o (i;) = j paratodo 1 < j < w, P la matriz asociada a oy

D = diag ((ci)™" ..., (ci)" L., 1).

Si6" ={yPD:y e G}entoncesu=1---10---0 € €’ con wt(u) = wy, por el Corolario 2.59, €’ es
un [n, k, d] c6digo sobre IF,. El cédigo residual de 6 con respecto a ¢ se define como

Res(6,¢) := {yu+1 " Yn 1 Y1 YuYuws1 - Yn € €'}
Sik =1 entonces w = d y Res(€, ¢) es el codigo trivial de ]FZ“Z.

Teorema 3.28. Sea ‘6 un [n, k, d] c6digo sobre IF, con k > 1y sea ¢ una palabra de peso w < gd/(g—1)
con w # 0. Entonces Res(‘6,¢) esun [n —w,k — 1,d"] cédigo sobre IF,, cond’ > d — w + [w/q].

Demostracion. Si w = 1 el Corolario 2.64 muestra que Res(‘6,¢) es un codigo lineal sobre F, de
longitud n — 1. Mediante induccién sobre w tenemos que Res(6,¢) es un cédigo lineal sobre F, de
longitud n — w. Sean r = dim (Res(6,¢)) y f : 6" — Res(86, ¢) la funcién dada por

f
xl...xw...xn_)xw_*'l...xn‘

Es claro que f es sobreyectiva, como f(u) = f(0) = 0 tenemos que f no es inyectiva. Por lo tanto,
q" = Res(6,0)| < |€|=¢'yr<k.

Supongamos que r < k — 1. y completemos el conjunto {u} a una base {u, v,...,v;} para 6’, como
r < k—1 tenemos que {f(v2), ..., f(vi)} es linealmente dependiente. Luego, existen escalares ao, . ..,
en IF,, no todos cero tales que

0=axf(v2) + - +arf(vi) = flaavy + - - + apvy).

Siy =apvy + -+ + apvig € 6’ entonces y no es un miltiplodeuy f(y) = 0. Asi, siy =y; - yu - Yn
tenemos que f(y) = y1 ---y,0--- 0. Note que existe g € F, tal que {1 < j <w :y; = B}| > w/q, pues si
para todo a € IF; se cumpliese que |{1 < j <w: y; = a}| < w/q tendriamos que

:Z|{15jsw:yj:a}|<q(§)=w,

a€lF,

U{ISij:yjza}

aclF,

w =

pero esto no puede ser. Luego
0 < d(y,pu) = wi(y — Bu)
=fl<jsw:y;#Bl+{lw+1<j<n:y;+0}
=w-{l<j<w:y;=p}

w
<w-—
q
_wig-1
q

De aqui que, d < (w(g — 1))/q, esto contradice nuestra hipdtesis. Por lo tanto, r = k — 1.
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Resta establecer una cota inferior para d’. Sea x € Res(6, ¢) con x # 0. Luego, existe Z = 7y - Zy - - * Zn
en 6’ tal que X = z,41 - - - 2,. Ahora, z no es un multiplo de u puesto que x # 0. Si para todo a € F, se
cumple que {1 < j < w: z; = a}| < w/q entonces, como antes, llegamos a una contradiccion. Por ende,
existey e Fytalque|{l < j<w:z;j =y} >w/qy
d < d(z,yun) = wi(z — yu)
:|{1Sij:zj¢y}|+|{w+lstn:zj¢0}|
:w—|{1 stw:zj:y}|+wt(x)

w
<w-— — + wi(x).

De aqui que wr(x) > d—w+(w/q), esto implica, por ser w¢(x) un entero positivo, que wt(x) > d—w+[w/q].
Finalmente, si v € Res(6, ¢) es tal que wt(v) = d’ concluimos que d’ > d — w + [w/q]. O

Corolario 3.29. Si € es un [n, k, d], cédigo con k > 1y ¢ € 6 tiene peso d, entonces Res(6, ¢) es un
[n—d,k—1,d"] cédigo sobre F,, donde d’ > [d/q].

Demostracion. Se tiene por el Teorema 3.28, al tomar w = d. |

Ejemplo 3.30. Seann = 16,q = 2 y d = 6. Por la Cota de Hamming, A;(16,6) < 478, luego, por la
Proposicion 3.1, B»(16,6) < 28. Supongamos que B»(16,6) = 28 sean € un [16, 8, 6] c6digo binario y
¢ € 6 tal que wt(c) = 6, asi, por el Corolario 3.29, Res(6, ¢) es un [10, 7, d’] cédigo binario con d’ > 3
y por la Cota de Singleton, d’ < 10 — 7 + 1. Asf las cosas, Res(6, ¢) es un [10, 7, d’] cédigo binario con
3 < d’ < 4, pero, de la Cota de Hamming, A,(10,4) = A>(10,3) < 93 < 27, esto significa que no existe
ningtn [10, 7, 4], cédigo ni ningin [10, 7, 3], cédigo y por lo tanto B,(16,6) < 27,

Teorema 3.31. (Cota de Griesmer) Sea € un [n, k, d] c6digo sobre IF, con k > 1. Entonces
k-1
d
=3l
i=0

Demostracion. Haremos induccién sobre k. Si k = 1 entonces el resultado es inmediato. Sea € un
[n,k + 1,d] codigo sobre IF, con k > 1 y veamos que

=34

Sea ¢ € 6 tal que wt(c) = d, por el Corolario 3.29, Res(6, ¢) es un [n —d, k,d"] cédigo sobre F,, donde
d’ > [d/q]. Al aplicar la hipétesis inductiva a Res(‘6, ¢), resulta

v

=1
n-d V—w. (3.16)
el A

Por otra parte, dado que d’ > [d/q] tenemos que

d d 11|d d
{—Jz—iz—i{—wz M,paratodoOsisk—l.
q 9T q14 q

Asi, por definicién de la funcién techo

d d
{—lw > {ﬁw’ paratodo0 <i<k-1.
q q
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Cota de Gilbert
Reemplazando en (3.16)
SN
n—dz { i+1 }
q

Por lo tanto ) )
d d
=1 q =0 q
m]
Corolario 3.32. Sea d > 0. Entonces
B,(n,d) < ¢,
donde
r—1 d
k=maxi{r>1:n> {—} .
i=0 q

Demostracion. Sea

como n > d tenemos que 1 € A y por ende A es un conjunto no vacio; asi y dado que para cualquier i
[d/q'] es un entero positivo tenemos que mix A existe. Sean k = max A y € un [n, r, d] cédigo sobre F,

con q" = By(n,d), como d > 0 que r > 1y por la Cota de Griesmer
r—1
d
22l
i=0

Asi, r € A, luego r < k, por lo tanto B,(n,d) < qk.

O

Observacion 3.33. Sea € un [n, k, d], c6digo con k > 1, dado que [d / q0-| =dyqueparatodo]l <i<n

se cumple que [d /qi-l > 1 (yaque d > 0 por ser k > 1) tenemos, por la Cota de Griesmer, que

r d r
n2d+2{awzd+21 =d+k-1.
i=1 i=1
Asi, la Cota de Griesmer implica la version lineal de la Cota de Singleton.

3.8 Corta DE GILBERT

Finalizamos este capitulo estudiando dos cotas inferiores para B,(n, d), la primera de ellas es la Cota de

Gilbert.
Teorema 3.34. (Cota de Gilbert) Sea d > 0. Entonces

n

q
B,(n,d) > o

2 (i)a—1r
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Demostracion. Sea ‘€ un codigo lineal sobre IF, con By(n, d) palabras. Por el Teorema 3.13, el radio de
cubrimiento de 6 es a lo mas d — 1, luego las bolas cerradas centradas en las palabras de 6 de radio
d— 1 cubrena ]FZ, es decir

Fy = JBai(o).

ceB
Por la Proposicion 2.92, el nimero de vectores en cada una de las B, (n, d) bolas cerradas es

d-1

Z(’:)(q— 1) #0.

i=0
Como puede que las bolas no sean disjuntas dos a dos, concluimos que

d-1
| Bar©| < > 1Bai©) = Byn.d) Y (’Z)(q -1’
i=0

ceB ceB

q" = [Fy| =

Observacion 3.35. Dado que ¢"/a > 0, siendo a = Z?:ol ('I.’)(q — 1)/, tenemos que

n
q_ _ qugq (qn/a) - qn—logqa7
a

por lo que la Cota de Gilbert también puede expresarse de la siguiente manera

B,(n,d) > q" %%,

3.9 Cora DE VARSHAMOV

La Cota de Varshamov es una cota inferior para B,(n,d) y coincide asintdticamente con la Cota de
Gilbert, tal y como veremos en el siguiente capitulo.

Lema 3.36. Sean n y m enteros positivos, y thy, ..., h, 1} C ]FZ tales que h; # 0y hy no es combinacién
lineal de {hy,...,h;_1} paratodo 2 < s < m + 1. Entonces {hy,...,h,;} es un conjunto linealmente
independiente.
Demostracion. Supongamos que {hy,...,h,.;} es linealmente dependiente, luego existen escalares
ap, ..., Qys1 nO todos cero tales que ajhy + - + @py1hype; = 0. Sear =max{l < s<m+1:a; # 0},
como h; # 0 tenemos que t > 1, asih, = 81hy + -+ + B;_1h;_; con B; = —a /@, paratodo 1 < s <t-1,
lo cual es una contradiccion. |
Lema 3.37. Sea {hl,...,hm,...,hj} C ]F’; conm < jyhy # h,paratodo1 < s,t < j. Entonces el
nimero de combinaciones lineales distintas de m vectores tomados del conjunto {h l,...,h j} es a lo mas

()

>, (l.)(q - 1.

i=0

Demostracion. Sean

m
A= {Zashis ta; € Fy, hy, # h paratodo 1 < s,t<m, {h;,....,h;} C {hl,...,hj}},

s=1

.
B, = {Zashis ta, € F,\ {0}, hy, # hy paratodo 1 < 5,1 <7, {hy,....h;} C {hl,...,hj}},

s=1
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para todo 1 < r < m. Observe que

AcC{0ju U B,
r=1
luego
m m
Al lorul B <1+ > 1B
r=1 r=1
Abhora,
|B,| = (])(q —1)", paratodo 1 < r < m,
r
asi
m ] m ]
— 1) = 1Y
Al <1 +Z(r)<q D Z(r)@ . (3.17)
r=1 r=0
Sea A’ el conjunto de combinaciones lineales distintas de m vectores tomados del conjunto {hy, ... h;},

es claro que A” C A. Por lo tanto, por (3.17) el nimero de combinaciones lineales distintas de m vectores
tomados del conjunto thy, ..., h;} es alo mas

i (i)(q -

r=0

Proposicion 3.38. Seann,ky denteroscon2 <d<nyl<k<n.Si

d-2

-1 .
Z(I’ll )(q_l)z<qn—k7

i=0
entonces existe una matriz H con entradas en F, y tamafio (n — k) X n tal que todo conjunto de d — 1

columnas de H es linealmente independiente.

Demostracion. Por hipétesis,
d=2
n—1 .
1< -1 <q" "
Z;( l. )(q ) <gq

Queremos encontrar n vectores (no necesariamente distintos) hy,... h, de ]FZ"‘ tales que si H es la
matriz cuyas columnas son hy, ..., h, entonces cualquier conjunto de d—1 columnas de H es linealmente
independiente. Si d = 2 el resultado se sigue de manera inmediata al tomar cualquier vector no nulo de
]FZ"‘, digamos x, y hacer h; = --- = h, = x, supongamos que d > 2, para este caso haremos uso del
siguiente algoritmo

Sean h; cualquier vector no nulo de ]FZ‘k y2<j<n
1) Si j <d -2, seah; cualquier vector de ]Fg‘k que no es combinacion lineal de hy, ..., h;_;.

ii) Si j > d -2, sea h; cualquier vector de ]FZ"‘ que no es combinacién lineal de d — 2 de los j — 1
vectores hy, ..., h; ;.
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Mediante induccién sobre j veamos que el algoritmo puede ser efectuado. Segun el algoritmo, h; es
cualquier vector de ]F’;‘k que no es multiplo escalar de h;. En efecto, si d — 2 = 1 entonces considere ii)
en caso contrario, esto es si d — 2 > 2 entonces considere i) Como d > 2 tenemos que

d-2

-1 _
g=1+(@-D<1 +(n—1)(q—1)£2(n . )(q—l)’ < g
i
i=0
Asi, n —k > 1y por ende h existe. Sea 2 < j < n— 1y supongamos que hy, hy,..., h; han sido
encontrados. Ahora,

1. Si j < d -2 entonces por i) h; no es combinacién lineal de hy, ..., h,_| paratodo 2 < ¢ < j, luego,
por el Lema 3.36 {hy, ..., h;} es un conjunto linealmente independiente, de aqui que el nimero de
combinaciones lineales distintas que se pueden formar con los j vectores hy, ..., h;es

5 (i (i
J = _ J = — 1) . = — 1)
¢ =(g-D+1) Z(l.)@ D40+ +0 Z(l.)(q 1y,
i=0 i=0

2. Si j > d — 2 entonces por el Lema 3.37 el nimero de combinaciones lineales distintas que se

pueden formar con (d — 2) vectores tomados de {hy,...,h;} es alo mas
d=2 i .
> ( .)(q -1,
iz0 \}

Dado que j < n — 1 tenemos por la hipétesis que
d-2 ;. o420 .
> (J)(q -1 < Z( . )<q -Di<q"™"
izo \! im0\ !

En resumen, la cantidad de combinaciones lineales distintas que se pueden formar ya sea con todos los
Jjocon (d—2)delos j (dependiendo el caso) vectores hy, ..., h; es menor que la cardinalidad de ]FZ"‘,
de aqui que h;,; existe.

Seanhy,...,hy»,..., h, formados mediante el algoritmo. Supongamos que existe un conjunto formado
por d—1 de estos vectores que es linealmente dependiente, digamos th;, , ..., h;, ,}y quesi s < rentonces
is < i, luego existen escalares a1, ..., @4—1 no todos cero tales que

0= a/lh,-l + -+ ad—lhid—l‘

Seat =max{l < s <d-1:a;# 0}, comoh; # 0 tenemos que r > 1, asi h; = gih;, +---+B,1h; ,

con By = —as/a,paratodo1 < s < t—1.Sii, < d - 2 entonces se contradice i) y si i, > d — 2
entonces se contradice ii) Por lo tanto, cualquier conjunto formado por d — 1 de los n vectores hy, ..., h,
es linealmente independiente,. O

Corolario 3.39. Sean n,k y d enteros cond > 1y k > 1. Entonces existe un [n, k] codigo sobre IF, con
distancia minima al menos d, siempre que

d-2

1+ (” : 1)(q 1) < gk

i=0
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Demostracion. Por la Proposicion 3.38 existe una matriz H con entradas en IF, y tamafio (n — k) X n tal
que todo conjunto de d — 1 columnas de H es linealmente independiente. Sean ‘€ = {x € [F}, : Hx" =0}
y k' = dim(8), por el Teorema de la dimension p(H) = n — k’, dado que el rango de una matriz es igual
a la dimensién de su espacio fila tenemos que el mayor nimero de filas linealmente independientes de
H es n — k', ahora como el nimero total de filas de H es n — k se sigue que n — k' < n — k y por ende
k' > k; por otra parte, el Teorema 2.46 garantiza que existe un conjunto de d(€) columnas de H que es
linealmente dependiente, si d(6) < d — 1 tendriamos que existe un conjunto de d — 1 columnas de H
linealmente dependiente, lo cual no puede ser, por lo tanto, d(6) > d. Si 6’ es cualquier subcédigo de
‘€ de dimension k concluimos que ‘€’ es un [n, k], cédigo con distancia minima al menos d.

O

Teorema 3.40. (Cota de Varshamov) Sea d > 1. Entonces
By(n,d) > g" o2 (+ZE55 (@ 1)],

Demostracion. Claramente, loqu < [logq L] para todo L > 0, luego L < qn—(n—l'loqu])‘ Si
L=1+ Zﬁlz_oz (nzl)(q — 1) entonces

d-2
1+ Z (l’l— 1)(6] _ l)i < qn—(n—l'logq L'I).
i=0 !

Comon >dtenemosquen—1>d—-1>d-2y

n—1 d-2
n— n—1 _ n—1 i n-1 i
q‘ﬂ@%Hn‘—;(i%rn>;(iywn,

luego ¢! > Ly porende n—1 > log, L, esto ultimo implica que n > n — 1 > [log, L]. Asi las cosas,
0 < n-Tlog, L] < ny por el Corolario 3.39 existe un [n,n — [log, L]] cédigo sobre F, con distancia
minima al menos d, asi

By(n.d) 2 ¢" %",
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CoTAS ASINTOTICAS

En la primera seccién de este capitulo expondremos el principal problema asintético de la teoria de
codigos y la funcion de Manin, tomando como referencia [8]. Luego, estudiaremos cotas para la fun-
cion de Manin, en esta parte seguiremos [[2], capitulo 2, seccion 10]. Finalmente, presentaremos las
propiedades de la funcion de Manin establecidas en [6], apoydndonos en [§].

4.1 EL PRINCIPAL PROBLEMA ASINTOTICO Y LA FUNCION DE MANIN

En aras de encontrar buenos cédigos lineales, en el capitulo anterior fijdbamos una longitud » y una
potencia prima g, y dado un entero no negativo d intentdbamos calcular B,(n, d), de hecho como esto no
siempre era sencillo nos enfocdbamos en dar cotas tanto superiores como inferiores para esta cantidad.
Ahora bien, al fijar n la cota de Singleton produce una restriccidén sobre la dimensién y la distancia
minima de cualquier [n, k, d], c6digo y recordemos que al buscar buenos c6digos lineales pretendemos
que k y d sean muy grandes con el fin de transmitir una amplia variedad de mensajes y corregir una
gran cantidad de errores, es por esto que en este capitulo para la bisqueda de buenos c6digos lineales no
fijaremos 7 sino que trabajaremos con algo del estilo n — oo, la siguiente proposicion muestra que para
esto debemos trabajar con sucesiones de cddigos lineales distintos.

Proposicion 4.1. Sea {6;}; una sucesién de cédigos lineales (distintos) sobre un mismo cuerpo F, tal
que la longitud de 6; es n; para cada i. Entonces n; — oo cuando i — oo.

Demostracion. Debemos mostrar que dado M > 0 existe un entero positivo N tal que n; > M siempre
que i > N. Supongamos lo contrario, asi existe M > 0 tal que n; < M para todo i > 1, como

LM]
{i:nisM}:U{i:n[:L},
L=1

tenemos que

X

J

[

[{i:ni = L} = oo.
1

AN

Por lo tanto, existe un entero positivo L’ < | M| tal que |{i : n; = L'}| = oo; en otras palabras, existe una
cantidad infinita de cédigos lineales sobre IF, cuya longitud es L’, esto contradice la Proposicion 2.11,
por lo tanto, n; — oo cuando i — oo. ]

Cabe aclarar que lo hecho en el capitulo anterior no fue en vano pues muchas de las cotas vistas pre-
viamente nos serdn de utilidad. Los conceptos de tasa de transmision y distancia relativa que veremos a
continuacién nos permitirdn establecer el principal problema asintético de la teoria de codigos.

71
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Sea ‘6 un (n, M, d) c6digo sobre IF,, la tasa de transmision y la distancia relativa de € se definen como

log, M d
— oy §=08®) =,

R :=R(6) :=

respectivamente.

Observacion 4.2. Sea € un (n, M, d) cédigo sobre [F, entonces R(6),56(6) € [0,1] N Q puesto que
1<M<qg"y0<d<n. Si€6eslinealy k = dim(€) entonces R(6) = k/n.

De todas las posibles sucesiones de cédigos lineales sobre un mismo cuerpo, estudiaremos aquellas
sucesiones cuyas tasas de transmisién y distancias relativas tiendan a constantes positivas, pues en virtud
del siguiente lema en dichas sucesiones hay buenos cédigos lineales, ya que en dichas sucesiones hay
cddigos lineales cuya tasa de transmisién y distancia relativa son tan grandes como se quiera.

Lema 4.3. Sea {G;}; una sucesion (sucesion) de cédigos lineales sobre un mismo cuerpo IF, tal que cada
G; es un [n;, k;, d;], codigo, si di/nj — 6y ki/n; > R cuando i — oo, con § y R constantes positivas
entonces k; — ooy d; — oo cuando i — oo.

Demostracion. Por la Proposicion 4.1 tenemos que

kin;
lim k; = lim — = R lim n; = co.
i—00 i—oo N; i—00
Andlogamente, se verifica que d; — oo cuando i — oo. O

Ahora, dada una potencia prima g, sean

C,:= {% : € es un codigo lineal sobre ]Fq} ,

Vy :=1Im®y),
siendo ¢ : C,— [0, 112 1a funcién dada por ¥(6) = (6('6), R(‘6)) para todo 6 € C, y

U, = {x : x es un punto de acumulacion de Vq} !
La siguiente proposicion caracteriza los puntos de acumulacion U, de V.
Proposicion 4.4. (6,R) € U, siy solo si existe una sucesion {€;}; C C, tal que
6(6;)) = 6, R(6)— R,

cuando i — oco. Mds aun, (6(6;), R(6;)) # (9, R) para todo i.

Demostracion. Por la definicion de punto de acumulacion, (6,R) € U, siy solo si existe una sucesion
{(ai, b))}i < V4 \ {(6,R)} tal que (a;, b;) = (6, R) cuando i — oco. Como {(a;, b;)}; € V, tenemos que para
cada entero positivo i existe un cédigo lineal sobre IF,, digamos 6, tal que 6(6;) = a; y R(6;) = b;.
Asi las cosas, (0,R) € U, siy solo si existe una sucesion {6;}; de codigos lineales sobre IF, tal que
(6(6)),R(B,)) # (0,R) paratodo iy

(6(6)), R(6;)) — (6,R), siempre que i — oo.

Luego, dado € > 0 existe un entero positivo / tal que

V(B = 6)% + (R(G;)) - R)? < &, paratodoi > I.
Claramente, (5(6;) — 6)> < (6(6;) — 6)> + (R(6;) — R)? para todo i. Luego
|0(B;) — 5| < &, paratodoi > 1.

Andlogamente, |R(6;) — R| < € paratodo i > I y por lo tanto 6(6;) > 0 y R(6;) > Rcuando i— co. 0O

'Consideraremos la métrica Euclidiana sobre R parat = 1,2
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Asfi las cosas, el principal problema asintdtico de la teoria de c6digos consiste en determinar los puntos
de acumulacion (con ambas componentes no nulas) de V.

Manin demostro en el articulo [6] que existe una funcion continua a, : [0, 1] — [0, 1] tal que el conjunto
de puntos de acumulacién de V, es

Ug={6.R):0<6<1y0<R=<au0),

ademads a,(0) = 1, @, es estrictamente decreciente en [0, 1 — gy ay(6) = O para 1 — g'<6<l1.Lla
prueba de estos resultados se encuentra en los Teoremas 4.5,4.7, 4.26 y 4.28, y en el Corolario 4.25.

La funcion de Manin, denotada por a,, se define como
ag - [0,1]—[0,1]
0 - sup{R :(0,R) € Uq}.
El siguiente teorema garantiza la existencia de esta funcion y muestra que a,(0) = 1.

Teorema 4.5. Sea ¢ € [0, 1]. Entonces sup {R :(0,R) € Uq} existe, mas alin sup {R :(0,R) € Uq} € [0, 1]
ysup{R :(O,R) € Uq} =1.

Demostracion. Sean 6 € (0,1] y {6;}; € C, tal que 6; = Gen{c;} siendo ¢; cualquier vector en ]F; de
peso [6i], asi 6(6;) = [0i1/i y R(6;) = 1/i paratodo i. Como § < [6i]/i < 6+ 1/i tenemos por el Teorema
del encaje y la Proposicion 4.1 que 6(6;) = 0y R(6;) — 0 cuandoi — oo, luego la Proposicion 4.4
garantiza que (6,0) € U,. Por otra parte, sea {'6;}; C C, tal que 6; = Fi, luego 6(€;) = 1/i y R(6;) = 1
para todo i lo cual implica, por las Proposiciones 4.1y 4.4, que (0,1) € U,,.

En resumen, si 6 € [0, 1] entonces {R : (6,R) € Uy} # 0, ademds 1 € {R : (0,R) € U,}; por otra parte,
por la Observacion 4.2 'y la Proposicion 4.4 tenemos que si R € {R : (6,R) € U,} entonces 0 < R < 1.
Asi las cosas, el Axioma de completitud garantiza que {R : (6, R) € U,} existe para todo 6 € [0, 1], por
la definicién de supremo concluimos que {R : (6,R) € Uy} € [0,1] y que sup{R : (0,R) € Uy} = 1. |

4.2 CoTA ASINTOTICA DE SINGLETON

El valor exacto de a,(6) es desconocido para 0 < ¢ < 1 — g~', por ello en esta y en las siguientes
secciones nos enfocaremos en dar cotas superiores e inferiores para la funcién de Manin. La primera
cota superior que veremos es la cota asintética de Singleton.
Teorema 4.6. (Cota asintética de Singleton) Sea 0 < 6 < 1. Entonces a4(6) < 1 — 6.
Demostracion. Sea R tal que (6, R) € Ugq. Por la Proposicion 4.4, existe una sucesion {6;}; € C, tal que
si cada 6; es un [n;, k;, d;], c6digo entonces

d; ki
——6, —— R, cuando i— oo

n; n;
ademds (d;/n;, ki/n;) # (6, R) para todo i, por la cota de Singleton tenemos que

ki |

— <1-—+ — paratodoi.
n; nj nj

Luego

ki d 1
Hmisﬁm@—i+—y
i—00 1; I—00 n; n;
de la Proposicion 4.1 se sigue que R < 1 — ¢, por lo tanto 1 — ¢ es una cota superior de {R : (6,R) € Uy},
por la definicion de supremo concluimos que a4(6) < 1 — 6. m|
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4.3 CoTA ASINTOTICA DE PLOTKIN

La cota asintética de Plotkin ademds de mejorar la cota asintética de Singleton nos muestra que la
funcién de Manin es nulaen [1 — q‘l, 1].

Teorema 4.7. (Cota asintética de Plotkin) Sean 0 < 6 < 1y r = 1 — ¢~!. Entonces
. )
ay(0) < max{l - ;,0}.

Demostracion. Si ¢ = r el resultado es inmediato. Sea R tal que (8, R) € Ug, luego la Proposicion 4.4
garantiza la existencia de una sucesion {6;}; C C, tal que si cada 6; es un [n;, k;, d;], c6digo entonces
d; k;
256, 4> R, cuandoi— oo. “4.1)
n; n;
En primer lugar, supongamos que r < ¢, asi max {1 — 6/r,0} = 0 y veamos que R = 0. Como 6 — r > 0,
por (4.1) tenemos que existe un entero positivo / tal que
d;

-5
n;

< 0 —r siempre que i > 1.

De aqui que

d.
r—6<——¢ paratodoi > I.
n;

En otras palabras, rn; < d; para todo i > I, luego, por la cota de Plotkin

d;
Ay(ni,d;) < Li J para todo i > I, (4.2)

i~
esto implica, por la Proposicion 3.1 y la definicién de parte entera, que

i

d; —rn;

ton

q' < paratodoi > I.

Como la funcién logaritmo en base g es creciente se sigue que

ki 1
— < —logq( ) paratodoi > I,
n; n; d,‘ —rm;
y por ende
R < 1im (L 10 di (4.3)
im|— . .
T i—oo n; gq d,' —rn;

Ahora, como la funcién logaritmo en base g es continua tenemos que

lim (1 4N Zoe [1im [—% ) = 10g | 1im | 1 ( 0 )
iimo qu d,’ —rn; - qu i—oo d,’ —rn; a qu i—o00 ﬂ —r B qu o—r ’
n;

1 d; o 1
lim | —1 =1 ( )1' — =0,
2 (ni %% (di —rn; )) a\s—r) e,
por esto y (4.3) obtenemos que R < 0, por consiguiente R = 0. En resumen, si » < ¢ tenemos que
{R:(6,R) € Uy} = {0}, por lo tanto () = 0.

asi
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Supongamos ahora que § < r, luego max {1 — 6/r,0} = 1 — §/r. Veamos que R < 1 — §/r. El resultado
es inmediato para 6 = 0; supongamos que 0 < 6 < r, por el Lema 4.3, dado que r + 1 > 0 tenemos que
existe un entero positivo / tal que

d; > r+1 siempre que i > I.

Por otra parte, como r — ¢ > 0 tenemos que existe un entero positivo I’ tal que

di 1 . . 7
— ———=0|<r—0 siempreque i > [
ni n
Sea J = max{/, I'}, luego
di—1 .
di>r+1 'y —— — 0| <r—0 paratodoi > J. 4.4)
n;

Para cada i > J, sean 6; un (n;, M;, d;) c6digo sobre IF, con M; = Ay(n;,d;) y

L ldi-1
n; = p ,

’
ni—n;

por (4.4),1 < n: < n;. Para cada,Bnlf_H B €F, 7, sea

C@i(ﬁn;+],...,ﬂni) = {c:clu'cni €G6i:cj=pj paratodonl'.+ 1 San[},

luego
(el = U %l (ﬁn;+1,---aﬁn,~)’
Buvi-Bu ey
lo cual implica que
M; = Z ’Céi (,Bn;.+1, e ’ﬁn,-) - 4.5)
.Bnl’,+l "'ﬁni E]F:;i_ni
Note que existe Yni+l ¥ € ]ng_ni tal que
M.
G (Yoot o) = ML > =, (4.6)
q’
pues si para todo ,Bn;+1, oo B € ]ng_ni se cumpliese que |C6(ﬁn;+1, cee, ﬂni)| <M, /qni—”? tendriamos que

Z |C6i (ﬁn;ﬂ, e ,,Bnl-)

ni—nlf
ﬁnﬁl "'ﬁni E]Fq

’ M
< ql’l,'—nl.( : l/.) — Mi,

lo que contradice (4,5). Asi las cosas,
G = {c1 SOy 11Oy €6 (y,,;H,...,yn,.)}.
es un c6digo sobre IF, de longitud 7. Claramente, la funcién

f : C@i(’)/n;+l"--”yni)_> C@l’

CL " Cl Yl = Yy P> €L ot
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es sobreyectiva; supongamos que existen u = uj -+ U,V = U1 -V, €n G; (’}/n{+1, .. -,)’n,-) tales que
1
e . 7 4 . P . / 7 . o {
u; =vjparatodo I < j<ni. Comou; =v; =7y;paratodon; +1 < j < n; tenemos que u = v, de aqui
que f es inyectiva 'y
=M

1

|C€l/| = |C€, (’yn[{_,_], e ,’)/ni)

Si M;/(¢"™") < 1 tendriamos que g" < M; < g, luego n; < 0 pero n; > 1, por ende M;/(q" ) > 1
y por (4.6) M! > 1, asi d(6]) > 0. Si d(6]) < d; tendriamos que existen u = u; U, V=01 Uy
en G/ tales que d(C@i’) = d(u,v), luego v’ = u; U Y+l Vg v o= - U Y+l Ym € Gy
0 <d(w’, V') < d; pero esto contradice la minimalidad de d;, por lo tanto d(6€) > d;.

En resumen, para cada i > J existe un (n;, M}, d) cdigo sobre IF, con M| > M;/q" "y d! > d;, luego,
por la Proposicion 3.4

i

Ay(n},dy) > M} > — paratodoi > J. 4.7
Como
di—1 di—1
rn?zr{l JSr(l ):d,-—1<d,-, (4.8)
r r
tenemos, por la cota de Plotkin, que
, d .
Ayn;,d;)) < |———| paratodoi> J. 4.9)
d,‘ - l’li
Por las desigualdades (4.7) y (4.9)
M < dl n-—n’, .
i < - |g""™" paratodoi> J.
di—rn
Por (4.8) d; — rn} > 1, luego
di < di <d;.
|d;i — rnlf_ di — rnlf

Asi, M; < dig"™"" yA i, d;) < d;q"™"i para todo i > J; por la Proposicién 3.1 se tiene que g5 < dig™ ™"
y como la funcién logaritmo en base g es creciente entonces

k. log, d; ’
— < al " +1- - paratodoi > J,
n; n; n;
esto implica que
log, d; n
R < lim +1-—) (4.10)
1—00 n; n;
Observe que
di-1
2] a4 1
n, rm rn;  rn;
Y di-1
[ G J dir_1 -1 _ 4 1 !
> =— - — - —,
n; n; rn; rn; n;
asi, por el Teorema del encaje
nos
lim —+ = —. (4.11)
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Concluimos de (4.10), (4.11) y del Lema 4.3 que

0
R<1--.
r

Asi las cosas, si 0 < 6 < r entonces 1 — 6/r es una cota superior de {R : (6,R) € U,}. Por lo tanto, si
0 < ¢ < rentonces a4(6) < 1 —-4/r. ]

Corolario 4.8. Sea (6,R) € U;cond >0y R > 0.Entoncesd <, R<1yd+R<1.

Demostracién. Como & > 0 tenemos por la cota asintdtica de Singleton que R < 1;sear = 1 — g7 !,

si 0 > r tendriamos por la cota asintética de Plotkin que R = 0 pero esto contradice la hipdtesis, luego
0<o<r<l1,porendeR < ay0) <1-06/r,comor < 1 tenemos que 1 —6/r < 1 -0, por lo tanto
R<1-o¢. |

4.4 1A FUNCION DE ENTROP{A DE HILBERT

La funcién de entropia de Hilbert nos permitird establecer mds adelante las cotas asintéticas de Ham-
ming, Elias y Gilbert-Varshamov.

Proposicion 4.9. Sean n y d enteros positivos tales que n > d > 2. Entonces

d-1 d
nlog,n—dlog,d - (n—d)log,(n—d) <log,n—(d - 1)log, (—) —(n-d)log, (1 - —).
n n
Demostracion. Observe que

d-1
(d-1)log, (T) =log, (d - )"V - dlog, n + log,n,

d
(n - d)log, (1 - —) =log, (n — d)"~¥ - nlog,n + dlog, n,
n
luego, todo se reduce a probar que
log, (d - )P <log, a’.

Como 1 < d —1 < dtenemos que la funciones

f:R > R* g:R— R"

X fx) = x4 x> g(x) = d*
son estrictamente crecientes, asi
0<(d-1D9D < gD < q?

Por lo tanto,
log, (d - 1"V <log, d’.
Proposicion 4.10. Sean n y d enteros positivos tales que n > d. Entonces

d -d+1
nlog,n—dlog,d - (n—d)log, (n—d)> —logqn—dlogq( )—(n—d+ l)logq(u).

n n
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Demostracion. Observe que

d
dlog, (—) =dlog,d —dlog,n,
n

-d+1
(n—d+1)log, (”—) = log, (n - d + 1" — nlog,n + dlog, n - log, n,
n
luego, es suficiente probar que
log, (n —d)"™ <log,(n—d + )"~V

Sin —d = 1, el resultado es inmediato. Supongamos que 1 < n—d < n—d + 1 esto implica que las
funciones

f:R->R" g:R— R"
X i) =2 X g(x) = (n—d+ 1)*
son estrictamente crecientes, as{
0<(n- d)(n—d) <(n-d+ 1)(n—d) <(m-d+ 1)(n—d+1).

Por lo tanto,
log, (n —d)" <log,(n—d + )"~V

O

Proposicion 4.11. Sean 0 < ¢ < 1, {6;}; € C, tal que cada G; es un cédigo de longitud »; y distancia
minima d;. Si d;/n; — 6 cuando i — oo entonces
n;log, n; —d;log, d; — (n; — d;) log, (n; — d;)
lim 1 1 1 = —6log, 6 — (1 - 8)log,(1 - 5).

[—00 n;

Demostracion. Por el Lema 4.3 existe un entero positivo I tal que d; > 2 siempre que i > . Por otra
parte, como 1 — 6§ > 0y d;/n; = 6 cuando i — oo, tenemos que existe un entero positivo I’ tal que

d;
G _s

<1-6 siempre quei> I,
n;

asi, d; < n;, paratodoi > I’. Sea J = max{/, I'}, luego
n; > d; > 2 paratodoi > J. 4.12)
Sean
m(i) = n;log, n; — djlog, d; — (n; — d;)log, (n; — dy),

di —di + 1
m1(l'):—10gqnl-—di10gq( l)_(ni_di+1)10gq(nl i )’

n; n;

. di—1 d;
my(i) = logq n; — (d; — 1)10gq (n—) —(nj —d)) logq (1 - n_)

i i

Por (4.12) y las Proposiciones 4.9 y 4.10 tenemos que

m (@) < m(_l) < (i) para todo i > J.

n; n; n;
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Por la Proposicion 4.1, el Lema 4.3 y dado que logaritmo en base ¢ es una funcién continua, se sigue
que . .
tim ™D g 2O _ ~5log, 5 — (1 - 8)log, (1 - &).

i—oo 1 i—oo N

Del Teorema del encaje concluimos que

tim ™ _ ~5log, 6 — (1 - 8)log, (1 - &).

i—oo N
O

Proposicién 4.12. Sean n'y g enteros positivos con ¢ > 2. Si i es un entero positivo tal que i < (1—g")n
entonces
n . n .
(. )(q -1 < (.)(q -1
i—1 i

Demostracion. Claramente, 1 —g~' < 1, luego i — 1 < i < n'y por consiguiente tiene sentido hablar de

(l. fl) y (';) Por la definicion de coeficiente binomial, es suficiente probar que

i<@-1Dm—-i+1).
Comoi < (1 -g "Ynyqg—-1>0tenemos que

ig<(@—Dn<(g—-Dn+(qg-1),

asli,
i(g+1-1)<(@-Dn+1),

lo cual equivale a
i+(@-Di<(g-Dn+1),

restando (g — 1)i a ambos lados de esta desigualdad obtenemos lo deseado. |

Dado0<é <rconr=1-g"yqg>2definimos la funcién de Entropia de Hilbert de &, denotada por
H,(6), como

3 610gq(q—1)—610gq6—(1—6)10gq(1—6) si0<o<r
Hi® =1 sig=0

Proposicion 4.13. Sea {6;}; € C, tal que cada 6; es un cédigo de longitud n; y distancia minima d;. Si
0<di/ni<1-gq! paracadaiy d;/n; — 6 cuando i — oco entonces

log, (Vq(ni, dy))

1i = o).
lilg n; q( )
Demostracion. Por (2.5)
d
Vy(ni, d;) = Z (nl)(q —1)" para todo i,
r
r=0

de aqui que

(Zi)(q - 1)di < Vy(n;,d;) paratodo i.
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Como 0 < d;j — j<d; <(1 g ")n; paratodo iy paratodo 1 < j < d; — 1 tenemos, por la Proposicién
4.12, que

ni _ ces ni _ d,~—2 ni _ d,'—l ni _ di )
1< (1)(6] << (di N 2)(6] D" < (di N 1)(6] D% < (di)(q 1)% para todo i,

por consiguiente
V(i di) < (1 + d,-)(Z")(q — 1)% para todo i.
i
Asi las cosas,
(Zi)(q — )% < Vy(nidi) < (1 + d,-)(’;")(q — )% para todo i.
i i

Tomando logaritmos en base ¢ y multiplicando por 1/n;, obtenemos

At dilog, (g - 1) < log, Vy(ni, d;) <A+ log, (1 +d)) N dilog, (g —1)

n; n; n; n;

para todo i,

donde A = (logq (3{))/n,~. Observe que
log, (1 +d)) ~ log, (nl, + Z—i) s log, n;

n; n; n;

para todo i,

luego, por la Proposicion 4.1 y el Lema 4.3

log (1 +d)
lim 2 T

i—00 ni

Por lo tanto, del Teorema del encaje

lim ——— = lim
[—00 n; i—0o0 n;

log, V,(n;, d:) dilog, (g —1)
g Vol d) A+"1—):1imA+6logq(q—1)-

1—00
Resta verificar que

lim A = —6log, 6 — (1 - 6)log, (1 - 6).

[— 00
La formula de Stirling establece que

n 218 < 1 < 127 paratodo n € Z°,

por esto y la definicién de coeficiente binomial, tenemos que

n?i+l/2€—n,-+7/8 n;
A2 g=div 1 (y; — g ni=d)+1/2g=(ni=d1 ~ \d;)’
1
Y 1/2
" plit12 gmnitl
< 1
d;] ~ dfli+1/2€—d,-+7/8(ni _ dl,)(n,-—d,-)+1/2e—(n,-—d,-)+7/8’
1

d‘ ’

1
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donde

ni+1/2
_ "
T ditl)2 —d :
d +1/ (n; — d;)ni—d+1/2
Note que
log, Be' log, B tlog, e log, B
lim —— = lim —— + lim — = lim —— paratodo f € R,
i—00 n; i—00 n; i—00 n; i—00 n;

luego, por el Teorema del encaje

log, B
lim A = lim %

i—o0 i—oo N

nilog, n; — d;log, d; — (n; — dj)log,, (n; — d)

= lim
[—00 ni

logq n; — logq d; - logq (n; — d;)

+ lim

Como logq (nj—d;) = logq (1 =(d;/n))+ logq n;, por las Proposiciones 4.1, 4.11 y el Lema 4.3, conclui-
mos que
lim A = —(Slogqé -(1-9) logq(l —-90).

i—00
4.5 Corta ASINTOTICA DE HAMMING

La cota asintética de Hamming mejora en un intervalo la cota asintética de Plotkin.

Lema 4.14. Sean n, d enteros tales que n > 1. Entonces

ol

Demostracion. En primer lugar, veamos que

SR

Supongamos que d es par, esto es, d = 2k con k € Z*, entonces

SRR

2
si por el contrario, d es de la forma 2k + 1 con k € Z*, tenemos que

el

Por otra parte, dado que n > n — 1 > 0 tenemos que n/(n — 1) > 1, luego

d n d
< —_

de aqui que
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por la definicién de la funcién parte entera, concluimos que

sl -

2 n-1 2

Teorema 4.15. (Cota asintética de Hamming) Sea 0 < 6 < 1 — ¢~!. Entonces

@,(8) < 1= Hy(5/2).

Demostracion. Sea R tal que (6, R) € Uq. Por la Proposicion 4.4, existe una sucesion {6;}; € C, tal que
si cada 6; es un [n;, k;, d;] cédigo sobre IF, entonces

d; k;
<56, ——> R cuandoi— oo.

n; n;

Por la cota de Hamming
q"

A (i, di) £ ———————
A =]

para todo i.

Por la Proposiciéon 4.1 existe I > 0 tal que n; > 1 siempre que i > I y por el Lema 4.14

di—1 d; j
{I—J > {—1 S J paratodoi > I,

2 2 n-1

luego,
L(di/2)—(ni/(ni=1))]

=/l .
( ’)(q -1 > ( l)(q —1)" paratodoi > I,
r=0 r r

asi, por (2.5)
di—1 d; n; .
Vg | i 5 >V, |ni, 2 T para todo i > I.

Asf las cosas,
nj
qk" < Ay(ng,dy) < 3’_ " paratodoi > I,
A=)
tomando logaritmo en base ¢ y multiplicando a ambos lados por 1/n;, obtenemos
di n;
k: log, V,(ni, |5 — ==
<<= q(llz n’IJ) para todo i > I,
n; n;
por consiguiente,
log, V, (ni, & _ i
R <1t 2 Vale | i)
1—00 nl
Observe que
d n; 1(d, 2
Zt S e e A nil.
2 m-1] [2\m m-1)"

Ahora,

1(di 2 ) [1 (di 2 ) J 1(d, 2 )
e - 2y 1(di _ n: L(di _ 2 ),

2 \n; 1 l 2 \n; ni—1 l 2 \n; ni—1 ! .
: — < — para todo i,
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luego, del Teorema del encaje

y por la Proposicion 4.13,

log, V, (n;, & _ I
i I )

de aqui que 1 — H,(6/2) es una cota superior de {R : (6, R) € U,}. Por lo tanto, a,(6) < 1-H,(6/2). O

4.6 Corta ASINTOTICA DE ELIAS

La dltima cota superior para la funcién de Manin que veremos es la cota asintdtica que de Elias, la cual
de hecho es mejor que todas las anteriores.

Lema 4.16. Sea {6}, C C, tal que cada 6; es un cddigo de longitud n;, distancia minima d; y d;/n; — 0
cuando i — oo, con ¢ > 0. Si x, r son reales positivos, w; = | xn;] paratodo iy x* = 2rx+ré > 0 entonces
existe un entero positivo / tal que

wl2 - 2rnyw; + rn;d; > 0 paratodoi > I.

Demostracion. Por la Proposicion 4.1 existe un entero positivo N tal que n; > 1/x siempre que i > N,
luego w > xn; — 1 > 0, siempre que i > N, de aqui que

wlz > xzn? —2xn; + 1 paratodoi > N,
asi y dado que d; > d; — 1 para todo i, se sigue que
wi2 = 2rnw; + rnid; > xzni2 —2xn;+1— 2rxnl-2 + 2rn; + rni(d; — 1) paratodoi > N,

al multiplicar por 1/ ”12 a ambos lados, obtenemos

2
w; = 2rnw; + rnid; , 2x 1 2r d; r .
5 >x——+—2—2rx+—+r———parat0d01>N,
n; ni  n; n; ni n
luego
2
L, wr = 2rmw; + rngd; ) , 2x 1 d r
lim 5 > lim|x"— —+—=5 -2rx+r—— —
i—o0 n; =00 ni  n; i n

= 2rx+ 70,

y esta cantidad es positiva por hipétesis. Por lo tanto, existe un entero positivo [ tal que
wl.2 — 2rnw; + rnid; > 0 para todo i > I. En efecto, sea A = lim;_,« (wl.2 - 2rnjw; + m,-d,-)/nl.2 enton-
ces

i. Si A = oo entonces dado M > 0 existe un entero positivo / tal que

wl2 = 2rn;w; + rn;d;

n?
i

> M paratodoi > 1,

asi w? — 2rnjw; + rnid; > 0 paratodo i > 1.
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84
ii. Si A = L < oo, entonces existe un entero positivo / tal que

wl.2 = 2rnjw; + rnid; L
n2

i

< Lparatodoi > I,

esto implica que wl.2 — 2rnjw; + rn;d; > 0 paratodo i > 1.

Teorema 4.17. (Cota asintética de Elias) Sea 0 < § < rcon r = 1 — ¢g~!. Entonces

ay(0) <1-H, (r — AJr(r— 6)) .
Demostracion. Sea R tal que (6, R) € Uq. Por la Proposicion 4.4, existe una sucesion {6;}; € C, tal que
si6; es un [n;, k;, d;] cédigo sobre IF, entonces

ﬁ H 6’

i .
— — R cuando i — oo.
n; n;

Como ré > 0 tenemos que r — Vr(r —9) > 0. Sea 0 < x < r— vr(r — 6) entonces 0 <

r(r—90)<r—ux.
Elevando a ambos lados al cuadrado obtenemos r(r — §) < x> — 2rx + 1, de aqui que x> — 2rx + r6 > 0.
Sea w; = | xn;| para todo i, por el Lema 4.16 existe un entero positivo / tal que

wi2 — 2rnjw; + rn;d; > 0 paratodoi > I.
Como x < r tenemos que xn; < rn;, asi w; < rn; para todo i y por la cota de Elias
_ rn;d; & )
qk’ <Ay, d;) < 5 — ( q ) paratodo i > I,
w; = 2rmw; + rngd; Vy(ni, w;)

tomando logaritmo en base ¢ y multiplicando a ambos lados por 1/n; obtenemos

rn;d;
logq (wiz—Zrn,-w,-+rn,-d- )
<

ki

log, Vy(ni, wi) )
11— —— paratodoi > I,
n; n; n;
por consiguiente
rn,-d,-
R < 1/ logq (wl.z—Zrn,-w,»+rn,-d,') 1 logq Vq(nh wl)
< lim -7 )
i—o0 n; n;
Observe que
xn;— 1 w;  xn .
< — < — paratodo i.
n; n; i

n;
Luego, por la Proposicion 4.1 y el Teorema del encaje

L Wi
lim — = x, (4.13)
i—0o0 1;
lo cual implica que
rd;
j rnid; , ,T,' ro
lim — = lim 5
imoo wr = 2rmw; + rmd; 1o (g) 2rw;  rd;
n;

_ rdi X2 =2rx+rs
n n;
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Por la continuidad de la funcién logaritmo en base ¢, obtenemos

id; 0
lim logq( > Tidi ) = log, L
w

i—00 = 2rnaw; + rnd; x2=2rx+rd

Por (4.13) y la Proposicion 4.13
log, V. (n;, w;)
lim —2 00,
1—00 ni
Asf las cosas
R <1-Hy(x).

Sea ¢ = r — vr(r — 6). Claramente, la funcién de Entropia de Hilbert es continua, luego
H,(c) = lim Hy(x).
X—c

Por lo tanto,
= Ilim R < hm (I = Hy(x)) = 1 = Hy(o).

X—C™ —C™

4.7 CotA ASINTOTICA DE GILBERT- VARSHAMOV

En el caso asint6tico, las cotas de Gilbert y Varshamov coinciden, esta cota es la inica cota inferior para
la funcién de Manin que veremos.

Teorema 4.18. (Cota asintética de Gilbert-Varshamov) Sea 0 < 6 < 1 — g~!. Entonces
ay(6) > 1 — Hy(9).

Demostracion. Sea R tal que (6, R) € Uq. Por la Proposicion 4.4, existe una sucesion {6;}; € C, tal que
si cada 6; es un [n;, k;, d;] cédigo sobre IF, entonces

d; ki .
— >0, —— R cuandoi— oo.

n; n;
Si0 < € < 1 entonces por el Lema 4.3, existe un entero positivo J tal que d; > & siempre que i > J, por
ende, d; > 1 para todo i > J. Por la cota de Gilbert
q"

B,(n;,d)) > ———
omid) 2 5o T

para todo i > J.

Observe que

|M&

di—1
V,(ni,d; — 1) = ( )(q— 1)/ < ( ) — 1)/ = Vy(n;,d;) paratodoi > J,
j=0 =

luego
n

q" .
——— paratodoi > J,
Vonndy) ¥

tomando logaritmo en base ¢ y multiplicando a ambos lados por 1/n; obtenemos

By(n;, d;) >

log, By(ni, d;) - log, Vy(ni, d;)

> paratodo i > J. (4.14)
n; n;
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Asi que al tomar limites y aplicar la Proposicién 4.13 se obtiene

log, B,(n;,d;)
R = lim —e 200
1—00 n;

> 1 - Hy(9). (4.15)

Sea {€]}; € C, tal que 6/ es un [n,-,logq By(n;, d;),d;], codigo. Claramente, 6(6/) — 6 cuando i — oo.
Como R(6) < 1 para todo i tenemos que R’ < 1, asi, por la Proposicién 4.4, (6,R’) € Uy, esto implica
que a,4(6) > R’. De este resultado y la desigualdad (4.15) concluimos que a,(6) > 1 — H,(0). ]

Corolario 4.19. Sea 0 < 6 < 1 — g~!. Entonces a,(6) > 0.

Demostracion. Por la cota asintética de Gilbert-Varshamov tenemos que
ay(0) > 1 - 6logq -1+ 6logq6 +(1-9) logq (1-9),

el lado derecho de esta desigualdad es igual a
§°(1 -1
1-log,|——————)
\o@-1y
Note que por ser el logaritmo en base ¢ una funcién creciente basta con probar que

q(g — 1)° > 6°(1 = 6)1=9 para concluir la prueba. Como g — 1 > 1y § > 0 tenemos que (g — 1)° > 1, al
multiplicar a ambos lados de esta desigualdad por g y tener en cuenta que g > 1, obtenemos

qg-1°>1; (4.16)

por otra parte, como 0 < § < 1y0 < 1 -6 < 1 tenemos que ¢° < 1y (1 =619 < 1, luego
51 — 6)179 < 1, de este resultado y la desigualdad (4.16) se sigue que g(g — 1)° > (1 —= )79, o

En la siguiente grafica damos cuatro cotas superiores y una cota inferior para la funcién de Manin, para
q=2.

—Singleton
Hamming
- Plotkin

Elias
—Gilbert-Varshamov
+1-1/9=0.5

0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 4.1: Cotas asintéticas con g = 2.
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4.8 RESULTADOS SOBRE LA FUNCION DE MANIN

En esta ultima seccidn presentaremos las propiedades de la funcién de Manin que establece [6] y que no
hemos probado atn. A saber, que la funcién de Manin es continua en [0, 1] y estrictamente decreciente
en [0,1 — ¢~ '], y que el conjunto de puntos de acumulacién de V, es

Uy ={6R):0<6<1y0<R<a,0).
Proposicion 4.20. Sea ¢y € [0, 1]. Entonces (69, @4(0)) € Uy.

Demostracion. Sea r > 0 luego, por la definicién de supremo, existe Ry tal que (69,Rp) € U, y
a4(60) —r < Ry < ay(6p). Si Ry = ay(60) entonces (6o, @4(d0)) € U,; supongamos que Ry < a,(do), sea
r’ un entero positivo tal que

{(5, R): \/(5 —80)? + (R — Ry)* < r’} c {(5, R): \/ (6 = 60)* + (R —~ aq(ao))2 < r},

como (6o, Ry) € U, tenemos, por la definicién de punto de acumulacion, que existe (a, b) € V, tal que
(a,b) # (30, Ro) y V(@ = 60)” + (b~ Ro)* <, luego (a,b) # (S0, ¥¢(d0)) y

2 2
(a,b) € {(5, R): \/ (6 = 80)> + (R = ag(00)) < r},

por lo tanto (69, a4(d0)) € U,. O

Teorema 4.21. Sea (69, Rop) € U, con 69 > 0y Ry > 0. Entonces

R 5 Ro-1
(G.R):0<6<60, R=|——|@E-1)}UJ@BR : <6< —— R=|—"——|5+1} U,
5o — 1 1-Ro 5

Demostracion. Dado que (60,Ro) € Uy la Proposicion 4.4 garantiza la existencia de una sucesion
{6} € C, tal que si cada 6, es un [n;, k;, d;], codigo entonces

d; k;
— — 89, — — Ry cuando i — oo,
n; n;
Por el Lema 4.8 tenemos que 0 < 69 < 1,0 < Ry < 1y dp + Ry < 1, luego 6p < 6p/(1 —Rp) < 1y
Ry < Ro/(l - 5()) < 1.

R
1__
_Ro
1-50 [\
(60, Ro)
l
s 1 )

1-Ry

Figura 4.2: Puntos de acumulacion de V,, a partir de (69, Ro).
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En primer lugar, veamos que

00 Ry -1
[:{(,R):0p <6< ,R= o+1yCU,.
{( )0 1 -Ro ( o ) } !

Sea (61,R;) € [, asi

R, = (RO — 1)51 +1. (4.17)
0o

Si0 < € < 1 entonces, por el Lema 4.3, existe un entero positivo [ tal que k; > & siempre que i > I, por
ende sii > I entonces k; > 1; paracadai > I sea

Ro-R
i = {LkiJ.
(1 =Ri)Ro
Ro - Ry
<—x<1,
(1 - Ri)Ro
en efecto, por (4.17) y por ser 6 < 01 y Ro < 1 tenemos que

Ry-1 Ry-1
R, = 0 or+1< 0 0p+1=Rp<1.
00 00

Observe que

0 (4.18)

Al multiplicar por k; en (4.18) obtenemos por la definicién de la funcién parte entera que 0 < [; < k;
para todo i > I. Note que si k; = 1 entonces /; = 0, por ende si /; # 0 entonces k; > 1y por el Corolario
3.27 se sigue que existe un [n; — I;, k; — I;, d;], cédigo. Asi las cosas, sea {6]};>; tal que cada 6] es un
[n; — li, ki — 1;, d;]4 c6digo, resta verificar que 6(6)) — 61 y R(6€]) — R;. Como

Ro - R, Ro - Ry :
———ki -1 <[ < ——k; todo i,
(T=RDRy" == (U =RpRg "+ P!

se sigue por el Teorema del encaje y la Proposicion 4.1 que

. i Ro—Ry
Iim — = .
i—oo 1; 1- R1
Asi,
ki I; Ro—R
k=L w~w  Ro—TR Ri(1-Ro)
lim =1 = = =R,
i—oo n; — I i—>ool_ﬁ 1_M 1 -Ry
n; 1-R;
ademds, por (4.17)
di
. ) ni 0 6o(1 — Ry)
1i = lim = = =9;.
imoo iy — I P00 | — L 1- Ro=R, 1-Ry
n; 1-Ry

Ahora, veamos que

m:{(é,R):OSéSéO,R:( Ro )(5—1)}qu.
50— 1

Sea (61, R) € m, luego

R
R = (50 _° 1)(51 —1). (4.19)

Por el Lema 4.3 tenemos que existe un entero positivo J tal que d; > 1 siempre que i > J; para cada

i>Jsea
00 — 0]
b= |y
{(1—51)50 J
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un razonamiento andlogo al anterior nos permite garantizar que 0 < /; < d; para todo i > J y que

l;  0p—0i
Iim — = —— 4.20
Lirg n; 1 -0 ( )
Sid; = 1 es facil ver que [; = 0, por ende si /; # 0 entonces d; > 1y por el Corolario 2.67 se sigue que
existe un [n; — l;, k;, d; — 1;], c6digo. Asi las cosas, sea {%l.’}i>] tal que cada C@l’ esun [n; — l;, ki, d; — 1i],
c6digo, resta probar que 6(6)) — 61 y R(6]) — Ry, por (4.20)

di 8=6
codi=l o T %0950 611 -6)
lim = lim = 5o = =91,
l—>o<>nl-—li 1—>ool_# 1_10—;61] 1—60
ademds, por (4.19)

- R Ro(1 - 5))
lim = lim —"— = ——— =L =R,
imoo n; — I z—)ool_n_i_ 1_10—;611 1-99

En resumen, si (69, Ro) € U, con 69 > 0y Ry > 0 entonces los puntos que pertenecen a los segmentos /
y m de la Figura 4.2 son puntos de acumulacion de V. O

Corolario 4.22. Seadp=1— q‘l. Entonces a,(d0) = 0.

Demostracion. Si ay(do) > 0 tendriamos por el Teorema 4.21 que

ag(o) — 1 00
s|L——|s+1|evU todo 6y <6 < ————, 421
( ( % ) ) 4 Pparatodo ¢g < = ay00) ( )

observe que 6(a,(69) — 1)/6p + 1 > 0 para todo 6 < do/(1 — ay(6p)), luego (4.21) contradice la cota
asintética de Plotkin para 6 > &, por lo tanto a4(d¢) = 0. ]

Corolario 4.23. La funcién de Manin es continuaen§ = 1 — g~

Demostracion. Sear = 1 —g~'. El Corolario 4.19 y la cota asintética de Plotkin garantizan que

1)
0<ay6)<1--, paratodoO0<o6<r
r

luego por el Teorema del encaje
(slfm ay(6) = 0; (4.22)
—rT

por otra parte, por la cota asintética de Plotkin tenemos que
611’m+ ay(6) = 0. (4.23)
Por (4.22), (4.23) y el Corolario 4.22 concluimos que

lim a,(6) = ay(r).
o—r

Teorema 4.24. Sea 0 < 6y < 1 — ¢g~!. Entonces @, es continua en .
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Demostracion. Por el Corolario 4.19 y el Lema 4.8 tenemos que 0 < 69 < 1,0 < a4(60) < 1y
00 + a4(60) < 1, de aqui que 6p < 6o/(1 — a4(60)) < 1y ay(d0) < ay(60)/(1 —6p) < 1. Consideremos las
regiones

A = A(6o, ag(60)) = {(5, R)e[0,1] (3‘1(601)) G-1)< (%H)(s + 1},
- 0

B = B(80. a(60)) = { (6. R) € [0, 1] (aq((s‘)) ) 13R<(5q( 0))(6—1)}

0_

C= C(60,aq(60))—{(6R)€ 0,11 : R (%(;#)6” y R<(6"( 0))(5 )}
0

0

(6,R) € 01]2.R>(aq(6(‘;$)5+1 y R>(6q( 0))(5 )}

0

D = D(b0, aq(60)) =

y los segmentos

l:{(&,R):(Sos(SsL, R=(M)6+l},

1 — ay(d0) 00
GR):0<6<6, R=|2) ),
6o —1
representados en la Figura 4.3 con azul y rojo, respectivamente.
RA
1
aq(do) ]
1—50 D
aq(50) T
C
B
(SIO ;50 1 ]
l—aq(50)

Figura 4.3: Regiones A, B, Cy D, y segmentos /'y m.

Por la Proposicion 4.20 y el Teorema 4.21 tenemos que [ € U, y m C U,. Ahora, sea ¢, € [0, 1], si
(01, a4(61)) € C(00, ay(dp)) tendriamos que existe Ry tal que ay(R1) < Ry con (61,R;) en /o enm, de
aqui que (01,R;) € U, pero esto contradice la definicion de supremo; si (61, @4(61)) € D(do, a4(d0))
tendriamos que 61 > 0, a4(61) >0y

0p) — 1
aq(él) > (%)61 +1 y a'q((sl) ( :( O))(51 -1,

al despejar Ry obtendriamos que (69, @4(d0)) € C(d1,a4(61)) pero ya vimos que esto no puede suceder.
En resumen,

(01, @¢(61)) € B(60, @¢(60)), 161 = 6o, (4.24)

(61, 4(61)) € A(d0, @4(d0)), s161 < do.
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Asi las cosas, si fs, ¥ g5, son las funciones dadas por

(@g(60))(6—1)
oo—1

fﬁo(é) =
T G 50 < 6 < (1 - ag(6)

si0 <6 <0

)

(@4(60))(6—1)

8(ay(80)—1)+60 si0 <6 <6
g50(5) = {
o0—1

Siéo<6§1

tenemos que
J50(6) < @4(6) < gs,(0) para todo 6 € [0, 1].

Luego, por el Teorema del encaje
611’1? @y(0) = ay(o).
—00

Corolario 4.25. La funcion de Manin es continua en [0, 1].

Demostracion. Sear = 1—g~!. Por las cotas asintéticas de Plotkin y Gilbert-Varshamov tenemos que
o .
1-Hy0)<ay0)<1-- si0<d<r,
r
por la Regla de L’ hopital
lim H,(6) = lim (slog, (g~ 1) = 6log, 6~ (1 = §)log, (1 = §)) = 0,
luego, por el Teorema 4.5 y el Teorema del encaje obtenemos que
1i = .
5LI(I)1+ ay(0) = ay(0)

Este resultado junto a la cota asintética de Plotkin, el Corolario 4.23 y el Teorema 4.24 garantizan que
la funcién de Manin es continua en [0, 1]. O

Teorema 4.26. La funcion de Manin es estrictamente decreciente en [O, 1- q’l].

Demostracion. Sean 6y € [0,1 —g~') y 6; € [0, 1] tales que 6y < 6. Si 69 = O entonces ay(d0) = 1,
como 0 < ¢ se sigue, por la cota asintética de Singleton, que a,(61) < 1, por lo tanto a,(61) < @4(do);
si &g € (0,1 — ¢g~!) entonces por la prueba del Teorema 4.24, especificamente por (4.24), resulta

a’q((sO)
oo — 1

aﬂ&)s( )wl—n, (4.25)

ahora, como la recta m que pasa por los puntos (6o, @4(60)) y (1, 0) es decreciente tenemos que

aq(60) aq((SO) _
(60— 1)(51 -D< (50_ 1)(50— 1) = ay(d0),

por esto y (4.25) concluimos que a,(61) < @4(6p). En resumen, si 69 € [0, 1 — g ")y d €[0,1] son
tales que 6o < 01 entonces a,(01) < ay(dp), en particular tenemos que si 6g, 01 € [0,1 - q‘l] y 0p < 01
entonces a,(01) < a4(do). m]

Lema 4.27. (0,0) € U,.
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Demostracion. Por la prueba del Teorema 4.5 tenemos que {(5,0): 0 <6 <1 —¢g7'} C Uy, luego dado
r > 0 existe g tal que 0 < &g < ry (89,0) € Uy, sea r’ un entero positivo tal que

{(6,R) =60 +R2 < r'} C {(6,R) c VO +R2 < r},

como (69, 0) € U, tenemos, por la definicion de punto de acumulacién, que existe (a,b) € V, tal que
(a,b) # (60,0) y V(a — 60)* + b2 < ', luego (a,b) # (0,0) y

(a,b) {(6,R) VTR < r},

por lo tanto (0,0) € U,,. ]
Teorema 4.28. U, = {(6,R): 0<6 <1y 0 < R < y(9))}.
Demostracion. Se puede verificar facilmente que

UgC{6R):0<6<1y0<R<a,0).

Por la cota asintética de Plotkin tenemos que {(60,R0) 1= q‘1 <6<1,0<Ry < aq(éo)} C U,. Resta
verificar que {(0, Ro) : 0 < Ro < ag(0)} € Uy y {(60.R0) : 0 < g < 1 —q7", 0 < Ry < erg(80)} € Uy. En
primer lugar, veamos que {(60,R0) :0<op<1- q‘l, 0<Ry< a/q(éo)} C U,. Si Ry = 0 el resultado se
obtiene por la prueba del Teorema 4.5; si Ry = a4(6o) entonces por la Proposicion 4.20, (69, Ro) € Uy;

supongamos que 0 < Ry < a4(dy), asi por el Corolario 4.8, a,(60) < 1y 6o + a4(d¢) < 1, consideremos
los segmentos

l:{(é,R):éosésL Rz(M)(5+l},

1 = a,(50)° do
m:{(é,R):(Sos(Ss 1, R=( Ro )(6—1)},
So—1

representados en la Figura 4.4 con azul y verde, respectivamente. Observe que / y m se intersectan en el
punto

A= (A1 A) =( 6o(1 — Ry — dp) ’ (ag(50) — 1)(1 = Ry — o) 1)
((l’q(50) — 1)(60 — 1) — Rodo (a'q(60) — 1)(9 — 1) = Rydy

R

1 4
aq(do) T

RO T [ A
5o b0 1
1-aq(do)

Figura 4.4: Segmentos [ y m.
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Como A € [ se sigue, por el Teorema 4.21, que A € U,. Note que

do
00 <Al < —— y 0<A2<R0,
1 = ay(60)

asi, el Teorema 4.21 garantiza que

s:{(é,R):OS(SsAl,Rz( 42 )(5—1)}qu,
A -1

este segmento se representa en la Figura 4.5 con rojo. Como A € m tenemos que

Ro
Ar = A —1),
2 50_1(1 )

al despejar R de esta ecuacion obtenemos

Ro—(Al _1)(50 1,

de aqui que (6o, Ro) € s, por lo tanto (69, Ro) € Uj,.

R
1__
aq(do) T
Ro+ A
S
l—Oéq((So)

Figura 4.5: Segmentos [, m y s.

Ahora, veamos que {(0, Rp):0<Ry < (xq(O)} C Uy Si Ry = a4(0) = 1 el resultado se tiene por la
Proposicion 4.20; si Ry = 0 entonces por el Lema 4.27 se sigue que (0,Ry) € U,; supongamos que
0 <Ro<1,seae>0tal que Ry <1 —g, como @,(5)— 1 cuando 6 — 0* tenemos que existe M > 0 tal
que

I —e<ay6) siempreque 0<6< M,

sea 01 tal que 0 < 61 < M, luego, el Corolario 4.8, garantiza que a4(61) < 1y 61 + @4(61) < 1, asi
O0<Ry<l-e<ay61)<1y0<d; <61/(1—ay61)) <1, consideremos los segmentos

[ {(6,R):0<6<1, R=Roy(1-9)},

‘ ‘ 51 _ [ g(61) =1
m.{(d,R).(Sl Sés—l—aq(él)’ R_(—é1 )5+1},

representados en la Figura 4.6 con verde y azul, respectivamente.
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R
1__
aq(‘;l) T
1-ed
Ro+
A
(§1 5Il _ i (5
l—aq(51)

Figura 4.6: Segmentos [ y m.

94

Por el Teorema 4.21 se sigue que m C U,; por otra parte, [ y m se intersectan ya que 01 /(1 — a4(61)) < 1,
sea A = (A1, A) dicho punto de interseccion, asi A € U, note que 0 < A; < 1y 0 <A, < 1, luego, por

el Teorema 4.21

s:{((S,R):OsésAl,R:( 42 )(5—1)}qu,
A-1

este segmento se representa en la Figura 4.7 con rojo.

R
1+
O‘11(51) -+
1-e4
Ro
A
5'1 ‘;1 i 5
1-0q(01)

Figura 4.7: Segmentos [, m y s.

Como A € [ tenemos que Ay = Ro(1 — A1), al despejar Ry de esta ecuacién obtenemos Ry = Ap/(1 —Ay),

de aqui que (0, Rp) € s, por lo tanto (0, Ry) € Uj,.

O
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