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Resumen
El modelo de riesgo colectivo estudia la suma de un ntimero aleatorio de variables aleatorias,
en el contexto actuarial. Aunque no se conoce una solucién analitica general para la dis-
tribucion de probabilidad de la variable aleatoria correspondiente, es posible caracterizarla
a través del calculo de sus tres primeros momentos centrales y del anélisis de algunos casos
especiales que permiten soluciones analiticas. El proposito de este articulo es presentar
en forma integral, que hilvana y relaciona resultados dispersos en la literatura, un modelo
matematico de gran interés tanto por su contenido tedrico como por sus posibilidades de
aplicacion al manejo de riesgos en carteras de polizas de companias de seguros y en la
administraciéon de riesgos de todo tipo de empresa.

Palabras y frases claves: Riesgo colectivo, distribucién de pérdidas, teoria de riesgos,
pérdidas agregadas.

Abstract

The collective risk model studies the sum of a random number of random variables, in the
actuarial context. Although there is no known analytic general solution for the probability
distribution of the corresponding random variable, it is possible to characterize it in general
through the calculation of its first three central moments and in some particular cases by
analytic solution. The purpose of this article is to describe, in a comprehensive manner
that interweaves and relates results which are widespread in the specialized literature, a
mathematical model of great interest not only for its theoretical content but also for its
applications to the management of risk portfolios in insurance companies and different
other risks in almost any company.

Keywords: Collective risk model, loss distributions, risk theory, aggregate losses.
AMSC(2000): Primary: 62P05, Secondary: 60E05

1 Introduccién

“Una buena parte de la teoria de probabilidades se relaciona con la suma de
variables aleatorias independientes, y hay muchas situaciones en las que el
nimero de términos es en si mismo una variable aleatoria’[5]. Un ejemplo
actuarial de la realidad indicada por el profesor Feller es el modelo de riesgo
colectivo, variable aleatoria (v.a.) de génesis natural en el quehacer de los
seguros, que no deja de ser estimulante tanto para el investigador teérico
como para el aplicado, pues a pocos pasos de iniciado su estudio manifiesta
su complejidad analitica que conlleva al uso general de los métodos numéricos
de la simulacién para su aproximacion.

A pesar de no existir solucion analitica general para su distribucion de
probabilidad, es posible calcular algunos casos particulares basados en la
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por César Escalante C. bajo la direccion del Profesor Gerardo Arango O.
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clausura bajo convolucion de algunas familias de distribuciones. Esto se hace
en la ultima parte del articulo, luego de la caracterizacién tedrica general del
fenémeno en estudio.

Desde el punto de vista de una empresa aseguradora, considérese una
cartera conformada por un ntmero no especificado de pélizas observadas en
conjunto, sin distinguir una de otra. Desde el punto de vista de una industria,
un nimero no especificado de unidades homogéneas expuestas a una misma
amenaza o peligro (danos de maquinaria, por ejemplo).

Sea la v.a. no negativa N, ntumero de reclamos o pérdidas acaecidos en un
lapso de estudio [0, ¢]; un afio, por ejemplo. Sea la sucesion de variables aleato-
rias (v.as.) no negativas X, Xo, X3, ... independientes e idénticamente
distribuidas con funcion de distribucion (f.d.) comtn F(z) = Pr(X < z)y
funcion de densidad de probabilidad (f.d.p.) f(z). Lav.a. X; (1 =1,2, ...)
representa la cuantia o severidad de la j—ésima pérdida individual. Todas
las v.as. X; son a la vez independientes de N ([2], [5], [6], [7], |9], [10]).

El total de pérdidas agregadas (anuales) se obtiene entonces a través de

la v.a.
N

S:SC01:X1+X2+...+XN:ZX]' (1)
j=1

y corresponde al denominado modelo de riesgo colectivo. En contraste, en el
modelo de riesgo individual se estudia la v.a.

n
j=1

donde el nimero n es fijo y corresponde al nimero de pdlizas de la cartera en
estudio, o bien, el nimero de maquinas de una industria sometidas a riesgos
més o menos homogéneos (desde el punto de vista de la causalidad) y donde
no es necesario que las v.as. X, sean iguales en distribucion, y si lo son,
se denomina modelo de riesgo individual homogéneo. Otra posibilidad de
interpretacion es

Sind _ Scol 1 + Sc012 4t Scoln _ Zn Scolj
j=1 '

En lo sucesivo, el articulo se refiere al modelo de riesgo colectivo, a no ser
que se especifique algo distinto.

2 Distribucién de probabilidad de S = §¢°!

En esta seccion se estudia la distribuciéon de las pérdidas agregadas asociadas
al modelo de riesgo colectivo (1).
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Laf.d. de S es
Fs(x) =Pr(S <x)

= ZPr(N =n)Pr(S <z|N =n)

(o)
= paPr(Xi+ Xo+ -+ X, < [N =n)

n=0

=3 P (@), 3)
n=0

donde F () = Pr(X < z) es la f.d. comiin de las v.as. Xy
F*"(z)=Pr(X1+---+ X, <z|N =n)

es la n—ésima convolucion de F' ([2], [7], [8])-

Cuando N sigue un modelo Poisson, se dice que S tiene distribucién com-
puesta de Poisson!. Este modelo particular es de capital importancia en el
estudio del problema clésico de la ruina de un asegurador ([6], [7], [12]).

En general la n—ésima convoluciéon de F' se obtiene como sigue: Para

n=20
0, <0
*0 _ )
E (m){ 1, 2>0

Paran=1,2,...
F (2) = / FY0 (2 — ) dF (y).

Si X es una v.a. continua no negativa (como en el caso en estudio), entonces:
Paran =1
F*l(z) = F(z).

Paran =2,3,...

F* (z) = /0 CFD (o~ y) £ (y) dy.

En efecto, la variable de integracion y queda restringida al intervalo [0, z]
porque la v.a. X toma solo valores no negativos y su f.d.p. es

d
= { gFam. vss

0, en otros casos

! Algunos autores exigen, para la distribucién compuesta de Poisson, que las v.as. X;(j=
1, 2, ..., N) tengan distribuciéon gamma. No es el caso en este articulo.
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Y, por diferenciacion,

*7 d *7, * *(n—
£ @) = P @) = [0 @) ) d
€L 0
Asi, la f.d.p. de S es

fs (@) =Y paf*™ (2). (4)
n=0

En resumen, la f.d. de S viene dada por (3) y, si la v.a. X es continua no
negativa, entonces su f.d.p. queda determinada por (4).

3 Calculo de los tres primeros momentos centrales de S

Para una v.a. cualquiera Y se define el k—ésimo momento respecto del origen
como

pyp=E (Yk)

y cuando no hay ambigiiedad, la notacion se simplifica a uj, sin especificar
la v.a. Y. Asi, la media de Y corresponde a su primer momento respecto del
origen: puy = pi, = E(Y).

De forma similar, el k—ésimo momento central de Y se define como

pyk =E [(Y - W)k}

y cuando no hay ambigiiedad, la notacion se simplifica a ug. De esta manera,
la varianza de Y corresponde a su segundo momento central:

Var(Y) =02 =E [(Y - ,Lty)ﬂ = [y2,

que, con un poco de algebra y aplicando algunas propiedades bésicas de la es-
peranza, también se expresa en términos de los momentos respecto del origen:
2 2
oy = Wy — (k)" ([7], [9])-
El calculo de los tres momentos centrales de S se hara a través de su
funcion generadora de probabilidades.

Definiciéon 1 (Funcion generadora de probabilidades). La funcion ge-
neradora de probabilidades (f.g.p.) de una variable aleatoria Y con f.d. F, se
define por

Py (2) :E(zy) :/00 2YdF (y), 2 >0

oo

siempre que la integral exista ([9]).
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Si una v.a. tiene f.g.p., ésta es tnica, y dos v.as. con igual f.g.p. tienen la
misma, distribuciéon de probabilidad. Para una variable aleatoria cualquiera
Y con esperanza finita, se verifica

d

Py (1) = pas (2) - E(Y2"Y_, =E®Y) (5)
y de manera analoga,
RO)=E[YY -1 _ =E(Y?*)-E(®Y). (6)

En particular, por ser N una v.a. discreta, su f.g.p. es
oo oo

Py (2) = ZPr (N=n)z"= anz”.
n=0 n=0

Més especifico aun, cuando N se distribuye Poisson, su f.g.p. es

P _ o € AT n _ _Mz—1) 7
(@) = 30 N = ), )
n=0 ’

Proposicion 2. La f.g.p. de S, denominada funciéon compuesta (/7/, [9]), es
P (z) = Py [Px (2)]. (8)
Demostracion. Debido a la independencia de las v.as. X, se verifica

Ps(z)=FE (zs) = E (ZX1+---+XN)

o0
= ZPr (N =n) B (TN =n)
n=0

:anE HZXj = pn\PX(Z)'”PX(Z)
n=0 Jj=1 n=0 n factores

=3 pa (P @ =B { [Px ()"}
n=0

= Py [Px (2)].

Lo que justifica el nombre de funcion compuesta para la f.g.p. de S. O
Proposicion 3. Los tres primeros momentos centrales de S son
E(S)=ps=pun-px =E(N) E(X) (9)
Var (S) = pn - pxz2 + e - (px)? (10)
g3 = E [(S — us)ﬂ = pN - pxs + 3uNe - px - pxe + pvs - (ux)®, (1)

donde el primer subindice indica la variable y el sequndo (de los que lo tienen)
el orden del momento centrado ([7]).
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Demostracion. Las dos primeras derivadas de (8) son

Pg(z) = Py [Px (2)] - Px (2)

P (2) = Py [Px (2)] - P (2) + [P (2)]" - P [Px (2)].
Por tanto, aplicando (5) y la primera derivada de (8), se obtiene
E(N)

——
E(S) = Ps(1) = Py [Px (1)]- Px (1) = E(N) - E(X)

con lo cual se justifica (9). Para probar (10), primero se calcula E(S?%) a
partir de (6) y la segunda derivada de (8) como sigue

E(58%) =Pi(1)+ E(S)

= Py [Px ()] -P% (1) + [Py (D]” Py [Px ()] +E (N) - B (X)
N——— —— N—_——

B) [BEOP? '
= E(N) [E(X?) - E(X)] + [E(X)][E(N?) - E(N)]
+E(N)-E(X)

y en consecuencia
Var (S)=E (S*) - [E ($)”
= E(N)-Var(X)+ Var(N)-[E(X))?
= uN px2 + N2 (NX)2

con lo cual se prueba (10). Una demostracion diferente de los dos primeros
momentos aparece en (|[11]). Por tltimo, calculos similares conducen a la
demostracion de (11). O

En particular, si N tiene distribucién de Poisson con paridmetro A, en-
tonces ([5], [7], [8]) los tres primeros momentos de S = S son

E(S)=\-E(X)

Var (S) = A {Var (X)+[E (X)]Q} =\ E(X?)

pss = FE [(S - MS)3] =A [st +3ux - px2 + (NX)S} :

Observacion. Al presentar el modelo general estudiado en esta seccidén para
la distribucion de S correspondiente al modelo de riesgo colectivo (1) y al
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mencionar la posibilidad de estudiar el modelo de riesgo individual homogé-
neo correspondiente a S™4, se afirmé que se consideraba que las cuantias
de las pérdidas individuales X (en ambos modelos) eran independientes e
idénticamente distribuidas. Pues bien, cuando se renuncia a la hipotesis de
independencia, la matematica necesaria para el estudio de S se vuelve méas
compleja, y se incursiona en el terreno de los 6rdenes estocésticos. Para hac-
erse una idea mas precisa, el lector puede consultar el articulo (|3]) donde, en
particular, se demuestra que cuando hay dependencia entre parejas de ries-
gos, la prima stop-loss® aumenta con respecto a cuando hay independencia.
No obstante, a pesar de tal dependencia, la prima stop-loss esta acotada su-
periormente por un caso extremo de dependencia denominada comonotonia.
El estudio de estos modelos con dependencia esté por fuera del alcance del
presente articulo.

4 Algunos resultados analiticos para la distribucién de S y otras
propiedades particulares

Como se observa, la distribucién compuesta de probabilidad de S = S es
de alta complejidad para el manejo analitico general, lo que conduce a usar
métodos numéricos para su tratamiento. No obstante, se dispone de ciertos
resultados analiticos.

En la primera parte de esta seccién se presenta el concepto de familias de
distribuciones cerradas bajo convolucién y se aplica a la distribucion de S.
En las tres siguientes partes se estudia la f.d. de .S, con supuestos sobre las
distribuciones de N o X. Se finaliza presentando la clausura de la suma de
v.as. con distribuciones independientes compuestas de Poisson.

4.1 Familias de distribuciones cerradas bajo convolucién

Una familia de distribuciones es cerrada bajo convolucion cuando al sumar
miembros independientes e idénticamente distribuidos, se produce un miem-
bro de la misma familia. Adicionalmente, en ocasiones, para una familia
paramétrica de distribuciones, la parametrizacién cumple la siguiente propie-
dad: al sumar n miembros de la familia se obtiene un miembro de la misma
tal que uno de los pardmetros no cambia, y el resto quedan multiplicados por
n.

Para determinar la distribuciéon de S = Z;V: 1 X cuando las cuantias de
las pérdidas X tienen esta propiedad, se procede como sigue:

La condicién significa que si fx (z; a) es la funcién de probabilidad o
de densidad de cada X, entonces la funcién de probabilidad de Zjvz 1 X es
fx (z; na). En consecuencia, de (4),

2La prima stop-loss para los riesgos (v.as. no negativas) Xi y X2 se define por
E [méx{X1+ X2 —d, 0}] = E [(X1 + X2 — d)+] para toda retencion o deducible d > 0.
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oo oo
fs (@)=Y pufi (@3 0) = Y pufx (55 na) (12)
n=0 n=0
y se elimina la necesidad de evaluar la convolucién. La distribucién gamma
es cerrada bajo convolucion y goza de la propiedad mencionada (|2], [7], [9]).
Es bien conocido que la funcion generadora de momentos (f.g.m.) de una
via. X es Mx(z) = E (eXZ). La relacion entre la f.g.p. con la f.g.m. es
inmediata ([7], [9]): Px (e*) = Mx (z).
SeaY = X7+ X9+ -+ X, la suma de n v.as. independientes e idénti-
camente distribuidas con f.d.p. comin gamma (6, «)

(2/0)" e **

Ix (x;0,0) = fx (z) = 2T (a)

y f.gm. Mx (z) = (1—62z)"“ Entonces la f.g.m. de Y es

My (2) = B [eS04502) — p(eX12) . p (eX09)
= Mx ()" =(1-02)"°

que corresponde a la f.g.m. de una v.a. con distribucién gamma (0, na), luego
la familia es cerrada bajo convolucion y goza de la propiedad mencionada.

En particular, como la distribucién exponencial es un caso especial de la
gamma con « = 1, entonces se obtiene que la suma de n v.as. exponenciales
independientes con media 6 es una v.a. gamma (6, n). Este resultado se usa
en la siguiente seccion.

4.2 Cuantia de pérdidas individuales exponencial

Bajo los supuestos del modelo de riesgo colectivo, supéngase que las cuantias
de las pérdidas individuales X; siguen el modelo exponencial con media 6.

Del ultimo resultado de la seccidon anterior se sigue que la f.d. de X; +
-+ X, es

z/6
PY(X1++Xn S(E) :F*n (I) = ﬁ/ﬂ tn_le_tdt (13)

-r(n:)

esto es, la funcion gamma incompleta. En ([7]) se prueba que para valores
enteros de n (como ocurre en el presente caso), el valor de I' (n; ¢) se obtiene
en forma exacta segin la ecuacion

n—1 ,;
tle !
I'(n; t)zlfz ¢
=0

T n=123,... (14)
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es decir, la f.d. de X7+ ---+ X,, es la cola de una distribucién de Poisson de
parametro z/6. En consecuencia, de (3), (13) y (14),

oo (e.0)

n=0 n=1
n-1 J —x/0
_p0+zpn ( ; )*p()‘f'zpn 12%
=0
= —I/" . x>0 (15)
n=1  j=0
— 1 _ —x/f 56/9 -
1—e jzo i nz

— —z/QZP 1‘/0 . >0,

o o0
donde Pj= > p,, j=0,1,2,...
n=j+1
En particular, si N tiene distribucién binomial con parametros (m,q),
entonces, de (15) se obtiene

>0  (16)

m nfl
Fs(w)zl—ex/92<7:) 1—qmnz
n=1

j=0

Por otra parte, a partir de (12) y suponiendo que N tiene distribucion
logaritmica® con parametro 3, a continuacién se presenta el calculo de la
funcion de densidad de S:

= anfx (5 n)

o0 xnflef:r/G
nzln (1+6)" ln(1+ﬁ) Ton (n—1)!

_ e~z/? ool|: Bx :|n
7xln(1+ﬁ)n:1n 6(1+p)]

4.3 Distribuciéon compuesta geométrica-exponencial

Antes de entrar en el tema central de esta seccion se requiere introducir el
concepto de mixtura n—puntos y presentar una mixtura 2—puntos especial.

3 — k) — " —
Pr(N—k)—m, k—1,2,
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Definiciéon 4 (Mixtura n—puntos). Una variable aleatoria M es una miz-
tura n—puntos de las variables aleatorias X; con funciones de distribucion
Fx;,(j=1,2,...,n) sisufd esFy(y) =alFx, (y) +aalx,(y) +---+
anFx, (y), donde a; >0, (j=1,2,....n) yai+as+---+a, =1 ([7)).

F) (y) es una funcion de distribucion. En efecto, cuando y — oo, entonces
Fay(y) — 1, pues a1 + a2 + -+ + a, = 1. Cuando y — —o0, entonces
Fuy(y) — 0, pues para j = 1,2, ..., n, Fx, (y) — 0. Por tratarse de una
combinacion lineal de funciones continuas por la derecha, entonces Fj (y)
es continua por la derecha. Por ultimo, Fj; (y) es no de creciente, pues
a; >0, (j=1,2,...,n).

La f.g.m. de la mixtura 2—puntos F (z) = ¢ Fi(x) + (1 —90) Fr(z),
(6 > 0) de una v.a. degenerada X; con probabilidad 1 en X; = k y f.d. Fi,
y una variable aleatoria Xo con media v y f.d. exponencial Fy es ([4],[7]):

1

1—vz

M (2) =6eF* +(1-96)

En efecto, la f.g.m. de Xi es My (z) = €* ([1]), y como la f.g.m de X5 es
M5 (z) = 1/(1 — vz), en consecuencia, la f.g.m. de la mixtura 2—puntos es
entonces

M(z)—/oo T dF (2 )—/oo Td[SF) () + (1 ) F ()]

oo

=35 / e“dF, (z) + (1 — 0) / ~ 22dF, ()

= 6M, (2) + (1 —0) My (2)
1

_ kz 1—
de 4 ( 5)17%2

En particular, para k = 0, se obtiene

M(z)=6-1+(1-0)

17
1-vz (17)
Bajo los supuestos del modelo de riesgo colectivo, si la frecuencia de pér-
didas N tiene distribucién geométrica con parametro 3y f.g.p. Py (z) =
[1—B(2—1)] 7! y las cuantias de las pérdidas individuales X; siguen el
modelo exponencial con media 6, entonces la f.g.m. de S = Z;VZI X es

Ms (z) = Ps (€®) = Py [Px (€*)] = Py [Mx (2)]
1 o, B 1
1=5 (e —1) 1FB THET-00+)

1-60z
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y corresponde, segn (17), a la mixtura 2—puntos de una distribuciéon dege-
nerada con probabilidad uno en cero y una distribucién exponencial con media
6 (1+ ). Por tanto, la f.d. de S es

X

B
R b [‘m] r=0

funcion con un salto en 0 y continua en el intervalo (0, +00).

Fs(xz)=1

4.4 Distribucién compuesta binomial negativa-exponencial

Bajo los supuestos del modelo de riesgo colectivo, si la frecuencia de pérdidas
N tiene distribucién binomial negativa* con parametro entero r y las cuantias
de las pérdidas individuales X; siguen el modelo exponencial con media 6,
entonces ([7], [12]) la f.g.m. de S = Z;VZI X es

Py (2) = [1+

es la f.g.p. de una nueva v.a. N con distribucién binomial con parametros r
yB/(1+6),y M (2) =[1—60(1+8)2 " eslafgm. deunanueva v.a. X
con distribucién exponencial con media 6 (1 + 3).

En consecuencia, para las nuevas v.as. N y X con las que se calculara la
f.d. de S, se verifica

r ﬁ n 1 T—n
me () (55) (3) - momeo

y, por (14)

F (@) =T ( m)
_1 § {z/10(1+B)]} exp{—x/[0(1+3)]}

J!

Jj=0

_ r k
4Funcion de probabilidad pr = < k+£ L ) (ﬁ) (%) , k=0,1,2,...,6>0

ytgp. P(2)=[1—p8(z—1)] ". También es llamada distribucién de Pascal.
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De esta manera se obtiene, de (16),

Fs(z) =1 — exp [—ﬁ]

3 (n> <1fﬁ>"<1iﬁ>r—".§{m/[e<;!+m1}j

n=1

para z > Q.

Es importante observar que, como la distribucién geométrica es un caso
particular de la binomial negativa con r = 1, la distribuciéon de probabilidad
de la compuesta geométrica - exponencial se obtiene a partir de la compuesta
Pascal - exponencial. El caso particular se present6 con el &nimo de introducir
otras herramientas analiticas ttiles en esta disciplina.

4.5 Suma de distribuciones compuestas de Poisson

En la presentacion del modelo de riesgo colectivo se definié la distribucion
compuesta de Poisson como aquella en la cual la v.a. frecuencia de pérdidas
anuales N sigue la ley de Poisson y las cuantias de las pérdidas individuales
X cualquier distribucién de probabilidad no especificada.

La siguiente proposicién indica que al sumar v.as. independientes com-
puestas de Poisson, se obtiene otra variable compuesta de Poisson ([2]).

Proposicion 5. Si Si, So,..., S, son variables aleatorias independientes
y cada una con distribucion compuesta de Poisson con pardmetro X\; y f.d.
Fj, (j=1,2,...,m), entonces S = S1 + So + --- + Sy, también tiene dis-
tribucién compuesta de Poisson con pardmetro \ = Z;nzl Ajy fd F(x)=

> oie1 (A /A) Fj ().

Demostracion. La f.g.m. de cada Sj, (j=1,2, ..., m) es

Mg, (z) = Pn, [ Mx, (2)] = exp{X\;j [ Mx, (2) — 1] }.

Por el supuesto de independencia de S1, Sa,..., Sy, la f.g.m. de S es

entonces

Mg (2) = [ Ms; (2) =exp{ DA [Mx; (2) — 1]

j=1 j=1
=exp{ A ZXMXJ () —1
j=1

que corresponde a la f.g.m. de una distribucién compuesta de Poisson con
parametro A = Y"1, Aj y f.d. F'(2) =370, (Aj/A) Fjj (z), correspondiente a
una mixtura m—puntos. O
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