SOBRE ALGUNAS TECNICAS DE
REMUESTREO:
El Metodo de ”JACKKNIFE”

Roberto Behar Gutiérrez, Profesor Titular
Mario Yepes Arango, Profesor Asociado
Dep. de Informacién y Sistemas

Universidad del Valle
Cali - Colombia

RESUMEN

En el presente trabajo se hace una presentacién y revisién de la tecnica de estimacién ”jackknife” introducida por QUE-
NOUILLE. Se examina el papel que juega esta técnica en la reduccién de sesgos, en la estimacién de varianzas, en la estimacién
por intervalos y en la estimacién de funciones no lineales de los pardametros de un modelo lineal.

Se presenta ademas un estimador tipo ”jackknife” para el sesgo de un amplio conjunto de estimadores y se compara el
desempeno del ”jackknife ordinario” y el "jackknife agrupado” en la reduccién del sesgo.

La bibliografia mencionada representa una buena parte de los trabajos publicados sobre la metodologia Jackknife.

1 INTRODUCCION

En algunas ocasiones se presenta dificultad para encontrar estimadores de un pardmetro § que posean pro-
piedades deseables como insesgamiento y precisién; ademads, cuando se dispone de un estimador sesgado,
generalmente no se dispone de metodologia para la estimacién del sesgo. Otras veces, se dispone de un
estimador insesgado pero no se conoce una expresién cerrada para su varianza o para un estimador de la
misma, lo cual obliga a realizar aproximaciones de distinta naturaleza, las cuales no producen los resultados
mas deseables. :

Para el modelo de regresion lineal, en lo que respecta a la estimacion de parametros, existe un gran desarrollo,
basado en la teoria general de los modelos lineales, lo cual proporciona muy valiosos recursos para resolver
problemas de estimacién y pruebas de hipétesis, sobre funciones lineales de los parametros; sinembargo en no
pocas oportunidades y en variadas disciplinas es de interes corriente la estimacién de funciones no lineales de
los parametros de un modelo lineal, lo cual introduce una complicacién que es necesario estudiar; una solucién
simple que algunos adoptan es usar como estimador de la funcién pardmetrica:

p 6 = h(B)

B
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el estimador natural:

8 = h(B)
donde J es el estimador de minimos cuadrados del modelo lineal original. Sinembargo, el estimador h(ﬁ) no

siempre tiene propiedades Qeseables importantes y su bondad depende mucho de la naturaleza de la funcién
h(*); en particular: 8 = h(f5)

no es, en general, insesgado para el parametro de interés: 6 = h()

Estos problemas y otros que podran deducirse en la descripcién de la tecnica, son resueltos o por lo menos
atenuados al usar el metodo de estimacién ”jackknife”, cuando se cumplen algunas condiciones, que al parecer
no son muy restrictivas.

Un ingenioso dispositivo para reducir el sesgo de un estimador fué propuesto por Quenouille (1949); su idea
fué explorar las propiedades de un estimador construido a partir de un estimador dado, t, de un pardmetro
6. Quenouille sugirié ”cortar” la muestra en dos submuestras de igual tamafio y evaluar en cada una de
ellas el estimador inicial ¢, obteniéndose asi los valores t; y t2, los cuales se combinan en una sola expresién,
generando, de esta manera, un nuevo estimador al que le estudio sus propiedades, observando que para cierto
tipo de estimadores t, sesgados, se obtenian grandes mejoras en cuanto a reduccién del sesgo. Posteriormente,
Quenouille (1956), generalizé su idea y propuso la subdivisién de la muestra en g grupos de tamano h, n=gh,
y explor6 su aplicabilidad general. TUKEY (1958) avanzé en el hallazgo de propiedades distribucionales
aproximadas para el estimador de Quenouille, lo cual permite realizar a partir de este, estimaciones por medio
de intervalos de confianza. Ademas, el propio Tukey popularizé una valiosa aplicacién para este tipo de
estimador, la cual se basa en propiedades de la varianza del estimador de Quenouille con respecto a la varianza
del estimador original ¢, las que puedan usarse para la estimacién de esta iltima, con base en la primera. Esta
aplicacién ha permitido resolver muchos problemas de muestreo.

Esta tecnica para generar estimaciones, debido a que el procedimiento de construcién requiere del corte de la
muestra en submuestras se le ha llamado el método ”jackknife” (cuchillo de cortar carne) y con este nombre se
ha hecho popular en la literatura cientifica. A pesar de que esta tecnica surge en los afios cincuenta, solo tiene
popularidad en las dltimas dos decadas, debido a que su cédlculo requiere de una adecuada infraestructura de
computo. El desarrollo de la informatica ha permitido su mayor aplicabilidad y sobre todo, ha permitido la
intensificacién de la investigacién empirica de sus propiedades a traves de la simulacién.

[ —
———— ot

Poco a poco el método de estimacion ”jackknife” ha ido penetrando en todas las areas de la estadistica,
convirtiéndose asi, en un tema de actualidad en la mayoria de las revistas cientificas de estadistica y otras
ciencias que hacen uso intensivo de estimaciones, basta leer el libro de SEBER (1982), para notar las miltiples
referencias sobre este tema en aplicaciones relacionadas con la estimacién de la abundancia animal.

En lo que respecta a sus aplicaciones en lo relacionado a funciones no lineales de parimetros del modelo lineal,
debe mencionarse a HINKLEY (1977) y varios més. Sin pretender ser exhaustivos, se mencionaran algunos
nombres de investigadores que adicionalmente a Quenouille y Tukey, han estado ligados al desarrollo tedrico
de esta tecnica de estimacion; ellos son J.N.K. RAO (1965), RAO Y WEBSTER (1966), TIN (1965), P.S.R.S.
RAO (1974), P.S.R.S. RAO Y J.N.K RAO (1971), MILLER (1964 , 1968 , 1974 b), SCHUCANY - GRAY -
OWEN (1971), DUNCAN (1978), D. KREWSKI Y J.N.K RAO (1981). M4s recientemente estan los trabajos
de J. SHAO Y C.F.J. WU (1986), C.F.J. WU (1986, 1987) y los de EFRON (1981, 1982, 1985).
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2 DESCRIPCION DEL METODO

Sean Y1,Y3,...,Y, una muestra aleatoria y ¢ un estimador del pardmetro @, basado en la muestra de tamaio
n.

Denotemos t; al estimador ¢ evaluado para los (n — 1) elementos que quedan despues de separar el i-ésimo
elemento de la muestra:

ti:t()llaYQ_,"-’}/i—lv)/H—l""7}"n) (1)

/

A i .
si=nt—(n—-1);, i=1,...,n " (2)
se le llama i-ésimo pseudovalor.
El estimador ”jackknife” de 6 asociado al estimador inicial ¢ y a la muestra Y7,Y5,...,Y},, es el promedio de
estos pseudovalores: | ——n
1 n
tr=—D si . (3)
n -
=1
Si
1 n
to=2 (4)
et
entonces:
ty=nt—(n—1)t. (5)

ue es, tal vez, la forma mas usual de expresar el estimador ”jackknife”.
9 9

Conviene destacar, con base en lo anterior, que para obtener estimaciones ”jackknife” se requiere un procedi-
9 b
miento de estimacién inicial ¢t y realizaciones de la muestra aleatoria:

, Procedimiento
t ;1/13 PARRR )/n == ”jackknife” =ty

Segun Miller (1974), los terminos: ”pseudovalores” para referirse a los sis y estimacién ”jackknife” para
referirse al metodo de estimacién ideado por Quenouille, fueron acufiados por Tukey (1958).

Ya se habia mencionado que Quenouille (1956) sugirié una generalizacién de su procedimiento de estimacidn,
hoy conocido como ”jackknife agrupado”, para el cual se supone que:

n=g.h (6)
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es decir las n observaciones se organizan en g grupos, cada uno de tamaio h.

Sea t; la estadistica t, calculada con las observaciones que quedan despues de remover el i-ésimo grupo (i =
1,...,9), de la muestra.

Ahora los pseudovalores son:

si=gt—(g-1t; i=1,...,9 (7)

y el estimador de ”jackknife” agrupado:

iy = — CH (8)

ty=gt—(9-1)t. (9)

donde:

Notese que el procedimiento de estimacion ”jackknife” es un caso particular del procedimiento de ”jackknife
agrupado”, cuandog=ny h = 1.

Este método requerird menos esfuerzos de computo a medida que g se hace pequefio (h grande). Por tanto,
se debe tratar de adoptar el estimador de ”jackknife agrupado” que tenga las mayores propiedades deseables
con el g mas pequeiio posible.

3 APLICACIONES

En la introduccién, se hizo referencia a varias aplicaciones de la tecnica de ”Jackknife”. A continuacién se
presentan, sin pretender ser exhaustivos, las que se refieren a reduccion y estimacién del sesgo, estimacién de
la varianza de un estimador, construcciéon de intervalos de confianza, estimaciéon de funciones no lineales de
pardametros en un modelo lineal.

3.1 REDUCCION Y ESTIMACION DEL SESGO

Supongamos que el estimador ¢ para el parametro 6 , tiene un sesgo de la forma:

B(t) = sesgo (t) = Z Z—}; (10)
k=1

az as

=L By
T n w2 opd
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donde ay,a,,...,

Sea t; el estimador
}/1 ’ ),23 o0 sy

COomo:

entonces:

Luego:

=0(-)

S|~

son constantes independientes del tamafno de la muestra, n.

E(ty) = E[gt—(9-1)t.]

=g El)-(9-1) E.)

E(t) = 6+ B(t) = 9+k§=:1 %
R 1.
E(t.) = E[—Zt,-] = =Y E(t)
gi:l =1
[e o] ak
E(t) = 0+;h’°(g o 0 1,2,...,9
Et) = li[ui a4
g t=1 k=1 hk(g l)k

Et.) = sz_:-lhk(g— G

E(tJ) = - 1)2 hk g—l k
84 ¥ ety = e ]
>, ag 1 1
:0+k§2}fk[gk-1 (_1)L1]
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?jackknife agrupado” de @ correspondiente al estimador t y a la muestra aleatoria
Y,, , con base en g grupos de tamaiio h, (n = gh), y considerese su valor esperado

(12)
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k=2 B (g - 1)k_1
si hacemos:
gk
b = a
k (lk [g (g_l)k_l ] (14)
Obtenemos:
E(t;)) =6 + Y — (15)
k=2 "
1
Por lo tanto, el sesgo de ty,
B(ty) = E;E (16)
k=2
1
= 0 ()

es de orden ;17

En consecuencia el procedimiento de estimacién ”jackknife agrupado”, ts, conlleva una mejora substancial,
sobre el procedimiento de estimacion ¢ , en lo que al sesgo se refiere, ya que t tiene un sesgo de orden %

Resumiendo: Para cualquier estimador ¢ de un parametro # con un sesgo de la forma (10) de orden ;1;, el
estimador ”jackknife agrupado” correspondiente, tiene un sesgo de orden ;};, es decir, elimina el término (%)
del sesgo de ¢ . ‘

Esta propiedad de la estimacién ”jackknife” es de suma importancia, ya que existe una amplia coleccién de
estimadores con sesgo de la forma (10), (Quenouille 1956).

En situaciones en las que el sesgo de t no es de la forma (10) o en las que no se tiene idea de su estructura,
bien vale la pena plantear estudios amplios para observar el desempeifio del estimador ”jackknife”.

OBSERVACIONES:

(a) ESTIMACION DEL SESGO:
La expresién (9) del estimador ¢t se puede reescribir en la forma:

ty =t - (g=1)(t.~1) (17)

Ahora, se desea evaluar ¢ valor esperado de (g — 1)(t . — t):
Ellg-D@.-0)] = (9-1) [E(t.) - E(t)]
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k=2 T (g
ay o~ Ck
L k=2 B

( haciendo,cx = ag| (__gl_’;k—_l -(@-1D

g

como se puede observar:
1
no

Elg-1)(t.-1] = 2 + 0 ()

que es de la misma forma del sesgo de t.
Este hecho llevé a algunos autores como Efron y Stein en 1981, a llamar a:

B(ty=(g-1)(t.-1)

estimador Quenouille o ”jackknife” del sesgo de t.
En (17) es interesante notar que: t; lleva incorporado el estimador del sesgo de ¢; en forma mds

precisa: ~
ty=t— B(t)

es decir, el estimador ”jackknife” correspondiente a t, es igual al estimador original ¢ menos el
estimador ”jackknife” del sesgo de t.

?JACKKNIFE ORDINARIO” vs "JACKKNIFE AGRUPADO”, EN LA REDUCCION DEL SESGO:

Es evidente que los resultados obtenidos en la presente secciéon para el ”jackknife agrupado” son
validos en el caso particular ¢ = n y (h = 1), que corresponde al ”jackknife” ordinario.

Por otra parte, se habia mencionado que los ”esfuerzos” computacionales para el calculo de las
estimaciones ”jackknife”, son mayores a medida que g tiende a ser n, (es decir, a medida que el
”jackknife agrupado” se ”parece” mds al ordinario), y ahora se ha verificado que, sin importar el
valor de g, el sesgo del estimador ¢; es de orden ;12- Por qué entonces no tomar siempre g = 2, 0 el
menor valor posible de acuerdo con n ?

Para aclarar esto, vale la pena re-examinar el término genérico del sesgo de t;:

be _ m [g — g ]

nF nF (g — 1)F1
Como se puede notar este término no solamente depende de g, sino que disminuye en valor absoluto,
cuando g crece arbitrariamente.
Esto significa que a pesar de que todos los t/;s tienen sesgo de orden ;17, el valor absoluto de dichos
sesgos disminuye a medida que g aumenta.

La decisién entonces es adoptar un valor ¢ "de equilibrio” con el cual las mejoras desde el punto de
vista del sesgo, no compensen los costos computacionales adicionales, al aumentar g.

3.2 ESTIMACION DE LA VARIANZA DE UN ESTIMADOR

Supéngase que el estimador ¢ del parametro # tiene propiedades deseables, sin embargo, debido a la relativa
complejidad del modelo que involucra a 8, o por la estructura del método de muestreo, se dificulta encontrar una
expresién para la varianza, V' (t), del estimador. Se presenta ahora una manera de aproximarse al conocimiento
de la varianza V(t).
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Seaty = nt — (n—1)t. elestimador ”jackknife” del pardmetro §. Donde los simbolos tienen la misma
interpretacion dada en la descripcion del método.

Quenouille (1956) demostré que bajo ciertas condiciones no muy restrictivas para la funcién que define el
estimador ¢, se cumple que:

C'u=0z[1+0(%)] (18)

Lo cual muestra la coincidencia asintética de V(t;) con V(1).

Este hecho se utiliza para usar estimadores de V(¢;) como estimadores para V (), siendo mayor la aproximacién
a medida que la muestras se hacen grandes; asi pues, puede escribirse que:

V@) = V(ty) = ;(—nl_—l) i (si — 1,2
=1

o en la forma mas general, cuando el ”jackknife” se calcula con base en el corte de la muestra en g grupos:
g

V(t) = g(gl—l) ;(8;—t.})2

al reemplazar a s; y t7 en funciéon de t; y t . , puede probarse que:

V(t) = (9; ) Zg: [t: —t .]2
i=1

de esta manera se presenta una solucién al problema planteado.

3.3 CONSTRUCCION DE INTERVALOS DE CONFIANZA

Otra utilidad de la tecnica de Jackknife es la posibilidad de construir intervalos de confianza aproximados para
el parametro 6. Tukey (1958) mostré que los psendovalores:

si =gt —(g-1)t
si se supone que son independientes, generan la cantidad pivotal:

£y = B

[ ;o O (s — t)2 ]2

la cual tendria aproximadamente distribucién t-student con (g—1) grados de libertad y por lo tanto se distribuye
aproximadamente normal estandar cuando g se hace grande, caso en el cual tiene mas validez el supuesto de
independencia de los psendovalores s;. Simembargo cuando este supuesto no se cumple la distribucién no tiene
buena aproximacién a la t-student con (g — 1) grados de libertad, aunque autores como Jones (1965) han
propuesto algunos correctivos para estos casos. Este punto es todavia hoy, motivo de estudio.
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3.4 ESTIMACION DE FUNCIONES NO LINEALES DE LOS PARAMETROS DE UN
MODELO LINEAL

Se tiene el caso de la estimacién de una funcién: § = h () no lineal, donde 3 es tal que:

y=2zB+¢; E[]=0; V() =201

en estos casos se toma como estimador inicial de 6 , el estimador natural:

ty) = 0 = h(B)

el cual generalmente es sesgado y a partir de este estimador ¢, se construye un estimador usando la tecnica de
”jackknife”, esperando de esta manera una reduccién del sesgo e inclusive una posible reduccion de la varianza,
como se ha mostrado empiricamente en no pocos casos.
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