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Abstract
We study, in the standard Sobolev spaces as well as in the Sobolev spaces of functions with zero
mean value, the estimates of solutions to the Cauchy periodic problem for the damped wave
equation that satisfy a periodic boundary condition on the space real axis with positive time,
being both the force and the initial data 27-periodic on the space real axis for all non-negative
time.
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Resumen
Estudiamos en los espacios de Sobolev estandar y en los espacios de Sobolev para las funciones
con valor medio 0 las estimaciones de las soluciones al problema peridédico de Cauchy de la
ecuacién de onda amortiguada que satisfacen una condicién de frontera periddica en el eje
espacial real y semieje temporal positivo, siendo la fuerza y las condiciones iniciales funciones
27-periddicas con respecto a la variable espacial para todo tiempo no negativo.

Palabras y frases claves: Ecuacion de onda amortiguada lineal, soluciones periddicas, H®-
estimaciones, comportamiento asintético.

1 Introduccion

En [4] se estudia el comportamiento asintético para tiempos largos de las solucio-
nes al problema periédico para una ecuaciéon de evolucién no lineal modelo, que
para casos particulares de su estructura se reduce a varias ecuaciones conocidas
de la fisica matematica, por ejemplo la de Korteweg-de Vries y la no lineal de
Schrodinger. Por otra parte, en [3] se estudia la existencia global de soluciones
al problema de Cauchy de la ecuaciéon de onda amortiguada no lineal (véase [2]).
Siguiendo la metodologia de [4] para el problema periodico correspondiente, el
primer paso lo constituye la obtencién de las estimaciones aqui presentadas en el
caso lineal (véase también [5]). Comenzamos con las siguientes definiciones.

Definicion 1.1. El espacio de Sobolev para el caso de las funciones periddicas se
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define como sigue (véase [4]):

oo
H® = {w €Dt eli = D (M) 1¢al’ < OO}, s €R,

n=—oo

siendo (n) =vV1+n?y
On = (1/277)/ e Mo (x)dx

Q

los coeficientes de Fourier de la funcion 2m-periddica ¢(x).

Observacion 1.2. Con D denotamos el subespacio de C*°(R) que consiste de
aquellas funciones que tienen periodo 2w con el modo de convergencia: ¢; — ¢ en

D si para cada k € NU {0} se tiene que ¢§-k) — ¢®) uniformemente en R. Con
D’ denotamos el espacio de los funcionales lineales (¢, -} : D — R tales que

(0, d5) = (p, @) cuando ¢p; — ¢ en D.

Definicién 1.3. Para las funciones con valor medio 0 introducimos el espacio

(véase [4])
Hj = {p € H' : ¢ = 0} .
La norma en este espacio H la denotamos

o0

lelfs = D> (m™lenl”

n=—00,n#0

Estudiamos aqui entonces las H*-estimaciones y H-estimaciones (estimacio-
nes en los espacios H® y H§, respectivamente), con s > 1/2, de las soluciones al
problema periodico lineal de Cauchy de la ecuacién de onda amortiguada

Lu= f(t,x), € Q, t>0 (1)
u(0,z) = ¢(x), du(0,z) =(x), x € Q,

donde Q = [0,27], L = 0? + 0; — 92, que satisfacen la condicién de frontera
periodica u(t,x) = u(t,2m + x) para toda x € Ry t > 0, siendo la funcion f y
las condiciones iniciales ¢ y 1 2w-periddicas con respecto a la variable espacial
x: f(t,x+27m) = f(t,x), p(x) = ¢(2m + z), Y(x) = Y(27 + z) para toda = € R,
t > 0.

2 Meétodos

Consideramos los operadores lineales de tipo

[e.e]

Kty = Y dne™ Kyu(t),

n=—oo

|K,(t)] < CpeFknt
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que satisfacen la condicion de disipacion
kn = ko + pln|” (2)
para todo n € Z ~. {0}, donde x> 0, v > 0.

Definicién 2.1. El operador de Green G para el problema periddico (1) se define
como

G(t)lb _ Z &neinx—t/QLnu)’
cuyo simbolo es
Ln(t) = e 2L, (1),

donde para n # 0

Lo(t) = e/? (1—e).

Por lo tanto, la solucion del problema de Cauchy (1) puede escribirse por la
formula de Duhamel en la forma

u(t,z) = G(t)p + G(t)w + /0 G(t — 1) f(7)dT, (3)

donde el operador G(t) es
G(t) = (8 + DHG(1).

Observacion 2.2. St
0<p<1/2, (4)

entonces el operador lineal G satisface la condicion de disipacion (2) con ko =0,
kn=1/2, n#0,v=0.

3 Resultados obtenidos

Demostramos el siguiente

Lema 3.1. Para cualesquiera ¢, ¥ € H® y f(t) € H®, donde s > 1/2, tenemos
las estimaciones

|Gl < (14 5) e el

2
IGO Pl < ﬁff” 141l ggs (5)

2 /t (A—A)r A
< —=e e dr sup e || f(7)]|gs
Hs V3 0 o<T<t ¢ )HH

/ Gt —7)f(r)dr
0
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para todo t > 0, donde A = 0, A € R. Ademds, si ¢,v € H® y la funcion f se
toma de manera que la funcion de T definida por e’ ||f(7)|lgs es acotada en el
intervalo (0,400), donde A > 1, s > 1/2, entonces la siguiente asintdética toma
lugar cuando t — oo uniformemente con respecto a x € €,

u(t,z) = ¢o + (1—e") Do + /OO (1- 6_(t_T))f0(T)dT
0
+ 0((H¢HHS + 1%l + j;lgeAtHf(t)HHs> ext>a (6)

donde x € (A, A+ p), p se toma de (4).

Observacion 3.2. Sean dos funciones f(t),g(t) : R — R. Denotamos f(t) =
O(g(t)) cuando t — oo si la desigualdad |f(t)] < Clg(t)| es vdlida para alguna
constante positiva C' y todo t > to > 0 (véase [3]).

Demostracion. Por la identidad de Parseval encontramos

~ il B 2 ol |2 1\?
| = ¥ J@+ne t/an@)! 6] < (1+ 52) Iole,
4
GO = 3 1P [buf < § Il

de donde se siguen la primera y segunda estimaciones de (5). Ademéas por la
desigualdad de Cauchy tenemos

I o 2
= ;l/ot/othdT’ ioom)?s

n=-—

(t—71)f(r)dr

fal) d7> 2

fn(T,)

fn(T)’

4 ([t 2
< - < / e‘ATdT> sup (| F(7) |1 5s
3 0 o<r<t

de donde se sigue la tercera estimacion de (5). Para probar la asintotica (6) ex-
traemos el valor medio en la serie de Fourier para el operador de Green

G(t)y =y (1 —e™") + Go(t)¥,

donde el operador residual

Go(t)p = > ™ PL,(1)

n=—o0, n#0
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es estimado como sigue

4 s sl 12 4 _ 2
[Go®)vllie < ge™* > (M* |da] < g€ [[¢llge,

n=—00, n#0

de lo cual por la desigualdad de inmersion de Sobolev para s > 1/2 (véase [1])
obtenemos la asintética uniforme con respecto a x € 2

Gty = o (1= e™) +O ([ g ™) ,

donde x = A+ p, A = 0. De manera analoga extraemos el valor medio en la serie
de Fourier para el operador

G(t)p = do+Go(t)o,

donde el operador residual

o

Got)p= > Gne™ 2 (JLn(t) + cosn’t)

n=—00, n#0

es estimado como sigue

A~

o0 1/2
[Gore]. < 5 1Go9 +( > |6 )
n=—o00,n#0

< (1 i ;3) 16l

de lo cual por la desigualdad de inmersion de Sobolev para s > 1/2 obtenemos la
asintotica uniforme con respecto a x € 2

Q)¢ = do+0 ([¢]lge ™),
donde x = A+ u, A = 0. Entonces escribimos la identidad

/t Gt — 7)f(r)dr = /00(1 ) fy(r)dr
0 0
- / (1—e ) fo(r)dr + / Go(t — 1) f(r)dr, (7)
t 0

donde estimamos la segunda integral en el miembro derecho de (7) con ayuda a
su vez de las siguientes estimaciones:
—At

o [e'e) —Ar e
/ fo(r)dr S/ e Mdrsup e || f(1)|lggs < i sup €™ || £ (£) | s »
t t t>0 t>0

/ e for)dr

t

oo
< e—t/ N7 dr sup e || £ ()] g
. >0
G_At
<
—A-1

sup e || £ (t) |
>0
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Para la tercera integral en el miembro derecho de (7) tenemos la estimacion

2
Hs

2 0o
4 —2ut ! —A)T 2AT 25 | f 2
< ge </O eW=N7dr ) supe > (n) fn(T)‘

/0 Golt — 7)f(r)dr

xt
<— _supe®M|f(t 23,
U HOI

donde x € (A, A+ ), A > 1. De esta forma la estimacion del término residual en
la formula asintotica (6) es verdadera. El Lema 3.1 esta demostrado. O

Observacion 3.3. Para la ultima integral en el miembro derecho de (7) podemos
tener también la estimacion alternativa

donde ahora x € (A\+ pu,1/2), A > 1. En efecto

2

4e2xt
zsup M| £ ()| e

i
H: 3(A—3) >0

/0 Go(t —7)f(r)dr

2 e e} t
2
< )2 ( / 2 e
w2 W

4 t t
_ 4 / / drdy e(1/2- )7 L(1/2- M)
3 0 Jo

« Z <n>2SeAT6ATI fn(T)‘

n=—00,n#0

t 2 [e's) ) 9
et </ 6(1/2_A)Td7> Z <n>28€2AT fn(T)’
0

n=—o00, n#0

t 2
et (/ e(l/Q_A)TdT> sup M7 ||f(7')|\%{s
0 >0

46—2)@5

< ————sup M| £ () [y
3(A— %)2t>0 H

/0 Go(t — ) f(r)dr

Falr) ‘ dT> :

fn(T/)

IN
ol

IN
ool W

De la misma manera para las funciones con valor medio 0 tenemos el siguiente
resultado.

Lema 3.4. Para cualesquiera ¢, ¢ € Hj y f(t) € Hf, donde s > 1/2, tenemos
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las estimaciones

|l

1
oo < (14 75) € Il
2
00wl < 5 il ®)

V3
/0 G(t—7)f(r)dr

< e M [ O NTgr sup M s

< s 10y
para todo t > 0, donde \ = 1/2 A € R. Ademds, si ¢,7p € Hf y la funcion f se
toma de manera que la funcion de T definida por e 7 || f(r )HHS es acotada en el

intervalo (0,400), donde A > X\, s > 1/2, entonces la siguiente asintdtica toma
lugar cuando t — oo uniformemente con respecto a x € €,

u(t,x) =e —t/2 Z { (sen?t + cos ft) ¢>n

n=%+1

2 sen— eT/? sen\/g -7
+J<% t+/ fulr)sen 2 (¢ M)}

+ O((W”Hg + WJHHg + i‘ilg eAt”f(t)’Hg> ext>’ (9)

donde x € (A/2, min(A, A+ p)/2), p se toma de (4).

Demostracion. Por la identidad de Parseval encontramos

& > o et ] me

n=—00,n#

1\2
< (14 —) et 25,
<(1+55) <l

IG()¥ Iy < *6 DD (O

n=—00,n#0

2

Pn

2 _ 4 2
Un Sge ||¢||Hga

de donde se siguen la primera y segunda estimaciones de (8). Ademéas por la
desigualdad de Cauchy tenemos

o0

n=—00, n#0

4 t// (+7")/2 ’ = 2
=—¢ e\TTTI) A drdr n)“s
3 ) > ()

n=—00,n#0

t 2
([ eareran) s A1,
0

o<r<t

(t—7)f(r)dr

Ful7) ‘ dr) :

GRS

Wl >
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de donde se sigue la tercera estimacion de (8). Para probar la asintotica (9) ex-
traemos los términos con |n| =1 de la serie de Fourier para el operador de Green

le 1 25en = t Z ey, 4+ Gy (8)1

G(t)yy =
\/g n==%1

(recuerde que ahora 1&0 =0 ya que ¢ € H{)), donde el operador residual

o

G = Y b 2L, )
es estimado como sigue

> .2
IIGl(tWII?{g:e_t S )P | L)

n=—00, |n|#1

4
< e U

de lo cual por la desigualdad de inmersion de Sobolev para s > 1/2 obtenemos la
asintotica uniforme con respecto a z € 2

2 _yp. V3 ne it
—e “*sen—t e, + O se X))
3R 3 ¢t Ol ™)

donde x = (A4 p)/2, A = 1/2. De manera analoga extraemos los términos con
|n| = 1 de la serie de Fourier para el operador

é(t)qﬁ = t/? (\}gsen\/gt + cos \/§t>

Gty =

D e, + Gi(t)e

2 2 n==+1

(recuerde que ¢20 = 0), donde el operador residual

o0

Gi(t)¢ = Z PnemT 2 (3L, (t) + cosn*t)

es estimado como sigue

Hél(t)(bHHg = (et i (n)?s

Pn

1/2
2 1 x,|2
|3 Ln(t) + cosn*t|

. ~ N\ 2
<5 1G1{)]lggg + ( > () |én )
n=—00, |n|#1

< ) W2 g

IN
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de lo cual por la desigualdad de inmersiéon de Sobolev para s > 1/2 obtenemos la
asintotica uniforme con respecto a x € Q2

~ 1 3 3 A
Glt)o =e? (ﬁ%ft + cos ft) T Gt Ol

donde x = (A+ p)/2, A = 1/2. Entonces escribimos la identidad
t
JRCCEE e
0

= 2o ( | °°> Psen () Y ()

n==1
t
+ [ Gite= s 0
0
donde estimamos la segunda integral del miembro derecho de (10) como sigue

/OO eT/Qsen\ég(t — 1) fn(T)dT

t

o t/2

< et/2/ e1/2=M7 g7 sup e Hf(t)HHg
] >0

maciéon

t 2
/ Gu(t — ) (r)dr
0 H;
4 —t ! (1/2—A)7 ? 2AT — 2s | £ 2
< —e e dr ) supe Z (n) fn(T)‘
15 0 >0 n=—o00, n#0
4e—2xt

< —————sup M| £(1)|Fys,
15 (A — 1)% >0 HS
donde x € (A/2, min(A, X\ + u)/2), A > 1/2. De esta forma la estimacion del
término residual en la formula asintotica (9) es verdadera. El Lema 3.4 esta de-
mostrado. o
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