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Resumen

El papel de la Historia de las Matematicas en la constitucion del conocimiento del profesor
de Matematicas configura el contexto general desde el cual emerge, y en el cual se ubica,
el presente proyecto de investigacidn. Este contexto, abordado desde las perspectivas
clasicas de analisis de los componentes del conocimiento del profesor, dispone a la
historia de la disciplina como parte integral del conocimiento disciplinar; entre tanto,
abordado desde el ambito de estudio del conocimiento del profesor de Matematicas, se
revela exiguo y un tanto anodino.

A partir de tal reconocimiento de tal contexto, y en procura de concretar el problema de
investigacion, se establece la historia de la razén y la proporciéon, como objeto especifico
de la Historia de las Matematicas sobre el cual focalizar el estudio, y dentro de ella Ia
historia de la teoria euclidiana de la razén y la proporcidon expuesta en el Libro V de
Elementos de Euclides. De manera natural se determina que dicha historia se concreta a
través del corpus documental proveniente de la investigacidn histérica.

De esta manera se llega a formular la pregunta que pretende responder esta
investigacion: écudl es el potencial formativo de la historia de la teoria euclidiana de la
razén y la proporcion, contenida en el Libro V de Elementos, en la constitucién del
conocimiento del profesor de Matematicas?

En procura de una respuesta, se establece la necesidad de lograr una aproximacién al
estado del arte de la reflexidon e investigacion en torno a la relacion “Historia de las
Matematicas — Educacion Matemadtica”, desde la produccion del campo de la Educacidn
Matematica. Esta aproximaciéon nos lleva a reconocer: (i) la existencia de cuatro dmbitos
de interpretacion de la relacién (la Historia de las Matematicas en la ensefianza de las
Matematicas, la Historia de las Matematicas en las investigaciones del campo de la
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Educacién Matematica, la Historia de las Matematicas en la educacion del profesor de
Matematicas y la Historia de la enseflanza de las Matematicas); (ii) la Didactica de la
Historia de las Matematicas como escenario para el estudio de la relacién; vy, (iii) la exigua
atencioén a los vinculos de la Filosofia de las Matemadticas con la relacion.

A partir de tal estado del arte se procura explorar la relacién “Historia de las Matematicas
— Conocimiento del profesor de Matematicas”, guiado por las preguntas relacionadas con
los argumentos que se esgrimen a favor de la integracion de la Historia de las
Matematicas en tales procesos, las intenciones que se persiguen con dicha integracién, las
caracteristicas de la Historia de las Matematicas que se vincula a los procesos educativos
de los profesores de Matematicas y las estrategias metodoldgicas que se han disefiado e
implementado para que los profesores de Matematicas se apropien y usen los discursos
histdricos. Se construye asi un marco de referencia para la relacién mencionada.

Con relaciéon a por qué se plantea la apropiacion del conocimiento histérico de las
Matematicas por parte de los profesores, se identifican cuatro respuestas generales, a
saber: (i) existencia de académicos o comunidades con formacion en Historia de las
Matematicas e interés en el conocimiento del profesor de Matematicas, (ii) valoracién
social de la historicidad de las Matematicas, (iii) la Historia de las Matematicas constituye
una cornucopia de visiones, y (iv) la Historia de las Matematicas configura una fuente de
artefactos.

En relacidon con la pregunta para qué se procura la apropiacién del conocimiento histdrico
de las Matematicas por parte de los profesores, se distinguen dos grupos de respuestas,
gue son: (i) para dotar al profesor de visiones pertinentes para su ejercicio profesional
(v.g., vision de la actividad matematica, vision de las Matematicas, vision del conocimiento
matematico, y vision de los objetos matematicos), y (ii) para dotar al profesor de
artefactos adecuados para su ejercicio profesional (v.g., mirada epistemoldgica y del
pensamiento matematico, maneras de ensefiar e insumos para el aula y el curriculo, y
competencias personales y profesionales).

Respecto de la pregunta sobre qué tipo de HM debe ser apropiada por un profesor, se
identifican dos perspectivas de respuesta; una de ellas refiere a los objetos de estudio de
la Historia de las Matematicas (i.e., los asuntos que son propuestos para ser estudiados
con el fin de favorecer los conocimientos del profesor de Matemadticas) y la otra al tipo de
tratamiento de la Historia de las Matematicas (i.e., los enfoques que podria tener la
Historia de las Matematicas que se ponga en juego en la formacién de profesores). Dentro
de la primera se reconocen ocho tipos de objeto de estudio (Biografias y cronologia;
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fuentes primarias, secundarias, terciarias; teorias / subdisciplinas / disciplinas; temas /
procesos / problemas; pensamiento matematico; Matemadticas hegemonicas /
Matematicas de culturas no hegemdnicas; asuntos meta-matematicos o meta-histéricos;
y, relacién de HM con lo educativo). La segunda identifica cinco tipologias de Historia de
las Matematicas (internalista / externalista; relato / analisis; evolutiva / situada; historia /
herencia; original / anacrénico).

Se estudian entonces la teoria euclidiana de la razén y la proporcion del Libro V de
Elementos para obtener una perspectiva de esta. Asimismo se estudian, a modo de
recension, los documentos que versan sobre la historia de la razén y proporcién; a través
de ello se identifican seis hitos (teorias pre-euclidianas, teoria euclidiana, la proporcién en
la época helenistica, las traducciones arabes y latinas, las adaptaciones de la teoria en la
Baja Edad Media y el Renacimiento, y la influencia de la teoria de la proporcion en la
construccion de los reales). A partir de esto se analiza la historia de la teoria euclidiana de
la proporcién a través de las categorias de analisis para las pregunta qué Historia de las
Matematicas y para qué la Historia de las Matematicas. El resultado global muestra que el
conjunto de documentos cubre la casi totalidad de las categorias de analisis.

Finalmente, se establece el potencial formativo que los documentos que versan sobre la
teoria euclidiana de la proporcién tienen a favor del conocimiento del profesor.
Particularmente se establece como el estudio de la teoria contenida en el Libro V de
Elementos propicia una experiencia de aprendizaje didactico-matematico sui generis, y
como el estudio de su historia propicia aprendizajes de orden histérico; ademas se precisa
los aportes efectivos en relacién con las intenciones de formacidn y los objetos de estudio.






Introduccion

La formacién de investigadores en el campo de la Educacion Matemadtica es una empresa
gue desde hace algunos afios compromete a la comunidad académica colombiana y se ha
convertido en uno de los mayores retos que ha enfrentado tal comunidad. Para encararlo,
en el ultimo cuarto del Siglo XX, algunos formadores de profesores y otros académicos
cualificaron y ampliaron su formacién profesional e investigativa a través de la realizaciéon
de estudios de postgrado en universidades extranjeras y retornaron al pais para aportar a
los procesos educativos de los profesionales colombianos de la educacién en Matematicas
y al disefio de politicas educativas para favorecer la constitucion de una cultura
matematica en la sociedad colombiana. Hoy en dia, después de varias décadas de arduo
trabajo de estos pioneros, y de otros que con impetu se sumaron a la causa, la sociedad
colombiana reconoce en los esfuerzos de creacién o transformacién de programas de
postgrado (especializaciones, maestrias y doctorados) en Educacion Matematica, llevados
a cabo en la década de los noventa, un hito de dicha empresal. Igualmente, reconoce la
apertura del Enfasis en Educacidon Matematica del Doctorado Interinstitucional en
Educacién, bajo la responsabilidad de las universidades del Valle y Distrital “Francisco José
de Caldas”, como una audaz accién para contribuir a la ampliaciéon del capital humano e
intelectual del campo de investigacion.

Precisamente el presente documento de tesis puede considerarse como un resultado
concreto de los esfuerzos adelantados en el Instituto de Educacidon y Pedagogia de la
Universidad del Valle, para aportar a la construccion de una comunidad académica
colombiana, a través de la formaciéon de investigadores que contribuyan con sus
planteamientos al crecimiento del acervo que configura la produccién nacional de
conocimiento en Educacién Matematica, o, como lo mostraremos adelante, en uno de sus
campos descendientes, la Educacion del Profesor de Matematicas.

! so pena de ser considerados inmodestos y poco objetivos, nos parece sensato reconocer aca dos programas de
maestria que han contribuido de manera trascendental a la empresa académica resefiada, a saber: La Maestria en
Educacién — Enfasis en Educacion Matemdtica del Instituto de Educacién y Pedagogia de la Universidad del Valle y la
Maestria en Docencia de la Matemdtica del Departamento de Matematicas de la Universidad Pedagdgica Nacional.
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Asimismo, esta tesis puede reconocerse como un aporte mas al desarrollo del trabajo que
en la Universidad del Valle ha adelantado el Grupo de Historia de las Matemdticas,
liderado académicamente durante casi toda su existencia por el Doctor Luis Carlos
Arboleda’, particularmente en la linea de investigacién denominada Historia y ensefianza
de las Matemadticas, linea que a partir de la configuraciéon del estado de arte de la relacion
“Historia de las Matematicas — Educacién Matemadtica” lograda en la tesis, podria
denominar en adelante con el nombre de dicha relacidn.

Igualmente, la tesis puede concebirse como acicate de los trabajos académicos que le dan
nacimiento al grupo de investigacion denominado con el acrénimo RE-MATE (Research on
Mathematics Teacher Education), del Departamento de Matematicas de la Universidad
Pedagdgica Nacional; grupo en el que con un apice de utopia y un tanto de realidad,
hemos puesto en la investigacion en/sobre la educaciéon de los profesores de Matematicas
un horizonte de esperanza para desarrollar mejores procesos de formacién de
profesionales que promuevan la educacién en Matematicas de los colombianos y con ello
una cultura matematica para nuestra sociedad y su futuro.

Los tres ambientes resefiados en los parrafos anteriores, coinciden —de manera no
casual— con discursos provenientes de al menos tres diferentes campos (la Educacion
Matematica, la Historia de las Matematicas, la Educacidon del Profesor de Matematicas)
gue reclaman una confluencia en la tesis. Dicha confluencia evidencia la complejidad de la
naturaleza de los fendmenos educativos e investigativos, que a la vez que se convierte en
reto para el pensar y el sentir de los investigadores de estos, y en deleite para el espiritu
humano que goza moviéndose entre la simplicidad y la complejidad, aspecto que le
imprime un “sabor” humano a la investigacion educativa. Pero nos hemos visto incapaces
de expresar plenamente esta complejidad en un documento de tesis, por lo cual hemos
decidido que su configuracién atienda mas a esa simplicidad, que en ocasiones favorece la
comunicacién de las ideas, so pena de sacrificar sus interrelaciones. Asi, hemos
determinado organizar este documento a través de cinco capitulos como sigue.

En el primer capitulo presentamos la problematica que se aborda en la tesis. Para ello
mostramos como llegamos a plantearnos la inquietud sobre el papel que la Historia de las
Matematicas puede llegar a desempeiiar en la constitucién del conocimiento del profesor
de Matemadticas. Luego, presentamos y caracterizamos el campo de la Educacion del

2 Actualmente, segun el aplicativo GruplLac de COLCIENCIAS, el equipo de investigacién es liderado por el Doctor Luis
Cornelio Recalde, profesor de la Universidad del Valle, discipulo y alumno del Doctor Arboleda, graduado del Doctorado
en Educacion de la Universidad del Valle.



Potencial formativo de la historia de la teoria euclidiana de la proporcion en la constitucion del conocimiento del profesor de matemdticas.

Profesor de Matemadticas, como dmbito de investigacion donde es propicio ubicar la
inquietud de investigacion. Por otra parte, establecemos, como marco documental para la
tesis, la produccion histérica que versa sobre la teoria euclidiana de la razén y la
proporcién expuesta en el Libro V de Elementos de Euclides. Asi, llegamos a presentar un
marco de interrogantes que configuran el problema que aborda la tesis. Concluimos el
capitulo exponiendo la intencionalidad y la estrategia metodolédgica del proyecto de
investigacion.

El segundo capitulo contiene un resultado del estudio de la literatura proveniente
esencialmente del campo de la Educacion Matematica, a través de la cual se reportan las
acciones y reflexiones académicas en torno a la relaciéon “Historia de las Matemadticas —
Educacion Matematica”. El contenido del capitulo permite entonces disponer de una
aproximacion al estado del arte en torno a tal relacion.

La aproximacion citada permite advertir un interesante y comparativamente poco
explorado ambito de estudio en torno al papel del conocimiento histérico en el
conocimiento profesional del profesor de Matematicas. Precisamente, es desde este
ambito que en el tercer capitulo presentamos un marco de referencia, construido como
desarrollo de la tesis misma, en torno a las preguntas relacionadas con las caracteristicas
de la HM que se vincula a los procesos educativos de los profesores de Matematicas, los
argumentos que se esgrimen a favor de la integracién de la HM en tales procesos, las
intenciones que se persiguen con dicha integracion, y las estrategias metodoldgicas que se
han disenado e implementado para que los profesores de Matematicas se apropien y usen
los discursos histéricos.

En el cuarto capitulo reportamos los resultados del estudio de los documentos que hemos
identificado versan sobre la teoria euclidiana de la razén y la proporcién del Libro V de
Elementos para, de una parte, obtener una perspectiva de la teoria expresada en tal
tratado y, de otra parte, familiarizarnos con los discursos expresados en los documentos.
En este mismo capitulo caracterizamos los documentos estudiados, atendiendo a algunas
de las categorias de andlisis constituidas en el marco de referencia, reportado en el
capitulo tres. Adicionalmente, alli exploramos el potencial formativo que los documentos
gue versan sobre la teoria euclidiana de la proporcion tienen a favor del conocimiento del
profesor.

Finalmente, en el quinto capitulo, exponemos de manera sintética las conclusiones de la
tesis y presentamos algunas cuestiones que la misma permite reconocer como objeto de
futuras investigaciones.






1 Presentacion de la problematica

En este capitulo mostramos, de manera inicial y breve, el recorrido que lleva a que nos
planteemos la inquietud sobre el papel que la Historia de las Matematicas puede llegar a
desempeiiar en la constitucién del conocimiento del profesor de Matemadticas. Luego,
presentamos el campo de la Educacion del Profesor de Matematicas, como ambito de
investigacion en el cual es propicio ubicar la inquietud de investigacion y que esta
caracterizado por: tener existencia propia, diferenciarse del campo de la Educacién
Matematica y disponer de lineas y objetos propios de investigacién. Posteriormente
hacemos una aproximacién al lugar que se le asigna a la inquietud citada, en las lineas de
investigacion del campo, en el estudio de los componentes del conocimiento del profesor
y en el estudio del conocimiento del profesor de Matematicas. A partir de ello, y en
procura de concretar el problema de investigacion, establecemos la historia de las razones
y proporciones, como contexto del cual elegimos como marco documental para la tesis la
produccién histérica que versa sobre la teoria euclidiana de la razéon y la proporcion
expuesta en el Libro V de Elementos de Euclides. Una vez dispuesto el ambito de
investigacion anterior presentamos un marco de interrogantes que configuran el
problema que aborda la tesis y que constituye un reelaboracién de la inquietud inicial®.
Finalizamos el capitulo exponiendo la intencionalidad y la estrategia metodolégica del
proyecto de investigacion.

Antes de entrar en el contenido central del capitulo, debemos resefiar que algunas de las
ideas aca presentadas han sido expuestas en algunos eventos académicos.
Particularmente, algunos de los planteamientos respecto de la Educacién del Profesor de
Matematicas como campo de investigacién se presentaron en el Primer Simposio
Internacional de Formacion de Educadores en competencias docentes, realizado en

3 . . . . .z
Desde nuestra experiencia profesional advertimos que es muy usual que la elaboracion de un proyecto de

investigacion implique la transformacion de una inquietud inicial en un problema de investigacidon que puede formularse
a través de preguntas o hipdtesis. Este proceso, implica, entre otras acciones, la ubicacién de la inquietud en un campo
de investigacion y la toma de decisiones que acotan y demarcan el problema de investigacion. Como se puede
reconocer, intentamos seguir este derrotero.
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Bogotd, el 5y 6 de octubre de 2012 (Guacaneme & Mora, 2012b) y en el X Encuentro de
Matemdticas Aplicada & VII Encuentro de Estadistica, llevado a cabo en San José de
Clcuta, el 7 y 8 de junio de 2012 (Guacaneme, 2012b). Una aproximacion inicial a la razén
y la proporcién en la Historia de las Matematicas se presenté como conferencia en el XVIII
Encuentro de Geometria y sus aplicaciones y VI Encuentro de Aritmética, realizado en
Bogotd, del 21 a 23 de junio de 2007. Adicionalmente, debemos sefialar que a través de la
participacidon en estos y otros eventos de la comunidad académica, pudimos ir
configurando el marco de ideas que constituyen el primer capitulo de la tesis y que en su
momento se presentaron como proyecto de investigacion. En tal sentido, el contenido de
este capitulo debe entenderse como la versidn mas reciente de las diferentes versiones
que ha tenido el proyecto de investigacién® y su formulacién procura incorporar los
avances de la investigacion y algunas de las discusiones sostenidas a lo largo de estos anos
en el equipo de investigacion (director-estudiante), con los comparfieros y profesores del
Doctorado y con la comunidad académica del campo de la Educacion Matematica.

1.1 Lainquietud inicial

La Universidad Pedagdgica Nacional es una Institucidon de Educacidon Superior que dedica
su quehacer de manera esencial a la formacién de educadores; en este ambiente, su
Departamento de Matematicas tiene como misién formar licenciados en Matematicas® y
gestionar programas de postgrado que favorezcan el desarrollo profesional de los
profesores de Matemadticas en ejercicio o de los profesionales vinculados a la educacién
en Matematicas. En desarrollo de dicha tarea, cotidianamente el conjunto de profesores
del Departamento enfrentamos las preguntas sobre: las caracteristicas del conocimiento
gue se espera promover en la formacion de profesores de Matematicas, las estrategias
metodoldgicas para favorecer el aprendizaje en nuestros estudiantes —e incluso en
nosotros mismos como formadores—, el lugar y papel de los resultados de la investigaciéon
en Matematicas y en Didactica de las Matemadticas —entre otras disciplinas— en los
curriculos de formacién, los requerimientos que —en su devenir— la sociedad hace sobre
el quehacer de los profesores de Matematicas y sobre los resultados de formacién
esperados para las nuevas generaciones, la ideologia sobre las Matematicas y sobre su
ensefianza y aprendizaje que se promueve a través de las experiencias de formacién en
Matematicas que tiene los miembros de la sociedad colombiana, entre otras.

4 Cuyas primeras ideas fueron registradas en el anteproyecto de admisidn al programa doctoral (Guacaneme, 2006).
> En Colombia el titulo “Licenciado en Mateméticas” refiere al profesor de Matematicas y no al matematico.
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No obstante la conciencia de que las respuestas a las preguntas sobre tales asuntos se
interrelacionan y determinan mutuamente, desde hace algunos afios he centrado mis
intereses en el primero de ellos; en efecto, he tenido un interés en profundizar en la
caracterizacion del conocimiento del profesor de Matematicas.

En el tiempo, este interés se remonta al mismo momento en que recibo el grado
universitario que me acredita como licenciado en Matematicas y con ello se me declara
como profesional de la educacién, a mis primeras experiencias como profesor de
Matematicas en donde se hace evidente la insuficiencia de mi conocimiento frente a los
retos y exigencia del quehacer docente —y, consecuentemente, la necesidad de lo que
hoy se conoce como desarrollo profesional—, y a las actividades que desarrollé como
miembro del Seminario Taller de Investigacion en Diddctica de las Matemdticas®. Este
interés cobra una nueva dimensién cuando decido abordar la pregunta sobre la
caracterizacion del conocimiento del profesor de Matematicas como objeto inicial de
investigacién en mis estudios doctorales’ y encuentro en las reflexiones y planteamientos
del Grupo de Historia de las Matemdticas® (Anacona, 2003; Arboleda, 1984) una especial
resonancia —y por qué no, nuevos registros sonoros— en torno a esta preocupacioén. En
cierto sentido, el anteproyecto presentado como requisito para la admisién al Doctorado
(Guacaneme, 2006) puede considerarse como un intento germinal de encuentro y
afinacién de mis inquietudes e intereses, con los desarrollos académicos del mencionado
grupo; en tal documento se reconoce ya el interés y propodsito de decantar el papel que la
Historia de las Matematicas [HM] cumple (o puede llegar a cumplir) en la constituciéon del
conocimiento del profesor de Matematicas.

Igualmente, la presente tesis puede considerarse como un avance académico de
construccion de una opcidn investigativa para atender tal propdsito. Dicha opcidn refiere
a la conciencia sobre la imposibilidad de satisfacer el propdsito enunciado, a través de una
tesis doctoral, y restringe su dmbito en al menos dos direcciones, a saber: no aborda la
totalidad de la HM, sino que selecciona de esta un apice relacionado con la historia de la

® Este grupo, dirigido por la Doctora Myriam Ortiz Hurtado, estuvo conformado por estudiantes, egresados y profesores
del programa de Licenciatura en Matematicas de la Universidad Distrital “Francisco José de Caldas”. Luego devino en lo
que hoy en dia se conoce como el Centro de Investigacion y de Estudios sobre el Aprendizaje Escolar — AprendEs
(http://www.aprendes.org.co/).

’ Doctorado Interinstitucional de Educacion — Enfasis en Educacién Matematica —ofrecido por el Instituto de Educacion

y Pedagogia de la Universidad del Valle (Cali — Colombia)—.

& Desde aproximadamente tres décadas, este equipo de profesores —constituido bajo las divisas del Doctor Luis Carlos
Arboleda Aparicio— ha realizado diferentes trabajos en Historia de las Matematicas; desde hace cerca de diez afios, sus
reflexiones y trabajos se inscriben en el plan de desarrollo del Area de Educacién Matemdtica del Instituto de Educacion
y Pedagogia de la Universidad del Valle (http://historiadelasmatematicas.univalle.edu.co/index.html).
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teoria euclidiana de las proporciones en el campo de la geometria; y, no pretende
explicitar el papel efectivo de esta historia en el conocimiento del profesor de
Matematicas, pero si de su caracter potencial.

No obstante la anterior precisidn, consideramos conveniente, presentar inicialmente una
visién emergente —y en construccién— del campo de investigacién donde es pertinente
ubicar la problematica abordada en la tesis: el campo de la Educacién del Profesor de
Matematicas [EPM] —y no precisamente en el campo de la Educacion Matematica [EM]
como creimos durante parte del desarrollo de la tesis—.

1.2 La Educacion del Profesor de Matematicas como campo de
investigacion

Desde hace varios afos la formacion de profesores de Matematicas, ademas de ser una
actividad educativa especifica ubicada fundamentalmente en el nivel de la Educacién
Superior, fue reconocida y tratada como linea de investigacion de la Educacién
Matemdtica®, a la que se le denomind “Educacion del Profesor de Matematicas” [EPM]™.
Sin embargo, en la actualidad preferimos entender la EPM como un campo de
investigacion con existencia propia —pero aun dependiente de la actividad de su
comunidad ascendiente, es decir la Educacion Matematica—, como ambito de accién
especifico —esencialmente diferente de aquel de la Educacién Matematica [EM]— y con
objetos de investigacién agrupables en lineas de investigacion. Veamos a continuacién
una aproximacion a cada una de estas caracteristicas.

1.2.1 La existencia de la Educacion del Profesor de Matematicas
La existencia de la EPM como campo de investigacién presenta un amplio escenario de
evidencias que contempla fundamentalmente:

(i) La existencia de al menos cinco revistas (Journal of Mathematics Teacher
Education, Mathematics Teacher Education and Development, Issues in the
Undergraduate Mathematics Preparation of School Teachers: The Journal,
Mathematics Teaching-Research Journal y The Mathematics Teacher Educator),
algunas con un poco mas de una década de circulacidn, cuyo titulo y contenido

9 ") . . , . . ) s .

Matemadtica Educativa en varios paises latinoamericanos o Diddctica de las Matemdticas en algunos paises europeos.
10 . . . .

Mathematics Teacher Education, en la literatura anglosajona.
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aborda de manera especifica el asunto de la educacién y el conocimiento del
profesor de Matematicas.

(ii) La existencia de estudios internacionales o de comunidades acerca de la
educacion del profesor de Matematicas (Ball, 1988; CBMS, 2001, 2012; Even &
Ball, 2009; Tatto et al., 2008; Tatto et al., 2012).

(iii) La publicacién de al menos un Handbook sobre la educacion del profesor de
Matematicas (Jaworski & Wood, 2008; Krainer & Wood, 2008; Sullivan &
Wood, 2008; Tirosh & Wood, 2008).

(iv) La publicacién de numeros especiales sobre la educacion del profesor de
Matematicas en reconocidas revistas o libros seriados del campo de la EM (v.g.,
Revista UNO 51, 2009 - La formacion de profesores de matematicas; ZDM 40,
(5), 2008 - Empirical Research on Mathematics Teachers and their Education;
Revista UNO 41, 2006 - Formacion del profesorado y matematicas; Yearbook
66, 2004 - Professional development guidebook for Perspectives on the
teaching of mathematics; Revista UNO 17, 1998 - El profesor de matematicas
como profesional; Yearbook, 1994 - Professional development for teachers of
mathematics).

(v) El lugar que el tema ocupa en eventos internacionales de la comunidad de EM.
Por ejemplo en la undécima version del International Congress on
Mathematical Education (ICME 11, México, 2008) tres de los grupos
tematicos'’ se referian a la educacion o el conocimiento del profesor de
Matematicas, en tanto que en la duodécima versién de este congreso (ICME
12, Korea, 2012) cuatro grupos tematicos™ aludian a este asunto. También, en
la mayoria de las versiones del Congress of European Research in Mathematics
Education (v.g., CERME 3, ltalia, 2003; CERME 4, Espafia, 2005; CERME 5,
Chipre, 2007; CERME 7, Polonia, 2011 y CERME 8, Turquia, 2013) ha existido un
grupo de trabajo™ que aborda la discusién sobre las creencias de los
profesores y el papel del profesor en el aula de clase, asi como las estrategias
para la educacidn del profesor y los vinculos entre teoria y practica,
investigacion y ensefianza y educacioén del profesor.

" 715G 27: Mathematical knowledge for teaching, TSG 28: Inservice education, professional life and development of
mathematics teachers y TSG 29: The preservice mathematical education of teachers.

215G 23: Mathematical knowledge for teaching at primary level, TSG 24: Mathematical knowledge for teaching at
secondary level, TSG 25: In-services education, professional development of mathematics teachers y TSG 26: Preservice
mathematical education of teachers.

B From a study of teaching practices to issues in teacher education.
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Desde nuestra perspectiva, las tres primeras evidencias exhiben el caracter propio del
campo, y en cierto sentido, su autonomia; las dos ultimas, muestran su dependencia de la
actividad de la comunidad dedicada a la investigacién en EM.

1.2.2 El ambito de accion de la Educacion del Profesor de Matematicas
Para referirnos al ambito de accion especifico de la EPM —y para entender que desde
nuestra dptica esta constituido por un conjunto de planos en los cuales se ubican sistemas
didacticos y los conocimientos de profesores de Matemadticas y de sus formadores—
procederemos inicialmente a recapitular un andlisis simplificado de los sistemas diddacticos
como objeto de estudio, el cual constituyé un apartado™® de una conferencia sobre la EPM
(Guacaneme, 2012b), y posteriormente a presentar un modelo hipotético constituido por
cuatro planos que configuran el ambito de la EPM.

Una mirada panoramica, y aparentemente muy simple a la EM permite reconocer que los
sistemas didacticos son en esencia sus objetos de estudio. Estos sistemas didacticos estan
definidos por sus agentes (profesor de Matematicas, estudiante, saber matematico [el
resaltado es intencional]), por sus interrelaciones y por sus interacciones con el medio
sociocultural en donde se instituyen en tanto agentes e interrelaciones (Ver Imagen 1).

Profesor de
matematicas

I"‘.. | I‘
Sabc—:’r . Estudiante
matematico I

Imagen 1. Sistema Didactico estudiado por el campo EM

Estos sistemas existen principalmente en las instituciones escolares de manera
independiente del nivel de escolaridad, siempre y cuando el objeto de estudio (es decir los
saberes) sean las Matemadticas; asi, se reconocen sistemas didacticos estudiados por la
Educacién Matematica en las instituciones escolares de la Educacidon Basica, Media y
Superior.

" Titulado “éLa Educacién Matematica versus la Educacién del profesor de Matematicas?”
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Por su parte, los sistemas didacticos de los programas de formacién de profesores de
Matematicas no estan definidos exclusivamente por los saberes matematicos, debido a
que el conocimiento que se pone en juego en estos, si bien incluye al conocimiento
matemadtico, lo trasciende. En efecto, hoy en dia, salvo algunas excepciones de
perspectivas anquilosadas, se reconoce abiertamente que el conocimiento de un profesor
de Matematicas incluye otros componentes adicionales a las Matemdticas mismas, no
menos importantes y Utiles que estas. Desde algunos enfoques (v.g., H. c. Hill, Ball, &
Schilling, 2008; Piccolo, 2008; Pinto Sosa & Gonzdlez Astudillo, 2008; Silverman &
Thompson, 2008; Soanes, 2008), el conocimiento didactico del contenido matematico es
uno de tales componentes; desde otros enfoques (v.g., Stacey, 2008), ademas del discurso
matematico, se reconoce la necesidad de discursos meta-matematicos en la formacion del
profesor de Matematicas.

Bajo esta dptica, se advierte que el caracter epistémico del conocimiento del profesor de
Matematicas amerita la consideracion de un sistema didactico (Ver Imagen 2) diferente al
estudiado por la Educacién Matematica, es decir, el estudiado por el campo de

investigacion “Educacién del profesor de Matematicas”.

(Formador )

Estudiante

Conocimiento
: 1 (Futuro
Profesional del rofesor o
Profesor de y
I Profesor en

Matemdticas s
ejercicio)

Imagen 2. Sistema Didactico estudiado por el campo EPM

Al respecto de lo anterior, es necesario aclarar que entendemos que en los programas
universitarios de formacién inicial de profesores de Matematicas si existen sistemas
didacticos estudiados por la Educacién Matematica —es decir, cuando los maestros en
formacién asumen el lugar de “Estudiantes”, los formadores de licenciados constituyen el
agente “Profesor de Matematicas” y las asignaturas o seminarios de Matematicas se
ubican en el item denominado “Saber matemdatico” —, pero estos no son los Unicos y los
otros no siempre estan determinados especificamente por las Matematicas, aunque si
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eventualmente por discursos meta-matematicos. Por ejemplo, cuando los programas de
formacién de profesores contemplan el estudio de asuntos pedagdgicos generales o de
desarrollos de la Didactica de las Matematicas, se establecen sistemas didacticos que no
se corresponden con los estudiados por la EM, en tanto que alli la disciplina y sus saberes
no son las Matematicas, sino la Pedagogia o la Educacion Matematica. Por supuesto que
otro ejemplo interesante lo constituye el sistema didactico establecido cuando la
disciplina objeto de estudio es la Historia de las Matematicas.

A pesar de reconocer en los dos sistemas didacticos ambientes de accién pedagdgica™ en
los cuales, salvo la temporalidad, los sujetos pueden llegar a ser los mismos'®, y de
advertir que ello podria poner a los dos sistemas en un mismo plano, las diferencias
epistémicas entre los dos llevan a procurar una vision de los mismos en planos diferentes,
pero interrelacionados. Precisamente las interrelaciones nos han llevado a concebir unos
planos adicionales y en ellos ubicar los conocimientos del profesor de Matematicas o del
formador, respectivamente, como determinantes de las interacciones.

Bajo tal consideracion’ estamos proponiendo un modelo (Ver Imagen 3) que incluye un
plano de fondo [plano «] en donde se ubican los sistemas didacticos estudiados por la EM;
sobre este, un segundo plano [[] en donde se sitla el conocimiento del profesor de
Matematicas que determina la interaccion docente en el plano de fondo, pero que es
determinado por las acciones llevadas a cabo en el plano [y] donde se disponen los
sistemas didacticos de formacidon de profesores (ya sean en formacién inicial o en
formacién continuada, e independiente de las modalidades'® en que se realice la
formacion). En el plano frontal [8] se ubica el conocimiento del formador de profesores de
Matematicas.

1 Eg decir, ambientes en donde hay interacciones, tensiones, movimientos, etc. en torno a unos discursos matematicos
y meta-matematicos, con el fin de que estos sean apropiados por quienes desempefian el papel de aprendices,
mediados por la accidn de quienes ocupan el lugar de profesores del sistema.

® Existe una interesante interrelacién no despreciable entre estos dos sistemas didacticos, que se advierte
particularmente en el hecho de que el profesor del sistema didactico de la Educacién Matematica, fue estudiante del
sistema didactico de la Educacion del Profesor de Matematicas. Asimismo, no es inusual encontrar profesores que en
una jornada laboral se desempefian como formadores y en otra como profesores.

7" Actualmente con un cardcter de hipotesis de trabajo esta consideracion es empleada para perfilar las acciones
investigativas que en la EPM hemos emprendido conjuntamente con la profesora Lyda Constanza Mora de la
Universidad Pedagogica Nacional.

18 Presencial, virtual, a distancia, etc.
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~ \
Pla no o Profesor de

matematicas

(

Plano B \ 0 Estudiante
Conocimiento del ) \/

rofesor de
,\ateméticas

Plano y

/
Plano &

Conocimiento del formador

de profesores de
Matematicas

\

Imagen 3. Modelo hipotético de definicion del ambito de accién de la EPM

El conocimiento del profesor de Matematicas, ubicado entre los planos de los sistemas
didacticos, esta constituido por el conocimiento resultante del aprendizaje logrado en el
sistema de formacidn de profesores, de la praxis que tiene como referencia la actividad en
el sistema didactico en donde se desempefia como profesor y de los aprendizajes logrados
en sus interacciones con los demas miembros de la comunidad de practica. Ademas,
contempla las creencias, concepciones y pensamientos del profesor, los cuales han sido
generados por su experiencia como estudiante de Matematicas, como profesor en
formacidon o en su ejercicio docente. El conocimiento del formador de profesores de
Matematicas, ubicado en el plano frontal, se constituye a partir de la experiencia lograda
en el funcionamiento del sistema de formacién de profesores, de la reflexidon sobre el
conocimiento del profesor de Matematicas y de sus estudios realizados, en ambientes
formales o informales. Incluye, ademas sus creencias, concepciones y pensamientos
acerca del funcionamiento de los sistemas didacticos.

1.2.3 Los objetos de estudio de la Educacion del Profesor de Matematicas
Con la intencion de disponer de una descripcion del campo de investigacién, en el
Departamento de Matematicas de la Universidad Pedagdgica Nacional recientemente nos
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hemos dado a la tarea de identificar y organizar los objetos de estudio del campo EPM
(Guacaneme & Mora, 2012a, 2012b), para lo cual hemos seleccionado dos articulos
(Cardeioso, Flores, & Azcarate, 2001; M. Sanchez, 2011), un libro que corresponde a un
estudio ICMI (Even & Ball, 2009) y los cuatro volumenes del Handbook citado antes
(Jaworski & Wood, 2008; Krainer & Wood, 2008; Sullivan & Wood, 2008; Tirosh & Wood,
2008), los cuales asumen el campo como objeto de estudio. Con base en ellos, hemos
sintetizado sus cuatro posturas, a partir de lo cual perfilamos una mirada de los objetos de
estudio del campo.

Bajo esta dinamica, y como primera postura, reconocemos que hace un poco mas de una
década Cardefioso y sus colegas (Cardefioso, et al., 2001) procurando precisar la linea
“Formacion y Desarrollo de los Profesores de Matematicas” y reconociendo el “Desarrollo
profesional de los profesores de Matematicas” como campo de investigacién de la
Educacion Matematica, deciden distinguir dos bloques de problemas de las
investigaciones dentro de la linea:

1) Problematicas sobre el conocimiento profesional del profesor, sus dimensiones, sus
relaciones, su estructura. ¢ Qué caracteriza al profesor de matematicas? ¢Codmo se concibe la
profesion docente por estos profesores? ¢Y por los formadores? ¢Y por la comunidad
escolar?

2) Problematicas sobre elaboracién del conocimiento profesional, que tiene que ver con la
socializacion del profesorado (¢como ayudarlo a incorporarse a la comunidad de educadores
matematicos?), de estrategias, (¢qué métodos emplear en la formacion de profesores?), de
relacidn con la practica, (¢como dar significado a los problemas practicos del profesor?),... (p.
237).

Adicionalmente, estos autores distinguen entre la figura del profesor que actia como
investigador de su propia practica, y el investigador que estudia el conocimiento del
profesor o las estrategias de educacion del profesor.

Por otra parte, y como segunda postura, al examinar los planteamientos de Mario Sanchez
(2011) identificamos un listado de areas de investigacidon de las que principalmente se
ocupa el campo de investigacidon EPM, a saber:

i. las creencias, visiones y concepciones de los profesores,
ii. las practicas de los profesores,
iii. los conocimientos y destrezas de los profesores,
iv. larelacién entre teoria y practica,
v. la practica reflexiva,
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Adicionalmente, Sanchez (2011) identifica algunos conceptos tedricos que influyen en la
investigacion en el campo, estos son:

vi. Conocimiento pedagdgico del contenido y otras formas de conocimiento,
vii. reflexion en la accién y reflexion sobre la accion (e incluso la reflexion para la
accion),
viii. comunidades de practica,

Asimismo, Sanchez (2011) reseia algunos asuntos o tendencias emergentes en el campo:

ix. la educacidn on-line de profesores,

X. el disefio y papel de tareas en la educacion de los profesores de Matematicas,
xi. la educacion y desarrollo de los educadores de profesores y
xii.  la justicia social en la investigacidn de la educacién del profesor.

Ahora bien, la tercera postura corresponde al resultado de examinar la estructura del
reporte del decimoquinto estudio ICMI (Even & Ball, 2009) a través de lo cual hemos
identificado dos asuntos nucleares: la formacién inicial y el aprendizaje en/desde la
practica. En cuanto a la formacion inicial se identifican tres tematicas:

A. La educacién de los profesores en lo relacionado con los sistemas educativos, los
componentes del conocimiento del profesor y las estrategias curriculares
empleadas.

B. Las experiencias de los futuros profesores y las experiencias en los primeros afios
de ejercicio profesional.

C. Las actividades y conocimientos de los educadores de profesores.

En lo relacionado con el aprendizaje en/desde la practica encontramos dos tematicas:

D. Los procesos de ensefianza en/desde la practica.
E. Los procesos de aprendizaje en/desde la practica.

Como cuarta postura identificamos que las temdticas que titulan cada uno de los cuatro
volumenes del Handbook (Jaworski & Wood, 2008; Krainer & Wood, 2008; Sullivan &
Wood, 2008; Tirosh & Wood, 2008) ofrecen un amplio panorama de clasificacién de los
asuntos de los que se ocupa el campo EPM; estos titulos son:

a) Conocimiento y creencias en la ensefianza de las Matematicas y el desarrollo de la
ensefianza.

b) Herramientas y procesos en la formacidon del profesor de Matematicas.

c) Participantes en la educacion del profesor de Matematicas: Individuos, equipos,
comunidad, redes.
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d) El formador de profesores de Matemdticas como un promotor profesional.

Ill

Asi, los tres temas de los tres primeros voliumenes se refieren, respectivamente, al “qué”,
“cémo” y “quién” de la educacion del profesor de Matematicas, respectivamente, en
tanto que el ultimo alude al conocimiento y papel de los formadores de profesores de

Matematicas.

Ahora bien, el modelo hipotético de cuatro planos —presentado antes— ofrece
inicialmente una posibilidad de ubicar y organizar los objetos/asuntos del campo EPM
resefiados por los diferentes autores citados. La Tabla 1 exhibe tal ubicacion y
organizacién; en esta se ha utilizado la numeracion empleada antes cuando presentamos
las cuatro posturas sintetizando los enunciados de los objetos/asuntos aludidos:

Primera postura Segunda postura Tercera postura Cuarta postura

(Cardefioso, et al., 2001) (M. Sdnchez, 2011) (Even & Ball, 2009) (Jaworski & Wood, 2008;
Krainer & Wood, 2008;
Sullivan & Wood, 2008;
Tirosh & Wood, 2008)

Plano o ii. Practicas B. Experiencias c) Participantes
viii. Comunidades de docentes
practica E. Aprendizaje desde
la practica
Plano B | 1) Conocimiento del i. Creencias, visiones a) Conocimiento y
profesor y concepciones creencias

iii. Conocimientos y
destrezas

iv. Relacion entre
teoria y practica

v. Practica reflexiva

vii. Reflexién
Plano y | 2) Elaboracion del vi. Conocimiento A. Educacion del b) Herramientas y
conocimiento pedagadgico del profesor procesos
contenido D. Ensefianza desde
ix. Educacion on-line la practica

x. Disefio de tareas

xii. Justicia social

Plano 6 xi. Educacion de C. Conocimientos de d) Formador como
formadores los educadores promotor

Tabla 1 Ubicacidon de objetos de investigacién en los planos de la EPM
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Bajo esta perspectiva hemos establecido lineas de investigacion asociadas a cada uno de
los planos y las hemos denominado de manera genérica. Su correspondencia con los
planos resefiados, permite especular en la idea y denominacion de “lineas/planos de
investigacion”; asi (ver Tabla 2):

Lineas de investigacion
Plano oo | Practicas profesionales de los profesores de Matematicas
Plano} | Conocimiento profesional del profesor de Matematicas
Planoy | Formacion de los profesores de Matematicas

Planod | Conocimiento profesional del formador de profesores de Matematicas

Tabla 2 Lineas/planos de investigacion en la EPM

Estas lineas/planos las describimos (Guacaneme & Mora, 2012a) como sigue:

La linea/plano practicas profesionales de los profesores de Matematicas aborda el estudio
de: las acciones que el profesor de Matematicas lleva a cabo en su desempefio docente, en
general en las instituciones educativas; las interacciones en las que el profesor se vincula (casi
siempre con colegas) para promover aprendizajes profesionales en comunidades de practica
(de tamafios muy variados); o, el aprendizaje que el profesor logra a partir del estudio
personal/individual sobre asuntos que le conmina su practica.

La linea/plano conocimiento profesional del profesor de Matematicas se ocupa del estudio
de: las creencias, visiones y concepciones de los profesores de Matematicas; los
conocimientos, destrezas o competencias de los profesores; las diferentes expresiones de la
relacion entre teoria y practica o, si se prefiere, entre la fundamentacion conceptual y el
conocimiento practico, o entre el discurso y la accion; o el aprendizaje logrado a través de la
practica reflexiva y la reflexion como actividad que promueve el aprendizaje desde/para la
practica.

La linea/plano formacion de los profesores de Matematicas contempla el estudio de: las
practicas docentes que realizan los formadores y los procesos de aprendizaje en que se
vinculan los futuros profesores o los profesores en ejercicio en el marco de programas de
educacién de profesores de Matemadticas (sean presenciales, a distancia, virtuales, etc.); las
tareas que el formador disefia o propone en el marco de los programas de educacién de
profesores; o, la gestion del conocimiento de fundamentacidn conceptual y de las experiencias
de formacidn a través de las practicas iniciales en los programas de educacion de profesores.
La linea/plano conocimiento profesional del formador de profesores de Matematicas
incluye, de manera analoga a la descripcién de la segunda linea/plano resefiada, el estudio de:
las creencias, visiones y concepciones de los formadores de profesores de Matematicas; los
conocimientos, destrezas o competencias de los formadores de profesores; las diferentes
expresiones de la relacidn entre teoria y practica o, si se prefiere, entre la fundamentacion
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conceptual y el conocimiento practico, o entre el discurso y la accién, de los formadores de
profesores; o el aprendizaje logrado a través de la practica reflexiva y la reflexion como
actividad que promueve el aprendizaje desde/para la practica de formacién de profesores de
Matematicas. (pp. 8-9).

1.3 La Historia de las Matematicas en el campo de la Educacién
del Profesor de Matematicas

Una vez enunciadas tres de las caracteristicas del campo de la EPM (existencia propia,
ambito de accidn especifico y reconocimiento de lineas de investigacién) y recordando
qgue el asunto central de nuestro interés es decantar el papel que la Historia de las
Matematicas cumple (o puede llegar a cumplir) en la constitucion del conocimiento del
profesor de Matematicas, procuraremos establecer una aproximacidon al lugar que se le
asigna a la HM en: el modelo hipotético del dmbito de acciéon de la EPM o en los
planos/lineas de investigacion (Practicas profesionales de los profesores de Matematicas,
Conocimiento profesional del profesor de Matematicas, Formacién de los profesores de
Matematicas y Conocimiento profesional del formador de profesores de Matematicas); el
estudio de los componentes del conocimiento del profesor de Matematicas; y, la esfera de
algunas de las evidencias de existencia propias de la EPM enunciadas antes (revistas
especializadas, estudios internacionales, Handbook).

1.3.1 La Historia de las Matematicas en los lineas/planos de investigacion

de la Educacion del Profesor de Matematicas

Cuando se centra la atencion en el lugar de la Historia de las Matematicas en la
linea/plano de las prdcticas profesionales de los profesores de Matemdticas surgen
preguntas relacionadas, entre otras, con: las maneras de integracién de la HM en la
ensefianza y aprendizaje de las Matematicas; los modos en que la HM determina los
curriculos o programas de estudio para educar matematicamente a la sociedad en
ambientes escolares; las formas en que la HM participa de las interacciones en las
comunidades de practica de profesores de Matematicas en ejercicio; la necesidad, surgida
de la practica, de recurrir al estudio del discurso histérico como medio para la accién
docente y los aprendizajes logrados a través de este.”

19 . .

Reconocemos que el orden de las cuestiones formuladas se corresponde con el orden de lo enunciado en la
descripcion de la linea/plano citada al final del apartado 1.2.3, mds que con una ordenacidn jerarquica que obedezca a
algun criterio.
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Si la atencién se concentra en el lugar de la HM en la linea/plano del conocimiento
profesional del profesor de Matemdticas encontramos un conjunto de asuntos tales como:
los efectos que la HM produce sobre las concepciones de los profesores de Matematicas;
el aporte que la HM hace a los conocimientos, destrezas o competencias de los
profesores; los modos en que una fundamentaciéon en HM afecta la acciéon educativa del
profesor de Matematicas; o, el tipo de reflexiones que se generan en/desde/para la
practica docente a partir de la consideracién del discurso de la HM.

Considerar el lugar de la HM en la linea/plano de la formacion de los profesores de
Matemadticas nos conduce a identificar algunas cuestiones similares a las planteadas para
la primera linea/plano resefiada. Asi, entre otras, reconocemos preguntas acerca de: las
estrategias curriculares de integracién de la HM en los planes de estudio de los programas
de formacion de profesores de Matemadticas; los modos en que la HM participa de los
lineamientos, politicas o normatividad para la formulacién de programas de formacion de
profesores de Matematicas; las formas en que la HM participa de las interacciones en las
comunidades de practica de formadores de profesores de Matematicas; o, las
necesidades, surgidas de las practicas formativas, de recurrir al estudio del discurso
histérico como recurso para la accion docente del formador y los aprendizajes logrados a
través de este a favor de los procesos de docencia del formador.

Cuando se enfoca el papel de la HM en la linea/plano del conocimiento profesional del
formador de profesores de Matemdticas emergen también preguntas, semejantes a las
resefiadas para la segunda linea/plano citada antes, referidas a, entre otras: los efectos
gue la HM produce sobre las concepciones de los formadores de profesores de
Matematicas; el aporte que la HM hace a los conocimientos, destrezas o competencias de
los formadores; los modos en que una fundamentacién en HM afecta la accion educativa
del formador; o, el tipo de reflexiones que se generan en/desde/para la practica formativa
a partir de la consideracién del discurso de la HM.

Las cuestiones propuestas en los anteriores parrafos, sin duda alguna, constituyen un
conjunto de asuntos potencialmente convertibles en preguntas de investigacién, cuya
respuesta permitiria, de una parte, efectivamente mejorar la comprensién del papel de la
HM en el complejo dmbito de la formacidn y accién del profesor de Matematicas y, de
otra parte, establecer las bases para considerar la existencia de un programa de
investigacion en torno a tal papel. Debemos precisar que la investigacion de un programa
tal desborda a todas luces las pretensiones de nuestra tesis, aunque constituye un
horizonte de sentido para la misma, y consideramos que este puede ser derrotero de
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investigacion para una comunidad académica que asuma la relacién “Historia de las
Matematicas — Conocimiento del profesor de Matematicas” como objeto de estudio.

Por otra parte, este panorama de cuestiones permite ubicar el asunto central de
preocupacion, es decir el papel de la HM en la constitucion del conocimiento del profesor.
En efecto, el asunto tiene un nicho de expresion particular en la linea/plano del
conocimiento profesional del profesor de Matemdticas en tanto que nos interesa
establecer el aporte que la HM puede llegar a hacer a los conocimientos o competencias
de los profesores de Matematicas y, eventualmente, los efectos que la HM produce sobre
las concepciones de los profesores de Matematicas.

Antes de mirar con algun detalle el asunto de la HM en el conocimiento profesional del
profesor de Matematicas, debemos reconocer que el anterior panorama también permite
ubicar algunas otras acciones investigativas en las que hemos participado. De un lado, se
logra advertir que el proyecto de investigacion Caracterizacion de las estrategias
curriculares de formacion en Historia de las Matemdticas en programas de formacion
inicial de profesores de Matemdticas®® (Torres & Guacaneme, 2011a, 2011b) asumié como
objeto de estudio una de las preguntas ubicadas en la linea/plano de la formacién de los
profesores de Matemdticas, precisamente la que se refiere a la temdtica implicada en el
titulo del proyecto. De otro lado, permite reconocer que dos de las tesis de grado? de la
Maestria en Docencia de la Matematica de la Universidad Pedagdgica Nacional, se han
enfocado en esta misma cuestion, particularmente en el lugar que ocupa la historia de la
Aritmética y la historia del Algebra en un curso de formacién en Didactica de la Aritmética
y él Algebra de la Licenciatura en Matematicas de la misma universidad, y que las cuatro
tesis que actualmente asesoramos, del mismo programa de postgrado, se ubican en las
dos ultimas de las cuatro lineas/planos resefiados. Asimismo, permite ubicar, en la
linea/plano del conocimiento profesional del formador de profesores de Matemdticas, los
Trabajos de grado de la Licenciatura en Matematicas de la Universidad Pedagdgica
Nacional que hemos asesorado®.

2 Proyecto identificado con el cédigo Cl 5220, financiado por la Universidad del Valle en el marco de su convocatoria
interna del afio 2010 y desarrollado en las vigencias 2010 y 2011.

21 En estas (Galvez Socarrds & Maldonado Guinea, 2012; Manrique Garcia & Triana Yaya, 2013), junto con la profesora
Lyda Constanza Mora, hemos cumplido un papel de asesores.

2 (Barén Bocanegra & Barragan Sanchez, 2013; Diaz Fernandez & Moreno Escobar, 2012; Parra Buitrago & Vargas
Solano, 2012; Rojas Hernandez, 2012; Yazo Chipatecua & Poveda Cérdoba, 2012; Zafra Granados, 2012).
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1.3.2 La Historia de las Matematicas en el estudio del conocimiento del

profesor de Mateméaticas
Veamos ahora, con mas detenimiento, el papel que se le asigha a la HM en el
conocimiento del profesor de Matematicas, desde al menos dos perspectivas: una referida
al conocimiento del profesor en general —es decir, sin precisar la disciplina a la que se
adscribe— y otra al conocimiento del profesor de Matematicas.

Asumir como objeto de estudio los componentes del conocimiento del profesor, nos
remite necesariamente a las elaboraciones del norteamericano Lee S. Shulman, quien
desde la década del ochenta ha promovido de manera especial una perspectiva de
entender el conocimiento del profesor; una sintesis de sus planteamientos se ubica en
uno de sus textos mas citados (Shulman, 1987)* en el que incorpora las siguientes siete
categorias:

... conocimiento de la materia impartida; conocimientos pedagdgicos generales, teniendo en
cuenta especialmente aquellos principios y estrategias generales de manejo y organizacién de
la clase que trascienden el ambito de la asignatura; conocimiento del curriculo, con un
especial dominio de los materiales y los programas que sirven como “herramientas para el
oficio” del docente; conocimiento pedagdgico de la materia: esa especial amalgama entre
materia y pedagogia que constituye una esfera exclusiva de los maestros, su propia forma
especial de comprensién profesional; conocimiento de los educandos y de sus caracteristicas;
conocimiento de los contextos educacionales, que abarcan desde el funcionamiento del grupo
o de la clase, o la gestion y el financiamiento de los distritos escolares, hasta el caracter de las
comunidades y culturas; y conocimiento de los objetivos, las finalidades y los valores
educacionales, y de sus fundamentos filoséficos e histoéricos. (Shulman, 2001, pp. 174-175).

En desarrollo de sus planteamientos, Pamela Grossman introdujo un modelo descriptivo
del conocimiento del profesor (Grossman, 1990), en cierto sentido mas simplificado, el
cual incluye cuatro dreas generales, a saber: el conocimiento disciplinar, el conocimiento
pedagdgico del contenido, el conocimiento pedagdgico general y el conocimiento del
contexto. Para Grossman, el conocimiento disciplinar (Subject Matter Knowledge [SMK])
incluye el conocimiento del contenido de una area tematica (hechos y conceptos
principales dentro de un campo y las relaciones entre ellos) asi como el conocimiento de
las estructuras sustantivas (paradigmas o modos de organizacion de la disciplina y
preguntas que guian la investigacion) y el conocimiento de las estructuras sintacticas de la
disciplina (canones de evidencia y demostracién dentro de la disciplina). EI conocimiento

2 0 en su traduccién al espafiol (Shulman, 2001)
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pedagégico del contenido (Pedagogical Content Knowledge[PCK]) es especifico a la
ensefianza de una disciplina e incluye las maneras de representar y formular los temas
que las hacen comprensibles para otros, asi como un conocimiento de lo que tales temas
requieren e implican para el aprendizaje de los estudiantes; este conocimiento se puede
descomponer en: (i) conocimiento y creencias sobre los propdsitos de la ensefianza de
una disciplina (o tema) en diferentes grados; (ii) conocimiento de la comprensién,
concepciones, y aproximaciones erréneas a un tema particular de una disciplina; (iii)
conocimiento sobre los materiales disponibles para la ensefianza de un tema, asi como la
ubicacién curricular del tema; y (iv) conocimiento de estrategias de instruccién y
representacion del tema. Asi mismo, para Grossman, el conocimiento pedagdgico general
(General Pedagogical Knowledge) incluye un cuerpo de conocimiento general, creencias y
habilidades relacionadas con la ensefianza; por ejemplo, comprende el conocimiento de
los aprendices y de los procesos de aprendizaje, y el conocimiento del manejo de la clase.
El conocimiento del contexto (Knowledge of Context) se refiere a aquello que el profesor
debe conocer de su entorno de trabajo para poder adaptar su conocimiento general a las
condiciones de la escuela y de los estudiantes en especifico.

Ahora bien, al examinar los planteamientos de Shulman y Grossman e indagar por el papel
gue le adjudican al conocimiento histdrico de la disciplina en el conocimiento del profesor,
encontramos que ambos lo ubican como parte del conocimiento disciplinar [SMK]. En
efecto, Shulman (2001), en su descripcién de la Formacion académica en la disciplina a
ensefiar, entendida como una de las fuentes de la base de conocimientos necesarios para
la ensefianza, sefiala que una de las bases del conocimiento de los contenidos es “el saber
académico historico y filosdfico sobre la naturaleza del conocimiento” (p. 175) en cada
area de estudio. Agrega, ademads, que el maestro como miembro de una comunidad
académica debe:

. comprender las estructuras de la materia ensefada, los principios de la organizacion
conceptual, como también los principios de indagacién que ayudan a responder dos tipos de
preguntas en cada dmbito: écudles son las ideas y las destrezas importantes en este campo? y
éde qué manera quienes generan conocimientos en esta area incorporan las nuevas ideas y
descartan las deficientes? Vale decir, écudles son las reglas y los procedimientos de un saber
académico y de la investigacion de buen nivel? Estos interrogantes pueden compararse con lo
que Schwab (1964) ha definido como conocimiento de estructuras sustantivas y sintdcticas,
respectivamente. Esta vision de las fuentes del conocimiento de los contenidos de la
asignatura implica necesariamente que el profesor no solo debe comprender a fondo la
materia especifica que ensefia, sino ademds debe poseer una amplia formacién humanista, la
que debe servir como un marco para el aprendizaje adquirido anteriormente y como un
mecanismo que facilita la adquisicidon de una nueva comprension. (Shulman, 2001, p. 176).
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Por su parte, Grossman (1990), lo ubica de manera implicita como parte del conocimiento
disciplinar, entendido este en términos de conocimiento de: hechos y conceptos
principales, paradigmas u organizaciéon de la disciplina, y canones de evidencia vy
demostracién, como lo resefiamos antes. Decimos que lo hace de manera implicita pues,
como lo discutimos en un trabajo que intentaba establecer consecuencias de asumir la
citada propuesta de Grossman para el caso del conocimiento disciplinar del profesor de
Matematicas (Guacaneme, 2009, 2013a), sus ideas respecto del conocimiento disciplinar
carecerian de sentido o, cuando menos, serian parciales o superficiales, si no se supusiera
un papel a la Historia y la Epistemologia de tal conocimiento. En otras palabras, no nos
parece exhaustiva una descripcidon del conocimiento disciplinar, como el que hace esta
autora, si esta que no incorpora los resultados de la investigacion histérica y de la
reflexion filoséfica sobre la disciplina; asi, por ejemplo, en dicho trabajo sostenemos que
discutir las estructuras sintacticas de las Matematicas —que deberia conocer un profesor
de Matematicas— sin considerar, entre otros aspectos, la evolucion histdrica de las
nociones de demostracion, rigor y verdad en Matematicas, puede conducir a un discurso
futil y poco funcional sobre tales estructuras.

En suma, desde nuestra interpretacion de los planteamientos estudiados de Shulman vy
Grossman, consideramos que sus propuestas de componentes del conocimiento del
profesor incorporan necesariamente el conocimiento histdrico de la disciplina como parte
fundamental del conocimiento disciplinar, pero no de los demas componentes. Sin
embargo, queremos resefiar que una mirada a sus planteamientos nos permite advertir
gue el conocimiento pedagdgico general y el conocimiento del contexto son componentes
mucho mas trasversales a la formacidon de cualquier profesor que el conocimiento
disciplinar y el pedagogico del contenido; en efecto, estos ultimos tienen un alto grado de
especificidad relativo a la disciplina particular. Asi, consideramos conveniente reconocer el
conocimiento matematico y el conocimiento pedagdgico de las Matemadticas (o
conocimiento didactico de las Matematicas) como componentes especificos del
conocimiento del profesor de Matematicas, en tanto el conocimiento pedagdgico general
y el conocimiento del contexto como componentes no especificos; ello, de manera alguna
pretende subvalorar estos dos Ultimos componentes asi como tampoco desconocer la
posibilidad de que estos tengan un cierto nivel de particularidad relativo a la disciplina.

Ahora bien, bajo el reconocimiento de que los planteamientos de Shulman y Grossman se
expresaron no especificamente para el campo de la EPM, sino para un campo mas general
como el de la educacion del profesor, intentamos develar la apropiacidn que estos han
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tenido en el marco de la EPM. En esta direccién, hacemos una mirada en parte de la
literatura del mismo. De esta manera reconocemos que son numerosas las referencias
que se identifican al hacer una busqueda en dicha literatura con los criterios “Subject
Matter Knowledge” y “Mathematics”; el nUmero de estas aumenta considerablemente
cuando los criterios de busqueda son “Pedagogical Content Knowledge” y “Mathematics”.

Adicionalmente, en dicha literatura se logra reconocer una extensa referencia a los
trabajos de Shulman y de Grossman. Asi, por ejemplo, solo en el Journal of Mathematics
Teacher Education advertimos cerca de cuarenta documentos que referencian trabajos de
Lee Shulman respecto del conocimiento del profesor, en tanto que en el Mathematics
Teacher Education and Development el nimero es de trece; en este mds de medio
centenar de documentos, encontramos referencias a los trabajos pioneros de Shulman
sobre el conocimiento del profesor bien sea como una simple alusién (v.g., Chinnappan,
2003; Goulding, Hatch, & Rodd, 2003; Lee, 2005; Leikin & Winicki-Landman, 2001; Muir &
Beswick, 2007; Zevenbergen, 2004), como base de una propuesta tedrica-investigativa
(v.g., An, Kulm, & Wu, 2004; Blanco, 2004; Rowland, Huckstep, & Thwaites, 2005; Stacey
et al., 2001) o de una evaluacidon de un programa de formacién (J. Watson, Beswick,
Caney, & Skalicky, 2005/2006; J. M. Watson, 2001) o bien para hacerle una critica (Mason,
1998). Por otra parte, los trabajos cldsicos de Pamela Grossman sobre la caracterizacion
del conocimiento del profesor son referenciados en al menos nueve documentos del
Journal of Mathematics Teacher Education y del Mathematics Teacher Education and
Development, bien sea como una simple alusion a estos o a un resultado puntual (Blanton,
2002; Chinnappan & Lawson, 2005; Frykholm, 1999; Groth, 2005/2006; Morris, 2001; V.
Sanchez & Llinares, 2003), bien para hacer una tenue critica (Knuth, 2002), o bien para
utilizarlos como marco tedrico (McDuffie, 2004) o como parte de un modelo ampliado
sobre dicho conocimiento (Kahan, Cooper, & Bethea, 2003). Asi mismo, en los cuatro
volumenes de The Handbook of Mathematics Teacher Education (Jaworski & Wood, 2008;
Krainer & Wood, 2008; Sullivan & Wood, 2008; Tirosh & Wood, 2008) son cerca de un
centenar de citaciones las que refieren a los trabajos de Shulman y quince las que aluden
a los trabajos de Grossman.

Atendiendo a los anteriores datos, para el caso del conocimiento del profesor de
Matemadticas, reconocemos una tendencia de aceptacién de facto de los planteamientos
de Shulman y Grossman sin cuestionamientos sustanciales a sus propuestas, pero
paraddjicamente, con un uso poco significativo como marco tedrico en las investigaciones.
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A partir de este resultado, realizamos una exploracién en algunas de las evidencias de
existencia de la EPM, intentando identificar el lugar asignado a la HM en el conocimiento
del profesor de Matematicas. Asi, al explorar los cerca de cuatrocientos articulos del
Journal of Mathematics Teacher Education encontramos que solo siete hacen referencia a
la HM, pero de manera no esencial, es decir, sin discutir a fondo su papel en la formacidn
del conocimiento disciplinar. En efecto, solo identificamos:

(i) una alusién a un curso para profesores en ejercicio en el que se desarrolla un
tema matematico a través de sus aspectos tedricos, histdricos, epistemoldgicos
y educativos, mediado por el uso de medios informaticos (Furinghetti &
Barnett, 1998);

(ii) un uso de elementos histéricos de la geometria fractal en un curso de métodos
de ensefanza para cuestionar preceptos y nociones matematicas que orientan
teorias convencionales sobre la cognicion (Davis, 1999);

(iii) una timida alusién al uso de una visién histérica del desarrollo del Algebra en el
marco de un programa para profesores que lideran procesos de desarrollo
profesional de profesores de matematicas en ejercicio (Even, 1999);

(iv) una ligera mencion a la inclusion opcional de cursos de Historia de las
Matematicas en los institutos universitarios franceses de formacién de
profesores — IUFM (Henry, 2000);

(v) una sutil mencién a la Historia de las Matematicas, y particularmente a la
discusion del desarrollo histérico de los conceptos matematicos, como una
manera de que los futuros profesores logren una perspectiva de lo que es la
creacion y evolucién de las ideas matematicas, y de lo que es la naturaleza del
pensamiento y desarrollo de los nifos, sefialando, ademas que las conexiones
entre filogénesis y ontogénesis pueden ser vistas como una manera de
relacionar matematicas y pedagogia (Potari, 2001);

(vi) una rapida alusion a la Historia de las Matematicas en un relato de un proyecto
en donde los estudiantes, futuros profesores, podian trabajar una perspectiva
histérica de los temas matematicos que seleccionaban (da Ponte, Oliveira, &
Varandas, 2002); v,

(vii)  una investigacién que examind cémo se transforman las imdagenes que los
profesores tienen sobre las Matematicas al comprometerlos con el estudio de
algunos temas de Historia de las Matematicas (Sterenberg, 2008).

La exploracion al libro que reporta el decimoquinto estudio ICMI (Even & Ball, 2009) nos
permite advertir un panorama semejante al que acabamos de resefiar para la revista mas
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representativa del campo; en efecto, solo en dos de los treinta capitulos del libro hay
alusiones a la HM, asi:

(i) Bajo el supuesto de que el principal problema en la educacién de los
profesores radica en la inadecuada visidn de los propdsitos de la educacién y
del papel de los profesores de Matemadticas como educadores, D’Ambrosio
(2009) hace un llamado a acudir a la HM para desde alli asumir una postura
transcultural y comprender que en Matematicas existen distintos modos de
racionalidad, que redireccionan tal visién.

(ii) Neubrand y sus colegas (2009, p. 212) al referirse al conocimiento del
contenido matematico como uno de los dominios del conocimiento del
profesor, enuncian como ingredientes de tal conocimiento el disponer de
comprensiones basicas de la Historia y la Epistemologia de las Matematicas.

En el informe del estudio TEDS-M (Tatto, et al., 2012, p. 256) y en el marco conceptual
(Tatto, et al., 2008, p. 86) solo hay una tenue alusién a la HM como uno de los ejemplos en
un item de una de las preguntas (identificada como Foundations MFB4FOUN) que indaga
sobre temas de pedagogia de las Matematicas que los profesores han estudiado; en la
Imagen 4 presentamos la pregunta y resaltamos la gracil alusién a la HM.
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Consider the following list of mathematics education/<pedagogy> topics. Please
indicate whether you have studied each topic as part of your current teacher
preparation program.

Check one box in each row

B
3 E
5 2
2 <]
2] =z
A. Foundations of Mathematics (e.g., mathematics and philosophy,
mathematics epistemology, history of mathematics) Cla L2
B. Context of Mathematics Education (e.g., role of mathematics in
society, gender/ethnic aspects of mathematics achievement) s (P

C. Development of Mathematics Ability and Thinking (e.g., theories

of mathematics ability and thinking; developing mathematical L1 L2
concepts; reasoning, argumentation, and proving; abstracting and

generalizing; carrying out procedures and algorithms; application;

modeling)

D. Mathematics Instruction (e.g., representation of mathematics

content and concepts, teaching methods, analysis of mathematical Ol L2
problems and solutions, problem-posing strategies, teacher—pupil

interaction)

E. Developing Teaching Plans (e.g., selection and sequencing the
mathematics content, studying and selecting textbooks and Ol O
instructional materials)

F. Mathematics Teaching: Observation, Analysis and Reflection

(11 2
G. Mathematics Standards and Curriculum

s 2
H. Affective Issues in Mathematics (e.g., beliefs, attitudes,
mathematics anxiety) Ol L2

Imagen 4. Pregunta Foundations MFB4FOUN del estudio TEDS-M

La exigua atencion a la integracidn de la HM en la educacién del profesor revelada hasta
aca, tiene una interesante disparidad en el tratamiento que reconocemos en el primer
volumen de Handbook citado antes (Sullivan & Wood, 2008), pero no en el conjunto de los
cuatro volumenes que le configuran. En efecto solo cuatro capl'tuI0524, de los trece que
conforman el primer volumen (y de los sesenta que constituyen el Handbook), destacan
de diversas maneras el lugar de la HM en relacién con las creencias y conocimientos de los
profesores de Matematicas.

** No hacemos alusién a mas capitulos, aunque reconocemos que hay algunos que refieren a la HM (Bartolini Bussi &
Maschietto, 2008; Gravemeijer, 2008; Leikin, 2008), pero de un modo secundario.

31



Universidad del Valle — Doctorado Interinstitucional en Educacion — Enfasis en Educacién Matemdtica

Mike Askew (2008) al asociar la HM al conocimiento del contenido (Subject Matter
Knowledge) resalta el hecho que la HM puede ayudar al profesor de Matematicas a
apreciar tanto el caracter colectivo de la actividad matematica, es decir su caracter social,
como las diferentes maneras de realizar dicha actividad; resefia que ello ayuda al profesor
a entender las caracteristicas efectivas de la actividad matematica y el aprendizaje en las
aulas. Subraya, ademads, que el estudio de la HM le permite al profesor re-significarla y
comprenderla, no como un listado de eventos matematicos (organizados casi siempre de
modo cronoldgico), sino mas bien como estados de ser” de los objetos matemdticos;
sefiala entonces que una postura semejante podria ser deseable en las clases, en donde
mas que una inventario de temas, se aborden tales estados de ser de los objetos de
ensefianza y aprendizaje.

Por su parte, tres académicos orientales (Li, Huang, & Shin, 2008) al mostrar el panorama
de educacidén de los profesores de Matematicas en China y Corea refieren un lugar no muy
destacado para la HM, reflejado en la existencia de un curso electivo de HM, a la vez que
resefian que en estos paises se ha reconocido la necesidad de hacer cambios a esta
situacion y presentan que en ambos paises un curso tal se ha ido adecuando para atender
a la condicién que se ofrece para la educacién de los profesores de Matematicas y que, en
consecuencia, la HM que se trabaja en ese curso tiene una conexion explicita con la
pedagogia de las Matematicas. Presentan, ademds, un ejemplo de un curso innovador
titulado Historia de las Matemdticas y sus implicaciones para la educacion en
Matemdticas resefiando sus énfasis y ejemplificando algunas tareas llevadas a cabo en el
curso a través de dos casos (referidos a la construcciéon ecuaciones lineales con una
incognita y la introduccion a los nimeros imaginarios) que reportan la elaboracion de
disefios de ensefianza basados en la HM (Li, et al., 2008, pp. 75-77).

En un capitulo Kaye Stacey (2008) describe un llamativo modelo de componentes del
conocimiento del profesor de Matematicas necesario para la ensefianza; el tercer
componente resefiado por Stacey es nominado “conocer acerca de las Matematicas”
(Knowing about Mathematics) y se refiere al conocimiento que el profesor debe lograr de
la HM, la Filosofia de las Matematicas y los desarrollos coetdneos de las Matematicas.
Destaca que la HM le permite al profesor un conocimiento que le brinda elementos para
conocer efectivamente cdmo funcionan las Matematicas, de dénde provienen y cudl es (y
ha sido) su papel en la sociedad.

2 “states of being” (Askew, 2008, p. 28)
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Discutiendo también el asunto de los componentes del conocimiento del profesor, Boero
y Guala (2008) presentan y argumentan a favor de reconocer el “Analisis cultural del
contenido” a ser ensefiado (CAC — Cultural Analysis of the Content) como un componente
central del conocimiento en cuestién. Como parte de su presentacidon enuncian que la
Epistemologia y la Historia de las Matematicas son las herramientas relevantes “para
enmarcar y fundamentar el componente CAC de la educacidn del profesor” (p. 227) pero
advierten enfaticamente que el CAC sera estéril si ingresa a la educacion del profesor
Unicamente como un asunto de conferencias, pues ello podria proveer al profesor de un
discurso para conversar con los colegas, pero no para actuar en la clase.

Esta exigua integracién de la Historia de las Matematicas a la discusidn sobre la educacion
del profesor de Matematicas —revelada en la limitada mencién (en nimero y contenido)
en una de las revistas especializadas, en dos de los estudios internacionales mas
importantes de la ultima década, o en el Handbook sobre la educacion del profesor de
Matematicas— constituye un indicio que informa parcialmente sobre el estado de
reflexion de la comunidad académica que tiene como empresa la investigacién sobre la
educacién de profesores de Matematicas, respecto de este asunto especifico, a la vez que
nos permite reconocer un terreno de indagacién, al parecer, poco explorado por esta
comunidad.

1.4 La historia de la teoria euclidiana de la razon y la
proporcién como un hito a estudiar

De manera sintética podemos sefialar que hasta este punto hemos presentado nuestra
preocupacion por develar el papel que la HM puede llegar a cumplir en el conocimiento
del profesor de Matematicas y la hemos ubicado en el campo de investigacion de la EPM y
especificamente en la linea/plano de investigacion que se ocupa del estudio del
conocimiento del profesor de Matemadticas. Adicionalmente, hemos reconocido que en
algunas posturas, hoy en dia cldsicas, la HM se ubica como parte del componente
denominado conocimiento disciplinar; en tanto que en el campo de la EPM la integracién
de la HM no ha tenido un profuso tratamiento, aunque algunos autores le asignan un
lugar destacado en sus planteamientos sobre los componentes del conocimiento del
profesor de Matematicas.

El trabajo hasta acda presentado permite reconocer también un carencia de
investigaciones, realizadas en el campo de la EPM, que centradas en la historia de objetos
matematicos (v.g., conceptos, procesos, formas de pensamiento matematico, actividades
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matemadticas) constituyan casos desde los cuales construir posturas que ofrezcan una base
experimental para validar o ilustrar los planteamientos hipotéticos expresados por
quienes han abordado la cuestidon que nos ocupa. Este hecho nos genera la conviccion de
que es preciso realizar investigaciones sobre objetos especificos de las Matematicas y que
ello es pertinente y viable en el marco de una tesis doctoral como la presente. Asi, para
avanzar un poco mas en la concrecion del problema de investigacion de la presente tesis,
y bajo la conviccién anterior, hemos considerado necesario abandonar la generalidad del
discurso sobre la HM y, en consecuencia, seleccionar un tema de las Matematicas y un
momento de su historia.

1.4.1 Laeleccion de la tematica matematica

La eleccién del tema ha sido una consecuencia natural de la trayectoria académica
personal. En efecto, atendiendo a que desde hace algunos anos la proporcionalidad ha
sido objeto de estudio de nuestro interés (Guacaneme, 2000, 2001, 2002; Guacaneme,
Andrade, Perry, & Fernandez, 2003; Perry, Guacaneme, Andrade, & Fernandez, 2003; Aura
Lucia Quintero, Molavoque, & Guacaneme, 2011), parece ser adecuado que constituya el
objeto matematico sobre el cual centrar el interés investigativo.

En el apartado 2.3.2 de la tesis de Maestria (Guacaneme, 2001, pp. 37-42) argumentamos
que la potencialidad de la proporcionalidad como objeto de estudio desde la Didactica de
las Matematicas depende, entre otras razones, de: su situacién en el interior de las
Matemadticas —especialmente de las matematicas escolares—, su vinculo como
conocimiento instrumental auxiliar de otras ciencias y de la técnica, su utilizacién como
elemento de juicio (evaluador) del desarrollo psicolégico del individuo, su cualidad de
obstaculo o dinamizador epistemoldgico, su ambigliedad linglistica y su permanente
aparicién temprana en contextos cotidianos no escolares; adicionalmente, y como
resultado de un trabajo posterior en torno al pensamiento variacional (Guacaneme, 2003)
y otro en torno a la proporcionalidad (Perry, et al., 2003), se advierte que las funciones de
proporcionalidad son un dambito potente para el estudio de la covariacién, los patrones y
regularidades numéricas, y la linealidad, y constituyen el punto de partida basico para la
caracterizacién de las funciones polinédmicas y el punto cuspide en la caracterizacién de las
funciones exponenciales.

No obstante la eleccién de la proporcionalidad como objeto de estudio, advertimos que al
elegirla, mas que un tema matematico, hemos elegido un conjunto de temas
matematicos, entre los que se encuentran: las razones entre niumeros o cantidades de
magnitud —sean estas geométricas o en general cantidades adjetivadas (Schwartz,
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1988)—; las proporciones entre tales razones; las covariaciones directa o inversamente
proporcionales; las funciones de proporcionalidad directa, inversa y compuesta; la
linealidad; etc. Bajo esta concepcion de proporcionalidad, vemos la necesidad de
enfocarnos en un tema, dentro de la gama de posibilidades expuesta para este conjunto.
De esta manera, y apoyados en el tratamiento y analisis que hicimos en su momento en la
tesis de Maestria sobre los conceptos de razén y proporcidon (Guacaneme, 2001, pp. 194-
210) y en la certeza que alli logramos acerca de la necesidad de estudiar “... aquellas otras
piezas que desedbamos y creiamos ser capaces de construir en el marco de la tesis y que
tuvimos conscientemente que relegar (v.g., la historia de las razones, las proporciones ...;
los conocimientos de los profesores acerca de estos temas) y otras ...” (Guacaneme, 2001,
p. 248), decidimos concentrarnos en la historia de las razones y las proporciones.

Quiza ingenuamente se puede llegar a pensar que este nivel de concrecién es suficiente;
sin embargo, advertimos que la aproximacion a la historia de las razones y proporciones
nos obliga a un nuevo nivel de especificidad.

1.4.2 Laeleccion del momento de la historia de las razones y

proporciones

La identificacion y consulta preliminar de fuentes documentales que abordan el
tratamiento de aspectos relacionados con la historia de las razones y proporciones,
prevista desde el anteproyecto de esta tesis (Guacaneme, 2006), constituye una manera
natural de explorarla. Esta estrategia, llevada a cabo desde nuestra condicion de
aprendices de la historia —y no de historiadores—, nos ha conducido a identificar cerca de
un centenar de escritos de historiadores y fildsofos, que versan sobre aspectos especificos
de tal historia; esta especificidad contrasta con la ilusion —ingenua y hasta romantica—
que teniamos al iniciar la busqueda bibliografica de encontrar una historia®® de los
conceptos de razén y proporcién. A través del estudio de algunos de los documentos
identificados, hemos podido perfilar varios hitos que, de manera cronoldogicamente
secuencial, describen varias épocas de la historia de los conceptos de razéon vy
proporcién®’, a saber:

%% Lo mas cercano a una historia de las razones y las proporciones puede ser lo expuesto en el documento de Piedad
Yuste (2004), identificado por nosotros hace poco tiempo.

27 Una versién un tanto diferente de estos hitos fue incluida en un articulo recientemente publicado (Guacaneme,
2012d, p. 114)
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(i)

(ii)

(i)

(iv)

(v)

(vi)

La época de la escuela pitagérica, en la cual existia una teoria de las
proporciones que, segun la tradicidn hegeménicazs, entra en crisis por el
“descubrimiento” de la inconmensurabilidad. Algunos documentos sobre esta
época, tratan el procedimiento conocido como antanairesis o antifairesis para
encontrar sucesiones de parejas de numeros que se aproximan a la razén entre
magnitudes inconmensurables, y cdmo este es asociado a la idea de razén y la
igualdad de dos de tales procedimientos a la idea de proporcion.

La época dorada de los griegos (fundamentalmente de Eudoxo, Euclides y
Apolonio) en la que se “crea” una teoria de las proporciones, se adapta a la
versiéon hipotético-deductiva y se usa en la descripcion de las cénicas. Varios
documentos se centran en el tratamiento que hace Euclides en sus dos teorias
de la razdn y la proporcidon (una para magnitudes geométricas y otra para
numeros) que se asocian a los Libros V y VI y Libro VII, de Elementos,
respectivamente.

La época de la Baja Edad Media en la que la clasica teoria de proporciones
griega se transforma y reformula para ampliar su ambito de aplicacién a
magnitudes no geomeétricas y su empleo en las ciencias naturales y médicas.
Sobresalen los documentos que reportan los intentos por generar teorias que
abren el camino para la aritmetizacion de las razones entre magnitudes
homogéneas y heterogéneas.

La época del inicio de la Edad Moderna, en donde se hace uso de las razones y
las proporciones como lenguaje de la ciencia, y la época del surgimiento de lo
que hoy se llama Algebra —y particularmente de la Geometria Analitica— en la
gue se hace uso de la teoria de las proporciones en la solucién de problemas
geométricos, a través de procedimientos analiticos.

La época de creacion del Calculo y del Andlisis, en la que el lenguaje de las
funciones sustituye el clasico lenguaje de las proporciones empleado por varios
siglos, cayendo este ultimo en un estado de aletargamiento.

La época de desarrollo de los trabajos del matematico alemdan Julius W.R.
Dedekind y del matemadtico y filésofo alemdn Gottlob Frege, relativos a la
construccion del conjunto de los niUmeros reales, en la que de manera un poco
intempestiva, la teoria euclidiana parece renacer en cuanto a su protagonismo,
como acicate en dichas construcciones.

%8 Esta tradicion ha sido cuestionada por autores como Knorr (2001).
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En la Tabla 3 hemos incluido algunas de las referencias identificadas para cada uno de los
hitos resefiados antes.

Hito/Epoca

La escuela pitagorica

La Grecia cldsica

La Baja Edad Media

El inicio de la Edad Moderna
y del surgimiento del
Algebra

La creacion del Calculo

La construccion del conjunto
de los nimeros reales

Referencias bibliograficas

(Cajori, 1928; Campos, 1994b; Filep, 1999, 2004; Gardies, 1988;
Gonzélez Urbaneja, 2008; Jiménez, 2006; Thorup, 1992)

(Acerbi, 2003a; Aujac, 1986; Berghout, 1974, 1975; Bongiovanni,
2005; Campos, 1994a; de la Torre, 1997; Evans, 1927; Filep, 2003;
Fine, 1917; Fowler, 1979, 1980, 1981, 1982a; Gardies, 1991, 1997,
2004; Grattan-Guinness, 1996; Heath, 1908; M. J. M. Hill, 1900,
1912b, 1923, 1928; Levi, 2003; McDowell & Sokolik, 1993; Mendell,
2007; Puertas, 1991, 1994, 1996; Rusnock & Thagard, 1995; Saito,
1994a; Zubieta, 1991)

(Bradwardine & Crosby, 1955; Bradwardine, Rommevaux, & Oresme,
2009; de Parme, 2005; De Young, 1984, 1992, 1995, 2005; Drake,
1973; Glenie, 1777; Grant, 1960, 1972, 1975; Massa Esteve, 1997;
Oresme & Grant, 1966; Rommevaux, 2013; Saito, 1994b; Simonson,
2000b, 2000c; Vitrac, 2002)

(Alvarez Jiménez, s.f; De Groot, 2000; Fernandez Gonzalez & Rondero
Guerrero, 2004; Klein, 1968; Palmieri, 2001, 2003)
(Craik, 2009; Goldstein, 2000; Grosholz, 1987)

(Corry, 1994; Cousquer, 1994; Dummett, 1991; Griesel, 2007; Knorr,
1992; Stein, 1990; Sutherland, 2006)

Tabla 3 Algunas referencias bibliograficas identificadas para los hitos histéricos

Como se puede observar, hay una buena cantidad de documentos que versan sobre la
historia de las razones y las proporciones en la época dorada de Grecia; al explorar estos
documentos se advierte que la teoria de las razones y proporciones expuesta por Euclides
en Elementos ocupa un lugar central, ello sin dejar de considerar que esta recapitula y
organiza el trabajo atribuido a Eudoxo y que en Los Data (McDowell & Sokolik, 1993)
también hay un tratamiento euclidiano para estos conceptos. Este hecho nos lleva a
seleccionar esta teoria como momento de la historia a estudiar. Sin embargo, aun
precisamos mas el objeto de estudio, bajo los siguientes argumentos:

Si bien los Libros V, VI, VIl y X, de esta obra contienen informacién relativa a las proporciones,
desde nuestra perspectiva ha merecido especial atencién el Libro V, puesto que: (i) en este
Euclides hace un tratamiento de la teoria de la proporcion para las magnitudes geométricas;
(i) esta teoria contiene la definicién de proporcidon, por demas ampliamente estudiada por los

37



Universidad del Valle — Doctorado Interinstitucional en Educacion — Enfasis en Educacién Matemdtica

historiadores, la cual constituye la innovacion central frente a la teoria de la proporcion
pitagorica; (iii) el Libro V maneja un nivel de generalidad sui generis en Elementos; (iv) la
“proporcionalidad geométrica” no ha sido tan comentada y estudiada en la investigacion
didactica (o al menos no tanto como la “proporcionalidad aritmética”) y por tanto, presenta
un “sabor” especial a la reflexion; y (v) abordar el estudio de todos los libros mencionados
desborda nuestras posibilidades de tiempo y espacio actuales. (Guacaneme, 2012c, p. 100)

De esta manera establecemos que la historia relativa a la teoria euclidiana de la razén y
proporcién del Libro V de Elementos de Euclides, reportada a través de los documentos
identificados, constituye el objeto de estudio y referencia para la tesis.

1.5 El problema de investigacion

A partir del panorama presentado en los anteriores apartados, la inquietud inicial
(decantar el papel que la Historia de las Matematicas [HM] cumple —o puede llegar a
cumplir— en la constitucién del conocimiento del profesor de Matematicas) se ha ubicado
como una pregunta de la linea de investigacion del EPM que estudia el conocimiento del
profesor de Matematicas, poco explorada en este campo, y se ha precisado el interés por
la teoria euclidiana de la razén y la proporcién, especificamente la referida en los
documentos resultantes de la investigacion histdrica sobre el Libro V de Elementos. De
esta manera la inquietud inicial se puede replantear a través de la siguiente pregunta de
investigacion: écual es el potencial formativo de la historia de la teoria euclidiana de la
razon y la proporcion, contenida en el Libro V de Elementos, en la constitucién del
conocimiento del profesor de Matematicas?

Esta pregunta, al examinarse a la luz de aquello que planteamos en el apartado 1.3.1, para
el caso de la linea/plano del conocimiento profesional del profesor de Matematicas, puede
descomponerse en al menos cuatro preguntas, de las cuales a las dos primeras
procuraremos aportar respuestas a través de la tesis, y en cierto sentido, a través de estas
dos, se sintetiza el problema de investigacién, a saber:

1. ¢Cudl es el potencial que la historia de la teoria euclidiana de la razén vy la
proporcién tiene para influir sobre las concepciones de los profesores de
Matematicas?

2. ¢Qué aportes podria llegar a hacer la historia de la teoria euclidiana de larazén y la
proporcién a los conocimientos o competencias de los profesores de
Matematicas?
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3. ¢éQué del conocimiento histdrico sobre la historia de la teoria euclidiana de la razén
y la proporciéon afecta efectivamente la accién docente del profesor de
Matematicas?

4. ¢Qué tipo de reflexiones se generan en/desde la practica docente, a partir de la
integracion de la historia de la teoria euclidiana de la razén y la proporcion en las
acciones docentes del profesor de Matematicas?

De manera colateral a las preguntas de los numerales 1 y 2 se disponen algunas otras
preguntas que le complementan; asi, a continuacion planteamos ejemplos de
interrogantes, los cudles hemos venido decantando y son objeto también de nuestros
intereses investigativos:

(i) éLa teoria euclidiana de la razén y la proporcion ha constituido un objeto de
estudio para la investigacién en el ambito de la relacion HM-CPM?

(ii) éTiene la historia de la teoria euclidiana de la razén y la proporcidon un valor
pedagdgico intrinseco a favor de la educacidn del profesor de Matematicas?

(iii) ¢Qué caracteristicas posee la historia de la teoria euclidiana de la razéon y la
proporcién efectivamente existente?

(iv) éCdmo las caracteristicas de la teoria euclidiana de la razén y la proporcion
determinan las posibilidades de educacién de los profesores de Matematicas?

(v) éLa historia de temas matematicos (como la razén y la proporcion) que tienen un
tratamiento tan difuso en las matematicas escolares (Guacaneme, 2001, pp. 236-
249), provee conocimiento relevante® al profesor de Matematicas?

Por otra parte, en el discurso presentado en los anteriores apartados, han quedado
planteadas algunas cuestiones que consideramos necesario explicitar en este punto y que,
por supuesto, incrementan el acervo de preguntas investigativas relacionadas con la tesis.

(vi) éSi bien el estudio de la relaciéon entre la Historia de las Matematicas y el
conocimiento del profesor de Matematicas no ha tenido un amplio tratamiento en
el campo de la EPM, en la Educacidn Matematica (como campo de investigacion
ascendente del de la EPM) ha tenido un tratamiento semejante?

(vii) ¢éSi bien en los modelos clasicos de los componentes del conocimiento del
profesor la HM se ubica en relacién con el conocimiento disciplinar, puede esta

? Usamos la palabra “relevancia”, dado que en uno de los programas de integracion de la HM en la educacion del
profesor de Matematicas (Bruckheimer & Arcavi, 2000, p. 136) se resefia esta como una de las principales caracteristicas
de su trabajo.
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tener una relacion con otros componentes e incluso llegar a constituir un
componente?

(viii) éCémo se caracterizan las estrategias curriculares de formacién en HM en
los planes de estudio de los programas colombianos de formacién de profesores
de Matematicas?

1.6 Intencionalidad

La investigacion propuesta tiene algunos fines que atienden a su estatus de tesis en el
marco de un Doctorado en Educacion. Asi, por un lado, el desarrollo de la tesis constituye
un ejercicio académico de formacidn en la investigacién que procura, a través de la accién
investigativa y de la reflexion sobre esta, promover competencias investigativas de alta
calidad en el doctorando. Igualmente, pretende apoyar la formaciéon de un investigador
colombiano, con proyeccion internacional, que aborde el estudio de problematicas
nacionales e internacionales en relacién con la educacién de los profesores de
Matematicas y, de esta manera, acrecentar el potencial investigativo del pais en esta
materia y apoyar el planteamiento y la solucion de las problematicas propias de la
educaciéon de los profesores de Matematicas, desde una perspectiva no suficientemente
explorada en el pais, como lo es la Historia de las Matematicas. En suma, desde esta
perspectiva se pretende:

(i) Promover el desarrollo de competencias investigativas como parte fundamental de
la formacién doctoral.

(ii) Aportar a la comprensién, personal e institucional, de las problematicas
relacionadas con la educacién del profesor de Matematicas en el contexto nacional
e internacional.

Desde una perspectiva diferente, a través del desarrollo del proyecto de investigacion se
propone lograr una ilustracién, a través del estudio de la teoria euclidiana de la razén y la
proporcidon, de las posibilidades reales de participacion del discurso de la HM en la
educaciéon del profesor de Matematicas. Esto implicard la identificacidon, recapitulacidon o
disefo de algunas categorias de analisis, que versen sobre: las caracteristicas de la HM (o,
mejor, de los documentos resultantes de la investigacidon histérica) que podrian ser
relevantes atender en la integracién de la HM a la educacién de los profesores, las razones
gue se arguyen a favor de incorporar el estudio de la HM como parte de los discursos
necesarios para el ejercicio docente del profesor de Matematicas, los propdsitos que se
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persiguen con el estudio de la HM, y las estrategias metodolégicas de incorporacidn de la
HM en la educacién de los profesores de Matematicas. En este sentido interesa:

(iii) Contar con unas categorias de andlisis que favorezcan la caracterizacién de los
documentos resultantes de la investigacidn histdrica sobre la teoria euclidiana de
la razén y la proporcion.

(iv) Analizar los documentos que reportan la historia de la teoria euclidiana de la razén
y la proporcién a la luz de las categorias y develar, en consecuencia, el potencial
formativo de tal historia.

1.7 Estrategia metodoldgica

1.7.1 Momentos o fases

Atendiendo al exiguo tratamiento que acerca de las preguntas de investigacion reportadas
antes, se hace en el campo de la EPM, una de las primeras acciones en el desarrollo de la
tesis es el estudio de la literatura proveniente esencialmente del campo de la Educacidn
Matematica, que reporta las acciones y reflexiones académicas en torno a la relacién
“Historia de las Matematicas — Educacion Matematica”. Ello permite disponer de una
aproximacion al estado del arte de la reflexién e investigacion en torno a tal relacion.

Una vez realizada la aproximacion a dicha relacion, procuramos explorar si en efecto el
papel del conocimiento historico en el conocimiento profesional del profesor de
Matematicas constituye —o podria constituir— una linea de investigacion e intervencion,
y de ser asi, establecer el estado de desarrollo de la misma. A través de esta exploracion
se intenta establecer un marco de referencia en torno a las preguntas relacionadas con las
caracteristicas de la HM que se vincula a los procesos educativos de los profesores de
Matematicas, los argumentos que se esgrimen a favor de la integracién de la HM en tales
procesos, las intenciones que se persiguen con dicha integracion, y las estrategias
metodoldgicas que se han disefiado e implementado para que los profesores de
Matematicas se apropien y usen los discursos histdricos.

Estudiamos entonces, a modo de recensién, los documentos que hemos identificado
versan sobre la teoria euclidiana de la razén y la proporcion del Libro V de Elementos para,
de una parte, obtener una perspectiva de la teoria expresada en tal tratado y, de otra
parte, familiarizarnos con los discursos expresados en los documentos. Procedemos luego
a caracterizar los documentos estudiados, atendiendo a las categorias de andlisis
constituidas en el marco de referencia, citado antes.
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Finalmente, se precisa el potencial formativo que los documentos que versan sobre la
teoria euclidiana de la proporcién tienen a favor del conocimiento del profesor.

1.7.2 Tipo de investigacion
Como se puede apreciar en las cuatro fases antes descritas, la investigacion es
esencialmente cualitativa e incluye estudios descriptivos e interpretativos.

La primera fase implica la identificacion de la literatura a estudiar, una cierta
categorizaciéon u ordenacién que, en la medida de lo posible, supere la cronologia de
publicacidn y una interpretacién de las lineas de investigacién o problemas que han sido
planteados o estudiados. Asi mismo incluye una descripcién de aspectos sociales
relacionados con la existencia de comunidades dedicadas a la investigacién y de los
rituales académicos que las determina.

La segunda fase profundiza en la literatura que aborda especificamente la relacion entre la
HM vy el conocimiento del profesor de Matematicas. Su interés fundamental es construir
unas categorias de analisis que emerjan de los planteamientos identificados en los
documentos y que se refieran a los tipos de historia, las justificaciones, las
intencionalidades y las estrategias metodolégicas propuestas para la educacién de los
profesores en asuntos de la HM.

La tercera fase contempla el estudio de los documentos resultantes de la investigacién
histdrica sobre la teoria euclidiana de la razén y la proporcién; aca la investigacion se
realiza con apoyo del andlisis de contenido [AC] (Bardin, 1986; Ruiz Silva, 2006), entendida
como una opcidn metodoldgica primaria. Bajo esta, los documentos citados se asumen
como fuente de informacidn primaria y son sometidos a los tres niveles del AC. Asi, en el
nivel de superficie, inicialmente se hace una descripciéon de la informaciéon en ellos
contenida. En un segundo nivel, o nivel analitico, se clasifica su contenido a través de
algunas de las categorias establecidas previamente en la segunda fase referida antes o en
las que eventualmente emerjan del estudio de los mismos documentos. Entonces, en el
nivel interpretativo, y atendiendo al panorama logrado sobre los modelos del
conocimiento del profesor de Matematicas, se elaborara un texto que le asigne sentido a
la investigacién histérica analizada en relacidn con el conocimiento del profesor. Este
ultimo nivel corresponde a la cuarta fase resefada antes.

Bajo esta dptica debe ser claro que la tesis no contempla una investigacion de caracter
empirico, quiza como seria deseable en las investigaciones educativas. En efecto, no
incluye el disefio e implementacién de estrategias educativas, ni la valoraciéon de su
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efectividad o impacto. A pesar de ello, coincidimos con varios autores que han sefialado la
necesidad de realizar investigaciones de orden empirico que permitan develar el valor
efectivo de la Historia de las Matematicas en el aprendizaje de las Matematicas, y
ampliamos esta divisa al plano de la educacién del profesor de Matematicas y por tanto al
conocimiento del mismo.

Asimismo, deberia ser claro que esta no es una investigacion de caracter histérico, pues
no intenta describir ni interpretar un hecho u obra matematica del pasado, aunque si
aborda los resultados de la investigacion histérica como objeto de estudio. Una manera
alterna de formularlo es decir que la investigacion no es de HM sino sobre la HM, o de
manera mas precisa sobre la apropiacién y uso del conocimiento histdrico.

1.7.3 Estrategias de divulgacion

Desde el inicio de los estudios doctorales y en el anteproyecto presentado en ese
momento (Guacaneme, 2006) definimos que los avances en la construccion del proyecto
de investigacidn y los avances parciales de la investigacion fuesen objeto de divulgacidn y
discusion a través de los medios que ha definido la comunidad académica para comunicar
sus inquietudes y desarrollos.

La razén fundamental de esta decisidon es que creemos firmemente que el conocimiento
sobre la educacion del profesor de Matematicas se nutre a través de la interaccién que se
da en una comunidad académica, cuando se discute con sus miembros los avances
parciales de la investigacion (aun en estados de desarrollo emergentes, hipotéticos o
especulativos) y se construye en, y a través de, las acciones reflexivas y argumentativas del
equipo de investigacion (estudiante y asesor para el caso de la tesis).

Bajo esta decisidn previmos la presentacion de avances y resultados en algunos eventos
de Historia de las Matematicas y de Educacidn Matematica de ponencias, asi como la
publicacidn de documentos de avance en revistas o libros especializados.
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2 Estudio de la relacion Historia de las
Matematicas — Educacion Matematica

Como lo anunciamos en la introduccion de la tesis, en este capitulo presentamos una
aproximacion al estado del arte en torno a la relacién “Historia de las Matemadticas —
Educacion Matemadtica”; tal aproximacion, planteada como un primer momento o fase del
desarrollo de la tesis, ha sido lograda al explorar la literatura proveniente del campo de la
Educacién Matematica, a través de la cual se reportan las acciones y reflexiones
académicas en torno a tal relacion.

Asi, hemos verificado que esta relacidn ha sido un tema ampliamente documentado en la
literatura especializada y que existe un estudio internacional sobre la misma; igualmente,
hemos constatado la existencia y actividad de una comunidad internacional que la asume
como objeto de estudio y en consecuencia la existencia de eventos académicos y revistas
especializadas en tal relacion. Esta aproximacion nos lleva a reconocer: la existencia de
cuatro ambitos de interpretacién de la relacion HM—EM (la Historia de las Matematicas en
la ensefianza de las Matematicas, la Historia de las Matematicas en las investigaciones del
campo de la Educacion Matemadtica, la Historia de las Matematicas en la educacion del
profesor de Matematicas y la Historia de la ensefianza de las Matematicas); la Didactica de
la Historia de las Matematicas como escenario para el estudio de la relacién HM—-EM; vy, la
exigua atencion a los vinculos de la Filosofia de las Matematicas con la relacion HM—EM.

Antes de entrar en materia, debemos sefialar que algunas de las ideas acd expuestas

constituyeron el objeto de cuatro ponencias presentadas a la comunidad nacional de
. s e 30

Educacién Matematica™.

* ponencia “Una aproximacién al estado del arte de la relacion Historia de las Matematicas-Educaciéon Matematica”
presentada en el | Seminario Internacional y VI Nacional de investigacion en Educacién y Pedagogia (Simposio del Enfasis
en Educacion Matematica del Doctorado interinstitucional). Bogota, 29 a 31 de mayo de 2007.
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2.1 La literatura sobre la relacion “Historia de las Matematicas
— Educacion Matematica”

La revision de la literatura especializada en la relacion objeto de estudio, conduce a
reconocer: monograficos de revistas del campo de la Educacién Matematica, revistas
especializadas, inventarios bibliograficos, articulos, libros (uno de ellos, un estudio
internacional especifico (Fauvel & van Maanen, 2000)) y conferencias, sobre la relacién en
cuestion.

Advertir tal panorama, caracterizado por una abundancia documental no evidente a gran
parte de la comunidad de educadores matematicos, constituye un avance y resultado del
desarrollo de la tesis, a la vez que impone un reto mayusculo a la comunidad interesada
en la relacion HM-EM, pues invita a la elaboracién de clasificaciones documentales, tarea
gue supera ampliamente las posibilidades de una tesis como la nuestra. A este respecto
vale la pena resenar que incluso en el reporte del estudio internacional citado, a pesar de
haber dado la discusion sobre posibles clasificaciones, no se presenta la documentacién
bibliografica organizada a través de clasificacion documental alguna y solo se hace
mencién a una clasificacion de documentos alemanes y holandeses, propuesta por Harm
Jan Smid, compuesta por cinco categoriasgl; igualmente, es pertinente mencionar que en
el marco del programa de Especializacion en Educacion Matematica de la Universidad
Pedagdgica Nacional, con estudiantes de la cohorte 2013, se realizd una clasificacidn
inicial, en siete categorias®, de algunos documentos.

Conferencia “Una aproximacién a la relacién 'Historia de las Matematicas — Educacion Matematica', expuesta en el
marco del lll Congreso Regional de Matematicas. Girardot, 1 a 3 de noviembre de 2007.

Ponencia en la mesa tematica “Historia de las Matematicas y de la Educacion Matematicas” celebrada en el 13°
Encuentro Colombiano de Matematica Educativa. Medellin, 11 a 13 de octubre de 2012.

Comunicacion “Aproximacion a la relacion ‘Historia de las Matematicas - Educacion Matematica’ en el ultimo
quinquenio”, presentada en coautoria con Harry Augusto Gomez Espinoza (estudiante de la Maestria en Docencia de la
Matemadtica de la Universidad Pedagdgica Nacional), en el marco de la 42 Escuela de Historia y Educacion Matematica.
Santiago de Cali, 9 a 11 de octubre de 2013.

* (i) Discusiones sobre las posibilidades y ventajas del uso de la Historia de las Matematicas en la ensefianza y
aprendizaje de las Matematicas. (ii) Ejemplos, guias didacticas y sugerencias para los maestros sobre como utilizar el
material histérico en sus clases. (iii) Recursos histéricos ya elaborados para su uso en el aula. (iv) Descripciones sobre el
uso en la clase de material histérico. (v) Resultados de investigacion sobre los resultados y efectos (afectivos y
cognitivos) de la utilizacién de materiales histéricos. (Fauvel et al., 2000, p. 372).

32 (i) Documentos de Historia de las Matematicas. (ii) Documentos de reflexiones tedricas sobre la HM en la educacion
en Matematicas. (iii) Documentos que exhiben resultados de investigaciones sobre la comprension o aprendizaje de
ideas matematicas, mediada por la intervencién de HM. (iv) Proyectos de aula o talleres donde se integra la HM en la
educacion en Matematicas (v) Documentos que exhiben problemas histéricos propuestos en el aula. (vi) Disefios
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Por ello, a continuacién nos limitamos a presentar un inventario —naturalmente
incompleto— organizado por el tipo de documento en cuestion y atendiendo a la
cronologia de los documentos; a propdsito de esta ultima variable, debemos reconocer
que si bien inicialmente creimos conveniente definir nuestra ventana de observacion en
un lapso que cubriera las tres ultimas décadas, esta condicién cobré un cardcter tan
relativo que dificilmente terminamos atendiéndola.

2.1.1 Monograficos de revistas

La indagacion realizada, relativa a la identificacion de la literatura pertinente, nos condujo
a identificar mas de una docena de niumeros monograficos de revistas especializadas en
Educacién Matematica cuyo contenido aborda aspectos de la relacion objeto de estudio:

e For the learning of mathematics 11 (2), 1991.

e The Mathematical Gazette 76, (475), 1992.

e For the learning of mathematics 17 (1), 1997.

e Mathematics in school 26 (3), 1997.

e Mathematics in school 27 (4), 1998.

e Mathematics teacher 93 (8), 2000.

e UNO. Revista de Didactica de las Matematicas 26, 2001.
e Mathematics in school 32 (1), 2003.

e Mediterranean Journal for Research in Mathematics Education 3 (1-2), 2004
e FEducational Studies in Mathematics 66 (2), 2007.

e Epsilon. Revista de Educacién Matematica 28 (1), 2011.
e ZDM 44 (4) 2012.

e Science & Education 23 (1), 2014.

e PRIMUS. 24 (8), 2014.

Veamos, a continuacién algunas anotaciones sobre el contenido de cada uno de los
monograficos de las revistas citadas.

curriculares generados a partir de la consideracion sobre el conocimiento histérico. (vii) Documentos que versan sobre la
HM en la educacién de los profesores de Matematicas. (Guacaneme, Angel, & Bello, 2013, p. 6).
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Imagen 5 Caratula de la revista For the learning of mathematics 11 (2), 1991

En el afio 1991 se publicd este nimero de la revista canadiense, el cual incluyd el editorial
y nueve> articulos (Fauvel, 1991b; Fihrer, 1991; Gardner, 1991; Ofir, 1991; Rogers, 1991;
Russ, et al.,, 1991; Thomaidis, 1991; van Maanen, 1991; Zaslavsky, 1991), todos ellos
referidos a la relacion HM—EM, esto en razén a que contiene articulos presentados en la
International Conference on History in Mathematics Education, HIMED 90, llevada a cabo
en Leicester en abril de 1990. Particularmente, en aquel ejemplar se procurd una revision
de las maneras en que la Historia de las Matematicas puede ser usada en las clases de
matematicas y de las motivaciones para hacerlo. Ademas, se discutieron otras cuestiones
(v.g., asuntos politicos) que rodean la introduccién de una dimension histdrica en la
educacion en Matematicas. Una exploracion de los contenidos de los articulos permite
reconocer documentos que aluden a: la intervencién de la Historia como elemento de
motivacion hacia las Matematicas, la intervencién de la Historia ligada al pensamiento y
comprensién matematica de los estudiantes, referencias bibliograficas sobre Historia de
las Matematicas, la reflexion sobre el papel de la Historia de las Matematicas en la
concepcién o conocimiento sobre las Matematicas, y reflexiones sobre el conocimiento de
los profesores relativas a la intervencién de la Historia de las Matematicas en su quehacer
docente.

33 . . . . . . .
Este nimero puede variar (y llegar a ser quince) si se considera que uno de los articulos (Russ et al., 1991) tiene
contribuciones separadas de varios autores.
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Number 475 March 1992

THE MATHEMATICAL ASSOCIATION om

Imagen 6 Caratula de la revista The Mathematical Gazette 76 (475), 1992

El editorial de este ejemplar de la revista reporta que este niumero “[...] es una edicién
especial sobre el uso de la Historia de las Matematicas en la ensefianza de esta materia.”;
se afirma, ademas, que el contenido pretende atender a la diversidad del publico lector de
la revista. Quiza para atender a esta intencién, los veinte articulos en conjunto (Cooper,
1992; Crilly, 1992; Fauvel, 1992; Fowler, 1992; Fihrer, 1992; Furinghetti, 1992; Gardiner,
1992a, 1992b; Hadley & Singmaster, 1992; Heiede, 1992; Kool, 1992; Mackinnon, 19923,
1992b; Ofir & Arcavi, 1992; Parameswaran, 1992; Pritchard, 1992; Ransom, 1992; Rauff,
1992; J. D. Smith, 1992; Tahta, 1992; van Maanen, 1992) abordan un amplio espectro
tematico de tal suerte que se reconocen trabajos que presentan referencias bibliograficas
sobre Historia de las Matematicas y otros que exhiben experiencias y reflexiones en torno
a: la intervencion de la Historia como elemento de motivacidn hacia las Matematicas, la
intervencion de la Historia ligada al pensamiento y comprension matematica de los
estudiantes, la intervencion de la Historia en la transformacion de la ensefianza de las
Matematicas, y las reflexiones sobre el conocimiento de los profesores sobre la
intervencion de la Historia de las Matematicas.
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Imagen 7 Caratula de la revista For the learning of mathematics 17 (1), 1997

La revista canadiense publicé en la misma década un segundo ejemplar con varios
articulos dedicados a la relacion HM—EM, pero esta vez la reflexién se dirige no solo a la
intervencion en la clase de Matematicas, sino que aborda también la intervencion en la
investigacion en Didactica de las Matematicas y el nexo de la Historia de las Matematicas
con otros dominios disciplinares.

De manera especifica seis de los nueve articulos versan sobre: (i) La ensefianza de los
negativos desde diversas aproximaciones histéricas, (Hitchcock, 1997). (ii) La Psicologia, la
epistemologia histdorica y la ensefianza de las Matematicas, (Radford, 1997). (iii)
Epistemologia, Historia y ensefanza de las Matematicas, (Bkouche, 1997). (iv) Historia,
epistemologia y metodologia en la investigacion didactica, (Waldegg, 1997). (v) Historia de
las Matematicas, Educacién Matemadtica y practica escolar, (Furinghetti, 1997). (vi)
Algunas ideas para el uso de la Historia en la ensefianza de las Matematicas, (Katz, 1997).

Los seis documentos se pueden clasificar en los siguientes grupos:
e [ntervencion de la Historia como elemento de motivacion hacia las matematicas:

(Furinghetti, 1997).

o Reflexién sobre el papel de la Historia de las Matematicas en la concepcidn sobre las
matemadticas: (Hitchcock, 1997), (Furinghetti, 1997) y (Katz, 1997).

o Reflexiones sobre el conocimiento de los profesores sobre la intervencién de la
Historia de las Matematicas: (Bkouche, 1997).

e Reflexiones sobre la Historia en la investigacién didactica: (Radford, 1997) vy
(Waldegg, 1997).
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Imagen 8 Caratula de la revista Mathematics in school 26 (3), 1997

Esta revista, dirigida en esencia a los profesores de Matematicas de todos los grados, en
ejercicio o en formacidn, presenta una serie de articulos de Historia de las Matematicas en
los que se aborda: los vinculos de desarrollo o decadencia de las Matematicas en relacion
con a los periodos de avance o declive de las civilizaciones donde tiene lugar la actividad
matematica (Sawyer, 1997); la discusion acerca de la naturaleza y caracter de la
Matematica griega y la de otras civilizaciones antiguas (Joseph, 1997); el uso, en la Europa
Medieval, de un instrumento para hacer calculos numéricos, semejante al dbaco (Oliver,
1997); el caracter masculino de las Matematicas y el papel que las mujeres matematicas
han jugado en el desarrollo de las Matematicas (Downes, 1997); vy, las historias de algunas
mujeres matematicas que han dejado huella en el campo de las Matematicas (Rothman,
1997). En relacidn con la ensefanza de las Matematicas, esta revista contiene: un articulo
gue anuncia las problematicas que abordara el estudio ICMI, en relacién al papel de la
Historia de las Matemadticas en la ensefianza y aprendizaje de las Matematicas (Fauvel &
van Maanen, 1997b); un estudio de un tratado de trigonometria del siglo XIX que conlleva
al uso de logaritmos para hacer cdlculos y que ilustra la manera como los libros modernos
han evolucionado para hacer mas accesibles las ideas matematicas a un mayor nimero de
estudiantes (French, 1997); y, la descripcién de una estrategia de clase en torno a la
presentacion breve de matematicos famosos, como oportunidad para indagar y aprender
(Taverner, 1997).
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Imagen 9 Caratula de la revista Mathematics in School 27 (4), 1998

La revista inglesa de la Mathematical Association dedica un nuevo ejemplar enteramente
a la Historia de las Matematicas y a su intervencion en la ensefianza de las Matematicas.
Una mirada a los catorce articulos de esta revista, permite identificar al menos cinco
documentos de Historia de las Matematicas (R. P. Burn, 1998a, 1998b; Eagle, 1998; Van
Brummelen, 1998; Weeks, 1998) y uno que presenta referencias bibliograficas sobre esta
(Barrow-Green, 1998); los ocho restantes (Ernest, 1998; Fauvel, 1998; Furinghetti &
Somaglia, 1998; Maher, 1998; Ponza, 1998; Rice, 1998; Robson, 1998; van Maanen, 1998),
se refieren a la intervenciéon de la Historia como elemento de motivacion hacia las
Matematicas, la intervencion de la Historia ligada al pensamiento y comprension
matematica de los estudiantes o al papel de la Historia de las Matematicas en la
concepcidén sobre las Matematicas.

Imagen 10 Caratula de la revista Mathematics teacher 93 (8), 2000

Esta revista norteamericana dedicd una edicidn especial a la Historia de las Matematicas y
a la manera de presentarla en las clases de Matematicas. Su cerca de una decena y media
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de articulos presentan experiencias y sugerencias de intervenciéon de la Historia de las
Matematicas en las clases de Matemadticas (Barry, 2000; Camp, 2000; Horn, Zamierowski,
& Barger, 2000; Lightner, 2000; Rubenstein & Schwartz, 2000; Shirley, 2000; Shotsberger,
2000; Simonson, 2000a; Wilson & Chauvot, 2000); de igual manera exponen algunos
elementos de génesis y evolucidon de conceptos puestos en juego en el ambito escolar
(Davitt, 2000; D. W. Smith, 2000). Asimismo hay al menos un articulo que discute la
intervencion de la Historia de las Matematicas en las clases de Matematicas (Marshall &
Rich, 2000). Llama la atencién la inclusién de dos articulos que podrian ser catalogados
como de historia de la educacion en Matematicas (Gray, 2000; McComas, 2000) y la
resefia de varios libros de Historia de las Matematicas (Allen, 2000; Bonsangue, 2000;
Foley, 2000; Katz, 2000a; Lasher, 2000; Ross, 2000).

Imagen 11 Caratula de la revista UNO. Revista de Didactica de las Matematicas 26, 2001

Los articulos de este nimero monografico dedicado a la Historia de las Matematicas
contienen diversos enfoques que son complejamente discutidos en la introduccién
editorial del mismo (Velazquez, 2001). Asi, en los articulos centrales, se presenta una
discusidn de la introduccién de la Historia de las Matematicas en el aula y se ilustra con
hechos y temas histdricos cldsicos tal intervencidn (Santiago Fernandez Fernandez, 2001)
o con la incorporacion de un juego ancestral (Rupérez Padrén & Garcia Déniz, 2001), se
aboga y propone la necesidad de considerar “otras” historias (es decir, historias
personales, colectivas o no hegemonicas) para favorecer el ambito cultural de las
Matematicas y de la educacion en estas (A. J. Bishop, 2001; Nomdedeu, 2001), y se
presenta una mirada multifacética a la Historia de las Matemadticas del siglo XX (Martifién
Cejas, 2001), que deja entrever una manera mas amplia de entenderla.
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Imagen 12 Caratula de la revista Mathematics in school 32 (1), 2003

Como se sefiala en la editorial de este numero de la revista inglesa, la coleccion de
articulos de esta edicidon ofrece la oportunidad de comprender el uso de la Historia en las
clases de Matematicas, entendiéndola como un ambito que permite tanto incorporar
elementos aspectos culturales en las clases, como recordar que las Matematicas son
creadas por seres humanos, a menudo motivados por resolver problemas del mundo real.
Bajo esta Optica se presentan algunas estrategias para usar la Historia de las Matematicas
en el aula (Chassapis & Kotsakosta, 2003; Kool, 2003; Ransom, 2003; Singh, 2003; Van
Brummelen, 2003); adicionalmente se incluyen algunos articulos que contienen elementos
sobre la historia de algunos temas matemadticos (D. Brown, 2003; B. Burn, 2003; Oliver,
20033, 2003b; Weeks, 2003a, 2003b). Vale la pena resaltar la presencia de un documento
(Furinghetti & Paola, 2003) que describe un CD-ROM, disefiado para profesores, que
contiene materiales histdricos y educativos adecuados para el disefio de una secuencia de
instruccién, que se base en la Historia de las Matematicas.

MEDITERRANEAN JOURNAL
RCH IN
CS EDUCATION

Imagen 13 Caratula de la revista Mediterranean Journal for Research in Mathematics Education 3 (1-2), 2004
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Como se menciona en el editorial de esta revista (Siu & Tzanakis, 2004), el contenido de
este numero especial reedita varias de las ponencias presentadas en el grupo de estudio
tematico (TSG17) titulado “El papel de la Historia de las Matematicas en la Educacién
Matemdtica”, en el marco de la décima version del ICME (10" International Congress on
Mathematics Education). En el mismo editorial se propone una clasificacion de los
documentos en cuatro grupos, relacionados con: (i) Asuntos epistemoldgicos relevantes a
la relacién entre Matematicas, Historia y Educacion Matematica (Bagni, 2004; Furinghetti,
2004; Zormbala & Tzanakis, 2004). (ii) La educacion del profesor de Matematicas en
Historia de las Matematicas (y su relacidén con otras disciplinas) y en la familiarizacién con
materiales de inspiracion histérica para ser empleado en el aula (Barabash & Guberman-
Glebov, 2004; Waldegg, 2004). (iii) La construccion de material didactico para ser usado en
las clases o por profesores de Matematicas (Helfgott, 2004; Taimina, 2004; Tattersall &
McMurran, 2004). (iv) Experiencias y fundamentos sobre el uso de la Historia de las
Matematicas en el aula de clase (Charette, 2004; Fung, 2004).

Imagen 14 Caratula de la revista Educational Studies in Mathematics 66 (2) 2007

Esta revista, compuesta por una introduccién (Radford, Furinghetti, & Katz, 2007) que
discute aspectos centrales de la relacién HM—-EM vy nueve articulos, estd dedicada por
entero a tal relacion y exhibe una mirada muy actualizada de esta. Dicha mirada si bien
contempla asuntos tratados antes (v.g., el paralelismo entre la evolucion histdrica de
conceptos matematicos y el proceso de su ensefianza y aprendizaje (Thomaidis &
Tzanakis, 2007), la importancia de la Historia de las Matematicas en una ensefianza no
convencional o tradicional (Furinghetti, 2007)), los aborda de manera critica y profunda;
igualmente, incluye en su marco de reflexiéon otros asuntos relacionados con: la Historia
de las Matematicas como medio para la formacion de competencias profesionales y
creencias para el ejercicio docente (Arcavi & Isoda, 2007; Furinghetti, 2007; Hgyrup,
2007); las caracteristicas del conocimiento matematico y del conocimiento histérico de las
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Matematicas y aquello que la forma de conocer para cada uno puede implicar para la
educacion en Matematicas (Fried, 2007); las diferencias entre el conocimiento histérico y
filoséfico de las Matematicas y sus implicaciones para los analisis de herramientas vy
contextos educativos (Otte, 2007); la historia de algunos temas matemadticos y su relacion
con las matematicas escolares (Barbin, 2007; Katz & Barton, 2007; Radford & Puig, 2007).

Imagen 15 Caratula de la revista Epsilon 28 (1), 2011

Esta edicion de la revista espanola de la Sociedad Andaluza de Educacion Matematica
“Thales”, se presenta como un monografico a través del cual investigadores y profesores
presentan diversos tratamientos y propuestas para trabajar la Historia de las Matematicas
en si misma y en relacién con la Educacion Matematica. Como lo sefiala su editor (el
colombiano Alexander Maz Machado), la revista incluye articulos de contenidos tedricos,
metodolégicos, educativos y divulgativos.

Se incluyen asi, dos articulos que exhibe unas herramientas conceptuales y metodoldgicas
para contextualizar la investigacién en HM—-EM (Gémez, 2011; Picado & Rico, 2011), un
articulo sobre la historia de la formacién de profesores en Aritmética y Algebra en un
momento de la historia espafiola (Sierra Vazquez & Lopez Esteban, 2011), tres articulos de
Historia de las Matematicas (uno sobre el Teorema de Rolle (C.-O. Suarez Aleman, 2011),
el otro sobre los conceptos de maximo y minimo (Gonzélez Astudillo, 2011) y el dltimo
sobre problemas asociados a los primeros desarrollos del Calculo integral (Aranda
Ballesteros & Gémez Lara, 2011)), un articulo que expone consideraciones sobre una
visién anacrénica de la regla de la cadena (al considerarla ligada a la composicion de
funciones) y sus implicaciones diddacticas (Campistrous, Lépez Fernandez, & Rizo Cabrera,
2011), un articulo de sociologia de las Matematicas (Peralta, 2011), y tres documentos de
experiencias e iniciativas para la implementacién en el aula desde/de una perspectiva
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histérica (de la Fuente Martinez, 2011; Quirds Bajo, 2011; Salinas-Herrera, Adamuz-
Povedano, & Jiménez-Fanjul, 2011).

ON Karhinde ,b.

ZDM

The International Journal
on Mathematics
Education

Imagen 16 Cardatula genérica de la revista ZDM

La edicion de este numero especial, dedicado a la historia de la ensefianza de las
Matematicas, estuvo a cargo de Gert Schubring, Fulvia Furinghetti y Man Keung Siu,
qguienes en su editorial (Schubring, Furinghetti, & Siu, 2012) resefian que los articulos de
este numero permiten identificar problemas abiertos en la historia de la ensefianza y
aprendizaje de las Matematicas, que son representativos de todo el campo, e invitan a
académicos competentes para que lleven a cabo la investigacion necesaria respecto de
estos; asimismo, sefialan que los articulos se centran en los procesos de modernizacién en
la ensefianza de las Matemadticas en los periodos de cambios politicos y socio-culturales en
algunos paises.

En este sentido se describen los cambios educativos en China (Chan & Siu, 2012) y Japdn
(Ueno, 2012) generados por el interés de incluir en el Siglo XIX las matematicas
occidentales como parte de su educacién; también se describen estos cambios durante los
siglos XVIII y XIX en los tres paises (Turquia, Egipto y Tunez) que formaban parte del
Imperio Otomano (Abdeljaouad, 2012) y se enfatiza en que durante mucho tiempo, la
condicién bélica que se vivia entonces generd condicionamientos para la ensefianza de las
Matematicas, centrdndola en su empleo en las artes de la guerra, hecho al que tuvo que
enfrentarse la introduccién de las Matematicas occidentales.

La modernizacién de la ensefianza de las Matematicas en algunos paises europeos
también fue objeto de estudio (Francia, Alemania, Italia y Rusia). Asi, para el caso francés,
se revisa el hecho de que en el Siglo XIX la ensefanza se organizd de acuerdo con la clase
social de la que procedian los alumnos, definiendo una “dualidad educativa” que
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caracterizo la educacion primaria para las clases trabajadoras y la educacién secundaria
para las clases acomodadas; a partir de ello se estudia la educacién de los profesores de
primaria, formados en las Ecoles Normales Primaires en la década de 1830 (d’Enfert,
2012). El caso aleman refiere la coexistencia en el Siglo XIX de dos concepciones y
realidades de la ensefianza de las Matematicas (el neo-humanista, con una concepcién
moderna de la educacidon en general y con las Matemdticas como uno de los pilares
fundamentales del plan de estudios, y los “viejos”-humanistas, con un dominio de las
humanidades cldasicas) y las tensiones por su mutua adaptabilidad (Schubring, 2012a). El
articulo referido al caso italiano (Furinghetti & Giacardi, 2012) describe la evolucién de la
profesién de profesor de Matematicas en Italia durante la transicién del pais de un grupo
de pequefios estados a una sola nacién unificada y enfatiza en los curriculos de formacion
en el periodo comprendido entre 1810 (cuando la Scuola Normale Superiore de Pisa fue
creada) y 1920 (cuando las Scuole di Magisterio fueron suprimidas). El caso soviético
reporta como en la época post-revolucionaria el nuevo gobierno del pais se esforzé por
aplicar planes y enfoques audaces y radicales en la educacién matematica y cémo en la
década de 1930 estas reformas erradicadas (Karp, 2012).

Suramérica esta representada por la descripcion de las grandes lineas del desarrollo de la
educaciéon matematica en Brasil desde 1500, haciendo hincapié en el desarrollo de la
educacién matematica secundaria (Carvalho & Dassie, 2012).

El niumero especial de la revista también incluye un articulo (Kilpatrick, 2012) que centra la
atencién en el movimiento mundial de las matematicas modernas, a mediados del Siglo
XX, destacando que aunque fue considerado fallido, este cambié no solo la matematica
escolar, sino también la forma en que las personas y los paises ven las matematicas
escolares.

Science & Education

Comtrivetions frees Mistary, Podstepky
s0¢ Seclegy of Scicats 104 Lovestion

Imagen 17 Caratula de la revista Science & Education 23 (1), 2014
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Esta revista publica un numero especial, compuesto por trece articulos, dedicados a la
Historia, Filosofia y Educacion Matemadtica. Los editores de este numero (Katz, Jankvist,
Fried, & Rowlands, 2014) resefian, como un aspecto a destacar de esta publicacion, el
lugar que han querido asignarle a la Filosofia de las Matematicas, bajo la consideracién de
su importancia para la ensefanza y el aprendizaje de las Matematicas, al aportar, entre
otros, elementos a la comprensién de la naturaleza de las Matematicas.

Los editores reseian, ademas, que han organizado los articulos en cuatro secciones. En la
primera se discuten algunos elementos tedricos sobre el uso de la Historia de las
Matematicas en la ensefianza; ubican alli tres articulos, dos de los cuales aluden al uso de
fuentes originales (Barnett, Lodder, & Pengelley, 2014; Kjeldsen & Petersen, 2014) vy el
tercero (Mosvold, Jakobsen, & Jankvist, 2014) al papel de la Historia de las Matematicas
en la formacién del conocimiento disciplinar y del didactico del contenido del profesor. La
segunda parte se ocupa de usos especificos de la Historia de las Matematicas en el aula;
asi se resefian tres experiencias relacionadas con el cdlculo del nimero pi (Papadopoulos,
2014), las secciones cdnicas (Panagiotou, 2014) y la adopcién de una estrategia
pedagdgica historica (Taani, 2014). Dos de los tres articulos de la tercera parte se refieren
a estudios sobre las creencias o concepciones de los profesores respecto de la Historia de
las Matematicas (Alpaslan, Isiksal, & Haser, 2014; Povey, 2014), en tanto que el tercero
(Fenaroli, Furinghetti, & Somaglia, 2014) reporta una experiencia de formacion de
profesores relativa al concepto de derivada desde una perspectiva histérica. La seccidn
final se ocupa de la relacion entre la Filosofia de las Matematicas y la ensefianza de las
Matematicas (Cable, 2014; Jankvist & lversen, 2014), asi como con un aspecto interesante
de la sociologia de las Matematicas (Fiss, 2014).

Imagen 14 Caratula genérica de la revista PRIMUS
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Este monografico de una de las revistas dedicadas a la Educacion Matematica en/para la
Educacién Superior contiene una introduccién y ocho articulos. Precisamente en la
introduccion Clark & Thoo (2014) seialan que este nimero se centra en la ensefianza y el
aprendizaje de las Matematicas de pregrado utilizando la Historia de las Matematicas
como un vehiculo. Resefian que los primeros cuatro articulos (INCLUIR REFERENCIAS)
discuten la inclusién de algin aspecto de la Historia de las Matematicas en los cursos
universitarios de Matematicas y que los ultimos cuatro (INCLUIR REFERENCIAS) describen
experiencias, de los autores de los mismos, con el disefio y uso de fuentes primarias con
estudiantes universitarios de Matematicas. Agregan que los ocho articulos se distribuyen
entre el siguiente subconjunto de los temas principales del Grupo Internacional de Estudio
sobre las relaciones entre la Historia y Pedagogia de las Matematicas (HPM): (i) Los
resultados, desde el punto cognitivo y afectivo, de experimentos reales en el aula de
implementacién de la Historia en la ensefianza de las Matematicas, a nivel de pregrado y
en la formacién de profesores de Matematicas. (ii) Los resultados de la ensefianza de
cursos de Historia de las Matematicas para estudios especializados en Matematicas,
Educacion Matematica o Filosofia. (iii) Modalidades de integracion en el pregrado de
fuentes primarias y sus efectos educativos, preferiblemente con conclusiones basadas en
experimentos de aula.

2.1.2 Revistas especializadas en la relacion Historia de las Matematicas —
Educacion Matematica

La indagacion bibliografica permitid identificar dos revistas especializadas en la relacidn
HM—-EM, a saber:

e Convergence: Where Mathematics, History and Teaching Interact 1, 2004 a 10,
2013.

e The International Journal for the History of Mathematics Education 1 (1), 2006 a 8
(2) 2013.

Esta revista on line*, producida por The Mathematical Association of America, se centra
en la Historia de las Matematicas y su uso en la ensefanza y se dirige fundamentalmente a
profesores de Matematicas de la secundaria y de los primeros afos de universidad.
Aborda temas relacionados con el Algebra, la combinatoria, la Geometria sintética y

3% A la fecha se ubica en la pagina http://www.maa.org/publications/periodicals/convergence
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analitica, Trigonometria, Probabilidad y Estadistica, funciones elementales, Calculo,
ecuaciones diferenciales y Algebra lineal.

Dentro de los recursos que publica y ofrece: articulos informativos, herramientas como
tesoros matematicos, imagenes de objetos y textos matematicos, retratos para usar en la
clase, traducciones de fuentes originales, actividades de aula, proyectos y mddulos.
Ademas, publica resefias de libros nuevos y antiguos, problemas histéricos, lista diaria de
eventos matematicos historicos, citas y un calendario.

A la fecha en su pagina se referencian seiscientos cuarenta y cinco articulos publicados en
sus diez volumenes. Estos estan clasificados por tres categorias (y en su busqueda se
pueden filtrar por estas), a saber: Tema o materia (v.g., Algebra y teoria de nimeros,
Andlisis, Matematicas aplicadas, Calculo, Diferencial y ecuaciones diferenciales,
Matematica discreta, Geometria y Topologia, Historia de las Matematicas, Logica vy
fundamentos, Educacion Matematica, Tecnologia matematica, Historia matematica,
Numeros y cdlculos, Estadistica y probabilidad), Tipo (v.g., Conjunto de datos, Evento,
Material de instruccién, Material de referencia, Comunidad, Audiovisual) y Formato
(hardware, sistema operativo o software matematico).

International Journal
for the History of
Mathematics Education

Mnna nh w3 e R .

Imagen 18 Caratula del mas reciente nimero de JHME

Como se declara en la pdgina web de la revista®, esta surge para responder a una
necesidad expresada en el Congreso Internacional de Educacion Matematica (realizado en
Copenhague en 2004) y complementar aquello que sobre la historia de la ensefianza de
las Matematicas se publica en revistas de Educacion Matematica y de Historia de las

% http://www.comap.com/historyjournal/
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Matematicas. En esta direccidn se publican dos numeros anuales, que contienen articulos
de investigacién, notas y resefias de libros; hasta la fecha, en sus quince numeros se han
publicado cincuenta y siete articulos, veinticinco notas y quince resefias.

Su objetivo es proveer elementos de recapitulacién de la historia de la ensefianza de las
Matematicas, con el fin de revelar puntos de vista de momentos anteriores (que van
desde la antigliedad hasta finales del Siglo XX) y desentrafiar posibles falacias de sucesos
pasados. Igualmente pretende que en sus publicaciones se supere el caracter inconexo de
las historias nacionales, culturales y sociales y para contribuir a establecer temas vy
caracteristicas del desarrollo de la enseflanza de las Matemadticas en muchas culturas
comunes, diferenciando entre lo que constituye especificidades o particularidades
nacionales y lo que puede ser indicativo de tendencias globales.

Las tematicas se enfocan principalmente en la historia del aprendizaje y la ensefanza de
las Matematicas a nivel escolar y en la Educacién Superior, y en la historia de la formacion
de profesores; asi, se incluyen, entre otros, articulos sobre los procesos de modernizacién
de las practicas de ensefianza, las tendencias en el uso de libros de texto, las politicas de
formacion de profesores de Matematicas, el funcionamiento de las asociaciones o grupos
de profesores de Matematicas.

2.1.3 Inventarios bibliograficos

La indagacidn bibliografica realizada nos condujo también a identificar cuatro inventarios
bibliograficos sobre la relacidn en cuestién. El primero de ellos, desde el punto de vista
cronoldgico, corresponde al editorial de una revista de Educacion Matematica. El otro lo
encontramos en la pagina Web de la British Society for the History of Mathematics
[BSHM], y contiene los resimenes de cerca de un centenar y medio de referencias
relativas a la Historia de las Matematicas en la Educacién Matematica. El tercero (Fauvel,
et al.,, 2000), mucho mas difundido y con un caracter un poco mds internacional,
corresponde al capitulo 11 del estudio internacional del ICMI (Fauvel & van Maanen,
2000). El ultimo, corresponde a la tercera parte del editorial del nimero monografico de la
revista Science & Education (Katz, et al., 2014).

En el editorial, John Fauvel resefia treinta y seis articulos que, en el lapso de 1980 a 1991,
la revista ha publicado, a través de los cuales se ha dado la discusion sobre el uso de la
Historia de las Matematicas en el aprendizaje de las Matematicas o, de manera mas
general, sobre la relacion HM—EM. Los articulos son referenciados en cuatro categorias,
que él mismo califica como difusas, a saber: “discusidon histéricamente informada de
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educacién matematica, discusion de usos de la historia en la educacién matematica,
estudios de caso en ese uso y articulos sobre la historia de la educacién matematica”
(Fauvel, 1991a).

En la pdagina Web de la Sociedad Britdnica de Historia de las Matematicas
(http://www.dcs.warwick.ac.uk/bshm/) estd resefiado®® un documento que contiene

ciento cuarenta y cuatro referencias relacionadas con Historia de las Matematicas en
Educacion. Estas referencias recapituladas hasta el afio 2000, aluden a articulos de
revistas, capitulos de libros (o libros) y conferencias en eventos académicos. En la Tabla 4
registramos las revistas, los libros y las memorias de los eventos considerados en tal
listado, asi como el nimero de referencias para cada uno.

Tipo de Numero de
publicacion Nombre referencias

American mathematical monthly 10 (1), 1994 1

Annals of the history of computing 19 (1), 1997 1

Arithmetic teacher 35 (4), 1987 1

College mathematics journal 29, 1998 1

Educational studies in mathematics 24, 1993; 29, 1995 2

Edumath 6, 1998 1

For the learning of mathematics 1 (1), 1980; 2 (1), 1981; 2 (2), 1981; 2
(3), 1982; 3 (1), 1982; 3 (2), 1982; 4 (3), 1984; 5 (1), 1985; 5 (3), 1985; 6
(1), 1986; 6 (3), 1986; 8 (1), 1988; 8 (3), 1988; 9 (1), 1989; 10 (3), 1990;

Revistas 11 (1), 1991; 11 (2), 1991; 12 (1), 1992; 13 (2), 1993; 13 (3), 1993; 14 48
(2), 1994; 14 (3), 1994; 15 (2), 1995; 15 (3), 1995; 17 (1), 1997; 17 (2),
1997
Humanistic mathematics network journal 19, 1999 1
International journal of mathematics education in science and 3
technology 9, 1978; 26, 1995; 30, 1999
Journal for research in mathematics education 8, 1977 1
Mathematics in school 23 (3), 1994; 26 (3), 1997; 27 (4), 1998 21
Mathematics Teaching 153, 1995; 158, 1997 2
Nonlinear analysis, theory, methods and applications 30, 1997 1

3 El documento durante una época fue accesible a través del enlace

http://www.dcs.warwick.ac.uk/bshm/education/ineduc.html, pero al parecer estd desactivado; actualmente figura el

enlace http://www.dcs.warwick.ac.uk/bshm/abs.html, que parece tener la misma condicién que el anterior.
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PRIMUS 6, 1996 1

Science and education 6, 1997; 7, 1998; 8, 1999 9

Science education 81, 1997 1

The Mathematical Gazette 74 (467), 1990; 76, (475), 1992; 80 (489), 13

1996

UME trends 6 (4), 1994 1

ZDM 98 (1), 1998 1

Zetetiké 5, 1997 1

History in the mathematics classroom: the IREM Papers, 1990 1

Histoire et épistémologie dans I'’éducation mathématique, 1995 5

Teaching mathematics: the relationship between knowledge, 4

curriculum and practice, 1996

Vita mathematica: historical research and integration with teaching, 5

1996

Arithmetic and algebra education, 1996 1
Libros

CBMS Issues in mathematics education 6. Research in Collegiate 1

Mathematics Education Il, 1996

Approaches to algebra: perspectives for research and teaching, 1996 1

Italian research in mathematics education 1988-1995, 1996 1

Geometry turned on! Dynamic software in learning, teaching and 1

research, 1997

Using history to teach mathematics: an international perspective, 2000 3

Proceedings of HPM Meeting, Blumenau, Brazil, 1994 5

. Proceedings of the first European Summer University on the history and

Memorias . g ; , 1

epistemology in mathematics education, 1995

Proceedings of HPM Meeting, Braga, Portugal, 1996 4

Tabla 4 Distribucion de documentos referenciados en el inventario de la BSHM

Este documento (Fauvel, et al., 2000) reporta un inventario de un poco mas de doscientas
ochenta referencias bibliograficas relativas a la relacion HM—-EM publicadas en ocho
idiomas (Chino [48], Danés [23], Holandés [17], Inglés [111], Francés [13], Aleman [36],
Griego [22] e Italiano [14]); asimismo, resefia ocho nimeros especiales o monograficos de
algunas revistas y trece libros. Con ello se pretende tanto aportar una base referencial
para futuros trabajos de investigacion y de innovacién en torno a la relacién HM—-EM,
como ilustrar la amplitud y profundidad de las discusiones y trabajos realizados en
diferentes paises en torno a esta.
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La tercera parte del editorial (Katz, et al., 2014) reporta una lista de treinta y dos lecturas
importantes seleccionadas en el campo de la relacion HM—EM. Esta resefia catorce libros,
ocho capitulos de handbooks, y diez articulos citados con frecuencia. Los editores sefalan
gue esta lista se basa en su conocimiento de la literatura especializada y que la lista
contiene referencias tanto nuevas, como “clasicas”, todas ellas sugeridas como lecturas
fundamentales para los nedfitos en el campo de la relacion HM—EM.

2.1.4 Articulos

Ademas de los articulos de los monograficos de las revistas y a los incluidos en los
catalogos resefiados antes, existe un nimero notable de articulos que versan sobre la
relacion HM—EM. A continuacién presentamos la informacién bibliografica de algunos de
ellos, organizados por la revista que los contiene. Aclaramos que para la seleccidn y orden
de las revistas aca reportadas, hemos atendido los resultados de un estudio que, basado
en el juicio de expertos, identificd y jerarquizd las diecisiete revistas mdas importantes del
campo de la Educacién Matematica (Toerner & Arzarello, 2012)37. Adicionalmente, en los
apartados 2.1.4.16 a 2.1.4.26, hemos incluido informacién de otras revistas, organizadas
alfabéticamente, que publican en Espafiol y no fueron consideradas en el estudio citado,
pero pertinentes para nuestro contexto y proposito.

En esta revista identificamos un total de veintiséis articulos que abordan aspectos de la
relacion HM—EM (ver Tabla 5). Diez de estos articulos han sido ya resefiados como parte
del monografico reportado en 2.1.1.10, dos en el inventario resefiado en 2.1.3.2 , dos en
el inventario aludido en 2.1.3.3 y cuatro en el inventario del editorial citado en 2.1.3.4.

Referencia bibliografica Resefiado en
Siu, M.-K. (1993). Proof and pedagogy in ancient China: Examples from Liu Hui’s 2.1.3.2
commentary on JIU ZHANG SUAN SHU. Educational Studies in Mathematics, 24(4), 2133
345-357.
Swetz, F. (1995). To know and to teach: Mathematical pedagogy from a historical 2.1.3.2
context. Educational Studies in Mathematics, 29(1), 73-88. 2.1.3.3

Fauvel, J., & van Maanen, J. (1997). The role of the history of mathematics in the
teaching and learning of mathematics: Discussion Document for an ICMI Study
(1997-2000). Educational Studies in Mathematics, 34(3), 255-259.

Gulikers, 1., & Blom, K. (2001). ‘A historical angle’, a survey of recent literature on the 2.1.3.4
use and value of history in geometrical education. Educational Studies in
Mathematics, 47(2), 223-258.

%7 Aclaramos que de las diecisiete revista en cuestion hemos excluido dos (Journal fiir Mathematik-Didaktik y Nordisk
matematikkdidaktikk) por nuestras limitaciones con el idioma en que estan escritas.
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Referencia bibliografica Resefiado en
Streefland, L. (2003). Learning from history for teaching in the future. Educational
Studies in Mathematics, 54(1), 37-62.
Bakker, A., & Gravemeijer, K. (2006). An Historical Phenomenology of Mean and
Median. Educational Studies in Mathematics, 62(2), 149-168.
Farmaki, V., & Paschos, T. (2007). Employing genetic ‘moments’ in the history of
mathematics in classroom activities. Educational Studies in Mathematics, 66(1),

83-106.

Radford, L., Furinghetti, F., & Katz, V. J. (2007). Introduction The topos of meaning or 2.1.1.10
the encounter between past and present. Educational Studies in Mathematics, 2.1.3.4
66(2), 107-110.

Arcavi, A., & Isoda, M. (2007). Learning to listen: from historical sources to classroom 2.1.1.10
practice. Educational Studies in Mathematics, 66(2), 111-129.

Furinghetti, F. (2007). Teacher education through the history of mathematics. 2.1.1.10

Educational Studies in Mathematics, 66(2), 131-143.

Radford, L., & Puig, L. (2007). Syntax and Meaning as Sensuous, Visual, Historical forms 2.1.1.10
of Algebraic Thinking. Educational Studies in Mathematics, 66(2), 145-164.

Thomaidis, Y., & Tzanakis, C. (2007). The notion of historical ‘parallelism’ revisited: 2.1.1.10
historical evolution and students’ conception of the order relation on the number
line. Educational Studies in Mathematics, 66(2), 165-183.

Katz, V. J., & Barton, B. (2007). Stages in the History of Algebra with Implications for 2.1.1.10
Teaching. Educational Studies in Mathematics, 66(2), 185-201.

Fried, M. (2007). Didactics and History of Mathematics: Knowledge and Self-Knowledge. 2.1.1.10
Educational Studies in Mathematics, 66(2), 203-223.

Barbin, E. (2007). On the argument of simplicity in Elements and schoolbooks of 2.1.1.10
Geometry. Educational Studies in Mathematics, 66(2), 225-242.

Otte, M. (2007). Mathematical history, philosophy and education. Educational Studies 2.1.1.10
in Mathematics, 66(2), 243-255.

Hgyrup, J. (2007). The roles of Mesopotamian bronze age mathematics tool for state 2.1.1.10
formation and administration — carrier of teachers’ professional intellectual
autonomy. Educational Studies in Mathematics, 66(2), 257-271.

Larsen, S., & Zandieh, M. (2008). Proofs and refutations in the undergraduate
mathematics classroom. Educational Studies in Mathematics, 67(3), 205-216.

Charalambous, C., Panaoura, A., & Philippou, G. (2009). Using the history of
mathematics to induce changes in preservice teachers’ beliefs and attitudes:
insights from evaluating a teacher education program. Educational Studies in
Mathematics, 71(2), 161-180.

Jankvist, U. T. (2009). A categorization of the ‘whys’ and ‘hows’ of using history in 2.1.3.4
mathematics education. Educational Studies in Mathematics, 71(3), 235-261.

Jankvist, U. T. (2010). An empirical study of using history as a ‘goal’. Educational Studies
in Mathematics, 74(1), 53-74.

Schubring, G. (2011). Conceptions for relating the evolution of mathematical concepts
to mathematics learning-epistemology, history, and semiotics interacting.
Educational Studies in Mathematics, 77(1), 79-104. doi: 10.1007/s10649-011-9301-
X

Kjeldsen, T., & Blomhgj, M. (2012). Beyond motivation: history as a method for learning 2.1.3.4
meta-discursive rules in mathematics. Educational Studies in Mathematics, 80(3),
327-349. doi: 10.1007/s10649-011-9352-z
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Clark, K. (2012). History of mathematics: illuminating understanding of school
mathematics concepts for prospective mathematics teachers. Educational Studies
in Mathematics, 81(1), 67-84. doi: 10.1007/s10649-011-9361-y

Otte, M., Campos, T. M., & Abido, A. (2013). Plato, Pascal, and the dynamics of personal
knowledge. Educational Studies in Mathematics, 82(3), 397-415. doi:
10.1007/s10649-012-9435-5

Park, J., Gugler, B., & McCrory, R. (2013). Teaching prospective teachers about fractions:
historical and pedagogical perspectives. Educational Studies in Mathematics, 82(3),
455-479. doi: 10.1007/s10649-012-9440-8

Tabla 5 Articulos de HM—EM en ESM

Ubicamos cuatro articulos referidos a la relacion HM—EM (ver Tabla 6); uno de ellos se
encuentra en dos de los inventarios reseinados.

Referencia bibliografica Resefiado en
McBride, C. C., & Rollins, J. H. (1977). The Effects of History of Mathematics on 2.1.3.2
Attitudes toward Mathematics of College Algebra Students. Journal for Research in 2.1.33

Mathematics Education, 8(1), 57-61.

Ely, R. (2010). Nonstandard Student Conceptions About Infinitesimals. Journal for
Research in Mathematics Education, 41(2), 117-146. doi: 10.2307/20720128

Jankvist, U. T. (2011). Anchoring Students’ Metaperspective Discussions of History in
Mathematics. Journal for Research in Mathematics Education, 42(4), 346-385. doi:
10.5951/jresematheduc.42.4.0346

Bishop, J. P., Lamb, L. L., Philipp, R. A., Whitacre, |., Schappelle, B. P., & Lewis, M. L.
(2014). Obstacles and Affordances for Integer Reasoning: An Analysis of Children’s
Thinking and the History of Mathematics. Journal for Research in Mathematics
Education, 45(1), 19-61. doi: 10.5951/jresematheduc.45.1.0019

Tabla 6 Articulos de HM—EM en JRME

Al menos cincuenta y nueve articulos se han publicado en esta revista canadiense; de
estos treinta y seis fueron reportados en el editorial resefiado en el apartado 2.1.3.1,
cuarenta y tres en inventario del apartado 2.1.3.2, treinta y cuatro en el del 2.1.3.3 y dos
en el editorial del apartado 2.1.3.4. Asi mismo nueve han sido resefiados en el

monografico presentado en el apartado 2.1.1.1 y cuatro en el monografico del apartado
2.1.1.3.

Referencia bibliografica Resefiado en
Tahta, D. (1980). About Geometry. For the Learning of Mathematics. An International 2.1.3.1
Journal of Mathematics Education, 1(1), 2-9. 2.1.3.2
Radatz, H. (1980). Students' Errors in the Mathematical Learning Process: A Survey. For 2.1.3.1
the Learning of Mathematics. An International Journal of Mathematics Education,

1(1), 16-20.
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Agassi, J. (1980). On mathematics education: the Lakatosian revolution. For the 2.13.1
Learning of Mathematics. An International Journal of Mathematics Education, 1(1),

27-31.

Freudenthal, H. (1981). Should a Mathematics Teacher Know Something about the 2.13.1
History of Mathematics? For the Learning of Mathematics. An International 2.1.3.2
Journal of Mathematics Education, 2(1) , 30-33. 2.1.3.3

Wolfson, P. (1981). Philosophy enters the mathematics classroom. For the Learning of 2.1.3.2
Mathematics. An International Journal of Mathematics Education, 2(1), 22-26.

Dhombres, J. (1981). Pédagogie et utilisation de I'histoire: des tensions contradictoires. 2.1.3.1
For the Learning of Mathematics. An International Journal of Mathematics 2.1.3.2
Education, 2(2), 10-15.

Morley, A. (1982). Should a mathematics teacher know something about the history of 2.1.3.1
mathematics? For the Learning of Mathematics. An International Journal of 2.1.3.2
Mathematics Education, 2(3), 46 2.1.3.3

Davis, P. J. (1982). Toward a philosophy of computation. For the Learning of 2.1.3.1
Mathematics. An International Journal of Mathematics Education, 3(1), 2-5. 2.1.3.2

Pimm, D. (1982). Why the history and philosophy of mathematics should not be rated X. 2.1.3.1
For the Learning of Mathematics. An International Journal of Mathematics 2.1.3.2
Education, 3(1), 12-15. 2.1.3.3

Arcavi, A., Bruckheimer, M., & Ben-Zvi, R. (1982). Maybe a mathematics teacher can 2.1.3.1
profit from the study of the history of mathematics. For the Learning of 2.1.3.3
Mathematics. An International Journal of Mathematics Education, 3(1), 30-37. 2.1.3.4

Stowasser, R. (1982). A textbook chapter from an idea of Pascal. For the Learning of 2.1.3.1
Mathematics. An International Journal of Mathematics Education, 3(2), 25-30. 2.1.3.2

2.1.3.3

Howson, G. (1984). The questions remain the same: only the solution change. For the 2.1.3.1
Learning of Mathematics. An International Journal of Mathematics Education, 4(2),

14-17.

Bos, H. J. M. (1984). Mathematics and its social context; a dialogue in the staff room, 2.1.3.1
with historical episodes. For the Learning of Mathematics. An International Journal 2.1.3.2
of Mathematics Education, 4(3), 2-9. 2.1.3.3

Stowasser, R., & Trygve, B. (1984). An idea from Jakob Bernoulli for the teaching of 2.1.3.1
algebra: a challenge for the interested pupil. For the Learning of Mathematics. An 2.1.3.2
International Journal of Mathematics Education, 4(3), 30-39. 2.1.3.3

D’Ambrosio, U. (1985). Ethnomathematics and its Place in the History and Pedagogy of 2.1.3.1
Mathematics. For the Learning of Mathematics. An International Journal of 2.1.3.2
Mathematics Education, 5(1), 44-48. 2.1.3.3

Kroll, D. (1985). Evidence from ‘The Mathematics Teacher’ (1908-1920) on Women and 2.1.3.1

Mathematics. For the Learning of Mathematics. An International Journal of
Mathematics Education, 5(2), 7-10.

Blake, R., & Verhille, C. (1985). The Story of 0. For the Learning of Mathematics. An 2.1.3.1
International Journal of Mathematics Education, 5(3), 35-47. 2.1.3.2
Tahta, D. (1986). In Calypso's Arms. For the Learning of Mathematics. An International 2.1.3.1
Journal of Mathematics Education, 6(1), 17-23. 2.1.3.2
2.1.3.3
Kleiner, 1. (1986). Famous Problems in Mathematics: An Outline of a Course. For the 2.1.3.1
Learning of Mathematics. An International Journal of Mathematics Education, 6(1),
31-38.
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Katz, V. J. (1986). Using History in Teaching Mathematics. For the Learning of 2.1.3.1

Mathematics. An International Journal of Mathematics Education, 6(3), 13-19. 2.1.3.2

2.1.3.3

Arcavi, A., Bruckheimer, M., & Ben-Zvi, R. (1987). History of Mathematics for teachers: 2.1.3.1

the case of irrational numbers. For the Learning of Mathematics. An International 2.1.3.3
Journal of Mathematics Education, 7(2), 18-23.

Schubring, G. (1987). On the Methodology of Analysing Historical Textbooks: Lacroix as 2.1.3.1

Textbook Author. For the Learning of Mathematics. An International Journal of
Mathematics Education, 7(3), 41-51.

Fauvel, J. (1988). Cartesian and Euclidean Rhetoric. For the Learning of Mathematics. An 2.1.3.1
International Journal of Mathematics Education, 8(1), 25-29. 2.1.3.2
Steiner, H.-G. (1988). Two Kinds of 'Elements'; and the Dialectic between Synthetic- 2.1.3.1
deductive and Analytic-genetic Approaches in Mathematics. For the Learning of 2.1.3.2
Mathematics. An International Journal of Mathematics Education, 8(3), 7-15. 2.1.3.3
Fauvel, J. (1989). Platonic Rhetoric in Distance Learning: How Robert Record Taught the 2.1.3.1
Home Learner. For the Learning of Mathematics. An International Journal of 2.1.3.2
Mathematics Education, 9(1), 2-6. 2.1.3.3
Arcavi, A., & Bruckheimer, M. (1989). The Didactical De Morgan: a Selection of Augustus 2.1.3.1

De Morgan's Thoughts on Teaching and Learning Mathematics. For the Learning of
Mathematics. An International Journal of Mathematics Education, 9(1), 34-39.

Shenitzer, A. (1990). A mathematics lesson. For the Learning of Mathematics. An 2.1.3.2
International Journal of Mathematics Education, 10(3), 38-39.

Graf, K.-D., & Hodgson, B. R. (1990). Popularizing Geometrical Concepts: The Case of 2.1.3.1
the Kaleidoscope. For the Learning of Mathematics. An International Journal of 2.1.3.2
Mathematics Education, 10(3), 42-50. 2.1.3.3

Hefendehl-Hebeker, L. (1991). Negative Numbers: Obstacles in Their Evolution from 2.1.3.1
Intuitive to Intellectual Constructs. For the Learning of Mathematics. An 2.1.3.2
International Journal of Mathematics Education, 11(1), 26-32. 2.1.3.3

Fauvel, J. (1991). Using History in Mathematics Education. For the Learning of 2.1.1.1
Mathematics. An International Journal of Mathematics Education, 11(2), 3-6. 2.1.3.1

2.1.3.2
2.1.3.3
2.1.34

Russ, S., Ransom, P., Perkins, P., Barbin, E., Arcavi, A., Brown, G., & Fowler, D. (1991). 2.1.1.1
The Experience of History in Mathematics Education. For the Learning of 2.1.3.1
Mathematics. An International Journal of Mathematics Education, 11(2), 7-16. 2.1.3.2

2.1.3.3

Gardner, J. H. (1991). How Fast Does the Wind Travel?: History in the Primary 2.1.1.1
Mathematics Classroom. For the Learning of Mathematics. An International 2.1.3.1
Journal of Mathematics Education, 11(2), 17-20. 2.1.3.2

2.1.3.3

Ofir, R. (1991). Historical Happenings in the Mathematics Classroom. For the Learning of 2.1.1.1
Mathematics. An International Journal of Mathematics Education, 11(2), 21-23. 2.1.3.1

2.1.3.2
2.1.3.3

Flhrer, L. (1991). Historical stories in the mathematics classroom. For the Learning of 2.1.1.1
Mathematics. An International Journal of Mathematics Education, 11(2), 24-31. 2.1.3.1

2.1.3.2
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Zaslavsky, C. (1991). World Cultures in the Mathematics Class. For the Learning of 2.1.1.1

Mathematics. An International Journal of Mathematics Education, 11(2), 32-36. 2.1.3.1

2.1.3.2

2.1.3.3

Thomaidis, Y. (1991). Historical Digressions in Greek Geometry Lessons. For the 2.1.1.1

Learning of Mathematics. An International Journal of Mathematics Education, 2.1.3.1

11(2),37-43. 2.1.3.2

2.1.3.3

van Maanen, J. (1991). L'Hopital’s Weight Problem. For the Learning of Mathematics. 2.11.1

An International Journal of Mathematics Education, 11(2), 44-47. 2.1.3.1

2.1.3.2

2.1.3.3

Rogers, L. (1991). History of Mathematics: Resources for Teachers. For the Learning of 2.1.1.1

Mathematics. An International Journal of Mathematics Education, 11(2), 48-52. 2.1.3.1

2.1.3.2

2.1.3.3

Hitchcock, G. (1992). The 'Grand Entertainment': Dramatising the Birth and 2.1.3.2

Development of Mathematical Concepts. For the Learning of Mathematics. An 2.1.3.3
International Journal of Mathematics Education, 12(1), 21-27.

Furinghetti, F. (1993). Images of Mathematics outside the Community of 2.1.3.2

Mathematicians: Evidence and Explanations. For the Learning of Mathematics. An
International Journal of Mathematics Education, 13(2), 33-38.

Bero, P. (1993). Calculations in the style of Kepler. For the Learning of Mathematics. An 2.1.3.2
International Journal of Mathematics Education, 13(3), 27-20.

Katz, V. J. (1994). Ethnomathematics in the Classroom. For the Learning of 2.1.3.2
Mathematics. An International Journal of Mathematics Education, 14(2), 26-30. 2.1.3.3

Zaslavsky, C. (1994). 'Africa Counts' and Ethnomathematics. For the Learning of 2.1.3.2
Mathematics. An International Journal of Mathematics Education, 14(2), 3-8.

Menghini, M. (1994). Form in Algebra: Reflecting, with Peacock, on Upper Secondary 2.1.3.2
School Teaching. For the Learning of Mathematics. An International Journal of 2.1.3.3
Mathematics Education, 14(3), 9-14.

Fernandez, E. (1994). A Kinder, Gentler Socrates: Conveying New Images of 2.1.3.2
Mathematics Dialogue. For the Learning of Mathematics. An International Journal 2.1.3.3
of Mathematics Education, 14(3), 43-47.

Bruckheimer, M., Ron, O., & Abraham, A. (1995). The Case for and against ‘Casting Out 2.1.3.2

Nines’. For the Learning of Mathematics. An International Journal of Mathematics
Education, 15(2), 23-28.

Radford, L. (1995). Before the Other Unknowns Were Invented: Didactic Inquiries on 2.1.3.2
the Methods and Problems of Mediaeval Italian Algebra. For the Learning of 2.1.3.3
Mathematics. An International Journal of Mathematics Education, 15(3), 28-38.

Hitchcock, G. (1997). Teaching the Negatives, 1870-1970: A Medley of Models. For the 2.1.1.3
Learning of Mathematics. An International Journal of Mathematics Education, 2.1.3.2
17(1), 17-25, 42. 2.1.3.3

Radford, L. (1997). On Psychology, Historical Epistemology, and the Teaching of 2.1.1.3
Mathematics: Towards a Socio-Cultural History of Mathematics. For the Learning 2.1.3.2
of Mathematics. An International Journal of Mathematics Education, 17(1), 26-33. 2.1.33

Bkouche, R. (1997). Epistémologie, histoire et enseignement de mathématiques. For the 2.1.1.3
Learning of Mathematics. An International Journal of Mathematics Education, 2.1.3.2
17(1), 34-42. 2.133
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Waldegg, G. (1997). Histoire, épistémologie et méthodologie dans la recherche en 2.1.1.3
didactique. For the Learning of Mathematics. An International Journal of 2.1.3.2
Mathematics Education, 17(1), 43-46. 2.1.3.3
Furinghetti, F. (1997). History of Mathematics, Mathematics Education, School Practice: 2.1.1.3
Case Studies in Linking Different Domains. For the Learning of Mathematics. An 2.1.3.2
International Journal of Mathematics Education, 17(1), 55-61. 2.1.3.3

Katz, V. J. (1997). Some Ideas on the Use of History in the Teaching of Mathematics. For 2.1.1.3
the Learning of Mathematics. An International Journal of Mathematics Education,
17(1), 62-63.

D'Ambrosio, U. (1997). Where Does Ethnomathematics Stand Nowadays? For the 2.1.3.2
Learning of Mathematics. An International Journal of Mathematics Education, 2.1.33
17(2), 13-17.

van Maanen, J. (1997). New Maths May Profit from Old Methods. For the Learning of 2.1.3.2
Mathematics. An International Journal of Mathematics Education, 17(2), 39-46. 2.1.3.3

Bartolini-Bussi, M. G., & Mariotti, M. A. (1999). Semiotic Mediation: From History to the 2.1.3.3
Mathematics Classroom. For the Learning of Mathematics. An International
Journal of Mathematics Education, 19(2), 27-35.

Tzanakis, C., & Thomaidis, Y. (2000). Integrating the Close Historical Development of
Mathematics and Physics in Mathematics Education: Some Methodological and
Epistemological Remarks. For the Learning of Mathematics. An International
Journal of Mathematics Education, 20(1), 44-55.

Winicki-Landman, G. (2001). History in “Mathematics Education”: As | Read It. For the
Learning of Mathematics. An International Journal of Mathematics Education,

21(3), 22-24.

Fried, M. N. (2009). Similarity and Equality in Greek Mathematics: Semiotics, History of
Mathematics and Mathematics Education. For the Learning of Mathematics. An
International Journal of Mathematics Education, 29(1), 2-7.

Jankvist, U. T. (2009). History of Modern Applied Mathematics in Mathematics
Education. For the Learning of Mathematics. An International Journal of
Mathematics Education, 29(1), 8-13.

Ernest, P. (2012). What is our first Philosophy in Mathematics Education? For the
Learning of Mathematics. An International Journal of Mathematics Education,

32(3), 8-14.
Tabla 7 Articulos de HM—EM en FLM

En esta revista identificamos tres articulos, uno de ellos referenciado en uno de los
inventarios (ver Tabla 8).

Referencia bibliografica Resefiado en

Sfard, A. (1995). The development of algebra: Confronting historical and psychological 2.1.3.4

perspectives. The Journal of Mathematical Behavior, 14(1), 15-39.
Linchevski, L. (1995). Algebra with numbers and arithmetic with letters: A definition of

pre-algebra. The Journal of Mathematical Behavior, 14(1), 113-120.
Katz, V. J. (1997). Algebra and its teaching: An historical survey. The Journal of

Mathematical Behavior, 16(1), 25-38.

Tabla 8 Articulos de HM—EM en JMB
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Como lo mencionamos en el apartado 1.3.2.2, en esta revista especializada en el campo
de la Educacién del profesor de Matematicas, identificamos siete articulos que aluden a la
relacion HM—EM (ver Tabla 9).

Referencia bibliografica Resefiado en

Furinghetti, F. (1998). Mathematics teacher education in Italy: A glorious past, an
uncertain present, a promising future. Journal of Mathematics Teacher Education,
1(3), 341-348.

Even, R. (1999). The Development of Teacher Leaders and Inservice Teacher Educators.
Journal of Mathematics Teacher Education, 2(1), 3-24.

Davis, B. (1999). Basic irony: Examining the foundations of school mathematics with
preservice teachers. Journal of Mathematics Teacher Education, 2(1), 25-48.

Henry, M. (2000). Evolution and Prospects of Preservice Secondary Mathematics

Teacher Education in France. Journal of Mathematics Teacher Education, 3(3), 271-
279.

Potari, D. (2001). Primary Mathematics Teacher Education in Greece: Reality and Vision.
Journal of Mathematics Teacher Education, 4(1), 81-89.

da Ponte, J. P., Oliveira, H., & Varandas, J. M. (2002). Development of pre-service
mathematics teachers' professional knowledge and identity in working with

information and communication technology. Journal of Mathematics Teacher
Education, 5(2), 93-115.

Sterenberg, G. (2008). Investigating teachers’ images of mathematics. Journal of
Mathematics Teacher Education, 11(2), 89-105.

Tabla 9 Articulos de HM—EM en JMTE

De los cerca de doscientos cincuenta articulos publicados en sus quince volimenes,
reconocimos tres que aluden a la relacidon en cuestion (ver Tabla 10); el tercero es una
carta de reaccion al primero.

Referencia bibliografica Resefiado en
McGinn, M. K., & Boote, D. N. (2003). A First-Person Perspective on Problem Solving in a
History of Mathematics Course. Mathematical Thinking and Learning, 5(1), 71-107.
Keiser, J. M. (2004). Struggles With Developing the Concept of Angle: Comparing Sixth-
Grade Students' Discourse to the History of the Angle Concept. Mathematical
Thinking and Learning, 6(3), 285-306.

Sriraman, B. (2005). Letter To The Editor. Mathematical Thinking and Learning, 7(4),
345-348.

Tabla 10 Articulos de HM—EM en MT&L

Adicional a los diez articulos del numero especial dedicado a la historia de la educacion en
Matemadticas, identificamos diez articulos mas referidos a la relacion HM—EM, dos de los
cuales estdn resefiados en los inventarios citados (ver Tabla 11).

72



Potencial formativo de la historia de la teoria euclidiana de la proporcion en la constitucion del conocimiento del profesor de matemdticas.

Referencia bibliografica Resefiado en

Schubring, G. (1988). Historische Begriffsentwicklung und Lernprozess aus der Sicht 2.1.3.3
neuerer mathematikdidaktischer Konzeptionen (Fehler, “Obstacles”,
Transposition). ZDM, 20(4), 138-148.

Fauvel, J., & van Maanen, J. (1997). The role of the history of mathematics in the
teaching and learning of mathematics. ZDM, 29(4), 138-140.

Grattan-Guinness, I. (1998). Some neglected niches in the understanding and teaching 2.1.3.2
of numbers and number systems. ZDM, 30(1), 12-18. 2.1.33

Sriraman, B. (2009). Interdisciplinarity in mathematics education: psychology,
philosophy, aesthetics, modelling and curriculum. ZDM, 41(1-2), 1-3.

Sriraman, B. (2009). Mathematical paradoxes as pathways into beliefs and polymathy:
an experimental inquiry. ZDM, 41(1-2), 29-38.

Sriraman, B. (2009). A historic overview of the interplay of theology and philosophy in
the arts, mathematics and sciences. ZDM, 41(1-2), 75-86.

Kjeldsen, T., & Blomhgj, M. (2009). Integrating history and philosophy in mathematics
education at university level through problem-oriented project work. ZDM, 41(1-

2), 87-103.

Maschietto, M., & Trouche, L. (2010). Mathematics learning and tools from theoretical,
historical and practical points of view: the productive notion of mathematics
laboratories. ZDM, 42(1), 33-47. doi: 10.1007/s11858-009-0215-3

Valente, W. R. (2010). Trends of the history of mathematics education in Brazil. ZDM,

42(3-4), 315-323. doi: 10.1007/s11858-010-0239-8

Argin, Z., Arikan, A., Bulut, S., & Sriraman, B. (2010). A brief history of mathematics
education in Turkey: K-12 mathematics curricula. ZDM, 42(5), 429-441. doi:
10.1007/s11858-010-0250-0

Schubring, G., Furinghetti, F., & Siu, M. (2012). Introduction: the history of mathematics 2.1.1.12
teaching. Indicators for modernization processes in societies. ZDM, 44(4), 457-459.
doi: 10.1007/s11858-012-0445-7

Chan, Y.-C., & Siu, M.-K. (2012). Facing the change and meeting the challenge: 2.1.1.12
mathematics curriculum of Tongwen Guan in China in the second half of the
nineteenth century. ZDM, 44(4), 461-472. doi: 10.1007/s11858-012-0427-9

Ueno, K. (2012). Mathematics teaching before and after the Meiji Restoration. ZDM, 2.1.1.12
44(4), 473-481. doi: 10.1007/s11858-012-0443-9

Abdeljaouad, M. (2012). Teaching European mathematics in the Ottoman Empire 2.1.1.12
during the eighteenth and nineteenth centuries: between admiration and
rejection. ZDM, 44(4), 483-498. doi: 10.1007/s11858-012-0381-6

Carvalho, J., & Dassie, B. (2012). The history of mathematics education in Brazil. ZDM, 2.1.1.12
44(4), 499-511. doi: 10.1007/s11858-012-0439-5

d’Enfert, R. (2012). Mathematics teaching in French écoles normales primaires, 1830— 2.1.1.12
1848: social and cultural challenges to the training of primary school teachers.

ZDM, 44(4), 513-524. doi: 10.1007/s11858-012-0416-z

Schubring, G. (2012). Antagonisms between German states regarding the status of 2.1.1.12
mathematics teaching during the 19th century: processes of reconciling them.
ZDM, 44(4), 525-535. doi: 10.1007/s11858-012-0407-0

Furinghetti, F., & Giacardi, L. (2012). Secondary school mathematics teachers and their 2.1.1.12
training in pre- and post-unity Italy (1810-1920). ZDM, 44(4), 537-550. doi:
10.1007/s11858-012-0396-z

Karp, A. (2012). Soviet mathematics education between 1918 and 1931: a time of 2.1.1.12
radical reforms. ZDM, 44(4), 551-561. doi: 10.1007/s11858-012-0430-1
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Kilpatrick, J. (2012). The new math as an international phenomenon. ZDM, 44(4), 563- 2.1.1.12
571. doi: 10.1007/s11858-012-0393-2
Tabla 11 Articulos de HM—EM en ZDM

De los mds de cuatro mil articulos publicados de 1970 a la fecha, identificamos treinta y un
articulos que se refieren a la relacion HM—EM, cuatro de ellos resefiados en los inventarios
citados antes (ver Tabla 12).

Referencia bibliografica Resefiado en

Grattan-Guinness, I. (1973). Not from Nowhere History and Philosophy behind
Mathematical Education. International Journal of Mathematical Education in
Science and Technology, 4(4), 421 - 453.

Seltman, M., & Seltman, P. E. J. (1978). Comments on history and mathematics
regarded as combined educational tools. International Journal of Mathematical
Education in Science and Technology, 9(1), 15-29. doi:
10.1080/0020739780090103

Fraser, B. J., & Koop, A. J. (1978). Teachers' Opinions About Some Teaching Material
Involving History of Mathematics. International Journal of Mathematical Education
in Science and Technology, 9(2), 147-151.

Grattan-Guinness, |. (1978). On the relevance of the history of mathematics to
mathematical education. International Journal of Mathematical Education in
Science and Technology, 9(3), 275 - 285.

Siu, F.-K., & Siu, M.-K. (1979). History of mathematics and its relation to mathematical
education. International Journal of Mathematical Education in Science and
Technology, 10(4), 561 - 567.

D'ambrosio, U. (1980). Mathematics and society: some historical considerations and
pedagogical implications. International Journal of Mathematical Education in
Science and Technology, 11(4), 479 - 488.

Malik, M. A. (1980). Historical and pedagogical aspects of the definition of function.
International Journal of Mathematical Education in Science and Technology, 11(4),
489 - 492.

Byers, V. (1982). Why study the history of mathematics? International Journal of
Mathematical Education in Science and Technology, 13(1), 59 - 66.

Hickman, F., & Kapadia, R. (1983). A History of Mathematics course for teachers.
International Journal of Mathematical Education in Science and Technology, 14(6),
753 - 761.

Goldberg, D. J. (1984). An international studies approach to the history of mathematics.
International Journal of Mathematical Education in Science and Technology, 15(2),
197 - 202.

Swetz, F. J. (1989). An historical example of mathematical modelling: the trajectory of a
cannonball. International Journal of Mathematical Education in Science and
Technology, 20(5), 731 - 741.

Johnson, P. E. (1990). Enhancing learning by using writing in history of mathematics.
International Journal of Mathematical Education in Science and Technology, 21(2),
259 - 263.
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Referencia bibliografica Resefiado en

Haggarty, R. (1991). The place of the history of mathematics in the undergraduate
curriculum. International Journal of Mathematical Education in Science and
Technology, 22(1), 65 - 68.

Avital, S., & Kleiner, I. (1992). Themes in the evolution of number systems. International
Journal of Mathematical Education in Science and Technology, 23(3), 445 - 461.

Aghadiuno, M. C. K. (1992). Mathematics: history, philosophy and applications to
science. International Journal of Mathematical Education in Science and
Technology, 23(5), 683 - 690.

Burn, R. P. (1993). Individual development and historical development: a study of 2133
calculus. International Journal of Mathematical Education in Science and
Technology, 24(3), 429-433. doi: 10.1080/0020739930240313

Rozsa, P. (1994). 200 years of teaching mathematics at the Technical University of
Budapest. International Journal of Mathematical Education in Science and
Technology, 25(6), 805.

Tzanakis, C. (1995). Rotations, complex numbers and quaternions. International Journal 2.1.3.2
of Mathematical Education in Science and Technology, 26(1), 45-60. doi:
10.1080/0020739950260106

Moreno-Armella, L. E. (1996). Mathematics: A historical and didactic perspective.
International Journal of Mathematical Education in Science and Technology, 27(5),

633.
Tzanakis, C. (1999). Unfolding interrelations between mathematics and physics, in a 2.1.3.2
presentation motivated by history: two examples. International Journal of 2.1.3.3

Mathematical Education in Science and Technology, 30(1), 103-118. doi:
10.1080/002073999288148

Furinghetti, F. (2000). The history of mathematics as a coupling link between secondary 2.1.3.4
and university teaching. International Journal of Mathematical Education in
Science and Technology, 31(1), 43-51. doi: 10.1080/002073900287372

Gellert, U. (2001). Mathematics and life: lessons from history. International Journal of
Mathematical Education in Science and Technology, 32(3), 365-374.

Rubin, R. L. (2001). Theory and method in history of mathematics. International Journal
of Mathematical Education in Science and Technology, 32(5), 653-659.

Almeida, D. (2003). Engendering proof attitudes: can the genesis of mathematical
knowledge teach us anything? International Journal of Mathematical Education in
Science and Technology, 34(4), 479.

Meavilla, V., & Flores, A. (2007). History of mathematics and problem solving: a
teaching suggestion. International Journal of Mathematical Education in Science
and Technology, 38(2), 253-259.

Harding, A., & Engelbrecht, J. (2007). Sibling curves and complex roots 1: looking back.
International Journal of Mathematical Education in Science and Technology, 38(7),
963-973.

Harding, A., & Engelbrecht, J. (2007). Sibling curves and complex roots 2: looking ahead.
International Journal of Mathematical Education in Science and Technology, 38(7),
975-985.

Blanco, M. n., & Ginovart, M. (2010). How to introduce historically the normal
distribution in engineering education: a classroom experiment. International
Journal of Mathematical Education in Science and Technology, 41(1), 19-30.

Sauerheber, R. D. (2012). Teaching the Calculus. International Journal of Mathematical
Education in Science and Technology, 43(1), 85-100. doi:
10.1080/0020739%.2011.573916

75



Universidad del Valle — Doctorado Interinstitucional en Educacion — Enfasis en Educacién Matemdtica

Referencia bibliografica Resefiado en
Gazit, A. (2012). What do mathematics teachers and teacher trainees know about the
history of mathematics? International Journal of Mathematical Education in
Science and Technology, 44(4), 501-512. doi: 10.1080/0020739x.2012.742151
Gagatsis, A., & Panaoura, A. (2013). A multidimensional approach to explore the
understanding of the notion of absolute value. International Journal of
Mathematical Education in Science and Technology, 45(2), 159-173. doi:
10.1080/0020739%.2013.790510
Tabla 12 Articulos de HM—EM en [JMEST

De los quinientos articulos publicados desde el 2003 a la fecha, identificamos cuatro que
aluden a ambitos de la relacion HM—EM (ver Tabla 13).

Referencia bibliografica Resefiado en

Vallejo-Ruiz, M., Fernandez-Cano, A., Torralbo, M., Maz, A., & Rico, L. (2008). History of
Spanish Mathematics Education Focusing on PhD Theses. International Journal of
Science and Mathematics Education, 6(2), 313-327.

Liu, P.-H. (2009). History as a platform for developing college students’ epistemological
beliefs of mathematics. International Journal of Science and Mathematics
Education, 7(3), 473-499.

Ng Wee, L. (2010). Effects of an Ancient Chinese Mathematics Enrichment Programme
on Secondary School Students’ Achievement in Mathematics. International Journal
of Science and Mathematics Education, 8(1), 25-50. doi: 10.1007/s10763-006-
9057-4

Papadopoulos, I. (2010). “Reinventing” Techniques for the Estimation of the Area of
Irregular Plane Figures: From the Eighteenth Century to the Modern Classroom.
International Journal of Science and Mathematics Education, 8(5), 869-890.

Tabla 13 Articulos de HM—EM en IJSME

Poco mas de quinientos articulos se han publicado en esta revista desde la aparicion de su
primer nimero en 1989; de estos hemos reconocido tres que abordan aspectos de la
relacion HM—-EM (ver Tabla 14).

Referencia bibliografica Resefiado en

Grasset, N. (1991). Why Girls Don't Count. Mathematics Education Research Journal,
3(2), 1-13.

Nataraj, M. S., & Thomas, M. O. J. (2009). Developing Understanding of Number System
Structure from the History of Mathematics. Mathematics Education Research
Journal, 21(2), 96-115.

Ely, R.,, & Adams, A. E. (2012). Unknown, placeholder, or variable: what is x?
Mathematics Education Research Journal, 24(1), 19-38. doi: 10.1007/s13394-011-
0029-9

Tabla 14 Articulos de HM—EM en MERJ
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En esta importante revista francesa identificamos cuatro articulos (ver Tabla 15), uno de
ellos resefiado en uno de los inventarios.

Referencia bibliografica Resefiado en

Glaeser, G. (1981). Epistémologie des nombres relatifs. Recherches en Didactique des 2.1.33
Mathématiques, 2(3), 303-346.

Schubring, G. (1984). Essais sur I'histoire de I'enseignement des mathématiques
particulierement en France et en Prusse. Recherches en Didactique des
Mathématiques, 5(3), 343 385.

Steibring, H. (1986). L'indépendance stochastique. Un exemple de renversement du
contenu intuitif d'un concept et de sa définition mathématique formelle.
Recherches en Didactique des Mathématiques, 7(3), 5-49.

Chaachoua, H. (1999). Ecologie des probléemes de construction dans |'espace.
Recherches en Didactique des Mathématiques, 19(3), 323-356.

Tabla 15 Articulos de HM—EM en RDM

En esta revista, que es la oficial de la British Society for Research into Learning
Mathematics y que ha publicado cerca de trescientos treinta articulos, ubicamos dos
documentos referidos a la relacion HM—-EM, uno de ellos un reporte de un grupo de

trabajo en el marco de un evento europeo (ver Tabla 16).

Referencia bibliografica Resefiado en

Rogers, L. (2000). The biogenetic law and its influence on Theories of Learning
Mathematics. Research in Mathematics Education, 2(1), 225-240.

Jankvist, U. T., Lawrence, S., van Maanen, J., & Tzanakis, C. (2012). CERME7 Working
Group 12: History in mathematics education. Research in Mathematics Education,
14(2), 205-206. doi: 10.1080/14794802.2012.694292

Tabla 16 Articulos de HM—EM en RME

De los casi cuatrocientos cincuenta documentos publicados por esta revista desde 2001,
identificamos cinco que abordan asuntos de la relacidn en cuestion (ver Tabla 17).

Referencia bibliografica Resefiado en

de Villlers, M. (2004). The Role and Function of Quasi-empirical Methods in
Mathematics. Canadian Journal of Science, Mathematics and Technology
Education, 4(3), 397-419.

Bagni, G. T. (2005). The Historical Roots of the Limit Notion: Cognitive Development and
the Development of Representation Registers. Canadian Journal of Science,
Mathematics and Technology Education, 5(4), 453-468.

Djebbar, A. (2007). Les mathématiques dans les systémes éducatifs du Maghreb a la
lumiere des derniéres réformes. (French). Canadian Journal of Science,
Mathematics and Technology Education, 7(1), 41-52.
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Referencia bibliografica Resefiado en

Bagni, G. T. (2008). A Theorem and Its Different Proofs: History, Mathematics
Education, and the Semiotic-Cultural Perspective. Canadian Journal of Science,
Mathematics and Technology Education, 8(3), 217-232.

Karp, A. (2011). Toward a History of Teaching the Mathematically Gifted: Three Possible
Directions for Research. Canadian Journal of Science, Mathematics and Technology
Education, 11(1), 8-18.

Tabla 17 Articulos de HM—EM en JSSMTE

Uno de los cerca de doscientos cincuenta articulos publicados por esta revista desde 1996
aborda un aspecto de la relacion HM—EM (ver Tabla 18).

Referencia bibliografica Resefiado en

Kidron, I. (2003). Polynomial Approximation of Functions: Historical Perspective and
New Tools. International Journal of Computers for Mathematical Learning, 8(3),
299-331.

Tabla 18 Articulos de HM—EM en TKL (IJCML).

En los diez volumenes de esta revista publicados entre 2004 y 2013 (y entre los cerca de
doscientos setenta articulos), identificamos siete articulos que versan sobre la relacién
HM-EM (ver Tabla 19).

Referencia bibliografica Resefiado en

Ballou, K. (2005). Cardano’s Solution to the Cubic : A Mathematical Soap Opera. The
Montana Mathematics Enthusiast, 2(1), 65-71.

DeGrandpre, C. (2005). Commentary on Ballou’s paper: Galois — The Myths and the
Man The Montana Mathematics Enthusiast, 2(1), 72-76.

Furinghetti, F. (2006). Not out of the blue: Historical roots of mathematics education in
Italy. The Montana Mathematics Enthusiast, 3(1), 99-103.

Fried, M. N. (2008). History of Mathematics in Mathematics Education: a Saussurean
Perspective. The Montana Mathematics Enthusiast, 5(2-3), 185-198.

Mayrargue, A. (2008). How can science history contribute to the development of new
proposals in the teaching of the notion of derivatives? The Montana Mathematics
Enthusiast, 5(2-3), 223-229.

Haverhals, N., & Roscoe, M. (2010). The history of mathematics as a pedagogical tool:
Teaching the integral of the secant via Mercator’s projection The Montana
Mathematics Enthusiast, 7(2-3), 339-368.

Ely, R. (2012). Loss of Dimension in the History of Calculus and in Student Reasoning.
The Montana Mathematics Enthusiast, 9(3), 303-326.

Tabla 19 Articulos de HM-EM en TMME
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La revista mexicana en cuestion ha publicado una docena de articulos acerca de tematicas
de la relacion HM—EM (ver Tabla 20).

Referencia bibliografica Resefiado en

Sierra Vazquez, M., Gonzdlez Astudillo, M. T. & Lopez Esteban, C. (2003). El concepto de
continuidad en los manuales espafioles de ensefianza secundaria de la segunda
mitad del siglo XX. Educacion Matemdtica, 15(1) 21-49.

Camacho Rios, A. (2004). Los Elementos de analisis trascendente de Francisco Diaz
Covarrubias. Educacion Matemdtica, 16(2) 49-76.

Miralles de I. Llobet, J. & Deulofeu Piquet, J. (2005). Historia y ensefianza de la
matematica. Aproximaciones de las raices cuadradas. Educacion Matemadtica,
17(1) 87-106.

Gonzalez J., R. M., Espino F., G. A. & Gonzdlez C., S. (2006). La ensefianza de las
matematicas en las escuelas primarias de México (Distrito Federal) durante el
Porfiriato: programas de estudio, docentes y practicas escolares. Educacion
Matemdtica, 18(3) 39-63.

Prabhu, V. & Czarnocha, B. (2008). Los indivisibles en el calculo contemporaneo.
Educacion Matemadtica, 20(1) 53-88.

Ramirez, M. & Block, D. (2009). La razén y la fraccidén: un vinculo dificil en las
matematicas escolares. Educacion Matemadtica, 21(1) 63-90.

Gallardo Cabello, A. & Basurto Hidalgo, E. (2009). Formas semanticas equivalentes en
problemas del pasado y el presente. Educacion Matemadtica, 21(3) 67-94.

Emmanuele, D., Gonzdlez, M. |., Introcaso, B. & Braccialarghe, D. (2010). Analisis de
libros de cdlculo en carreras de ingenieria. Su relacién con los cambios
sociopoliticos en Argentina. Educacién Matemadtica, 22(2) 35-63.

Sepulveda Lépez, A. & Garcia Garcia, L. (2011). El uso de software dinamico en el
estudio de problemas geométricos de variacion. Educacion Matemdtica, 23(2) 111-
127.

Peralta, J. (2011). Modelos matematicos del sistema de afinacién pitagdrico y algunos
de sus derivados: propuesta para el aula. Educacion Matemadtica, 23(3) 67-90.
Camacho Rios, A., Sanchez Lujan, B. I., Blanco Vega, R. & Cuevas Acosta, J. H. (2011).
Geometrizacion de una porcién del espacio real. Educacion Matemdtica, 23(3)

123-145.

Reina, L., Wilhelmi, M. R. & Lasa, A. (2012). Configuraciones epistémicas asociadas al
numero irracional. Sentidos y desafios en Educacién Secundaria. Educacion
Matemdtica, 24(3) 67-97.

Tabla 20 Articulos de HM—EM en EM

En esta revista espafiola hemos identificado nueve articulos que aluden a la relacion HM—
EM (ver Tabla 21).

Referencia bibliografica Resefiado en

Monros, M. A. & Ten Ros, A. E. (1984). Historia y ensefianza de la Astronomia, los
primitivos instrumentos y su utilizacion pedagdgica. Ensefianza de las ciencias:
revista de investigacion y experiencias diddcticas, 2(1) 49-56.
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Referencia bibliografica Resefiado en

D'Amore, B. (1990). Motivaciones epistemoldgicas sobre las que se basan las elecciones
didacticas llevadas a cabo en las actividades educativas en Italia, desde pre-escolar
hasta el bienio superior. Ensefianza de las ciencias: revista de investigacion y
experiencias diddcticas, 8(1) 52-58.

Gonzélez Urbaneja, P. M. (1991). Historia de la matematica, integracién cultural de las
matematicas, génesis de los conceptos y orientacidon de su ensefianza. Ensefianza
de las ciencias: revista de investigacion y experiencias diddcticas, 9(3) 281-290.

Nuafiez Espallargas, J. M. & Servat Susagne, J. (1993). Los algoritmos para el célculo de la
raiz cuadrada y sus antecedentes en textos escolares antiguos. Ensefianza de las
ciencias: revista de investigacion y experiencias diddcticas, 11(1) 69-78.

Cerizola, N., Guyot, V. & Giordano, M. (1993). Matematica e historia, una articulacién
para la ensefanza. Ensefianza de las ciencias: revista de investigacion y
experiencias diddcticas, 11(N2 Extra 1) 329-330.

Sierra Vazquez, M., Gonzalez Astudillo, M. T., Lépez Esteban, C. (1999). Evolucién
histérica del concepto de limite funcional en los libros de texto de bachillerato y
cursos de orientacion universitaria (COU) 1940-1995. Ensefianza de las ciencias:
revista de investigacion y experiencias diddcticas, 17(3) 463-478.

Gonzélez Astudillo, M. T. & Sierra Vazquez, M. (2004). Metodologia de analisis de libros
de texto de matematicas. Los puntos criticos en la ensefianza secundaria en
Espafia durante el siglo XX. Ensefianza de las ciencias: revista de investigacion y
experiencias diddcticas, 22(3) 389-408.

Richard, Ph. R. (2010). Textos clasicos y geometria dindmica estudio de un aporte
mutuo para el aprendizaje de la geometria. Ensefianza de las ciencias: revista de
investigacion y experiencias diddcticas, 28(1) 95-112.

Sierra Vazquez, M. & Lopez Esteban, C. (2012). La descentralizacion del curriculo de
matematicas en la educacion obligatoria en Espafia durante la década 1990-2000.
Ensefianza de las ciencias: revista de investigacion y experiencias diddcticas, 30(2)
219-239.

Tabla 21 Articulos de HM—EM en EC

En esta revista espafola, publicada por la Sociedad Andaluza de Educaciéon Matematica,
ademas de los once documentos del monografico resefiado en el apartado 2.1.1.11,
cuenta con ocho articulos que atienden la relacion HM—EM (ver Tabla 22).

Referencia bibliografica Resefiado en
Iglesias Cerezal, M. (1995). Diez afios en la historia de la ensefianza de las matematicas.
Epsilon. Revista de Educacién Matemdtica, 15(1-2), 19-28
Suarez Aleman, C. O. (2003). Aplicaciones de la historia de las matematicas. Epsilon.
Revista de Educacion Matemadtica, 20(2), 259-285.
Guevara Casanova, |., Massa Esteve, M. R., & Romero Vallhonesta, F. (2007). Ensefiar
matematicas a través de su historia. Algunos conceptos trigonométricos. Epsilon.
Revista de Educacion Matemadtica, 23(1-2), 97-107.
Gdémez, B. (2011). Marco preliminar para contextualizar la investigacion en historia y 2.1.1.11
educacién matematica. Epsilon. Revista de Educacién Matemdtica, 28(1), 9-22.
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Referencia bibliografica Resefiado en

Sierra Vazquez, M., & Lépez Esteban, C. (2011). Margarita Comas (1892-1973) y su 2.1.1.11
aportacion a la Educacién Matematica. Epsilon. Revista de Educacién Matemdtica,
28(1), 23-37.

Suarez Aleman, C.-O. (2011). Origenes y Evolucién del Teorema de Rolle. Epsilon. 2.1.1.11
Revista de Educacion Matemadtica, 28(1), 39-50.

Campistrous, L. A., Lopez Fernandez, J. M., & Rizo Cabrera, C. (2011). Historia y 2.1.1.11
didactica: el caso del escrito de L'Hopital Analyse des Infiniment Petits pour
L’intelligence Des lignes Courbes. Epsilon. Revista de Educacién Matemdtica, 28(1),

51-64.

Peralta, J. (2011). La creacidon de la Real Sociedad Matematica Espafiola: una mirada a 2.1.1.11
nuestra matematica de aquella época. Epsilon. Revista de Educacion Matemdtica,
28(1), 65-81.

Gonzalez Astudillo, M. T. (2011). Revisitando los conceptos de maximo y minimo a 2.1.1.11
través del libro de L'Hépital. Epsilon. Revista de Educacion Matemdtica, 28(1), 83-
97.

Picado, M., & Rico, L. (2011). La seleccién de textos en una investigacion histérica en 2.1.1.11
Educacién Matematica. Epsilon. Revista de Educacién Matemdtica, 28(1), 99-112.

Salinas-Herrera, J., Adamuz-Povedano, N., & Jiménez-Fanjul, N. (2011). Una experiencia 2.1.1.11

de aula utilizando la historia de las matematicas. Epsilon. Revista de Educacidn
Matemdtica, 28(1), 113-126.

Quirds Bajo, E. (2011). Thales de Mileto y la medicidon de las piramides de Egipto. 2.1.1.11
Epsilon. Revista de Educacién Matemdtica, 28(1), 127-131.
de la Fuente Martinez, C. (2011). Historia de las matematicas e investigaciones 2.1.1.11

matematicas en secundaria. Algunos fundamentos y ejemplos para la clase.
Epsilon. Revista de Educacién Matemdtica, 28(1), 133-151.

Aranda Ballesteros, F. D., & Gémez Lara, M. (2011). Algunos hechos histéricos en la 2.1.1.11
resolucién de problemas, sobre el origen del célculo integral. Epsilon. Revista de
Educacion Matemadtica, 28(1), 155-164.

Garcia Navarro, J. M. (2011). La matematica moderna en la Espafa de principios del
siglo XX. Contexto histérico. Epsilon. Revista de Educacién Matemdtica, 28(2), 39-
51.

Nufez Valdés, J., & Rodriguez Arévalo, M. L. (2012). Una propuesta para utilizar la
Historia de las Matemdticas en las clases de primaria y secundaria. Epsilon. Revista
de Educacion Matemadtica, 29(1), 65-73.

Meavilla Segui, V., & Oller Marcén, A. M. (2013). «Comprar un caballo»: soluciones
histéricas a un tipo de problemas famosos. Epsilon. Revista de Educacion
Matemdtica, 30(1), 105-126.

Meavilla Segui, V. (2013). Recreaciones matemadticas en la Aritmética (1512) de fray
Juan de Ortega. Epsilon. Revista de Educacién Matemdtica, 30(2).

Navarro, M., & Puig, L. (2013). Aspectos de la presentacion del sistema de coordenadas
cartesianas en la Introductio in Analysin Infinitorum de Euler y en libros de texto de
Lacroix. Epsilon. Revista de Educacién Matemdtica, 30(2).

Tabla 22 Articulos de HM—EM en Epsilon

En esta revista, editada por la Sociedad Canaria “Isaac Newton” de Profesores de
Matematica, identificamos al menos once articulos que aluden a la relacion en cuestidn
(ver Tabla 23).
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Referencia bibliografica Resefiado en

Avila Plasencia, D. (1982). La Historia de las Matematicas, un recurso didactico.
Numeros. Revista de Diddctica de las Matemadticas, 2, 67-72.

Sierra Vazquez, M. (2000). El papel de la historia de las matematicas en la ensefanza.
Numeros. Revista de Diddctica de las Matemadticas, 43-44, 93-96.

Guzman Yafiez, E. d. I. N. (2002). Una propuesta de evaluacién: matematizando con
historietas. Numeros. Revista de Diddctica de las Matemdticas, 52, 41-50.

Aparicio Pedrefio, J. J. (2004). Ecuaciones lineales. Didactica y perspectiva histérica.
Numeros. Revista de Diddctica de las Matemdticas, 57, 3-18.

Barreto Garcia, J. C. (2008). Deducciones del Teorema de Pitagoras a lo largo de la
historia como recurso didactico en el proceso de ensefianza-aprendizaje de la
matematica. Numeros. Revista de Diddctica de las Matemadticas, 69.

Barreto Garcia, J. C. (2009). Otras deducciones o extensiones del teorema de Pitagoras
a lo largo de la historia como recurso didactico. Numeros. Revista de Diddctica de
las Matemadticas, 70, 35-51.

Gayte Delgado, I., & Nunez Valdés, J. (2011). Matematicos y Matematicas solidarios
Numeros. Revista de Diddctica de las Matemdticas, 76, 105—-118

Salinas Herrera, J. (2011). Propuesta para fortalecer una educacién con valores en
ciencias. Numeros. Revista de Diddctica de las Matemdticas, 78, 17-32.

Estepa Castro, A., Gea Serrano, M. M., Caiadas de la Fuente, G. R., & Contreras Garcia,
J. M. (2012). Algunas notas histdricas sobre la correlacidn y regresion y su uso en el
aula. Numeros. Revista de Diddctica de las Matemdticas, 81, 5-14.

Meavilla Segui, V., & Oller Marcén, A. M. (2013). Ejemplos de visualizacion y uso de
materiales manipulativos en textos matematicos antiguos. Numeros. Revista de
Didactica de las Matemadticas, 82, 89-100.

Estepa Castro, A., & del Pino Ruiz, J. (2013). Elementos de interés en la investigacion
didactica y ensefianza de la dispersion estadistica. Numeros. Revista de Diddctica
de las Matemdticas, 83, 43-63.

Tabla 23 Articulos de HM—EM en NUmeros

En esta revista, publicada desde 2006, identificamos cuatro articulos de investigacion
relacionados con dmbitos de la relacion HM—EM (ver Tabla 24).

Referencia bibliografica Resefiado en

Maz, A., & Rico, L. (2007). Situaciones asociadas a los nimeros negativos en textos de

matematicas espafioles de los siglos XVIII y XIX. PNA, 1(3), 113-123.
Ortiz, A. (2009). Légica y pensamiento aritmético. PNA, 3(2), 51-72.
Gbémez, B., & Contreras, M. (2009). Sobre el analisis de los problemas multiplicativos

relacionados con la division de fracciones. PNA, 3(4), 169-183.
Picado, M. & Rico, L. (2011). Analisis de contenido en textos histdricos de Matemiticas.

PNA, 6(1), 11-27.

Tabla 24 Articulos de HM—EM en PNA

En esta revista latinoamericana, identificamos una decena de articulos referidos a la
relacion en cuestion, varios de los cuales se refieren a la historia de la educacion en
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Matematicas (ver Tabla 25). So pena de ser calificados de chovinistas, debemos resefiar
una interesante participacién de investigadores colombianos en estos articulos; varios de
estos investigadores estan ligados al Grupo de Historia de las Matemdticas de la
Universidad del Valle.

Referencia bibliografica Resefiado en

Arboleda, L. C. (1984). Historia y ensefanza de las matematicas. Quipu. Revista
Latinoamericana de Historia de las Ciencias y la Tecnologia, 1(2), 167-194.

Albis Gonzdlez, V. S. (1984). Un programa de investigaciéon en la historia de la
matematica de un pais latinoamericano. Quipu. Revista Latinoamericana de
Historia de las Ciencias y la Tecnologia, 1(3), 391-400.

Alves, J. (1991). O movimiento pela ciencia pura e a Academia Brasileira de Ciencias.
Quipu. Revista Latinoamericana de Historia de las Ciencias y la Tecnologia, 8(1),
111-122.

Testa, P. (1991). Antecedentes y origen de la Escuela de Estadistica y Ciencias
actuariales de Universidad Central de Venezuela. Quipu. Revista Latinoamericana
de Historia de las Ciencias y la Tecnologia, 8(2), 201-213.

Arboleda, L. C., & Anacona, M. P. (1994). Las geometrias no euclidianas en Colombia. La
apuesta euclidiana del profesor Julio Garavito (18651920). Quipu. Revista
Latinoamericana de Historia de las Ciencias y la Tecnologia, 11(1), 7-24

Arboleda, L. C., & Castrillén, G. (2012). La historia y la educacién matematica en el
“horizonte” conceptual de la pedagogia. Quipu. Revista Latinoamericana de
Historia de las Ciencias y la Tecnologia, 14(1), 13-32.

Gonzalez, F. E. (2012). Fuentes para una Reconstruccion Histdrica de la Educacion
Matematica en Venezuela. Quipu. Revista Latinoamericana de Historia de las
Ciencias y la Tecnologia, 14(1), 33-54.

Gerdes, P. (2012). Incorporar ideias matematicas provenientes da Africa na educacdo
matematica no Brasil? Quipu. Revista Latinoamericana de Historia de las Ciencias y
la Tecnologia, 14(1), 93-10

Sanchez B., C. H., & Albis Gonzdlez, V. S. (2012). Historia de la ensefianza de las
matematicas en Colombia. De Mutis al siglo XXI. Quipu. Revista Latinoamericana
de Historia de las Ciencias y la Tecnologia, 14(1), 109-157.

Arbeldez, G. I.,, & Recalde, L. C. (2012). El desarrollo del analisis matematico en
Colombia (1850-1950). Quipu. Revista Latinoamericana de Historia de las Ciencias
y la Tecnologia, 14(3), 363-394.

Tabla 25 Articulos de HM—EM en QUIPU

En los dieciséis voliumenes publicados identificamos cerca de una veintena de articulos
que se ubican en la relacion HM—EM (ver Tabla 26)

Referencia bibliografica Resefiado en

Lépez, V. A. (1998). Historia de los inicios de la ensefianza del calculo infinitesimal en
Meéxico: 1785-1867. Revista Latinoamericana de Investigacion en Matemdtica
Educativa, 1(2), 29-50.
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Referencia bibliografica Resefiado en

Gdémez, B. (1999). Tendencias metodoldgicas en la ensefianza de la proporcionalidad
derivadas del analisis de libros antiguos. El caso de los problemas de “compaiiias”.
Revista Latinoamericana de Investigacion en Matemdtica Educativa, 2(2-3), 19-29.

Bagni, G. (2001). La introduccion de la historia de las matematicas en la ensefianza de
los numeros complejos. Una investigacion experimental desempefiada en la
educacién media Revista Latinoamericana de Investigacion en Matemdtica
Educativa, 4(1), 45-61.

Garciadiego, A. (2002). El teorema de Pitdgoras como paradigma de la ensefianza de la
geometria plana: simplificar no siempre simplifica. Revista Latinoamericana de
Investigacion en Matemdtica Educativa, 5(3), 251-270.

Bergé, A., & Sessa, C. (2003). Completitud y continuidad revisada a través de 23 siglos.
Aportes a una investigacion didactica. Revista Latinoamericana de Investigacion en
Matemdtica Educativa, 6(3), 163-197

Bagni, G. T. (2004). Una experiencia didactica sobre funciones en la escuela secundaria.
(Spanish). Revista Latinoamericana de Investigacion en Matemdtica Educativa,
7(1), 5-23.

Fernandez Gonzélez, M., & Rondero Guerrero, C. (2004). El inicio histérico de la ciencia
del movimiento: Implicaciones epistemoldgicas y didacticas. Revista
Latinoamericana de Investigacion en Matemadtica Educativa, 7(2), 145-156.

Martinez, G. (2005). Los procesos de convencién matematica como generadores de
conocimiento. Revista Latinoamericana de Investigacion en Matemdtica Educativa,
8(2), 195-218.

Batanero, C. (2005). Significados de la probabilidad en la educacién secundaria.
(Spanish). Revista Latinoamericana de Investigacion en Matemdtica Educativa,
8(3), 247-263.

Buendia, G. (2006). Una socioepistemologia del aspecto periddico de las funciones.
Revista Latinoamericana de Investigacion en Matemdtica Educativa, 9(2), 227-251.

Valdivé, C., & Garbin, S. (2008). Estudio de los esquemas conceptuales epistemoldgicos
asociados a la evolucidn histérica de la nociéon de infinitesimal. Revista
Latinoamericana de Investigacion en Matemdtica Educativa, 11(3), 413-450.

Schubring, G. (2008). Gauss e a tdbua dos logaritmos. Revista Latinoamericana de
Investigacion en Matemadtica Educativa, 11(3), 383-412.

Crespo, C. C., Farfan, R. M., & Lezama, J. (2009). Algunas caracteristicas de las
argumentaciones y la matematica en escenarios sin influencia aristotélica. Revista
Latinoamericana de Investigacion en Matemdtica Educativa, 12(1), 29-66.

Jankvist, U. T. (2009). On empirical research in the field of using History in Mathematics
Education. Revista Latinoamericana de Investigacion en Matemadtica Educativa,
12(1), 67-101.

Salinas, P., & Alanis, J. A. (2009). Hacia un nuevo paradigma en la ensefianza del Célculo
dentro de una institucidn educativa. Revista Latinoamericana de Investigacion en
Matemadtica Educativa, 12(3), 355-382

Magalhaes, M. L. (2011). O ensino de aritmética na escola nova: contribuicdes de dois
escritos autobiograficos para a histéria da educacdo matematica (Minas Gerais,
Brasil, primeiras décadas do século XX). Revista Latinoamericana de Investigacion
en Matemdtica Educativa, 14(3), 311-334.

Ruiz de Gauna Gorostiza, J., Davila Balsera, P., Etxeberria Murgiondo, J., & Sarasua
Fernandez, J. (2013). Los libros de texto de Matematicas del bachillerato en el
periodo 1970 - 2005. Revista Latinoamericana de Investigacion en Matemdtica
Educativa, 16(2), 245-276. doi: 10.12802/relime.13.1624
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Referencia bibliografica Resefiado en

Oller Marcén, A. M., & Gairin Sallan, J. M. (2013). La génesis histérica de los conceptos
de razdén y proporcion y su posterior aritmetizacion. Revista Latinoamericana de
Investigacion en Matemdtica Educativa, 16(3), 317-338. doi:
10.12802/relime.13.1632

de Souza, L. A., & Garnica, A. V. M. (2013). As matematicas modernas: um ensaio sobre
os modos de produgdo de significado ao(s) movimento(s) no ensino primario
brasileiro. Revista Latinoamericana de Investigacion en Matemdtica Educativa,
16(3), 369-393. doi: 10.12802/relime.13.1634

Tabla 26 Articulos de HM—EM en RELIME

En los diez volumenes de esta revista colombiana, y entre un poco mas de un centenar de
articulos publicados entre 1995 y 2005, encontramos tres articulos que se refieren a
ambitos de la relacion HM—-EM (ver Tabla 27).

Referencia bibliografica Resefiado en

Andrade, C. (1998). Dificultades en el aprendizaje de la nocion de variacién. Revista
EMA. Investigacion e innovacion en educacion matemadtica, 3(3), 241-253.
Anacona, M. (2003). La Historia de las Matematicas en la Educacion Matemdtica.
Revista EMA. Investigacion e innovacion en educacion matemadtica, 8(1), 30-46.
Nufez, J. M. (2003). El tablero medieval de calculo y las operaciones con nimeros
romanos: estudio histérico y pedagdgico. Revista EMA. Investigacion e innovacion
en educacion matemadtica, 8(2), 183-207.
Tabla 27 Articulos de HM—EM en la Revista EMA

Cuarenta y cinco articulos que abordan la relaciéon HM—EM hemos identificado en esta
revista espafiola (ver Tabla 28); en estos no incluimos un sinniumero de articulos de
Historia de las Matematicas que también contiene la revista.

Referencia bibliografica Resefiado en

Boero, P. (1989). Utilizacion de la Historia de las Matematicas en clase con alumnos de
6 a 13 afios. Suma: Revista sobre Ensefianza y Aprendizaje de las Matemadticas, 2,
17-28.

Martinez Pérez, M. (1989). La curiosa historia de... Un excelente consejo pedagdgico.
Suma: Revista sobre Ensefianza y Aprendizaje de las Matemdticas, 3, 34.

Montanuy Fillat, M., Nuiiez Espallargas, J. M., & Servat Susagne, J. (1989). La influencia
de la Revolucidn Francesa en la ensefianza elemental de la matematica. Suma:
Revista sobre Ensefianza y Aprendizaje de las Matemadticas, 4, 21-26.

Carlavilla Fernandez, J. L., & Fernandez Garcia, G. (1989). Didactica e historia de las
matematicas. Suma: Revista sobre Ensefianza y Aprendizaje de las Matemdticas, 4,
65-80.

Fernandez Gago, J., Gutiérrez Bueno, J., Hinojosa Onieva, F., Jiménez Vasquez, D., &
Mufioz Velasco, E. J. (1994). Elementos de Euclides: una aplicacién de la historia al
aula, enfocada desde la resolucién de problema. Suma: Revista sobre Ensefianza y
Aprendizaje de las Matemdticas, 14-15, 36-39.
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Referencia bibliografica Resefiado en

Arenzana Hernandez, V., & Trigo Aranda, V. (1994). Investigacion dirigida: Medicion del
radio de la Tierra. Suma: Revista sobre Ensefianza y Aprendizaje de las
Matemdticas, 14-15, 44-48.

Maza Gomez, C. (1994). Historia de las matematicas y su ensefianza: un analisis. Suma:
Revista sobre Ensefianza y Aprendizaje de las Matemdticas, 17, 17-26.

Aznar Sanchez, M. E., Lopez Hernandez, A., Martinez Azor, P. A., Parra Ruiz, G., & Sastre
Garcia, A. (1994). Historia de las matematicas en el aula: experiencia desde un
seminario permanente. Suma: Revista sobre Ensefianza y Aprendizaje de las
Matemdticas, 17, 34-36.

Fernandez Gago, J., & Mufioz Velasco, E. J. (1994). Una introduccion a V2 como numero
que representa ciertas distancias. Suma: Revista sobre Ensefianza y Aprendizaje de
las Matemadticas, 18, 28-30.

Gavilan Bouzas, P. (1996). Historia del dlgebra en la educacion secundaria: resolucién
de problemas "histéricos". Suma: Revista sobre Ensefianza y Aprendizaje de las
Matemdticas, 22, 83-90.

Espaiiol Gonzalez, L. (1997). Julio Rey Pastor y la ensefianza de las matematicas. Suma:
Revista sobre Ensefianza y Aprendizaje de las Matemdticas, 24, 27-38.

Escudero Baylin, M. (1997). Fermat y Arquimedes en la clase de integrales. Suma:
Revista sobre Ensefianza y Aprendizaje de las Matemadticas, 24, 77-79.

Figueiras Ocafia, L., Molero Aparicio, M., Salvador Alcaide, A., & Zuati Soravilla, N.
(1997). Dificultades y logros de una mujer matemadtica: Mary Somerville. Suma:
Revista sobre Ensefianza y Aprendizaje de las Matemdticas, 25, 45-52.

del Rio Sanchez, J. (1997). Historia de la Matematica: implicaciones didacticas. Suma:
Revista sobre Ensefianza y Aprendizaje de las Matemdticas, 26, 33-38.

Maza Gomez, C. (1998). Aproximaciones histdricas al area del circulo. Suma: Revista
sobre Ensefianza y Aprendizaje de las Matemdticas, 27, 49-56.

Ruiz Garzén, G. (1999). La paradoja de San Petersburgo: una reivindicacion didactica.
Suma: Revista sobre Ensefianza y Aprendizaje de las Matemdticas, 32, 5-9.

Garcia Cruz, J. A. (2000). Historia de un problema: el reparto de la apuesta. Suma:
Revista sobre Ensefianza y Aprendizaje de las Matemadticas, 33, 25-36.

Usén Villalba, C., & Ramirez Martinez, A. (2000). éEjercitar el entendimiento sin fatigar
mucho la imaginacion? Suma: Revista sobre Ensefianza y Aprendizaje de las
Matemdticas, 33, 115-118.

Bruno Castafieda, A., & Martinén Cejas, A. (2000). Contenidos matematicos en la
segunda ensefianza espafiola del siglo XX. Suma: Revista sobre Ensefianza y
Aprendizaje de las Matemdticas, 34, 27-43.

Meavilla Segui, V. (2000). Historia de las matematicas: métodos no algebraicos para la
resoluciéon de problemas. Suma: Revista sobre Ensefianza y Aprendizaje de las
Matemadticas, 34, 81-85.

Ramirez Martinez, A., & Usén Villalba, C. (2000). Unos siglos que cambiaron el mundo
(). Suma: Revista sobre Ensefianza y Aprendizaje de las Matemdticas, 34, 109-112.

Ramirez Martinez, A., & Usdn Villalba, C. (2000). Unos siglos que cambiaron el mundo (y
I1). Suma: Revista sobre Ensefianza y Aprendizaje de las Matemdticas, 35, 109-112.

Ibafies Jalén, M. J., & Ortega del Rincon, T. (2002). La demostracion en el curriculo: una
perspectiva histérica. Suma: Revista sobre Ensefianza y Aprendizaje de las
Matemdticas, 39, 53-61.

Lupiadiiez Gomez, J. L. (2002). Reflexiones didacticas sobre la Historia de la Matemitica.
Suma: Revista sobre Ensefianza y Aprendizaje de las Matemdticas, 40, 59-63.
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Referencia bibliografica Resefiado en

Ramirez Martinez, A., & Usén Villalba, C. (2003). Hacer de las Matematicas un lenguaje
verdaderamente universal. Suma: Revista sobre Ensefianza y Aprendizaje de las
Matemadticas, 42, 115-119.

Ramirez Martinez, A., & Usdn Villalba, C. (2003). En el entorno del teorema de Kou-ku
(). Suma: Revista sobre Ensefianza y Aprendizaje de las Matemadticas, 44, 83-86.

Gonzalez Urbaneja, P. M. (2004). La historia de las matematicas como recurso didactico
e instrumento para enriquecer culturalmente su ensefianza. Suma: Revista sobre
Ensefianza y Aprendizaje de las Matemdticas, 45, 17-28.

Ramirez Martinez, A., & Usén Villalba, C. (2004). En el entorno del teorema de Kou-ku
(I1). Suma: Revista sobre Ensefianza y Aprendizaje de las Matemdticas, 45, 87-91.

Ramirez Martinez, A., & Usdn Villalba, C. (2004). En el entorno del teorema Kou-Ku (I1).
Suma: Revista sobre Ensefianza y Aprendizaje de las Matemdticas, 46, 87-93.

Ramirez Martinez, A., & Usén Villalba, C. (2004). En el entorno del teorema Kou-Ku (y
IV). Suma: Revista sobre Ensefianza y Aprendizaje de las Matemdticas, 47, 63-66.

Usén Villalba, C., & Ramirez Martinez, A. (2005). En torno al Tridngulo Aritmético que
algunos llaman de Pascal. La autoria (). Suma: Revista sobre Ensefianza y
Aprendizaje de las Matemdticas, 48, 57-63.

Usén Villalba, C., & Ramirez Martinez, A. (2005). En torno al Tridngulo Aritmético que
algunos llaman de Pascal. La transcendencia (Il). Suma: Revista sobre Ensefianza y
Aprendizaje de las Matemdticas, 49, 55-62.

Sorando Muzids, J. M. (2005). Matematicas e Historia. Suma: Revista sobre Ensefianza y
Aprendizaje de las Matemadticas, 49, 125-137.

Fedriani Martel, E. M., & Hinojosa Ramos, M. A. (2005). Resumen histérico de la
docencia de las matematicas. Suma: Revista sobre Ensefianza y Aprendizaje de las
Matemadticas, 50, 31-36.

Usén Villalba, C., & Ramirez Martinez, A. (2005). En torno al Tridngulo Aritmético que
algunos llaman de Pascal. La semilla que germiné en el desierto (lIl). Suma: Revista
sobre Ensefianza y Aprendizaje de las Matemdticas, 50, 73-78.

Usén Villalba, C., & Ramirez Martinez, A. (2006). En torno al Tridngulo Aritmético que
algunos llaman de Pascal. Un universo nacido de la nada (IV). Suma: Revista sobre
Ensefianza y Aprendizaje de las Matemadticas, 51, 53-60.

Usén Villalba, C., & Ramirez Martinez, A. (2006). En torno al Triangulo Aritmético que
algunos llaman de Pascal. Simbolo del anonimato cientifico (V). Suma: Revista
sobre Ensefianza y Aprendizaje de las Matemadticas, 52, 65-72.

Usén Villalba, C., & Ramirez Martinez, A. (2006). En torno al Tridngulo Aritmético que
algunos llaman de Pascal. La ambicion de trascender las propias limitaciones (VI).
Suma: Revista sobre Ensefianza y Aprendizaje de las Matemdticas, 53, 53-60.

Usén Villalba, C., & Ramirez Martinez, A. (2007). En torno al Tridangulo Aritmético que
algunos llaman de Pascal. El Método, contra el Método (y VII). Suma: Revista sobre
Ensefianza y Aprendizaje de las Matemadticas, 54, 57-66.

Gutiérrez, S. (2007). En un aula cualquiera de un IES cualquiera: el dia a dia. Suma:
Revista sobre Ensefianza y Aprendizaje de las Matemdticas, 55, 69-74.

Orts Mufioz, A. (2007). Resolucidn de problemas mediante la regla de falsa posicion: un
estudio historico. Suma: Revista sobre Ensefianza y Aprendizaje de las
Matemdticas, 56, 55-61.

Redondo Buitrago, A. (2008). Los numeros mérficos en secundaria. Suma: Revista sobre
Ensefianza y Aprendizaje de las Matemdticas, 59, 7-16.

Martinez de la Rosa, F. (2009). La recta tangente: notas historicas y actividades para el
aula. Suma: Revista sobre Ensefianza y Aprendizaje de las Matemdticas, 61, 7-15.
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Referencia bibliografica Resefiado en
Tébar Cuesta, F. (2010). Evolucion de las matematicas acompafiando a la educacion
secundaria. Suma: Revista sobre Ensefianza y Aprendizaje de las Matemdticas, 63,
29-33.
Tabla 28 Articulos de HM—EM en SUMA

En la revista digital UNION, érgano de difusién de la Federacién lberoamericana de
Educacion Matemadtica (FISEM), identificamos mas de tres decenas de articulos, varios de
ellos relacionados con la historia de la educacidon en Matematicas (ver Tabla 29).

Referencia bibliografica Resefiado en

Valente, W. R. (2005). Euclides Roxo e a Histdria da Educagdo Matemadtica no Brasil.
UNION. Revista Iberoamericana de Educacién Matemdtica, 1, 89-94

Leme da Silva, M. C. (2005). A Geometria escolar ontem e hoje: algumas reflexdes sobre
livros didaticos de Matematica. UNION. Revista Iberoamericana de Educacion
Matemdtica, 3, 73-85.

Moscoso Canabal, J. A. (2005). En torno a la institucionalizacion del saber matematico
en el aula: el caso de la reforma curricular mexicana de 1993 UNION. Revista
Iberoamericana de Educacion Matemdtica, 4, 5-16.

Zuin, E. d. S. L. (2005). O inicio da escolarizagdo do sistema francés de pesos e medidas
em Portugal. UNION. Revista Iberoamericana de Educacién Matemdtica, 4, 109-
125.

Meavilla Segui, V. (2006). La cartilla aritmética antifascista (1937), un manual de
educacién matemdtica y propaganda politica UNION. Revista Iberoamericana de
Educacion Matemadtica, 5, 9-21.

Matos, J. M. (2006). A penetracdo da Matematica Moderna em Portugal na revista
Labor. UNION. Revista Iberoamericana de Educacion Matemdtica, 5, 91-110.

Gonzalez Astudillo, M. T. (2006). La matematica moderna en Espafia. UNION. Revista
Iberoamericana de Educacion Matemdtica, 6, 63-71.

Valente, W. R. (2006). A aritmética na escola de primeiras letras: os livros de aprender a
contar no Brasil do século XIX. UNION. Revista Iberoamericana de Educacion
Matemdtica, 7, 71-81.

Levy , L. F., & do Espirito Santo, A. O. (2006). Filosofia e modelagem matematica.
UNION. Revista Iberoamericana de Educacion Matemdtica, 8, 11-21.

Arboleda, L. C. (2006). Los tratados franceses en la ensefianza del andlisis en Colombia
(1851-1951). UNION. Revista Iberoamericana de Educacién Matemdtica, 8, 101-
107.

dos Santos, I. B. (2007). Edward Lee Thorndike e uma conformacdo do professor de
matematica norte-americano das primeiras décadas do século XX. UNION. Revista
Iberoamericana de Educacion Matemdtica, 10, 155-165.

Carolino Pires, C. M. (2007). Implementagdo de inovagdes curriculares em matematica e
embates com concepgdes, crengas e saberes de professores: breve retrospectiva
histérica de um problema a ser enfrentado. UNION. Revista Iberoamericana de
Educacion Matemadtica, 12, 5-26.

Ortiz Fernandez, A. (2008). Matematica en los antiguos Egipto y Babilonia. UNION.
Revista Iberoamericana de Educacion Matemdtica, 13, 5-18.
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Referencia bibliografica Resefiado en

Silva Duarte, A. R. (2008). Omar Catunda e os debates sobre o ensino secundario de
matematica na década de 1940. UNION. Revista Iberoamericana de Educacion
Matemadtica, 13, 101-114.

Medina, D. (2008). O movimento da matematica moderna nas séries iniciais e o
primeiro livro didatico. UNION. Revista Iberoamericana de Educacién Matemdtica,
14, 91-106.

Garcia Cruz, J. A. (2008). Génesis histdrica y ensefianza de las matematicas UNION.
Revista Iberoamericana de Educacion Matemadtica, 15, 61-67.

Araujo de Oliveira, M. C. (2008). O ensino de Matematica veiculado em livros didaticos
publicados no Brasil: conjuntos numeéricos e operacdes na cole¢do moderna de
Osvaldo Sangiorgi. UNION. Revista Iberoamericana de Educacién Matemdtica, 15,
125-137

Sastre, P., Rey, G., & Boubée, C. (2008). El concepto de funcidn a través de la Historia.
UNION. Revista Iberoamericana de Educacién Matemdtica, 16, 141-155.

Barreto Garcia, J. C. (2009). Cuadratura, primera nocion de area y su aplicacién en la
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Referencia bibliografica Resefiado en

Costa, V. A., & Arlego, M. (2013). El rol de la historia de las ciencias en la ensefianza del
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Tabla 29 Articulos de HM—EM en UNION

En los sesenta y cuatro numeros de esta revista, publicada por la editorial Graé desde
1994, identificamos ocho articulos relacionados con la HM—-EM (ver Tabla 30), algunos de
ellos pertenecientes a un monografico resefiado en el apartado 2.1.1.7.

Referencia bibliografica Resefiado en
Constantino de la Fuente Martinez, R. M. P. (1996). Resolucion de problemas, historia y
epistemologia de las matematicas; hacia su integracion en el curriculum. Uno.
Revista de Diddctica de las Matemadticas, 8, 19-28.

Veldzquez, F. (2001). Introduccion. Uno. Revista de Diddctica de las Matemdticas, 26, 5- 2.1.1.7
8.

Fernandez Fernandez, S. (2001). La historia de las matematicas en el aula. Uno. Revista 2.1.1.7
de Diddctica de las Matemadticas, 26, 9-27.

Nomdedeu, X. (2001). Matematicas cotidianas a través de historias cotidianas. Uno. 2.1.1.7

Revista de Diddctica de las Matemdticas, 26, 29-35.
Rupérez Padrdn, J. A., & Garcia Déniz, M. (2001). El Juego de la oca. Historia de un juego 2.1.1.7
y sus posibilidades didacticas. Uno. Revista de Diddctica de las Matemadticas, 26,

37-48.

Martifién Cejas, A. (2001). Abstraccién maxima y aplicaciones universales: las 2.1.1.7
matematicas del siglo XX. Uno. Revista de Diddctica de las Matemadticas, 26, 50-60.

Bishop, A. J. (2001). Lo que una perspectiva cultural nos cuenta sobre la historia de las 2.1.1.7

matematicas. Uno. Revista de Diddctica de las Matematicas, 26, 61-72.

Pérez, U., Alvarez, M., & Porta Martinez, P. (2008). Historia y ensefianza de la
geometria: cuadrando el circulo en el aula. Uno. Revista de Diddctica de las
Matemdticas, 49, 111-117.

Tabla 30 Articulos de HM—EM en UNO

2.1.5 Libros
Hemos identificado una decena y media de libros que abordan la relacion HM-EM. A
continuacion presentaremos una breve resefia del contenido de algunos de ellos.
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Historical Topics
for the
Mathematics
Classroom

:
NATIONAL COUNGIL OF QB2

TEACHERS OF MATHEMATICS

Imagen 19 Caratula del libro Historical Topics for the Mathematics Classroom

Durante parte de la década del sesenta funciond un comité de académicos encargado de
realizar un libro sobre el uso de la Historia de las Matematicas en la ensefianza de las
Matematicas. Su trabajo estuvo guiado por varios principios, entre los cuales se sefialaba
que el estudio del libro no deberia requerir un curso previo de la HM, deberia incluir no
solo materiales histéricos sino también indicaciones de cdmo estos deberian ser usados
en clase, los temas tratados deberian ser de interés para diferentes grados escolares y su
contenido deberia dirigirse para profesores y estudiantes. Bajo esta dptica el libro se
organizé en capitulos que implican un formato que contempla una perspectiva general de
los temas histdricos tratados (v.g., nimeros y numerales, calculos, Geometria, Algebra,
Trigonometria, Cdlculo y Matematicas modernas) y unas capsulas tematicas (o tratados
breves de temas puntuales) que procuran el acceso a hechos pertinentes relacionados con
teoremas, conceptos y desarrollos matematicos importantes; el primer capitulo propone
una postura sobre “por qué” y “cdmo” usar la Historia de las Matematicas en el aula.

Es pertinente mencionar que ubicamos una serie de libros (Baumgart, 1994; Boyer, 1993;
Eves, 1994; Gundlach, 1994), que constituyen traducciones al portugués de algunos de los
capitulos del libro, pero ninguno de ellos corresponde al primer capitulo, considerado
fundamental en la publicacion original.
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LEARN from THE
MASTERS

i

Imagen 20 Cardtula del libro Learn from the Masters!

The Mathematical Association of America publica este libro, dirigido a profesores quienes
guieren conocer como emplear la Historia de las Matematicas como herramienta
pedagdgica que participe en la ensefianza y aprendizaje de las Matematicas, esta dividido
en dos partes; la primera dirige su atencién al papel de la Historia de las Matematicas en
la escuela, en tanto que la segunda examina este papel en la Educacion Superior. En cada
una de las partes, esencialmente se presentan ideas y experiencias de profesores de
Matematicas e investigadores a través de las cuales se ilustran posibles usos de la Historia
de las Matematicas en campos como la Aritmética, el Calculo, la Trigonometria, la
modelacién matemdtica, el Algebra lineal, el Andlisis vectorial o la Mecdanica Celeste;
también contiene discusiones acerca de la importancia del conocimiento histérico para
favorecer el conocimiento del profesor y de las particularidades de un curso de temas de
Matematicas para profesores, basado en una perspectiva histérica.

VITA
EMATHEMATICA |

Imagen 21 Caratula del libro Vita Mathematica. Historical research and integration with teaching
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Este libro, publicado por The Mathematical Association of America, estd dirigido a
profesores de Matematicas, matematicos, historiadores de las Matemadticas y de las
Ciencias, interesados en sus campos y en la integracion de la Historia de las Matematicas a
la pedagogia matematica. Con base en ello se estructura en tres partes dos de las cuales
tienen dos secciones. La primera parte contiene tres articulos a través de los cuales se
discute: las ideas sobre la Historia de las Matematicas, el papel de los problemas en la
historia y la ensefianza de las Matematicas y la dramatizacion del ambiente de aceptacion
de ideas matematicas novedosas. La segunda parte estd compuesta por documentos de
Historia de las Matematicas, divididos en dos secciones cronoldgicamente definidas; la
primera refiere textos de la antigliedad a la Revolucién cientifica y la segunda de esta al
presente. La tercera parte, dedicada a la integracion de la Historia con la ensefianza de las
Matematicas, presenta en su primera seccién varios documentos que discuten e ilustran
esta integracion, en tanto que en su segunda seccién se recogen documentos sobre los
origenes vy la ensefianza del Calculo.

Imagen 22 Caratula del libro Using History to Teach Mathematics: An International Perspective

Este libro, editado por Victor J. Katz y publicado en Inglés por The Mathematical
Association of America, recoge documentos de varios y reconocidos académicos que
tratan la relacion HM-EM, documentos que fueron presentados en dos eventos
académicos internacionales en el afio 1996. Su contenido se estructura en cinco partes. La
primera parte contiene tres articulos que en términos generales tratan el uso de la
Historia en la ensefianza. En la segunda parte cuatro autores discuten, en sendos
documentos, las maneras en que las ideas histéricas pueden influir la pedagogia en los
salones. La tercera parte contiene cinco articulos que abordan el uso de la Historia en la
ensefianza de temas especificos. En la cuarta parte, se muestran trabajos que permiten
reconocer la manera exitosa en que la Historia de las Matematicas ha sido usada en la
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formacién de profesores. La quinta y ultima parte se dedica a articulos sobre la Historia de
las Matematicas que contienen varias sugerencias de como esta historia es aplicable a la
ensefianza de las Matematicas.

EDUCACION
MATEMATICA
EN SECUNDATIA l
-_—

Imagen 23 Caratula del libro Historia de las Matematicas en la ensefianza secundaria

Como parte de la coleccion “Educacion Matematica en Secundaria”, dirigida por Miguel de
Guzman y Luis Rico, la Editorial Sintesis S.A. publica este libro que contiene diez capitulos
organizados en tres secciones que atienden a sendas épocas cronoldgicamente
organizadas, a saber: La Matematica Griega, De Galileo a Newton y La Matematica
reciente. Su contenido involucra conferencias presentadas en el Seminario Oratava de
Historia de la Ciencia® (convertido en una de las actividades de la Fundacidon Canaria
Oratava de Historia de la Ciencia). En cierto sentido, es un libro de Historia de las
Matematicas dirigido a los profesores de Matematicas que tienen un interés por
identificar en ella un recurso para su trabajo docente.

*® En  http://www.gobiernodecanarias.org/educacion/3/Usrn/fundoro/web fcohc/003 actividades/semoro.html se

encuentran los archivos digitales de las Actas de este seminario.
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Imagen 24 Caratula del libro History in Mathematics Education

En tanto resultado de un selecto equipo de trabajo, este libro —editado por J. Fauvel y J.
van Maanen, y publicado por Kluwer Academic Publisher— es quizd uno de los
documentos mas completos que hemos podido identificar, quiza por el hecho de ser un
resultado de uno de los estudios ICMI (Comision Internacional de Instruccion de las
Matematicas) y por contener contribuciones de especialistas en el tema. En él se expresa
como el aprendizaje y la ensefianza de las matematicas se pueden mejorar a través de la
integracion de la Historia de Matematicas en diferentes aspectos de la educacién en
matematicas: lecciones, tareas, textos, conferencias, proyectos, evaluacion, y planes de
estudios.

Desde otra perspectiva, el libro atiende asuntos que incluyen la integracién de la Historia
en el aula, su valor en la formacidn de profesores, el apoyo histérico a temas especificos y
a estudiantes con exigencias educativas especiales, el uso de textos originales escritos por
grandes matematicos del pasado, los trasfondos epistemoldgicos de la seleccidon histérica,
y medios de comunicacién no estdndar y otros recursos, desde el drama hasta la Internet.
Adicionalmente, como lo mencionamos antes, incluye un listado de cerca de trecientas
referencias de referencias bibliograficas sobre la temdtica. Su estructura, definida a través
de once capitulos, permite la identificacion de una perspectiva de analisis de la relacién
HM-EM; estos son (en Espaiol), a saber: 1. El contexto politico. 2. Asuntos filoséficos,
multiculturales e interdisciplinarios. 3. Integracion de la Historia: perspectivas de
investigacion. 4. La Historia de las Matematicas para la formacién de profesores. 5. La
formacidn histérica y la comprensién matematica de los estudiantes. 6. La Historia como
soporte de diversos requerimientos educativos — oportunidades de cambio. 7. Integrando
la Historia de las Matematicas en el aula: un estudio analitico. 8. El soporte histdrico para
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algunos temas particulares. 9. El uso de fuentes originales en la clase de matematicas. 10.
Medios no estandar y otros recursos. 11. Bibliografia para un trabajo ulterior en el drea.

Imagen 25 Caratula del libro Math through the Ages. A Gentle History for Teacher and Others

Atendiendo al supuesto de que los profesores de Matematicas no cuentan con suficiente
tiempo para hacer una indagacién en materiales de Historia de las Matematicas y a que la
informacién que estos contienen normalmente es abundante, desconectada y no siempre
fidedigna, los autores elaboran este libro sobre ideas comunes de las Matematicas
basicas, que juzgan de interés para los profesores y otros profesionales. En esta direccion,
ademds de un panorama sobre la Historia de las Matemadticas presentado en
aproximadamente sesenta paginas, incluyen veinticinco ensayos breves (sketches) a través
de los cuales tratan histéricamente varios temas bdsicos de Aritmética, Algebra,
Geometria, Trigonometria y Probabilidad. Como parte complementaria de cada ensayo,
en la version expandida los autores incluyen una seccidn de preguntas y una de proyectos;
las primeras son sencillas y eventualmente requieren un poco de indagacién, en tanto que
los proyectos son mas exigentes y de mayor alcance.
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Imagen 26 Caratula del libro Hands on History. A Resource for Teaching Mathematics

Este libro, publicado por The Mathematical Association of America, recoge trabajos de
varios autores en torno a lo que la editora del mismo llama “la cultura material de las
Matematicas” o “la manifestacion fisica de las Matematicas” (es decir, los artefactos,
modelos o herramientas que han acompanado la actividad matematica en la historia).
Algunos de los autores participaron de un encuentro de matematicas intitulado The
history of Mathematics Technologies: Exploring the Material Culture of Mathematics o de
un curso corto, en el marco del mismo, desarrollado por la editora en tal evento. Los
dieciséis documentos que conforman los capitulos del libro, procuran poner en contacto al
lector, y especificamente a los profesores de Matematicas, con recursos fisicos que,
llevados al aula a través de proyectos, le permitan a los estudiantes “tocar” los artefactos,
en tanto legados histéricos de las Matemadticas y, de esta forma, vivir fisicamente las
Matematicas a través de artefactos que fueron empleados en las distintas actividades
matematicas. En este sentido, el libro incluye trabajos con artefactos como los huesos de
Napier, las torres de Hanoi, transportadores, juegos con baldosas para descubrir el
teorema de Pitagoras, modelos de secciones coénicas con cuerdas, curvigrafos,
planimetros, herramientas para construir curvas mecdnicas, instrumentos de topografia,
relojes de sol y de péndulo, cuadrados y cubos reales para ilustrar las operaciones
algebraicas andlogas, y un modelo para la construccién y uso de un braquistécrono. De
esta manera, se expresa el interés y trabajo de los autores por usar la Historia de las
Matematicas para facilitar el aprendizaje activo en el aula.
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Histoire et enseignement
des mathématiques

sonis drecsne &« Evelyne Barbin & Dominique Bénard
PSTITUT NATIONAL DE RECHERCHE PEDAGOGIUR
BLASE PASCAL CLERMONT.FERRAND 3 (RED)

Imagen 27 Caratula del libro Histoire et enseignement des mathématiques. Rigueurs, erreurs, raisonnements

Este libro, desarrollado después del Decimosexto Coloquio de la Comision inter-IREM,
denominado Epistémologie et historie des mathématiques y celebrado en Clermont-
Ferrand en el 2006, recoge ponencias de varios autores, agrupadas en cuatro tematicas, a
saber: los rigores (con cuatro capitulos), las experiencias y demostraciones geométricas
(compuesta de tres capitulos), la multiplicidad de puntos de vista (tratado a través de tres
capitulos) vy, los razonamientos entre Geometria y Algebra (abordado por dos capitulos).
La eleccidon de las temdticas del libro obedece no solo a que las cuestiones de rigor y
validacién de razonamientos han sido temas de debate y controversia entre los
matematicos y entre los filésofos de las Matemadticas, sino que, desde una perspectiva
histérica, se reconoce que estas ideas han cambiado a través del tiempo y tienen,
entonces, una historicidad; algo similar reconocen ocurre con la idea de error. En este
sentido, los autores sugieren hablar en plural, y referirse a los rigores, los errores y los
razonamientos en la historia. Pero lo anterior sugiere solo la mitad del titulo de la obra; la
otra parte estd referida a que esta visién historica plantea muchas preguntas sobre el
aprendizaje matematico; por ejemplo, vale la pena preguntarse por: lo riguroso y lo obvio,
en la universidad o la escuela secundaria; el qué, por qué y cudndo se decide demostrar; el
nivel de rigor y abstraccidn deseable en la escuela; la distincién entre el error y la falta de
motivacion en el aprendizaje de las Matematicas; etc., cuestiones, todas estas de interés
para los profesionales que asumen la ensefianza de las Matematicas no solo como un
guehacer sino como un objeto de estudio.
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Imagen 28 Caratula del libro Philosophical Dimensions in Mathematics Education

El libro corresponde al volumen 42 de la serie Mathematics Education Library,
administrada editorialmente por Alan Bishop. A través de cerca de una decena de
documentos, los autores de los mismos abordan la discusién generada por una serie de
preguntas enunciadas por los editores en el preludio del mismo. Estas aluden a: ¢cudl es el
conjunto de valores filosoficos presentes de manera implicita en los actuales curriculos de
matematicas?, ¢cudl es la perspectiva sobre la educacidn matematica que se promueve
desde las actuales perspectivas filoséficas?, équé filosofias son compatibles con qué tipos
de educacién?, écomo pueden tales filosofias ser incluidas en el curriculo y qué implica tal
implementaciéon? o ¢si todo lo anterior puede ser contestado adecuadamente, como
después se puede evaluar? Los editores ubican estas preguntas en un movimiento que va
desde una filosofia implicita de las Matemadticas hacia una filosofia explicita en
Matematicas.

En esta direccidon se ubican entre otros documentos que: versan sobre la presencia
implicita o explicita de la filosofia en el curriculo; incluyen propuestas, ideas y sugerencias
sobre como dirigir los procesos de educacién matematica en otras direcciones (las cuales
atienden a la incorporacion directa de la filosofia en el curriculo o, de manera indirecta, en
la formacién de profesores o a través de la Historia de las Matemadticas); proponen vy
discuten la solucién de problemas como estrategia curricular que implica la discusién
sobre los asuntos semanticos en las Matematicas; discuten las implicaciones educativas de
posturas filosoficas sobre las Matematicas y su actividad; o, que indagan por las
implicaciones educativas de considerar unas Matematicas no hegemodnicas, desde la
perspectiva de la etnomatematica.
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MATHEMATICA
TIME CAPSULES

Historical Modules for the Mathematics Classroom

Dick Jardine and Amy Shell-Gellasch, Editors

Imagen 29 Caratula del libro Mathematical Time Capsules. Historical Modules for the Mathematics
Classroom

Una vez mas The Mathematics Association of America publica un libro en el que se
compilan documentos presentados previamente en un evento académico, en este caso en
una actividad denominada Using History of Mathematics in Your Mathematics Courses,
realizada en el marco del Joint Mathematics Meeting, llevado a cabo en enero de 2006. El
texto ofrece asi, treinta y cinco mddulos histdricos (o capsulas del tiempo) para su uso en
las aulas; dichas capsulas proponen actividades de la Historia de las Matematicas que
pretenden mejorar el aprendizaje de temas de Matematicas, tipicos en secundaria y en
pregrado. Los estilos de ensefianza o de aprendizaje promovido por las cdpsulas son muy
variados y pueden centrar la actividad en un intervalo en cuyos extremos esta el profesor
o el estudiante, respectivamente; igualmente variados son los enfoques de integracion de
la Historia implicados en las capsulas. Adicionalmente, el conocimiento de estas capsulas
se reconoce como una estrategia para aportar al conocimiento histdorico de las
Matematicas de los profesores quienes pueden asi prepararse para los exdmenes de
certificacién docente.

De acuerdo con los editores, el contenido del libro se organiza en tres secciones (no
identificables de manera explicita). La primera sesidn corresponde a cdpsulas que tienen
como objeto temas matematicos que normalmente se tratan en los cursos impartidos en
la escuela secundaria o en los primeros afios de universidad (por ejemplo, cursos de
Algebra, Geometria, Matemdticas para maestros de primaria, Trigonometria, o
Precalculo). Los temas de cursos tradicionalmente tomados inicialmente en la formacién
matemadtica profesional o en carreras afines (como Calculo, Ecuaciones diferenciales,
Teoria de numeros, Algebra abstracta, y Analisis) son abordados en la tercera parte. La
segunda parte se ocupa del tratamiento de algunas ideas que se pueden aplicar a una
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amplia variedad de cursos de pregrado o la secundaria; las capsulas de esta parte son de
caracter pedagdgico general, no de Matematicas, y podrian ser adaptados para su uso en
cualquier curso.

ANTONIS NISUEL
MARIA ANGELA MIORIN

Historia na
Educagdo Matematica

propostas ¢ desafios

Imagen 30 Caratula del libro Histéria na educacdo matemadtica - Propostas e desafios

En este libro, cuya primera edicion data del ano 2004, constituye el décimo volumen de la
“Coleccién Tendencias en Educacién Matematica”, la cual se dirige a profesores de
Matematicas e investigadores. Aca los autores, a lo largo de una introduccion y tres
capitulos (titulados respectivamente: Historia en las matematicas escolares; Ampliando y
profundizando el debate relativo a la participacion de la Historia en la educacidn
matematica escolar: practica de investigacion académica y perspectivas tedricas; e,
Historia, cultura matematica y Educacién Matematica en la institucién escolar: reflexiones
y desafios), discuten los vinculos que se intentan promover entre una produccion socio-
histérica del conocimiento matematico del pasado y la produccion o apropiacion personal
de tal conocimiento en el presente, o entre una cultura matemadtica y las formas de
apropiaciéon de esa cultura a través de las practicas pedagdgicas y las prdacticas de
investigacion en Educacion Matematica. Para ello distinguen entre Historia de las
Matematicas, Historia de la Educacién Matemadtica y la Historia en la Educacién
Matematica.

En este ultimo campo, objeto de estudio del libro, incluyen todos los estudios que asumen
como objeto de investigacién problemas relativos a las intersecciones efectivas de la
Historia en: la formacién de profesores, la formacién matematica de los estudiantes de
cualquier nivel educativo, los libros de texto de Matematicas para cualquier nivel
educativo, las propuestas curriculares de ensefianza de las Matemadticas; en la
investigacion en Educacion Matematica, etc. Por ello, los dmbitos de interlocucién del
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libro contemplan académicos de varias disciplinas y diversas maneras de participacion en
torno a la educacion en Matematicas y a las Matematicas mismas.

Imagen 31 Cardatula del libro Recent Developments on Introducing a Historical Dimension in Mathematics
Education

Este libro, publicado por The Mathematical Association of America, estd dedicado en su
totalidad a publicar estudios sobre la relacion HM-EM, la mayoria de los cuales fueron
presentados previamente en eventos internacionales, los cuales fueron sometidos a
evaluacién por parte de expertos de la comunidad internacional. El contenido del libro
esta organizado en cuatro partes que condensan respectivamente documentos en torno
a: planteamientos tedricos sobre la integracién de la Historia de las Matematicas en la
educacion en Matematicas (siete documentos), experiencias e investigaciones sobre el
uso de la Historia de las Matematicas en la ensefianza de diversos temas matematicos en
diferentes niveles educativos (diez articulos), usos de la Historia de las Matematicas en
programas de educacion de futuros profesores y profesores en ejercicio (cuatro textos) vy,
la Historia de las Matematicas (tres documentos, dos de los cuales exponen la Historia
desde un enfoque socioldgico).

Los documentos de la primera parte se refieren, entre otros asuntos, al trabajo con
fuentes originales y la opcidn dialdgica de los mismos, las condiciones de produccién de
nuevas ideas matematicas, los métodos histdoricos de solucién de ecuaciones, la
naturaleza del Algebra, puntos de vista sobre la funcién y su impacto en la educacién y el
efecto del ambiente cultural de las ideas matematicas en la ensefianza y aprendizaje de
estas.
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Las experiencias e investigaciones de la segunda parte aluden a: la integracion de la Fisica
y las Matemdticas, la introduccién de nuevas temadticas desde la perspectiva de su
trasfondo histdrico, el uso de imagenes de documentos antiguos en la ensefianza de las
Matematicas, el empleo de pesos y medidas histéricas en el aula, los pensamientos o
creencias sobre la Historia de las Matematicas, el efecto de la historia de la funcion en la
comprensién de la misma, el impacto del estudio de la idea de movimiento en la historia
sobre la comprensién de integral definida y el teorema fundamental del Calculo, la Fisica y
las ecuaciones diferenciales, el desarrollo histérico de las ideas de varianza y desviacion
estandar y su relacién con las dificultades de los estudiantes en torno a la idea de
varianza, y el uso de fuentes originales en el estudio de la matematica discreta.

Los cuatro documentos de la tercera parte discuten, respectivamente: el uso de la Historia
en un programa de formacion de profesores de primaria, un curso de Historia de las
Matematicas disefiado para mostrarles a los futuros profesores cémo pueden emplear la
Historia en la ensefanza, como cambios curriculares conminan a la introduccion de
material histérico en el aula, y la manera como efectivamente algunos profesores usan la
Historia.

La ultima parte presenta dos articulos que destacan, respectivamente, elementos acerca
la evolucion de la comunidad matematica norteamericana y la comunidad brasilera, desde
los tiempos coloniales; otro documento refiere aspectos de la historia de la trigonometria
y su relacion con la astronomia.

Gty
Bharath Sriraman

Imagen 32 Caratula del libro Crossroads in the History of Mathematics and Mathematics Education

Este libro, publicado como el monografico nimero 12 de The Montana Mathematics
Enthusiast y editado por Bharath Sriraman, contiene algunos documentos que son
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reimpresiones de documentos publicados en la revista Mathematics Enthusiast. Su
intencion es proveer al lector de un material que lo invite a mirar dentro de la Historia de
las Matemadticas, aspectos que pueden contribuir a mejorar la comprensiéon de temas
matematicos.

El documento se divide en tres secciones. La primera presenta siete articulos sobre
Historia y Didactica de las Matematicas que proporcionan recursos histéricos para ser
usados en la ensefianza del Cdlculo y el Analisis. En la segunda seccidon se encuentran
cuatro documentos para el trabajo con la historia y didactica de la Geometria y la Teoria
de numeros. En la tercera seccion, se ubican cuatro documentos que buscan discutir y
justificar el papel de la Historia de las Matematicas en la Educacién Matem4tica.

=

B

| Alexander Karp - Gert Schubring
Editors

Handbook on

| the History of
Mathematics
Education

Imagen 33 Caratula del libro Handbook on the History of Mathematics Education

Segun los editores, este libro, recientemente editado y difundido, procura presentar la
historia de la ensefianza y el aprendizaje de las Matematicas en diferentes épocas,
civilizaciones, culturas y paises. En tanto Handbook, su contenido refleja el estado actual
de la investigacion en el campo de la Historia de la Educacién Matematica [HEM] (que a su
vez es la condicién que hace posible su concepcién y publicacion) y favorece la
identificacién de desarrollos futuros del mismo.

El contenido se organiza en seis partes. La primera de ellas, escrita en sendos capitulos por
los editores, se ocupa de la historia y la metodologia del campo [HEM]. La segunda,
tercera y cuarta se ocupan de la Educacién Matematica en diferentes épocas (antigliedad
y Edad Media; periodo premoderno; y periodo moderno, respectivamente) y en diferentes
regiones, culturas o paises (sociedades orientales, sociedades islamicas, Europa, Asia
oriental, América, Italia, Francia, Alemania, Reino Unido, Espafia, Portugal, Rusia, Estados
Unidos, Canada, Latinoamérica, Asia, Africa, TUnez). La quinta parte aborda la historia de
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la ensefianza de algunas disciplinas matematicas (Aritmética, Algebra, Geometria, Calculo)
o de asuntos especificos (matemadticas vocacionales y practicas de ensefanza). La ultima
de las partes incluye tres capitulos sobre la historia de la cooperacién internacional en
Educacién Matematica, la historia de las herramientas y las tecnologias en la Educacidn
Matematica y la historia de la educacién de los profesores de Matematicas.

2.1.6 Conferencias o eventos especificos

De manera casi simultdnea a la indagacién bibliografica advertimos que la relaciéon HM—
EM, es no solo uno de los objeto de estudio de varios eventos académicos en Educacion
Matematica, sino que constituye el objeto de estudio de eventos académicos especificos.
En este sentido reconocimos la existencia de:

e Seis versiones de la European Summer University on History and Epistemology in
Mathematics Education realizadas en 1993 (Monpellier, Francia), 1996 (Braga,
Portugal), 1999 (Louvain-la-Neuve & Leuven, Bélgica), 2004 (Uppsala, Suecia),
2007 (Praga, Republica Checa) y 2010 (Viena, Austria).

e Ocho encuentros satélite del ICME (HPM Satellite Meeting of ICME)

e Cinco versiones de las Escuelas de Historia y Educacién Matematica (ENHEM),
realizadas en Colombia en los afios 2006, 2008, 2010, 2013 y 2015.

La historia de las ESU tiene sus inicios en las reuniones sobre Historia y Epistemologia en la
Educacién Matematica organizadas y realizadas por la comunidad francesa en la década
del ochenta. En 1993 se organiza la primera ESU y desde entonces, con una frecuencia de
tres afios (para casi todas sus versiones), se han realizado las diferentes versiones. Las
segunda y cuarta ESU se organizaron conjuntamente con los Encuentros Satélites en los
ICME 8 y 10, respectivamente. Desde 2010 se prevé realizarla cada cuatro afios y asi esta
previsto que la 72 ESU se lleve a cabo en Dinamarca en julio de 2014.

Las ESU constituyen la principal actividad internacional del grupo International Study
Group on the Relations Between HISTORY and PEDAGOGY of MATHEMATICS An Affiliate of
International Commission on Mathematical Instruction [HPM]39 y tiene entre sus

% Como se resefia en su pagina web (http://www.mathunion.org/icmi/about-icmi/affiliate-organizations/study-

groups/hpm/) este grupo estd afiliado a la Comisidn Internacional de Instruccion Matematica (ICMI) desde 1976. Su
interés tematico reside en la combinacién de la Historia de las Matematicas con la ensefianza y el aprendizaje de las

Matemdticas, y en este sentido HPM constituye una manera de mantener el vinculo entre el pasado y el futuro de las
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propdsitos constituir un foro donde investigadores y profesores expongan y discutan sus
elaboraciones (v.g., métodos de ensefianza, ideas, experiencias de ensefianza, materiales,
talleres, etc.), logradas desde/en enfoques histéricos, epistemoldgicos o culturales sobre
las Matemdticas.

De cada una de las versiones de la ESU se editan sus memorias (Barbin, Stehlikova, &
Tzanakis, 2008; Furinghetti, Kaijer, & Vretblad, 2004; Kronfellner, Tzanakis, & Barbin,
2011; Lagarto, Viera, & Veloso, 1996; Lalande, Jaboeuf, & Nouazé, 1995; Radelet-de-Grave
& Brichard, 2001).

Los temas tratados en la primera ESU fueron: La construccion histérica del conocimiento
matemadtico, la introduccion de una perspectiva histérica en la ensefianza de las
Matematicas, la relacién entre Educacion Matemadtica y cultura, la Epistemologia y su
relacion con la Didactica y la Pedagogia, la Historia de las Matematicas en la formacion
inicial y continuada de profesores, las Matematicas mediterraneas y la Etnomatematica.

Las culturas matemadticas en todo el mundo, las Matemdticas como una ciencia, y las
relaciones entre las Matemadticas, las artes y las técnicas, constituyeron los temas
principales de la segunda version de la ESU. Los temas particulares del mismo fueron: La
historia de la Educacion Matematica, los obstaculos epistemoldgicos, las perspectivas
sobre las Matematicas, las Matematicas para todos, y la demostracion matematica en la
Historia.

Si bien la tercera ESU no tenia un listado de temas principales definidos a priori, se trabajé
en torno a: la construccidn histérica de conocimiento matematico, la relaciéon entre
Matemadticas y ciencia en la historia (y su relacién con la educacién), las relaciones entre
Matematicas y musica, la historia de la Educacidon en Matematicas, las Matematicas en los
paises bajos, la geometria del Siglo XIX y su influencia en la educacion.

Los temas objeto de estudio de la cuarta versién de las ESU fueron: La historia de las
Matematicas; la integracion de la Historia de las Matemadticas a la ensefianza de las
Matematicas; el papel de la Historia de las Matematicas en la formacion de profesores; lo
comun en la Historia de las Matematicas, la ciencia y la tecnologia; las Matematicas y las
diferentes culturas; y, la Filosofia de las Matematicas.

Matematicas. Por lo tanto, el grupo tiene como objetivo destacar la concepcién de las Matematicas como una ciencia
viva, una ciencia con una larga historia, un presente vivo y un futuro ain imprevisto.
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La quinta ESU abordd seis temas, a saber: La Historia y la Epistemologia como
herramientas para la aproximacién interdisciplinaria en la enseflanza y aprendizaje de las
Matematicas y las ciencias; la introduccion de una dimensién histérica en la ensefianza y
aprendizaje de las Matematicas; la Historia y la Epistemologia en la Educacion Matematica
de los profesores; cultura y Matematicas; la historia de la Educacién Matematica en
Europa; y, las Matematicas en el centro de Europa.

En la mas reciente version de este evento se trataron los siguientes temas: Marcos
tedricos o conceptuales para la incorporacién de la Historia en la Educacién Matematica;
la implementacién de la Historia y la Epistemologia en la Educacién Matematica
(experimentos en el aula y materiales de ensefianza, considerados desde el punto de vista
cognitivo o afectivo; resefias de planes de estudio y libros de texto); las fuentes originales
en el aula y sus efectos educativos; |la Historia y Epistemologia como herramientas para un
enfoque interdisciplinario en la ensefianza y el aprendizaje de las Matematicas y las
ciencias; las culturas y las Matematicas, y los temas de la Historia de la Educacién
Matematica.

Al revisar varias memorias de The International Congress on Mathematical Education
[ICME] identificamos que quiza la primera vez que la relacion HM—-EM se menciona
explicitamente en el evento es en su segunda version, llevada a cabo en Exeter en 1972;
en efecto, en el Apéndice de sus memorias (Howson, 1973, p. 301) se resefia que uno de
los grupos de trabajo, liderado por P. S. Jones y L. F. Rogers, aborda el estudio de las
“Relaciones entre la Historia y la Pedagogia de las Matematicas” (este nombre se aplica al
grupo de trabajo).

Luego, en las memorias de la cuarta versién, desarrollada en Berkeley en 1980, se
identifican dos subtemas, desplegados a través de cuatro ponencias cada uno, que aluden
a esta relacion, titulados respectivamente: “How can you use history of mathematics in
teaching mathematics in primary and secondary schools?” (Zweng, Green, Kilpatrick,
Pollak, & Suydam, 1983, pp. 396-404) y “The Relevance of Philosophy and History of
Science and Mathematics for Mathematical Education” (Zweng, et al., 1983, pp. 444-452).

Las memorias de la quinta versidn resefan sesiones y trabajos presentados en un darea
temdtica titulada precisamente “Relationship between the history and pedagogy of
mathematics” (Carss, 1986, pp. 256-260).
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Asimismo las memorias del Sexto ICME resefian, en una seccién especial (D'Ambrosio &
Lazslo, 1988), las actividades del HPM; esta seccion especificamente refiere un simposio
sobre las geometrias no euclidianas y su inclusidn en los sistemas escolares y otro sobre la
evolucién de los algoritmos empleados en las escuelas, un panel sobre la Historia de las
Matematicas en la ensefianza de las Matematicas y una sesidon de comunicaciones cortas.

Igualmente en las memorias de la octava versién del ICME se reseia, en una pagina
(Charbonneau & Fernandez, 1998), los dos asuntos (Historia de las Matematicas en el
salon e Historia de las Matemadticas en la investigacién) abordados en el Grupo tematico
16, titulado en Espafiol, “Historia y Ensefianza de las Matematicas”.

En las memorias de la novena version del ICME se resefia: (i) la actividad del WGA 13:
History and Culture in Mathematics Education (van Maanen et al., 2004), organizada en
cinco temas, a saber: Aspectos del trabajo multidisciplinario, Efectividad de la Historia en
la ensefianza de las Matematicas, Teoria de la Probabilidad y la Estadistica, La danza y la
poesia de las Matematicas y la Cultura. (ii) La presentacion de un reporte del estudio ICMI
(van Maanen, 2004b) desarrollado en el periodo 1996-2000, que abordd la relacién HM—
EM. (iii) Una breve presentacion del lugar de la Historia de las Matematicas en el ICME 9
(van Maanen, 2004a).

Las memorias del ICME 10 contienen los reportes de dos grupos tematicos de estudio,
denominados TSG 17: The role of the history of mathematics in Mathematics Education
(Siu & Tzanakis, 2008) y TSG 29: The history of the teaching and the learning of
mathematics (Schubring & Sekiguchi, 2008). En el primero se reporta que las cuatro
sesiones del grupo se centraron en la integracién de la Historia de las Matematicas en la
ensefianza de las Matemadticas y procuraron clarificar el significado de una “dimensién
histérica en la educacion matematica” y profundizar en la comprensidn de sus diferentes
aspectos; como se menciond antes, los documentos presentados en este grupo fueron
reeditados en un monografico de una revista resefiada en este documento en el apartado
2.1.1.9. En el segundo grupo tematico de estudio, bajo el enfoque tematico propio del
grupo, se discuten formas institucionalizadas de ensefianza y aprendizaje, de tal suerte
gue en su primera sesidon se aborda la transicion y modernizacién de los curriculos
matematicos, en su segunda sesidn las practicas de ensenanza, los libros de texto y la
educacién del profesor y, en su tercera sesion las funciones culturales, sociales y politicas
de la instruccion matematica; estas tematicas se sintetizan en la cuarta y ultima sesién.

En los archivos de los Pre-proceedings de la mads reciente versién del ICME, es decir la
numero 12, llevada a cabo en Corea, se reconoce la participacion de dos grupos tematicos
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de estudio (TSG20: The role of history of mathematics in mathematics education y TSG35:
The history of the teaching and learning of mathematics) en cada uno de los cuales se
presentaron diez ponencias y de un grupo de discusion (DG-5: Uses of history of
mathematics in school (Pupils aged 6 - 13)).

Al margen de lo anteriormente mencionado sobre las memorias del ICME, debemos
destacar que es precisamente en la quinta version del ICME que se instaura por primera
vez un “Encuentro Satélite” en el que se aborda la discusion sobre la relacion HM—EM. En
una de las paginas web del grupo HPM* se reporta la siguiente informacién (traducida aca
al Espafiol y ubicada en la Tabla 31), respecto de los ICME Satellite Meetings of HPM.

Ao | Version Lugar de realizacion del Lugar de realizacion Publicacion

del ICMI ICMI Encuentro satélite
1984 5 Adelaida, Australia Adelaida, Australia
1988 6 Budapest, Hungria Florencia, Italia
1992 7 Quebec, Canada Toronto, Canada (Calinger, 1996)*
1996 8 Sevilla, Espafia Braga, Portugal42 (Lagarto, et al., 1996)

(Katz, 2000b)**

2000 9 Tokio-Makuhari, Japon Taipéi, Taiwan (Horng & Lin, 2000)
2004 10 Copenhague, Dinamarca Uppsala, Suecia™ (Furinghetti, et al., 2004)
2008 11 Monterrey, México Ciudad de México, México (Cantoral, Fasanelli,

Garciadiego, Stein, &
Tzanakis, 2008)"
2012 12 Seul, Corea Daejeon, Corea
Tabla 31 Informacién sobre los ICME Satellite Meetings of HPM

Como iniciativa del Grupo de Historia de las Matematicas de la Universidad del Valle,
ademas de las dos versiones de la “Escuela Latinoamericana de Historia y Epistemologia
de las Matematicas” (llevadas a cabo en 2002 y 2004), se ha promovido bajo el liderazgo
de este grupo y con la colaboracion de otras instituciones, cuatro versiones de la “Escuela
de Historia y Educacién Matematica” (ENHEM). Todas ellas han sido propuestas como
espacios académicos de discusion y difusién de problematicas de orden histdrico y
filoséfico transversales a los problemas de la ensefianza y el aprendizaje de las

“® http://www.clab.edc.uoc.gr/HPM/about%20HPM.htm

* Resefiado en el apartado 2.1.5.3 de este documento.

* Se realizé conjuntamente con la 2nd European Summer University in History and Epistemology in Mathematics
Education.

* Resefiado en el apartado 2.1.5.4 de este documento.

* Se realizé conjuntamente con la 4th European Summer University in History and Epistemology in Mathematics
Education.

% La revista Educacién Matemética publicé una resefia del evento (Buendia, 2008).
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Matematicas, asi como espacios interdisciplinarios donde se convoca a historiadores,
fildsofos, matematicos y educadores matematicos a compartir experiencias y proyectos
investigativos en este campo.

La primera de las Escuelas se realizd en 2006, en conjuncidn con un proyecto de
investigacion, titulado La constitucion histdrica de los numeros reales en la perspectiva de
formacion de docente, a través del cual se elaboré y validé una propuesta histérico-
filosofica sobre la constitucion de los numeros reales como objeto matematico. La
Segunda ENHEM, llevada a cabo en 2008, se presenté como una segunda fase de tal
proceso de indagacion y divulgacién, enfocado a las dificultades epistemoldgicas vy
didacticas que comporta el concepto de nimero real en su enseilanza y aprendizaje. La
Tercera ENHEM, realizada en 2010, tuvo como tema central la “Axiomdtica vy
estructuralismo en Matematicas” y se enfatizd en los procesos de axiomatizacion y
estructuracion de los numeros reales; esta versién se realizd en el marco del proyecto
“Hacia una nueva cultura educativa en el municipio de Santiago de Cali. Nuevas relaciones
Escuela-comunidad ciudad. Fortalecimiento de las competencias docentes vy
estudiantiles”. La Cuarta ENHEM se realizdé en 2013; abordé como tematica central “las
axiomaticas, las estructuras y la actividad matematica” y para esta version se definieron
seis temas especificos, a saber: El desarrollo histérico de la nocién de estructura, la
evolucidon de las propuestas axiomaticas, la evolucién de la nocién de categoria, la
actividad matematica en la educacion en Matematicas, la Historia de las Matematicas en
la formacion de docentes, y la Historia de las Matematicas y Educacion Matematica. La
Quinta ENHEM ...

2.2 Algunas reflexiones y conclusiones sobre la relacidn
“Historia de las Matematicas — Educacion Matematica”

Luego de haber presentado el catdlogo bibliografico anterior (constituido por trece
monograficos de revistas, dos revistas especializadas, cuatro inventarios bibliograficos,
varios cientos de articulos, quince libros, y dos eventos académicos internacionales y uno
nacional) nos queda suficientemente claro que a pesar de que este es incompleto (y de
seguro lo serd cualquier otro que se configure), su amplitud desborda cualquier
posibilidad de estudio detallado en el marco de una tesis doctoral. Al respecto vale la pena
mencionar que hoy tenemos plena conciencia de que en una primera aproximacién a la
relacion HM—EM (Guacaneme, 2006), a través de la identificacion de algunos documentos
gue versan sobre esta, simplemente habiamos visto la punta del iceberg bibliografico, que
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hoy se nos muestra de un tamafio monumental, imposible de recapitular en su total
dimension. Especulamos que tal dimensidon no estd en la retina de muchos académicos
interesados en la relacion HM-EM y que visualizarla ayudard a la investigacion y a la
innovaciéon en torno a tal relacién, razén por la cual nos hemos tomado el tiempo
necesario y el espacio suficiente en este capitulo para presentar una aproximacién a tal
panorama vy apreciar una expresion de la actividad académica sobre esta relacién.

La mirada panordmica lograda a través del catdlogo en mencién y el estudio de varios de
los documentos alli reportados, nos permite reconocer que es totalmente ingenuo pensar
que en el marco de esta tesis doctoral —y de cualquier otra del mismo tipo— se pueda
explicitar el estado del arte de la relacion HM—EM. Un propésito de esta magnitud amerita
el trabajo mancomunado de una comunidad, como la que se congregoé entre 1996 y 2000,
por iniciativa de la ICMI, en torno al estudio cuyo informe (Fauvel & van Maanen, 2000)
constituye un punto de referencia sine qua non para la investigacion en HM—-EM, desde el
inicio de este siglo. No obstante la anterior condicidn, nos atrevemos a sefialar algunos
aspectos generales de la relacion HM—EM, tales como: la existencia de cuatro ambitos de
interpretacion de la relacion HM—EM, la Didactica de la Historia de las Matematicas como
escenario para el estudio de la relaciéon HM-EM, y la exigua atencién que ha merecido el
vinculo de la Filosofia de las Matematicas con la relacién en cuestion.

2.2.1 La existencia de cuatro ambitos de interpretacion de la relacion

Historia de las Matematicas — Educacion Matematica
Desde nuestra perspectiva la expresiéon “Educacion Matematica”, involucrada en la
relacion HM-EM, tiene al menos dos maneras de comprension por parte de la comunidad
académica. Una que le identifica con expresiones como “ensefianza de las Matematicas”,
“educacion en Matematicas” o “educacion matematica”*®; otra, que refiere al campo de
investigacion, nombrado en esta y otras latitudes como “Didactica de las Matematicas” o
“Matematica Educativa”.

Ahora bien, en la literatura mencionada en la primera parte de este capitulo (2.1)
reconocemos una inclinacién bastante generalizada a considerar la EM como educacién
en Matematicas o ensefianza de las Matematicas. Asi, advertimos un énfasis en pensar y
aludir a la relacion HM—EM como la intervencion de la Historia de las Matematicas en la
ensefianza de las Matemdticas —e incluso en su aprendizaje—. Un enfoque de tal
intervencion se ha nombrado y conceptualizado a través de diferentes términos; asi se

46 . s las PP .. R . . . ..
Notese que en esta Ultima hemos empleado las iniciales en minuscula para distinguirla del campo de investigacién
“Educacién Matematica”.
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advierte un amplio empleo del término uso (v.g., Chechile, 2006; Deakin, 2001; Dimitric,
2001; Fauvel, 1991b; Helfgott, 1995; Katz, 1986, 1993; Katz, 1997, 2000b; Lit, Siu, & Wong,
2001; Rickey, 1995; Siu, 2000; Swetz, 1989, 1995b; Wilson & Chauvot, 2000), del término
integracion (v.g., Barbin et al., 2000; G. Brown, 1991; Calinger, 1996; Charette, 2004;
Kellogg, 2005; Kjeldsen & Blomhgj, 2009; Tzanakis et al., 2000) y se habla de la manera
como la HM permea a la EM (v.g., Grugnetti, 2000; Kronfellner, 1996; Toumasis, 1995),
también se reconoce una tendencia a aludir a la relaciéon en términos de introducir una
dimension historica en la educacion matematica (Katz & Tzanakis, 2011). En la parte
superior de la Imagen 34 esquematizamos estas intervenciones.

M interviene en la ensenanza
Matematicas

HM interviene en la investigacion en
EM

Imagen 34 Dos ambitos de intervencion de HM en EM

Desde nuestra perspectiva, la diversidad de términos efectivamente refleja diversidad de
posturas o tendencias sobre la intervencidon de la HM en la educacion en Matematicas.
Asi, por ejemplo, incluir anécdotas o referencias histéricas a obras matematicas o
matemadticos, se puede ver como una manera de “uso” de la HM; también connota un
significado similar el proponer problemas histéricos en las clases de Matematicas, o
ensefar o estudiar una manera histérica de abordarlos. En este sentido, escribir
numerales con la numeracidén egipcia o romana, referir la ecuacién que constituye el
epitafio de Diofanto, representar el duelo en el que Galois pierde la vida, proponer el
problema de transitar los puentes de Konisgberg, entre otros, constituyen ejemplos de
esta perspectiva de uso. En general esta tendencia se caracteriza porque la Historia de las
Matematicas es llevada al aula como parte de una leccién matemdtica o como la leccién
misma. Los términos “aperitivo” y “postre”, empleados en la editorial de la revista
resefiada en 2.1.1.9 (Siu & Tzanakis, 2004), nos parecen muy llamativos y sugestivos del
uso resefiado aca.
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La tendencia a emplear la palabra “integraciéon” es referida por Furinghetti (1997) como
una manera de aludir no solo al uso de la Historia de las Matematicas, sino a una
ensefanza efectiva de las Matemadticas y de la Historia de las Matematicas a través de
esta, asi como al andlisis eficiente de los procesos cognitivos del aprendizaje y la
comprensién, mediado por la Historia. En un sentido parcialmente semejante, Heiede
(1992) esboza aguerridos argumentos a favor de una ensefianza de las Matematicas que
incluya su historia, no como algo adicional, ornamental o supletorio, sino como parte
consustancial de las Matematicas. La expresion “plato fuerte” empleada por Siu &
Tzanakis (2004), nos parece que compagina bien con la idea de integracion.

Se sefiala que la Historia de las Matematicas “permea” la educacién en Matematicas
cuando se emplea informacidn histoérica (v.g., la evolucién de objetos matematicos) como
criterio orientador en la estructuracion de una propuesta curricular, de un curso o de una
secuencia didactica en el aula (v.g., Farmaki & Paschos, 2007; Katz & Barton, 2007;
Kronfellner, 1996; Lingard, 2000; Otero, 1999; Tillema, 2005). Reconocemos en la
expresion “introducir una dimensién histérica”, una interpretacién muy cercana a
permear la educacidon en Matematicas con la Historia.

Ahora bien, como para algunas gentes y comunidades la EM también hace referencia a un
campo de investigaciéon, se podria pensar en la relacién HM—EM como la intervencién de
la Historia de las Matematicas en la investigacién en el campo de la Educacién
Matematica; sin embargo esto no es lo que reporta la literatura consultada. No obstante
este vacio, reconocemos que aqui también se identifican diversas expresiones de
intervencion, como por ejemplo: el uso de la Historia de las Matematicas en la
identificaciéon de variables fundamentales y determinacion de protocolos de investigaciéon
(v.g., en el disefio de situaciones didacticas o en los andlisis preliminares de la Ingenieria
didactica), el recurso a la Historia de las Matematicas como elemento fundamental en la
descripcién de elementos de transposiciéon didactica de algunas tematicas de las
Matematicas (ello, en tanto que se asume que el conocimiento sabio se ubica a lo largo
del tiempo histérico y no solo en una fase de objetivacién del mismo), el lugar de los
estudios histdrico-epistemolégicos del enfoque socioepistemolégico, original expresién
latina (o debiera decir, mexicana) de la Matematica Educativa, el papel de la
fenomenologia histérica en la identificacion de la fenomenologia didactica de las
estructuras matematicas (propuesta por Freudenthal hace mas de cuatro décadas), o la
determinacién de la filogénesis de los objetos matematicos y su correspondencia con la
ontogénesis. En la parte inferior de la Imagen 34 hemos esquematizado lo aca expresado.
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Ademas de los dos ambitos aludidos, reconocemos en la literatura consultada dos ambitos
mas. Un tercer ambito, si bien ligado al de la Historia en la ensefianza de las Matematicas,
pero diferente de aquel, se refiere a la intervencion de la Historia de las Matematicas en la
formacién o educaciéon de los profesores de Matematicas. Igualmente, aqui se identifican
varias modalidades de intervencidn, esquematizadas en la parte superior de la Imagen 35,
a saber: la HM como elemento vinculado a la ensefianza de las Matematicas que debe
aprender el futuro profesor, la HM como discurso meta-matemadtico y la HM como
elemento objeto de conocimiento en si mismo. En tanto que este dmbito es el objeto del
siguiente capitulo, no profundizamos aca en este.

HM en la ensefianza

HM interviene en la formacion del
profesor de Matematicas

HM como meta-discurso

HM como objeto de
aprendizaje

rayectoria y metodologia de
campo

La educacion matematica en
diferentes épocas y lugares

Historia de la ensefanzay
aprendizaje de las Matematicas

Historia de la ensenanza de
disciplinas matematicas

Historia de asuntos
relacionados con la ensefianza

Imagen 35 Dos ambitos mas de intervencién de la HM en EM

Un cuarto dambito de expresion de la relacion HM—EM lo constituyen los documentos y las
referencias a la historia de la enseflanza y aprendizaje de las Matematicas, ambito
conocido con la expresién “Historia de la Educacién Matematica”, pero que desde nuestra
perspectiva se deberia nombrar mejor como “Historia de la educacién matematica” o
“Historia de la ensefanza y aprendizaje de las Matematicas”, pues con la expresion usual
se deberia hacer referencia a la historia del campo de investigacion conocido como
Educacién Matematica.

En este ambito sobresale la revista The International Journal for the History of
Mathematics Education (resefiada en 2.1.2.2) y el libro Handbook on the History of
Mathematics Education (reportado en 2.1.5.15). Precisamente la organizacion de este
ultimo permitiria reconocer algunos objetos que trataria la Historia de la educacién
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matemadtica, a saber: su trayectoria y su metodologia como campo de investigacion, la
educacion en Matematicas en diferentes épocas y lugares, la historia de la ensefianza de
algunas disciplinas y la historia de asuntos relacionados con la ensefianza de las
Matematicas (v.g., la historia de la educacidon de profesores de Matematicas, la historia
del papel de las tecnologias y recursos en la ensefianza). Esto ha sido esquematizado en la
parte inferior de la Imagen 35.

En suma, reconocemos cuatro ambitos de interpretacion de la relacion HM—-EM, a saber:
la Historia de las Matematicas en la ensefianza de las Matematicas, la Historia de las
Matematicas en las investigaciones del campo de la Educacién Matematica, la Historia de
las Matematicas en la educacién del profesor de Matemadticas y la Historia de la
ensefianza de las Matematicas.

De manera natural, cada uno de estos ambitos de interpretacion presenta objetivos
diferentes. Asi, por ejemplo para la primera interpretacién, existen varios grupos de
objetivos que se persiguen al introducir la Historia de las Matematicas en la enseflanza de
las Matemadticas: objetivos concernientes con la intencidn de mejorar la motivacion de los
aprendices hacia el estudio de las Matematicas, objetivos relacionados con la
transformacién de la visidn sobre las Matematicas (su naturaleza, su caracter humano y
cultural, su utilidad, sus objetos y métodos, su evolucion, sus formas de organizacion y
validacién) y objetivos que aluden a mejorar la ensefianza y el aprendizaje de las
Matematicas. En el estudio ICMI se propusieron grupos semejantes para el caso de los
“Por qué” (Tzanakis, et al., 2000), los cuales fueron discutidos y reformulados
posteriormente por (Jankvist, 2009a). Adicionalmente a estos, para el caso del tercer
ambito de interpretacién resefiado, se tiene un grupo de objetivos que aluden a proveer
al profesor de recursos y un trasfondo favorable para el desempefio docente; este asunto
serd abordado con amplitud en el capitulo siguiente. Con respecto al segundo dmbito de
interpretacion resefado, los objetivos se refieren a la posibilidad de contar con
informacién sobre la evolucidon de los objetos matematicos o sobre la actividad y practicas
matematicas. Entre tanto, la posibilidad de contar con informacién sobre estos ultimos
aspectos, pero en la actividad de ensenanza de las Matematicas, es el objetivo central
asociado al cuarto ambito de interpretacion.
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2.2.2 La Didactica de la Historia de las Matematicas como escenario para
el estudio de la relaciéon Historia de las Matematicas — Educacion
Matematica

En varios de los ambitos anteriores, y tanto en los titulos como el contenido de la gran

mayoria de los documentos, siempre se refiere la relacion HM—EM como “la intervencion

de la HM en la EM” (que representamos con: HM—EM); en efecto, en la literatura
estudiada no es evidente siquiera si el otro sentido existe (i.e., HM<—EM). Asi, la relacién

HM-EM se ve exclusivamente unidireccional. En otras palabras, no reconocemos en la

literatura estudiada expresién alguna que enuncie la manera en que la Educacién

Matematica (o la educacion matematica) se usa —o podria ser usada— en la Historia de

las Matematicas, influye —o podria llegar a influir— la actividad de los historiadores de las

Matematicas o permea —o podria llegar a permear— sus productos. Es decir, no hemos

encontrado si quiera un articulo —y si que nos hubiera gustado— que planteara

explicitamente la pregunta écual es el papel de la EM en la HM? o écOmo intervienen las
necesidades de la EM en la actividad investigativa y comunicativa de los historiadores de
las Matematicas?

En este orden de ideas, consideramos que el caracter unidireccional de la relaciéon HM—EM
asigna un cardcter de utensilio o ingrediente a la Historia de las Matematicas en la
ensefianza de las Matematicas, en la investigacién en Educacion Matematica o en la
formacién del conocimiento del profesor de Matematicas. Asimismo, creemos que ello no
parece favorecer la dindmica interdisciplinaria que desde hace un tiempo se reconoce
como deseable para el campo de la Educacién Matematica.

Por otra parte, asumiendo la metafora gastrondmica planteada en un editorial
referenciado antes (Siu & Tzanakis, 2004), tenemos la idea —ingenua o intuitiva— que los
historiadores de las Matematicas han puesto unos ingredientes a la disposicidon de quienes
los deseen preparar o consumir, sin considerar si con ellos se van a preparar aperitivos,
platos fuertes o postres, e incluso sin cuestionar su valor nutritivo para los comensales
(estudiantes de Matematicas, Matematicos, profesores de Matemadticas o investigadores
del campo de la Educacion Matemadtica). Lo anterior no desconoce el hecho que los
resultados de la investigacion historica si bien tiene una expresidn particular en los
articulos de las revistas y en libros especializados en Historia de las Matematicas, también
tienen una expresién divulgativa, en el sentido de que algunos documentos pretenden
hacer accesible el conocimiento histérico al publico general.
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Precisamente esto ultimo nos conmina a pensar en procesos de transposicion del
conocimiento histdrico sabio y en la posibilidad de existencia de la “Didactica de la
Historia de las Matemadticas” [DHM], es decir, —citando a Brousseau a propdsito de su
definicién de la palabra “didactica” — en la existencia de:

. una ciencia de la comunicacidon de los conocimientos y de sus transformaciones; una
epistemologia experimental que intenta teorizar la produccion y la circulacidon de los saberes
un poco como la economia estudia la produccion y la distribucion de los bienes materiales.
(Brousseau, 1990, p. 260)

Tal DHM se ocuparia, entre otros asuntos, de estudiar los procesos de transformacién de
los resultados de la investigacion histérica para que a través de su divulgacidn se logre
impactar la ensefanza de las Matematicas, la formacion de profesores de Matematicas o
la investigacion en Educacidon Matematica.

En esta misma DHM, encontrarian un lugar propicio de discusién posturas como la que
asume Michael Fried (2001) cuando discute la necesidad de adoptar un enfoque
“distorsionado” (“Whiggish”) de la Historia de las Matemadticas cuando esta se incorpora a
la ensefianza, o la posicién critica de Fowler (1991), en la que enfatiza la idea de que los
profesores de Matemadticas deben ser conscientes de los peligros de la pseudo-historia, o
su reconocimiento de que una historia simplificada puede llegar a conducir a una
ensefianza de las Matematicas mas adecuada. Justamente en posturas como estas,
advertimos un apice de intervencion de la educacién en Matematicas en la Historia de las
Matematicas, apice esperanzador en la idea de movilizar a los historiadores a que
participen también de las problematicas educativas que aborda la Educacién Matematica.

Por lo anterior, nos atrevemos a proponer que la relacion HM—-EM, en sus dos sentidos
(i.e., HM—EM y HM<«EM) y en sus cuatro dmbitos (referidos en 2.2.1), tendria como
escenario natural y propio a la DHM.

En efecto, la DHM podria estudiar tanto las intervenciones que la Historia de las
Matemadticas hace en la ensefanza de las Matematicas, en la educacién del profesor de
Matematicas y en la Educacidn Matematica, como las intervenciones que estos tres
ambitos pueden llegar a hacer en la investigacién histdrica y en la divulgacién de sus
resultados para lograr un mejor aprovechamiento de los mismos.

Ahora bien, ¢y qué decir de cémo la DHM puede atender la cuestidn sobre la Historia de la
ensefianza y el aprendizaje de las Matematicas? Intentemos abordar esta cuestién, para lo
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cual debemos inicialmente incorporar un modelo a través del cual ampliamos la visidn
sobre lo que llamaremos la “historia de las matematicas”, con iniciales en minuscula.

Hace un par de décadas Vasco (1994) propuso un modelo analitico para la Educacién
Matematica, que denomind “El octégono de la educacion matematica” (ver Imagen 36);
en este ubica en el centro del octégono a las Matematicas y en uno de los lados a la
historia de las matematicas. Las matematicas son entendidas como una trenza diacrénica
que relaciona “las matematicas realmente existentes en la cultura, la pedagogia de las
matemadticas o matematicas escolares, y las matemadticas de investigacién” (p. 62).
FILOSOFIA
Antropolggl’a filosofica
Etica

Gnoseologia
Epistemologia

HISTORIA DE
LAS )
MATEMATICAS LOGICA
I Matematica de investigacion I
Ar;:’clioo:(a)liLdoafle Y = E Y INFORMATICA
Estética I Matematica escolar I Ciencias de la
Etica ! A : & informacién
I Matematica realmente existente I
PSICOLOGIA LlSNGpI|STIFA
emiologia
Semantica
Semidtica
NEUROLOGIA
BIOLOGIA

Imagen 36 Octégono de la educacidon matemdtica

A partir de postular diferentes expresiones de las matematicas, reconocemos varias
modalidades de historia de tales matematicas. Asi, la historia de la matematica de
investigacion, en general, referiria a la historia de la actividad de los matematicos y a la
discusidon sobre sus resultados o productos; esta Historia de las Matematicas (como
preferimos nombrarla, con mayusculas iniciales) es la reconocida de manera universal. La
historia de la matemadtica realmente existente o historia de la matemdtica cotidiana se
relaciona con la Etnomatemadtica, aunque no es totalmente comprendida por esta ni
aquella la agota. La historia de la matemadtica escolar, o historia de la educaciéon en
matematicas o del curriculo matematico, se corresponde con el cuarto ambito aludido en
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el apartado 2.2.1 y es precisamente para la cual estamos procurando la discusién en este
punto. La Tabla 32 muestra una sintesis de lo anteriormente descrito.

matematicas historia de las matematicas

matematica de investigacion Historia de las Matematicas
historia de la ensefianza y aprendizaje
de las matematicas
historia de las matematicas cotidianas
(cercana a la Ethomatematica)
Tabla 32 Correspondencia entre expresiones de las matematicas y sus modalidades de historia

matematica escolar

matematica realmente existente

Bajo el reconocimiento entonces de la historia de la matematica escolar como una
modalidad de historia de las matematicas, pero diferente a la Historia de las Matematicas,
la DHM podria ocuparse, por ejemplo, de la intervencidn que esta historia tiene —o podria
llegar a tener— en la ensefianza de las Matematicas, en la formacién de profesores de
Matematicas o en el campo de investigacidn en Educacion Matematica. En el primer caso,
la DHM podria estudiar fendbmenos como la permanencia en la ensefianza de las
Matematicas de tradiciones curriculares y su resistencia al cambio, a pesar de
disposiciones reglamentarias que favorecen el mismo. En el segundo caso, la DHM podria,
entre otros asuntos, procurar precisar si el conocimiento curricular del profesor de
Matematicas tendria como fuente y referente el conocimiento de la historia del curriculo
de las Matematicas y si se limitaria a este, o si el conocimiento curricular del profesor
Unicamente aludiria al conocimiento de una historia coetanea del curriculo, es decir del
estado del curriculo vigente en una sociedad o regién determinada. La DHM estudiaria la
manera en que la historia de la ensefianza y aprendizaje de las Matematicas se incorpora a
la investigacién en Educacion Matematica, por ejemplo al discutir si en el anélisis
preliminar, asociado como parte de la ingenieria didactica, se incluye una mirada analitica
a la evolucion curricular del objeto de estudio y como esta determina al disefio de las
situaciones didacticas, o si en un estudio de significados institucionales de un objeto, en el
enfoque Ontosemidtico, tiene algin papel la historia curricular del mismo.

2.2.3 La exigua atencion al vinculo de la relacion Historia de las
Matematicas — Educacion Matematica con la Filosofia de las

Matematicas
Los vinculos entre la Filosofia de las Matematicas y la Historia de las Matematicas han
merecido muchas paginas de discusiéon y han dado lugar a varias célebres citas (v.g., la cita
lakatosiana: “La filosofia de la ciencia sin la historia de la ciencia es vacia; la historia de la
ciencia sin la filosofia de la ciencia es ciega”); esto contrasta —y en cierto sentido es
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contradictorio— con la poca referencia que la literatura consultada reporta frente a los
vinculos de la Filosofia de las Matemdticas con la relacion HM—EM.

En efecto, solo hemos ubicado unos pocos documentos que abordan tal interaccién,
dentro de los que sobresale un planteamiento a través del cual se sostiene que “La
concepcién del uso de la historia en la educacién varia en funcion de la filosofia que se
posea” (Ruiz Zufiga, 1997, p. 1). Por otra parte, como se reseiié en 2.1.5.10, se ha editado
y publicado un libro (Frangois & Van Bendegem, 2007) que claramente es una invitacién a
reconocer la necesidad de explicitar el papel de la Filosofia en la educacidon en
matemadticas, o en otras palabras, explicitar la dimensidn filoséfica que guia las acciones
educativas en Matematicas o que son promovidas por estas; de este libro dos capitulos
(Chassapis, 2007; Heeffer, 2007) describen y analizan experiencias concretas en dénde se
evidencian los innegables e importantes vinculos entre la Filosofia y la relacion HM—EM.
Adicionalmente, es imperativo mencionar un reciente articulo (Jankvist & Iversen, 2014)
en el que se discuten los “por qué” y los “como” de la Filosofia de las Matematicas en la
educacion en matemadticas, resefiando dos por qué (filosofia como medio y como fin) y
tres como (enfoques iluminadores, enfoques modulares y enfoques con la filosofia de
base).
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3 Estudio de la relacion Historia de las
Matematicas — conocimiento del
profesor de Matematicas

La aproximacion resefada en el capitulo anterior permite advertir un interesante y
comparativamente poco explorado dambito de estudio en torno al papel del conocimiento
histdrico en el conocimiento del profesor de Matematicas. Precisamente, es desde este
ambito que en el presente capitulo presentamos un marco de referencia, construido como
desarrollo de la tesis misma, en torno a las preguntas relacionadas con: las caracteristicas
de la HM que se vincula a los procesos educativos de los profesores de Matematicas, los
argumentos que se esgrimen a favor de la integracion de la HM en tales procesos, las
intenciones que se persiguen con dicha integracion, y las estrategias metodoldgicas que se
han disenado e implementado para que los profesores de Matematicas se apropien y usen
los discursos histéricos.

Para lograr una aproximacion a la relacién “Historia de las Matematicas — Conocimiento
del profesor de matematicas” [HM—-CPM], hemos (i) seleccionado los articulos y capitulos
gue versan explicitamente sobre la relacion HM—-CPM y recapitulado las ideas centrales de
cada uno de estos, con base en lo cual hemos (ii) analizado y clasificado el contenido de
tales documentos vy asi, elaborado una aproximacion al estado del arte de tal tematica, y
finalmente hemos (iii) planteado algunas discusiones sobre tal estado del arte. Estos tres
elementos constituyen la arquitectura47 de este apartado.

47 . .z . . 7 . . . . . s
Una organizacion semejante constituyd la estructura de la conferencia titulada “Una aproximacién a la relacion

Historia de las matemadticas — Conocimiento del profesor de matematicas”, presentada en el marco del Tercer Encuentro

de Programas de formacion inicial de profesores de matemdticas, llevado a cabo en Bogota, del 24 a 25 de abril de 2008.
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3.1 La literatura sobre la relacion “Historia de las Matematicas
- Conocimiento del profesor de Matematicas”

A diferencia del orden de presentacion de la literatura reseifada en el capitulo anterior
(especificamente en el apartado 2.1), pero si atendiendo a lo reportado en aquel, en este
capitulo organizamos la literatura que se refiere a la relacion HM—-CPM considerando la
fuente de los documentos y la cronologia de los mismos; asi, reportaremos inicialmente
los articulos de las revistas y luego los capitulos.

Antes de entrar en la descripcién, debemos advertir al lector que no ha sido una tarea
sencilla determinar cuales de los documentos que tratan la relacion HM—EM son los que
versan sobre la relacion HM—-CPM, pues, de una parte, incluso algunos que en su titulo o
su resumen no se refieren explicitamente a ello, si contienen informacién sobre esta
relacion®®; de otra parte, no ha sido facil distinguir entre documentos que se refieren a la
HM en el aula y aquellos que refieren a la HM para el aula (o mds precisamente para la
educacion del profesor).

Ademas, aclaramos que si bien en la seccién de referencias bibliograficas naturalmente
hemos respetado el idioma original de los documentos, en el cuerpo de los textos
siguientes hemos realizado y trascrito traducciones de los titulos o de algunos de los
contenidos. También hemos incluido unas tablas a través de las cuales reportamos un
compendio de aspectos que hemos querido enfatizar de los documentos referidos; al
respecto, advertimos que las frases incluidas en las tablas, a pesar de tener sentido en si
mismas, no logran sintetizar suficientemente el contenido de las ideas expuestas por los
autores en sus articulos y constituyen mds bien un recurso mnemotécnico, que
emplearemos posteriormente.

Ahora si, veamos los articulos y capitulos que versan sobre la relacion HM—CPM.

3.1.1 Articulos

En este apartado incluimos los articulos que refieren la relacion HM-CPM, identificados en
2.1.4 Articulos, 2.1.1 Monograficos de revistas y 2.1.3 Inventarios bibliograficos.

Consideramos necesario precisar que inicialmente, bajo los numerales 3.1.1.1 a 3.1.1.13
hemos relacionado los articulos que contienen alusiones o tratamientos de la relacidn
HM—-CPM de cada una de las revistas reportadas en 2.1.4. Esto ha llevado también a

48 .
El caso contrario es menos escaso.
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identificar algunas de las revistas reportadas en 2.1.4 en las que no reconocemos articulo
alguno que aborde la relacidn en cuestion; este es el caso de: Journal for Research in
Mathematics Education, Journal of Mathematics Teacher Education, Mathematical
Thinking and Learning, International Journal of Science and Mathematics Education,
Mathematics Education Research Journal, Recherches en Didactique des Mathématiques,
Research in Mathematics Education, Technology, Knowledge and Learning (anteriormente:
International Journal of Computers for Mathematical Learning), The Mathematics
Enthusiast (anteriormente: The Montana Mathematics Enthusiast), Educacion
Matematica, PNA - Revista de Investigacion en Didactica de la Matematica, RELIME -
Revista Latinoamericana de Investigacién en Matematica Educativa, y UNION - Revista
Iberoamericana de Educacién Matematica®.

En los numerales 3.1.1.14 a 3.1.1.18 hemos relacionado los articulos de los monograficos
reportados en 2.1.1. Aclaramos que los articulos de algunos monograficos han sido
considerados cuando hemos aludido y estudiado la revista en especifico; este es el caso
de: Educational Studies in Mathematics 66(2)2007, For the learning of mathematics
11(2)1991 y 17(1)1997, y UNO - Revista de Didactica de las Matematicas 26,2001.
Precisamos que acd no hemos incluido informacidn de los monograficos (citados en 2.1.1)
en donde no identificamos articulos que refieran a la relacion HM-CPM, a saber:
Mathematics teacher 93(8)2000, Epsilon 28(1)2011 y ZDM 44(4)2012.

Los documentos relacionados bajo los numerales 3.1.1.19 y 3.1.1.20 corresponden a
aquellos articulos, que naturalmente no pertenecen a las revistas hasta ese punto citadas,
relacionados en los catdlogos o inventarios bibliograficos presentados en 2.1.3. Los
articulos pertinentes relacionados en el inventario del editorial de For the learning of
mathematics 11(2)1991 ya se trataron antes. De los 116 articulos reportados en los
resumenes de la British Society for the History of Mathematics, no incluimos articulo
alguno pues o bien ya se han resenado o no abordan la relacion HM—-CPM.

Finalmente aclaramos que no incluimos articulo alguno de las revistas reportadas en 2.1.2
Revistas especializadas en la relacién HM-EM, por cuanto en la revista Convergence:
Where Mathematics, History and Teaching Interact no hemos ubicado algun articulo que
se refiera a la relacion HM—-CPM, ello en tanto que, como lo mencionamos en 2.1.2.1, esta

* i bien ninguno de los articulos de esta revista, reportados en 2.1.4.25, trata la relacién HM—CPM, el articulo de
Belisario & Gonzdlez (2012) bajo la seccidn titulada “Historia de la Matematica (HM) — Educaciéon Matematica (EM)] <>
HMEM” si resefia algunas ideas sobre la relacion HM—-CPM planteadas por otros autores, pero no advertimos una
explicitacion de su postura al respecto.
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se centra en la HM y su uso en la ensefianza; ademas, si bien en The International Journal
for the History of Mathematics Education identificamos cuatro articulos que versan sobre
la historia de la formacién de profesores, ninguno de estos alude a la relacién objeto de
estudio de este capitulo, es decir HM—CPM.

Nueve, de los veintiséis articulos que abordan aspectos de la relacién HM—EM (resefiados
en 2.1.4.1), tratan la relacion HM—CPM.

1. Saber y ensefiar: Pedagogia matematica desde un contexto histérico®®, (Swetz,
1995a). El autor sefala que si bien los textos histdricos dicen mucho acerca de cémo
se concibieron y desarrollaron los conceptos y técnicas matematicas, dicen también
mucho mas. Por lo general, su contenido encarna una pedagogia, formas y métodos
concretos de organizacion utilizados para la ensefianza de las Matematicas. En este
articulo se aislan y examinan varias técnicas pedagdgicas especificas, a saber: el uso
de un discurso instructivo, una secuencia logica de problemas y ejercicios
matematicos y el empleo de ayudas visuales, evidentes en las obras histéricas. Se
concluye que gran parte de la actual pedagogia matematica se desarrolld a partir de
antecedentes histéricos distantes.

2. El papel de la Historia de las Matematicas en la enseilanza y el aprendizaje de las
Matematicas', (Fauvel & van Maanen, 1997c). En este anuncio se invita a la
comunidad a participar del estudio ICMI sobre la Historia y educacion matematica.
De las doce preguntas, una se refiere a la relacion HM—-CPM en los siguientes
términos: ¢Cuales son las funciones particulares de un curso (o componente) de HM
para los profesores? Como desarrollo de esta cuestidon se sefiala que la HM puede
desempefar un papel especialmente importante en la formacién de los futuros
profesores y de los profesores en ejercicio. Existen varias razones para la inclusion
de un componente histdrico en este tipo de formacién, a saber: promover
entusiasmo por las Matematicas; habilitar a los profesores para que vean los
alumnos de manera diferente; ver las Matematicas de manera diferente; v,
desarrollar habilidades de lectura, uso de bibliografia y escritura expositiva, que
pueden estar siendo descuidadas en los cursos de Matematicas.

*% To know and to teach: Mathematical pedagogy from a historical context.
*! The role of the History of Mathematics in the teaching and learning of mathematics: Discussion document for an ICMI
Study (1997-2000).
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3. ‘Un angulo histodrico’, un estudio de literatura reciente sobre el uso y valor de la
Historia en la educacion geométricasz, (Gulikers & Blom, 2001). Los autores, en la
segunda parte del documento organizan las diferentes y abundantes posturas
respecto del porqué incluir la HM en la ensefianza y aprendizaje de las Matematicas,
en tres grupos de argumentos (conceptuales, multiculturales y motivacionales) y los
dividen en aquellos relevantes para los profesores y para los estudiantes. Como
parte de los argumentos conceptuales se resefia la discusiéon entre filogénesis y
ontogénesis adaptada al caso pedagdgico, asi como la influencia de la HM en las
actitudes y el repertorio didactico de los profesores. Como argumentos
multiculturales se mencionan el desarrollo de un enfoque multicultural en el aula'y
la oportunidad de interrelacion de las Matematicas con otras disciplinas e incluso de
interrelaciéon de dominios matematicos. Promover unas matemadticas mds dinamicas
y vividas en el aula, asi como ser fuente de recursos materiales utiles para el aula,
son los dos argumentos motivacionales expuestos. En la tercera parte del
documento, los autores discuten la cuestion metodoldgica relacionada con el cémo
se introduce la HM en las clases de Matematicas, pero no hay referencia explicita a
los procesos de educacién del profesor de Matematicas.

4, Aprender a escuchar: desde las fuentes histéricas hasta la practica en el salén de
clase®, (Arcavi & Isoda, 2007). Inicialmente los autores enfatizan en que escuchar a
los estudiantes de maneras productivas parece estar en el corazon de las practicas
de ensenanza alineadas con los principios bdsicos de la mirada constructivista
mundial; en este sentido precisan que escuchar a los estudiantes es “prestar
cuidadosa atencién para oir lo que los estudiantes dicen (y ver lo que ellos hacen),
tratando de comprenderlo y de entender sus posibles fuentes y consecuencias” (p.
112), que la tarea de escuchar no es simple y constituye un aspecto fundamental del
proceso de instruccién, y que genera dividendos de aprendizaje supremamente
valiosos para el profesor. Posteriormente, discuten los desafios implicados en la
realizacion de la tarea de escuchar entre los que sefialan la necesidad de: (i) llevar a
cabo un proceso inverso al de compactar o empaquetar (e incluso olvidar) el
proceso de aprendizaje, (ii) lograr una descentracién (es decir, una capacidad para
adoptar la perspectiva del otro), para desde alli lograr una comprensién de lo que
dice y hace, (iii) precisar que es posible escuchar sin que ello conlleve una
connotacidon evaluativa, en donde lo que es escuchado se contrasta con un

2 A historical angle’, A survey of recent literature on the use and value of history in geometrical education.
> Learning to listen: from historical sources to classroom practice.
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trasfondo de respuestas correctas deseables, (iv) adquirir conciencia de que existen
prejuicios inevitables referidos a la imposibilidad de escuchar objetivamente, es
decir sin incluir en ello factores personales, y (v) atender a que no siempre la
comprensién de lo que se oye estd en sincronia con el acto de oir. Entonces,
reconocen la necesidad de preguntarse acerca de cémo lograr generar en los
profesores la habilidad de escuchar. Mdas alla de contestar esta pregunta, los autores
proponen una manera de apoyar la “descentracion”; la propuesta esta basada en la
lectura y la comprension de textos histdricos como un modo de ejercitar la adopcién
de la ‘perspectiva del otro’, esto en tanto que se asume que: (i) para comprender las
ideas detrds de una fuente histérica se requiere adoptar una especie de
descentracion similar a la que se exige para escuchar a los estudiantes, (ii) tal
descentracion puede ser aprendida, y (iii) es necesario y posible disefiar los
ambientes de aprendizaje para soportar este aprendizaje. No se trata asi de buscar
en la fuente histdrica unas matematicas similares o paralelas a la que podria
reconocerse en lo que se escuche de los estudiantes. Luego de hacer una detallada
descripcién de los talleres propuestos a los profesores (los cuales aluden a la lectura
de textos del Papiro de Rhind, la lectura de un extracto de una Aritmética de un
matematico francés, la interpretacién de respuestas de algunos estudiantes, y la
reflexion sobre lo aprendido en el taller), los autores cierran el articulo con la
descripcién de algunos aprendizajes logrados a través de la experiencia. A este
respecto aluden a resultados positivos sobre: la factibilidad del enfoque utilizado, el
uso del conocimiento del contenido histérico no solo como herramienta para la
ensefianza de un tema matematico sino para la comprension del pensamiento de
otros, la evolucidn en la capacidad de preguntar, el reconocimiento de lo
aparentemente inevitable de los prejuicios, la existencia promisoria de un vinculo
entre la interpretacion de textos y la interpretacién de la produccién de los
estudiantes, la pertinencia de la estrategia aun con profesores en ejercicio, el
reconocimiento de que en la interpretacién no siempre es posible abstraerse de las
herramientas propias y asumir el lugar del otro.

5. La educacion de los profesores a través de la Historia de las Matematicas>*,
(Furinghetti, 2007). En este articulo la autora italiana considera el problema de
disefiar estrategias para los programas de formacidon de profesores que puedan
promover un estilo consciente de ensefianza. Entre los varios elementos a ser
considerados enfoca la necesidad de orientar la creencia de los futuros profesores

>* Teacher education through the history of mathematics.
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de que ellos deben reproducir el estilo de ensefianza de las Matematicas que
vivieron sus dias de escuela. Hacia este objetivo, argumenta que los futuros
profesores necesitan un contexto que les permita mirar los temas que ellos
ensefiaran de una manera diferente; este contexto puede ser proporcionado por la
HM, ya que a través de esta se puede vivenciar la construccion de objetos
matemadticos. Por otra parte, sefiala que las conclusiones (favorables o neutras) de
los estudios sobre el papel de la HM en la educacion de los profesores, no se deben
a la presencia de esta, sino a la manera de tratarla. Al respecto de la intervencion de
la Historia en los procesos educativos manifiesta que: (i) existen diversos
argumentos para dicha integracion (v.g., lograr comprender los hechos
matematicos, promover comprension cultural, percibir las Matemdaticas como una
actividad intelectual y no solo como un cuerpo de conocimientos, y propender por la
humanizacion de las Matematicas), (ii) la integracion de la HM conlleva reorientar la
perspectiva de lo que se mira y lo que se observa de las Matematicas, vy (iii) hay una
relacién estrecha entre las raices de los conceptos identificadas por la Historia y las
raices cognitivas de los conceptos. Con este trasfondo, Furinghetti pasa a presentar
la experiencia de formacion desarrollada, no sin advertir que en el programa en
cuestion la HM se introdujo como un mediador del conocimiento para ensefar: se
pretendia generar una reflexion sobre el significado de los objetos matematicos. La
experiencia se desarroll6 con graduados en Matematicas quienes tienen vya
creencias acerca de las Matematicas y su ensefianza, y tienen dificultades para
considerar maneras de ensefianza alternas a las experimentadas y para reconocer
utilidad y aplicabilidad de las teorias educativas; se trataba de que los estudiantes
realizaran una secuencia de ensefianza del Algebra para estudiantes de grados
noveno y décimo. Para ello se realizo: (i) el analisis de los programas nacionales de
Matematicas, (ii) la exploracién de la HM para analizar los conceptos y procesos que
se pueden encontrar en la ensefianza del Algebra, (iii) el disefio de la secuencia de
ensefianza, y (iv) la discusién entre grupos y confrontacion de las secuencias
producidas. La autora reporta que la Historia afectéd las producciones de los
estudiantes de dos modos: evolutivo (se refiere a comprender el proceso de
evolucidn de las ecuaciones de segundo grado, de su representacion grafica y de las
propiedades algebraicas) y situado (alude a comprender el razonamiento de los
matematicos en el paso de la Aritmética al Algebra).

Los papeles de las Matematicas de Mesopotamia de la Edad de Bronce como
herramienta en la formacidn y administracion del Estado - portadora de
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autonomia intelectual profesional de los profesores®, (Hgyrup, 2007). El articulo
describe los papeles sociales y culturales de las Matematicas de Mesopotamia y la
interaccion de estos papeles con modelos de pensamiento matemadtico; esta
descripcién cobija el periodo que va desde la primera formaciéon de un estado
genuino, un poco después de mediados del cuarto milenio a.C., hasta el final de la
época de la antigua Babilonia, 1600 a.C. La imagen presentada es una densa
reconstruccién histérica de la actividad matematica ligada al conteo y a la
metrologia; tal descripcién de muchos aspectos interconectados de las Matematicas
de Mesopotamia claramente no tiene alguna implicacién sobre cémo se deberia
ensefar las Matemadticas. Sin embargo, las referencias a la ensefianza de las
Matematicas en aquella época, y al papel y cardcter del profesor de Matematicas o
del matemadtico, se proponen como inspiracion sobre como los educadores de las
Matematicas, y los didactas, pueden llegar a pensar las Matematicas y, en
consecuencia su ensefanza.

7. Usar la Historia de las Matematicas para inducir cambios en las creencias y
actitudes de los futuros profesores: claves para evaluar un programa de educacion
de profesores®®, (Charalambous, Panaoura, & Philippou, 2009). Se reporta un
estudio a través del cual se evalla un programa de formacion inicial de profesores
de Matematicas basado en la HM, el cual pretende mejorar las creencias
epistemoldgicas, las creencias sobre la eficacia y las actitudes hacia las Matematicas
de los futuros profesores. El estudio se concentré en dos cursos de contenido
matematico que, desde el punto de vista tematico, abordaron en diez unidades: las
matematicas pre-helénicas, la demostracion, los tres problemas griegos clasicos, la
fundamentacion de la geometria euclidiana, los trabajos de renombrados
matematicos, el concepto de limite y los origenes del Calculo, la liberacion de la
Geometria, la liberacion del Algebra, los conjuntos y las relaciones binarias, y el
algebra de Boole y las compuertas ldgicas. Se discute la eficacia del programa
considerado y se esbozan algunas implicaciones para el disefio de programas de
formacion del profesorado basados en la HM. En la segunda parte del documento se
resefia que la introduccién de componentes histdricos en estos programas tiene por
objeto ayudar a que los futuros profesores: se den cuenta de los procesos y luchas a
través de los cuales se desarrollaron las Matematicas, mejoren su comprensién de

> The roles of Mesopotamian bronze age mathematics tool for state formation and administration — carrier of teachers’
professional intellectual autonomy.

> Using the history of mathematics to induce changes in preservice teachers’ beliefs and attitudes: insights from
evaluating a teacher education program.
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los contenidos que se espera que ensefien, se doten de métodos y técnicas para la
incorporacion de materiales histéricos en su propia enseflanza y adquieran
perspectivas sobre la evolucién de los planes de estudios de Matematicas.

8. Una categorizacion de los ‘porqués’ y los ‘como’ de usar la Historia en la educacion
matematica®’, (Jankvist, 2009a). Este es un articulo tedrico que propone una
manera de organizar y estructurar la discusion sobre los porqués y los cémo usar la
HM en la ensefianza y aprendizaje de las Matemdticas>®, asi como las interrelaciones
entre los argumentos para usar la Historia y los enfoques para hacerlo. Para ello se
proponen dos conjuntos de categorias en las cuales ubicar los argumentos para usar
la Historia (los “porqués”) y los diferentes enfoques para hacerlo (los “cémo”). Los
argumentos para usar la Historia se dividen en dos categorias; Historia como una
herramienta e Historia como una meta. Las maneras de usar la Historia se ubican en
tres categorias de enfoques: la iluminacién, los médulos y la historia-base. Esta
categorizacion, junto con una discusidn sobre la motivacién de usar la Historia, ya
sea estando en relacién con los asuntos propios (asuntos internos) o con los asuntos
de la meta-perspectiva (meta-asuntos), proporciona un medio de ordenar la
discusion de los “porqués” y los “cémo”.

9. Historia de las Matematicas: lluminando la comprension de los conceptos
matematicos escolares a los futuros profesores de Matematicas®®, (Clark, 2012).
Pocos estudios se han desarrollado en torno a cémo el estudio de la HM contribuye
al conocimiento matematico para la ensefianza de una persona. En este articulo, se
presentan los resultados de investigaciones, llevadas a cabo en cuatro semestres, en
las que se ha intentado caracterizar lo que los futuros profesores de Matematicas
logran comprender acerca de los temas que van a ensefiar y cdmo esa ensefianza
podria incluir un componente histdrico. En particular, se centra la atencién en como
el estudio y aplicacién de la historia de la resoluciéon de ecuaciones cuadraticas
ilumina aquello que los futuros profesores de Matematicas saben (o no saben) sobre
este tema algebraico esencial en la escuela secundaria. Ademas, se discuten cémo
los resultados sefialan consideraciones importantes para los programas de
formacion de profesores de Matemadticas con respecto a la conexion del

A categorization of the “whys” and “hows” of using history in mathematics education.

%8 5 bien el titulo y el resumen del articulo precisan la relacién con la ensefianza y el aprendizaje de las Matemdticas,
consideramos necesario incluirlo acd, en tanto contiene respuestas implicitas relativas a la relaciéon HM—CPM.

> History of mathematics: illuminating understanding of school mathematics concepts for prospective mathematics
teachers.
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conocimiento matematico y pedagdgico de los futuros profesores, y su capacidad de
vincular las perspectivas historicas para mejorar su propia comprension de la
solucion de ecuaciones cuadraticas y la de sus futuros alumnos.

La Tabla 33 recapitula algunas ideas esbozadas en los nueve articulos resefiados antes.

Documento Pregunta Respuesta

(Swetz, 1995a) Para qué Reconocer el vinculo entre la pedagogia de las
Matematicas y las obras matematicas histdricas y
advertir que estas ultimas son fuente de la primera.

(Fauvel & van Maanen, Paraqué Promover entusiasmo por las Matematicas.

1997c¢) Ver a los alumnos de manera diferente.

Ver las Matemidticas de manera diferente
Desarrollar habilidades de lectura, uso de bibliografia y
escritura expositiva.

(Gulikers & Blom, 2001)  Por qué Ofrece un marco de referencia para la discusidon entre
filogénesis y ontogénesis adaptada al caso pedagagico.
Ofrece la oportunidad de desarrollar un enfoque
multicultural en el aula y de interrelacion de las
Matematicas con otras disciplinas e incluso de
interrelacion de dominios matematicos.

(Gulikers & Blom, 2001) Para qué Influir en las actitudes y el repertorio didactico de los
profesores.

Promover unas matematicas mas dinamicas y vividas
en el aula, asi como ser fuente de recursos materiales
utiles para el aula.

(Arcavi & Isoda, 2007) Para qué Aprender a escuchar al otro como una estrategia para
comprender su pensamiento matematico.

Articular la interpretaciéon de textos histéricos a la
interpretacion de la produccién de los estudiantes.
Reconocer que en la interpretacién no siempre es
posible abstraerse de las herramientas propias y asumir
el lugar del otro.

(Arcavi & Isoda, 2007) Cémo La lectura de textos histéricos originales, la
interpretacion de respuestas de los estudiantes y la
reflexién sobre lo aprendido.

(Furinghetti, 2007) Para qué Vivenciar la construccidn histérica de objetos
matematicos como manera alterna a la usual
contruccién en la ensefianza.

Promover un estilo consciente de ensefianza de las
Matematicas.
Generar reflexion sobre el significado de los objetos
matematicos.

(Furinghetti, 2007) Cémo A través de la exploracién de la HM para analizar los
conceptos y procesos que se pueden encontrar en la
ensefianza del Algebra vy, luego, el disefio de la
secuencia de ensefanza y la discusion de la misma.
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Documento Pregunta Respuesta
(Hgyrup, 2007) Para qué Disponer de una fuente de referencia para llegar a

pensar las Matematicas, el papel del profesor y, en
consecuencia su ensefianza.

(Charalambous, et al.,, = Paraqué Evidenciar los procesos y luchas a través de los cuales
2009) se desarrollaron las Matematicas.
Mejorar la comprensién de los contenidos de
ensefianza.

Dotar de métodos y técnicas para la incorporacién de
materiales histdéricos en la ensefianza.

Adquirir perspectivas sobre la evolucidn de los planes
de estudios de Matematicas.

(Jankvist, 2009a) Por qué La Historia, como herramienta, es un factor de
motivacion pues ayuda a mantener el interés en las
Matematicas, le da un caracter mas humano a las
Matematicas, o permite reconocer que los
matematicos también tuvieron dificultades en lo que le
genera dificultad a los estudiantes.

La Historia, como herramienta, puede jugar un papel de
herramienta cognitiva al promover puntos de vista o
modos de presentacion diferentes, o al permitir
identificar y encarar los obstaculos epistemoldgicos.

La Historia, como herramienta, permite reconocer la
relacidn entre ontogénesis y filogénesis.

La Historia, como meta, permite reconocer que las
Matematicas existen en el tiempo y el espacio,
evolucionan a través de la accién de los seres humanos
e influidas por las diferentes culturas, y obedecen a
fuerzas internas y externas.

(Clark, 2012) Para qué Aportar al conocimiento matematico para la ensefianza

en aquello que va mas alld del conocimiento de
conceptos y procedimientos y en cémo tal
conocimiento se emplea en la practica docente.
Ampliar el conocimiento del profesor sobre aquello que
ensefia, a aspectos matematicos, histdricos y culturales.
Hacer conciencia en los profesores de los procesos de
construccion de ideas matematicas en el tiempo como
una manera de concentrar y fortalecer el conocimiento
del vinculo entre las matematicas universitarias y
escolares, esencial para la ensefianza.
Poner de relieve el conocimiento previo de los futuros
profesores (y, a menudo vacios o comprensiones
incompletas) e impulsar consideraciones sobre las
dificultades de sus futuros alumnos).
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Documento Pregunta Respuesta

(Clark, 2012) Cémo Trabajo con las ideas matematicas que evolucionaron a
través del tiempo.
Estudio y discusion de las influencias histéricas y
culturales, y los porqués de las Matematicas que se
fueron desarrollando.
Desarrollo de los conocimientos pedagdgicos
necesarios para integrar una perspectiva histérica en la
ensefianza de las Matematicas escolares.
Asignacion de lecturas previas (extractos historicos y
biograficos) en torno a las ideas matematicas escolares,
para situar adecuadamente el tema y las fuentes
primarias para desarrollar un concepto matematico
clave.
Durante las sesiones de clase, examinar en detalle del
concepto matematico en la fuente primaria.
Tareas para vincular lo estudiado con las matematicas y
considerar sus implicaciones pedagdgicas.

Tabla 33 Ideas de HM—CPM tratadas en ESM.

En los apartados 2.1.1.1, 2.1.1.3, 2.1.3.1y 2.1.4.3 se resefiaron articulos de esta revista; de
estos los siguientes dieciséis abordan la relacion HM-CPM.

10. éUn profesor de Matematicas deberia conocer algo acerca de la Historia de las
Matematicas?®’, (Freudenthal, 1981). Luego de cuestionar la afirmacion relativa a
qgue el conocimiento de la historia de una tematica ayuda a la comprensidn de la
misma, de debatir profundamente sobre la naturaleza de la Historia, y de cuestionar
si las condiciones de los programas de formacién de profesores de los diferentes
niveles educativos ofrecen la posibilidad de existencia de un discurso sobre la
Historia, Freudenthal concluye que el conocimiento del profesor sobre la Historia
deberia ser conocimiento integrado, familiar al profesor y una cornucopia disponible
para la instrucciéon: no un conocimiento oculto en cajones para ser abiertos en
momentos preestablecidos. Sefala que para los estudiantes y los profesores, la HM
deberia preocuparse por los procesos mas que por los productos de la creatividad
matematica. También refiere que el estudio de la Historia no necesariamente debe
incorporar cursos sobre la misma y sugiere el estudio de las fuentes.

11. ¢Deberia un profesor de Matematicas conocer algo de la Historia de las
Matematicas?®’, (Morley, 1982). La respuesta del articulo, a la misma pregunta

% Should a Mathematics Teacher Know Something about the History of Mathematics?
®! Should a Mathematics Teacher Know Something about the History of Mathematics?
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planteada previamente por Freudenthal (1981), es un si rotundo. En favor de ello se
exponen dos intenciones que se persiguen con la formacién en HM: (i) lograr que los
futuros profesores reflexionen sobre la naturaleza de las tematicas que trabajaran
en sus clases, y (ii) comprender algunas cuestiones sobre el curriculo en
Matematicas, por ejemplo la relacién entre los enfoques temdticos y la ubicacién y
desarrollo de estos en la HM.

12. Tal vez un profesor de Matematicas pueda beneficiarse del estudio de la Historia
de las Matematicas®, (Arcavi, Bruckheimer, & Ben-Zvi, 1982). Se discuten algunas
de las afirmaciones enunciadas por Freudenthal (1981), particularmente aquella que
pone en duda que el conocimiento de la historia de una tematica ayuda a la
comprension de tal tematica. Para ello se propone que la influencia de la HM
depende de variables que la trascienden (tales como el publico objetivo, su
trasfondo matematico, las fuentes, el enfoque, o los temas) y se presenta
informacién y reflexiones sobre un breve curso con profesores, centrado en el
estudio de aspectos histéricos sobre los numeros negativos y desarrollado
fundamentalmente a través de talleres. Asimismo se exponen algunos resultados de
cuestionarios aplicados a los participantes del curso y se reportan réditos formativos
a favor de la comprension de los niumeros negativos, de la vision sobre la actividad
matematica y aspectos didacticos de tales numeros.

13. Las Matematicas y su contexto social: un didlogo en la sala de profesores con
episodios histéricos®, (Bos, 1984). El autor reporta en este articulo el texto de una
conferencia realizada en un evento que abordé el “Uso de temas histdricos en la
ensefanza de las Matematicas”. En este se discute sobre el uso de las Matematicas
en la sociedad y sobre los influjos sociales sobre las Matematicas; para ello, el autor
presenta opiniones y argumentos sobre tales asuntos, respaldados en episodios
reportados por la HM. Se asume asi, que la HM puede informar, a los alumnos y
profesores, sobre el contexto social de las Matematicas y ayudar asi a tomar
posicién en los debates sobre tales relaciones.

14. Historia de las Matematicas para profesores: el caso de los niimeros irracionales®,
(Arcavi, Bruckheimer, & Ben-Zvi, 1987). Se reporta informacién relativa a un curso

62 Maybe a Mathematics Teacher Can Profit from the Study of the History of Mathematics.
%3 Mathematics and its social context: a dialogue in the staff room, with historical episodes.
o History of Mathematics for Teachers: The Case of Irrational Numbers.
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sobre la historia de los nimeros irracionales® desarrollado con profesores en
formacidn y profesores en ejercicio, bajo un enfoque semejante al reportado por los
mismos autores para el caso de los niumeros negativos (Arcavi, et al., 1982); se
resefia que este enfoque tiene cuatro rasgos caracteristicos, a saber:

a) Relevancia. Los temas cuya historia se estudia son aquellos que estan directamente
conectados con el curriculo que el profesor ensefia o ensefiard. Ademas el tratamiento de los
temas se disefia teniendo en cuenta las necesidades especificas de los maestros. b) Fuentes
primarias. Los materiales utilizados son, principalmente, fuentes primarias y documentos
histdricos. c) Aprendizaje activo. El material se prepara en forma de talleres. Los participantes
leen las fuentes y trabajan por si mismos (o en pequefios grupos) con un poco de orientacion,
a través de preguntas, ejercicios y problemas, especialmente preparados para cada fuente
histérica. d) Historia conceptual. La historia se refiere a cémo se desarrollé un concepto, los
diferentes enfoques de los matematicos en el pasado, sus dificultades, su creatividad
matematica, e incluso, su etapa de formalizacion. Incidentalmente se incluye una pequefia
dosis de hechos, fechas, biografias y anécdotas. (Arcavi, et al., 1987, p. 18)

15. El uso de la Historia en la Educacion Matemética“, (Fauvel, 1991b). Si bien la
tematica central del articulo no es la relacion HM—CPM (como si la discusion critica
sobre la no integracion de la HM en la ensefianza de las Matemadticas) encontramos
en este fragmentos que la aluden. Mencionemos, por ejemplo, un texto®” del
Ministerio de Educacion del Reino Unido del afio 1958, cuyo contenido y sentido el
autor cita y extrafia en el Curriculo Nacional Inglés de finales del siglo XX. Otro es
una indicacidn directa del autor a través de la cual sostiene que el uso de la HM por
parte de los profesores puede ser dificil por adolecer de conocimiento sobre Ila
misma y de formacion sobre el uso de esta con los alumnos; en esta direccidén se
plantea la necesidad de trascender las afirmaciones acerca de las bondades del uso
de la HM en las clases y evidenciar y estudiar cémo se podria incorporar en algunas

® Desde nuestra Optica, el curso alude también al problema de la inconmensurabilidad de parejas de cantidades de
magnitudes homogéneas y, en cierto sentido, “mezcla” el concepto de irracionalidad de un nimero con el de
inconmensurabilidad de dos cantidades magnitudes.

66 Using History in Mathematics Education.

87 «g| profesor que sabe poco de Historia de las Matematicas es apto para ensefiar técnicas de forma aislada, sin
relacidn, ya sea a los problemas e ideas que las generaron o a los nuevos acontecimientos que surgieron de ellas. [...] El
conocimiento de los argumentos y las disensiones entre los grandes matematicos podria inducir un sano escepticismo y
discusion en el aula y conducir a una comprension mas profunda de los principios. [...] Uno de los activos mas valiosos
que el profesor puede adquirir a partir del conocimiento de la historia de su tema es una apreciacion de la influencia de
las tradiciones actuales, [...] Es importante transmitir a los alumnos los conocimientos que gran parte de lo que se
ensefia hoy en dia como un producto terminado fue el resultado de siglos de andar a tientas o de controversia espiritu.
[...] Las Matematicas pueden ser ensefiadas correctamente solo en un contexto de su propia historia.” (Fauvel, 1991b, p.
3).
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actividades de la clase, cdmo podria hacer mas facil la ensefianza de algunos temas
especificos, o cdmo el trabajo extra que puede ser necesario en un principio tiene a
largo plazo efectos en la consecucién de los objetivos del curriculo matematico.

16. La experiencia de la Historia en la educacién en Matematicas®, (Russ, et al., 1991).
En este documento se presentan las respuestas de seis profesores a la pregunta
sobre qué importancia ha tenido la Historia de Matematicas en sus actividades de
ensefianza de las Matematicas. Una de las respuestas alude a Dos beneficios de usar
la Historia®, (Arcavi, 1991); especificamente este autor reporta la posibilidad que la
Historia brinda al profesor de “desempacar”, “deshacer” o “destapar” el
conocimiento y las ideas matemadticas o de revelar asuntos ocultos de ideas
matematicas conocidas, asi como de sensibilizarlo y disponerlo en torno a las
posibles dificultades de comprensién de sus estudiantes, escuchandolos desde el
contexto desde donde ellos realizan la actividad matematica. Otra respuesta alude a
La lectura de textos originales: como y por qué introducir una perspectiva
histérica’, (Barbin, 1991). Aca la autora francesa expone, como idea central, que la
HM permite a los profesores encarar la naturaleza de la actividad matematica en sus
distintas facetas (analizar el papel de los problemas, de las demostraciones, de las
conjeturas, de la evidencia, del error en la construccién de conocimiento
matematico), asi como acceder a conceptos epistemoldgicos y filosoficos que
permean los textos matematicos; de esta manera el profesor puede cambiar su
imagen de las Matematicas y llegar a verlas no como un lenguaje ni como un
espectaculo, sino como una actividad humana. Una respuesta adicional permite
reconocer Los peligros y dificultades del uso de la Historia’’, (Fowler, 1991). El
autor enfatiza la idea de que los profesores deben ser conscientes de que la
complejidad intrinseca de la HM estd presente en el estudio o uso de esta y que es
probable que para evitarla y realizar una ensefianza mas simple y hasta adecuada,
haya necesidad de construir en/para las aulas una pseudo-historia o historia
simplificada.

17. Relatos historicos en la clase de Matema’ticasn, (FGhrer, 1991). Si bien el autor
presenta la incorporacién de tres relatos retomados de la HM en la clase de

% The Experience of History in Mathematics Education.

% Two Benefits of Using History.

" The Reading of Original Texts: How and Why to Introduce a Historical Perspective.
" perils and Pitfalls of History.

7 Historical Stories in the Mathematics Classroom.
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18.

19.

Matematicas (la historia de como Eratostenes midid la circunferencia de la tierra
para discutir el concepto de unidad de medida; las ideas de Arquimedes, Vieta y
Descartes para introducir aproximaciones del nimero 7; y el descubrimiento de la
formula de Cardano como un ejemplo de investigacion matematica) y defiende los
relatos histéricos como una manera de introducir una perspectiva histérica en las
clases, su documento contiene suficientes reflexiones que pretenden defender la
idea de que si bien:

[...] un conocimiento de la Historia de las Matematicas puede ayudar al profesor a disefiar
actividades matematicas adecuadas en el aula, este proporciona mas significativamente un
cambio de tono para el marco en el que todo el proceso de la educacién en Matematicas se
lleva a cabo. (Fihrer, 1991, p. 31).

Historia de las Matematicas: Recursos para profesores73, (Rogers, 1991). Como lo
sefiala el autor, el propdsito del articulo es sugerir algunos de los materiales de HM
mas facilmente accesibles y utiles a los profesores (de habla inglesa); pero se
identifican también algunas orientaciones para el estudio de la Historia, enunciadas
al estilo de riesgos historiograficos (v.g., la reivindicacién de la prioridad es
usualmente insignificante, no se pueden juzgar los eventos del pasado con
estandares modernos, las especulaciones no son hechos). Con respecto a los
materiales se resefian fuentes para visiones generales (enciclopedias y diccionarios,
tablas y carteles cronoldgicos), fuentes de trabajos mds detallados (v.g.,
bibliografias, colecciones de trabajos originales, historias generales de las
Matematicas), trabajos sobre las Matematicas en contextos mas amplios (v.g.,
evolucién de ideas matematicas e historia cultural, cursos libres de HM) y recursos
para uso en el aula (v.g., historia sobre temas especializados, temas y tratamientos
historicos de las matematicas escolares).

Un amable y gentil Sdcrates: transmitir nuevas imagenes del didlogo en
Matematicas’®, (Fernandez, 1994). El articulo presenta un analisis detallado del
didlogo platonico (tomado del Menon) entre Soécrates y el esclavo sobre la
duplicacién del cuadrado, con el fin de desvelar algunas de las imagenes negativas
promovidas por Sécrates (v.g., mostrar cdmo el razonamiento de Sécrates pudo
haber inducido confusidon innecesaria en el esclavo, evidenciar las Matematicas
como un asunto de calculos correctos o incorrectos, didlogo dominado por el
profesor) y de reforzar la idea que este didlogo debe ser contextualizado en el

73 History of Mathematics: Resources for Teachers.
" A Kinder, Gentler Socrates: Conveying New Images of Mathematics Dialogue.
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didlogo mas amplio del que se extrae. Adicionalmente incluye algunas sugerencias
para estudiar este didlogo en los programas de formacién de profesores que permita
trasmitir una imagen de la ensefianza de las Matematicas que se base en promover
un deseo de aprender mas agradable y menos confuso.

20. Antes que las otras incognitas fueran inventadas: Indagacion didactica sobre los
métodos y problemas del Algebra italiana medieval’®, (Radford, 1995). El articulo,
el cual se enmarca en un programa de investigacion que pretende contribuir a la
comprensién del desarrollo del pensamiento algebraico, centra su atencién en la
especificidad del pensamiento algebraico en una incégnita, para lo cual se realiza un
analisis didactico-histérico-epistemoldgico de una fase del Algebra en la que se
trabaja con una incégnita y, por tanto se estudia el Algebra italiana medieval
(especificamente: su ambiente social e intelectual, los problemas y métodos de la
época —incluidos los que operan sobre lo desconocido, los problemas cuasi-ecuacién
y los problemas de dar-y-recibir— y los alcances de los métodos algebraicos), para
comprender los elementos cognitivos subyacentes en la actividad algebraica. Al final
del mismo, se refieren algunas implicaciones para la ensefianza, precisando que los
resultados del estudio ofrecen nuevas perspectivas sobre la ensefianza al
comprender de mejor manera la naturaleza del conocimiento matematico;
especificamente se refiere el nexo histérico entre el Algebra y los nimeros negativos
y las posibilidades de integrar el concepto de niumero negativo en una secuencia de
ensefianza algebraica, o a la comprensiéon del lenguaje algebraico como un
desarrollo a partir de un enfoque de herramienta de solucién de problemas a un
objeto matematico, como una alternativa posible para el aula.

21. La ensefanza de los niumeros negativos, 1870-1970: un popurri de modelos’®,
(Hitchcock, 1997). En este articulo el autor configura una secuencia de escenas
histéricas relacionadas con los numeros negativos, protagonizadas en el lapso
considerado por seis famosos profesores de Matemadaticas (C. Smith, A. N.
Whitehead, E. Landau, T. Apostol, profesor genérico norteamericano y profesor
genérico inglés); la secuencia contiene un prdélogo y un epilogo, retomados de los
matematicos Augusto de Morgan y Félix Klein, reconocidos ademds por su
preocupacion y compromiso por la educacidn en Matematicas en todos los niveles
educativos. El documento finaliza con una docena de ejercicios y preguntas que

7 Before the other unknowns were invented: Didactic inquiries on the methods and problems of mediaeval Italian
Algebra.
e Teaching the Negatives, 1870-1970: A Medley of Models.
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constituyen tareas, de diferente profundidad y dificultad, dirigidas a los profesores
de Matematicas (en formacidn y ejercicio), para procurar la reflexion sobre/a partir
de las escenas; estas pretenden trascender el objeto matematico en cuestién (los
nimeros negativos) e incluso la ensefianza de los sistemas numéricos y el Algebra.

22. Sobre la Psicologia, la Epistemologia histdrica y la ensefianza de las Matematicas:
hacia una historia socio-cultural de las Matematicas’’, (Radford, 1997). Se plantea
que la HM se puede usar de manera no ingenua (como se hace cuando se usa
anecddticamente), como fuente de problemas o como un laboratorio
epistemoldgico para explorar el desarrollo del conocimiento matematico. Esto
requiere de analisis critico sobre cémo los desarrollos conceptuales e histéricos
estan vinculados (en particular, de la nocidon de obstaculo epistemoldgico) a través
de explorar cémo el conocimiento estd arraigado en su contexto sociocultural.

23. Epistemologia, Historia y ensefianza de las Matematicas’®, (Bkouche, 1997). Si bien
el titulo del articulo no refiere precisamente al conocimiento del profesor de
Matematicas, en el contenido del articulo si hemos reconocido algunos aspectos que
aluden de manera importante a este en relacién con la intervenciéon de la HM.
Bkouche discute la corriente que denomina “un enfoque histérico en la ensefianza
de las Matematicas” pues considera que si bien este movimiento permitié a los
profesores aproximarse a la manera en que las Matemadticas se construyeron y
desarrollaron, también los llevd a buscar tanto en la Historia como en la
Epistemologia de las Matematicas las condiciones para una ensefianza efectiva. Con
respecto a la intervencién de la Historia y la Epistemologia de las Matematicas en la
ensefianza, aboga entonces por ubicar adecuadamente la reflexion de orden
epistemoldgico en el marco del oficio de profesor, es decir, intentar cercar los
lugares donde el profesor encuentra, en el marco de la practica del oficio, problemas
de orden epistemolégico. A este respecto, anticipa dos de tales lugares: El ideal de
sencillez o simplicidad (entendido como un objetivo y una construccién que
posiciona la ciencia como lugar de inteligibilidad) y la cuestién de la demostracion.
Ubicar la problematica de esta manera indudablemente lo conduce a la pregunta
sobre el lugar de la Epistemologia y de la HM en la formacidn de los maestros vy, a
partir de esta, a la distincion entre la reflexion epistemoldgica (en tanto
constituyente de un pensamiento) y la Epistemologia (como discurso constituido). En

7 on Psychology, Historical Epistemology, and the Teaching of Mathematics: Towards a Socio-Cultural History of
Mathematics.
78 Epistémologie, Histoire et Enseignement des Mathématiques.

138



Potencial formativo de la historia de la teoria euclidiana de la proporcion en la constitucion del conocimiento del profesor de matemdticas.

este orden de ideas sefiala que la reflexidon epistemolégica se vuelve consistente
solo si se apoya en el discurso constituido por la Epistemologia, de lo cual se sigue el
lugar de la Epistemologia y la Historia de las ciencias en la formacién de maestros.
Bkouche pasa entonces a distinguir tres aspectos de la Epistemologia: la
epistemologia de los fundamentos, la epistemologia del funcionamiento y la
epistemologia de las problemdticas, asi como tres concepciones de la Historia de las
ciencias: la historia del origen de las nociones, |a historia de sus descubrimientos y la
historia de la analogia entre la filogénesis y la psicogénesis. Luego de plantear
criticas sobre algunas de estas opciones, argumenta a favor de una epistemologia de
las problematicas y una historia de sus descubrimientos, en favor del conocimiento
del profesor.

24. Las Matemadticas actuales pueden beneficiarse de métodos antiguos’, (van
Maanen, 1997). En este articulo van Maanen muestra varios ejemplos a través de los
cudles ilustra situaciones de aula en las que los estudiantes son enfrentados al
estudio de métodos o estrategias histdricos de solucién de problemas matematicos
y a la connatural contrastaciéon con métodos usados comunmente en la escuela; en
cada caso resefia el valor agregado de la incorporacién del componente histdrico.
Uno de tales ejemplos se da en el marco de un curso de Historia de Matematicas
para profesores en ejercicio. En este se reporta que los profesores debian leer un
texto original matematico, presentarlo a sus colegas y escribir al respecto; el texto
reportado refiere a un trabajo sobre geometria practica escrito por Frans van
Schooten en 1623, en el que se describe la solucidn al problema de establecer las
medidas de los lados y angulos de un tridngulo de drea 1000 y semejante a uno de
medidas 13, 14 y 15. Se compara entonces la solucién actual, la cual implica el uso
de la ley del coseno, con dos métodos estandares del pasado: el uso de la formula
de Herdn y el método expuesto por van Schooten. Los profesores manifiestan que
fue dificil leer el manuscrito, comprender lo que expone van Schooten y establecer
por qué funciona; igualmente, manifiestan haber ganado conciencia factual (y no
solamente retdrica) de que los métodos y estandares son cambiantes y de que
efectivamente existen diferentes maneras de abordar un problema matematico,
procurando con ello una experiencia que favorece la competencia de disponer de
una mente abierta hacia las Matematicas.

”® New Maths may Profit from Old Methods.
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25.

Integrar el cercano desarrollo histérico de las Matematicas y la Fisica en la
educacion en Matematicas: Algunas observaciones metodolégicas vy
epistemolégicas®®, (Tzanakis & Thomaidis, 2000). El articulo se escribe con la
intencion de contribuir a clarificar las maneras en que el estudio del desarrollo
histérico de las Matematicas puede abrir nuevas posibilidades de comprensién de la
manera como se crean las Matematicas y a contribuir a sugerir maneras alternas de
presentar las Matematicas y variar las condiciones para que puedan ser
comprendidas; en este sentido, aunque los autores no lo declaran explicitamente,
entendemos que su contenido refiere al conocimiento del profesor de Matematicas.
Inicialmente, y luego de describir tres formas usuales de razonamiento que orienta
el hacer Matematicas (v.g., el razonamiento deductivo, el razonamiento inductivo y
el razonamiento por analogia), los autores concluyen la necesidad de hacer explicito
en la ensefianza las “motivaciones, preguntas, problemas y procesos de
descubrimiento que llevaron a nuevas consecuencias, asi como la atmésfera cultural
mas general que puede haber influido su aparicién” (Tzanakis & Thomaidis, 2000, p.
46). Por otra parte, cuando discuten las maneras en que la HM se puede integrar a la
ensefianza de las Matematicas, resaltan que el estudio de fuentes originales dan
oportunidad al profesor de: apreciar los marcos conceptuales y las
preguntas/problemas asociados que llevaron a un desarrollo de un aspecto o
dominio matematico, reconocer que la evolucion se da no solo en el contenido sino
también en la forma (i.e., notaciones, terminologia, métodos, formas de expresién y
representacion), y lograr al menos comprensidon parcial de las dificultades
enfrentadas por los matematicos en relacidn con asuntos especificos. Igualmente,
resaltan que la Historia le permite al profesor: sugerir maneras posibles de ensefiar
un asunto, reconocer obstadculos que se presentaron histéricamente y que pueden
reaparecer en el proceso de enseiianza, reconstruir ejemplos que permitan
entender la motivacién de un desarrollo matematico, revelar interrelaciones entre
dominios matematicos y extra-matematicos, integrar la soluciéon de problemas y
ejercicios a la comprensién de un asunto matematico, comparar formas modernas
de las Matematicas con sus formas del pasado.

La Tabla 34 resefia de manera sintética algunas de las ideas de los dieciséis articulos

referidos antes.

0 Integrating the Close Historial Development of Mathematics and Physics in Mathematics Education: Some
Methodological and Epistemological Remarks.
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Documento Pregunta Respuesta

(Freudenthal, 1981) Qué Historia de los procesos mas que de los productos de la
creatividad humana.
Fuentes originales.
Conocimiento integrado y familiar al profesor.
(Freudenthal, 1981) Para qué No necesariamente para aportar a la comprension de
una tematica.
Disponer de una cornucopia disponible para la
instruccion, pero no para momentos preestablecidos.

(Freudenthal, 1981) Cémo No necesariamente a través de cursos de HM.

(Morley, 1982) Para qué Lograr que los futuros profesores reflexionen sobre la
naturaleza de las tematicas que trabajaran en sus
clases.

Comprender algunas cuestiones sobre el curriculo en
Matematicas.

(Arcavi, et al., 1982) Para qué Para favorecer la comprension de temadticas
matematicas y de la actividad matematica en torno a
estas.

(Arcavi, et al., 1982) Qué Depende de variables que trascienden la Historia

misma (tales como el publico objetivo, su trasfondo
matematico, las fuentes, el enfoque, o los temas).

(Bos, 1984) Para qué Informar sobre el contexto social de las Matematicas y
ayudar asi a tomar posicidon en los debates sobre las
relaciones entre Matematicas y Sociedad.

(Arcavi, et al., 1987) Qué Historia de temas directamente conectados con el
curriculo.

Fuentes primarias.

Historia conceptual que exhibe desarrollo de los
conceptos, los enfoques matematicos, las dificultades y
los procesos creativos y de formalizacion.

(Arcavi, et al., 1987) Cémo A través de talleres de lectura y trabajo sobre las
fuentes, lo cual implica resolver preguntas, desarrollar
ejercicios y resolver problemas.

(Fauvel, 1991b) Para qué Favorecer el conocimiento del profesor y sus acciones
educativas en el aula

(Fauvel, 1991b) Qué Conocimiento sobre evidencias de uso de la HM en el
aula y sus beneficios efectivos.

(Russ, et al., 1991) Paraqué Revelar asuntos ocultos de ideas matematicas.

(Arcavi, 1991) Sensibilizar y disponer a las dificultades de
comprension de los estudiantes.

(Russ, et al, 1991) Paraqué Encarar la naturaleza de la actividad matemadtica en sus

(Barbin, 1991) distintas facetas.

Acceder a conceptos epistemoldgicos y filosoficos que
permean los textos matematicos.
Humanizar las Matematicas.

(Russ, et al, 1991) AQué Historia que permita construir una pseudo-historia o
(Fowler, 1991) historia simplificada en/para las aulas.
(Fihrer, 1991) Qué Relatos histdricos.
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Documento
(Fahrer, 1991)

(Rogers, 1991)

(Fernandez, 1994)

(Radford, 1995)

(Radford, 1995)

(Hitchcock, 1997)
(Hitchcock, 1997)
(Radford, 1997)
(Bkouche, 1997)

(Bkouche, 1997)

(van Maanen, 1997)
(van Maanen, 1997)

(van Maanen, 1997)

(Tzanakis & Thomaidis,
2000)

Pregunta
Para qué

Qué

Para qué

Qué

Para qué

Para qué

Cémo
Por qué

Qué

Para qué

Qué
Para qué

Cémo

Qué

Respuesta

Proporcionar insumos para el disefio de tareas
matematicas para el aula.

Ofrecer un contexto y tono diferente para los procesos
en los que la educacion en Matematicas se desarrolla.
Fuentes para visiones generales, fuentes de trabajos
mas detallados, trabajos sobre las Matemadticas en
contextos mas amplios y recursos para uso en el aula.
llustrar maneras adecuadas e inadecuadas de ensefar
las Matemiticas.

Resultados de la investigacion didactico-historiografica
que se centra en la investigacion sobre las raices
sociales de la actividad matematica y sobre la
dimensién triadica funcional de conceptos, problemas y
procedimientos de solucidn de problemas.

Entender las dificultades cognitivas experimentadas por
los estudiantes e interpretar los errores y
conceptualizaciones incorrectas que surgen cuando
aprenden temas matematicos especificos.

lluminar las decisiones relativas al conocimiento a ser
ensefiado y proporcionar nuevas maneras de
organizacion y articulacion tematica.

Procurar ambientes de reflexion sobre los objetos
matematicos y sobre su ensefianza.

Dramatizacion y dialogos de la HM.

Es una fuente de problemas.

Constituye un laboratorio epistemoldgico para explorar
el desarrollo del conocimiento matematico.

Una epistemologia de las problematicas y una historia
de sus descubrimientos.

Constituir un discurso epistemoldgico que apoye la
reflexién epistemoldgica.

Responder a problemas de orden epistemoldgico que
surgen en el quehacer docente.

Fuentes originales contrastadas con visiones actuales.
Ganar conciencia sobre el caracter dinamico de las
Matematicas y, en consecuencia, abrir la mente hacia
ellas.

Favorecer las competencias de lectura, escritura y
exposicion de ideas matematicas.

Estudiar la fuente original, escribir sobre la misma y
presentarla a los demas.

Historia de las motivaciones, preguntas, problemas y
procesos de descubrimiento.

Atmdsfera cultural puede haber influido la aparicidn de
nuevo conocimiento.
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Documento Pregunta Respuesta
(Tzanakis & Thomaidis, Para qué Abrir nuevas posibilidades de comprension de la
2000) manera como se crean las Matematicas.

Contribuir a sugerir maneras alternas de presentar las
Matematicas y variar las condiciones para que puedan
ser comprendidas.

Tabla 34 Ideas de HM—CPM tratadas en FLM

Solo uno de los tres articulos resefiados en 2.1.4.4 hace una alusion directa a la relacion
HM—-CPM.

26.

El desarrollo del Algebra: Confrontando las perspectivas historicas y psicolégicassl,
(Sfard, 1995). Luego de hacer una descripcién panoramica del desarrollo histérico
del Algebra, dirigiendo especial atencién a los puntos de inflexién del pensamiento
algebraico, y de haberla contrastado con ejemplos de estudios empiricos sobre las
maneras en que los estudiantes aprenden Algebra o desarrollan su pensamiento
algebraico, la autora concluye que para los profesores el conocimiento de la HM no
es opcional sino indispensable, pues a través de este se puede lograr ser consciente
de las dificultades profundamente ocultas (v.g., los obstaculos ontolégicos), relativas
al aprendizaje de nuevos conceptos. Asimismo sefiala que la Historia reporta que la
reificacidon requerida para la profunda comprensiéon de un concepto, no se puede
esperar antes de que se logre cierta familiaridad con procesos secundarios, pero que
sin tal reificacién esos procesos no pueden ser verdaderamente significativos; a
partir de esta condicién dialéctica, concluye la necesidad de una actitud paciente y
persistente (del alumno y el profesor) para superar los escollos ontoldgicos (i.e., se
aboga por el uso disciplinado de las técnicas, por parte del estudiante, incluso si se
tienen dudas de su significado y por el dominio de la impaciencia, por parte del
profesor, ante las deficiencias de comprensidn del estudiante).

La Tabla 35 sintetiza algunas de las ideas presentadas en el articulo.

Documento Pregunta Respuesta
(Sfard, 1995) Qué Historia del pensamiento matematico.
(Sfard, 1995) Por qué El conocimiento de la HM es imprescindible para el
profesor.
(Sfard, 1995) Para qué Ser consciente de las dificultades profundamente

ocultas (v.g., los obstaculos ontoldgicos), relativas al
aprendizaje de nuevos conceptos
Tabla 35 Ideas de HM—-CPM tratadas en JMB

¥ The Development of Algebra: Confronting Historical and Psychological Perspectives.
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De los veinte articulos identificados en el apartado 2.1.4.7, dos contienen alusiones a la
relacion HM-CPM. Antes de resenarlos, es conveniente precisar que si bien el
monografico de esta revista (Volumen 44 Numero 4 de 2012) contiene varios articulos
sobre historia de la ensefianza y aprendizaje de las Matematicas, algunos de los cuales
pueden considerarse de historia de la formacién de profesores, no contiene articulo
alguno que aborde la relacion HM—CPM.

27. El papel de la Historia de las Matematicas en la enseilanza y el aprendizaje de las
Matematicas. Documento de discusién para un Estudio ICMI (1997-2000)%, (Fauvel
& van Maanen, 1997a). En este documento los autores informan e invitan a
participar del estudio presentando, ademas de aspectos operativos del estudio,
doce preguntas de investigacién. Una de tales preguntas refiere precisamente a la
relacion HM—CPM, a saber: ¢Cuales son las funciones particulares de un curso o
componente de HM para los docentes?; al respecto sefialan:

La Historia de las Matematicas puede jugar un papel especialmente importante en la
formacion de los futuros docentes, y también en la formacién de los maestros en ejercicio.
Existe una serie de razones para incluir un componente histérico en este tipo de formacion,
que incluye: promover entusiasmo por las Matematicas, ver a los alumnos de manera
diferente, ver las Matemadticas de manera distinta, y desarrollar habilidades de lectura, uso de
literatura especializada y escritura expositiva lo cual puede ser descuidado en los cursos de
Matematicas. Un asunto relacionado es qué tipo de Historia de las Matematicas es apropiado
en la formacidn del profesorado y por qué: por ejemplo, podria ser que la historia de los
fundamentos de las Matematicas y las ideas de rigor y prueba sean especialmente
importantes para los futuros profesores de educacion secundaria y superior. (Fauvel & van
Maanen, 1997a, p. 138).

28. Las paradojas matematicas como vias de acceso a las creencias y polimatia: una
investigacion experimentalss, (Sriraman, 2009). En este trabajo se aborda el papel
de las paradojas matematicas (particularmente la paradoja de Russell, o mas
precisamente de su versidn linglistica conocida como la paradoja del barbero®!) en
el fomento de la polimatia, el cambio de creencias, el descubrimiento de estructuras
y la apertura de nuevas vias para la pedagogia interdisciplinaria, de los futuros

® The Role of the History of Mathematics in the Teaching and Learning of Mathematics.

8 Mathematical paradoxes as pathways into beliefs and polymathy: an experimental inquiry.

8 El barbero del pueblo afeita a todos aquellos hombres, y solo a aquellos hombres, que no se afeitan a si mismos.
Asumiendo que el barbero es un hombre que se afeita, équién afeita el barbero?
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maestros de primaria. El articulo presenta beneficios y peligros del uso de las
paradojas en la formacién de profesores.

La Tabla 36 sintetiza algunas de las ideas presentadas en los articulos.

Documento Pregunta Respuesta
(Fauvel & van Maanen, Qué La historia de los fundamentos de las Matematicas y las
1997a) ideas de rigor y prueba.
(Fauvel & van Maanen, Paraqué Promover entusiasmo por las Matematicas.
1997a) Ver a los alumnos de manera diferente.

Ver las Matematicas de manera distinta.
Desarrollar habilidades de lectura, uso de literatura
especializada y escritura expositiva.

(Sriraman, 2009) Qué Paradojas.
(Sriraman, 2009) Para qué Promover la polimatia o el pensamiento

interdisciplinar.
Cambiar las creencias sobre las matematicas.
Tabla 36 Ideas de HM—-CPM tratadas en ZDM

De los treinta y un articulos que se refieren a la relacion HM—EM, reportados en 2.1.4.8 los

siguientes cinco refieren a la relacion HM—-CPM.

29.

Sobre la relevancia de la Historia de las Matematicas para la educacion
matematica®, (Grattan-Guinness, 1978) En la primera parte del articulo el autor
Inglés presenta aspectos de un curso de Historia de Matematicas para profesores
dirigido por él mismo en una universidad australiana; este abordé el desarrollo del
Célculo desde el inicio del siglo XVII, su establecimiento como una disciplina
matematica central durante el siglo XVIII y su absorcion dentro del Analisis
Matematico en los primeros afios del siglo XIX, hasta la introduccién de la Ldgica
Matematica y la Teoria de Conjuntos al inicio del siglo XX. En la segunda parte
presenta varias tesis a través de las cuales expone su postura sobre por qué (o para
qué) los profesores deberian estudiar fragmentos de la HM y como podrian bajar
tales contenidos a los estudiantes. La primera de las tesis parte de que la
comprensién de las Matematicas, trasciende el conocimiento de las Matematicas (e
incluye sus motivaciones, maneras de creacién y formas légicas y métodos de
prueba subyacentes, entre otros elementos) y sostiene que la HM ofrece una vision
sobre tales elementos. La segunda tesis apoya la idea que el orden histérico
generalmente ofrece una tendencia contraria al orden de las presentaciones

® On the relevance of the history of mathematics to mathematical education.
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30.

31.

formales y que el conocimiento de la primera ofrece estrategias alternas a la
educacion en Matemadticas. La tercera tesis, planteada de manera un tanto abstrusa,
parece referir a la posibilidad de alimentar, desde la HM, la consciencia sobre la
racionalidad de las propuestas educativas y su relacién con la racionalidad de los
desarrollos matematicos. La ultima tesis refiere a la necesidad de identificar y
desarrollar un enfoque intermedio entre una aproximaciéon histérica y una
aproximacion formal de las Matematicas que, por ejemplo, reivindique el papel de la
intuicién geométrica como parte de la creacion matematica que debe ser superada
en miras de una presentacion mas rigurosa de las Matematicas.

éPor qué estudiar la Historia de las Matematicas?®®, (Byers, 1982). Este trabajo
parte de la necesidad de repensar la funcién de la Historia en la educacién en
Matematicas. En este sentido, examina y discute criticamente el “principio
genético”, el uso motivacional® como formas en que la HM puede ser de utilidad
para los maestros, encontrando que la mayoria de estas tienen limitado valor para el
contexto escolar. Ademas, se resefian cuatro dificultades que el profesor encuentra
al procurar emplear la HM (dispersion del conocimiento histdrico, ardua
reconstrucciéon de procesos de pensamiento, escases de modelos de ensefianza y
formacion matematica ahistérica). Se declara entonces que, para la educacion, la
razén principal que justifica el estudio de la HM es arrojar algo de luz sobre la
naturaleza de la disciplina, por ejemplo sobre su unidad o las revoluciones que la
modifican. Se afirma, ademds, que esta juega un papel clave para establecer la
distincidn y la interaccion entre contenido y forma de las Matematicas.

Un curso de Historia de las Matematicas para profesores®, (Hickman & Kapadia,
1983). El articulo describe un curso de HM disefiado y dirigido a profesores de
Matematicas, inscrito como curso opcional en un programa inglés de Maestria en
Educacion Matematica. La racionalidad del curso alude, inicialmente, a las
posibilidades y beneficios que la HM ofrece en relacién con la determinacién del
curriculo matematico (al brindar un contexto desde el cual valorar la importancia y
pertinencia de las ideas matematicas) y con la posibilidad de idear cuidadosamente
la presentacidn de tales ideas desde el conocimiento de su historia. Para establecer
las tematicas del curso se identificaron y caracterizaron dos enfoques, a saber: (i) el

8 Why study the history of mathematics?
¥ se precisa que este término puede referir a la accion de generar interés por el estudio de las Matematicas o a la

identificacion de los motivos o racionalidad de un problema, una propiedad o una demostracion matematica.
BA History of Mathematics course for teachers.
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32.

curso organizado cronolégicamente, es decir la versién convencional de un curso de
HM; (ii) el estudio de algunas ideas matematicas principales a través de un enfoque
evolutivo, seguido del estudio en profundidad de una de estas o de uno de los
matemadticos que intervienen en el desarrollo de una importante rama de las
Matematicas. A partir de una valoracidon de las ventajas y desventajas de estos
enfoques se establecieron tres tematicas generales: una de ellas refiere a la relacidn
entre Matematicas y Sociedad (se incluye el papel de las Matematicas en las
civilizaciones de Egipto, Babilonia y Grecia, en el Oscurantismo y el Renacimiento, en
las revoluciones cientifica e industrial y en el siglo XX); la segunda estudia las
revoluciones en Matematicas (se refiere a la naturaleza del universo de Platén a
Newton, el desarrollo conceptual del Calculo, las geometrias no euclidianas y el
algebra no aritmética y los conceptos relativistas); y la ultima estudia la vida y obra
de un matematico especifico, o a lo mds dos, enfatizando en el proceso de
descubrimiento. Desde el punto de vista metodoldgico las dos primeras tematicas se
desarrollaron a través de conferencias y sesiones de discusién, mientras que la
tercera involucrd el desarrollo de proyectos por parte de los estudiantes y un
seminario.

La Historia de las Matematicas como un enlace de acoplamiento entre la
ensefianza secundaria y universitaria®®, (Furinghetti, 2000). Este documento expone
argumentos a favor de la idea de que el uso de la HM en cursos de Matematicas en
la Educacion Superior puede ser un elemento eficiente para proporcionar a los
estudiantes (especialmente a los futuros profesores) de flexibilidad, apertura mental
y motivaciéon hacia las Matematicas y su ensefianza. Inicialmente en el documento
se resefa la situacion de formacion de profesores de Matematicas y se identifican
dos asuntos problematicos: la constitucion de concepciones o creencias no muy
favorables sobre las Matematicas y —empleando el planteamiento de Felix Klein— Ia
doble discontinuidad curricular entre el curriculo en Matematicas de la Educacion
Basica y Media y el curriculo en Matematicas para la formacidon de profesores; se
reporta que a la atencion de ambos asuntos contribuye la formacidn histdrica en
Matematicas, sobre todo en relacion con la génesis de los resultados mas que en los
resultados matematicos mismos, con los procesos de construccion de ideas
matematicas y con los métodos matematicos (potencialmente trasferibles a otros
dominios de conocimiento u otras disciplinas). Adicionalmente, se presenta un
ejemplo, referido a la idea de definicidn matematica, a través del cual se ilustra

¥ The history of mathematics as a coupling link between secondary and university teaching.
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33.

como la HM puede ser una fuente de reflexiones histérico-epistémicas; el ejemplo
permite advertir que los futuros profesores lograron identificar que una definicién
tiene al menos tres aspectos (v.g., légico, epistemoldgico y didactico), que
advirtieron el vinculo entre definicién y demostracién o que reconocen aspectos
especificos de la actividad matematica de definir.

éQué conocen los profesores y los formadores de profesores sobre la Historia de
las Matematicas?®’, (Gazit, 2013). Se presentan los resultados de un estudio que
examino el conocimiento de los profesores de matematicas y de los formadores de
profesores, sobre algunos conceptos, temas y personajes de la HM. Para ello se
empled un instrumento de diez preguntas de seleccion multiple. Ocho de las
preguntas aluden a conceptos de diferentes ramas de las Matematicas ligados a
matematicos célebres (Pitdgoras, Descartes, Euclides, Fermat, Fibonacci,
Arquimedes y Al-Khuarizmi); dos preguntas indagaban sobre culturas que
contribuyeron de manera importante al desarrollo de conceptos matematicos (las
culturas india y drabe antiguas y el método de conteo, y la cultura antigua egipcia y
las fracciones unitarias). Los resultados indican una falta de conocimientos sobre la
mayoria de los temas examinados y como consecuencia se establece la necesidad de
fortalecer el conocimiento de la HM en la formacién de futuros profesores y de los
profesores en ejercicio.

La Tabla 37 sintetiza algunas de las ideas presentadas en los articulos.

Documento Pregunta Respuesta
(Grattan-Guinness, Qué Estudio de una rama de las Matematicas en un periodo
1978) de tiempo definido y no una mirada superficial a todo
el espectro de la HM.

(Grattan-Guinness, Qué Estudio de los aspectos de fundamentacidon mas que en
1978) aspectos técnicos.

(Grattan-Guinness, Para qué Disponer de marcos de referencia que sirvan de base
1978) en la estructuracion de un curso de Matematicas.

Lograr comprensién de las Matematicas que ademas
del conocimiento de las mismas, incluya sus
motivaciones, formas de creacién, légica y procesos
demostrativos, etc.

Disponer de presentaciones no formales de los
conocimientos matematicos y emplearlos como
derroteros en la educaciéon en Matematicas.

(Grattan-Guinness, Cémo A través de conferencias, seguidas de la presentacion
1978) de algunas lecturas cldsicas y de un lapso de discusion.

% What do mathematics teachers and teacher trainees know about the history of mathematics?
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Documento Pregunta Respuesta

(Byers, 1982) Para qué Conocer la naturaleza de las Matematicas.
Establecer la distincidn y la interaccion entre contenido
y forma de las Matematicas.

(Hickman & Kapadia, Paraqué Valorar la importancia y pertinencia de las ideas

1983) matematicas que configuren, o puedan configurar, el
curriculo de matematicas.
Disponer de una visidbn desde la cual idear
presentaciones de las ideas matematicas.

(Hickman & Kapadia, Qué Historia evolutiva de la relacién entre Matematicas y

1983) Sociedad, y de las revoluciones en Matematicas.
Historia de la vida y obra de algun matematico
enfatizando en los procesos de descubrimiento.

(Hickman & Kapadia, Cémo Conferencias y sesiones de discusion.

1983) Elaboracion de un proyecto y discusion de los
resultados del mismo en un seminario.

(Furinghetti, 2000) Para qué Proporcionar flexibilidad, apertura mental y motivacion

en relacion con las creencias sobre las Matematicas y
su enseflanza.

(Furinghetti, 2000) Por qué La HM es fuente de reflexiones histérico-epistémicas
sobre el conocimiento matematico.
(Furinghetti, 2000) Qué La génesis de los resultados mas que en los resultados

matematicos mismos, los procesos de construccion de
ideas matematicas y los métodos matematicos.

(Gazit, 2013) Para qué Incluir informacion histérica durante la ensefianza de
las Matematicas.
Disponer de un conocimiento de parte de la cultura de
la humanidad, entendido como un activo de cualquier
graduado del sistema académico.

Tabla 37 Ideas de HM—CPM tratadas en I/MEST

Uno de los cinco articulos referidos en 2.1.4.13 aborda, al menos de manera colateral,
asuntos de la relacion HM—-CPM.

34. Un teorema y sus diferentes pruebas: Historia, Educacion Matematica y la

°, (Bagni, 2008). En el marco de la discusién de la

perspectiva semidtica-cultura
importancia de la integracion de la HM en la educacion en Matematicas, este
articulo presenta algunos enfoques tedricos y enfatiza la importancia de Ia
contextualizacién socio-cultural del conocimiento matematico y de su desarrollo,
como un elemento cognitivo y epistemoldgico esencial en la comprensién de las
formas de pensar matematicamente. Para ello, a modo de ejemplo, se expone una

comparacion de algunas de las estrategias utilizadas por los matematicos en

X A Theorem and Its Different Proofs: History, Mathematics Education, and the Semiotic-Cultural Perspective.
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diferentes periodos con el fin de demostrar que los nimeros primos son infinitos.
Con el fin de destacar el uso de la Historia en la educacién como una verdadera
herramienta para el profesor, se propone un esquema de oportunidades educativas
y de problemdticas consustanciales. Asi, se resefian tres problemas: uno relativo al
desarrollo del conocimiento cientifico, el otro en relacién con la transposicion
didactica, vy, el tercero relacionado con el papel de la Historia en la comprensién del
desarrollo del conocimiento. Se postula entonces que para que el profesor pueda
atender las exigencias que implica encarar estos problemas se requiere de un buen
nivel de competencia epistemoldgica como parte de su formacién; en este sentido
se defiende la necesidad de asumir posturas epistemoldgicas orientadas
histéricamente o, preferiblemente, posturas epistemoldgicas histéricas-culturales.

La Tabla 38 expone la sintesis de las respuestas, algunas implicitas en el documento en
cuestién, a las preguntas orientadoras.

Documento Pregunta Respuesta

(Bagni, 2008) Qué Historia del desarrollo del conocimiento matematico

con énfasis en el contexto socio-cultural.

(Bagni, 2008) Para qué Dotar al profesor de una herramienta conceptual sobre

el conocimiento y pensamiento matematico, para
tomar decisiones educativas.
Promover un posicionamiento epistemoldgico sobre las
Matematicas y el desarrollo del conocimiento
matematico.

Tabla 38 Ideas de HM—CPM tratadas en CJSMTE

De los nueve articulos identificados en 2.1.4.17 dos aluden, en una de sus partes, a la
relacion HM—CPM.

35.

Historia de la matematica, integracion cultural de las matematicas, génesis de los
conceptos y orientacion de su ensefianza, (Gonzalez Urbaneja, 1991). Este articulo
reclama una funcion didactica para la HM, justificando el hecho de que una
comprensién completa y profunda de los conceptos fundamentales de cualquier
ciencia requiere del conocimiento de su historia. Afirma que el énfasis en la
naturaleza ldégica-deductiva de las Matematicas presentes, ha dado lugar a un
dogmatismo excesivo en su ensefianza, junto a una imposicién de la exactitud y el
rigor como los fundamentales —y casi exclusivos— valores de las Matematicas,
influyendo asi en la respuesta negativa de los estudiantes. Se postula que estas
deficiencias se pueden corregir por medio de la ensefianza de la HM, con el fin de
enriquecer culturalmente las ensefianzas. Se sugiere que la Historia sea integrada de
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36.

manera interdisciplinaria en el curriculo, y se le considere una fuente de inspiracion,
de autoformacidon permanente, y de orientacion de toda actividad educativa.
Precisamente estas Ultimas expresiones constituyen el titulo de la cuarta parte del
articulo, en la cual se desglosan aspectos referidos a la importancia de la HM de cara
al profesor de Matemadticas. A este respecto se refiere que la HM: da una visién
panoramica de los problemas asi como una visidn profunda de los mismos, permite
reconocer los procesos de elaboracion cientifica, ofrece un marco para subvertir
creencias erroneas sobre las Matematicas, exhibe la fuerza creativa interna de las
Matematicas, ofrece una visidn sobre las exigencias previas a la obtencion de un
resultado matematico, y ofrece un panorama de vinculo entre las Matematicas y la
Cultura.

Matematica e Historia: una articulacion para la enseianza, (Guyot, Cerizola, &
Giordano, 1993). El resumen de la comunicacién, presentada en el IV Congreso
internacional sobre investigacion en Didactica de las Ciencias y de las Matematicas,
establece que la HM ofrece un panorama sobre la creacién y produccién del
conocimiento matematico, no recogido en la version de este en tanto resultado. Se
plantea que la ensefanza, pretendiendo ser cientifica, descontextualiza los
contenidos y procedimientos matematicos de las situaciones histéricas y de su
racionalidad. Se reconoce, entonces, que la HM plantea una nueva relacion con el
conocimiento matematico en tanto ella es incorporada significativamente al proceso
de produccién de conocimientos y de su ensefianza. Esto trae como consecuencia la
incorporacion de aspectos contextuales, la revelacién y valoracion del acto creadory
la revitalizacion del papel de la intuicidén y la deduccién.

La Tabla 39 recapitula las ideas pertinentes planteadas en el articulo y la comunicacién.

Documento Pregunta Respuesta
(Gonzalez Urbaneja, Paraqué Influir positivamente en las motivaciones para, y en la
1991) manera de, ensefiar Matematicas.
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De los diecinueve articulos reportados en el apartado 2.1.1.11 uno refiere a la relacién
HM-CPM. Sin embargo se debe precisar que otro de los articulos (Sierra Vazquez & Lépez
Esteban, 2011) también parece hacerlo, pero recordemos que este es un articulo sobre la

Documento

(Gonzalez Urbaneja,
1991)

(Guyot, et al., 1993)

(Guyot, et al., 1993)

Pregunta
Por qué

Por qué

Para qué

Respuesta

Da una visidon panoramica de los problemas y de la
importancia de los temas matematicos.

Ofrece una visién profunda de los problemas, lo que
contribuye a la comprensién y consideracion de los
contenidos matematicos impartidos.

Apoya la propuesta de un aprendizaje activo a través de
la cual se recreen, a través de una actividad
investigadora, los procesos de elaboracion cientifica.
Permite subvertir creencias (v.g., identificar a la
Matematica Moderna como una profunda revolucion
frente a las matematicas tradicionales, asumir las
Matematicas como lenguaje mas que como ciencia, o
reconocer en el rigor —como valor supremo de las
Matematicas— la Unica via para acceder a resultados
matematicos).

Exhibe la fuerza creativa interna de las Matematicas.
Ofrece una visién sobre los ingentes esfuerzos que
exige un resultado matematico.

Ofrece un panorama de vinculo entre las Matematicas
y las demas ciencias y, en general, con la Cultura.
Ofrece un panorama sobre la creacion y produccion del
conocimiento matematico.

Plantea una nueva relacidn con el conocimiento
matematico.

Incorporar aspectos contextuales, revelar y valorar el
acto creador y la revitalizar el papel de la intuicién y la
deduccion.

Tabla 39 Ideas de HM—CPM tratadas en EC

historia de la formacidn de profesores y no de Historia en la formacién de profesores.

37.

Aplicaciones de la historia de las matematicas, (C. O. Sudrez Aleman, 2003). En la
introduccion del articulo se plantea que el conocimiento de la génesis y evolucién de
los conceptos facilita la comprensién de los mismos y aclara el sentido para el que
fueron desarrollados, es decir ayuda a comprender la ciencia; la HM permite
entonces ser consciente de las dificultades de la mente humana para resolver las
situaciones y problemas que ha afrontado, asunto fundamental para el profesor.
Como consecuencia de ello, algunos profesores adoptan una ensefianza orientada
por el método genético. La parte central del articulo expone algunos aspectos
historicos de la resolucion de ecuaciones (la regula falsi, tratamientos historicos de
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las ecuaciones de segundo grado y de ecuaciones cubicas), y resefia algunas
experiencias de aula que evidencian que integrar la historia permite una asimilacion
mejor del conocimiento matemadtico y una idea de matematicas no cerrada, mas
humana y mas cercana a los alumnos.

La Tabla 40 sintetiza algunas ideas presentadas en el articulo.

Documento Pregunta Respuesta
(C. O. Sudrez Aleman, Porqué Permite conocer la génesis y evolucion de los
2003) conceptos, lo cual facilita la comprensidn de los mismos
y aclara el sentido para el que fueron desarrollados.
(C. O. Sudrez Aleman, Paraqué Adoptar una ensefianza orientada por el método
2003) genético.

Permitir una asimilacién mejor del conocimiento
matematico y una idea de matematicas no cerrada,
mas humana y mas cercana a los alumnos.

Tabla 40 Ideas de HM—-CPM tratadas en Epsilon

De los once articulos resefiados en 2.1.1.19 tres aluden a la relacidn en cuestion.

38.

39.

El papel de la Historia de las Matematicas en la ensefanza, (Sierra Vazquez, 2000).
Se reconoce inicialmente que el asunto referido en el titulo ha tenido particular
atencién en las Ultimas cuatro décadas del siglo XX. Luego se presentan tres ideas
centrales acerca del papel de la HM en la ensefianza, a saber: (i) la HM permite
reconocer el surgimiento y la evolucidn de conceptos, procedimientos, procesos y
teorias matematicas; (ii) la HM muestra que las Matematicas son una actividad
humana incardinada en su contexto y el andlisis histdrico epistemolégico ofrece
informacién acerca del desarrollo del conocimiento matematico en una cultura y
sobre los caminos en los que surge y cambia el conocimiento; vy, (iii) la HM
constituye un laboratorio epistemoldgico/curricular en el cual explorar el desarrollo
del conocimiento matematico. Finalmente se concluye que la HM le puede ayudar al
profesor a tomar postura contra el formalismo y contra el aislamiento del
conocimiento matemadtico, a la vez que le ofrece medios para apropiarse mejor de
tal conocimiento. Asimismo, le ayuda a: presentar mejor los temas; reconocer
obstaculos, dificultades, errores y creencias; y lograr una vision de la actividad
matemadtica como actividad humana realizada en un contexto socio-cultural de cada
época.

Algunas notas histdricas sobre la correlaciéon y regresidn y su uso en el aula,
(Estepa Castro, Gea Serrano, Cafiadas de la Fuente, & Contreras Garcia, 2012).
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40.

Inicialmente se reconoce la HM como fuente de situaciones reales que dieron origen
a objetos matematicos y como medio para identificar algunas dificultades en su
desarrollo. Asi, se analizan algunos hechos que dieron lugar a la creacién de las
nociones de correlacidn y regresién y se hace una reflexidon sobre los posibles usos
de la HM en la ensefianza. Adhiriéndose al planteamiento de Brousseau, respecto de
la necesidad de que el profesor realice una actividad inversa a la del productor del
saber (es decir que debe producir una recontextualizacion y una repersonalizacion
de los conocimientos), se reconoce que dicha actividad puede ser favorecida si se
conoce la génesis y evolucion de los conocimientos, es decir, si se dispone de un
conocimiento histérico.

Ejemplos de visualizacion y uso de materiales manipulativos en textos
matematicos antiguos, (Meavilla Segui & Oller Marcén, 2013). Bajo las premisas que
la ensefianza y el aprendizaje de las Matematicas requiere del apoyo de materiales
didacticos manipulativos, interpretaciones o visualizaciones diversas de un mismo
objeto matematico, etc. y que la HM provee ejemplos de estos y estas, se presentan
algunos ejemplos extraidos de textos matematicos antiguos, a saber: una
representacion geométrica para la suma de los términos de una progresidon
geométrica, y otra para la suma de dos raices cuadradas, el uso de recipientes para
evidenciar la desigualdad isoperimétrica, y la representacion fisica de una recta
ortogonal a un plano. Adicionalmente se resefia que la formacion de los profesores
de Matemadticas deberia incorporar un trabajo con estos (y otros semejantes) tanto
en el aprendizaje de su manejo, como en la justificacién de su funcionamiento, la
generalizacion de su funcionamiento y la creacién de otros.

La Tabla 41 expone de manera sintética algunas ideas de los textos en cuestién.

Documento Pregunta Respuesta

(Sierra Vazquez, 2000) Por qué Permite reconocer el surgimiento y la evolucién de

conceptos, procedimientos, procesos y teorias
matematicas.

Muestra que las Matematicas son una actividad
humana incardinada en su contexto.

Constituye un laboratorio epistemoldgico/curricular en
el cual explorar el desarrollo del conocimiento
matematico.
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Documento Pregunta Respuesta

(Sierra Vazquez, 2000) Para qué Tomar postura contra el formalismo y contra el

aislamiento del conocimiento matematico.

Apropiar mejor el conocimiento matemitico.

Presentar mejor los temas.

Reconocer obstaculos, dificultades, errores y creencias.
Lograr una vision de la actividad matematica como
actividad humana contextualizada.

(Estepa Castro, et al., Paraqué Favorecer la actividad docente de producir una

2012) recontextualizacidn y una repersonalizacion de los
conocimientos.

(Meavilla Segui & Oller Qué Materiales manipulativos, interpretaciones y

Marcén, 2013) visualizaciones de objetos y propiedades matematicas,

extraidos de textos antiguos.
Tabla 41 Ideas de HM—-CPM tratadas en Numeros

Uno de los documentos resefiados en 2.1.4.21 presenta ideas sobre la relacién HM—CPM.

41.

Historia y ensefianza de las matematicas, (Arboleda, 1984). El documento se
plantea como una contribuciéon a la discusiéon del problema de determinar las
condiciones requeridas para apropiar el valor pedagdgico intrinseco de la HM a
favor del mejoramiento de la ensefianza de las Matematicas. Para ello, en la primera
parte, se reivindica el papel de la HM como medio para revelar la actividad
matematica, los procesos de creacion de las ideas matematicas y tomar conciencia
del funcionamiento de la investigacion en Matematicas. En la segunda parte se
establece una clara diferencia entre el objeto y la naturaleza de las practicas de la
HM (revelar la actividad matemadtica) y la ensefianza dogmatica de las matematicas
(trasmitir saberes y técnicas matematicas); ante ello se hace emerger una
concepcidon diferente de ensefanza de las Matemadticas cuyo objetivo no es
presentar los saberes como realidades abstractas que satisfacen necesidades de un
campo tedrico, sino inducir al estudiante un “estado de animo” propicio a la re-
produccién de las condiciones indispensables para la re-creaciéon de los saberes
matematicos que respondan sus inquietudes. Bajo este enfoque de la ensefianza de
las Matemadticas se reconoce un lugar importante para la HM, que trasciende el
caracter instrumentalista que bajo otros enfoques se le puede adjudicar, por
ejemplo, al adicionar referencias histéricas a los contenidos de ensefianza o al
ensefar los contenidos siguiendo el orden genealdgico de la formacion de las
teorias. En la tercera parte se exponen algunas alternativas de participacion de la
HM en la ensefanza, centrando la atencidn en las particularidades de los cursos de
Historia que se promuevan para orientar una enseflanza no dogmdtica; en este
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sentido se exige que estos no sean simples agregados en los planes de estudio y que
estén al servicio de una ensefianza tal. Respecto a sobre qué y como desarrollar la
formacidn histdrica se presentan y caracterizan algunas experiencias de formacién
que ofrecen un dmbito para proponer la necesidad de incorporar: (i) un curso de
cultura general en ciencias a través del cual se avive en los estudiantes una reflexién
personal sobre la evolucién de las matematicas y su relacion con las sociedades y las
culturas, (ii) un curso complementario que favorezca la reflexion sobre la ensefianza
de las matematicas y la historia, a través del estudio de: los procesos cognitivos, la
evolucion historica de la escuela y la ensefianza, problemas que enfrenta la
ensefianza de las Matematicas, la relacidon enseifianza e HM, vy (iii) un curso de HM
donde se estudien problemas relativos a la evolucién y fundamentacién de algunas
de las teorias matematicas elementales (v.g., Historia de los fundamentos del
Andlisis en el siglo XIX). Este curso se desarrolld a través de: conferencias del
profesor; discusiones sobre la naturaleza y el estatuto de las ideas matematicas en
diferentes momentos, el lugar del entorno (social, econémico y politico) en el
desarrollo de las Matematicas, el papel de las instituciones académicas, la difusién
de las ideas matematicas; sistematizacion de lecturas en relaciéon con temas
propuestos por el profesor. También se resefia la necesidad de integrar cursos de
HM en la formacion posgraduada. La necesidad de recursos bibliograficos
especializados y de capital humano altamente capacitado se presenta como uno de
los principales retos que impone la propuesta hecha. Finalmente se reporta
informacién sobre el Seminario de Historia de las Ciencias llevado a cabo en la
Universidad del Valle (Cali, Colombia) en tanto una estrategia de promocién del
estudio de tal disciplina.

La Tabla 42 exhibe una sintesis de las ideas del articulo.

Documento Pregunta Respuesta

(Arboleda, 1984) Por qué La HM es el medio para revelar la actividad
matematica, los procesos de creacién de las ideas
matematicas y tomar conciencia del funcionamiento de
la investigacion en Matematicas.
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Documento Pregunta Respuesta

(Arboleda, 1984) Qué Cultura general en ciencias que avive reflexiones sobre

la evolucion de las matematicas y su relacién con las
sociedades y las culturas.

Reflexion sobre la ensefianza de las matemadticas vy la
historia, a través del estudio de: los procesos
cognitivos, la evolucidn histérica de la escuela y la
ensefianza, problemas que enfrenta la ensefianza de las
Matematicas, la relacidon ensefianza e HM.

Problemas relativos a la evolucion y fundamentacion de
algunas de las teorias matematicas elementales.
Reflexion sobre la naturaleza y el estatuto de las ideas
matematicas en diferentes momentos, el lugar del
entorno en el desarrollo de las Matematicas, el papel
de las instituciones académicas, y la difusion de las
ideas matemiticas.

(Arboleda, 1984) Para qué Disponer de conocimiento para orientar una ensefanza

no dogmatica.

(Arboleda, 1984) Cémo Cursos de HM que no sean simples agregados en los

planes de estudio y que estén al servicio de una

ensefianza no dogmatica.

Conferencias, discusiones y sistematizacion de lecturas.
Tabla 42 Ideas de HM—CPM tratadas en Quipu

Uno de los tres articulos resefiados en 2.1.4.23 refiere aspectos de la relacion HM—CPM.

42.

La Historia de las Matematicas en la Educacion Matematica, (Anacona, 2003). El
articulo senala algunos aportes de la HM a la reflexiéon educativa. Inicialmente, luego
de presentar un perspectiva histdrica intermedia entre las posturas internalistas y
externalistas, se exponen tres posibles lineas de investigacion histdrica, a saber:
Historia y Epistemologia de las Matematicas, Historia y ensefianza de las
Matematicas e Historia social de las Matematicas. Al abordar la discusién sobre la
intervencion de la reflexion historica en el ambito educativo se precisa que la HM
permite caracterizar a las Matematicas como una construccién humana ligada al
ambito social y cultural que las produce, y se reconoce que desde tal caracterizacién
se promueve una actitud diferente frente al conocimiento matemadtico, a su
enseflanza y aprendizaje. Con esta precision de base se consideran
fundamentalmente dos dimensiones educativas de intervencion; una ubicada en la
formacion de profesores y otra ligada a procesos de aprendizaje. En cuanto a la
formacion de profesores se sostiene que la HM: constituye un elemento central en
la elaboracion de un curriculo, en tanto exhibe la génesis de conceptos y
procedimientos; es un indicador de dificultades para la comprensién, al considerar la
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complejidad epistemoldgica de los objetos matematicos; ofrece un ambito para la
elaboracion de actividades didacticas de caracter histérico, es decir actividades en
las que, por ejemplo, se incorporan textos histéricos, se estudia un concepto en
distintos momentos histéricos o se ilustra un método de resolucidon acorde a una
época en particular; permite al profesor ganar conciencia sobre su postura frente a
la naturaleza de las Matematicas y sobre las consecuencias de esta en la ensefianza;
y, aporta a la comprensiéon del pasado de la educacién en Matematicas, como
instrumento de reconocimiento de la identidad cultural/educativa y como eslabdn
en la construccion de propuestas educativas futuras. En relacion con el aprendizaje
se afirma que la HM: permite reconocer las relaciones entre Matematicas y
experiencia, brindado asi al aprendiz una relacién diferente con el conocimiento
matematico; ofrece un rico manantial de problemas que pueden ser objeto de un
tratamiento ludico en actividades que se le propongan al estudiante y que le
permitan un acercamiento diferente al usual; constituye un vehiculo para concebir
el conocimiento matemdtico en sus facetas no necesariamente algoritmicas;
configura un camino no convencional y sugestivo de aprendizaje y reflexidén sobre la
naturaleza y dindmica de las Matematicas; y ofrece la posibilidad de mostrar los
nexos entre las Matematicas como construccion histérica y otras producciones
culturales de la humanidad.

La Tabla 43 sintetiza algunas de las ideas del articulo.

Documento Pregunta Respuesta

(Anacona, 2003) Por qué Constituye un elemento central en la elaboracion de un
curriculo.
Es un indicador de dificultades para la comprensidn.
Ofrece un ambito para la elaboracién de actividades
didacticas de caracter histdrico.
Permite ganar conciencia sobre la naturaleza de las
Matematicas y sus consecuencias en la ensefianza.
Aporta al reconocimiento de la identidad
cultural/educativa.
Permite reconocer las relaciones entre Matematicas y
experiencia.
Ofrece un rico manantial de problemas que pueden ser
objeto de un tratamiento ludico.
Constituye un vehiculo para concebir el conocimiento
matematico en sus facetas no algoritmicas.
Configura un camino de aprendizaje y reflexion sobre la
naturaleza y dindmica de las Matematicas.
Ofrece la posibilidad de mostrar los nexos entre las
Matematicas y otras producciones culturales de la
humanidad.
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Tabla 43 Ideas de HM—CPM tratadas en EMA

Tres de los cuarenta y cinco articulos identificados en 2.1.4.24 refieren a la relacion HM—

CPM.

43,

Utilizacion de la Historia de las Matematicas en clase con alumnos de 6 a 13 afios,
(Boero, 1989). El articulo discute el uso de la HM en el disefio y desarrollo de
curriculos de Matematicas para la escuela, en relacién con experiencias llevadas a
cabo en ltalia desde 1975; se exponen asi algunos problemas teéricos y operativos
de dicho uso. Se sefiala que varios tipos de historia (v.g., internalista o externalista)
pueden ser usadas y que por tanto se requieren y admiten diferentes tipos de
fuente de esta, a la vez que se propugna por un uso de la Historia de la
Protomatemadtica, tratada en algunos pocos documentos, para las Matematicas de la
escuela obligatoria. Se argumenta a favor del uso de la HM como fuente de ideas de
cara a la “recontextualizacion” de los conceptos matematicos como “instrumentos”
de conocimiento de ciertos aspectos de la realidad. En esta direccién se asume
inicialmente que aquello que sirvid de contexto a la humanidad para trabajar
algunas temadticas y conceptos matematicos y extramatematicos, puede servir de
contexto en la escuela para trabajar estos con los alumnos (v.g., el trabajo con el
dominio del tiempo como contexto de surgimiento del trabajo con numeros y
operaciones), pero se advierte que no todos los conceptos matematicos pueden ser
trabajados asi. Se resefian entonces algunos asuntos problematicos en tal uso de la
HM, a saber: la eficacia y limites de la recontextualizacién de los conceptos
matematicos en temas extramatematicos sugeridos por la historia, el conflicto entre

I “" III I “" I”

lo real “natural” y lo real “artificial” en el proceso de recontextualizacién del saber
matematico, la explicitacion y profundizacion de los conceptos matematicos
construidos por medio de la recontextualizacién “histérica” de los mismos, o la
determinacién de la légica de organizacion de las secuencias o itinerarios didacticos.
También se argumenta a favor de la HM como una oportunidad de trabajar sobre los
conceptos matemadticos como “objetos” de estudio; al respecto se plantean al
menos dos problemas: la exactitud histdrica y la eficacia simbdlica de diferentes
simbolismos. Asimismo se plantea la HM como opcién para abrir un discurso
matematico, particularmente indicando la relacién entre los problemas y el
razonamiento matematico, o las variables o contextos no matematicos en el
desarrollo de la argumentacién matematica. Finalmente se expone, con base en lo

anterior, que la HM ofrece a los profesores ideas para su actividad didactica,
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44,

45,

contextos para promover la construccion de conceptos y habilidades matematicas, o
referencia para anticipar dificultades de los estudiantes; esto, sin embargo, exige
que el profesor tenga profundos conocimientos histéricos y sepa cdmo servirse de
ellos. En este sentido se reclama el aprendizaje de Historia de las Protomatematicas
y el estudio de la relacidn entre la Historia y la Didactica.

Historia de la Matematica: Implicaciones didacticas, (del Rio Sanchez, 1997). A
partir de descripciones de fragmentos de la HM se precisan y justifican algunos
principios que el profesor de Matematicas deberd atender, junto con otros
provenientes de otras disciplinas y de la reflexion sobre la practica docente, para la
ensefianza de las Matematicas. Un primer principio ubica la resolucién de
problemas, de origenes muy diversos, como fuente de actividad matematica, de lo
cual se sigue que el aprendizaje de las matematicas deberia partir con un problema
sentido como tal por el aprendiz, de tal suerte que se genere una tension
epistemoldgica y un deseo de aprender; esto implica considerar procesos de
reformulacidn de tales problemas o la identificacidon de otros similares mas cercanos
a los estudiantes. Un segundo principio refiere a que en el proceso constructivo de
las Matemadticas intervienen técnicas o estrategias para hacer matematicas; de estas
se destacan la generalizacion, el estudio de las posibilidades y la busqueda de
regularidades, la eleccion de un simbolismo apropiado y la representacién y
construccion de modelos, la deduccidn ldgica y la modificacidon de condiciones de un
problema. De esto se sigue la necesidad que el profesor permita a sus estudiantes el
uso de razonamientos inductivos vy, luego, el uso de razonamientos deductivos;
asimismo se sigue la necesidad de que el profesor incorpore las técnicas o
estrategias como un contenido de aprendizaje, a través de permitir a los estudiantes
hacer matematicas mediante la incorporacién de estas técnicas. Un tercer principio
refiere que la importancia de un concepto, un teorema o un procedimiento es
contextual, es decir relativo al estado de la ciencia, de lo cual se sigue que en la
ensefianza se debe tener en cuenta el caracter evolutivo de los conocimientos, su
estado actual y los recursos tecnoldgicos disponibles. Un cuarto y ultimo principio
aboga por la humanizacion de las Matematicas a través del conocimiento de la vida
y el contexto social y cultural de sus autores, en particular de las actitudes cientificas
gue les permitieron hacer matematicas, como un aspecto a emular por parte de los
estudiantes.

La historia de las matematicas como recurso didactico e instrumento para
enriquecer culturalmente su ensefianza, (Gonzdlez Urbaneja, 2004). El articulo
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inicia con una recapitulacion de justificaciones sobre el estudio de la HM en tanto
que esta muestra una vision de las Matematicas y de sus objetos que supera
ampliamente la que se obtiene de su versién tedrica (i.e., de su presentacion
hipotético-deductiva) y, en tal sentido, ofrece un panorama adecuado para orientar
su ensefianza. En seguida, bajo el titulo “La Historia de las Matematicas como
recurso didactico. El método genético”, se argumenta a favor de una aproximacion
genética en el aprendizaje basada en una aproximacién genética en la historia,
advirtiendo los cuidados y particularidades de involucrar en la ensefanza este
enfoque de la HM. La tercera parte del articulo, titulada “lLa Historia de las
Matematicas como fuente de vocacién, motivacién, orientacion, inspiraciéon y
autoformacion del profesor de Matematicas”, esgrime varios argumentos a favor de
las ideas contenidas en el mismo titulo; asi, se arguye que la HM favorece la
comprensidon profunda de los problemas matematicos, exhibe la fuerza creativa de
las Matematicas, revela los ingentes esfuerzos y dificultades de generaciones de
matemdticos en torno a un objeto, ofrece estimulos para mantener Ia
autoformaciéon, brinda miradas a la dispersion y unidad de las Matematicas,
subvierte la creencia en el rigor como supremo valor de las Matematicas,
reconvierte a las Matematicas en disciplina cultural, y suministra problemas
potencialmente lddicos tratados como Matematica Recreativa. Bajo el titulo “La
Historia de la Matematica como instrumento para enriquecer culturalmente su
ensefianza”, el autor ilustra la manera en que la HM pone de manifiesto la
dimensién cultural de las Matemadticas y su impacto en la historia del pensamiento,
exhibiendo algunas relaciones e influencias reciprocas de las Matematicas con
ciertas disciplinas humanisticas (Filosofia; Artes; Religion, Teologia y Mistica;
Educacidn, Politica y Sociedad, Literatura y Poesia).

La Tabla 44 sintetiza algunas de las ideas de los articulos de la revista SUMA.

Documento Pregunta Respuesta

(Boero, 1989) Qué Varios tipos de HM.
Historia de la Protomatematica.
Estudio de la relacidn entre Historia y Didactica.

(Boero, 1989) Por qué Fuente de ideas para la recontextualizacion de
conceptos matemdticos como instrumentos de
conocimiento de aspectos de la realidad.

Oportunidad de trabajar los conceptos matematicos
como objetos de estudio.
Opcidn para abrir un discurso matematico.
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Documento Pregunta Respuesta

(del Rio Sanchez, 1997) Por qué Ofrece principios que orientan la accién docente y

condicionan la accidon del discente (v.g., la resolucién de
problemas como fuente de actividad matematica, el
trabajo en y sobre estrategias para hacer matematicas,
la importancia relativa de los objetos matematicos en
relacion con el contexto de desarrollo de las
matematicas, el caracter humano en la actividad
matematica).

(Gonzélez Urbaneja, Porqué Muestra una visidn de las Matematicas y de sus objetos
2004) que supera la que se obtiene de su version tedrica y

ofrece un panorama adecuado para orientar su
ensefianza.

Ofrece a través de una aproximacién genética opciones
de aproximaciones del aprendizaje.

Constituye fuente de vocacién, motivacion, orientacion,
inspiracion y autoformacién del profesor de
Matematicas.

Constituye  un instrumento  para  enriquecer
culturalmente su ensefianza.

Tabla 44 Ideas de HM-CPM tratadas en SUMA

De los ocho articulos identificados en 2.1.4.26 uno expresa planteamientos sobre la
relacion HM—CPM.

46.

La historia de las matematicas en el aula, (Santiago Fernandez Fernandez, 2001). En
este articulo, Santiago Ferndndez inicialmente reporta la interrelacion entre HM y
ensefianza de las Matematicas en el contexto espafiol y en el contexto internacional;
en este marco y refiriéndose al valor de la Historia a favor del conocimiento de los
profesores senala que esta “le ayuda [al profesor] a comprender mejor la evolucion
de los diversos conceptos y procedimientos matematicos” (p. 10). Asimismo reporta
varios asuntos y maneras a través de los cuales los docentes podrian realizar el
estudio de la HM, a saber: cronologia de nombres, citas, fechas y aspectos mas
importantes; la evolucién del pensamiento y el quehacer matematico; los creadores
y creadoras de las Matematicas; la evolucién y desenlace de determinados
problemas matematicos; ciertas partes de las Matemdticas (Aritmética, Algebra,
Analisis, Geometria, Estadistica, Probabilidad, etc.); o, un personaje, una
determinada cultura o un periodo de tiempo mds o menos largo. Al final del articulo
se presentan varias situaciones histéricas para ser usadas en el aula.

La Tabla 45 sintetiza algunas de las ideas de los articulos de la revista UNO.
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Documento Pregunta Respuesta
(Santiago Fernandez Para qué Comprender la evolucidn de los diversos conceptos y
Fernandez, 2001) procedimientos matematicos.
(Santiago Fernandez Qué Cronologia de nombres, citas, fechas y aspectos mas
Fernandez, 2001) importantes.

La evolucién del pensamiento y el quehacer
matematico.

Los creadores de las Matematicas.

La evolucion y desenlace de determinados problemas
matematicos

Ciertas subdisciplinas de las Matematicas.

Un personaje, una determinada cultura o un periodo de
tiempo mas o menos largo.

Tabla 45 Ideas de HM—CPM tratadas en UNO

Dos de los veinte articulos del monogréfico de esta revista tratan tematicas referidas a la
relacion HM—CPM.

47.

Relatos histéricos en la clase de Matematicas®, (Fuhrer, 1992)%. Se cuestiona la
conveniencia de incorporar la Historia en la ensefanza de las Matematicas y al
respecto sefiala que es poco usual encontrar en la literatura especializada
estrategias pedagodgicas que respondan a la pregunta sobre cémo llevar a la practica
esta intencion. Respecto del conocimiento de los profesores, Fiihrer sefiala que la
mayoria de los profesores de Matematicas usan su conocimiento con algunos rasgos
de la Matematica del pasado para contar relatos que no se ajustan a los estandares
de la ciencia histérica; en este mismo sentido, advierte que los profesores
reconocen la precariedad de su conocimiento histérico a la vez que reclaman ayuda
para cambiar esta situacién. Precisamente, el bajo nivel de conocimiento histérico
de los profesores de Matemadticas es considerado por el autor como uno de los tres
obstaculos para la aceptacién de una aproximacién histérica en las clases de
Matematicas. En aras de encarar tal dificultad, cuestiona una aproximacion erudita
gue constrifia a los profesores a los estandares de la ciencia histdrica y presenta
como opcion la exposicidn y estudio de “buenas historias” matematicas que a modo
de ventana permitan ver el significado y valor de las Matemadticas como un todo.
Para ilustrar esto, Fihrer presenta dos historias —la medicién de la circunferencia
terrestre por Eratdstenes y varias aproximaciones a la idea y valor de 71—y muestra
como los relatos histdricos se pueden potenciar en el aula para efectos de

%2 Historical Stories in the Mathematics Classroom.

% Este articulo es una versién simplificada de otro articulo ya resefiado en este mismo capitulo (Fiihrer, 1991).
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trascender el relato mismo. Al final del articulo, el autor propone que es necesario
abordar el problema de la formacion histérica de los profesores no solo para una
minoria de ellos y que la defensa de la intervencion de la Historia en la ensefianza
debe ir mas alld de los argumentos superficiales, tales como “la historia es
motivante”, “los textos histéricos muestran nuevas aproximaciones a los temas del
curriculo” o “después de forcejear con este texto, la mayoria de los estudiantes se
mostraron entusiasmados con el razonamiento histérico”.

48. ¢Por qué ensefiar Historia de las Matematicas?®*, (Heiede, 1992). La respuesta a la
pregunta que sirve de titulo al articulo tiene una formulaciéon simple: porque la
historia de un asunto es parte del asunto. En el articulo, Heiede hace declaraciones
hacia los profesores de Matematicas tan contundentes y polémicas como: “Si
ustedes no son conscientes que las Matematicas tienen una historia, entonces no
han ensefiado Matemadticas, ya que han estado privados de una parte
imprescindible de ella. [...], pero ustedes no son profesores de Matematicas si no
ensefian también la Historia de las Matematicas cuando ensefian Matematicas”. (p.
152). Asi mismo sostiene que “[...] obviamente no estoy de acuerdo con las personas
gue desean ensefiar Historia de las Matematicas para hacer las Matematicas mas
amenas, o mas faciles, o mas humanas [...] De nuevo: si ustedes ensefian Historia de
las Matematicas como parte de las Matematicas, todas estas cosas se seguiran.” (p.
153). A partir de ello, aboga por una formacion en HM para los futuros profesores,
pero también para los profesores en ejercicio, lograda a través de su formacion
matematica o bien en cursos especializados de HM.

La Tabla 46 recapitula las ideas centrales de los dos articulos resefiados.

Documento Pregunta Respuesta
(Fuhrer, 1992) Qué Relatos histdricos o “buenas historias” matematicas.
(FUhrer, 1992) Para qué Cambiar la imagen del proceso educativo.

Ir mas alld de argumentos superficiales sobre las
intenciones de la HM en el aula.
(Heiede, 1992) Para qué Dotar a las Matematicas de una parte imprescindible:
su historia.
Cuestionar argumentos superficiales sobre las
intenciones de la HM en el aprendizaje de las
Matematicas.
(Heiede, 1992) Por qué Porque la historia de un asunto es parte del asunto
(Heiede, 1992) Cémo A través de la formacion matematica.
Mediante cursos especializados de HM.

o Why Teach History of Mathematics?
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Tabla 46 Ideas de HM—CPM tratadas en el monografico de The Mathematical Gazette

Dos de los articulos de los tres monograficos de esta revista abordan la relacidon objeto de

estudio de este capitulo.

49.

50.

Historia en la Educacién Matematica. El estudio ICMI®®, (Fauvel & van Maanen,
1997b). En este breve documento se anuncian las problematicas que abordara el
estudio ICMI en relacién al papel de la HM en la ensefianza y aprendizaje de las
Matematicas. La tercera de las doce preguntas que la décima versién del estudio
considera desarrollar antes de concluir el milenio, alude directamente a la formacidn
de profesores; en esta se cuestiona sobre cudles son las funciones particulares de un
curso de HM o cudles son sus componentes para los docentes. Al respecto de esta se
resefia que la HM puede jugar un papel especialmente importante en la formacion
de los futuros profesores asi como en la de los profesores en ejercicio. Igualmente
se sefala que existen diferentes motivos para la inclusién de un componente
histérico en tal formacién, tales como promover entusiasmo por las Matematicas,
permitir a los aprendices ver a los alumnos de manera diferente, ver las
Matematicas de manera diferente y desarrollar habilidades de lectura, de empleo de
la biblioteca y de escritura (las cuales no siempre son atendidas en los cursos de
Matematicas). Finalmente se reporta que un asunto relacionado con lo anterior es
precisamente la pregunta acerca de qué clase de HM es la apropiada para la
formacion del profesor y por qué.

La Historia como cruce de las necesidades matematicas culturales y educativas en
el aula%, (Furinghetti & Paola, 2003). Los autores italianos describen un material (en
CD-ROM) elaborado para profesores, que contiene materiales historicos vy
educativos adecuados para el disefio de una secuencia de instruccion, que se base
en la HM, especificamente en la historia de |la probabilidad; dentro de los materiales
histéricos incluidos en el CD-ROM, que podria estudiar un profesor, refieren algunas
fuentes primarias que reportan el tratamiento del problema de reparticién de una
apuesta cuando el juego haya sido interrumpido antes de finalizar, asi como escritos
de historiadores sobre la historia de la probabilidad. También incluyen la descripcion
del uso de tal material por parte de un profesor y detalles sobre la implementacién
en el aula de la secuencia disefiada; a este respecto resefan que el profesor emplea

% The Role of the History of Mathematics in the Teaching and Learning of Mathematics: Discussion Document for an
ICMI Study (1997-2000).
% History as a Crossroads of Mathematical Culture and Educational Needs in the Classroom.
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algunas soluciones surgidas en la historia para confrontar las respuestas de los
estudiantes y usa una cierta secuencialidad histérica como derrotero del camino
tomado por los estudiantes. Sefialan que “la filosofia subyacente al proyecto del CD-
ROM puede ser un modelo para la formacién de los profesores en el uso de la
Historia de las Matematicas” (p. 41). Como rasgos de tal filosofia identificamos que
los autores: (i) expresan la necesidad de que el profesor cuente con recursos
bibliograficos suficientes para estudiar los aspectos histéricos y educativos
correspondientes, y, (ii) ponen de relieve el reconocimiento de la necesidad de un
amplio rango de competencias que viabilicen el trabajo del profesor de disefio de
material para el aula y de su implementacidn; segln los autores, estas competencias
no atienden a un uUnico campo (i.e., Matematicas, Educacion Matematica, Historia,
Educacion y Comunicacién) y su entrelazamiento es tan estricto que dejar de lado
uno de ellos cambia la secuencia de instruccién cuando se implementa en el aula. La
iError! No se encuentra el origen de la referencia. muestra un esquema a través del
ual se expresan los campos de conocimiento vinculados al disefio de una secuencia
qgue involucre la HM.

teoria
matematica

fuentes
primarias

programas
curriculares

fuentes
secundarias

secuencia
de ensefianza

educacion
matemadtica

articulos
sobre historia

reportes de
experimentos

direcciones
web

Imagen 2 Campos de conocimiento vinculados al disefio de una secuencia que involucre la HM. Facsimil
tomado de (Furinghetti & Paola, 2003, p. 40)

La Tabla 47 recoge algunas ideas de los articulos resefiados inmediatamente antes.

Documento Pregunta Respuesta
(Fauvel & van Maanen, Paraqué Promover entusiasmo por las Matematicas.
1997b) Ver a los alumnos de manera diferente.

Ver las Matematicas de manera diferente.
Desarrollar habilidades de lectura y de escritura.
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Documento Pregunta Respuesta
(Furinghetti & Paola, Paraqué Disponer de conocimiento sobre uno de los campos de
2003) conocimiento vinculados al disefio de una secuencia

que involucre la HM.

(Furinghetti & Paola, Qué Fuentes primarias.
2003) Documentos de HM.
(Furinghetti & Paola, Cémo Promoviendo el disefio de secuencias didacticas
2003) orientadas o mediadas por la HM.

Tabla 47 Ideas de HM—CPM tratadas en los monograficos de Mathematics in School

Como mencionamos en 2.1.1.9 la revista contiene dos articulos (Barabash & Guberman-

Glebov, 2004; Waldegg, 2004) relacionados con la educacién del profesor de Matematicas

en HM (y su relacion con otras disciplinas) y en la familiarizacién con materiales de

inspiracion histérica para ser empleados en el aula.

51.

52.

Proyecto de aprendizaje y enseiianza en Historia de las Matematicas para futuros
profesores: enriquecimiento educativo y multicultural de su curriculo académico”’,
(Barabash & Guberman-Glebov, 2004). Se describe un fragmento de una propuesta
de formacion de profesores, llevada a cabo en Israel, a través de un seminario de
HM de un afio de duracién, y un proyecto de graduacion, relacionado con aquel, en
el que se elabora un mdédulo de ensefianza fundamentado en la historia estudiada.
Como parte de los resultados formativos de la propuesta, se resefia, entre otros
aspectos: la superacion de numerosos prejuicios relacionados con las Matematicas,
el reconocimiento de la contribucidn de miembros de su propia cultura a las
Matematicas, la identificacion de vinculos de las Matematicas con otros campos del
conocimiento y con los fendmenos sociales y culturales, y el [auto]reconocimiento
de la capacidad de los futuros profesores de abordar de manera exitosa el estudio
de aspectos histdricos complejos.

Resolucion de problemas, aprendizaje colaborativo e Historia de las Matematicas.
Experiencias en la formacion de profesores en ejerciciogs, (Waldegg, 2004). Se
presenta informacidn sobre un curso de doce sesiones de cuatro horas cada una, a
través de las cuales se plantearon situaciones problematicas cuyas soluciones
contienen elementos tedricos familiares a los profesores, pero cuyas soluciones no
se ajustan a los ejercicios de aplicacion rutinarios. Con estas se procuraba colocar al
profesor en una situacion semejante a la que viven sus estudiantes al estudiar

7 Learning-and-teaching project in the history of mathematics for pre-service teachers: Educational and multicultural

enrichment of their academic curriculum.

%8 problem solving, collaborative learning and history of mathematics: Experiences in training in-service teachers.
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Matematicas, a través de enfrentarlo a solucionar problemas histéricos (que
connotan notacion, algoritmos y ambientes no convencionales) para provocar un
ejercicio metacognitivo sobre las operaciones que los profesores realizan con los
objetos matematicos e identificar creencias sobre el aprendizaje de las Matematicas
y contrastarlas con sus experiencias de aprendizaje.

En la Tabla 48 incluimos de manera sintética algunas de las ideas de los dos articulos
resefiados antes.

Documento Pregunta Respuesta
(Barabash & Guberman- Cémo A través de un curso de HM que asume como objeto de
Glebov, 2004) estudio a matematicos y sus obras vy, luego, a través de

un trabajo de graduacidon que procura el disefio de
tareas para el aula en relacidn con la HM estudiada.

(Barabash & Guberman- Para qué La superacion de numerosos prejuicios relacionados

Glebov, 2004) con las Matemdticas.

El reconocimiento de la contribucién de miembros de
su propia cultura a las Matematicas.

La identificacion de vinculos de las Matematicas con
otros campos del conocimiento y con los fendmenos
sociales y culturales.

El [auto]reconocimiento de la capacidad de abordar de
manera exitosa el estudio de aspectos histdricos
complejos.

(Waldegg, 2004) Qué Situaciones problematicas cuyas soluciones contienen
elementos tedricos familiares a los profesores, pero no
de sus ejercicios de aplicacion rutinarios.

(Waldegg, 2004) Para qué Provocar un ejercicio metacognitivo sobre las
operaciones que los profesores realizan con los objetos
matematicos.

Identificar creencias sobre el aprendizaje de las
Matematicas y contrastarlas con sus experiencias de
aprendizaje.

(Waldegg, 2004) Cémo Colocar al profesor en una situacién semejante a la que
viven sus estudiantes al estudiar Matematicas, a través
de enfrentarlo a solucionar problemas histdricos que
connotan notacion, algoritmos y ambientes no
convencionales.

Tabla 48 Ideas de HM—CPM tratadas en el monografico de Mediterranean Journal for Research in
Mathematics Education

A pesar de la clasificacién propuesta por los editores de este niumero de la revista, en la
cual se ubican solo tres documentos tratando asuntos de la educacion del profesor
(Alpaslan, et al., 2014; Fenaroli, et al., 2014; Povey, 2014), nosotros reconocemos dos mas
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que abordan esta tematica (Mosvold, et al., 2014; Taani, 2014). Veamos entonces alguna

informacion sobre estos cinco articulos.

53.

54,

Conocimiento de los futuros profesores de Matematicas sobre la Historia de las
Matematicas y sus actitudes y creencias hacia el uso de la Historia de las
Matematicas en la Educacién Matematica®, (Alpaslan, et al., 2014). Se presenta un
estudio sobre los objetos a los que se refiere el titulo (conocimientos, actitudes y
creencias), en funcion del tiempo de permanencia en el programa de formacién del
profesorado y del género. La muestra, a quien se le aplicé dos cuestionarios, incluyd
mas de un millar y medio de estudiantes para profesores de Matematicas de nueve
universidades en Turquia. Los resultados indican que los maestros en formacion
tienen un conocimiento moderado de la HM vy actitudes y creencias positivas hacia
el uso de esta. Sus puntuaciones en relaciéon con el conocimiento aumentan a
medida que tienen mas tiempo en el programa de formacidn; las puntuaciones de
los hombres son mas altas que las de las mujeres en los primeros dos afios. También
las actitudes hacia el uso de la HM en la ensefianza mejoran con el tiempo en el
programa de formacidn; las mujeres evidencian mejores actitudes que los hombres.
Los resultados indican que el conocimiento de la HM esta relacionado con los cursos
tomados, pero como las puntuaciones sobre el conocimiento son moderadas, se
sugiere una revision de estos cursos. Ademdas se sugiere hacer hincapié en la
importancia de preparar a los futuros profesores en la implementacién de la HM en
la ensefianza, como estrategia alternativa.

Repensando los conceptos matemadticos con los lentes de la Historia de las
Matematicas: un experimento con futuros profesores de secundaria’®, (Fenaroli,
et al,, 2014). En este articulo se presentan las principales lineas (propdsitos,
estrategias, contenidos y productos) de un curso sobre la HM, dirigido a profesores
de Matematicas de secundaria matriculados en un postgrado de formacién docente
de dos afios. Para el curso se asume un marco tedrico que relaciona al menos tres
dominios: el conocimiento matematico para la ensefianza y las creencias de los
profesores, el papel de la HM en la enseianza y la aproximacion significativa a los
conceptos matematicos (especificamente a la derivada y a sus definiciones). La
estrategia empleada en el curso conté con varios pasos a través de los cuales se

* pre-service Mathematics Teachers’ Knowledge of History of Mathematics and Their Attitudes and Beliefs Towards

Using History of Mathematics in Mathematics Education.
100 Rethinking Mathematical Concepts with the Lens of the History of Mathematics: An Experiment with Prospective

Secondary Teachers.
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55.

56.

procurd: centrarse en algunos conceptos importantes que se ensefian en la
secundaria, requerir a los futuros profesores reflexionar sobre las dificultades
relacionadas con estos conceptos, estudiar fuentes originales para mejorar la
reflexion de los alumnos a través de desafiar algunas creencias existentes sobre
estos conceptos, y esbozar una secuencia de ensefianza para la presentaciéon de los
conceptos en el aula. Entre los resultados sobresalientes del estudio se reporta el
empleo de aproximaciones geométricas o algebraicas (que no recurren a la nocidn
de limite) en algunas de las secuencias disefiadas, la reflexion sobre objetos
matematicos que se ensefian en la escuela y la identificacién de distintos sentidos y
significados para estos, y la integraciéon de la HM en la cultura matemadtica de los
futuros profesores.

‘Caminando en un paisaje exterior y desconocido’: El estudio de la Historia de las

Matematicas en la educacion inicial docente'™

, (Povey, 2014). En este articulo se
defiende el papel de la HM en la formacidon de los docentes de Matematicas. Para
ello, primero se sostiene que no todo esta bien con las Matematicas que se
imparten en el Reino Unido y que el compromiso de los docentes con —y la
profundidad de— su objeto de conocimiento matemadatico necesita mejorarse. Se
argumenta que el estudio de la HM establece una relacién productiva con tal
conocimiento y profundiza la comprension matematica. Se sefiala que la
investigacion resefia que las matematicas ensenadas tienen un escaso uso y se
perciben como un sujeto frio y atenuado, no relacionado con la gente o la cultura;
ante esto, se alude que tomar conciencia de su historia permite su apertura y su
humanizacidon. Se argumenta ademds que el estado general de ensefianza de las
Matematicas, asi como las desigualdades que esta produce, demanda profesores
con pensamiento critico, que pueden ver mas alld de lo que da por sentado. Se
sefala entonces que el estudio de la HM requiere el desarrollo de tales habilidades
criticas y puede desarrollar una disposicion hacia la investigacion; también se alude
a que el estudio de la Historia proporciona placer. Estas afirmaciones se apoyan en
datos obtenidos en entrevistas con profesores que durante muchos afios han
trabajado en la ensefianza de la HM.

Como el conocimiento matematico para la enseifianza puede beneficiarse del
102, (Mosvold, et al., 2014). El objetivo de
este articulo es teorizar la afirmacién tradicional que resefia que los profesores de

estudio de la Historia de las Matematicas

101 ,

102

Walking in a Foreign and Unknown Landscape’: Studying the History of Mathematics in Initial Teacher Education.
How Mathematical Knowledge for Teaching May Profit from the Study of History of Mathematics.
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57.

Matematicas pueden beneficiarse de estudiar la HM. Para ello se asume como
marco tedrico aquel que se refiere al conocimiento matematico para la ensefianza
(MKT) y se muestra cémo los diferentes dominios de MKT (conocimiento comun del
contenido, conocimiento especializado del contenido, conocimiento del horizonte
del contenido, conocimiento del contenido y los estudiantes, conocimiento del
contenido y la enseflanza, y conocimiento del contenido y el curriculo) pueden
beneficiarse de la HM. Con ello mas que validar el modelo MKT, se esta presentando
un nuevo modelo sobre el conocimiento del profesor de Matematicas.

Caminos multiples hacia la matematica practica en Claves para la Aritmética de al-
Kashi'®, (Taani, 2014). En este trabajo, se discute una de las caracteristicas mds
distintivas de la pedagogia de Jamshid al-Kashi de su libro Clave para la Aritmética,
perteneciente a la tradicion de las matematicas arabes del Siglo XV. Esta
caracteristica refiere a los multiples caminos para encontrar un resultado deseado.
En el articulo, luego de examinar aspectos sobre la vida de al-Kashi y sus
contribuciones a las Matematicas y a la Astronomia, se estudia la versatilidad del
enfoque de multiples caminos en el libro citado, a través de cuatro ejemplos
(multiples definiciones, multiples algoritmos, multiples formulas y multiples
métodos para resolver problemas). Posteriormente se discuten algunos de los
beneficios que se pueden obtener mediante la aplicacion de enfoque de caminos
multiples de al-Kashi en los planes de estudio modernos; igualmente, se analizan
ejemplos del empleo de este enfoque en dos mddulos de ensefianza (en Pre-célculo
y un curso de Matematicas) para futuros profesores de Matematicas. Este trabajo
constituye entonces un intento de ayudar a los educadores matematicos a explorar
mas beneficios de la lectura de las fuentes originales.

En la Tabla 49 se sintetizan y recogen algunas de las ideas de los articulos resefiados antes.

Hay que precisar que para el primer articulo las respuestas se infieren del contenido de los

cuestionarios que se relacionan en el mismo.

Documento Pregunta Respuesta

(Alpaslan, et al., 2014) Qué Matematicas en civilizaciones antiguas.

Materiales historicos de ensefianza (tales como
tangramas).
Evolucidn histérica de conceptos matematicos.

103

Multiple Paths to Mathematics Practice in Al-Kashi’s Key to Arithmetic.
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Documento Pregunta Respuesta

(Alpaslan, et al., 2014) Para qué Enriquecer el repertorio de conocimientos de los
profesores.
Disponer de elementos de motivacion para promover el
aprendizaje de las Matematicas.
Modificar las ideas y creencias sobre las Matematicas.

(Fenaroli, et al., 2014) Qué Fuentes originales.
Conceptos importantes que se ensefian en la escuela.
(Fenaroli, et al., 2014) Para qué Identificar distintos sentidos y significados para los

conceptos matematicos.

Reflexionar sobre las dificultades relacionadas con los
conceptos matematicos.

Desafiar algunas creencias existentes sobre los
conceptos.

Disponer de recursos para disefiar secuencias no
convencionales de ensefianza.

Integrar la HM en la cultura matemdtica de los
profesores.

(Povey, 2014) Para qué Profundizar en la comprension matematica.

Ampliar y humanizar las Matematicas.
Desarrollar pensamiento critico.
Proveer motivacion y diversion.

(Mosvold, et al., 2014) Para qué Beneficiar los diferentes dominios del conocimiento
matematico para la ensefianza (el conocimiento comun
del contenido, el conocimiento especializado del
contenido, el conocimiento del horizonte del
contenido, el conocimiento del contenido y los
estudiantes, el conocimiento del contenido y la
ensefianza, y el conocimiento del contenido y el

curriculo).
(Taani, 2014) Qué Fuentes originales
(Taani, 2014) Para qué Identificar estrategias alternativas de hacer vy

comunicar las Matematicas.
Tabla 49 Ideas de HM—CPM tratadas en el monografico de Science & Education

Dos de los articulos de este monografico presentan experiencias de formacién en HM en
las que participan profesores o futuros profesores de Matematicas.

58. Proyectos colectivos de investigacion en clase de Historia de las Matematicas'™,
(Despeaux, 2014). La autora presenta una estrategia de proyecto colectivo de
indagacién que disefié y empled en el desarrollo de un curso de HM, en el que la
mayoria de los estudiantes eran futuros profesores de Matematicas. Para los
estudiantes el proyecto implicd explorar las versiones digitales de almanaques
britanicos del siglo XVIIl que contenian secciones de preguntas y respuestas de

19% Collective Research Projects in the History of Mathematics Classroom.
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59.

Matematicas, analizar los problemas matematicos seleccionados a partir de
almanaques y sus respuestas, realizar una prosopografia de las personas que
contribuian en los almanaques, y finalmente estudiar algunas fuentes secundarias
que versaban sobre los almanaques estudiados. Ademas, el proyecto contemplé la
presentacion de los resultados a sus compafieros de clase y la escritura de un
reporte o articulo de la indagacidn. Este proyecto exigid y permitié a los estudiantes
interesarse por —y valorar— el estudio de las fuentes primarias, reconocer algunas
dificultades al intentar reconstruir aspectos historicos, explicar las matematicas en
contextos no coetaneos, reconocer que la actividad matematica no es exclusividad
de “grandes hombres” y trabajar como un equipo.

Historia de las Matematicas: Tres actividades para usar con estudiantes de
pregrado y profesores en servicio'”, (Loats, White, & Rubino, 2014) Los autores
brindan informacion sobre —y analizan— tres actividades vinculadas a un curso de
HM que se desarrolla, bien sea como un curso regular para estudiantes
universitarios o como un curso de desarrollo profesional para profesores de
matematicas de la secundaria. En este sentido, para cada actividad presentan sus
objetivos, su aplicacidon, sus resultados, y hacen observaciones y sugerencias de
posibles modificaciones. Resefian que las actividades involucran a los estudiantes
como participantes activos en su propio aprendizaje y procuran complementar el
tradicional contenido de las matematicas de este tipo de cursos. La primera
actividad consiste, inicialmente, en la escritura de un relato sobre un
acontecimiento acaecido durante la sesién de clase y del cual los estudiantes han
sido testigos y, posteriormente, de la elaboracion por grupos de un relato preciso (a
partir de los escritos anteriores, degradados o mutilados intencionalmente) y de su
presentacion a través de sendos podsteres que son expuestos y consultados por
todos los estudiantes; asi, se desarrolla una actividad que centra su atencién en la
precision de la informacion histérica y promueve un cierto escepticismo sobre la
objetividad histdrica, a la vez que una conciencia sobre las dificultades de contar con
relatos fieles al hecho histérico y sobre la necesidad de contar con diferentes
fuentes. La segunda actividad incorpora el estudio de aspectos biograficos de los
principales matematicos, pero mas alla de conocer datos sobre estos, esta disefiada
y desarrollada para para aumentar la conciencia de los estudiantes de los
matematicos como personas y el sentido de que la matematica es un esfuerzo
cultural y humana. En este sentido, desde el punto de vista metodoldgico cada

105

History of Mathematics: Three Activities to Use with Undergraduate Students and In-service Teachers.
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estudiante selecciona un matematico, para conocerlo y representarlo, y establece
relaciones con los elegidos por algunos de sus compaferos; luego, bajo Ia
coordinacion del profesor, se desarrollan sesiones de paneles en donde se
confrontan las vidas y obras de algunos de los matematicos seleccionados y
representados. La tercera actividad procura promover la competencia de los
estudiantes para formular y responder preguntas sobre la HM. Asi, los estudiantes
formulan preguntas, el profesor las organiza y las presenta a los estudiantes quienes
seleccionan algunas para responderlas; estudian entonces diversos materiales y
fuentes (cuestionandose por la fiabilidad y disponibilidad de estos), y estructuran
posteres o paginas web a través de las cuales responden las preguntas
seleccionadas, los cuales son leidos o consultados por los demas comparieros.

La Tabla 50 sintetiza algunas ideas planteadas en los dos articulos.

Documento Pregunta Respuesta
(Despeaux, 2014) Qué Almanaques donde aparecen problemas matematicos.
(Despeaux, 2014) Cémo Explorando almanaques britdnicos del siglo XVIII.

Analizando los problemas matemadticos contenidos en
los almanaques y sus respuestas.

Realizando prosopografias de las personas que
contribuian en los almanaques.

Estudiando algunas fuentes secundarias que versan
sobre los almanaques estudiados.

Presentando resultados de la indagacion.

(Despeaux, 2014) Para qué Ganar interés por las fuentes primarias.

Reconocer dificultades para la reconstruccion histdrica.
Explicar las matematicas en contextos no coetaneos.
Reconocer que la actividad matemadtica no es exclusiva
de “grandes hombres”.

(Loats, et al., 2014) Qué La precisién del relato histérico.

Estudio de aspectos biograficos de algunos
matematicos.

Preguntas de HM suscitadas por —y de interés de— los
futuros profesores.

(Loats, et al., 2014) Cémo Escribiendo, de manera individual y colectiva, un relato

sobre un acontecimiento y analizando su certeza.
Reconociendo aspectos de la vida y obra de un
matematico y representando al mismo en un panel.
Formulando preguntas y realizando indagaciones que
conduzcan a sus respuestas.

(Loats, et al., 2014) Para qué Valorar la precision de la informacion histdrica.

Aumentar la conciencia en relaciébn con los
matematicos como personas y la matematica como
esfuerzo cultural y humano.

Promover la competencia de proponer y responder
preguntas sobre la HM.
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Tabla 50 Ideas de HM—-CPM tratadas en PRIMUS

Recordemos que este capitulo (Fauvel, et al., 2000) contiene referencias en varios idiomas
(Chino, Danés, Holandés, Inglés, Francés, Aleman, Griego e Italiano) o proveniente de
varias regiones. Nuestras restricciones para la lectura en otros idiomas y la imposibilidad
de conseguir algunos de los documentos, hicieron que no pudiéramos aprovechar la
totalidad de las referencias alli citadas. Asi, por ejemplo, fue imposible interpretar las
cuarenta y ocho referencias en Chino; tampoco pudimos leer dos articulos en Aleman que
abordan la relacion HM—CPM (Jahnke, 1996; Scriba, 1983).

Por otra parte, advertimos que los documentos reportados en el capitulo en cuestién bajo
el subtitulo “11.4 Danés” no incluyen alguna referencia a articulos, pues solo reporta
referencias de libros y una revista (pero no sus articulos).

De la literatura escrita en Holandés identificamos un articulo (Huisjes & Langeland, 1992)
que, segun la descripcidon en Inglés reportada en el inventario bibliografico en cuestion, se
refiere a los resultados de un cuestionario diligenciado por seiscientos profesores de
Matematicas acerca de su conocimiento sobre la HM y su interés por su uso en el aula. Sin
embargo, el articulo referenciado se titula éQué hicieron los egipcios hace 4.000 aiios con

una ecuacion diferencial?'®

y en su contenido no reconocimos intuitivamente que trate
sobre el cuestionario. Realizamos una busqueda en la pagina de la revista Nieuwe

Wiskrant (http://www.fisme.science.uu.nl/wiskrant/) del Instituto Freudenthal, pero no

logramos ubicar el articulo que contiene el cuestionario.

En la literatura reportada en Inglés identificamos varios de los articulos ya resefiados
antes en este capitulo; de los demads solo reconocimos una referencia que alude a la
relacion HM-CPM, a saber:

60. Un curso de Algebra Abstracta centrado histéricamente®, (Kleiner, 1998). En este
articulo se describe un curso de Algebra Abstracta que, dirigido a profesores de
Matematicas en ejercicio, se desarrolld en el marco de un postgrado. El autor
comenta que la HM, jugd un papel importante pues le permitié responder a la
pregunta sobre cudles son las ideas centrales del Algebra Abstracta y cuales de estas
serian relevantes para los profesores, de tal suerte que debieran acceder a ellas; al

1% Wat deed een Egyptenaar 4000 jaar geleden met een differentiaalvergelijking ?
197 5 historically focused course in abstract algebra.
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respecto se reporta que la Historia sefialé entonces las fuentes del Algebra Abstracta
y por tanto sus ideas centrales, proporciond motivacién y le dio vida a los temas. El
curso se centré en mostrar que el Algebra Abstracta se originé en, y arrojé luz a, la
solucion de problemas concretos, incluso a otros problemas de los cuales no
deviene. Si bien algunos de los problemas tratados son atipicos en un curso de
Algebra Abstracta, son pedagdgicamente iluminadores y potentes en ideas
algebraicas; ademas configuran la transicion entre el dalgebra cldsica al algebra
moderna. Por otra parte se resefia que el orden tematico usual de un curso (grupos,
anillos y campos) fue trasgredido por los problemas tratados y se planteé un nuevo
orden mas efectivo (anillos, campos y grupos), dejando para lo ultimo tal nocidn
poco natural para los estudiantes. Las fuentes secundarias constituyeron en esencia
el material histérico empleado y se procurd la lectura comprensiva de algunas de
ellas, asi como la escritura de ensayos. Ademas de la usual pregunta sobre el como
de las ideas matematicas, se abordaron las cuestiones sobre el porqué y el para qué
de las mismas.

En la literatura francesa referenciada no identificamos articulo alguno referido a la
relacion HM—-CPM.

Como lo comentamos antes, identificamos dos articulos en las referencias en Aleman,
pero infortunadamente no logramos conseguirlos para haber procurado su traduccion y
lectura. Por considerarlos de potencial interés, a nota a pie de pagina presentamos una
traducciéon de los titulos y de los resimenes reportados para el articulo de Jahnke
(1996)'® y de Scriba (1983)"®.

La revision de la literatura griega nos conduce a reconocer, pero no conseguir, un articulo
que refiere directamente la importancia de la HM en la formacidn de profesores (Poulos,
1986); en este caso también debimos conformarnos con la traduccién de su titulo y

1% Historia de las matematicas para los maestros: razones y ejemplos. La idea de que la Historia de las Matematicas
debe desempefiar un papel en la ensefianza no es nueva, ni tampoco generalizada. Para lograr una posicion mas
importante, la Historia de las Matematicas debe ser incorporada en la formacién docente. Se discuten entonces
ejemplos de un curso de Historia, en relacion con Newton y Cantor. Es esencial tener un punto de vista hermenéutico, es
decir, tratar de entrar en el entendimiento de las personas que vivieron en otra época y cultura.

109 ) papel de la Historia de las Matematicas en la educacion de los estudiantes y profesores. En la primera parte se
defienden tres axiomas: las Matematicas sin historia son imposibles; las Matematicas deben ensefiarse dentro de un
marco cientifico, cultural y social; las Matematicas como un fendmeno cultural no se pueden entender sin
consideraciones histdricas. En la segunda parte se expone un resumen de los programas de Historia de las Matematicas
de universidades e institutos de formacion docente de varios paises. Estos cursos sirven como ejemplos de cémo la
Historia de las Matematicas se puede integrar en la formacién de matematicos y profesores.
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resumen’*® y no referirlo dentro del listado de articulos estudiados. Para la literatura
italiana tuvimos la misma situacién; del resumen del articulo en cuestién (Speranza,
1996)™" se infiere gue contiene ideas que apuntan a la racionalidad de la HM en la
formacién de profesores de Matematicas.

La Tabla 51 sintetiza las ideas del Unico articulo resefiado antes.

Documento Pregunta Respuesta

(Kleiner, 1998) Para qué Orientar los cursos de Matematicas dirigidos a la
educacion de profesores; particularmente, para
identificar sus ideas centrales y sus problemas
esenciales.

Ampliar el marco de respuestas e incluir no solo
aquellas referidas al como, sino también al por qué y
para qué de las ideas matematicas.

(Kleiner, 1998) Cémo La lectura de fuentes secundarias y la escritura de
ensayos a partir de estas.

Tabla 51 Ideas de HM—CPM tratadas en los documentos reportados en el capitulo 11 del estudio ICMI.

Recordemos que una parte del editorial (Katz, et al., 2014) reporta treinta y dos lecturas,
diez de ellas articulos. Seis de estos ya han sido resefiados antes en este capitulo;
estuvimos a punto de descartar los cuatro restantes pues no refieren a la relacion HM-
CPM, pero decidimos resefiar uno en donde hay unas alusiones a tal relacién (Fried, 2001)
y descartar tres (Katz, 1993; Kjeldsen & Blomhgj, 2012; Radford, et al., 2007).

61. ¢Pueden coexistir la Educacion Matematica y la Historia de las Matema’ticas?m,
(Fried, 2001). El autor plantea que el objetivo del articulo es cuestionar el supuesto
de que es posible combinar la HM y la educacion en Matematicas. Para ello,
inicialmente organiza las justificaciones de incorporar un enfoque historico en tres
grupos, a saber: (1) humanizar las Matematicas, (2) hacer las Matematicas mas
interesantes, mas comprensibles y mas accesibles, (3) dar una comprension
profunda de conceptos, problemas y solucién de problemas. Para esta ultima
establece una diferencia en lo que ella significa para los profesores y para los

110 . o zas o . e zas .
La Historia de las Matematicas y su importancia para la formacion de profesores de Matematicas de la secundaria.

El autor presenta una variedad de valores cognitivos, cientificos, educativos, didacticos, culturales y filoséficos de la
Historia de las Matematicas, que estan estrechamente relacionados con la profesidon de ensefiar Matematicas.

" sPor qué la Epistemologia y la Historia en la formacién del profesorado? El autor reivindica la importancia de la
epistemologia y la historia en la educacion de los profesores de matematicas posibles. Esta opinién es apoyada por la
conviccién de que la reflexion epistemoldgica, que pretende ser una reflexién sobre la construccién del conocimiento, es
parte de la reflexion pedagdgica.

"2 can Mathematics Education and History of Mathematics Coexist?
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estudiantes. Refiere entonces dos modos en los que la Historia ingresa a las clases
de Matematicas: la estrategia de adicién (expresada, por ejemplo, en la inclusién de
biografias, anécdotas, problemas aislados) y la estrategia de acomodacién (ilustrada
mediante el uso de un desarrollo histérico en la explicacion de una técnica o una
idea o asumiendo el esquema histérico como organizador curricular). Luego resefia
el problema del tiempo para desarrollar un programa curricular al emplear la
estrategia del adicién y cdmo este problema no es tan evidente al emplear una
estrategia de acomodacion; alude también al problema de la relevancia de un
enfoque histdrico en la educacion en Matematicas, a través de lo cual resefia el
dilema de introducir un enfoque tal debido al compromiso de los programas y del
profesor con la matematica moderna y las técnicas matemdaticas modernas. En este
punto sefala que, mas que un estudio de la HM, lo que se hace es un uso de esta lo
cual de manera inherente lleva a una mirada anacrdnica o distorsionada de la
Historia. De esto sigue que el profesor de Matematicas se enfrenta a un dilema:
permanecer fiel a su compromiso con las matematicas y técnicas modernas y
arriesgarse a distorsionar la historia o trivializarla, o bien, adoptar un enfoque
genuinamente histdrico para la HM y arriesgarse a invertir tiempo en asuntos
irrelevantes a las Matematica que tiene que ensefiar. Finalmente, considera dos
posibles soluciones para el dilema planteado: la acomodacién radical o la separacion
radical, cada una de las cuales implica condiciones especiales para la educacién del
profesor de matematicas. La acomodacién radical implica necesariamente una
reconsideracion y valoracion de la humanizacién de las Matemadticas y, en
consecuencia, una aproximacién a la HM semejante a la que realiza un historiador
interesado en comprender el pensamiento y obra de un matematico; ello lleva a
cuestionar si la aproximacidon se debe hacer a través de fuentes originales o
secundarias. La separacion radical implica abordar dos vias; en una de ellas se
responde al compromiso con las Matematicas y técnicas modernas, mientras que en
la otra se responde a la vision histérica de las Matemadticas en tanto que
compromete el estudio de fuentes originales, del autor y su obra, del contexto de
surgimiento y de su comparacién con las condiciones e interpretaciones actuales.
Ello conlleva a que el alumno se mueva en dos ambientes que generan al menos
concepciones contrarias de las Matematicas (absolutas y relativas,
respectivamente), favoreciendo la version absolutista en la que las Matematicas y
una vision distorsionada de la Historia. Ambas soluciones (acomodacién radical y
separacion radical) tienen lugar en programas de formacion de profesores de
Matematicas, siendo mads usual la separacidn radical en la cual la formacidn histérica
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se adquiere a través de cursos para profesores en ejercicio; la acomodacién radical
por tanto es menos frecuente.

La Tabla 52 sintetiza las ideas pertinentes del articulo anterior.

Documento Pregunta Respuesta

(Fried, 2001) Para qué Humanizar las Matematicas.
Hacer las Matematicas mas interesantes, mas
comprensibles y mas accesibles.
Dar una comprensiéon profunda de conceptos,
problemas y solucién de problemas.

(Fried, 2001) Cémo Separacion radical.
Acomodacién radical.

Tabla 52 Ideas de HM—-CPM tratadas en los documentos reportados en el editorial de Science & Education

3.1.2 Capitulos

En este apartado retomamos los libros resefiados en 2.1.5 y aquellos libros referidos en
los catalogos consultados a los que hemos tenido acceso. En cada uno de estos, hemos
identificado los capitulos que versan sobre la relacion HM—CPM y los hemos resefiado;
también, como lo hicimos para los articulos en el anterior apartado, hemos sintetizado la
informacién de nuestro interés en tablas.

Como es natural, algunos de los libros consultados no contienen capitulos sobre esta
relacion, o un discurso sobre la misma, aunque si contienen informacién histdrica dirigida
a profesores de Matematicas o a sus estudiantes; este es el caso de “Historia de las
Matematicas en la Ensefianza Secundaria” (Montesinos Sirera, 2000), Hands on History. A
Resource for Teaching Mathematics (Shell-Gellasch, 2006), Histoire et enseignement des
mathématiques. Rigueurs, erreurs, raisonnements (Barbin & Bénard, 2007), Mathematical
Time Capsules. Historical Modules for the Mathematics Classroom (Jardine & Shell-
Gellasch, 2011), Crossroads in the History of Mathematics and Mathematics Education
(Sriraman, 2012) y Handbook on the History of Mathematics Education (Karp & Schubring,
2014).

De los capitulos resefiados en el catdlogo de la British Society for the History of
Mathematics algunos refieren a la relacion HM—-CPM, pero son abordados en algunos de
los libros citados bajo los numerales 3.1.2.1 a 3.1.2.9. Por otra parte, de los capitulos
referenciados en el Capitulo 11 del estudio ICMI, no identificamos alguno que aborde
asuntos concernientes a la relacién HM-CPM. Finalmente de los catorce libros
referenciados en el editorial de Science & Education 23(1)2014 hemos conseguido y
estudiado diez (Calinger, 1996; Ernest, 1994; Fauvel & van Maanen, 2000; Francois & Van
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Bendegem, 2007; Jardine & Shell-Gellasch, 2011; Katz, 2000b; Katz & Tzanakis, 2011;
Shell-Gellasch, 2006; Sriraman, 2012; Swetz, et al., 1995); a los cuatro restantes no hemos
logrado aun tener acceso (Katz & Michalowicz, 2004; Knoebel, Lodder, Laubenbacher, &
Pengelley, 2007; Laubenbacher & Pengelley, 1999; Shell-Gellasch & Jardine, 2005). De los
ocho capitulos referenciados en tal editorial hemos resefiado uno (Clark, 2014) que como
capitulo de un Handbook aborda explicitamente la relaciéon HM—-CPM.

Si bien este libro no cuenta con un capitulo especifico que verse sobre la relacién en
cuestidon (aungue en principio teniamos la esperanza que el capitulo titulado The History
of Mathematics as a Teaching Tool si lo hiciera), el contenido de buena parte del prefacio
contiene informacién desde la cual se pueden hacer inferencias sobre aspectos de la
misma; por esta razén a continuacidn resefiamos dicha informacién.

113

62. Preface ™, (Baumgart, Deal, Vogeli, & Hallerberg, 1969). Los miembros del panel

editorial inicialmente evocan seis principios que orientaron la preparacién del libro:

1. La lectura del libro no deberia requerir como prerrequisito un curso de Historia de las
Matematicas. 2. El libro deberia incluir tanto material histérico util como algunas indicaciones
de cdmo podria ser usado por el profesor o el estudiante. 3. Los temas generales deberian
incluir asuntos de valor matematico significativo, en la medida de lo posible, para todos los
grados escolares. 4. El libro deberia proporcionar materiales basicos en forma especifica y
completa para hacer los temas histéricos inmediatamente disponibles para ser usados en el
aula. Al mismo tiempo deberia alentar al profesor o al estudiante a hacer lecturas ulteriores o
estudiar el mismo tema o temas relacionados. 5. Si bien el libro deberia estar dirigido al
profesor y al estudiante en el aula, su contenido deberia también permitir su uso, como una
referencia o lectura colateral, en cursos de Historia de las Matematicas y de ensefianza de las
matematicas. 6. Las dificultades inherentes a la sobre simplificaciéon de los desarrollos
histéricos deberian evitarse tanto como sea posible; sin embargo no es funcién del libro
debatir distinciones sutiles o precedencias oscuras. El principal objetivo del libro es poner a
disposiciéon de las clases de matematicas, material importante desde la historia y desde el
desarrollo de las Matemadticas, con la esperanza de que esto incremente el interés de los
estudiantes por las matematicas y su apreciacion de los aspectos culturales de esta disciplina.

(pp. x-xi).

Luego, reseian que el contenido del libro es histdérico y matematico; su formato de
presentacion incluye, para cada tema general (niumeros y numerales, calculos,
Geometria, Algebra, Trigonometria, Calculo, Matematicas modernas) una visién
panoramica y algunas cdpsulas especificas que tratan algunos teoremas, conceptos

113 .
Prefacio.
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o desarrollos matematicos dentro del tema general. Advierten ademas que el
principio enunciado con el numeral 2 no ha podido ser atendido y que dejan al
profesor la eleccion del método de incorporar el discurso histdrico a sus clases;
agregan que no han incorporado tratamientos biograficos, que han procurado
excluir diagramas y atender al simbolismo como parte de la HM y que procuraron
excluir aspectos de pseudo-historia rechazados por los académicos.

En la Tabla 53 hemos sintetizado las ideas inferidas del prefacio resefiado.

Documento Pregunta Respuesta

(Baumgart, et al., 1969) Qué Historia de asuntos relativos a temas matematicos

escolares de todos los grados.

Visién panordmica de temas generales (v.g., Geometria,
Algebra, Calculo) y desarrollos especificos de temas
particulares.

(Baumgart, et al., 1969) Para qué Disponer de materiales histéricos para ser llevados al

aula.
Alentar al profesor a profundizar en temas vy
tratamientos historicos de las Matematicas.

Tabla 53 Ideas de HM-CPM tratadas en el Yearbook del NCTM

De los 23 capitulos que conforman el libro identificamos uno que contiene alguna

informacion relevante a la relacion HM—-CPM.

63.

Un curso de temas matematicos'*®, (Shenitzer, 1995). El autor exhibe algunas ideas
acerca de un curso dirigido a profesores, en donde los temas matemadticos
propuestos (v.g., evolucién del sistema de niumeros; vectores y espacios vectoriales,
cuaterniones y algebras; el Cdlculo y sus usos; las geometrias; el concepto de
funcion; Algebra y Teoria de numeros; incertidumbre como progreso: algunos
descubrimientos de Godel; el método de Arquimedes), de importancia matematicay
cultural, son tratados desde una perspectiva esencialmente histdrica; coherente con
lo anterior, al autor sefiala que este no es un curso de HM. La intencidn del curso es
convencer a los participantes de que las Matematicas son utiles, que algunos de sus
problemas son profundos y que la evolucién de algunas de sus ideas constituye un
capitulo de Ila historia intelectual. La estrategia del curso implica que el profesor
asuma el papel de alguien quien abre una puerta a las riquezas del mundo de las
Matematicas y anima a los estudiantes a tomar la responsabilidad de su propia
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A Topics Course in Mathematics.
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educacion, es decir alguien quien conduce a los estudiantes (profesores) a un
ambiente de aprendizaje e independencia intelectual.

En la Tabla 54 se resumen las ideas resefiadas.

Documento Pregunta Respuesta
(Shenitzer, 1995) Qué Temas matemadticos de importancia matemadtica y
cultural desde una perspectiva historica.
(Shenitzer, 1995) Para qué Convencer de la utilidad de las Matematicas, de la

profundidad de sus problemas y de la evolucién de sus
ideas como parte de la historia intelectual.
Generar un ambiente de aprendizaje e independencia
intelectual.

Tabla 54 Ideas de HM—CPM tratadas en Learn from the Masters!

De las tres decenas de capitulos, organizados en tres partes (Historiografia y fuentes,
Estudios histéricos, e Integracién de la Historia en la ensefianza de las Matematicas: Casos
fundamentales y selectos) hemos identificado dos, ubicados naturalmente en la tercera
parte, que tratan la relacion HM—CPM. Richard Laubenbacher y David Pengelley (1996)
resefian su curso de Historia para profesores basado en fuentes primarias, e Israel Kleiner
(1996) presenta un curso de HM en el que emplea citas sobresalientes como punto de
partida en su ensefianza. Ademas identificamos un capitulo (Barbin, 1996), perteneciente
a la parte del libro titulada “Historiography and Sources”, que contiene informacidn
pertinente sobre la relacion HM—CPM. Antes de resefar los capitulos citados debemos
precisar que el titulo “History of Mathematics and the Teacher” del capitulo escrito por
Torkil Heiede (1996) nos llevd a creer que su contenido referiria de manera central
aspectos de la relacion HM-CPM, pero su lectura nos evidencié que estdbamos
equivocados; lo anterior no obsta para resaltar la idea con la que el autor finaliza su
escrito:

Asi la Historia de las Matematicas no es solo una caja de pinturas con las cuales uno puede
hacer mas colorida la pintura de las Matematicas, para capturar el interés del estudiante en
sus diferentes niveles de educacidn; ella es parte de la pintura misma. Si ella es una parte de
tal importancia que darda una mejor comprensiéon de los que las Matematicas son, si ella
ampliara los horizontes de los aprendices, no solo sus horizontes matematicos, si ella los hara
asombrarse, entonces ella deberia incluirse en la enseflanza aun si no siempre estamos
seguros de los detalles. También se puede decir, y el maestro debe estar dispuesto a dejar de
lado un detalle colorido si resulta no ser tan cierto como solia ser, que incluso la mejor
anécdota es un obstaculo para la comprension si no es cierta.
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64.

65.

Si incluimos la Historia de las Matematicas con este espiritu en nuestra ensefianza, podemos
correr algunos riesgos con confianza. (p. 241).

Obras matematicas maestras: Ensefiar con fuentes originales'’®, (Laubenbacher &
Pengelley, 1996). Los autores exponen algunas ideas acerca del curso titulado
“Grandes teoremas: El arte de las Matematicas”, desarrollado en la Universidad del
Estado de Nuevo México y dirigido a estudiantes de ciencias, ingenierias, Educacién
Matematica y Matematicas. En este los estudiantes leen obras maestras de
Matematicas, de muy diferentes épocas, sin la intervencion de un instructor o un
intérprete. Las obras corresponden a trabajos de Arquimedes, Omar Khayyam,
Giordano Cardano, Evangelista Torricelli, Blaise Pascal, Jacques Bernoulli, Leonard
Euler, Nicolai Lobachevsky, Gotthold Eisenstein, William Rowan Hamilton, Arthur
Caley, Richard Dedekind, Georg Cantor y John Conway. Los autores senalan que a
través de las experiencias de aprendizaje, los estudiantes: experimentan emociones
diferentes a las usuales; enriquecen su comprension del papel de los entornos
culturales y matematicos en la invencion matematica; aprecian aspectos estéticos
(v.g., claridad, elegancia, sofisticacion) de conceptos, técnicas y notacion
matematica; evidencian claramente la evolucion del rigor y la abstraccion
matemadtica; perciben las Matemadticas de una manera radicalmente diferente (que
involucra apreciarla como resultado de esfuerzos humanos y reconocer los teoremas
como resultados de geniales luchas en el universo matematicos, mas que como
simples resultados de deducciones ldgicas); formulan juicios de valor sobre la
calidad de las Matematicas, sobre la elegancia o torpeza de una demostracién o
sobre los fundamentos de una asercién; y advierten que hoy en dia —aun— se crean
Matematicas. Las lecturas de las fuentes originales se complementan con la de
documentos de HM, las discusiones en clase de las interpretaciones logradas de las
fuentes originales y la realizacién de un proyecto en un tema abordado desde la
perspectiva histdrica y matematica. De esta manera combinan, lo que los autores
llaman, un enfoque de descubrimiento y la escritura extensiva.

Un curso de Historia de las Matematicas para profesores basado en grandes

citas'®

, (Kleiner, 1996). El autor reporta aspectos de una experiencia de formacion
de docentes de Matematicas en ejercicio que se da en el marco de un programa de
maestria, especificamente en un curso obligatorio de Historia de Matematicas de

este, ofrecido en la Universidad de York. El curso se desarrolla a partir de tres

" Mathematical Masterpieces: Teaching with Original Sources.
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66.

conjuntos de grandes citas que aluden respectivamente a qué son las Matematicas,
las geometrias no-euclidianas y el infinito matematico. Para el autor las citas tienen
algunos rasgos pedagdgicos llamativos (v.g., son interesantes, generan curiosidad,
develan —o llevan a— aspectos importantes de la empresa matematica), presentan
atributos diddacticos deseables (v.g., embelesan, exacerban, estimulan, motivan,
seducen, recrean) y constituyen ejes alrededor de los cuales se puede estructurar el
desarrollo de un concepto, resultado o teoria matematica y estudiarlo
histéricamente; esto ultimo, es decir el estudio histérico de las ideas matematicas,
configura el nucleo del curso. A través de ello se pretende “ampliar la vision de los
estudiantes [profesores] sobre los principales asuntos y campos matematicos,
expandir sus horizontes y profundizar su comprension de las Matematicas,
ensefiarles matematicas elementales desde puntos de vista sofisticados y ampliar la
perspectiva sobre las Matematicas que ensefan, para que puedan juzgar mejor lo
gue enfatizan en su ensefanza y por qué lo hacen”. (p. 261). Ademas el autor
propone que el estudio de la Historia permite a los profesores incrementar su
interés por la disciplina, promover un sentido de su importancia y grandeza, y
animarlos a preguntarse sobre el porqué y el cdmo de esta, aspectos nodales para
una ensenanza efectiva de las Matematicas. Desde el punto de vista metodoldgico,
el autor expone que las citas pueden conllevar un ambiente paraddjico y de
incertidumbre, lo cual constituye un acicate para aprender; para su comprensiéon
debe disponerse del conocimiento del contexto histérico de enunciacion, lo cual
justifica el estudio de algunos momentos histéricos fundamentales, luego de lo cual
se retorna a la discusion sobre las citas para lograr una comprensidn significativa de
estas.

El papel de los problemas en la Historia y la enseilianza de las Matematicas,
(Barbin, 1996). Evelyne Barbin arguyendo que los problemas son la impronta de la
verdadera mente cientifica, argumenta que la HM —particularmente una historia de
los problemas— afecta los conceptos epistemoldgicos sobre las Matematicas que
poseen los profesores; en este sentido, sostiene que la HM le muestra al profesor
qgue los conceptos matematicos son construidos, modificados y extendidos para
resolver problemas, y que la historia de los problemas pone en primer plano los
procesos de construccion y reificacién del conocimiento que surge de la actividad de
resolver problemas. Ademads, sostiene que esa perspectiva histérica, al exhibir
obstaculos al desarrollo de las ideas, puede ayudar a los profesores a comprender
mejor los errores de los estudiantes. Esto es ilustrado a través de ejemplos que
consideran problemas alrededor del concepto de dngulo y del concepto de curva.
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La Tabla 55 recapitula las ideas centrales de los tres capitulos anteriormente resefiados.

Documento Pregunta Respuesta
(Laubenbacher & Qué Fuentes originales
Pengelley, 1996)
(Laubenbacher & Paraqué Tener experiencias de aprendizaje alternativas a las
Pengelley, 1996) usuales.

Valorar los entornos culturales y matematicos.
Apreciar aspectos estéticos de la creacion matematica.
Evidenciar la evolucion del rigor y la abstraccion

matematica.

Percibir las Matemdticas de manera diferente a la
usual.

Formular juicios de valor sobre las Matematicas.

(Laubenbacher & Cdémo Lectura y estudio de fuentes originales.

Pengelley, 1996) Discusion de interpretaciones de las fuentes originales.
Escritura de resultados de estudios matematicos e
histéricos.

(Kleiner, 1996) Qué Ideas matematicas centrales

(Kleiner, 1996) Para qué Ampliar la vision sobre los principales asuntos y campos

matematicos.
Expandir sus horizontes y profundizar su comprension
de las Matematicas
Ampliar la perspectiva sobre las Matematicas que
ensefian, para que puedan juzgar mejor lo que
enfatizan en su ensefianza y por qué lo hacen.
Incrementar el interés por la disciplina.
Promover un sentido de la importancia y grandeza de
las Matematicas.
Favorecer la indagacién sobre el porqué y el cdmo de
las Matematicas.

(Kleiner, 1996) Cémo Partiendo del estudio de citas.
Estudiando  contextos  histéricos  concisos  (y
tratamientos de las ideas matematicas) referidos por

las citas.

Resignificando las citas y sus potenciales implicaciones.
(Barbin, 1996) Qué Historia de los problemas
(Barbin, 1996) Para qué Afectar los conceptos epistemoldgicos sobre las

Matematicas, por ejemplo, advertir que los conceptos
matematicos son  construidos, modificados y
extendidos para resolver problemas.
Comprender mejor los errores de los estudiantes.

Tabla 55 Ideas de HM—CPM tratadas en Vita Mathematica
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Como lo habiamos sefialado antes, la cuarta parte (The Use of History in Teacher Training)

de este libro, naturalmente contiene articulos que abordan la relacién HM—CPM. En su

orden son:

67.

Un enfoque historico para desarrollar la importancia cultural de las Matematicas
entre futuros profesores de primaria'’’, (Isaac, Ram, & Richards, 2000)*8. Una
unidad de Matematicas, “Los origenes culturales de las Matematicas”, se introdujo
en el primer afilo de un programa de formacién de profesores de primaria, con el
propédsito de modificar su apreciacién del mundo de las Matematicas. Al enfatizar
los factores sociales y culturales que influyeron en el desarrollo histérico de las
Matemadticas elementales, se esperaba que los estudiantes desarrollaran una
apreciacion de la importancia cultural de las Matematicas. Como curso inicial de
dicha unidad se propuso un trabajo en torno a ideas geométricas, para lo cual se
planearon actividades centradas en la manera como varias sociedades (de China,
India, Egipto y Grecia) trataron conceptos y nociones geométricos en su vida
practica e intelectual. Asi, los estudiantes exploraron: (i) la Geometria como una
ciencia practica usada para resolver problemas reales, (ii) la Geometria como un
medio constructivo y estético donde los patrones, transformaciones y relaciones
geométricas predominan, (iii) los requerimientos rituales para construcciones
precisas, (iv) la medicién como una introduccién a los nimeros, sean o no
racionales, y (v) la justificacion légica en Geometria. El curso incluyé la evaluacion a
través de tres actividades: una exposicion oral de un articulo de una revista
especializada que versara sobre alguno de los aspectos trabajados, un ensayo en el
gue se plasmaran sus reflexiones y reacciones al desarrollo de la unidad, y la
realizacion de unos ejercicios basados en un documento curricular oficial para el
curriculo escolar. Al final del semestre con los estudiantes se indagaron aspectos
relativos a los cambios en sus creencias respecto de la naturaleza de las
Matematicas y a sus miradas sobre la importancia de las Matematicas en la solucién

Y7 A Historical Approach to Developing the Cultural Significance of Mathematics among First Year Preservice Primary

School Teachers.
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Este articulo parece ser una reedicién de otro articulo (Isaac, Ram, & Richards, 1996) con el mismo nombre cuyo

resumen, traducido al Espafiol, incluimos en seguida: En la Northern Territory University, Australia, se configuré un curso

para modificar los sistemas de creencias y las percepciones de los futuros profesores de escuela primaria sobre la

naturaleza de las Matematicas y el objetivo de las Matematicas en la escuela. El trabajo incluyé la Geometria de China,

India, Egipto y Grecia. Los resultados fueron variados; muchos estudiantes estaban poco convencidos y se necesitaba

mas trabajo.
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68.

de problemas cuantitativos en sociedades antiguas; si bien se identificaron algunas
respuestas que ofrecen evidencias de la utilidad e impacto del trabajo realizado, los
autores concluyeron que la mayoria de los estudiantes deben convencerse alin mas
de que esta aproximacion si les permite redefinir sus percepciones sobre las
Matematicas, que es Util para su formacion profesional y que es coherente con su
futuro quehacer docente.

El analisis de la “regla falsa” como un ejemplo de desarrollo profesional de
profesores de la escuela elemental™®, (Winicki, 2000). De manera breve el autor
intenta describir una aproximacién concreta para introducir la HM en programas de
formacion de profesores y presenta algunos beneficios de esta introduccion para el
desarrollo profesional de los profesores en ejercicio. La actividad descrita es uno de
los talleres desarrollados en un curso llamado “Algunos capitulos en la Historia de
las Matematicas”, el cual a su vez es una parte de un amplio programa de formacion
de profesores; el tema abordado en esta fue las ecuaciones, especificamente los
métodos conocidos como la “regla falsa” o la “regla de la falsa posicidn”, esto a
pesar de que los profesores de primaria no deban ensenar estos temas, aunque si
ensefiardn razones, proporcién y situaciones de proporcionalidad. Las tareas
propuestas en el taller implicaron trabajo individual, grupal y colectivo; las hojas de
trabajo contenian consignas de lectura de materiales historicos (donde se
presentaba un problema y un método de solucidn), de solucién de problemas (que
incluian la traduccion de un problema en ecuaciones y la aplicacién del método
presentado), y de cuestionamiento y reflexién (¢El método funciona para todas las
ecuaciones dadas?, éLa respuesta final depende de los valores supuestos?, ¢El
método funcionard para cualquier ecuacion lineal?, ¢El método funcionard para
cualquier ecuacién?, ¢Por qué cree que se inventd un método tal?). Precisamente la
discusion colectiva sobre las respuestas a estas preguntas suscitod la discusion sobre
conceptos matemadticos y, muy probablemente por parte de los participantes, la
profundizacion en su comprensién conceptual mas que en sus habilidades
operatorias relativas al razonamiento proporcional; ademads, abrié, de manera no
artificial, la puerta para introducir algun contenido histérico relativo a la inclusiéon
del simbolismo en la solucidn de problematicas matematicas esenciales en varias
culturas. En adhesion a la anterior discusiéon, se indagd por la opinion de los
participantes sobre los métodos estudiados encontrando que no todos coincidian en
una valoracion positiva. Al final del taller se dio una discusiéon en torno a algunos
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69.

asuntos didacticos surgidos a partir de abordar las concepciones de los participantes
acerca de lo que tratan las Matemadtica, cdmo se desarrolla, cdmo se aprende y
como se ensefia; en este sentido, el autor afirma que este es un ejemplo de que los
problemas histdricos pueden llevar a los profesores a discutir no solo asuntos de
contenido matematico, sino también asuntos didacticos (v.g., aprendizaje a través
de la lectura, aprendizaje a partir de ejemplos, explicacién de ideas a través de
ejemplos, uso de diferentes representaciones de un mismo concepto, uso de
material histérico). Al final del documento, el autor reporta que el taller permitio
reconocer el aspecto humanistico de las Matematicas y revalorar la tarea que en
este sentido tienen los profesores de Matematicas; asi mismo, advierte la
potencialidad de este tipo de actividades a favor del conocimiento meta-
matematico de los profesores.

Las Matematicas y su Historia: una colaboracién educativa'®

Arcavi, 2000). El articulo presenta una vision panoramica de un programa de trabajo

, (Bruckheimer &

en torno al conocimiento, uso e integracion de la HM en los procesos de ensefianza
y aprendizaje de las Matematicas; esta descripcidn se hace en dos partes tituladas
“historia para profesores” e “historia para estudiantes”. En la primera parte los
autores comentan que como punto de partida asumieron la suposicién de que los
profesores se benefician de estudiar HM, y que luego confirmaron empiricamente
algunas aserciones e intuiciones y redefinieron algunos objetivos. Asi mismo
presentan cuatro caracteristicas, establecidas a priori, sobre el trabajo con los
profesores, a saber: (i) Participacion activa: si bien la lectura de materiales hace
parte de la propuesta, ello no constituye el fin; se procura que esta sea el material
crudo para “hacer” y “comunicar” las Matematicas, (ii) Historia “conceptual: El
objeto central de estudio es precisamente la evolucién de las ideas y temas
matematicos, de tal suerte que aspectos histdricos tales como fechas, biografias,
anécdotas, etc. ocupan un papel secundario, (iii), Relevancia: Los temas
matematicos objeto de estudio deberian pertenecer o hacer referencia a los
contenidos que los profesores ensefian; asi mismo, lo que se estudie debe ser
potencialmente aplicable en su quehacer docente, (iv) Fuentes primarias: en los
talleres girarian en torno a fuentes primarias y documentos histéricos, seleccionados
bajo criterios de adecuacion (v.g., longitud, complejidad). Con respecto a los talleres,
los autores comentan que crearon tres secuencias referidas a los ndmeros
negativos, los nimeros irracionales y las ecuaciones lineales y cuadraticas; casi todos
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los talleres estdn constituidos por extractos de textos matematicos seleccionados de
fuentes primarias, precedidos por introducciones que configuran la escena y provee
informacién histérica, y seguidos por un conjunto de preguntas que orientan la
lectura (preguntas que ayudan con el lenguaje del texto fuente, preguntas para
aplicar las Matemadticas del texto a este y a otros, preguntas para comparar el
tratamiento matematico del texto con el tratamiento actual). Como parte de la
preparacion de los talleres, hacen una discusiéon de las ideas del mismo y de
informacidon historica relacionada, y contestan minuciosamente las preguntas
propuestas. El articulo contiene informacién general sobre la estrategia de
implementaciéon de las secuencias de talleres y las diversas poblaciones que han
participado de los cursos; al respecto llama la atencion que en aquella época
estaban adaptando una de las secuencias para ser implementada a través de la
Internet. Con respecto a los resultados, los autores reportan una respuesta
favorable de los participantes; mas alla de esto, explican que han observado que los
profesores participantes ven las Matematicas y la evolucidn de sus ideas desde los
lentes de sus practicas, mas que desde los lentes de la Historia. Asimismo senalan
gue han encontrado evidencia de que: la HM en efecto constituye una manera de
proporcionar una mirada mas adecuada de las Matematicas y de la actividad
matematica, se gana una cierta sensibilidad hacia maneras alternas de hacer
Matematicas, y las explicaciones de propiedades matematicas parecen tener un
atractivo didactico y pueden enriquecer el repertorio de explicaciones de los
profesores. Al finalizar la primera parte, los autores aluden, describen y ejemplifican
dos maneras de uso de la Historia: como informacion acerca de rostros y vidas
detrds de los nombres de los teoremas y como una fuente de inspiracion para
desarrollos matematicos y didacticos. En la segunda parte, los autores presentan sus
experiencias de integracion de la Historia en las clases de matematicas. No
sintetizamos el contenido de esta pues no se refieren especificamente a la relacion
HM-CPM.

En este mismo libro, pero en otro de sus otros apartados, hemos ubicado un documento

que refiere aspectos de la relacion HM—CPM.

La Historia de las Matematicas y su influencia en los problemas pedagégicoslzl,
(Grugnetti, 2000). La autora desarrolla ideas y sobre todo ejemplos de tres métodos
de influencia de la HM en los problemas pedagégicos, a saber: al usar problemas

The History of Mathematics and Its Influence on Pedagogical Problems.
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antiguos los estudiantes pueden comparar sus estrategias con las que se plantearon
originalmente; la Historia para construir habilidades y conceptos matematicos; y, —
de nuestro particular interés— un analisis histdrico y epistemoldgico permite a los
profesores comprender por qué un cierto concepto es dificil para los estudiantes y
puede ayudar en la aproximacién y desarrollo didactico. En el desarrollo de este
tercer método, la autora toma como objeto matematico de estudio la funcidn; luego
de presentar algunos elementos de la historia y evolucion de este concepto, invita a
tomar de dicha historia ideas para lograr en la escolaridad diferentes enfoques de
este concepto, aludiendo que los diferentes niveles de representaciéon de una
funcién llegan a ser necesarios para su comprension, y que sus diferentes

notaciones son complementarias pero no involucran el mismo grado de dificultad.

La Tabla 56 exhibe de manera sintética las ideas de los documentos resefiados de este

libro.

Documento
(Isaac, et al., 2000)

(Isaac, et al., 2000)

(Isaac, et al., 2000)

(Winicki, 2000)
(Winicki, 2000)

(Winicki, 2000)

(Winicki, 2000)

(Bruckheimer & Arcavi,
2000)

Pregunta
Qué

Para qué.

Por qué

Qué
Para qué

Por qué

Cémo

Qué

Respuesta

Factores sociales y culturales que influyen el desarrollo
de las Matematicas elementales.

Momentos epistémicos de la Geometria.

Apreciar la importancia cultural de las Matematicas.
Modificar las creencias sobre la naturaleza de las
Matematicas.

Permite redefinir percepciones sobre las Matematicas.
Es util para la formacion profesional.

Es pertinente y coherente con el quehacer docente.
Temas de la HM.

Promover discusidon sobre los objetos matematicos y
lograr comprension conceptual.

Reconocer el aspecto humanistico de las Matematicas y
valorar la tarea que en este sentido tienen los
profesores de Matematicas.

Favorecer el conocimiento meta-matematico de los
profesores.

Genera una entrada a la discusion de asuntos
didacticos.

Desarrollando talleres que implican trabajo individual,
grupal y colectivo en lecturas de materiales histoéricos,
solucién de problemas y cuestiones para promover la
reflexion ulterior.

Evolucion de las ideas y temas matematicos
relacionados con los contenidos que los profesores
ensefian.

Fuentes primarias.
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71.

Documento Pregunta Respuesta

(Bruckheimer & Arcavi, Paraqué Ver las Matematicas y la evolucion de sus ideas desde
2000) las practicas docentes.

Proporcionar una visién de las Matematicas y de la
actividad matematica adecuada a la docencia.

Ganar sensibilidad hacia maneras alternas de hacer
Matematicas.

Enriquecer el marco de explicaciones matematicas.

(Bruckheimer & Arcavi, Cémo Participaciéon activa en la lectura de materiales
2000) histéricos y en el desarrollo de talleres en torno a estos

para cuestionar el lenguaje, aplicar los contenidos
matematicos y comparar los tratamientos contenidos
en tales materiales.

(Grugnetti, 2000) Para qué Comprender  dificultades que  presentan los

estudiantes.
Ayudar en la aproximacion y desarrollo didactico a
través de diferentes enfoques de los conceptos e ideas
matematicas.

Tabla 56 Ideas de HM—CPM tratadas en Using History to Teach Mathematics

La Historia de las Matematicas para la formacién de profesores'* (Schubring et al.,
2000). En sus cerca de cincuenta paginas se desarrollan cuatro apartados que
respectivamente presentan: la ubicacion en el tiempo de la preocupacién sobre la
Historia en la educacién y formacion de los profesores, una mirada panoramica a la
situacion de la formacion en HM en diferentes paises, ejemplos de las practicas de
formacion, y algunos asuntos y anotaciones de interés.

En el primer apartado se reconoce que la problematica implicada en el titulo del
capitulo se planteaba ya al inicio del siglo XX, cuando en diversos congresos se
reclamaba la ensefianza de la historia de las ciencias en las universidades; para el
caso de las Matematicas esta mocidon se interpretd como una recomendacion de
introducir la HM en la formacion de profesores de Matematicas e incluso en la
introduccion de elementos de dicha historia en el curriculo de las Matematicas del
bachillerato. Un siglo después se reconoce que, si bien en lo fundamental se sigue
estando de acuerdo con tal reclamo, ha habido cambios en algunos aspectos
relacionados con dicha propuesta. Por ejemplo, se han escuchado voces a favor de
distinguir el papel que la Historia tiene en la formacion de matematicos —
calificdndola incluso de innecesaria— y el que esta puede tener en la formacién de
profesores de Matematicas; también, ha habido transformacidn en los propdsitos, la

122

History of Mathematics for Trainee Teachers.
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composicidon y la metodologia del componente histérico, asi como del tipo de
profesores a quien se dirige.

En cuanto a la mirada panoramica de la situaciéon de la formacién en HM en
diferentes paises, presentada en el segundo apartado, los autores inicialmente
manifiestan que los cursos que se han generado bajo esta intencidn responden mas
a iniciativas personales que a consensos institucionales oficiales. Luego de ello,
presentan la situacion de varios paises, para lo cual definen siete grupos de estos, a
saber:

° El primer grupo de paises (Marruecos, Brasil y Hong Kong) no tienen una
amplia tradicién en HM ni una comunidad matemadtica considerable, pero
cuenta con equipos de académicos que, basados en investigacion y en
cualificacidon de su formacidn, han incluido cursos de HM en los programas de
formaciéon de profesores. En Marruecos se reconoce la intervencién de la
Historia en los libros de texto y en el disefio de algunas actividades; también se
advierte el ofrecimiento de cursos opcionales para la formacién de profesores
y la realizaciéon de seminarios de investigacion. La principal fuente material
utilizada proviene de una herencia cultural prevalente: la HM arabe. Por otra
parte, la Sociedad Brasilena de Matematicas ha apoyado las iniciativas
personales para dar un estatus oficial a la HM en la formacién de profesores;
en este sentido, no solo se cuenta con cursos en tales programas sino que se
ha constituido una comunidad académica que a través de seminarios y
eventos ha asumido este como un objeto de estudio. Este fuerte movimiento
ha sido particularmente impulsado por una nueva dimensidn de la HM
conocida como “etnomatematica”. En Hong Kong la iniciativa ha sido tomada a
partir de las investigaciones y ensefianzas de Man-Keung Siu; asi, la mayoria de
los cursos de formacidn de profesores incluyen algunos elementos de Historia
y existe un interés al respecto entre los profesores. Los cursos, dirigidos a
profesores de primaria y secundaria, ofrecen un énfasis en la participaciéon de
diferentes culturas en el desarrollo de las Matematicas y una amplia variedad
en intenciones y en intensidad horaria les caracteriza.

° Un segundo grupo (constituido por Italia, Holanda, Francia y Alemania) estd
definido por tener una amplia tradicion investigativa y ensefianza de la HM y
por contar con una componente histdrica no favorablemente establecida. Para
el caso de Italia, la formacion de matematicos y profesores de Matematicas no
presenta diferencias sustanciales a este respecto, pues en ambos casos los
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cursos de HM son un componente opcional (y complementario) pero no es
objeto de evaluacién en un examen académico final (laurea). Sin embargo, el
conocimiento de los momentos mas importantes de la HM si es objeto de
evaluacién en los exdmenes que un profesor debe presentar para ejercer
permanentemente su profesiéon. En Holanda se ensefia HM en cinco de las
doce universidades como curso opcional no relacionado especificamente con
la formacion de profesores, en tanto que en los politécnicos su presencia
presenta un amplio espectro que va desde la inclusién de alguna informacién
histérica en cursos de Matematicas a cursos formales. En Francia la HM habia
sido un asunto de los filésofos, mds que de los matematicos; en consecuencia
esta estuvo casi ausente en la formacion de profesores de Matematicas. Tal

. .y . . ./ 123
situacion cambid con la constitucion de los IREM

y la posterior creacion de
la “Comisidn Inter-IREM de Historia y Epistemologia de las Matematicas”, pues
se propuso formacion para los profesores en ejercicio en Historia para
procurar la introduccion de la misma en las clases de Matematicas y mejorar la
comprensién matemadtica de los profesores al preocuparse de cuestiones
epistemoldgicas de las Matemdticas. En los UIFM™* la Historia tiene un lugar
secundario pues no se identifica como parte del programa curricular oficial,
aungue se puedan seleccionar temas histdéricos para desarrollar la tesis, y si
bien el Ministerio de Educacién menciona la HM como un tema a ser
estudiado, establece que este no serd evaluado. En Alemania, particularmente
en Alemania Occidental, la transformacion de los valores culturales y el
consiguiente rechazo al historicismo, condujo a la desaparicién de las
referencias histdricas en los libros de texto de Matematicas. Esta situacién fue
cambiando y se inicié a incorporar la HM como componente opcional en la
formacidn de los profesores, pero la unificacién en la Republica Democratica
Alemana generd una presencia no oficial de la Historia en dichos programas;
donde se ofrecen cursos de esta, estos responden a iniciativas personales y no
presentan una estructura comun.

El tercer grupo de paises (representados por Austria, Polonia y Portugal) con
comunidades mas pequeias que las del anterior grupo, presentan una mejor
condicidn frente a la ensefianza de la HM. En Austria, la exigencia de presentar
examenes orales en temas de Historia o de Filosofia de las Matematicas a los
futuros profesores, condiciona el ofrecimiento de cursos de HM en las

123 |nstitutos de Investigacion en Educacién Matematica.

124

Institutos Universitarios de Formacién de Profesores.

193



Universidad del Valle — Doctorado Interinstitucional en Educacion — Enfasis en Educacién Matemdtica

instituciones de formacién de profesores y la existencia de libros de texto de
Historia dirigidos especificamente a los profesores. En Polonia la ensefianza de
la HM es usual a través de cursos opcionales u obligatorios y en general
comparten una estructura tematica que incluye una consideracién especial a
la HM polaca y a la contribucion de la Historia a la ensefianza de las
Matematicas, esto a pesar de que los planes de estudios no estdn regulados
por una instancia oficial. En Portugal, los programas de formacién de
profesores de secundaria incluyen el estudio de uno o dos cursos de HM en los
cuales se da lugar al estudio de la HM portuguesa, con el fin de ampliar la
comprensién matemadtica de los profesores y para desarrollar reflexidon
metodoldgica sobre la ensefianza practica; ademas, los estudiantes escogen
un tema de las Matematicas de la escuela y en torno a este disefian unidades
didacticas basadas en la exploracién de la literatura histdrica disponible.

° El cuarto grupo (en el cual figura China, Rusia y la Republica Democratica
Alemana) presenta un surgimiento de valores compartidos socialmente en
torno de la HM desde el sector educativo o desde posturas politicas. En China
se reconoce que los cambios generados por su independencia, a mediados del
siglo XX, incluyé un rescate de la HM china, pues estas habias sido olvidadas;
ello condiciond el trabajo investigativo y condujo a la revaloracién de la
tradicidn china. En cuanto a la formacién de profesores, se incluye un curso
opcional de dicha historia en los programas curriculares, pero la ausencia de
profesionales que la ensefien hace que en ocasiones no se puedan llevar a
cabo tales cursos. En Rusia, a pesar de la ausencia de un curriculo prescrito
oficialmente, en muchos programas de formacién de profesores aun se
conservan los cursos de HM, y sus respectivos libros de texto, especialmente
disefados en la desaparecida Unién Soviética como una manera de expresion
coherente con la idea de la tesis marxista que sostuvo que el desarrollo de las
ideas cientificas estaba determinado por las condiciones sociales. En la
primera Republica Democratica Alemana también una declaracién de Estado
establecio la necesidad de estudiar la HM como componente fundamental de
la formacion de los futuros docentes de secundaria; ello favorecio la
introduccion de aspectos historicos en los libros de texto aunque no modificd
las practicas de formacidn; posteriormente la situacion cambid y en casi todos
los programas se introdujo un curso de HM y se desarrollaron libros de texto y
materiales para estos.
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El quinto grupo (que incluye a paises como Letonia, Chipre, Gran Bretafia y
Estados Unidos) presenta una situacion diferente; en estos casos iniciativas
personales o institucionales han llegado a impulsar decisiones a nivel de
politica estatal. Este es el caso de Letonia en el que se reporta la instauracion
de un curso de HM en la década de los setenta y la posterior elaboracién de un
libro de texto para este curso; hoy en dia existe el curso como parte de las
normas para la formacién de docentes en Matematicas, inmerso en un campo
de estudio que aborda el estudio de “asuntos educativos”. Algo similar sucede
en Chipre, pero en este caso la formacidn historica incluye a los futuros
profesores de primaria, lo cual implica nuevos retos mediados por la exigua
formacidn matematica de estos estudiantes. El caso de Gran Bretana presenta
algunas diferencias; alli existen comunidades académicas de historiadores y de
profesores que promueven acciones a favor de la introduccién de la HM en Ia
formacién de profesores; esto encuentra un ambiente propicio cuando se
considera que la poblacién es cada vez mas multiétnica y multicultural y se
reconoce que la Historia no solo ayuda a promover una visién mas humana de
las Matemadticas y a superar la ansiedad que esta ultima genera, sino que
permite comprender la construccion multicultural de wuna disciplina
aparentemente generada por un grupo étnico hegemodnico particular (y en
cierto sentido superior). Una tendencia similar, que atiende al
multiculturalismo, se da en los Estados Unidos. Alli, a pesar de las diferentes
condiciones que genera una organizacién federal se puede apreciar que en la
mayoria de los programas de formacidn certificados se exige estudiar un curso
de HM; dicha exigencia se justifica en la comprension de los origenes de los
conceptos matematicos, deseablemente promovida por estos cursos.

El sexto (en el que los autores incluyen a Dinamarca como su representante)
incluye paises en donde la inclusion de la historia ha estado ligada a los
cambios sociales que afectan y condicionan el sistema educativo. Asi,
Dinamarca es un claro ejemplo de ello, pues la necesidad de mostrar un lado
mas humano y menos tedioso de las Matematicas ha implicado la definicion
de directrices que aluden a una ensefianza de las Matematicas que atienda a
su historia, su estructura interna y su aplicabilidad. Consecuentemente se ha
requerido de la inclusiéon de la componente histérica en los programas de
formacidon de profesores de Matemadticas, lo cual ha sido favorecido por la
amplia tradicién en HM.
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° El séptimo y ultimo grupo (representado por Mozambique) lo configuran los
paises que luego de haber sido colonias de otros, procuran rescatar sus
genuinas culturas luego de un intento de aniquilacion por imposicion de la
cultura del colonizador. En la Mozambique de hoy se reconoce una tendencia
en esta direccién y los programas de formacion de profesores generados
después de la independencia contienen esta intencidn y en efecto la
desarrollan. Asi, en la formacion de los profesores se incorpora el estudio de

”

las Matematica propias de “su” cultura y se entablan comparaciones y
didlogos con las Matematicas de otras culturas, reconociendo mds que la
hegemonia y prevalencia de una Matematica, la existencia y coexistencia de

una perspectiva multilineal y multicultural.

En el tercer apartado, los autores exhiben ejemplos de la actual practica de
formaciéon de profesores de Matematicas en algunos de los paises mencionados
antes. Estos ejemplos se encuadran en uno o varios de los propdsitos que se
identifican para la inclusién de la HM en la formacién de profesores, a saber: la
ensefianza directa de la HM, la ampliacién de la comprensién de las Matematicas y
su consecuente funcién metodoldgica epistemoldgica, el uso de la Historia en las
clases de Matematicas a través del estudio de métodos y técnicas para incorporar
los materiales histéricos, y la comprensién de la evolucién de la profesion docente (o
historia de la ensefianza de las Matematicas). Para la presentacién de los ejemplos,
los autores deciden agruparlos de acuerdo al publico atendido y asi generan un
primer grupo para los futuros profesores y otro para los profesores en servicio o
activos.'?
En el grupo de las actuales practicas en la formacion inicial de docentes presentan el
caso de: (i) Hong Kong con un trabajo sobre el lugar de la historia en la formacién de
profesores de Matematicas para la primaria, (ii) Chipre con un programa para
profesores de primaria, (iii) Gran Bretafia con un curso que promueve una nueva
dimension en la educacién en Matematicas de los profesores, (iv) Mozambique con
una exposicion del programa “Matematicas en la Historia” como parte fundamental
de la formacién de profesores de secundaria, (v) Marruecos con la descripcion de un
curso en donde el énfasis se coloca en el andlisis epistemolégico, (vi) Francia con un
trabajo consolidado en torno a un mdédulo histérico para la formacién de profesores

125 . s . . . ~
No haremos una exposicion de cada uno de los ejemplos, pues consideramos que ellos ilustran lo sefialado en el
segundo apartado del capitulo objeto de estudio, que hemos procurado sintetizar de manera completa.
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de secundaria, y (vii) Alemania con una muestra de un curso de historia de la
ensefianza de las Matematicas.

Entre tanto, el grupo de las practicas actuales en la formaciéon continuada de los
profesores en ejercicio se expone el caso de: (i) Dinamarca con un breve curso de
HM, (ii) Francia con unos ejemplos de uso de la HM para profesores de primaria y
secundaria, y (iii) Brasil con el tratamiento histérico del concepto de funcién en la
formacién continuada.

En el cuarto y ultimo apartado del capitulo, los autores presentan seis asuntos
preocupantes que surgen a partir de las experiencias tratadas en los dos apartados
anteriores, a saber: (i) Un obstaculo para el uso efectivo de la HM en las clases de
Matematicas es precisamente el estado del conocimiento histérico de los profesores
y de los formadores de profesores. (ii) No es factible para todos, la necesidad de un
conocimiento general de trasfondo histdrico para ser transmitido dentro del
contexto de formacién en HM, por lo cual se requeriria cooperacién con
historiadores de otras disciplinas. (iii) Debido a la estrecha relacidn de la evolucion
de las ideas matematicas con los desarrollos de las concepciones epistemoldgicas y
filosoficas, seria necesaria una colaboracidn por parte de los fildsofos de las ciencias.
(iv) Las condiciones del conocimiento multidisciplinar exigido para los profesores de
primaria y su estado de conocimiento matematico hace que surjan nuevas
dificultades a la inclusion de la Historia en sus programas de formacién. (v) El
impacto efectivo de la Historia en la formacidon de los profesores no ha sido
suficiente ni adecuadamente estudiado; hacerlo implicaria ejecutar acciones mas
sistematicas en los programas de formacién y en el desempefio de los profesores.
(vi) Para realizar mayores progresos en la integracién de la Historia en los programas
de formacidén se requiere que existan mas especialistas en HM y el desarrollo de mas
y mejores materiales para la formacién en Historia.

En la Tabla 57 hemos recapitulado de manera sintética las respuestas a las preguntas
concernientes a la relacion HM—CPM.

Documento Pregunta Respuesta

(Schubring, et al., 2000) Qué HM universales.
HM desarrolladas por la comunidad académica de un
pais especifico o la contribucion de tal comunidad a las
Matematicas universales.
La contribucién de la Historia a la ensefianza de las
Matematicas.
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Documento Pregunta Respuesta

(Schubring, et al., 2000)  Para qué Reconocer la participacion de diferentes culturas en el
desarrollo de las Matematicas.
Responder adecuadamente a los examenes para poder
ejercer la docencia.
Procurar la introduccion de la Historia en la ensefianza
de las Matematicas.
Mejorar la comprensién de las Matematicas.
Responder a las exigencias de unas Matematicas en las
instituciones educativas que atiendan a su historia, su
estructura interna y su aplicabilidad.
Ganar en autoreconocimiento cultural en tanto
aportantes y constructores de Matematicas.
Comprender la evolucién de la profesion docente en
Matematicas.

(Schubring, et al., 2000)  Por qué Hay acuerdos en las comunidades académicas sobre la
necesidad de la HM en la formacion de docentes de
Matematicas.
Existen iniciativas personales o de equipos de
profesores, mas que institucionales, para promover la
formacion en el conocimiento histérico.
Se configuran “instituciones” para favorecer la
formaciéon en aspectos histéricos de los profesores de
Matematicas.
La presencia de la HM es coherente con tesis
filosdficas/politicas (v.g., el marxismo) respecto al lugar
de las condiciones sociales en el desarrollo de las ideas.
Existe una legislacion sobre la formacion docente que
incluye la formacién en asuntos histéricos de las
Matematicas.

(Schubring, et al., 2000) Cémo A través de cursos opcionales u obligatorios de HM.
A través de introduccién de elementos de la HM en los
cursos de formacién de docentes de Matematicas.
Por medio de la incorporacion de aspectos histdricos en
los disefios de unidades didacticas o de ensefianza.

Tabla 57 Ideas de HM—CPM tratadas en History in Mathematics Education

Recordemos inicialmente que en 2.1.5.7, resefiamos este libro. A dicha resefia podemos
agregar lo siguiente.

72. Matematicas a través del tiempo. Una historia afable para profesores y otros'?°,
(Berlinghoff & Gouvéa, 2004). La estructura del libro exhibe: una breve discusion
sobre la Historia en las clases de Matematicas, un apartado que presenta un

26 Math through the Ages. A Gentle History for Teacher and Others.
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panorama de la HM, veinticinco ensayos tematicos breves acompanados de
preguntas y propuestas de proyectos, y una seccion de fuentes bibliograficas
sugeridas como consultas ulteriores. Los ensayos ilustran los origenes de la idea,
proceso o tema, algunas veces conectando aparentemente cosas distintas que
comparten raices histéricas comunes. Las preguntas y los proyectos pretenden
permitirle al lector: aprender mas acerca de las ideas matematicas en los ensayos,
hacer o expresar las Matematicas de maneras histéricas, aprender mas acerca de la
historia matematica del tema, ver cdmo y dénde la historia matematica encaja con
perspectivas histdricas mas amplias.

A partir de la resefia citada y de lo anteriormente citado inferimos las ideas presentadas

en la Tabla 58.
Documento Pregunta Respuesta

(Berlinghoff & Gouvéa, Qué Panorama de la HM.
2004) Breves ensayos sobre tematicas matematicas basicas.
(Berlinghoff & Gouvéa, Paraqué Lograr una comprensién mas profunda y enriquecedora
2004) de las ideas, conceptos y técnicas matematicas.
(Berlinghoff & Gouvéa, Cdémo Lecturas de ensayos, seguidas de cuestionamientos y
2004) proyectos sobre las mismas.

Lecturas y estudio de fuentes sugeridas.
Tabla 58 Ideas de HM—CPM tratadas en Math through the Ages

En este libro identificamos un capitulo que refiere aspectos de la relacion HM—CPM de

manera un tanto indirecta, pues refiere a una relacién andloga expresada en su titulo.

73.

Integrar la Filosofia de las Matematicas en cursos de formacion de profesores. Un

127 (Chassapis, 2007). El autor parte de considerar a la

caso griego como ejemplo
Filosofia de las Matematicas, ligada a la Historia y la Sociologia de las Matematicas,
como un componente fundamental del conocimiento del profesor de Matematicas.
Esta tesis se sustenta en tres argumentos, a saber: (i) la existencia de una asociacién
directa de la Filosofia de las Matematica y los rasgos fundamentales de la educacion
en Matematicas; (ii) las ideas, puntos de vista, concepciones o creencias del profesor
acerca de las Matematicas, su ensefianza y aprendizaje reflejan implicitamente, o
estan relacionadas con, una filosofia de las Matematicas; v (iii) la suposicién de que

una filosofia de las Matematicas estad directamente asociada con una comprension
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profunda de y sobre las Matematicas como disciplina que se ensefia. Luego presenta
aspectos de un curso dirigido a profesores de Matematicas de primaria, que
pretende que la Filosofia de las Matematicas explique el conocimiento matematico,
los objetos matematicos, la aplicacion de las Matematicas y la practica matematica.
Asi, los temas de Filosofia se eligen en relacidn con tres aspectos de las Matematicas
escolares (conceptos, procesos y aplicaciones) y se trabajan a través de preguntas
provocadoras que logran implicar a los profesores en las discusiones y a través de las
cuales se cuestiona la naturaleza del conocimiento y practicas matematicas.
Especificamente reporta varias unidades que abordan las siguientes tematicas:
conceptos matematicos y sus caracteristicas; clases, conjuntos y relaciones en
Matematicas; los conceptos de numero; las operaciones numéricas; las expansiones
del concepto de numero; y sobre métodos y medios para enseifiar Matematicas en
primaria. Para ello incluyen, ademas de plantear preguntas estrictamente filosoéficas,
el estudio de temas como la axiomatizaciéon geométrica de Euclides, las paradojas de
Russell y Cantor, la hipétesis del continuo, definiciones de numero (de Pitagoras,
Cantor, Peano o Frege), los sistemas de numeracién como constructos culturales, las
paradojas sobre el infinito de Zendn y Cantor, etc. Al final del documento presenta
una valoracion positiva del curso, en tanto que reconoce que logra transformar las
visiones de los profesores sobre las Matematicas y sobre los objetos de ensefanza, a
pesar de reconocer la falta de conocimiento matematico por parte de los
profesores.

De las descripciones anteriores se pueden inferir las ideas planteadas en la Tabla 59.

Documento Pregunta Respuesta

(Chassapis, 2007) Por qué La HM nutre la discusion filoséfica sobre el
conocimiento matematico.
Tabla 59 Ideas de HM—CPM tratadas en Philosophical Dimensions in Mathematics Education

En los dos primeros capitulos de este libro hay sendas pero breves alusiones a aspectos de
la relacién en cuestion. Asi, en un parrafo del primer capitulo, a propdsito de una cita de
Morris Kline que cuestiona la mistificacion que deviene para las Matemadticas en su
presentacion légica y acabada, se sefala que “Pensamos que este punto de vista de Kline
es muy importante, sobre todo cuando se tiene en perspectiva hacer que la HM participe
de forma orgdnica en el proceso de formacion de profesores de Matematicas” (p. 53). Al
final del segundo capitulo, luego de haber presentado la “Historia en la Educacion
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Matematica como un campo de investigacion y de haber expuesto, ilustrado y criticado las

perspectivas tedricas que lo determinan (v.g., evolucionista lineal, estructural-

constructivista operatoria, evolutiva discontinua, sociocultural, y juegos de voces y ecos)

menciona que:

Nos gustaria sefalar, sin embargo, que una limitacion que vemos en todos las perspectivas
tedricas discutidas en este capitulo es el hecho de que ninguna de ellas parece ir mas alla del
ambito restringido de la Historia de las Matematicas propiamente dicha a la realizacién de
proyectos, tanto en el campo de investigaciéon en educacién matematica, como en el plano de
la formacion de los maestros y aun mds en el campo mds especifico de la educacion
matematica escolar. En este sentido, no se ve potencial pedagdgico alguno en la historia de la
Educacion Matematica o, mas ampliamente, en los terrenos de la Historia y Filosofia en su
sentido mas amplio. (p. 149)

En el tercer capitulo si se encuentra un tratamiento mas amplio de la relacion HM—-CPM,

razon por la cual a continuacién le resefiamos.

74.

Historia, cultura matematica y Educacion Matematica en las instituciones
escolares: reflexiones y desafios'?, (Miguel & Miorim, 2011). Este capitulo se
desarrolla a través de seis apartados, titulados: Introduccién; Una concepcidn de
historia pedagodgicamente vectorizada; Historia pedagdgicamente vectorizada e
historia-problema; Historia-problema pedagégicamente vectorizada, poder vy
practicas sociales; Comunidades de memorias y prdcticas sociales; y, Algunas
reflexiones finales.

En la introduccion los autores explicitan que la HM debe constituir un punto de
referencia para la problematizacion pedagdgica y la transformacidn cualitativa de la
cultura matematica escolar. Resefian que los planteamientos que se presentardn
tienen como base la experiencia de formacién de profesores en asuntos de HM,
particularmente a través de varias versiones de unos cursos en los que al estudiar
HM si bien lograban despertar el interés y la comprension de los futuros maestros,
no conseguian que ellos reconocieran la relevancia pedagogica de la HM para el
ejercicio docente. Ante este hecho, procuran una nueva aproximacion que combina
la HM con la historia de la Educacion Matematica, procurando llevar a una
“concepcion organica de participacion de la historia en la produccidn de saber
docente”, sustentada en una concepcién del modo como una cultura matematica se
constituye, establece y transforma como practicas sociales escolares. Se procura
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entonces que tal conceptualizacién cumpla cuatro funciones, a saber: un papel
interdisciplinar (al sacar a las Matemadticas de su aislamiento disciplinar), un papel
didactico-metodoldgico (al generar apropiacion y re-significacion de los saberes de
la cultura matematica escolar), un papel psicolégico motivacional (que estimula la
participacién activa de los futuros profesores) y un papel politico critico (en tanto
incita un debate en torno al papel de la cultura matematica en las relaciones de
poder).

En el segundo apartado desarrollan la idea de “historia pedagdgicamente
vectorizada”. Para ello, inicialmente, exponen su desacuerdo con la existencia de
una unica HM que se pueda insertar en la ensefianza, y platean que las historias que
se integran a la cultura matematica escolar deben estar debidamente constituidas
con fines explicitamente pedagdgicos y estar orgdnicamente articuladas a las demas
variables que intervienen en los procesos de ensefianza y aprendizaje escolar de las
Matematicas. En este sentido proponen que las historias de la cultura matematica
deben ser escritas desde el punto de vista del educador matematico y no desde el
punto de vista del matematico profesional ni como breves episodios de las
Matematicas; precisan que tales historias (a las que denominan “historias
pedagdgicamente vectorizadas”) no son ni una historia endulzada o suavizada, ni
una historia distorsionada, ni una adaptacién o transposicion didactica de la HM.
Sefalan que las historias pedagdgicamente vectorizadas se justifican en tanto que la
cultura matemadtica convencional (disciplinar y escindida) presenta resultados
terminales sin referencia a su historia, ignorando asi la cultura cientifica vy
matematica. En este sentido, procuran una “historia institucional de la cultura
matematica” que se constituye a partir de los problemas y preguntas que emergen
de —y se relacionan con— las practicas sociales en las que la cultura matematica se
involucra al interior de las instituciones. Asi, tales historias no tendrian que
preocuparse de la construccion auténoma de las ideas matematicas sino, mas bien,
de la construccién condicionada, situada y orientada de las ideas matematicas y de
los problemas pedagégicos referidos a la constitucion y transformacién de esas
ideas al interior de la institucion escolar.

Con la idea de que la historia-problema es subyacente a la de historia
pedagdgicamente vectorizada, abren el tercer apartado. Distinguen aquella de la
historia factual (o historia crénica o historia narrativa) que concibe el conocimiento
histérico como una simple acumulacién de hechos, y que al ser utilizada en el aula,
solo aporta informacidn factual a modo de ornamento, es decir, que no participa de
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forma efectiva de la construccidn interna del tema. Proponen que una historia-
problema es una historia que parte de los problemas que se manifiestan en las
practicas pedagodgicas y que se hace pensando en los estudiantes y en sus
profesores. Argumentan que una historia-problema no es una fuente de respuestas
que soluciona los conflictos de la practica pedagdgica, sino mas bien un dmbito de
didlogo entre el pasado y el presente que permite construir una nueva historia; en
este sentido no es una historia que se pueda usar, sino un campo de didlogo. Bajo
estos perspectiva proponen que el problema de partida (i.e., el que se manifiesta en
las practicas pedagdgicas) exija y promueva una historia que: sea contada a partir de
las prdcticas sociales que participaron en la construccién del problema de
investigacion; trascienda la historia estrictamente técnica del problema; vaya mas
alld de las diferentes formas de concebir ese problema por parte de diferentes
grupos sociales; sea mas que una historia de las necesidades que se configuraron en
el ejercicio de diferentes practicas sociales en distintas épocas y contextos;
incorpore las razones de base de los desarrollos relativos al problema; estudie las
apropiaciones, re-significaciones, repercusiones y transmisiones del problema en
diferentes practicas sociales de distintas épocas y contextos, particularmente en el
ejercicio de la practica social escolar; e, incluya la referencia a instrumentos de
dominacion, resistencia y libertad producidos en el ejercicio de esas practicas
sociales.

En el apartado titulado “Historia-problema pedagdgicamente vectorizada, poder y
practicas sociales” resaltan que las nociones de “poder” y “practica social” son
fundamentales en la comprensidn de la propuesta de una historia de tal naturaleza.
Por ello, discuten y controvierten de manera abstrusa las ideas y significados que
Foucault les asigna.

En el apartado “Comunidades de memoria y practicas sociales” luego de discutir las
ideas de representacion colectiva, mentalidad, representacion social, representacion
hegemonica, tradicién, comunidades de memoria y comunidades interpretativas, los
autores exponen aspectos del trabajo con los futuros docentes. En este sentido
precisan que les proponen a los alumnos, la construccién de una memoria individual
del tema escogido (v.g., la Trigonometria, los logaritmos, la Geometria o las
funciones, en la cultura brasilefia), que luego compartiran con toda la clase. Esta
tiene como intencién proveer un dmbito de problematizacion de la historia personal
y de la historia escolar individual de los futuros profesores, es decir una
problematizacion que opera sobre un conocimiento matematico subjetivado, que a
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su vez sirve de base tanto para la constitucién de una memoria social del grupo de
estudiantes, como para la indagacidn sobre el tema. En el proceso de compartir las
memorias individuales, con base en una problematizacién colectiva dirigida por el
profesor, se construye una primera forma de historia de las matematicas y de la
educacion matematica escolar, la cual es a la vez conocimiento subjetivo y objetivo.
Los autores sefialan que alli se identifica una caracteristica de su concepcién
organica de la participacién de la historia en la formacidon de profesores: los
estudiantes no se apropian de una historia preconcebida, sino de una historia
personalizada y contada a partir de los recursos del mismo grupo de estudiantes.
Resefan que el paso metodoldgico siguiente implica que los estudiantes propongan,
desde sus intereses y expectativas, preguntas orientadoras de las investigaciones
gue realizaran sobre las Matematicas escolares relacionadas con los temas, lo cual
les llevara a una problematizacion multidimensional (simultaneamente,
epistemoldgica, légica, socioldgica, axioldgica, politica, ética, semantica, etc.) en
donde comienzan a intervenir la HM y la historia de la educacién en Matematicas.
Los autores refieren que ello les ha permitido constatar una contribucidn
significativa la desestabilizacion y modificacién de representaciones del grupo de
estudiantes sobre las Matematicas y sobre la educacion escolar en Matematicas
(i.e., sobre su naturaleza, sus objetos, sus métodos, sus potencialidades y limites,
etc.), convirtiéndose en una problematizacién politico-filosdfica. Este caracter de
problematizacion se expresa mds intensamente cuando los estudiantes son
conminados a analizar aspectos de la historia de la educacién en Matematicas en su
pais y, ademas de verificar un ambito de transformaciones, establecen didlogos con
quienes han promovido los programas oficiales y los libros de texto, a partir de lo
cual confrontan los puntos de vista de diferentes comunidades de memorias ligadas
a las practicas sociales. Los autores presentan entonces una nueva fase en la que los
estudiantes discuten en sus grupos un conjunto de actividades, disefiadas por los
autores, que procuran enfocarse en los temas de estudio a la luz de la literatura
disponible y aportar a las preguntas de investigacion, desde la perspectiva de otras
comunidades de memoria; ello permite que los estudiantes establezcan relacionesy
comparaciones, lo que favorece una vision mdas amplia, profunda, critica y
multidisciplinar del tema. Un pendltimo momento metodolégico, incluye la
entrevista a profesores en ejercicio y a alumnos, con lo cual se incorporan nuevas
comunidades de memoria a la investigacion y didlogo; el dltimo momento, refiere a
la elaboracion de textos que procuran contemplar la complejidad de los didalogos
establecidos con las diferentes comunidades de memoria.
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En la dltima seccion del capitulo, titulada “Algunas reflexiones finales”, los autores
manifiestan que fue en el trabajo con los futuros profesores que fueron advirtiendo
que la nocién de problematizacion multidimensional se ajustaba a la concepcidon de
historia-problema y que aquélla constituia a la vez un organizador curricular.
También sefialan que bajo esta Optica la frontera entre HM e historia de la
educacion en Matematicas se vuelve difusa, en tanto que estas participan del
didlogo que se instituye en torno a la problematizacion pedagdgica. Finalmente
sefialan que bajo el supuesto que los hombres producen la historia, a la vez que son
constituidos por ella, los futuros profesores deben establecer didlogos con las
comunidades de memoria que les permitan constituirlas y constituirse, para asi
problematizar una cultura matematica y educativa producida por esas comunidades
y por ellos mismos.

La sintesis de las ideas expresadas en el libro se presenta en la Tabla 60.

Documento Pregunta Respuesta

(Miguel & Miorim, 2011) Para qué Trascender el interés y la comprension por asuntos
matematicos e histdricos y reconocer la relevancia
pedagdgica de la HM en el ejercicio docente.

Sacar a las Matematicas de su aislamiento disciplinar.
Generar apropiacion y re-significacion de los saberes de
la cultura matematica escolar.

Estimula la participacion activa de los futuros
profesores.

Incitar un debate en torno al papel de la cultura
matematica en las relaciones de poder.

(Miguel & Miorim, 2011) = Por qué La HM permite disponer de un punto de referencia para
la problematizaciéon pedagodgica y la transformacion
cualitativa de la cultura matematica escolar.

(Miguel & Miorim, 2011) Qué Articulaciéon entre HM e historia de la educacion en
Matematicas.

Historias pedagdgicamente vectorizadas.

Historias de la cultura matematica, escritas desde el
punto de vista del educador matematico, y
relacionadas con las practicas sociales (v.g., la escolar).
Historia de la construccién condicionada, situada y
orientada de ideas matematicas.

Historia-problema que parte de los problemas
manifestados en las practicas pedagadgicas.
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Documento Pregunta Respuesta

(Miguel & Miorim, 2011) Cémo A través de una secuencia de acciones, a saber:

e Construccién de memorias individuales y colectivas
en relacién con temas matemadticos.

e Proposicidn de preguntas de investigacion sobre los
temas.

e Didlogo con las memorias de quienes promueven
las transformaciones educativas en Matematicas.

e Didlogo con las comunidades de memorias oficiales.

e Didlogo con comunidades de memorias
representadas por profesores y estudiantes.

e Elaboracién de textos que contemple la
complejidad de los didlogos con las diferentes
comunidades de memoria.

Tabla 60 Ideas de HM—CPM tratadas en Histdria na educagdo matemadtica - Propostas e desafios

Como lo mencionamos en 2.1.5.13 el libro tiene cuatro capitulos que refieren a la relacion

en cuestion; tres de ellos aluden especificamente a usos de la HM en programas de

educacion de futuros profesores y profesores en ejercicio. El cuarto de los capitulos

(Smestad, 2011b) presenta un estudio en torno a las concepciones sobre la HM que tienen

cuatro profesores de Matemadticas y nos parece que no aporta informacion significativa a

las preguntas con las que estamos abordando la relaciéon HM—CPM.

75.

Historia de las Matematicas para la educacion de profesores de primaria o:
é¢puedes hacer algo aun si no es mucho?*?® (Smestad, 2011a). En este documento el
autor describe aspectos especificos del contexto noruego de educacién de
profesores y da algunos ejemplos de diferentes maneras en que trabaja la HM con
futuros profesores de matematicas de primaria y bdsica. Sefiala que usualmente hay
restricciones de tiempo curricular para el trabajo, que la formacién con la que llegan
los estudiantes es muy basica y que lo que se hace de Historia debe ser parte de un
tratamiento mas amplio de las Matematicas. Como propdsitos de aprendizaje
relaciona: ver que los problemas que los estudiantes enfrentan a menudo se han
presentado en la Historia, obtener un sentido general de que las Matematicas se
han desarrollado y darles una dimensiéon humana vy cultural, reconocer diferentes
maneras en que la Historia se puede incluir en la ensefianza, y conocer qué
preguntas sobre el origen de algunos términos tienen respuesta; mas alla de ello,
desea que sus estudiantes saboreen la Historia y deseen aprender aun mas. Aclara
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76.

que procura que la Historia que integra sea mucho mds que anécdotas y biografias,
gue intenta que sus estudiantes adviertan que esta agrega valor a la ensefianza de
las Matemadticas y que en sus clases copia ideas provenientes de conferencias y
articulos. Como parte central del documento presenta estrategias o maneras en que
trabaja con la HM, a saber: como parte de una conferencia, con fuentes originales,
en la elaboracion de proyectos de inclusién de la Historia en tareas escolares, en la
realizacion de tareas desde la Historia y a través de juegos etimoldgicos. Para ilustrar
como emplea la Historia en las conferencias, presenta aspectos de una conferencia
sobre la historia del dibujo en perspectiva; particularmente muestra el uso que hace
de cuatro pinturas que proceden de distintas épocas (4000 afios a.C., 1410, 1509 y
1919) que exhiben distintos manejos de la perspectiva. Aclara que a través de ello
los estudiantes ven que una parte de las Matematicas se han desarrollado a lo largo
del tiempo ligadas a problemas artisticos y matematicos, reconocen un vinculo entre
Matematicas y arte y, con ello, advierten que las Matematicas no son estériles.
Como ejemplo del trabajo con fuentes originales menciona cdmo enfrenta a los
estudiantes a leer la primera parte del “Liber abaci” en la cual Fibonacci explica en
extenso el uso de los numerales hindu-arabigos; a través de ello los futuros
profesores reconocen que algo que es familiar para ellos puede no serlo para sus
estudiantes y que hay contribuciones de culturas no europeas a las Matematicas
gue se estudian en la escuela. Con relacién a los proyectos no da mucha
informacién, aunque sefiala que su realizacion es muy exigente y provechosa.
Respecto de las tareas desde la Historia sefiala que todas tienen contenido
matematico y brindan a los estudiantes la oportunidad de discutir los problemas en
grupo; exhibe tareas de Geometria y abogados medievales, de algoritmos de
multiplicaciéon a través del tiempo y de teoria de la probabilidad. Los juegos
etimolégicos refieren al trabajo con los significados de palabras especificas (v.g.,
trigonometria, intervalo o asintota). Concluye que la respuesta a la pregunta del
subtitulo del capitulo es un si y que procura hacer algo, aunque no sea suficiente ni
magnifico, a través de la integracion de la HM en la formacién de docentes.

Reflexiones y revision: evolucion de las concepciones de un curso de uso de la

Historia'*®

, (Clark, 2011). La autora presenta informacion de la evolucidon durante
cuatro semestres de un curso titulado “Uso de la Historia en la ensefianza de las
Matematicas” que, en esencia, procura crear oportunidades para que los futuros

profesores de Matematicas consideren usar la HM en la ensefianza. Dicha evolucién
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es registrada y analizada a través de un proyecto que planted como preguntas
iniciales: éen qué manera el estudio de la HM impacta el conocimiento matematico,
historico y pedagdgico de los futuros profesores?, équé reportan ellos como aspecto
significativo de su aprendizaje de la HM? y ¢qué tipo de experiencias de aprendizaje
son mds prometedoras para incrementar el conocimiento critico de los futuros
profesores? Informa que los estudiantes al inicio del curso, en varias de sus
versiones, manifiestan un desconocimiento, y hasta cierta apatia, en torno a la
incorporacion de la Historia en la ensefianza de las Matematicas, razon por la cual
ella disefid actividades y tareas que esperaba proporcionaran a los futuros
profesores de aprendizajes matemdticos que los motivara a planear el uso de la
Historia; asimismo reporta que el conocimiento matematico y pedagodgico de los
estudiantes es muy heterogéneo y en algunos casos escaso. Reporta que son tres los
focos del curso: trabajar con ideas matematicas que evolucionan con el tiempo,
estudiar y discutir las influencias histéricas y culturales sobre —y debido a— el
desarrollo de las Matematicas, y desarrollar el conocimiento pedagdgico necesario
para integrar una perspectiva histdrica en la ensefianza escolar de las Matematicas.
Desde el punto de vista metodoldgico el curso implicaba la asignacion de unas
lecturas previas que procuraban soportar la adquisicion de nuevo conocimiento
(historico y biogréafico para situar adecuadamente el tema, asi como de fuentes
originales para iluminar un concepto matematico clave). Durante las sesiones los
estudiantes examinaban en detalle el concepto matematicos desde las fuentes
primarias; ademas en las sesiones desarrollaban tareas que les comprometian con
las Matematicas (desde una orientacion historica) y con la consideraciéon de las
implicaciones pedagdgicas de sus investigaciones histéricas. La autora muestra
entonces, con sumo detalle, la evolucién del proyecto final del curso, el cual en un
primer momento (y durante dos semestres) consistié en el disefio de una unidad
didactica que incluia una amplia variedad de partes y requisitos; ante los resultados
no muy satisfactorios de este tipo de proyecto, se decide cambiar al disefio de una
leccion modelo, tarea que implica no solo menos requisitos sino,
fundamentalmente, la posibilidad de profundizar en una tematica, lo cual exigié ser
mas selectivos en las fuentes consultadas, asi como, emplear mas tiempo en su uso,
y asi aprender mas desde la indagacién que realizaban. Asimismo, las lecciones se
centraron ya no solo en actividades de inicio o en temas basicos, sino que abordaron
asuntos mas complejos (v.g., el infinito, las sucesiones, leyes de senos y cosenos,
teselaciones). Al final del capitulo se plantean algunas reflexiones y conclusiones;
una de ellas reconoce la manera en que los futuros logran re-aprender asuntos
matematicos que seran objetos de su ensefianza y los llegan a comprender de
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manera mas profunda y atil para su ejercicio profesional, otra refiere la necesidad
de continuar en la reflexion y evolucién del curso.

77. Cartografia de nuestro herencia para el curriculo: Estrategias histdricas y
pedagégicas para el desarrollo profesional de profesores™!, (Rogers, 2011). El
autor resefia la situacién actual del curriculo para las Matematicas escolares en
Inglaterra y Gales, el cual se basa en cuatro habilidades funcionales (representar,
analizar, interpretar y evaluar, y comunicar y reflexionar) y tiene como uno de sus
conceptos claves el reconocer las ricas raices histdricas y culturales de las
Matematicas. En seguida menciona que ello genera un reto para la formacién de
profesores, por cuanto la mayoria no tiene una formacién histérica suficiente o no
estan dispuestos a aprender asuntos nuevos, y hay carencias en los recursos
disponibles para la formacion requerida. Una estrategia alterna es examinar las
ideas fundamentales existentes y producir materiales enriquezcan las experiencias
matematicas de los estudiantes y profesores. En este sentido se reconoce la
existencia de una tradiciéon de produccién, estudio y uso de materiales que
promueven procesos de aprendizaje enriquecidos y el compromiso con los
problemas matemadticos; esta tradicion podria ser aprovechada para introducir
materiales histéricos en el aprendizaje basado en la actividad. Por otra parte,
reconociendo y posicionandose en la discusion académica acerca de la naturaleza de
la HM vy sus implicaciones para la educacién en Matematicas, establece que los
educadores matematicos cuentan con un medio de trasmitir el patrimonio al
construir puentes entre el contenido curricular y lo que se sabe de HM. Ello requiere
elaborar una cartografia de la herencia, para lo cual se opta por la elaboracién de
mapas de conceptos (no necesariamente planos ni estaticos) a través de los cuales
se elaboran narrativas de —y orientaciones en— el mapa. Para ilustrar ello, el autor
presenta informacién acerca de una propuesta de resignificacion del método de
completar el cuadrado, basado en trabajos histéricos y en la construccién de
diagramas de la evolucién del problema desde los babilonios hasta el Renacimiento
italiano. También presenta un mapa de conceptos en torno a una reticula cuadrada
de puntos, entendida como situacidén candnica, en tanto que a través de ella y en
torno a ella se pueden desarrollar un amplio rango de actividades e ideas (v.g., la
aritmética pitagdrica y sus conexiones con la Geometria, la racionalidad e
irracionalidad, el dangulo recto en el semicirculo); igualmente exhibe un mapa en

Bt Mapping Our Heritage to the Curriculum: Historical and Pedagogical Strategies for the Professional Development of
Teachers.
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torno a la raiz cuadrada (tableta YBC 7289) en donde se incluyen referencias y
lecturas, asi como aspectos del curriculo y recursos. En suma, el autor propone que
la elaboracién de tales mapas de conceptos constituye una estrategia que posibilita
poner a estudiantes y profesores en contacto con las raices culturales e histéricas de
las Matemadticas”.

La Tabla 61 sintetiza las ideas planteadas en los cuatro capitulos.

Documento Pregunta Respuesta

(Smestad, 2011a) Qué Algo mas que anécdotas y biografias.
Historia evolutiva.
Fuentes originales.
Problemas histéricos.
(Smestad, 2011a) Para qué Ver que los problemas que los estudiantes enfrentan a
menudo se han presentado en la Historia.
Obtener un sentido general de que las Matemdticas se
han desarrollado y darles una dimension humana y
cultural.
Reconocer diferentes maneras en que la Historia se
puede incluir en la ensefianza.
Conocer qué preguntas sobre el origen de algunos
términos tienen respuesta.
Saborear la Historia y desear aprender ain mas.
(Smestad, 2011a) Cémo Incorporando la Historia en conferencias.
Leyendo fuentes originales.
Realizando proyectos que incluyen la Historia en tareas
escolares.
Desarrollando tareas de contenido histérico.
Indagando la etimologia de algunas palabras
matematicas.

(Clark, 2011) Qué Ideas matematicas que evolucionan con el tiempo.

(Clark, 2011) Para qué Crear oportunidades para que los futuros profesores de
Matematicas consideren usar la HM en la ensefanza.

(Clark, 2011) Cémo Lecturas previas de fuentes originales y de informacion
historica.

Discusion de las fuentes originales.

Desarrollo de tareas matemadticas con orientacion
histérica.

Realizacién de un proyecto de inclusion de la Historia
en la ensefianza en una unidad didactica o en una

leccién.

(Rogers, 2011) Qué La herencia o patrimonio matematico ligado al curriculo
en Matematicas.

(Rogers, 2011) Para qué Advertir y apropiar la riqueza histdrica y cultural de las
raices de las Matematicas.

(Rogers, 2011) Cémo Construccién y lectura de mapas de conceptos, sus

narrativas y orientaciones.
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78.

Tabla 61 Ideas de HM—CPM tratadas en Recent Developments on Introducing a Historical Dimension in

Mathematics Education

Historia de las Matematicas en la Educacion del profesor de Matematicas, (Clark,
2014). La autora del capitulo divide su exposicidn en siete secciones. En la primera
resume los argumentos que abogan por el uso de la Historia en la educacién en
matematicas. En las dos siguientes exhibe el papel que ha jugado la HM en Ia
formacion de los profesores en distintos paises o regiones. En este sentido expresa
gue ha habido llamados de académicos y de instituciones que orientan la educacion
en Matematicas de las poblaciones y la formacién de los profesores de Matematicas,
que promueven la necesidad de un conocimiento histérico como parte del
conocimiento del profesor, a favor de una enseiianza de las Matematicas que
muestre aspectos no necesariamente técnicos de estas, que revele su caracter
evolutivo, creciente y humano, que favorezca la comprensidn y contextualizacion de
los objetos matematicos y que permita ver su relacién dialéctica con otras
disciplinas. Estos llamados cobran un sentido mas preciso cuando en distintas
sociedades se hacen sugerencias (y en algunos casos, exigencias) para que las
Matematicas escolares incluyan aspectos culturales o histéricos del desarrollo de las
Matematicas. Algunos de estos llamados se han concretado en parametros de
calidad que se exigen a los programas de formacion de profesores de Matematicas y
que se interpretan y valoran, casi siempre a través de la existencia de al menos un
curso de HM, pero no en todos los programas este es obligatorio y no existe una
uniformidad en los syllabus de estos; la variedad de enfoques es lo comun.

En la cuarta seccion, luego de resefiar la existencia del grupo HPM, asociado al ICMI,
menciona que existen varias y diversas razones para integrar la Historia a la
ensefianza de las Matematicas, pero que en varios de los contextos educativos estas
pretensiones ceden ante las exigencias que se hacen a los curriculos altamente
estandarizados, los cuales son objeto de mediciones para verificar su productividad
o eficiencia. No obstante esta condicidn, existe una comunidad académica que
propende por el estudio sistematico de la integracién de la Historia a la ensenanza.
Dicha comunidad enfrenta el problema de disponer de suficientes investigaciones y
experiencias empiricas de dicha integracién y de sus efectos, lo cual contrasta con
una abundante literatura tedrica (y en cierto sentido propagandistica) al respecto;
una de las razones de esta situacion es precisamente las carencias en la formacion
histérica de los profesores de Matematicas y de sus formadores.
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En la quinta y sexta seccion, la autora presenta ejemplos de estudios empiricos
conducidos con futuros profesores de Matematicas de primaria o secundaria,
respectivamente. Inicialmente advierte que los estudios para el caso de los
profesores de primaria son escasos, que varios tienden a centrarse en asuntos como
las creencias y actitudes, y que, quizd debido a la variacién entre las ofertas
formativas, podria haber mucha variacidn entre los estudios. A través del primer
estudio se cuestiona la efectividad de la aproximacion histdrica en la modificacidon
de creencias tradicionales acerca del aprendizaje y la ensefianza de las matematicas,
en tanto que en el segundo estudio se valora de manera negativa la experiencia de
desarrollar dos cursos fundamentados en la Historia, pues o bien se incrementaron
las actitudes negativas hacia las Matematicas o no se lograron establecer las
conexiones entre el contenido y las actividades de los cursos, quiza debido a que los
futuros profesores no percibieron que hubiese una diferencia sustancial, en
términos de experiencias, entre un curso habitual y uno fundamentado en la HM; los
autores del segundo estudio recomiendan tener muy presente que los temas
abordados histdricamente estén mejor correlacionados con los temas que los
profesores ensefnaran. El tercer estudio exhibe aspectos de la construccién de un
cuestionario para evaluar las actitudes y creencias hacia el uso de la HM en la
educaciéon en Matematicas, en tanto que el cuarto refiere a un proyecto de
investigacion sobre el uso que se daria a la Historia en un curso de formacion de
profesores. Para el caso de la formacion de profesores de secundaria, la autora opta
por dividir en dos grupos los estudios: aquéllos en que la HM constituye el relato
sobre las Matemadticas y aquellos en que la Historia influye en el conocimiento de los
futuros profesores. Entre los resultados de los estudios pertenecientes al primer
grupo se destacan: una preferencia al uso de la Historia como relato mas que un uso
de las estrategias y métodos histéricos, problemas histéricos o fuentes primarias; el
incremento no significativo de las actitudes hacia la incorporacién de la HM en la
ensefianza y la variedad de maneras que un grupo de futuros profesores expresd
para lograr tal incorporacién en casos concretos; y la necesidad de estudiar
sistematicamente el disefio de los cursos de HM para profesores. En el segundo
grupo se relacionan ejemplos que permiten evidenciar: que ha habido pocos
estudios acerca de la formacién matematica necesaria para estudiar HM y cémo
esta puede servir para reflexionar sobre el conocimiento matematico aprendido;
que el estudio de la Historia puede llegar a impactar de diferentes maneras los
artefactos producidos por los futuros profesores al construir secuencias didacticas y
gue dicho estudio requiere estar acompafiado de cierta motivacion; y que valorar el
efectivo cambio que la Historia puede llegar a lograr en la comprension de una
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temdtica matematica, por parte de los futuros profesores, no es un asunto sencillo,
y que tal valoracién puede constituir un aspecto que influya en la concepcion sobre
la pertinencia de usar la HM en la ensefianza.

Finalmente, en la séptima seccidén se presenta informacién sobre seis estudios
realizados a usos de la HM en clase de Matematicas, promovidos por profesores; al
respecto se resalta que las ideas de incorporacién de la Historia no provenian de los
profesores mismos sino de académicos o formadores de profesores. Se concluye
entonces que “aunque el progreso es evidente, las preguntas y retos respecto al
papel de la Historia de las Matematicas en la educacién del profesor de matematicas
se mantienen.” (p. 788)

La Tabla 62 muestra una sintesis de las ideas, a propdsito de las preguntas sobre la
relacion HM—-CPM.

Documento Pregunta Respuesta

(Clark, 2014) Qué Historia como relato.

Historia de métodos, estrategias y problemas.
Fuentes primarias.

(Clark, 2014) Para qué El profesor puede integrar la HM a la ensefianza.

El profesor logre mostrar aspectos culturales e
historicos de las Matemiticas.

(Clark, 2014) Por qué Ha habido llamados de académicos e instituciones a
favor de un conocimiento histérico como parte del
conocimiento del profesor.

(Clark, 2014) Cémo A través de cursos de HM.

A través de fundamentar histéricamente cursos de
Matematicas o de métodos de ensefanza.
Tabla 62 Ideas de HM—CPM tratadas en International Handbook of Research in History, Philosophy and
Science Teaching

3.2 Andlisis y clasificacion del contenido de los documentos

Mas alld de disponer, a través del contenido de 3.1, de un nimero amplio de resimenes
de los articulos y capitulos, queremos reconocer en estos y en las sintesis de las ideas
planteadas, la respuesta que cada uno de los autores hubiese dado a una entrevista
configurada por las preguntas centrales que le hemos planteado a la relacién HM—-CPM, a
saber: por qué, para qué, qué y cdmo de la HM en el CPM. Reconocemos si, que ellos no
necesariamente han escrito los documentos para responder las preguntas; en este
sentido, no valoramos negativamente la ausencia de respuesta a alguna de las preguntas y
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advertimos que hemos procurado aprovechar el contenido de los documentos para
explicitar las posturas de los diferentes autores.

Como se puede haber evidenciado de la lectura de los articulos y capitulos reseifiados en
3.1, estos documentos presentan posturas muy diversas en torno a la relaciéon HM—CPM;
ahora, nuestra tarea, para cada una de las preguntas con la que hemos procurado
organizar inicialmente el contenido de los documentos, consiste en analizar y clasificar
dicha informacion a través de la identificacién de algunas categorias que se reconocen en
los documentos mismos. Para ello nos hemos valido del contenido de las tablas que en 3.1
sintetizan los planteamientos y a partir de ellas hemos establecido grupos de respuestas
que conllevan a categorias o tipos de posturas. Veamos entonces los resultados obtenidos
en relacién con cada pregunta.

3.2.1 ¢Por qué se plantea la apropiacion del conocimiento historico de las
Matematicas por parte de los profesores (en formacion o
ejercicio)?*®

Inicialmente reconocemos que esta pregunta se deberia contestar con las razones —y no
con las intenciones— de incorporar la HM en la educacion de los profesores;
consideramos necesario hacer esta precisiéon pues en varios documentos identificamos
una cierta mezcla o confusion entre estos dos asuntos, probablemente debida a la
relacion que se podria establecer entre las respuestas a las preguntas sobre el porqué vy el
para qué, o quiza porque la palabra inglesa why —utilizada en expresiones como Why to
use History in Mathematics Education? o Why Teach History of Mathematics?, que
aparece como parte fundamental de algunos de los documentos estudiados— puede
referirse a ambos interrogantes.

Ahora bien, desde nuestra interpretacion y analisis, la pregunta en cuestién la responde el
conjunto de documentos consultados (reportados en 3.1) arguyendo cuatro argumentos o
razones fundamentales. So pena de no ser exhaustivos, consideramos que la HM se
incorpora en la educacidn de los profesores porque: existen gentes o comunidades que
tienen interés en hacerlo, hay una valoracién social de la historicidad de las Matematicas,
se reconoce en la HM una cornucopia de visiones, y se asume la HM como una fuente de
artefactos potencialmente convertibles en herramientas para la actividad docente. El

132 £] contenido de este y el siguiente titulo es una reelaboracion sustancial de una ponencia en un eventos académico
(Guacaneme, 2011). En aquella se reconocieron solo algunos de los porqués discutidos acd, pues para esa oportunidad la
literatura consultada habia sido menor; ademas el estilo de presentacion de resultados y la discusién de los mismos
presenta cambios importantes. No obstante lo anterior, algunos textos se corresponden literalmente.
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siguiente diagrama representa el conjunto de respuestas a la pregunta sobre el porqué y
cada uno de los subtitulos siguientes refiere las ideas sustraidas de los documentos.

Existencia de académicos
interesados en HM—-CPM

HM como parte de las Matematicas

HM favorece la identidad cultural y cientifica

Valoracién social de HM

HM es una exigencia del Estado

HM acorde con una ideologia politica

Vision de la actividad matematica

éPor qué?

HM constituye una
cornucopia de visiones

Vision del conocimiento matematico

Visién de los objetos matematicos

Mirada epistemoldgica y el pensamiento matematico

|| HM configura una fuente de | |

Insumos para el aula, la reflexién y el curriculo
artefactos

‘ Vision de las Matematicas ‘

Competencias personales y profesionales

Imagen 3 Respuestas a la pregunta por qué HM en el CPM.

La pregunta en cuestidon encuentra en la descripcidn sobre la situacion de la ensefianza de
la HM en programas de formaciéon de profesores en varios paises, realizada por Schubring
y sus colegas (2000), informacidon valiosa no contemplada en otros documentos. De alli,
inicialmente, podemos inferir que la existencia de una propuesta educativa de apropiacién
de la HM por parte de los profesores no depende directamente de la existencia de una
amplia tradicion en HM ni de la existencia de una comunidad matematica consolidada,
reconocida y comparativamente importante; consideramos que ello es asi, pues ni
historiadores ni matemadticos estdn conminados a realizar su trabajo persiguiendo
objetivos o aplicaciones pedagdgicas —que vayan mas alla de la simple comunicacién de
resultados— y menos en el campo de la formacién de profesores. No obstante esta
respuesta en negativo, se reconoce que una constante que ha favorecido la inclusién de la
HM en la educacién de los profesores, en principio aparentemente obvia, si ha sido la
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existencia de personas o equipos con alguna formaciéon en HM y133 una preocupacion por
la formacién de los profesores de Matematicas. Es bastante probable que esta condicién
tenga mas efectos practicos, que la existencia de argumentos académicos para que la HM
haga parte de los programas de formacidon de profesores de Matematicas; en efecto,
sabemos que existen programas que no ofrecen una educacion en HM a los futuros
profesores, por ausencia de quién oriente esta formacién y no por una subvaloracién de la
HM misma.

Ahora bien, de las posturas de Schubring et al. (2000) y Clark (2014), colegimos que la
existencia de los académicos que satisfacen la condicion mencionada inmediatamente
antes, se puede considerar como una respuesta de facto al llamado que han hecho
comunidades y académicos a favorecer un componente histdrico como parte de la
formacion de los profesores de Matematicas.

Copiamos en la Tabla 63 la sintesis de la informaciéon que sustenta e ilustra la anterior
categoria.

Documento Respuesta

(Schubring, et al., 2000) Hay acuerdos en las comunidades académicas sobre la necesidad de la
HM en la formacidn de docentes de Matematicas.

(Schubring, et al., 2000) Existen iniciativas personales o de equipos de profesores, mas que
institucionales, para promover la formacién en el conocimiento histérico.
(Schubring, et al., 2000) Se configuran “instituciones” para favorecer la formacion en aspectos
histéricos de los profesores de Matematicas.

(Clark, 2014) Ha habido llamados de académicos e instituciones a favor de un
conocimiento histérico como parte del conocimiento del profesor.

Tabla 63 Documentos e ideas que sustentan la primera categoria en relacion al por qué

A partir del mismo documento (Schubring, et al., 2000) reconocemos que la inclusién o
exclusién de la HM en la formacién de profesores atiende a valoraciones sociales de la
historicidad de las Matematicas. Dichas valoraciones tienen diferentes expresiones.

Una postura extrema con relacion a tal valoracién, y por ende polémica, es la expuesta por
Heiede (1992, 1996) para quien la HM es parte sustancial de las Matematicas y, por tanto,
no puede haber auténtica ensefianza de las Matematicas sin incluir en esta su historia;
muestra de tal postura es la declaracién (citada en 3.1.1.14) a partir de la cual aboga por
una formacién en HM para los profesores, lograda a través de su educacién en
Matematicas o bien en cursos especializados.

133 . . .. . ;. ..
Resaltamos la conjuncién de estas dos condiciones pues ninguna de ellas es en si misma suficiente.
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En una linea argumentativa similar a la de Heiede, pero con un énfasis sociocultural,
ubicamos, como una segunda expresion de la valoracién, la experiencia de varios paises
(v.g., Marruecos, Brasil, Polonia, Portugal, China, Mozambique) —reportada por Schubring
y sus colegas (2000) en lo que antes (3.1.2.5) ubicamos en el primer, tercero y séptimo
grupo de paises— que en un intento de reivindicar su propia produccién y actividad
matemadtica —sin desconocer ni rivalizar con las Matematicas occidentales ni con su
hegemonia— han incorporado en la formacién de profesores de Matematicas el estudio
de la historia de “sus” Matematicas o, si se prefiere, de “su historia” de las Matematicas.
Igualmente, en esta expresion, localizamos los planteamientos de Anacona (2003), al
referirse a la Historia social de las ciencias, respecto del lugar de los elementos
socioculturales en la HM y su papel en la determinacién de una cultura académica propia:

Desde este tipo de estudios se espera contribuir a una mejor comprension de las condiciones
de nuestra insercidn histérica en la modernidad y a una caracterizacion de una cultura
matematica y educativa propia. (Anacona, 2003, p. 35)

Por otra parte, pero desde nuestra dptica también ligado a la valoracién social de la
historicidad de las Matematicas, debemos reconocer que la respuesta al por qué se
relaciona con las exigencias o politicas del Estado sobre la formacion de profesores; estas
exigencias se expresan, por ejemplo, en los casos de Austria e Italia —reportados por
Schubring y sus colegas (2000)— en la inclusion de un componente histérico o filoséfico
de las Matemadticas en los examenes requeridos para poder ejercer la docencia y, por
ende, la inclusidon de este en la educacién de los profesores.

Una cuarta expresién de la valoracidon de la historicidad de las Matematicas se reconoce
en la descripcion que presenta Schubring y sus colegas (2000) del caso chino, ruso vy
alemadn, especificamente cuando aluden a la presencia o ausencia de una ideologia
politica y su consecuente valoracién de la Historia y, en consecuencia, de la Historia de las
Ciencias y de la HM.

De las cuatro expresiones mencionadas antes, respecto la valoracién social de la
historicidad de las Matematicas, las Ultimas tres contienen una alta carga de especificidad
cultural y, por ende, podrian ser poco validas para todo contexto. Por ejemplo, en paises
sin una marcada tradicion de actividad y productividad matematica, no tendria mayor

n”

sentido abogar por una reivindicacion de la historia de “sus” Matematicas; ante la
inexistencia de una politica especifica de evaluacién de profesores de Matemadticas, no
hay razén para considerar la exigencia de la HM en los examenes de certificacién de

idoneidad profesional que se le apliquen a los profesores, independientemente de su area
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o disciplina de formacidn; o, en paises con ideologias politicas contrarias al marxismo
podria existir una oposicion a la valoraciéon de la historicidad. La primera de tales
expresiones genera enorme discusién en la comunidad de matematicos, sobre todo en
aquellos que valoran las Matematicas por sus resultados (v.g., teorias, teoremas,
demostraciones, aplicaciones), mds que por la actividad matemdatica misma que estos
implican y promueven.

La Tabla 64 recapitula la informacion resefiada antes.

Documento Respuesta
(Heiede, 1992) Porque la historia de un asunto es parte del asunto.
(Anacona, 2003) Aporta al reconocimiento de la identidad cultural/educativa.

(Schubring, et al., 2000) Existe una legislacion sobre la formacion docente que incluye la
formacion en asuntos histdricos de las Matematicas.

(Schubring, et al., 2000) La presencia de la HM es coherente con tesis filosdficas/politicas (v.g., el
marxismo) respecto al lugar de las condiciones sociales en el desarrollo de
las ideas.

Tabla 64 Documentos e ideas que soportan la segunda categoria en relacion al por qué

En la mayoria de los documentos que se refieren a la relacion “HM—-EM” se identifican
argumentos, de un orden un tanto diferente a las razones antes expuestas, que también
apoyan la respuesta a la pregunta en cuestién; muchos de tales argumentos son
expresados respecto del uso de la Historia en la ensefianza de las Matematicas y algunos
se refieren a programas de formacion o niveles de educacion diferentes a los de la
educacion del profesor de Matematicas. En el espectro documental se encuentran
también algunos trabajos (Fried, 2001; Gulikers & Blom, 2001; Jankvist, 2009a; Tzanakis,
et al., 2000; Tzanakis & Thomaidis, 2000) que recopilan, categorizan y discuten listas de
tales argumentos y que podrian ser reinterpretadas a la luz de la pregunta que estamos
contestando. Sin embargo, hemos identificado varios documentos que, en torno a la HM—
CPM precisan su racionalidad estableciendo que la HM ofrece visiones sobre la actividad
matematica, las Matematicas, el conocimiento matematico y los objetos Matematicos.
Veamos con mayor detalle los planteamientos para cada una de tales visiones.

Diferentes autores plantan que el estudio de la HM proporciona visiones de la actividad
matematica que, en general, distan o complementan a aquellas que se consiguen desde el
estudio de los resultados matematicos en si mismos. En estas posturas, de manera
particular, se alude a una perspectiva de la actividad de creacién, generalmente oculta en
la formulacién deductiva de los resultados, y de la actividad de comunicaciéon de los
resultados de la actividad matematica. Asimismo se reconoce que la actividad matematica
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ha estado guiada por muy diversas razones (v.g., utilitarias, internas a las Matematicas,
problemas de otras disciplinas, estéticas, curiosidad intelectual, retos, placer, recreativas)
y ha estado influida por factores sociales y culturales. Igualmente, se ve a las Matematicas
como actividad humana exigente, que incorpora errores, argumentos heuristicos,
incertidumbre, dudas, argumentos intuitivos, controversias y aproximaciones alternativas
a los objetos matematicos, mas que como sistema de verdades. Adicionalmente, se
asegura que estas visiones sobre el “hacer Matematicas” ofrece un marco de referencia
para recrear en la ensefianza los aspectos centrales de tal actividad, en tanto ideal de la
actividad escolar.

La Tabla 65 refiere los documentos e ideas que apoyan la anterior postura.

Documento Respuesta

(Arboleda, 1984) La HM es el medio para revelar la actividad matematica, los procesos de
creacion de las ideas matematicas y tomar conciencia del funcionamiento
de la investigacién en Matematicas.

(Gonzélez Urbaneja, = Apoya la propuesta de un aprendizaje activo a través de la cual se

1991) recreen, a través de una actividad investigadora, los procesos de
elaboracién cientifica.

(Gonzélez Urbaneja, Ofrece una visidon sobre los ingentes esfuerzos que exige un resultado

1991) matematico.

(Guyot, et al., 1993) Ofrece un panorama sobre la creacion y produccién del conocimiento
matematico.

(del Rio Sanchez, 1997) Ofrece principios que orientan la accidon docente y condicionan la accidn

del discente (v.g., la resolucion de problemas como fuente de actividad
matematica, el trabajo en y sobre estrategias para hacer matematicas).
(Sierra Vazquez, 2000) Muestra que las Matematicas son una actividad humana incardinada en
su contexto.

Tabla 65 Documentos e ideas que soportan la primera parte de la tercera categoria en relacidén al por qué

Son varios los documentos que establecen que el estudio de la HM favorece una visién de
las Matematicas en si mismas. De la(s) vision(es) propuesta(s) sobresale el hecho de que
se reconoce a las Matematicas como una ciencia vinculada o en estrecha relacidon con
otras ciencias y demds manifestaciones del espiritu humano, y determinada por —y
determinante para— los contextos culturales histdricamente ubicados, asi como por el
caracter altamente humano en los procesos de creacidon y comunicacién. Ademas, llama la
atencién que hay coincidencias al advertir que la visién emergente desde la HM subvierte
sustancialmente otras visiones configuradas en ausencia de esta, particularmente las
visiones que asumen las Matematicas como ciencia auténoma e independiente, escindida
de cualquier manifestacion subjetiva o cultural y altamente absolutista y atemporal.
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Naturalmente, varios de los autores destacan que estas visiones emergentes de la HM
ofrecen un marco de referencia alterno al usual, para procurar desarrollar en las aulas de
Matematicas enfoques mds coherentes con tales visiones vy, asi, con la naturaleza de las
Matemadticas mismas.

La Tabla 66 ofrece un panorama sintético de las fuentes de las ideas expresadas antes.

Documento Respuesta
(Gonzalez Urbaneja, = Permite subvertir creencias (v.g., identificar a la Matematica Moderna
1991) como una profunda revoluciéon frente a las matematicas tradicionales,

asumir las Matemadticas como lenguaje mas que como ciencia, o
reconocer en el rigor —como valor supremo de las Matematicas— la Unica
via para acceder a resultados matematicos).

(Gonzalez Urbaneja, = Ofrece un panorama de vinculo entre las Matematicas y las demas
1991) ciencias y, en general, con la Cultura.

(Isaac, et al., 2000) Permite redefinir percepciones sobre las Matematicas.

(Gulikers & Blom, 2001 Ofrece la oportunidad de desarrollar un enfoque multicultural en el aula 'y

de interrelaciéon de las Matematicas con otras disciplinas e incluso de
interrelacion de dominios matematicos.

(Anacona, 2003) Permite ganar conciencia sobre la naturaleza de las Matematicas y sus
consecuencias en la ensefianza.

(Anacona, 2003) Configura un camino de aprendizaje y reflexién sobre la naturaleza y
dindmica de las Mateméticas.

(Anacona, 2003) Ofrece la posibilidad de mostrar los nexos entre las Matematicas y otras
producciones culturales de la humanidad.

(Anacona, 2003) Permite reconocer las relaciones entre Matematicas y experiencia.

(Jankvist, 2009a) La Historia, como herramienta, es un factor de motivacién pues ayuda a

mantener el interés en las Matematicas, le da un caracter mas humano a
las Matemadticas, o permite reconocer que los matematicos también
tuvieron dificultades en lo que le genera dificultad a los estudiantes.
(Jankvist, 2009a) La Historia, como meta, permite reconocer que las Matemadticas existen
en el tiempo y el espacio, evolucionan a través de la accién de los seres
humanos e influidas por las diferentes culturas, y obedecen a fuerzas
internas y externas.

Tabla 66 Documentos e ideas que soportan la segunda parte de la tercera categoria en relacién al por qué

En una direccién relativamente cercana a la anterior postura, pero con una especificidad
un tanto diferente, se identifican planteamientos que le atribuyen a la HM un lugar de
determinacién de una visidn del conocimiento matematico. En efecto varios autores
reconocen en la HM un laboratorio epistemolégico en el cual explorar el desarrollo del
conocimiento matematico, reconociendo en consecuencia entre otros asuntos, facetas
alternativas de este y apoyando la reflexidn filoséfica sobre el mismo.

La Tabla 67 recoge de manera sintética los planteamientos aludidos que soportan la idea
anterior.

220



Potencial formativo de la historia de la teoria euclidiana de la proporcion en la constitucion del conocimiento del profesor de matemdticas.

Documento Respuesta

(Gonzalez Urbaneja, Exhibe la fuerza creativa interna de las Matematicas.

1991)

(Guyot, et al., 1993) Plantea una nueva relacion con el conocimiento matematico.

(Radford, 1997) Constituye un laboratorio epistemoldgico para explorar el desarrollo del
conocimiento matematico.

(Furinghetti, 2000) La HM es fuente de reflexiones histdrico-epistémicas sobre el
conocimiento matematico.

(Sierra Vazquez, 2000) Constituye un laboratorio epistemolégico/curricular en el cual explorar el
desarrollo del conocimiento matematico.

(Anacona, 2003) Constituye un vehiculo para concebir el conocimiento matematico en sus
facetas no algoritmicas.

(Chassapis, 2007) La HM nutre la discusion filoséfica sobre el conocimiento matematico.

Tabla 67 Documentos e ideas que soportan la tercera parte de la tercera categoria en relacion al por qué

Asimismo varias de las posturas manifiestan que la HM ofrece una posibilidad Unica de
lograr visiones de los objetos matematicos; en este sentido se afirma que la HM permite
reconocer preguntas, problemas, tratamientos, acepciones, representaciones, formas de
pensamiento, etc. sobre objetos matematicos especificos. Igualmente, se sostiene que la
HM exhibe interrelaciones entre objetos matematicos o con objetos de otras disciplinas y
que revela la interdependencia de metaconceptos (v.g., demostracion, rigor, evidencia,
error) con el caracter evolutivo de los conceptos, de la formas de representacién y del
lenguaje. También se sostiene que la HM brinda opciones para acceder al estudio de los
objetos matemadticos y, por ende, al estudio de las Matematicas mismas, aportando
informacién sobre el caracter evolutivo de los objetos y sobre diferentes facetas de los
mismos.

Algunos de los documentos establecen que esta vision sobre los objetos puede ser
particularmente atil al profesor en su actividad docente, en tanto pueden llegar a
determinar los objetos mismos de las matemadticas escolares, sus enfoques vy
tratamientos.

En la Tabla 68 se copian las ideas y documentos en los que se desarrolla especificamente

lo anterior.
Documento Respuesta

(Boero, 1989) Fuente de ideas para la recontextualizacién de conceptos matematicos
como instrumentos de conocimiento de aspectos de la realidad.

(Boero, 1989) Oportunidad de trabajar los conceptos matemadticos como objetos de
estudio.

(Boero, 1989) Opcidn para abrir un discurso matematico.

(Gonzalez Urbaneja, Da una visién panoramica de los problemas y de la importancia de los

1991) temas matematicos.
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Documento Respuesta
(Gonzalez Urbaneja, Ofrece una vision profunda de los problemas, lo que contribuye a la
1991) comprension y consideracion de los contenidos matematicos impartidos.
(del Rio Sdnchez, 1997) Ofrece principios que orientan la accidon docente y condicionan la accidn

del discente (v.g., la importancia relativa de los objetos matematicos en
relaciéon con el contexto de desarrollo de las matematicas, el caracter
humano en la actividad matematica).

(Sierra Vazquez, 2000) Permite reconocer el surgimiento y la evolucion de conceptos,
procedimientos, procesos y teorias matematicas.

(C. O. Sudrez Aleman, Permite conocer la génesis y evolucién de los conceptos, lo cual facilita la

2003) comprension de los mismos y aclara el sentido para el que fueron
desarrollados.

(Gonzalez Urbaneja, Muestra una vision de las Matematicas y de sus objetos que supera la que

2004) se obtiene de su versidn tedrica y ofrece un panorama adecuado para

orientar su ensefanza.
Tabla 68 Documentos e ideas que soportan la cuarta parte de la tercera categoria en relacion al por qué

A través de algunos documentos se ofrece un panorama en el que se reconoce una
perspectiva prescriptiva de la HM como fuente de artefactos”", de diferente orden, que
favorecen el conocimiento del profesor de Matemadticas o que pueden ser usados en el
ejercicio docente.

Un conjunto de documentos se refiere a la metafora filogénesis/ontogénesis, adaptada al
ambito epistemoldgico y educativo desde la perspectiva evolucionista de la Biologia; otros
abordan la perspectiva de la recapitulacidon propia de la epistemologia genética y la
emplean como marco de referencia para el caso educativo. Asi, unos y otros establecen
una relacion entre la mirada epistemoldgica sobre la evolucidn del conocimiento
matematico, establecida por aproximaciones histdricas al mismo, y la evolucion del
pensamiento matematico de los individuos. Ligado a esto se establecen no solo rutas
paralelas entre la evolucién del conocimiento matematico en la humanidad y la evolucién
del aprendizaje de las Matematicas, o entre las condiciones y practicas que generaron un
desarrollo de las Matemadticas y los contextos para el aprendizaje de las Matemadticas
escolares, sino que también se establecen relaciones entre los obstaculos epistemoldgicos
relacionados con ciertos objetos matematicos y las dificultades o los obstaculos didacticos
en el aprendizaje de tales objetos. Todo ello, se reconoce como conocimiento necesario y
pertinente para el profesor de Matematicas, en tanto que puede orientar sus acciones y
decisiones didacticas y le ofrece un marco de referencia para interpretar dificultades en el
aprendizaje de las Matematicas.

3% En el sentido planteado por Verillon and Rabardel (1995), un artefacto llega a ser una herramienta cuando los
usuarios son capaces de emplearlo para sus propios propdsitos.
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La Tabla 69 retoma las ideas esbozadas en algunos documentos, que sustentan esta

modalidad u orden de artefactos.

Documento

Respuesta

(Gulikers & Blom, 2001)

Ofrece un marco de referencia para la discusion entre filogénesis y
ontogénesis adaptada al caso pedagdgico.

(Anacona, 2003)

Es un indicador de dificultades para la comprensidn.

(Gonzalez
2004)

Urbaneja,

Ofrece a través de una aproximacion genética opciones de

aproximaciones del aprendizaje.

(Jankvist, 2009a)

La Historia, como herramienta, puede jugar un papel de herramienta

cognitiva al promover puntos de vista o modos de presentacion
diferentes, o al permitir identificar y encarar los obstaculos
epistemoldgicos.

La Historia, como herramienta, permite reconocer la relacion entre
ontogénesis y filogénesis.

Tabla 69 Documentos e ideas que soportan la primera parte de la cuarta categoria en relacidn al por qué

(Jankvist, 2009a)

El reconocimiento de la HM como fuente de insumos para la actividad matematica en el
aula, para la reflexidon didactica de los objetos de las matematicas escolares, o para
condicionar aspectos de los curriculos matematicos, es un asunto tratado en varios de los
documentos. Precisamente tales documentos y una sintesis de sus ideas constituyen el
contenido de la Tabla 70.

Documento
(Radford, 1997)
(Winicki, 2000)
(Anacona, 2003)
(Anacona, 2003)

Respuesta

Es una fuente de problemas.

Genera una entrada a la discusion de asuntos diddcticos.

Constituye un elemento central en la elaboracién de un curriculo.

Ofrece un ambito para la elaboracién de actividades didacticas de
caracter histdrico.

Ofrece un rico manantial de problemas que pueden ser objeto de un
tratamiento ludico.

Constituye un instrumento para enriquecer culturalmente su ensefanza.

(Anacona, 2003)

(Gonzalez
2004)
(Miguel & Miorim, 2011)

Urbaneja,

La HM permite disponer de un punto de referencia para la
problematizacidon pedagdgica y la transformacién cualitativa de la cultura
matemdtica escolar.

Tabla 70 Documentos e ideas que soportan la segunda parte de la cuarta categoria en relacién al por qué

En algunos documentos se aduce que el estudio de la HM exige y promueve el desarrollo
de competencias personales y profesionales que van mas alld del conocimiento
matematico (v.g., leer, escribir, escuchar, buscar fuentes, discutir, analizar y hablar sobre
las Matematicas; sensibilidad, tolerancia y respeto hacia maneras no convencionales de
expresar ideas o resolver problemas; valoracién de la persistencia y el animo ante la
adversidad). En otros se plantea, de manera general, el caracter imprescindible, la utilidad
y la coherencia del conocimiento histérico de las Matematicas en relacidn con el CPM.
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La Tabla 71 recoge algunas de las ideas propuestas.

Documento Respuesta
(Sfard, 1995) El conocimiento de la HM es imprescindible para el profesor.
(Isaac, et al., 2000) Es util para la formacién profesional.
(Isaac, et al., 2000) Es pertinente y coherente con el quehacer docente.
(Gonzélez Urbaneja, | Constituye fuente de vocacién, motivacién, orientacion, inspiracién y
2004) autoformacién del profesor de Matematicas.

Tabla 71 Documentos e ideas que soportan la tercera parte de la cuarta categoria en relacion al por qué

3.2.2 ¢Para qué se procura la apropiacion del conocimiento historico de
las matematicas por parte de los profesores (en formacion o
ejercicio)?

En términos generales se puede afirmar que, desde el contenido de los documentos

resefiados en 3.1, la HM se introduce en la educacion de los profesores para dotar al

profesor de Matematicas de “instrumentos” para el ejercicio docente. Un grupo de tales
instrumentos se refiere a las visiones descritas como respuestas al porqué la HM en el

CPM y otro grupo se refiere a los artefactos también descritos alli. En este sentido,

identificamos una estrecha relacién entre las respuestas al porqué vy al para qué.

La Imagen 4 exhibe de manera sintética los grupos de respuestas a la pregunta sobre el
para qué HM en CPM, mismas que se desarrollan en seguida.

Vision de la actividad matematica

Vision de las Matematicas

Dotar al profesor de visiones

N — ——— ———

Visién de los objetos matematicos

éPara qué? =

Vision del conocimiento matematico ‘

-‘ Mirada epistemoldgica y del pensamiento matematico

Maneras de enseiar e insumos para el aula y el
curriculo

Dotar al profesor de artefactos =

{ Competencias personales y profesionales ‘

Imagen 4 Respuestas a la pregunta para qué HM en el CPM.

La mirada analitica a los documentos permite identificar un grupo de intenciones que se
refieren precisamente a cada una de las visiones reportadas antes como respuestas
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especificas a la pregunta sobre los porqués de apropiar la HM a favor del conocimiento del
profesor. En este sentido, y de manera general, podria inferirse que los autores estan
reconociendo que construir y disponer de una posicién respecto de la naturaleza de la
actividad matematica, de las Matematicas, del conocimiento matematico y de los objetos
matematicos es parte sustancial del CPM, y que, ademds, la HM favorece sustancialmente
dicho posicionamiento.

En efecto un conjunto de autores/documentos, recopilados en la Tabla 72, manifiesta que
la intencion de la apropiacion de la HM por parte del profesor es acceder a visiones de la
actividad matematica a través de las cuales logre una comprension de la misma,
reconozca que esta tiene distintas facetas, valore el acto creador y advierta el papel de la
intuicién y la demostracion en el mismo, aprecie los aspectos estéticos ligados a la
creacién matematica, genere sensibilidad hacia maneras alternas de hacer y comunicar las
Matematicas, y evidencie rasgos del caracter humano intrinseco y caracteristico de la
actividad matematica, entre otras caracteristicas.

Documento Respuesta
(Arcavi, et al., 1982) Para favorecer la comprension de tematicas matematicas y de la actividad
matemadtica en torno a estas.
(Barbin, 1991) Encarar la naturaleza de la actividad matematica en sus distintas facetas.
(Guyot, et al., 1993) Incorporar aspectos contextuales, revelar y valorar el acto creador y la
revitalizar el papel de la intuicién y la deduccion.
(Laubenbacher & | Apreciar aspectos estéticos de la creacion matematica.

Pengelley, 1996)
(Bruckheimer & Arcavi, | Ganar sensibilidad hacia maneras alternas de hacer Matematicas.
2000)
(Sierra Vazquez, 2000) Lograr una vision de la actividad matematica como actividad humana
contextualizada.

(Tzanakis & Thomaidis, | Abrir nuevas posibilidades de comprensién de la manera como se crean
2000) las Matematicas.

(Barabash & Guberman- @ El reconocimiento de la contribucion de miembros de su propia cultura a
Glebov, 2004) las Matematicas.

(Charalambous, et al., | Evidenciar los procesos y luchas a través de los cuales se desarrollaron las
2009) Matematicas.

(Clark, 2012) Hacer conciencia en los profesores de los procesos de construccién de
ideas matematicas en el tiempo como una manera de concentrar y
fortalecer el conocimiento del vinculo entre las matematicas
universitarias y escolares, esencial para la ensefianza.

(Despeaux, 2014) Reconocer que la actividad matematica no es exclusiva de “grandes
hombres”.
(Taani, 2014) Identificar estrategias alternativas de hacer y comunicar las Matematicas.

Tabla 72 Documentos e ideas que sustentan la primera parte de la intencion sobre las visiones.
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En estrecha relacién con las visiones de la actividad matematica, reconocemos otro
conjunto de documentos/autores que, como intencién de la apropiacién de la HM por
parte del profesor, definen el configurar visiones de las Matematicas adecuadas para el
desempeiio profesional y mds cercanas a los alumnos.

Varios de ellos proponen que la HM permite a los profesores percibir las Matematicas de
manera diferente a la usual y cambiar sus creencias sobre estas e incluso, superar
prejuicios relacionados con ellas. Afirman que la HM permite a los profesores establecer
las particularidades (v.g., motivaciones, formas de creacién, procesos de validacion) que
definen (i.e., equiparan y distinguen) a las Matematicas en relacion con otras disciplinas y,
en este sentido, les permite sopesar su importancia y grandeza; de esta manera los
profesores logran mejorar su comprensiéon sobre las Matematicas y disponer de
conocimiento para entender la distincion e interaccidon entre contenido y forma de las
Matematicas.

Al establecimiento de tales particularidades también contribuye el reconocimiento del
caracter dindmico de las Matemadticas y su utilidad, expresado, entre otros asuntos, en el
hecho de que los objetos matematicos (y meta-matematicos) son construidos,
modificados y extendidos, para resolver problemas matematicos y extra-matematicos y
gue constituyen parte de la historia intelectual de la humanidad y de las historias
personales de los sujetos que participaron en su elaboracién o de quienes las estudian. De
manera cercana y coherente con lo anterior, también algunos autores aluden a que la HM
ofrece la posibilidad de que los profesores lleguen a valorar la importancia cultural y la
riqueza histérica de las Matematicas y sus vinculos con los fendmenos sociales vy
culturales, asi como la participacion de diferentes gentes y culturas en el desarrollo de las
Matematicas. Esto contribuye de manera especial a humanizar las Matematicas, en tanto
gue se puede lograr conciencia en relacion con los matematicos como personas y las
Matematicas como esfuerzo cultural y humano. También el contacto con el contexto
social de las Matematicas puede ayudar al profesor a tomar posicidn en los debates sobre
las relaciones entre Matematicas y Sociedad. Todo lo anterior, le permite al profesor
posicionarse de manera critica en relacion con las Matematicas y formular juicios de valor
sobre las mismas.

Mas alla de las anteriores intenciones, encontramos ademads un planteamiento que insiste
en el hecho que la HM dota a las Matematicas, y por tanto a los profesores quienes la
estudian y ensefian, de una parte imprescindible de las mismas, a saber: su historia.
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La Tabla 73 ofrece el panorama sintético desde donde se configuraron las anteriores

ideas.

Documento

Respuesta

(Grattan-Guinness,
1978)

(Byers, 1982)

Lograr comprensién de las Matematicas que ademas del conocimiento de
las mismas, incluya sus motivaciones, formas de creacion, ldgica vy
procesos demostrativos, etc.

Conocer la naturaleza de las Matemiticas.

(Byers, 1982)

(Morley, 1982)

Establecer la distincion y la interaccion entre contenido y forma de las
Matematicas.

Lograr que los futuros profesores reflexionen sobre la naturaleza de las
tematicas que trabajaran en sus clases.

(Bos, 1984)

(Barbin, 1991)
(Heiede, 1992)
(Shenitzer, 1995)

Informar sobre el contexto social de las Matematicas y ayudar asi a tomar
posicion en los debates sobre las relaciones entre Matematicas vy
Sociedad.

Humanizar las Matematicas.

Dotar a las Matematicas de una parte imprescindible: su historia.
Convencer de la utilidad de las Matematicas, de la profundidad de sus
problemas y de la evoluciéon de sus ideas como parte de la historia
intelectual.

(Barbin, 1996)

(Kleiner, 1996)
(Kleiner, 1996)
(Kleiner, 1996)

Afectar los conceptos epistemoldgicos sobre las Matemadticas, por
ejemplo, advertir que los conceptos matematicos son construidos,
modificados y extendidos para resolver problemas.

Promover un sentido de la importancia y grandeza de las Matematicas.
Favorecer la indagacion sobre el por qué y el cdmo de las Matematicas.
Expandir sus horizontes y profundizar su comprension de las
Matematicas.

(Laubenbacher & Valorar los entornos culturales y matematicos.
Pengelley, 1996)

(Laubenbacher & | Percibir las Matematicas de manera diferente a la usual.
Pengelley, 1996)

(Laubenbacher & Formular juicios de valor sobre las Matematicas.

Pengelley, 1996)

(Fauvel & van Maanen,
1997a, (Fauvel & van
Maanen, 1997b), (Fauvel
& van Maanen, 1997c)
(van Maanen, 1997)

Ver las Matematicas de manera diferente.

Ganar conciencia sobre el caracter dinamico de las Matematicas y, en
consecuencia, abrir la mente hacia ellas.

(Bruckheimer & Arcavi,
2000)
(Furinghetti, 2000)

Proporcionar una visién de las Matematicas y de la actividad matematica
adecuada a la docencia.

Proporcionar flexibilidad, apertura mental y motivacién en relacién con
las creencias sobre las Matematicas y su ensefnanza.

(Isaac, et al., 2000)
(Isaac, et al., 2000)
(Schubring, et al., 2000)

(Schubring, et al., 2000)
(Fried, 2001)

Apreciar la importancia cultural de las Matematicas.

Modificar las creencias sobre la naturaleza de las Matematicas.
Reconocer la participacidn de diferentes culturas en el desarrollo de las
Matematicas.

Mejorar la comprension de las Matematicas.

Humanizar las Matematicas.

227



Universidad del Valle — Doctorado Interinstitucional en Educacion — Enfasis en Educacién Matemdtica

Documento

Respuesta

(C. O. Sudrez Aleman,
2003)

(Barabash & Guberman-
Glebov, 2004)

(Barabash & Guberman-
Glebov, 2004)

(Sriraman, 2009)

(Miguel & Miorim, 2011)
(Rogers, 2011)

(Smestad, 2011a)

(Alpaslan, et al., 2014)

Permitir una asimilacion mejor del conocimiento matematico y una idea
de matematicas no cerrada, mas humana y mas cercana a los alumnos.
La superacién de numerosos prejuicios relacionados con las Matematicas.

La identificacion de vinculos de las Matemadticas con otros campos del
conocimiento y con los fenémenos sociales y culturales.

Cambiar las creencias sobre las matematicas.

Sacar a las Matematicas de su aislamiento disciplinar.

Advertir y apropiar la riqueza histérica y cultural de las raices de las
Matematicas.

Obtener un sentido general de que las Matematicas se han desarrollado y
darles una dimension humana y cultural.

Modificar las ideas y creencias sobre las Matematicas.

Aumentar la conciencia en relacidn con los matemdticos como personas y
la matematica como esfuerzo cultural y humano.
(Povey, 2014) Profundizar en la comprension matematica.
(Povey, 2014) Ampliar y humanizar las Matematicas.
Tabla 73 Documentos e ideas que sustentan la segunda parte de la intencidén sobre las visiones.

(Loats, et al., 2014)

Adquirir, cualificar y mejorar una vision sobre el conocimiento matematico, constituye
una de las intenciones de la apropiacion de la HM, presentada por algunos autores. En
este sentido, como se observa en la Tabla 74, se advierten voces que promueven la idea
de que a través del estudio de la HM, el profesor puede conseguir una vision del
conocimiento matematico alterna a la que subyace en —y deviene de— su version tedrica o
formal; visién que vincula de manera mas adecuada y util dicho conocimiento a las
necesidades de la educacion en Matematicas; igualmente, se observa un interés por
referir una vision de aspectos meta-matematicos, proveida por el estudio de la HM, que se
incorpora al CPM y que le permite evidenciar la transformacion en el tiempo histérico de
los cdnones de rigor matematico, de la idea de verdad matemadtica y de existencia de los
objetos matematicos, entre otros asuntos, a favor de la comprensién de estos en el marco
de la ensefianza y aprendizaje escolar.

Documento Respuesta

(Grattan-Guinness, Disponer de presentaciones no formales de los conocimientos

1978) matematicos y emplearlos como derroteros en la educacidon en
Matematicas.
(Laubenbacher & | Evidenciar la evolucion del rigor y la abstraccion matematica.

Pengelley, 1996)
(Sierra Vazquez, 2000) Tomar postura contra el formalismo y contra el aislamiento del
conocimiento matematico.

Apropiar mejor el conocimiento matemiatico.

Favorecer el conocimiento meta-matematico de los profesores.

Promover un posicionamiento epistemoldgico sobre las Matematicas y el

desarrollo del conocimiento matematico.

(Sierra Vazquez, 2000)
(Winicki, 2000)
(Bagni, 2008)
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Tabla 74 Documentos e ideas que sustentan la tercera parte de la intencién sobre las visiones.

Una cuarta expresion de la intencidn referida a las visiones puede ser resefiada a través de
la expresidn visiones de los objetos matematicos. El grupo de autores/documentos que
promueven y defienden esta expresion anotan que la HM le permite al profesor revelar
asuntos ocultos o no necesariamente usuales (v.g., su racionalidad e intencidn) respecto
de los objetos e ideas matematicos, explorar el caracter evolutivo de diversos conceptos y
procedimientos matematicos y su lugar y estatus en las Matematicas (e incluso en otras
disciplinas), asi como identificar distintos significados y sentidos de los conceptos
matematicos y reflexionar sobre tales polisemias; ello contribuye de manera sustancial a
una comprension mas profunda y enriquecedora de las ideas, conceptos y técnicas
matematicas, a reflexionar sobre la expresién escolar de estos objetos matematicos y
sobre su ensefianza y, a desafiar algunas creencias existentes sobre tales ideas, conceptos
y técnicas.

Estas ideas estan representadas en la Tabla 75.

Documento Respuesta

(Freudenthal, 1981) No necesariamente para aportar a la comprension de una tematica.

(Arcavi, 1991) Revelar asuntos ocultos de ideas matematicas.

(Kleiner, 1996) Ampliar la visién sobre los principales asuntos y campos matematicos.

(Hitchcock, 1997) Procurar ambientes de reflexién sobre los objetos matematicos y sobre
su ensefianza.

(Kleiner, 1998) Ampliar el marco de respuestas e incluir no solo aquellas referidas al
como, sino también al por qué y para qué de las ideas matematicas.

(Winicki, 2000) Promover discusién sobre los objetos matematicos y lograr comprensién
conceptual.

(Santiago Fernandez = Comprender la evolucidon de los diversos conceptos y procedimientos

Fernandez, 2001) matematicos.

(Berlinghoff & Gouvéa, Lograr una comprension mas profunda y enriquecedora de las ideas,

2004) conceptos y técnicas matematicas.

(Furinghetti, 2007) Generar reflexion sobre el significado de los objetos matematicos.

(Charalambous, et al.,, | Mejorar la comprension de los contenidos de ensefianza.
2009)
(Miguel & Miorim, 2011) | Generar apropiacidon y re-significacion de los saberes de la cultura
matemadtica escolar.

(Smestad, 2011a) Conocer qué preguntas sobre el origen de algunos términos tienen
respuesta.

(Clark, 2012) Ampliar el conocimiento del profesor sobre aquello que ensefia, a
aspectos matematicos, histéricos y culturales.

(Fenaroli, et al., 2014) Identificar distintos sentidos y significados para los conceptos
matematicos.

(Fenaroli, et al., 2014) Desafiar algunas creencias existentes sobre los conceptos.

Tabla 75 Documentos e ideas que sustentan la cuarta parte de la intencion sobre las visiones.
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El analisis del contenido de los documentos resefiados en 3.1 ofrece la posibilidad de
identificar un segundo grupo de intenciones referidas precisamente a lo que antes
denominamos artefactos. Al interior de este grupo se distinguen tres expresiones que se
articulan con sendas expresiones expuestas cuando nos referimos a la HM como una
fuente de artefactos.

Un primer subgrupo de autores/documentos establece una expresidon que considera que
la HM permite al profesor disponer de una mirada epistemolégica en conexién con —y
determinacién de— una mirada del pensamiento matematico. En esta perspectiva la HM
dota al profesor de una herramienta conceptual sobre el conocimiento y pensamiento
matematico, desde la cual ganar en conciencia y, consecuentemente, tomar decisiones
educativas mas fundamentadas.

Particularmente, la aproximacién histérica que refiere al estudio de los obstaculos
epistemoldgicos, de los enfoques poco trascendentes o equivocos de algunos
matematicos a objetos matematicos, de los procesos de aceptacién legitima de
propiedades y objetos matematicos (v.g., la aceptacién de un teorema o de su
demostracién) o de maneras poco ortodoxas de tratamiento de un problema matematico,
le brindan al profesor una visién, sensibilidad y disposicién enriquecida sobre las maneras
de pensar matemdaticamente de los estudiantes; en especial, le ofrece la posibilidad de
referenciar o entender las dificultades de comprension o conceptualizacién y los errores
gue cometen los estudiantes. También la interpretacién de textos histdricos —y sus
problemas intrinsecos— le ofrece un marco de referencia para comprender de manera
profunda la interpretacion que hace de las producciones de sus estudiantes. En esta
direccion la HM le ofrece un esquema desde el cual ver y entender a sus estudiantes de
manera diferente a la que se logra sin el estudio de esta.

En una dimension semejante a la anterior, pero esta vez enfocada no en los estudiantes
sino en el profesor, se afirma que el estudio de la HM le permite al profesor identificar
creencias sobre el aprendizaje de las Matematicas y contrastarlas con sus experiencias de
aprendizaje, a la vez que pone de relieve —y hasta evalla— su conocimiento matematico.

Por otra parte, la HM constituye un ambito —conjugado con una aproximacién filosofica—
de estudio de discursos epistemoldgicos encarnados e ilustrados en la HM, que apoya la
reflexion epistemoldgica y le ofrece la posibilidad de plantearse y responder a problemas
de orden epistemoldgico que surgen en el quehacer docente.
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Las anteriores ideas pretenden recopilar las expresadas en la Tabla 76.

Documento Respuesta
(Arcavi, 1991) Sensibilizar y disponer a las dificultades de comprension de los
estudiantes.
(Radford, 1995) Entender las dificultades cognitivas experimentadas por los estudiantes e

interpretar los errores y conceptualizaciones incorrectas que surgen
cuando aprenden temas matematicos especificos.

(Sfard, 1995) Ser consciente de las dificultades profundamente ocultas (v.g., los
obstaculos ontoldgicos), relativas al aprendizaje de nuevos conceptos

(Barbin, 1996) Comprender mejor los errores de los estudiantes.

(Bkouche, 1997) Constituir un discurso epistemoldgico que apoye la reflexion
epistemologica.

(Bkouche, 1997) Responder a problemas de orden epistemoldgico que surgen en el

quehacer docente.

(Fauvel & van Maanen, @ Ver a los alumnos de manera diferente.
1997a

(Fauvel & van Maanen,
1997b), (Fauvel & van
Maanen, 1997c)

(Grugnetti, 2000) Comprender dificultades que presentan los estudiantes.

(Sierra Vazquez, 2000) Reconocer obstaculos, dificultades, errores y creencias.

(Waldegg, 2004) Identificar creencias sobre el aprendizaje de las Matematicas y
contrastarlas con sus experiencias de aprendizaje.

(Arcavi & Isoda, 2007) Articular la interpretacion de textos histéricos a la interpretacion de la
produccion de los estudiantes.

(Bagni, 2008) Dotar al profesor de una herramienta conceptual sobre el conocimiento y
pensamiento matematico, para tomar decisiones educativas.

(Smestad, 2011a) Ver que los problemas que los estudiantes enfrentan a menudo se han
presentado en la Historia.

(Clark, 2012) Poner de relieve el conocimiento previo de los futuros profesores (y, a

menudo vacios o comprensiones incompletas) e impulsar consideraciones
sobre las dificultades de sus futuros alumnos.

(Fenaroli, et al., 2014) Reflexionar sobre las dificultades relacionadas con los conceptos
matematicos.

Tabla 76 Documentos e ideas que sustentan la primera parte de la intencion sobre los artefactos.

Un segundo subgrupo de autores/documentos, por demas comparativamente numeroso,
sostiene que la apropiacidon de la HM por parte del profesor le ofrece como réditos
maneras alternas de ensefiar, un sinnimero de insumos para el aula y bases para orientar
el curriculo.

En cuanto al aporte del estudio de la HM a las maneras de enseiar se encuentran voces
gue sugieren y defienden el uso del conocimiento histérico de las Matemadticas para
favorecer las referencias sobre maneras alternas —a la dogmatica empleada en la
ensefianza— de construccién de objetos matematicos, de los papeles de las gentes y
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comunidades vinculadas en tal construccién y, en consecuencia, de la ensefianza y el
aprendizaje de las Matematicas; en cierto sentido, se propugna un estilo ilustrado,
consciente y critico —aportado por la HM— para la ensefianza y el aprendizaje de las
Mateméticas. Otras voces se manifiestan a favor de “incluir’**®> la HM en la ensefianza de
las Matematicas y, por tanto, condicionarla y transformarla; algunas de estas voces,
ademas recomiendan que se desarrolle algin trabajo para que el profesor logre reconocer
esas diferentes modalidades en que la HM se puede incluir en la ensefianza y que se le
pueda dotar de métodos y técnicas para la inclusidn de materiales histéricos en la
ensefianza. A estas voces —u ocasionalmente en contra de aquéllas— se suman otras que
cuestionan profundamente los argumentos sobre la intencién de la HM en la ensefianza y
el aprendizaje de las Matematicas.

Un segundo ambiente de réditos, en cierto sentido ligado al anterior, se refiere a la
posibilidad de encontrar en la HM una fuente de insumos para el aula (v.g., informacion,
materiales o recursos para la ensefanza) que favorezcan el disefio de tareas matematicas,
la explicacién y presentacion de ideas/temas matematicos, la motivacion para promover
el aprendizaje, la comprensién de conceptos y problemas, o la exhibicion de aspectos
culturales e histéricos de las Matematicas. En esta perspectiva el estudio de la HM tiene
como intencidon que el profesor conozca tal fuente de abastecimiento de problemas,
situaciones, anécdotas, tratamientos, etc. para que en su momento pueda acudir a ellay
usar tales recursos en la ensefnanza de las Matematicas. A este respecto, no sobra agregar
gue la literatura que aborda la relacion HM—EM —ver Capitulo 2— ofrece un amplisimo
espectro de ejemplos de materiales histéricos que pueden ser (y han sido) utilizados, con
mayor o menor grado de adecuacidn, en las clases de Matematicas.

Como lo sefialamos antes, la HM le proporciona al profesor bases para orientar el
curriculo. En esta direccion se postula que la HM ofrece un marco de referencia que
permite comprender algunas cuestiones que determinan —o determinarian— el curriculo
en Matematicas en general (v.g., la importancia y pertinencia de las ideas matematicas,
los énfasis temdticos y su racionalidad, la estructura interna de las Matematicas, la
aplicabilidad de los resultados matematicos). En este sentido, algunas posturas valoran la
HM como fuente de decisiones curriculare5136; otras, incluso, depositan en la HM la opcidn

135 . . - .
Con este verbo queremos condensar y aludir a otros (v.g., usar, introducir, incorporar, integrar) que se emplean en la

literatura estudiada, con diferentes niveles de significacion.
136 . Loae . .2 . . . 4 . .
Bajo esta dptica se considera también la historia de la educacién en Matematicas (particularmente las perspectivas
sobre la evolucién de los planes de estudios de Matematicas) como un insumo importante para la definicion y

comprension curricular.
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para ofrecer un contexto y tono diferente para los procesos en los que la educacién en
Matematicas se desarrolla y cambiar asi la imagen del proceso educativo. En una
dimension menos general, se presenta la HM como un marco de referencia para
estructurar cursos especificos para la educacién en Matemadticas, en particular para
estructurar el orden tematico, la articulacion y jerarquia temadtica, o el enfoque de estos.
Si bien en esta ultima direccion la mayoria de documentos refieren al curriculo para la
Educacion Basica y Media, existe al menos un documento que precisa esta intencién a
favor de los cursos de Matematicas de la Educacion Superior dirigidos a la formacion de
profesores de Matematicas.

La Tabla 77 exhibe de manera sintética las fuentes de las anteriores ideas.

Documento

Respuesta

(Baumgart, et al., 1969)
(Grattan-Guinness,
1978)

Disponer de materiales histdricos para ser llevados al aula.
Disponer de marcos de referencia que sirvan de base en la estructuracién
de un curso de Matematicas.

(Freudenthal, 1981)

(Morley, 1982)

(Hickman & Kapadia,
1983)
(Hickman & Kapadia,
1983)

(Arboleda, 1984)
(Barbin, 1991)

(Fauvel, 1991b)

(Fihrer, 1991)
(FUhrer, 1991)
(Gonzalez Urbaneja,
1991)

(Fihrer, 1992)

(Fahrer, 1992)

(Heiede, 1992)

(Fernandez, 1994)
(Radford, 1995)

Disponer de una cornucopia disponible para la instruccion, pero no para
momentos preestablecidos.

Comprender algunas cuestiones sobre el curriculo en Matemdticas.
Valorar la importancia y pertinencia de las ideas matematicas que
configuren, o puedan configurar, el curriculo de matematicas.

Disponer de una vision desde la cual idear presentaciones de las ideas
matematicas.

Disponer de conocimiento para orientar una ensefanza no dogmatica.
Acceder a conceptos epistemoldgicos v filoséficos que permean los textos
matematicos.

Favorecer el conocimiento del profesor y sus acciones educativas en el
aula

Proporcionar insumos para el disefio de tareas matematicas para el aula.
Ofrecer un contexto y tono diferente para los procesos en los que la
educacién en Matematicas se desarrolla.

Influir positivamente en las motivaciones para, y en la manera de,
ensefiar Matematicas.

Cambiar la imagen del proceso educativo.

Ir mas alla de argumentos superficiales sobre las intenciones de la HM en
el aula.

Cuestionar argumentos superficiales sobre las intenciones de la HM en el
aprendizaje de las Matematicas.

llustrar maneras adecuadas e inadecuadas de ensefiar las Matematicas.
lluminar las decisiones relativas al conocimiento a ser ensefiado y
proporcionar nuevas maneras de organizacion y articulacion tematica.

(Swetz, 1995a)

(Kleiner, 1996)

Reconocer el vinculo entre la pedagogia de las Matematicas y las obras
matematicas historicas y advertir que estas Ultimas son fuente de la
primera.

Ampliar la perspectiva sobre las Matematicas que ensefian, para que
puedan juzgar mejor lo que enfatizan en su ensefianza y por qué lo hacen.
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Documento

Respuesta

(Kleiner, 1998)

(Bruckheimer & Arcavi,
2000)

Orientar los cursos de Matematicas dirigidos a la educacién de
profesores; particularmente, para identificar sus ideas centrales y sus
problemas esenciales.

Ver las Matematicas y la evolucion de sus ideas desde las practicas
docentes.

(Bruckheimer & Arcavi,
2000)
(Grugnetti, 2000)

(Schubring, et al., 2000)
(Schubring, et al., 2000)
(Sierra Vazquez, 2000)
(Tzanakis & Thomaidis,
2000)

(Fried, 2001)

(Fried, 2001)

(Gulikers & Blom, 2001)
(Furinghetti &
2003)

(C. O. Suarez Aleman,
2003)

Paola,

Enriquecer el marco de explicaciones matematicas.

Ayudar en la aproximacién y desarrollo diddctico a través de diferentes
enfoques de los conceptos e ideas matematicas.
Procurar la introducciéon de la Historia en
Matematicas.

Responder a las exigencias de unas Matematicas en las instituciones
educativas que atiendan a su historia, su estructura interna y su
aplicabilidad.

Presentar mejor los temas.

Contribuir a sugerir maneras alternas de presentar las Matematicas y
variar las condiciones para que puedan ser comprendidas.

Hacer las Matematicas mas interesantes, mas comprensibles y mas
accesibles.

Dar una comprensidn profunda de conceptos, problemas y solucién de
problemas.

Promover unas matematicas mas dinamicas y vividas en el aula, asi como
ser fuente de recursos materiales Utiles para el aula.

Disponer de conocimiento sobre uno de los campos de conocimiento
vinculados al disefio de una secuencia que involucre la HM.

Adoptar una ensefianza orientada por el método genético.

la ensefianza de las

(Furinghetti, 2007)

(Furinghetti, 2007)
(Hgyrup, 2007)

Vivenciar la construccidn histdrica de objetos matematicos como manera
alterna a la usual construccién en la ensefianza.

Promover un estilo consciente de ensefianza de las Matematicas.
Disponer de una fuente de referencia para llegar a pensar las
Matematicas, el papel del profesor y, en consecuencia su ensefianza.

(Charalambous, et al.,, | Dotar de métodos y técnicas para la incorporacién de materiales
2009) histdricos en la ensefianza.

(Charalambous, et al., Adquirir perspectivas sobre la evolucién de los planes de estudios de
2009) Matematicas.

(Miguel & Miorim, 2011)

(Clark, 2011)

(Smestad, 2011a)

Trascender el interés y la comprensién por asuntos matematicos e
histéricos y reconocer la relevancia pedagdgica de la HM en el ejercicio
docente.

Crear oportunidades para que los futuros profesores de Matematicas
consideren usar la HM en la ensefianza.

Reconocer diferentes maneras en que la Historia se puede incluir en la
ensefianza.

(Gazit, 2013)
(Alpaslan, et al., 2014)

Incluir informacion histérica durante la ensefianza de las Matematicas.
Disponer de elementos de motivacion para promover el aprendizaje de
las Matematicas.

(Clark, 2014)
(Clark, 2014)

El profesor puede integrar la HM a la ensefianza.
El profesor logre mostrar aspectos culturales e histdricos de las
Matematicas.
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Documento \ Respuesta
(Fenaroli, et al., 2014) Disponer de recursos para disefiar secuencias no convencionales de
ensefianza.
(Povey, 2014) \ Proveer motivacion y diversion.

Tabla 77 Documentos e ideas que sustentan la segunda parte de la intencidon sobre los artefactos.

Un tercer subgrupo de autores/documentos se refiere a lo que hemos nombrado con los
términos competencias personales y profesionales. Algunos de las ideas expresadas en
estos argumentan que el estudio de la HM le ofrece la posibilidad al profesor de vivir
experiencias de aprendizaje alternativas a las usuales, que le conducen a un ambiente de
aprendizaje e independencia intelectual, al desarrollo del pensamiento critico, al
[auto]reconocimiento de la capacidad de abordar de manera exitosa el estudio de
aspectos histéricos complejos, y a una [re]contextualizacion y [re]personalizacién de los
conocimientos; estas experiencias también provocan un ejercicio meta-cognitivo sobre las
operaciones que los profesores realizan con los objetos matematicos. Asimismo varias
voces aluden al desarrollo de habilidades: de lectura de literatura especializada -y, en
ocasiones, compleja— que eventualmente conllevan a reflexiones meta-cognitivas (v.g.,
reconocer que en la interpretacidon no siempre es posible abstraerse de las herramientas
propias y asumir el lugar del otro, advertir el papel de los simbolos en tanto potenciador u
obstaculo para la comprensién, reconocer las dificultades para la reconstruccién
histérica); de atenta escucha de las voces de los matemadticos de otras épocas y
ambientes, como una estrategia para comprender su pensamiento matematico; y, de
escritura sistematica para la exposiciéon de ideas matematicas “de otros” a través de los
textos propios o explicar las matematicas de contextos no coetaneos. No sobra resaltar
aca que las habilidades de lectura, escucha y escritura subyacen como competencias
personales y profesionales al ejercicio docente.

Se arguye también que el estudio de la HM favorece la polimatia o el pensamiento
interdisciplinar del profesor y enriquece su repertorio de conocimientos, proveyéndolo de
un conocimiento de parte de la cultura de la humanidad y beneficiando cada uno de los
dominios del “Conocimiento Matematico para la Ensefianza” (Mathematical Knowledge
for Teaching) o, en otras palabras, el conocimiento matematico que se emplea en la
practica docente y que trasciende el mero conocimiento de conceptos y procedimientos.
Lo anterior, potencialmente le permite al profesor valorar la tarea que su ensefianza tiene
en el horizonte de formacion cultural y cientifica de los estudiantes, asi como comprender
la funcién de la profesidon docente en Matematicas y su evolucion.

Con una dimensién un tanto diferente —y quizd mds cercada a lo que Jankvist (2009b)
denomina la “historia como meta”— el estudio de la HM pretende integrarla en la cultura
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matemadtica de los profesores y reivindicar su importancia, es decir, alentar al profesor a
profundizar en temas y tratamientos histéricos de las Matemadticas, saborear la Historia y
desear aprender aln mas, ganar interés por las fuentes primarias, valorar la precision de
la informacién histérica y promover la competencia de proponer y responder preguntas
sobre la HM. De manera cercana a ello, también se procura incrementar el interés y
entusiasmo por las Matematicas.

No seria conveniente dejar de mencionar que en algunos paises el estudio de la HM
constituye la estrategia llevada a cabo para que los profesores logren responder
adecuadamente a los exdmenes exigidos para ejercer la docencia.

La Tabla 78 contiene las ideas anteriormente sintetizadas y organizadas.

Documento

Respuesta

(Baumgart, et al., 1969)

(Shenitzer, 1995)
(Kleiner, 1996)
(Laubenbacher &
Pengelley, 1996)

(Fauvel & van Maanen,
1997a

(Fauvel & van Maanen,
1997a), (Fauvel & van
Maanen, 1997b), (Fauvel
& van Maanen, 1997c)
(Fauvel & van Maanen,
1997b)

(Fauvel & van Maanen,
1997¢)

(van Maanen, 1997)

(Schubring, et al., 2000)
(Schubring, et al., 2000)

(Schubring, et al., 2000)
(Winicki, 2000)

(Gulikers & Blom, 2001)

Alentar al profesor a profundizar en temas y tratamientos histéricos de
las Matematicas.

Generar un ambiente de aprendizaje e independencia intelectual.
Incrementar el interés por la disciplina.

Tener experiencias de aprendizaje alternativas a las usuales.

Desarrollar habilidades de lectura, uso de literatura especializada vy
escritura expositiva.
Promover entusiasmo por las Matematicas.

Desarrollar habilidades de lectura y de escritura.

Desarrollar habilidades de
expositiva.

Favorecer las competencias de lectura, escritura y exposicién de ideas
matematicas.

Responder adecuadamente a los examenes para poder ejercer la
docencia.

Ganar en autoreconocimiento
constructores de Matematicas.
Comprender la evolucidn de la profesion docente en Matematicas.
Reconocer el aspecto humanistico de las Matematicas y valorar la tarea
que en este sentido tienen los profesores de Matematicas.

Influir en las actitudes y el repertorio didactico de los profesores.

lectura, uso de bibliografia y escritura

cultural en tanto aportantes vy

(Barabash & Guberman-
Glebov, 2004)
(Waldegg, 2004)

(Arcavi & Isoda, 2007)

El [auto]reconocimiento de la capacidad de abordar de manera exitosa el
estudio de aspectos histéricos complejos.

Provocar un ejercicio metacognitivo sobre las operaciones que los
profesores realizan con los objetos matematicos.

Aprender a escuchar al otro como una estrategia para comprender su
pensamiento matematico.
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Documento

Respuesta

(Arcavi & Isoda, 2007)

(Sriraman, 2009)
(Miguel & Miorim, 2011)

(Miguel & Miorim, 2011)
(Smestad, 2011a)

Reconocer que en la interpretaciéon no siempre es posible abstraerse de
las herramientas propias y asumir el lugar del otro.

Promover la polimatia o el pensamiento interdisciplinar.

Generar apropiacion y re-significacion de los saberes de la cultura
matemadtica escolar.

Estimula la participacién activa de los futuros profesores.

Saborear la Historia y desear aprender aun mas.

(Clark, 2012)

(Estepa Castro, et al.,

2012)
(Gazit, 2013)

(Alpaslan, et al., 2014)

Aportar al conocimiento matematico para la ensefianza en aquello que va
mas alla del conocimiento de conceptos y procedimientos y en como tal
conocimiento se emplea en la practica docente.

Favorecer la actividad docente de producir una recontextualizacion y una
repersonalizacién de los conocimientos.

Disponer de un conocimiento de parte de la cultura de la humanidad,
entendido como un activo de cualquier graduado del sistema académico.
Enriquecer el repertorio de conocimientos de los profesores.

(Despeaux, 2014) Ganar interés por las fuentes primarias.
(Despeaux, 2014) Explicar las matematicas en contextos no coetdneos.
(Despeaux, 2014) Reconocer dificultades para la reconstruccion histdrica.

(Fenaroli, et al., 2014)
(Loats, et al., 2014)

(Loats, et al., 2014)
(Mosvold, et al., 2014)

(Povey, 2014)

Integrar la HM en la cultura matematica de los profesores.

Promover la competencia de proponer y responder preguntas sobre la
HM.

Valorar la precision de la informacion histdrica.

Beneficiar los diferentes dominios del conocimiento matematico para la
ensefianza (el conocimiento comun del contenido, el conocimiento
especializado del contenido, el conocimiento del horizonte del contenido,
el conocimiento del contenido y los estudiantes, el conocimiento del
contenido y la ensefianza, y el conocimiento del contenido y el curriculo).
Desarrollar pensamiento critico.

Tabla 78 Documentos e ideas que sustentan la tercera parte de la intencidn sobre los artefactos.

3.2.3 ¢Que tipo de Historia de las Matematicas debe ser apropiada por
un profesor (en formacion o ejercicio)?

Analizar el contenido de los documentos resefiados en 3.1 ofrece una mirada panoramica
—y no menos variopinta— que permite reconocer una amplia variedad de respuestas a la
pregunta en cuestion. En principio estimamos que la aproximacién lograda en un articulo
donde describimos diez tipologias de la HM (Guacaneme, 2010) ofrecia de por si un marco
de organizacion de las distintas posturas; sin embargo el analisis critico de las tipologias,
aunado al uso de estas en dos proyectos de investigacién™’ y en dos trabajos de grado de
un programa de Maestria (Galvez Socarras & Maldonado Guinea, 2012; Manrique Garcia
& Triana Yaya, 2013), nos ofrece una nueva disposicion de objetos de estudio y

137 . . . . .. . . fas
Caracterizacion de las estrategias curriculares de formacién en Historia de las Matematicas en programas de

formacion inicial de profesores de Matematicas. Universidad del Valle — Codigo Cl 5220 (2010-2011).
El conocimiento histdrico en la constitucién de una visidn sobre la naturaleza de la Aritmética y el Algebra en maestros
de Matematicas en formacién. Universidad Pedagdgica Nacional — Cédigo DMA-353-13 (2013-2014).
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tratamientos, que procuramos sintetizar en la Imagen 5. Es esta, los objetos de estudio se

refieren a los asuntos que son propuestos para ser estudiados con el fin de favorecer los

conocimientos del profesor de Matematicas; los tratamientos se refieren a los enfoques

que podria tener la HM, algunos de los cuales se consideran valiosos para la formacién de

profesores. En el articulo citado, no establecimos tal distincién, incluimos unas tipologias

que acd no aparecen y excluimos algunos objetos que ahora figuran; confiamos en que la

siguiente organizacion (construida, como ya se dijo, a partir del contenido de los

documentos resefiados en 3.1) ofrezca una visidn menos abigarrada que la presentada en

138

el articulo™".

138

Las tipologias consideradas en el articulo se esbozan a continuacion:

A.

Objeto de referencia de la obra histérica (biografias, versiones originales de obras, correspondencia entre
matematicos, o el estudio de una nocién o problema, del pensamiento matematico, de teorias, o de una obra
matematica).

Fuentes originales (manuscritos originales o sus traducciones, correspondencia entre matematicos, etc.) y
secundarias (analisis, comentarios o recapitulaciones sobre las fuentes originales). Fuentes didacticas
(resultados de la transposicion didactica).

Dos tipos extremos de Historia (internalista y externalista) y posturas intermedias de estas.

Dos tendencias casi siempre opuestas: el relato histérico y el analisis histérico.

Diversos enfoques del analisis historico (filoséficos, logicos, axioldgicos, matematicos, psicoldgicos, o
socioldgicos).

Historia sobre las matematicas hegemoénicas (o matematicas occidentales) o sobre las matematicas que
pertenecen a culturas o sociedades especificas.

Dos tendencias de aprehender las matematicas del pasado (historia y herencia).

Historia contada desde el punto de vista del autor o historia cultural e historia contada desde la perspectiva
de los cientificos modernos.

Historia evolutiva e historia situada.

Historia conceptual e historia de los problemas.
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Biografias y cronologia

Fuentes primarias, secundarias, terciarias

Objeto de estudio = Temas / Procesos / Problemas

Pensamiento matematico

Asuntos meta-matematicos o meta-historicos

W Fg— — —— —_— —_m—

|
|
Teorias / Subdisciplinas / Disciplinas ‘
|
|
|

éQué?

Relacién de HM con lo educativo ‘

Internalista / Externalista ‘

Tratamiento =

— e

Relato / Analisis ‘

-{ Evolutiva / Situada ‘

Imagen 5 Respuestas a la pregunta qué HM en el CPM.

Algunas posturas (ver Tabla 79) establecen el estudio de aspectos biograficos y
cronoldgicos, es decir asuntos como biografias de matematicos, anécdotas de las vidas y
obras de los matematicos, o fechas de acontecimientos matematicos.

Documento Respuesta
(Hickman & Kapadia, Historia de la vida y obra de algun matematico enfatizando en los
1983) procesos de descubrimiento.
(Santiago Fernandez | Cronologia de nombres, citas, fechas y aspectos mas importantes.
Fernandez, 2001)
(Santiago Fernandez | Los creadores de las Matematicas.
Fernandez, 2001)
(Santiago Fernandez | Un personaje, una determinada cultura o un periodo de tiempo mas o
Fernandez, 2001) menos largo.
(Loats, et al., 2014) Estudio de aspectos biograficos de algunos matematicos.

Tabla 79 Respuestas que favorecen el estudio de aspectos biograficos y cronoldgicos.

Varias posturas (ver Tabla 80) sostienen que el estudio de la HM en la formacién de
profesores acuda a las fuentes originales, es decir a los manuscritos de las obras
matematicas o a sus traducciones al idioma nativo de los profesores; algunos indican la
necesidad de alterar lo menos posible dichas obras para disponer de la versién mas
cercana posible a la del autor (por ejemplo, postulan que modificaciones introducidas en
aspectos simbodlicos pueden constituir un cambio sustancial). Sefialan que la lectura del
original exige y promueve algunas competencias y conocimientos deseables para el
profesor de Matematicas. No obstante lo anterior, se debe reconocer que el recurso a tal
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tipo de fuentes no descarta el estudio de otras fuentes, como por ejemplo algunos libros
de HM considerados de buen nivel.

Documento

(Freudenthal, 1981)
(Arcavi, et al., 1987)
(Laubenbacher &
Pengelley, 1996)

(van Maanen, 1997)
(Bruckheimer & Arcavi,
2000)
(Furinghetti &
2003)

(Smestad, 2011a)
(Clark, 2014)
(Fenaroli, et al., 2014)
(Taani, 2014)

Respuesta

Fuentes originales.
Fuentes primarias.
Fuentes originales.

Fuentes originales contrastadas con visiones actuales.
Fuentes primarias.

Paola, = Fuentes primarias.
Fuentes originales.
Fuentes primarias.
Fuentes originales.
Fuentes originales.
Tabla 80 Respuestas que favorecen el estudio de fuentes primarias.

Varios autores/documentos (ver Tabla 81) sostienen que el estudio de la HM debe
contemplar un trabajo en torno a la evolucién y fundamentacion de teorias matematicas,
subdisciplinas o disciplinas de las Matematicas, mds que el estudio de la HM en su
generalidad y amplitud.

Documento Respuesta

(Baumgart, et al., 1969)

Visién panordmica de temas generales (v.g., Geometria, Algebra, Calculo)
y desarrollos especificos de temas particulares.

(Grattan-Guinness,
1978)
(Arboleda, 1984)

Estudio de una rama de las Matematicas en un periodo de tiempo
definido y no una mirada superficial a todo el espectro de la HM.
Problemas relativos a la evolucién y fundamentacién de algunas de las
teorias matemadticas elementales.

Isaac, et al., 2000)
Schubring, et al., 2000)
(Winicki, 2000)

(Santiago Fernandez
Fernandez, 2001)
(Furinghetti &
2003)
(Berlinghoff & Gouvéa,
2004)

(Alpaslan, et al., 2014

—_ |~

Paola,

Momentos epistémicos de la Geometria.
HM universales.

Temas de la HM.

Ciertas subdisciplinas de las Matematicas.
Documentos de HM.

Panorama de la HM.

Matematicas en civilizaciones antiguas.

Tabla 81 Respuestas que favorecen el estudio de fragmentos de la HM

Algunos documentos establecen que el estudio de la HM debe centrarse en temas e ideas
matematicas basicas, centrales o importantes (ver Tabla 82, primera parte); otros precisan
el estudio de los procesos matematicos o la génesis de los resultados matematicos mas
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que en los resultados mismos (ver Tabla 82, segunda parte). También se identifican
documentos que propugnan el estudio de los aspectos histdricos de los problemas
matematicos y de sus estrategias/métodos de solucion (ver Tabla 82, tercera parte); e
incluso existen documentos que promueven el estudio de otros elementos matematicos
(como las paradojas o los materiales manipulativos) desde una perspectiva histérica (ver
Tabla 82, cuarta parte).

Documento Respuesta
(Shenitzer, 1995) Temas matematicos de importancia matematica y cultural desde una
perspectiva historica.
(Kleiner, 1996) Ideas matematicas centrales.

(Berlinghoff & Gouvéa, Breves ensayos sobre tematicas matematicas basicas.
2004)

(Freudenthal, 1981) Historia de los procesos mas que de los productos de la creatividad
humana.

(Boero, 1989) Historia de la Protomatematica.

(Furinghetti, 2000) La génesis de los resultados mas que en los resultados matematicos

mismos, los procesos de construccion de ideas matematicas y los
métodos matematicos.

(Barbin, 1996) Historia de los problemas.

(Bkouche, 1997) Una epistemologia de las problematicas y una historia de sus
descubrimientos.

(Tzanakis & Thomaidis, | Historia de las motivaciones, preguntas, problemas y procesos de
2000) descubrimiento.

(Santiago Fernandez | La evoluciény desenlace de determinados problemas matematicos.

Fernandez, 2001)

(Waldegg, 2004) Situaciones problematicas cuyas soluciones contienen elementos tedricos
familiares a los profesores, pero no de sus ejercicios de aplicacion
rutinarios.

(Miguel & Miorim, 2011) | Historia-problema que parte de los problemas manifestados en las
practicas pedagdgicas.

(Smestad, 2011a) Problemas histdricos.

(Clark, 2014) Historia de métodos, estrategias y problemas.

(Despeaux, 2014) Almanaques donde aparecen problemas matematicos.

(Sriraman, 2009) Paradojas.

(Meavilla Segui & Oller | Materiales manipulativos, interpretaciones y visualizaciones de objetos y
Marcén, 2013) propiedades matematicas, extraidos de textos antiguos.

Tabla 82 Respuestas que favorecen el estudio de temas, procesos, problemas y otros asuntos.

Ubicamos dos documentos que asignan un lugar trascendental al estudio de la historia del
pensamiento matematico y su determinacién de la actividad matematica (ver Tabla 83).

Documento Respuesta
(Sfard, 1995) Historia del pensamiento matematico.
(Santiago Fernandez | La evolucion del pensamiento y el quehacer matematico.
Fernandez, 2001)
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Tabla 83 Respuestas que favorecen el estudio del pensamiento matematico

También identificamos algunos documentos (ver Tabla 84) que sugieren el estudio de
asuntos meta-matematicos (v.g., rigor y prueba) o meta-histéricos (la precision de la
HM).

Documento Respuesta

(Fauvel & van Maanen, | La historia de los fundamentos de las Matematicas y las ideas de rigor y
1997a) prueba.
(Loats, et al., 2014) La precisién del relato historico.

Tabla 84 Respuestas que favorecen el estudio de asuntos meta-matematicos o meta-histdricos.

Un ultimo grupo de documentos defiende la idea que la formacién histérica del profesor
también debe tener en consideracion asuntos de la relaciéon de la HM con lo educativo
(ver Tabla 85); particularmente, se postula el estudio de la relacién HM—EM en algunas de
sus facetas presentadas en el Capitulo 2 de este trabajo.

Documento Respuesta

(Arboleda, 1984) Reflexion sobre la ensefianza de las Matematicas y la Historia, a través del
estudio de: los procesos cognitivos, la evolucion histérica de la escuela y
la ensefianza, problemas que enfrenta la ensefianza de las Matematicas,
la relacién ensefianza e HM.
(Boero, 1989) Estudio de la relacidn entre Historia y Didactica.
(Fauvel, 1991b) Conocimiento sobre evidencias de uso de la HM en el aula y sus
beneficios efectivos.
(Schubring, et al., 2000) La contribucion de la Historia a la ensefianza de las Matematicas.
Miguel & Miorim, 2011) Articulacion entre HM e historia de la educacion en Matematicas.
Miguel & Miorim, 2011) Historias pedagdgicamente vectorizadas.
(Alpaslan, et al., 2014 Materiales histdricos de ensefianza (tales como tangramas).

Tabla 85 Respuestas que favorecen el estudio de asuntos de la relacion HM—-EM.

En varios de los documentos (ver Tabla 86) encontramos una panoplia de ideas que
aluden a un tratamiento de aspectos socioculturales vinculados a los objetos matematicos
mismos o a la actividad matematica; por ello, decimos que se propugna por un
tratamiento externalista de la HM o, en otras palabras, por una historia social de las
Matematicas como elemento del conocimiento del profesor. Bajo este enfoque se
propone el estudio de, entre otros asuntos: las relaciones entre Matematicas, sociedad y
cultura; el lugar de las instituciones académicas o de las comunidades de practica y la
difusion de las ideas matematicas; o, las raices sociales y culturales de la actividad
matematica.
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Documento

Respuesta

(Grattan-Guinness,
1978)
(Hickman
1983)
(Arboleda, 1984)

& Kapadia,

(Arboleda, 1984)

(Radford, 1995)

(Isaac, et al., 2000)
(Schubring, et al., 2000)
(Tzanakis & Thomaidis,
2000)

(Bagni, 2008)

(Miguel & Miorim, 2011)

(Miguel & Miorim, 2011)

Estudio de los aspectos de fundamentacidn mas que en aspectos
técnicos.

Historia evolutiva de la relacidon entre Matematicas y Sociedad, y de las
revoluciones en Matemiticas.

Cultura general en ciencias que avive reflexiones sobre la evolucién de las
matematicas y su relacién con las sociedades y las culturas.

Reflexion sobre la naturaleza y el estatuto de las ideas matematicas en
diferentes momentos, el lugar del entorno en el desarrollo de las
Matematicas, el papel de las instituciones académicas, y la difusion de las
ideas matematicas.

Resultados de la investigacion didactico-historiografica que se centra en
la investigacion sobre las raices sociales de la actividad matematica y
sobre la dimension triadica funcional de conceptos, problemas y
procedimientos de solucién de problemas.

Factores sociales y culturales que influyen el
Matematicas elementales.

HM desarrolladas por la comunidad académica de un pais especifico o la
contribucién de tal comunidad a las Matematicas universales.

Atmosfera cultural puede haber influido la aparicion de nuevo
conocimiento.

Historia del desarrollo del conocimiento matematico con énfasis en el
contexto socio-cultural.

Historias de la cultura matematica, escritas desde el punto de vista del
educador matematico, y relacionadas con las practicas sociales (v.g., la
escolar).

Historia de la construccion condicionada, situada y orientada de ideas
matematicas.

Tabla 86 Tratamiento sociocultural de la HM.

desarrollo de las

Identificamos también algunos documentos (ver Tabla 87) que proponen que en la
formacién del conocimiento del profesor se hagan presentes los relatos histéricos, mas
que una aproximacién a una HM erudita.

Documento
(Fhrer, 1991)

(Fihrer, 1992)
(Clark, 2014)

Respuesta

Relatos histdricos.

Relatos histdricos o “buenas historias” matematicas.
Historia como relato.

Tabla 87 Tratamiento de la HM a través de relatos histéricos.

Asimismo identificamos algunos documentos (ver Tabla 88) que plantean una
aproximacion a una HM que estudie los aspectos evolutivos en el tiempo de un objeto
matemadtico, pues se considera que este tratamiento favorece la comprension y el
conocimiento de los profesores respecto de dicho objeto, usualmente incorporado vy

estudiado en las matematicas escolares.
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Documento

Respuesta

(Arcavi, et al., 1987)

(Clark, 2011)
(Smestad, 2011a)

Historia conceptual que exhibe desarrollo de los conceptos, los enfoques
matematicos, las dificultades y los procesos creativos y de formalizacién.
Ideas matematicas que evolucionan con el tiempo.

Historia evolutiva.

(Alpaslan, et al., 2014)

Evolucidn histérica de conceptos matematicos.
Tabla 88 Enfoque evolutivo para la HM.

Ahora bien, antes de concluir este apartado, y aun a pesar de no haber dispuesto en la

Imagen 5 un objeto o tratamiento especifico, debemos sefialar que en los documentos

ubicamos un planteamiento que, desde nuestra postura, refiere a la pertinencia de los

objetos matematicos estudiados a través de la formacion en HM. En efecto, varios

autores/documentos (ver Tabla 89) sefialan que las tematicas que se estudien deben

responder a —y surgir desde— el interés de los profesores de Matematicas y deben estar en

concordancia con las tematicas de las matematicas escolares.

Documento

Respuesta

(Freudenthal, 1981)
(Loats, et al., 2014)
(Baumgart, et al., 1969)

(Arcavi, et al., 1987)
(Bruckheimer & Arcavi,
2000)

(Miguel & Miorim, 2011)

(Rogers, 2011)

Conocimiento integrado y familiar al profesor.

Preguntas de HM suscitadas por —y de interés de— los futuros profesores.
Historia de asuntos relativos a temas matematicos escolares de todos los
grados.

Historia de temas directamente conectados con el curriculo.

Evolucidn de las ideas y temas matematicos relacionados con los
contenidos que los profesores ensefian.

Historia-problema que parte de los problemas manifestados en las
practicas pedagodgicas.

La herencia o patrimonio matematico ligado al curriculo en Matematicas.

(Fenaroli, et al., 2014)

Conceptos importantes que se ensefian en la escuela.

Tabla 89 HM pertinentes al curriculo y a los profesores.

Para concluir este apartado referido a la pregunta sobre qué HM debe ser apropiada para

favorecer el CPM queremos resefiar que algunas ideas contenidas en cinco documentos

(ver Tabla 90) no las logramos ubicar en lo discutido antes.

Documento

Respuesta

(Arcavi, et al., 1982)

(Boero, 1989)
(Fowler, 1991)

(Rogers, 1991)

Depende de variables que trascienden la Historia misma (tales como el
publico objetivo, su trasfondo matematico, las fuentes, el enfoque, o los
temas).

Varios tipos de HM.

Historia que permita construir una pseudo-historia o historia simplificada
en/para las aulas.

Fuentes para visiones generales, fuentes de trabajos mas detallados,
trabajos sobre las Matematicas en contextos mas amplios y recursos para
uso en el aula.

(Smestad, 2011a)

Algo mas que anécdotas y biografias.
Tabla 90 Ideas adicionales
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3.2.4 ¢Cbomo se llevan a cabo los procesos de apropiacion del
conocimiento histérico de las Matematicas por parte de los
profesores (en formacion o ejercicio)?

El andlisis de las ideas y propuestas contenidas en los documentos resenados en 3.1 nos
ha llevado a establecer dos conjuntos de opciones de respuesta a la pregunta sobre el
como. Un primer grupo representa las opciones curriculares, es decir la eleccién que hace
el formador de profesores si compromete el estudio de la HM en cursos de HM, a través
de su integracion a los cursos de Matemadticas, o de su involucramiento en cursos de
disefio curricular y tareas para el aula. Un segundo grupo alude a las opciones
metodolédgicas que el formador selecciona y emplea para comprometer la actividad de los
futuros profesores o profesores en ejercicio. La Imagen 6 presenta esquematicamente las
dos opciones referidas antes.

= Cursos de HM

= Opciones curriculares == Integracién de la HM a cursos de Matematicas

Integracion de la HM a cursos de disefio curricular

éComo? =
m Conferencias / Discusiones
= Opciones metodoldgicas = Lecturas
- Proyectos

Imagen 6 Respuestas a la pregunta cémo HM en CPM.

Una primera opcién curricular son naturalmente los cursos de HM (ver Tabla 91). A
propdsito de esta, algunos autores reclaman que estos cursos ocupen un lugar particular
en los planes de estudio de los programas de formacién de profesores y tengan una
intencionalidad en relacidon con un cierto tipo de ensefianza de las Matematicas, o bien
gue sean especializados y hagan un tratamiento riguroso y hasta profesional de la HM, ya
sea con un enfoque de historia contada desde el punto de vista del autor o bien desde un
enfoque de historia contada desde la perspectiva de los cientificos modernos (usando uno
de los tratamientos resefados en 3.2.3.2).
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Documento Respuesta
(Arboleda, 1984) Cursos de HM que no sean simples agregados en los planes de estudio y
que estén al servicio de una ensefianza no dogmatica.
(Heiede, 1992) Mediante cursos especializados de HM.
(Schubring, et al., 2000) A través de cursos opcionales u obligatorios de HM.
(Fried, 2001) Separacion radical.
(Clark, 2014) A través de cursos de HM.

Tabla 91 Respuestas a favor de cursos de HM.

Una segunda opcién curricular refiere a la integracion de la HM a los cursos de
Matematicas (ver Tabla 92). Dicha integracion, sin embargo, tiene diferentes expresiones.
Por ejemplo, para algunos autores la integracidon es un compromiso con la naturaleza de
las Matematicas mismas, al considerarla histdrica; para otros la HM constituye mas un
agregado a las Matematicas; mientras que para otros la HM es una herramienta de
fundamentacion de la apuesta curricular que se haga para el curso de Matematicas.

Documento Respuesta
(Freudenthal, 1981) No necesariamente a través de cursos de HM.
(Heiede, 1992) A través de la formacion matematica.

(Schubring, et al., 2000) A través de introduccion de elementos de la HM en los cursos de
formacion de docentes de Matematicas.

(Fried, 2001) Acomodacion radical.
(Clark, 2011) Desarrollo de tareas matematicas con orientacion historica.
(Clark, 2014) A través de fundamentar histéricamente cursos de Matematicas o de

métodos de ensefianza.
Tabla 92 Respuestas a favor de la integracion de HM a cursos de Matematicas.

La tercera opcién curricular se refiere a la integracion de la HM a cursos de disefio
curricular o a cursos de métodos de ensefanza (ver Tabla 93). Por lo general los autores
gue resefian esta como una opcion, refieren la actividad de disefar una unidad o
secuencia diddactica, o una leccion o tarea de clase, bajo la batuta de la HM o la inclusién
en la HM en el disefo curricular. También hay posturas que propugnan por la formacién
de un conocimiento pedagdgico del/para el profesor, respecto de los aspectos que la
inclusidon de la HM en las tareas de clase implica. Asimismo, hay posturas que propugnan
por la posibilidad de que la HM se conciba como un orientador para el curriculo de cursos
de métodos de ensefianza de las Matematicas.

Documento Respuesta

(Schubring, et al., 2000) Por medio de la incorporacion de aspectos historicos en los disefios de
unidades diddcticas o de ensefianza.

(Furinghetti & Paola, | Promoviendo el disefio de secuencias didacticas orientadas o mediadas
2003) por la HM.
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Documento Respuesta
(Barabash & Guberman- | A través de un curso de HM que asume como objeto de estudio a
Glebov, 2004) matematicos y sus obras vy, luego, a través de un trabajo de graduacion
que procura el disefio de tareas para el aula en relacién con la HM
estudiada.
(Furinghetti, 2007) A través de la exploracion de la HM para analizar los conceptos vy

procesos que se pueden encontrar en la ensefianza del Algebra v, luego,
el disefio de la secuencia de ensefianza y la discusion de la misma.

(Clark, 2011) Realizacidon de un proyecto de inclusidon de la Historia en la ensefianza en
una unidad didactica o en una leccion.

(Smestad, 2011a) Realizando proyectos que incluyen la Historia en tareas escolares.

(Clark, 2012) Desarrollo de los conocimientos pedagdgicos necesarios para integrar
una perspectiva histdrica en la ensefianza de las Matematicas escolares.

(Clark, 2012) Tareas para vincular lo estudiado con las matematicas y considerar sus
implicaciones pedagdgicas.

(Clark, 2014) A través de fundamentar histéricamente cursos de Matematicas o de

métodos de ensefianza.
Tabla 93 Respuestas a favor de la integracién de HM a cursos de disefio curricular

El analisis de la literatura contemplada en 3.1 nos permitié reconocer que una de las
opciones metodoldgicas empleadas o sugeridas para la formacién de profesores de
Matematicas, implica el desarrollo de conferencias sobre HM y el desarrollo de
discusiones sobre los contenidos tratados (ver Tabla 94). Algunos autores proponen la
realizacion de algunas lecturas como parte de la preparacion para la discusion, y de esta
forma promover una actividad tipo seminario.

Documento Respuesta
(Grattan-Guinness, A través de conferencias, seguidas de la presentacion de algunas lecturas
1978) clasicas y de un lapso de discusion.
(Hickman & Kapadia, | Conferenciasy sesiones de discusion.
1983)
(Arboleda, 1984) Conferencias, discusiones y sistematizacion de lecturas.
(Laubenbacher & Discusion de interpretaciones de las fuentes originales.
Pengelley, 1996)
(Clark, 2011) Discusion de las fuentes originales.
(Smestad, 2011a) Incorporando la Historia en conferencias.

Tabla 94 Respuestas que favorecen el desarrollo de conferencias y discusiones.

Ligado a algunas de las respuestas anteriores encontramos la estrategia de realizacion de
lecturas de documentos de HM o de fuentes originales del trabajo matematico (ver Tabla
95). En algunos casos las lecturas estan acompafiadas de unas tareas que incluyen
responder preguntas, resolver problemas o desarrollar ejercicios.
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Documento Respuesta
(Arcavi, et al., 1987) A través de talleres de lectura y trabajo sobre las fuentes, lo cual implica
resolver preguntas, desarrollar ejercicios y resolver problemas.
(Laubenbacher & | Lecturay estudio de fuentes originales.
Pengelley, 1996)
(Winicki, 2000) Desarrollando talleres que implican trabajo individual, grupal y colectivo

en lecturas de materiales histéricos, solucién de problemas y cuestiones
para promover la reflexién ulterior.
(Berlinghoff & Gouvéa, | Lecturasy estudio de fuentes sugeridas.

2004)

(Clark, 2011) Lecturas previas de fuentes originales y de informacion historica.
(Smestad, 2011a) Leyendo fuentes originales.

(Clark, 2012) Asignacion de lecturas previas (extractos histéricos y biograficos) en torno

a las ideas matematicas escolares, para situar adecuadamente el tema y
las fuentes primarias para desarrollar un concepto matematico clave.
Tabla 95 Respuestas que favorecen el desarrollo de lecturas.

Varios de los documentos/autores exponen ideas y realizaciones en donde el estudio de la
HM en la formacién de profesores se hace a través del desarrollo de un abanico amplio de
proyectos de varios tipos (ver Tabla 96). Algunos de tales proyectos implican la escritura
de ensayos o informes sobre el estudio de un asunto histérico de las Matematicas, la
realizacion de exposiciones de resultados de los estudios, la representacion teatral de
situaciones o hechos histéricos que implicaron a los matematicos y de fragmentos de sus
obras matematicas, el desarrollo de talleres en los que se estudian aspectos histéricos o se
solucionan problemas que ponen al profesor (o al futuro profesor) en situaciones
semejantes a las que pueden llegar a presentarse en el aula, la construccion de mapas de
conceptos y sus narrativas, el estudio etimoldgico de algunos términos, el trabajo con —y a
través de— almanaques de problemas matematicos, la formulacién de preguntas que
puedan ser respondidas por la HM vy la realizacién de indagaciones para determinar sus
respuestas, o la construccién de narrativas y descripciones de hechos para estudiar el
problema de la certeza y objetividad del relato histdrico.

‘ Documento Respuesta ‘
(Hickman & Kapadia, | Elaboracion de un proyecto y discusion de los resultados del mismo en un
1983) seminario.

(Kleiner, 1996) Partiendo del estudio de citas.

(Kleiner, 1996) Estudiando contextos histéricos concisos (y tratamientos de las ideas
matematicas) referidos por las citas.

(Kleiner, 1996) Resignificando las citas y sus potenciales implicaciones.

(Laubenbacher &  Escritura de resultados de estudios matematicos e histdricos.

Pengelley, 1996)

(Hitchcock, 1997) Dramatizacion y dialogos de la HM.

(van Maanen, 1997) Estudiar la fuente original, escribir sobre la misma y presentarla a los
demas.
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Documento

Respuesta

(Kleiner, 1998)
(Bruckheimer & Arcavi,

2000)

(Berlinghoff & Gouvéa,
2004)

La lectura de fuentes secundarias y la escritura de ensayos a partir de
estas.

Participacion activa en la lectura de materiales histéricos y en el
desarrollo de talleres en torno a estos para cuestionar el lenguaje, aplicar
los contenidos matematicos y comparar los tratamientos contenidos en
tales materiales.

Lecturas de ensayos, seguidas de cuestionamientos y proyectos sobre las
mismas.

(Waldegg, 2004)

Colocar al profesor en una situacion semejante a la que viven sus
estudiantes al estudiar Matematicas, a través de enfrentarlo a solucionar
problemas histéricos que connotan notacion, algoritmos y ambientes no
convencionales.

(Arcavi & Isoda, 2007)

La lectura de textos histdricos originales, la interpretacion de respuestas
de los estudiantes y la reflexién sobre lo aprendido.

(Miguel & Miorim, 2011)

A través de una secuencia de acciones, a saber:

e Construccién de memorias individuales y colectivas en relaciéon con
temas matematicos.

e Proposicidn de preguntas de investigacion sobre los temas.

e Didlogo con las memorias de quienes promueven las
transformaciones educativas en Matematicas.

e Dialogo con las comunidades de memorias oficiales.

e Dialogo con comunidades de memorias representadas por profesores
y estudiantes.

e Elaboracién de textos que contemple la complejidad de los dialogos
con las diferentes comunidades de memoria.

(Rogers, 2011)

Construccion y lectura de mapas de conceptos, sus narrativas vy
orientaciones.

Smestad, 2011a)

Desarrollando tareas de contenido histdrico.

(

(Smestad, 2011a)
(Clark, 2012)
(Clark, 2012)
(Clark, 2012)

(Despeaux, 2014)

Indagando la etimologia de algunas palabras matematicas.

Trabajo con las ideas matemadticas que evolucionaron a través del tiempo.
Estudio y discusion de las influencias histdricas y culturales, y los porqués
de las Matematicas que se fueron desarrollando.

Durante las sesiones de clase, examinar en detalle del concepto
matematico en la fuente primaria.

Explorando almanaques britanicos del siglo XVIII.

(Despeaux, 2014)
(Despeaux, 2014)
(Despeaux, 2014)

(Despeaux, 2014)

Analizando los problemas matematicos contenidos en los almanaques y
sus respuestas.

Realizando prosopografias de las personas que contribuian en los
almanaques.

Estudiando algunas fuentes secundarias que versan sobre los almanaques
estudiados.

Presentando resultados de la indagacion.

(Loats, et al., 2014)

(Loats, et al., 2014)

Escribiendo, de manera individual y colectiva, un relato sobre un
acontecimiento y analizando su certeza.

Formulando preguntas y realizando indagaciones que conduzcan a sus
respuestas.

(Loats, et al., 2014)

Reconociendo aspectos de la vida y obra de un matematico vy
representando al mismo en un panel.
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Tabla 96 Respuestas que favorecen el desarrollo de proyectos.

3.3 Discusiéon sobre la relaciéon Historia de las Matematicas —
conocimiento del profesor de Matematicas

Los resultados del anterior analisis y clasificacion, reportado en 3.2, ofrecen un panorama
que pretende recoger las respuestas que los autores manifiestan, a través de los
documentos abordados en 3.1, a las cuatro preguntas que hemos postulado para
organizar y describir la relacion HM—CPM. Dicho panorama constituye ahora el objeto de
discusion y el trasfondo para expresar nuestras posturas y reflexiones. Expongamos
entonces estas para cada una de las preguntas y para la relacidon en general.

3.3.1 Discusion y reflexion a propésito de los porques

Recordemos inicialmente que establecimos cuatro respuestas generales a la pregunta
sobre el porqué, a saber: existen gentes o comunidades que tienen interés en la HM como
parte del CPM, hay una valoracién social de la historicidad de las Matematicas, se
reconoce en la HM una cornucopia de visiones, y se asume la HM como una fuente de
artefactos potencialmente convertibles en herramientas para la actividad docente.

La existencia de comunidades y gentes que conozcan de HM vy se interesen por la
formacién de profesores se muestra como una condicidn sine qua non para la integracion
del conocimiento histérico al CPM. Este problema se ubica en el plano del formador de
profesores de Matematicas (ver apartado 1.2.2) y ha sido descrito por Vasco (2002) y en
un apartado del capitulo que hemos citado en varias oportunidades antes (Schubring, et
al., 2000, pp. 140-142); el problema se resume en la necesidad de conocimiento histérico
en los formadores de profesores y en la necesidad de que mds académicos con
conocimiento sobre la HM se vinculen a la tarea de formar profesores desde/en la HM.

Una opcién de largo aliento para afrontar este problema, basada en la experiencia y
tradicion colombiana de casi cuatro décadas (particularmente en la experiencia en la
Universidad del Valle liderada por el doctor Luis Carlos Arboleda Aparicio), es la creacion
de escuelas de pensamiento que, motivadas por uno o mas individuos, incorpore la HM en
los programas de formacién inicial de profesores de Matemadticas (o Matematicos),
seduzca a algunos profesores a realizar trabajos de grado en HM, incorpore la HM en los
programas de posgrados o formacién avanzada de profesores de Matemadticas, dé
oportunidad para que los profesores seducidos realicen docencia en HM vy dirijan trabajos
de grado con perspectivas histéricas en pregrado y posgrado, induzca la necesidad de
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incluir una perspectiva histérica en las investigaciones en Educacién Matemadtica o
Didactica de las Matematicas, promueva el desarrollo de proyectos de investigacién en
HM, dirija tesis doctorales en HM o en Educacién Matemadtica con un enfoque o acento
histérico, favorezca condiciones para que los académicos formados en tal escuela de
pensamiento se diseminen por las instituciones formadoras de profesores, y promueva
una actividad académica de estudio y divulgacién de la HM a través de seminarios y
eventos académicos regionales, nacionales e internacionales. En suma, la opcién para
afrontar el problema es formar comunidad académica en torno a la HM, con sensibilidad e
interés por la educacién del profesor de Matematicas.

., .. . . 1
Al margen de esta opcidn, no reconocemos ni imaginamos otra factible™®, a no ser

aquella, auspiciada de manera un tanto artificial por decisiones del Estado u organismo
gue defina politicas para la formacion de docentes, que a través de un Decreto o
Resolucién establezca la obligatoriedad de la HM en los programas de formacién de
profesores o en examenes de incorporacion laboral de profesores de Matematicas. Esta
opcion crea la necesidad y compele a algunos formadores a asumir un compromiso con el
conocimiento de la HM.

Independiente de la opcion asumida o disponible, debemos insistir y enfatizar en que no
es suficiente el interés y formacién en HM para orientar procesos —eficaces y eficientes—
de formacién en HM para los profesores en formacién o ejercicio (asi como tampoco es
suficiente el interés y formacién en Matemadticas o en Didactica de las Matematicas para
dirigir procesos de formacion en cada una de estas disciplinas); desde nuestra perspectiva,
debe haber tanto un interés legitimo en el vinculo o la relacién HM-CPM, como una
formacion en las particularidades de tal relacidn vy, especificamente en la Didactica de la
Historia de las Matematicas (asi como debe haber en el formador un interés en las
relaciones Matematicas—CPM o Didactica de las Matematicas—CPM y una formacién en
Didactica de las Matematicas y en Didactica de |la Didactica de las Matematicas).

La valoracién social de la HM impone retos mayusculos, sobre todo a sociedades en
donde esta ha estado relegada a un segundo plano y donde las Matematicas (casi siempre
en su presentacion axiomatica o acabada) han ocupado un lugar preponderante en el
concierto de las ciencias y disciplinas cientificas. El reclamo gestionado por Heiede (1992,

13913 opcién que desde el campo EPM surja un movimiento a favor de la inclusidon de la HM en el CPM se ve un tanto
lejana, pues ha habido mayor preocupacion por la formacion matematica (asociada al Subject Matter Knowledge) y la
formacion en diddcticas especificas de las Matematicas (relacionada con el Pedagogical Content Knowledge) y no se
reconoce a la HM participando explicita ni protagdnicamente de tales ambitos.
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1996), de ubicar la HM como parte sustancial de las Matematicas, tiene una dificultad
implicita por superar y que nos atrevemos a postular a través del siguiente interrogante
de orden epistemoldgico (en cierto sentido inspirado en Fried (2001, 2007)): épuede
convivir un discurso de una disciplina formal, como las Matematicas, con un discurso de
una ciencia humana o social, como la Historia de las Matematicas? Quiza la Unica
posibilidad para que estos discursos puedan coexistir sin un aparente detrimento de uno u
otro (mas alld de lo planteado por Fried (2001, 2007), es asumir posturas filosoficas sobre
las Matematicas que abandonen los paradigmas absolutistas y que se plieguen hacia
posturas falibilistas de las Matematicas (Ernest, 1991), en donde las ideas de rigor, verdad
y demostracién (entre otras) adquieren un sentido relativo y dependiente de los
momentos histdricos y de las culturas, tradiciones e instituciones matematicas.

Ahora bien, si aceptaramos como valida la postura epistemolégica de Heiede y
consideraramos, por ejemplo, que para el caso del profesor de Matematicas aprender
Matematicas implica el conocimiento de los resultados y también de los procesos, se
podrian enunciar varias consecuencias: De un lado el conocimiento de la HM deberia
hacer parte integral del aprendizaje de las Matematicas para los futuros docentes vy, por
ende, conocimiento exigido a, y promovido por, los formadores de estos; asi, se
impondrian nuevas exigencias de formaciéon para los formadores de profesores, ya sean
matematicos, educadores matematicos o didactas de las Matematicas, y muy
probablemente, nuevas estrategias y objetos de ensefanza en los programas de
formacion de ellos. De otro lado, la cuestidon de integrar la HM a la ensefianza de las
Matematicas, se convertiria en un asunto de primer orden para la investigacion didacticay
para la accién docente (ello bajo el reconocimiento de que aun no lo es para la comunidad
de Educacidon Matematica).

Otro reto relacionado con la valoracion social de la HM es lograr empoderar la HM
producidas por comunidades convencionalmente consumidoras o “importadoras”** de
Matematicas, como parte importante de la HM y como elemento fundamental para
favorecer la identidad cultural y cientifica de los miembros de aquellas comunidades. Este
reto implica, en primer lugar, contar con la historia de la produccién matematica
especifica y, en segundo lugar, o bien luchar contra o trasgredir los esquemas que han
identificado a la HM occidentales como la HM hegeménica y posicionar la historia del
contexto social especifico como parte de la HM, o bien emprender procesos formativos en
esta historia especifica que permee la mentalidad de los matematicos y profesores de

1o Empleamos este término basados en la descripcion hecha en https://www.technologyreview.com/s/601179/data-

mining-algorithm-reveals-the-stormy-evolution-of-mathematics-over-700-years/
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Matematicas de la comunidad especifica. No excluimos la posibilidad de realizar las dos
acciones planteadas antes de manera excluyente.

A modo de ejemplo, se puede citar para el caso colombiano el desarrollo de un
proyecto141 dirigido a la identificacién, catalogacién y conservacién del patrimonio
matemadtico nacional a través de un sistema de informacién de la produccién matematica
colombiana. Asimismo se puede citar un importante numero de trabajos142 realizados en
Colombia a través de los cuales se procura la reconstruccion de la Historia de las
Matematicas colombianas, o la sorpresiva y constante respuesta que en desarrollo de un
proyecto de investigacién143 obtuvimos al indagar en varios programas de formacién de
profesores de Matematicas acerca de si se estudiaba la Historia de las Matematicas
colombianas, a saber: “éacaso existe?”.

Vale la pena sefialar que conseguir una valoracién de la historicidad de las Matematicas es
una tarea en la que la comunidad de matematicos tiene una alta responsabilidad —incluso
mayor que la de la comunidad de historiadores de las Matematicas—; esta obedece al
reconocimiento de la existencia de discursos meta-matematicos (v.g., los provenientes de
la Didactica de las Matematicas, la Filosofia de las Matematicas, la HM, la Epistemologia
de las Matematicas, la Sociologia de las Matematicas) en los que ellos pueden participar
no solo como jueces o aprendices, sino como generadores y hacedores de dichos
discursos, sin que ello impligue una pérdida de estatus académico, ni pérdida de
cientificidad, sino todo lo contrario, es decir una redimension de la profesion matematica.

Frente a la argumentacion que refiere a la HM como cornucopia de visiones podemos
advertir, de un lado, la adjudicacion de un valor intrinseco de esta, independiente incluso
de la estrategia metodoldgica que se use para su estudio o apropiacion (i.e., de los como)
y, de otro lado, una tendencia hacia la generalidad de las afirmaciones que se refleja en
una independencia de las razones argliidas para sustentar la HM en la educacion de los
profesores, del tipo de historia disponible, y de las tematicas, énfasis o tratamientos
efectivamente disponibles (i.e., de los qué). Creemos, entonces, que las aserciones sobre
el porqué incorporar la HM en la educacidn de un profesor, se deben articular o matizar

1 |3 informacién del proyecto se puede acceder a través de http://www.accefyn.org.co/proyecto/proyecto.htm. El

proyecto es auspiciado por la Academia Colombiana de Ciencias Exactas, Fisicas y Naturales; la Sociedad Colombiana de
Matemdticas; y la Universidad Nacional de Colombia.

%2 varios de estos trabajos estdn referenciados en la segunda nota a pie de pagina de un articulo publicado en la revista
Quipu (Torres, Guacaneme, & Arboleda, 2014).

%3 Caracterizacion de las estrategias curriculares de formacion en Historia de las Matemadticas en programas de
formacion inicial de profesores de Matematicas. Universidad del Valle — Codigo Cl 5220 (2010-2011).
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con las respuestas a las preguntas sobre el cdmo, pero sobre todo sobre el qué. Por
ejemplo, consideramos que una HM con una fuerte tendencia internalista puede no
favorecer suficientemente la identificacion de las relaciones de los objetos matematicos
con otros objetos y contextos no matematicos, ni la apreciacion de la amplitud de visiones
acerca de la actividad matemadtica que acompafié su evoluciéon; aunque esta misma
tendencia puede si proporcionar una visidon del objeto matematico y de su tratamiento en
el marco de una teoria. En suma, consideramos que no todo tipo de HM responde
suficiente ni adecuadamente a las expectativas que se infieren de los planteamientos
recapitulados y que adjudican a la HM el caracter de cornucopia de visiones de la actividad
matemadtica, de las Matematicas, del conocimiento matemadatico y de los objetos
matematicos.

Al observar los argumentos que respaldan la idea de que la HM configura una fuente de
artefactos debemos afirmar que en este caso también se le asigna un valor intrinseco a la
HM, en cierto sentido independiente del tipo de HM o de la estrategia que se emplee en
su apropiacion. Por ejemplo, consideramos totalmente necesario disponer de una HM
evolutiva o una HM que ofrezca un panorama de dificultades o de obstaculos
epistemoldgicos para poder establecer un cierto paralelismo con la evolucion del
pensamiento matematico de los estudiantes o con sus errores o maneras de pensar.
Asimismo, se debe haber hecho un trabajo con fuentes histéricas originales que haya
implicado una descentracion del profesor, para que tal experiencia sirva de referencia al
profesor sobre la situacion en la que sus estudiantes se encontrardn al estudiar un
discurso matematico que les es ajeno.

Ahora bien, frente a la idea de HM como artefacto y como este tiene la potencialidad de
convertirse en herramienta, debemos mencionar que consideramos necesario que existan
unas acciones especificas que promuevan tal conversién. En este sentido creemos que el
proceso de apropiacién de la HM no conlleva de manera natural ni inmediata el uso de la
misma, ello en tanto que la HM no tiene de manera intrinseca la condiciéon de ser
herramienta, sino solo artefacto. En un sentido semejante en un capitulo de un Handbook
(Shigi, Rongjin, & Hyunyong, 2008) se afirma la necesidad de establecer conexiones
explicitas entre el conocimiento matemadtico usual promovido en un programa de
formacidn de profesores y el conocimiento matematico escolar, y que estas conexiones se
realicen al interior del programa y no se dejen al arbitrio de los egresados ni de las
condiciones laborales que las exijan o determinen.
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3.3.2 Discusion y reflexion a propésito de los para qué

Recordemos que antes identificamos dos respuestas generales a la pregunta para qué la
HM como parte del CPM, a saber: para dotar al profesor de visiones (sobre la actividad
matematica, las Matematicas, el conocimiento matematico y los objetos matematicos) y
para dotar al profesor de artefactos para su ejercicio profesional (mirada epistemolégica y
del pensamiento matematico, maneras de ensefiar e insumos para el aula y el curriculo, y
competencias personales y profesionales).

Para discutir las afirmaciones relativas a las visiones sobre la actividad matematica, sobre
las Matematicas y sobre el conocimiento matematico, presentemos un hecho que se
revela en principio trivial: la variedad de visiones y creencias especificas sobre las
Matemadticas, sobre su conocimiento y sobre “hacer Matemadticas” depende de las
experiencias, tendencias y perspectivas empleadas en el estudio de estas. Veamos al
menos dos ejemplos: un estudio de las Matematicas que se centre en el manejo de
procedimientos conllevard a apreciar las Matematicas como fuente de herramientas
operativas, reconocer lo algoritmico como aspecto esencial de su conocimiento y resolver
ejercicios como una manera tipica de la actividad matematica; y, estudiar la presentacion
axiomatica deductiva (o pseudo-tedrica) de las Matematicas puede develar una idea de las
Matemadticas como conjunto de teorias, una percepcion de los teoremas como expresién
esencial del conocimiento matematico, y la actividad de produccién deductiva de
teoremas (y de sus demostraciones) como actividad matematica central.

Bajo esta linea argumental, siguiendo las ideas de algunos de los autores consultados y
citados, se podria entonces sustentar que si las experiencias de estudio de las
Matematicas incorporan simultdneamente el estudio de aspectos histéricos de estas, las
visiones en cuestién se afectarian en positivo, logrando —por ejemplo—: ver las
Matematicas como ciencia no necesariamente auténoma y altamente interactuante con
otras expresiones del pensamiento humano; notar del conocimiento matematico su
caracter perfectible y con validez relativa, con expresiones que superan los resultados
exitosos que trascienden el tiempo; y, advertir que la actividad matematica no esta
condicionada exclusivamente por los principios de la deduccién ldgica, que la intuicidon
contribuye de manera importante a la actividad creativa y que puede la actividad
matematica esta permeada por los contextos socioculturales.

La anterior perspectiva tiene aun un caracter hipotético, pues infortunadamente la
incorporacion de la HM en las experiencias de estudio de las Matematicas no parece ser el
tipo de practicas que usualmente orienta la formacién matematica de los profesores de
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Matematicas y en las investigaciones empiricas sobre HM—-CPM las referencias a tales
practicas son altamente escasas.

No obstante la precedente situacién, reconocemos que varios de los estudios empiricos
contemplados en la literatura consultada si refieren experiencias —no siempre exitosas—
de introduccién de la HM en la formacién de profesores con el propdsito de “modificar”
sus visiones. También advertimos que varias de las propuestas contempladas en la
literatura sobre la relacion HM—CPM exponen la idea de cursos de HM llevados a cabo con
posterioridad a la formacion matematica basica de los profesores; en algunos casos
incluso esta formacién matematica basica se exige como prerrequisito del curso de HM.

A este respecto, debemos sefalar que detrds de varias posturas reconocemos que a la HM
se le adjudica un papel de conocimiento “corrector” de visiones (como lente de anteojos),
mas que como conocimiento consustancial a las Matematicas mismas (como el cristalino
para el ojo). En efecto, pareciera que las experiencias matematicas que los futuros
profesores han tenido formandose como matematicos, o educandose en su conocimiento
matemadtico disciplinar, han conducido a una vision “deformada” de las Matematicas, de
su conocimiento y de la actividad matematica misma, y que la HM tiene la facultad de “re-
formar” tales visiones.

Esta condicién asignada a la HM revela otro hecho, quizd no tan trivial como el
mencionado antes sobre las implicaciones de las experiencias formativas en las visiones, a
saber: para el profesor de Matematicas no es suficiente lograr una visidon “restringida” de
las Matematicas y requiere disponer de una visidn y creencias sobre esta mas amplia y
diversa, como la proporcionada por la HM. Bajo la aceptacién de este hecho se hace
necesario explorar y explicitar qué y cémo, del ejercicio profesional docente, se favorece
con una visién tal, asunto no suficientemente abordado de manera explicita en la
literatura estudiada por nosotros y reportada en 3.1.

A modo de inferencia, a partir de tal literatura, podriamos llegar a proponer que una
vision amplia de la actividad matematica (que incluya sus diferentes facetas, la valoracion
del acto creador, la asignacion de un lugar para la intuicién y para los aspectos estéticos, o
propicie sensibilidad en torno a la existencia de maneras alternas de hacer Matematicas,
entre otras de sus caracteristicas) dispondria al profesor a proponer formas alternas de
actividad matematica en el aula o a valorar en la actividad matematica de sus alumnos
aspectos no técnicos del quehacer matematico, a la vez que le impondria retos respecto a
como promover el desarrollo de la intuicion matematica o de la creatividad matematica
de los estudiantes, a través de las tareas que les proponga. De manera semejante, y
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manteniendo un estado hipotético casi especulativo, podemos inferir que una vision no
distorsionada de las Matemadticas y de su conocimiento (que la asocie a las demas
disciplinas, que le asigne un lugar a sus relaciones con la Cultura y la Sociedad, o que le
permita entrever el caracter relativo del rigor, verdad o existencia del conocimiento
matemadtico) permitird que el profesor —entre otras opciones— considere la posibilidad de
realizar proyectos escolares de Matemadticas en donde intervengan otros colegas,
disciplinas y artes, asi como que le brinde la posibilidad de reconsiderar la existencia —y
evolucion— en el aula de canones de rigor, verdad y existencia, alternos a los
aparentemente estandarizados para las Matematicas.

Ahora bien, la linea argumentativa relacionada con la visidn de los objetos matematicos
expresada por varios autores, conlleva la idea de que una vision amplia y profunda de los
objetos matematicos (expresada, por ejemplo, en el conocimiento de su racionalidad e
intencién, su caracter evolutivo, sus distintos significados, o su ubicacion en las
Matematicas mismas) es un componente deseable en el conocimiento de los profesores,
por cuanto aporta a su comprensién de los objetos matematicos. Desde nuestra
perspectiva, esta es una manera adecuada de responder al requerimiento referido en la
expresion “el profesor de Matematicas debe aprender mas Matematicas que las que
deben aprender sus estudiantes” y que usualmente se interpreta como que debe
aprender sobre temas y disciplinas que no ensefia (y que hacen parte del conocimiento
exigido a los matemadticos). En otras palabras, creemos que la comprensidon que sobre los
objetos matemadticos escolares debe tener el profesor, se favorece sustancialmente a
través del conocimiento y profundizacion en los aspectos histéricos de tales objetos, pero
no se agota con ello.

Al margen de esta consideracién, la mayoria de las argumentaciones estudiadas nos
parecen carentes de detalles acerca de la conveniencia y utilidad de una mejor

144
. En otras

comprensién de los objetos matematicos, a favor del ejercicio docente
palabras, creemos necesario responder qué beneficios, a mdas de erudicién, obtiene un
profesor al tener una visidon histdrica de los objetos matematicos que configuran las

matematicas escolares.

Ligada a esta pregunta aparece entonces la segunda intencién aludida (i.e., dotar al
profesor de artefactos para su desempeno profesional) y algunas respuestas. Procurando
mantener el orden de los aspectos aludidos a este respecto (mirada epistemolégica y del

144 o .z . . . s .
Esta afirmacion no deberia interpretarse como un rechazo a la necesidad de la comprension profunda de los objetos
matematicos; deberia interpretarse como una busqueda de justificacién y sentido de tal comprension.
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pensamiento matematico, maneras de ensefiar e insumos para el aula y el curriculo, y
competencias personales y profesionales) exploremos tales respuestas y expresemos
nuestras posturas.

En una primera via de respuesta, especificamente en lo relativo a la mirada
epistemoldgica y del pensamiento matematico, se encuentra la interesante discusidon que
se ha dado en torno a si la filogénesis puede y debe orientar los procesos de abordaje de
los objetos matematicos en el aula y si en efecto entre esta y la ontogénesis existe un
“paralelismo”. Mas alld de tomar una postura que en dicha discusidon, consideramos
fundamental sefialar al menos dos supuestos tacitos no cuestionados en ninguno de los
documentos estudiados sobre la relacion HM—CPM: el primero es precisamente la
existencia y disponibilidad de una historia y andlisis epistemoldgicos de los objetos
matematicos que se constituyen en objeto de ensefianza y aprendizaje en la escuela; el
segundo es la adecuada presentaciéon de tal historia y analisis en relaciéon con las
posibilidades y exigencias de los procesos formativos de los profesores de Matematicas.
En otras palabras, antes de abordar la discusidon (o al menos al margen de esta) debe
garantizarse la existencia de una historia evolutiva del objeto matematico, que sirva de
referencia o filogénesis, y una presentacion de los detalles histdricos claramente
pertinentes, adecuados y dirigidos a la formacion del profesor.

Recordemos ahora que varios de los autores estudiados plantean que un andlisis histérico
y epistemoldgico de un concepto permite a los profesores comprender por qué un cierto
concepto es dificil para los estudiantes o interpretar los errores que surgen en el
aprendizaje de las Matematicas. Aca también debemos cuestionar la existencia de dichos
analisis y sefialar que muchos de ellos han surgido como una necesidad y respuesta desde
las investigaciones en Diddactica de las Matematicas y que algunos de los existentes casi
siempre se apoyan en versiones internalistas de la HM; desde nuestra dptica, esta es una
de las razones de existencia y promocién de enfoques socioculturales o
socioepistemoldgicos para la HM tan en boga particularmente en este siglo.

Una segunda via de respuesta se refiere a una transformacién en la manera de enseiar
Matematicas, mediada por la introduccidn de una componente histérica en la educacion
del profesor. En esta via se han pronunciado voces que argumentan, entre otros asuntos,
gue el aprendizaje de la HM por parte de los profesores proporciona un cambio en la
manera habitual de abordar la educacion en Matematicas y de promover el pensamiento
de los individuos, transforma la practica de ensefanza de las Matematicas —debido al
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cambio epistemoldgico que, para los conceptos matematicos, se genera al estudiar su
perspectiva histérica-epistemoldgica—, o promueve un estilo consciente de ensefianza.

Desde nuestra perspectiva, podria llegar a ser relativamente obvio que la introduccién de
un componente histérico en la educaciéon de los profesores si afecte el ejercicio docente y
genere algunas diferencias en la ensefianza de las Matematicas, pero no es igualmente
obvio que tales diferencias sean lo suficientemente profundas y esenciales que mejoren la
ensefianza y el aprendizaje de las Matematicas; infortunadamente, los resultados de las
investigaciones por nosotros estudiadas no reportan mucha evidencia para verificar esta
hipdtesis. Al respecto de esto, vale la pena recordar la critica que Bkouche (1997) hace al
“enfoque histérico en la ensefianza de las Matematicas”, al sefialar que si bien es valido
recurrir a la HM para mejorar la ensefianza, esta no es la panacea a todos los problemas
gue dicha ensefianza contempla.

En una tercera via de respuesta, especificamente al considerar que el estudio de la HM
dota al profesor de insumos para el aula y el curriculo, encontramos que varios autores
aluden a la potencialidad de la historia de un concepto en tanto fuente de ideas para la
ensefianza de este. El documento de Grugnetti (2000) constituye un buen ejemplo de ello,
pues luego de presentar algunos elementos de la historia y evolucién del concepto de
funcidén, invita a tomar de dicha historia ideas para lograr diferentes enfoques de
enseflanza de este concepto. Los documentos que proponen el conocimiento de
problemas matematicos histdéricos y su incorporacion al aula de clase constituyen otros
ejemplos.

Desde nuestra perspectiva, esta aproximacion a la HM (es decir como proveedora de
insumos) tiene un cardcter utilitario, pues el profesor se sirve de esta para utilizar sus
resultados, de manera relativamente directa, en la ensefianza de las Matematicas.
Consideramos que este uso, si bien puede ser importante para el ejercicio profesional del
profesor y puede configurarse como estrategia pedagdgica innovadora, incorpora un
sentido poco profundo de la HM en razén a que muy probablemente se fracciona o
simplifica la obra matematica, el relato o analisis histdrico al incorporar solo segmentos de
la HM y dificilmente se incorporaran los analisis histdricos-epistemoldgicos generados por
los historiadores vy fildsofos de las Matematicas. Asimismo, incorpora un sentido poco
profundo del CPM, identificdndolo mds con un conocimiento técnico (o tecnoldgico) que
con un conocimiento que define a un profesional de la educacién.

En un sentido semejante al nuestro identificamos el cuestionamiento de Bkouche (1997),
a través del cual reclama y propone un uso de la HM en torno a las cuestiones
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epistemoldgicas, de manera andloga a como, para el caso de Francia, lo reportan
Schubring y sus colegas (2000). En dicho articulo, el autor francés establece que la HM
puede y debe responder a las necesidades de cardcter epistemoldgico que le surjan al
profesor de Matematicas en su ejercicio docente, reivindicando asi un tipo de Historia que
trasciende la versién conocida biografica y cronolégica v, asi, el trabajo profesional de los
historiadores en el que descansan los analisis y la producciéon que publican en revistas y
libros especializados. Quiza los argumentos de Monk y Osborne (1997) en torno a que la
Historia y la Filosofia de la ciencia deben tener unas razones subyacentes que sean
integrales a, y compatibles con, los principales objetivos de los profesores, constituyan un
elemento adicional a favor de la reivindicacion del papel de la HM en una dimensién como
la planteada por Bkouche.

Una cuarta linea de respuesta alude a las competencias personales y profesionales.
Recordemos que al respecto se resefia que el estudio de la HM conlleva: un ambiente de
aprendizajes que trascienden el conocimiento histérico y que implica el aprendizaje de
habilidades y el desarrollo de competencias metacognitivas, el contacto con otros
resultados culturales, o valorar la HM. Estos planteamientos encajan muy bien en la
categoria “historia como medio”, propuesta por Jankvist (2009b). Para nosotros esta
intenciéon debe ser valorada en su justa medida, pues parece aportar de fondo al
conocimiento del profesor en tanto profesional de la educacion en Matematicas.
Especificamente reconocemos que estas competencias mdas que aludir al “saber” del
profesor, refieren al “ser”.

En un via semejante hemos identificado algunos documentos que refieren refiere al
propésito de fortalecer la valoracién y el papel de la profesién docente, puesto que la HM
contiene algunos materiales que reflexionan —o permiten reflexionar— sobre la profesién
del docente de Matemadticas. Por ejemplo Hgyrup (2007), presenta un documento en el
cual a través de sus referencias a la ensefianza de las Matematicas, al papel y caracter del
profesor de Matematicas o del matemdtico de una época antigua, genera
cuestionamientos sobre estos aspectos hoy en dia. Por su parte, en una dimensidn
diferente de la historia (i.e., historia de la ensefianza de las matematicas) Schubring y sus
colegas (2000) plantean la posibilidad que esta permita la comprension de la evolucion de
la profesion docente.

Identificamos asi, asuntos aun no suficientemente abordados como contribuciones
particulares de la HM al CPM que deberian ser objeto de estudio para seguir consolidando
el papel de la HM en el CPM.
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3.3.3 Discusion y reflexion a proposito del qué

Para iniciar la discusién, resefiemos nuevamente la diferencia entre los planteamientos
gue hicimos en un momento especifico de la aproximacién a la pregunta en cuestion
(Guacaneme, 2010) y lo presentado ahora como forma de organizacion de las respuestas
identificadas en los documentos citados en 3.2.1. Consideramos que existe una diferencia,
aparentemente nimia, entre los objetos de estudio de la HM vy los tratamientos que se
pueden hacer de los mismos; tal diferencia no fue evidenciada en el articulo citado.

Para ir precisando la diferencia en cuestién, consideremos dos casos particulares a través
de los cuales se ilustra como un objeto matematico puede ser tratado histéricamente de
dos modos distintos y por qué el tratamiento no puede ser considerado objeto de estudio
de la HM.

Desde la HM se podria estudiar el funcionamiento de la definicion euclidiana de
proporciéon —para magnitudes geométricas— en el marco del Libro V de Elementos de
Euclides, o se podria explorar cémo el trabajo de Eudoxo en Astronomia sobre los ciclos de
los cuerpos celestes y su coincidencia periddica, condicionaron la emergencia de tal
definicidn. Asi, se observa como un objeto matematico (la definicién quinta del Libro V)
puede ser abordado desde la HM bajo una perspectiva internalista para identificar su
funcionamiento en el marco de una teoria o externalista para establecer cdmo las
condiciones socioculturales le determinaron. Debe ser claro entonces, a través de este
ejemplo, que las miradas internalista y externalista no son objetos de la HM, sino modos
de abordar el estudio histérico del objeto matematico.

Otro ejemplo podria retomar como objeto de estudio de la HM, la manera en que
Euclides, en el Libro V de sus Elementos, emplea el término “equimultiplos” para referir el
mismo multiplo de dos magnitudes no necesariamente homogéneas (por ejemplo, el
“triple” de una longitud y el “triple” de una superficie) y el estudio que de esto se hace a
través de notaciones simbdlicas que asocian a una magnitud la letra a,alaotralaletra by
a los multiplos las letras na y nb (3a y 3b, para el ejemplo especifico). Si bien el asunto
matemadtico es el mismo (la idea de equimultiplo), la lectura e interpretacién puede
hacerse desde el punto de vista del autor (es decir sin una notacién simbdlica sino
simplemente retérica apoyada en dibujos) o desde la perspectiva de los cientificos
modernos (empleando la notacién sugerida antes), como lo mencionamos en el articulo
(Guacaneme, 2010) siguiendo una un planteamiento interesante (Tosh, 2006), es decir
desde dos tratamientos histéricos diferentes con posturas antipodas.
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Bajo esta consideracion, lo que en este capitulo hemos considerado bajo el titulo
“tratamiento” si define tipologias de la HM, pero estas no son objeto de estudio de la HM
sino maneras de abordar los “objetos de estudio”. En este punto nos atrevemos a sefalar
que el estudio y definicién de las tipologias de la HM pertenece al terreno del discurso
meta-histdrico o de la historiografia, entendida esta en su acepcidon mas basica (i.e., como
la disciplina que se ocupa del estudio de la historia).

Advirtamos entonces que actualizando las tipologias del articulo citado (Guacaneme,
2010), tendriamos no diez sino cinco tipologias, tres de las cuales se han identificado en la
literatura tratada en este capitulo (Internalista/Externalista, Relato/Analisis vy
Evolutiva/Situada). En la Imagen 7 hemos ilustrado las tipologias e incluido las dos no
tratadas en la literatura de este capitulo pero si identificadas en el articulo; a propdsito de
estas debemos precisar que la tipologia “Historia/Herencia” proviene directamente y sin
cambios del articulo citado, en tanto que la tipologia “Original/Anacrénico” recapitula las
ideas de lo que en el articulo denominamos la tipologia “Historia cultural/perspectiva
moderna”. La tipologia que en el articulo denominamos “enfoques del analisis histérico”
la hemos incluido como una descripcion mas fina del segundo elemento de la tipologia
“Relato/Analisis”.

— Internalista / Externalista

— Relato / Analisis

Tipologias de HM Evolutiva / Situada

— Historia / Herencia

- Original / Anacrénico

Imagen 7 Tipologias de HM

En este mismo sentido debemos reconocer que algunas de las tipologias tratadas en el
articulo se consideran ahora como “Objeto de estudio” de la HM. La aludida en el articulo
como “objeto de referencia” se expresa ahora en algunos de los objetos de estudio, en
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tanto que la que nombramos como “historia conceptual/historia de problemas” se
contiene en el objeto de estudio denominado “Temas/Procesos/Problemas”. La
denominada “fuentes”, ahora ingresa como objeto de estudio. Consideramos que la
tipologia que en el articulo nombramos “Matematicas hegemodnicas/Matematicas de
culturas no hegemodnicas” ahora debe ser pensada como un objeto de estudio de la HM;
por ello, en la Imagen 8 la hemos resaltado. Debemos precisar que los seis primeros
objetos son precisamente objetos de estudio de la HM, el séptimo es un objeto de estudio
sobre la HM y el octavo asume una relacién de la HM con el contexto educativo.

- Biografias y cronologia

m Fuentes primarias, secundarias, terciarias

s Teorias / Subdisciplinas / Disciplinas

n Temas / Procesos / Problemas

Objeto de estudio =

o Pensamiento matematico

Matematicas hegemonicas / Matematicas de culturas no hegemonicas

- Asuntos meta-matematicos o meta-histdricos

= Relacién de HM con lo educativo

Imagen 8 Objetos de estudio

Mas alla de lo comentado hasta aca queremos resaltar que la identificacién de objetos de
estudio y tratamientos (o tipologias de la HM) nos ha llevado a reconocer dos preguntas,
relacionadas con la pregunta sobre qué HM debe ser apropiada por un profesor, a saber:
(i) ¢qué objetos de estudio deben ser abordados en la apropiacién de la HM para la
formacién del CPM? vy (ii) équé enfoque o tratamiento histdrico debe ser empleado para
tratar los objetos de estudio de la HM?

Abordemos entonces la discusién relacionada con la pregunta équé objetos de estudio
deben ser abordados en la apropiacién de la HM para la formacion del CPM? Como se
puede advertir, las respuestas dadas por los documentos/autores incluyen quiza todos los
objetos que considera la HM (a saber: biografias y cronologia; fuentes primarias,
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secundarias, terciarias; teorias, subdisciplinas, disciplinas; temas, procesos, problemas;
pensamiento matematico; Matematicas hegemodnicas, Matemadticas de culturas no
hegemanicas). Lo anterior de manera alguna significa que todos los documentos/autores
concuerdan en la respuesta a la pregunta en cuestion; mds bien lo que deberia
interpretarse es que lo que para algunos es un objeto de estudio deseable para la
formacién del CPM, para otros no lo es.

Muy probablemente no exista disenso alguno entre los profesionales de la HM para
aceptar que los aspectos historicos (tales como las biografias o las fechas de
acontecimientos matematicos) hacen parte de aquello de lo cual la HM se ocupa; asi,
ubicar a los matematicos célebres en determinadas épocas de desarrollo de las
Matematicas o las fechas (o épocas) en que una obra se desarrolla o publica, se considera
conocimiento histdrico que, entre otras cosas, genera un halo de erudicion. El consenso
puede llegar a extenderse a la pertinencia de este conocimiento como parte del CPM; al
menos, no parece tener buen recibo un profesor de Matemadticas que no logre referir a
algunos de los principales matematicos, ni algunos hitos de las Matematicas (carecer de
tal conocimiento evidenciaria falta de “cultura basica” sobre las Matematicas o sobre su
historia)'*>.

Sin embargo, un terreno donde el consenso parece desvanecerse es aquel en donde se
postula el cardcter fundamental de dicho conocimiento histérico para el profesor de
Matematicas (i.e., cuando se cuestiona si este conocimiento condiciona profundamente su
ejercicio profesional). En efecto, existen serias dudas de que a mas de erudicion este tipo
de conocimiento proporcione un valor agregado al CPM, sin embargo no hay que
desconocer que, por ejemplo, las anécdotas'*® usualmente se emplean en las clases de
Matematicas para amenizar (que no es lo mismo que motivar) el discurso matematico
objeto de ensenanza o aprendizaje, que algunos datos biograficos coadyuvan a incluir un
aspecto humano a las Matematicas o a no perder el vinculo de la obra con su autor, y que
la vida de un matematico constituye el contexto sociocultural y personal inmediato que

145 . .z . . . . . . e
Esta consideracion tiene un matiz particular cuando tal cultura basica tiene como referencia a los matematicos y sus

obras de una comunidad no muy prolifera en Matematicas en el concierto internacional. Por ejemplo, en un pais como
Colombia esa cultura parece ser altamente inexistente o haber sido apropiada por unos muy pocos investigadores en
HM y aun por muchos menos profesores de Matemadticas. Nos atrevemos a resefiar que en aras de ganar identidad
nacional, al menos seria deseable que mas profesores conocieran siquiera los nombres de algunos matematicos
colombianos que han aportado sustancialmente al desarrollo de las Matematicas y algo de sus obras matematicas.

%% No nos resistimos a referir aca un muy interesante libro de anécdotas (Alsina Catala, 2010). En la lectura de este el
lector vive experiencias que le sirven como referencia para abordar la discusién sobre el papel de las anécdotas
histdricas sobre el conocimiento matematico y sus protagonistas.
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sustenta su obra matemadtica (asunto valorado en una perspectiva externalista o en un
enfoque sociocultural). Probablemente el estudio de varias biografias de matematicos
sobresalientes le permita al profesor valorar la importancia que para ellos tuvo sumergirse
en un ambiente académico y de estudio, en tanto contexto comun a la mayoria de ellos,
como una de las condiciones altamente deseable —y totalmente necesaria— a recrear en
las clases de Matematicas que oriente.

A este respecto debemos mencionar que reconocemos una subvaloraciéon del
conocimiento histdrico referido a biografias, anécdotas y fechas, pues quizad no tiene un
valor pedagdgico intrinseco que conlleve un uso directo o inmediato en el aula, pero
consideramos que tiene un potencial para la identificacidon de variables de contexto que
favorecieron y podrian favorecer la actividad matematica de los estudiantes. Aqui es
importante sefalar que ademas de que el conocimiento histérico (sobre los elementos
biograficos y cronolégicos) se puede asumir como un fin, también se puede asumir como
un medio para la identificacion de dichas variables contextuales que favorecieron (y
podrian favorecer) la actividad matematica.

Por otra parte, atendiendo a la clasificacién de fuentes histéricas que hicimos en el
articulo ya citado (Guacaneme, 2010) y que refiere las fuentes primarias, secundarias y
terciarias,147 debemos reconocer un cierto énfasis en los documentos/autores en sugerir
el estudio de las fuentes primarias, basado —por ejemplo— en argumentos que reconocen
la potencialidad del contacto con la obra en su contexto y modo de formulacion original. A
este respecto aclaramos que nos parecen razonables los argumentos esgrimidos y
reconocemos el potencial formativo que tiene la actividad de estudio de las fuentes
originales o primarias. A pesar de ello, debemos objetar la consideracién de que las
fuentes primarias sean un objeto de la HM; nuestra visidon las ubica mas bien como
objetos de las Matematicas que pueden ser analizados desde perspectivas histéricas (o
mas precisamente desde la HM), a partir de lo cual se genera un discurso histérico sobre
los mismos (es decir, lo que hemos llamado fuentes secundarias). Para ilustrar este punto,
consideremos la obra Elementos; la traduccion que hemos consultado (Puertas, 1991,
1994, 1996) constituye una obra matematica o fuente primaria; las notas a pie de pdagina

%7 Recordemos que las fuentes primarias (u originales) las identificamos con los manuscritos originales de las obras
matematicas e incluso sus traducciones, la correspondencia entre matematicos, los discursos de los matematicos en
congresos o eventos académicos, o los instrumentos y maquinas construidas para favorecer la producciéon matemdtica.
Las fuentes secundarias las referimos como los analisis, comentarios o recapitulaciones sobre estas fuentes originales. Y
las fuentes terciarias (o fuentes didacticas) como los productos resultantes de transposiciones didacticas de la HM con la
intencion de incorporarla a la ensefianza de las Matematicas
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de la traduccidn, que no son otra cosa que los andlisis elaborados por la historiadora, son
una fuente secundaria.

Bajo esta optica —coincidiendo plenamente con Vardi (1999)- estudiar las fuentes
primarias es estudiar Matematicas (antiguas, para el ejemplo reportado antes), en tanto
que estudiar los andlisis historicos es estudiar HM. Entendemos entonces que las posturas
de quienes defienden el estudio de las fuentes primarias o bien se ubica en un dmbito en
el que se favorece el estudio de las Matematicas o en uno en donde se privilegia una
aproximaciéon semejante a la que realiza un historiador de las Matematicas cuando
investiga un hecho histdrico y elabora un discurso histérico (v.g., una interpretacién)
sobre el mismo a partir de acudir a la fuente original148. En este sentido o bien se estudia
Matematicas o bien se hace HM.

Siguiendo la linea argumentativa anterior, el estudio de la HM, es decir el estudio de las
fuentes secundarias, consistiria en el estudio de los resultados de la investigaciéon que los
historiadores hacen y que presentan en articulos de revistas especializadas, en libros (bien
sea especializados o de divulgacidn), en ponencias y conferencias en eventos académicos,
o en videos divulgativos.

Ahora bien, las fuentes terciarias aparecen cuando académicos no profesionales de la HM,
sino mas bien diletantes, estudian y hacen uso de la HM para configurar discursos que la
relacionan con lo educativo. En esta direccion es ampliamente conocido el caso de los
estudios de transposicion didactica que desde la Didactica de las Matematicas se han
desarrollado en donde el conocimiento histdrico del objeto de estudio se asume como
conocimiento sabio y desde alli se establecen maneras de interpretar y caracterizar el
conocimiento matematico escolar (Chevallard & Joshua, 1982). Pongamos también por
caso el de los estudios de obstaculos epistemoldgicos de un objeto matematico, para
desde alli iluminar el estudio de potenciales errores y dificultades en el aprendizaje
escolar del objeto (J. P. Bishop et al., 2014; Hefendehl-Hebeker, 1991; Sierpinska, 1987).
Asimismo relacionemos los estudios socio-epistemoldgicos a través de los cuales se
estudian las historias de las practicas matematicas en torno a un objeto matematico y se
hacen inferencias y propuestas didacticas (Buendia Abalos & Montiel Espinosa, 2011;
Buendia, 2006; Castafieda, 2002; Cordero & Flores, 2007; Ferrari, 2008; Montiel, 2005).No
seria justo dejar de lado el caso de las reelaboraciones histéricas que se configuran con el

8 En un ensayo un tanto especulativo no publicado (Guacaneme, 2007a) nos dimos a la tarea de discutir la tarea del

historiador de las Matematicas, ejercicio historiografico y hasta historioldgico, que nos deparéd muchos réditos de
comprensién sobre la HM.
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fin de integrar la HM a la ensefianza y aprendizaje de las Matematicas; de estas ultimas
hay un sinnumero de referencias en el Capitulo 2. Consideramos que las fuentes terciarias,
en tanto relacionan la HM con lo educativo, podrian llegar a tener un papel destacado en
los programas de educacién del profesor de Matematicas, reconociendo en ellas -y a
través de ellas— una forma “indirecta” de estudiar HM o, si se prefiere, de estudiar HM
como medio mas que como fin. En este caso, la HM se estudia en relacién un uso
especifico, lo cual le podria asignar un cardcter funcional al conocimiento histdrico y
mayor pertinencia al mismo.

Cuando se observa lo plantado respecto de los objetos teorias/subdisciplinas/disciplinas
y temas/procesos/problemas se reconoce una pluralidad de posturas frente a la
dimensién del objeto de estudio. Tomar posicion a favor del estudio de un objeto amplio
(como puede ser la historia del Calculo) o del estudio de un objeto especifico (la solucién
de ecuaciones) implica necesariamente considerar si la prioridad en la formacién del CPM
es la extension o la profundidad de la HM. El problema es que la HM es tan extensa como
profunda y no vemos que sea posible cubrir ambas caracteristicas en un programa de
formacidon de profesores de Matematicas, ni en un conjunto de estos. La decisidn
entonces estara tensionada y condicionada por otras variables o factores, y siempre estara
en deuda con el criterio de amplitud y de profundidad, a pesar de procurar un equilibrio.

El pensamiento matematico, como objeto de la HM, estd sub-representado en los
documentos/autores resefiados en 3.2. Sin embargo, cuando se observa el panorama
variopinto que tal nocién evoca, se advierte un ambito histérico muy amplio y no menos
diverso, y potencialmente pertinente para el CPM.

En efecto, el pensamiento matematico se concibe de muy diversas maneras. Quienes lo
conciben como la manera particular como los matematicos (en tanto sujetos) piensan los
objetos matematicos, encuentran en la historia del pensamiento matematico una fuente
inagotable de informacion que devela, por ejemplo, los métodos o las heuristicas
personales que se usaban para resolver problemas matematicos, el caracter metafisico de
concebir algunas nociones sobre las que se estructuran algunas teorias matematicas, o la
valoracion de su propia produccién matematica en relacion con los canones de la
comunidad matematica. Quienes le atribuyen una dimensidon menos subjetiva, es decir
mas social, reconocen en la historia del pensamiento matematico facetas mads universales;
en esta perspectiva se identifican formas de pensamiento (v.g., pensamiento sintético y
pensamiento analitico; intuicidon y formalismo; intradisciplinar e interdisciplinar) que se
privilegian en un momento particular de la historia 0 en momentos especificos de la
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actividad matematica, reconociendo en todo caso su caracter e intervencién dialéctica en
la creacion matemadtica y en la comunicacion de avances y resultados. Quienes enfatizan
en los procesos matematicos (v.g., visualizacion, estimacidn, abstraccién, reconocimiento
de regularidades, justificacién, razonamiento bajo hipdtesis) como expresién sustancial
del pensamiento matematico, a mas de reconocer su especificidad para el campo de las
Matematicas, a través de una historia del pensamiento matematico reconocen que estos
constituyen singularidades en el concierto del pensamiento cientifico y del pensamiento
humano en general.

Cada una de las anteriores (y otras) miradas al pensamiento matematico a través de su
historia, parecen ofrecer elementos fundamentales al profesor de Matematicas los cuales
probablemente a mas de erudicion le permitan: comprender sus propias maneras de
pensar y actuar matematicamente; disponer de un conjunto de marcos de referencia para
comprender la manera de pensar matematicamente de sus estudiantes, de los autores de
libros de texto, de los disefiadores curriculares y de los matematicos coetaneos; perfilar
ideales de pensamiento que sirvan como horizonte de sentido de la actividad matematica
de sus estudiantes. Asuntos, todos ellos, de particular importancia en la accion profesional
educativa del profesor de Matematicas.

En el contexto colombiano, en el cual el curriculo escolar de Matematicas esta centrado
en el desarrollo del pensamiento matematico desde los albores de la nueva carta politica
de 1991, conocer perspectivas histéricas sobre el pensamiento matematico puede llegar a
complementar las aproximaciones cognitivas del mismo y permitir la comprension
profunda que subyace a tal curriculo.

Bajo el titulo Matematicas hegemodnicas/Matematicas de culturas no hegemoénicas
hemos expuesto el sexto objeto de estudio reportado en la Imagen 8; este se refiere a si
las Matematicas objeto del estudio histérico son las reconocidas como hegeménicas (o
Matematicas occidentales) o si pertenecen a culturas o sociedades especificas (v.g.,
Matematicas orientales o Matematicas de comunidades indigenas). Con relacién a esta
dualidad mencionamos en otro documento que:

Rowe (1996, pp. 4-6) advierte de la existencia de una tendencia en la HM que implica un
cambio desde una postura relativamente limitada (vision eurocéntrica de un cuerpo
monolitico de conocimiento matematico), hacia el reconocimiento de un panorama mas
amplio de la actividad matematica incorporada en una rica variedad de culturas y periodos.
(Guacaneme, 2010, p. 140).
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Con este contexto de significaciéon de fondo, deberia quedar claro que la HM tiene
fronteras mas amplias que las contempladas usualmente, asunto que problematiza adn
mas la decision sobre qué HM deberia ser apropiada por un profesor de Matematicas. En
efecto, al considerar la HM de las culturas orientales ancestrales o los resultados de la
investigacion en Etnomatemadtica que revela las formas de “hacer matematicas” de
culturas indigenas y de grupos culturales minoritarios, se incrementa notoriamente el
espectro histérico potencialmente incorporable en el CPM. En este punto cabe volver a
mencionar las posibilidades de adquirir identidad cultural a través de disponer y estudiar
la HM propia, es decir la historia que recapitule, analice y valore las maneras propias de
una cultura o comunidad de hacer Matematicas, incluso si estas estan condicionadas por
las culturas hegemonicas. Esto vale de manera especial para el caso colombiano en donde,
desde nuestra perspectiva, existe aun una exaltacion de lo extranjero v,
consecuentemente, una subvaloracion de lo propio.

Luego de haber abordado la discusién relacionada con los objetos relativamente usuales
que considera la HM (a saber: biografias y cronologia; fuentes primarias, secundarias,
terciarias; teorias, subdisciplinas, disciplinas; temas, procesos, problemas; pensamiento
matematico; Matematicas hegemadnicas, Matematicas de culturas no hegemonicas), nos
resta discutir dos objetos de los reportados en la Imagen 8 (a saber: asuntos meta-
matematicos o meta-histdricos y relacion de HM con lo educativo) los cuales podrian
incluso, desde algunas posturas, ser considerados objetos no pertenecientes a la HM.

Debemos manifestar que solo en uno de los documentos encontramos una referencia
explicita a los asuntos meta-matematicos, mas especificamente a los fundamentos de las
Matematicas y a las ideas de rigor y prueba. Comencemos por estas ultimas.

Nuestra aproximacién a las ideas de rigor y prueba desde una perspectiva histérica nos
permiten reconocer en estas una dualidad casi inseparable y un objeto perfectamente
abordable desde la HM que le brinda al profesor un marco de referencia tanto para
comprender miradas alternas a tal dualidad como para aprehenderla en sus expresiones
escolares. Entre la variedad de documentos que la estudian podemos recomendar dos que
nos parecen suficientemente descriptivos y profundos: un articulo (Kleiner, 1991) y un
libro (Chelma, 2012).

Ahora bien, se puede suponer que la dualidad rigor y prueba fue reconocida por Pamela
Grossman (1990) (discipula de Lee S. Schulman) como porcidon de una de las tres partes
del conocimiento disciplinar del profesor (Subject Matter Knowledge), entendido como
una de las cuatro dreas generales que describen el conocimiento del profesor; para
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Grossman el conocimiento disciplinar incluye el conocimiento del contenido de una érea
tematica asi como el conocimiento de las estructuras sustantivas y el conocimiento de las
estructuras sintacticas de la disciplina. Precisamente, afirma que las estructuras sintacticas
de una disciplina incluyen una comprensién de los canones de evidencia y demostracién
dentro de la disciplina o una comprensidon de como se evallan las proposiciones, por los
miembros de la disciplina. Recordemos acd que en un trabajo anterior (Guacaneme, 2013)
establecimos una interpretacidon de las estructuras sintacticas para el caso del CPM, en el
cual, apoyados en lo propuesto por Kleiner (1991), concluiamos que estas configuran un
ambito supremamente complejo, polisémico, cambiante, abierto a la discusiéon, en tanto
que:

(i) no existe una, sino varias acepciones del término demostracion, llegando incluso a
disponerse de suficientes argumentos para afirmar que no hay respuesta definitiva y absoluta
a la pregunta sobre qué es la demostracion; (ii) no hay respuesta absoluta a qué es, cdmo
discurre y en qué se basa la verdad de las proposiciones matematicas; (iii) la basqueda de la
certeza en las matematicas es una misidn relativa, e incluso, inttil; y, (iv) hay una condicion de
convencion de la comunidad académica que orienta lo que es valido en la actividad
matematica que se reinterpreta y redefine por la actividad matematica misma. (Guacaneme,
2013a, p. 89).

Por otra parte, la dualidad rigor y prueba es sin duda un asunto estudiado por la Filosofia
de las Matematicas y especificamente de la Epistemologia de las Matematicas; quiza esa
sea la razon que justifica tan escasa referencia en los documentos/autores estudiados en
3.1. Esto mismo podria justificar la exigua alusién a los fundamentos de las Matematicas
como un objeto de la HM que deberia apropiar un profesor. Ante esto podria
sencillamente citarse la célebre frase de Lakatos “la filosofia de la ciencia sin la historia de
la ciencia es vacia; la historia de la ciencia sin la filosofia de la ciencia es ciega” o adelantar
estudios sobre el papel de la Filosofia de las Matematicas en el cPM™.

Pasando ahora a los asuntos meta-histéricos, debemos hacer una consideraciéon que en
principio es obvia: estos se refieren a asuntos sobre la HM. Este hecho puede justificar
gue se piense que la precisién del relato histérico, no es un objeto de la HM, postura que
se reafirma si se asume que la historia es el conjunto de hechos acontecidos en el pasado
de la humanidad, la historiografia es la ciencia de la historia y la historiologia es su
epistemologia; desde alli, la precision histérica seria un tema de la historiologia de la HM.
Mas alla de la discusidn que esto pueda generar, queremos resaltar que al menos un

149 , . e . . s . . 4 .
En la Maestria en Docencia de la Matematica de la Universidad Pedagdgica Nacional se estd adelantando una tesis
sobre este asunto y se espera que sus resultados aproximen de mejor manera este asunto.
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documento (Loats, et al., 2014) pone de manifiesto la posibilidad de que este tipo de
asuntos sea objeto de estudio a favor de la formacidon del CPM. Dicha postura nos
cuestiona sobre el lugar que los aspectos meta-histéricos pueden llegar a tener sobre la
comprensién y valoracién de los conocimientos histéricos, de manera semejante a como
nos hemos cuestionado sobre cémo los aspectos meta-matematicos condicionan la
valoracidon y comprension de los objetos matematicos. Sin embargo, tal cuestionamiento,
guiza por nuestra escasa comprension de lo implicado en el mismo, nos parece por ahora
un tanto distante a nuestro objeto de interés (la relacion HM—-CPM), pero no por ello
gueremos disminuir su potencial importancia.

En cuanto a la relacién de HM con lo educativo, debemos admitir que no hace parte de
los objetos que usualmente estudie la HM. Como lo referimos antes, los historiadores no
estan conminados a realizar su trabajo investigativo para que este sea asociado a aspectos
educativos; son, en general, los investigadores en Educacién Matematica quienes se
ocupan de establecer las particularidades de la relacidén entre la HM y lo educativo o, de
manera mas general, la relacion HM—EM tratada en el Capitulo 2.

De esta relacion cobra particular importancia el primer dmbito de intervencién de la HM
en la EM, identificado en dicho capitulo (es decir la intervencién de la HM en la ensefianza
de las Matematicas). Nuestra postura al respecto es que este ambito debe hacer parte de
lo que el profesor se apropie pues contribuye a su desempeno profesional; sin embargo
consideramos que esto debe estar acompafnado de una visidn suficientemente informada
y critica sobre las singularidades de intervencién de la HM. De hecho, en esta direccidn, en
el marco de la Especializacién en Educacién Matematica de la Universidad Pedagdgica
Nacional (Bogotd, Colombia), hace algunos afos gestionamos y desarrollamos una
propuesta de formacidn para profesores de Matematicas en ejercicio en torno al estudio
de la intervencion de la HM en la educacién en Matemadticas (Guacaneme, et al., 2013).
Transcribimos a continuacidn una descripcion general de dicha propuesta:

Hoy en dia, a nivel mundial, la relacion “Historia de las Matematicas — Educacion Matematica”
constituye un objeto de estudio de una inmensa comunidad de investigadores. La
extraordinaria cantidad de articulos, monograficos de revistas y libros especializados
configuran una evidencia de ello; igualmente, la existencia de grupos trasnacionales y de una
intensa actividad de comunicacion y discusién de avances investigativos y de innovacién en
eventos académicos, constituyen otra importante evidencia. Esta dinamica no ha sido ajena a
la comunidad académica colombiana, de tal suerte que actualmente en Colombia se cuenta
con un acervo que, entre otros asuntos, permite identificar en el conocimiento histérico de las
Matematicas, tanto un potente motor de desarrollo del conocimiento del profesor de
Matematicas, como una de las falencias mas notable en la educacién de los profesores.

271



Universidad del Valle — Doctorado Interinstitucional en Educacion — Enfasis en Educacién Matemdtica

Bajo esta Optica, se estima pertinente ofrecer un programa de formaciéon que aborde el

estudio de aspectos del conocimiento histérico desde al menos tres perspectivas, que se

articulan convenientemente con la estructura curricular distintiva de la Especializacion en

Educacion Matemadtica. Asi, se prevé estudiar:

(i)

(ii)

(iii)

algunas teorias matemadticas que son consideradas hitos en la Historia de las
Matematicas y que vistas en su contexto sociocultural de surgimiento, ofrecen una
oportunidad sin igual de comprender las Matematicas de otras épocas y otras gentes;
algunas implicaciones de la Historia de las Matematicas en la educacién en
matematicas, particularmente en la cualificacién y mejoramiento del conocimiento
del profesor de Matematicas y en las implicaciones de su uso en las clases de
Matematicas; y,

el papel de algunos artefactos (v.g., maquinas, instrumentos, algoritmos) que se
constituyeron en mediadores instrumentales en la constitucion de las Matematicas y,
ocasionalmente, en objeto de estudio de las Matematicas mismas.

De esta manera, se intenta participar activamente de la constitucion del conocimiento del

profesor de Matematicas, y ofrecer una estrategia para, entre otros objetivos:

a)

b)

c)

d)

A través de esta experiencia, centrada en la idea matematica de curva, pudimos
comprobar que el estudio de propuestas de intervencidon de la HM en la ensefianza
constituye un ambiente propicio para motivar la necesidad de estudiar a profundidad: la
HM empleada (y otra colateral y relacionada con esta), las Matematicas implicadas tanto
en su contexto histdrico como en su presentacidn contempordanea, la expresion curricular
actual de la temdtica de las Matematicas escolares que eran objeto de intervencion, los
aspectos didacticos que la investigacion en Educacion Matematica referia respecto del
tema matematico y el lugar de la tecnologia (instrumentos de mediacion) en la historia del

proporcionar nuevas visiones de la actividad matematica, de las Matematicas y de sus
objetos de estudio;

auspiciar una cualificacion y mejoramiento de competencias profesionales a favor de
la docencia, relacionadas tanto con las posibilidades de descentracién y empatia
(como estrategias para re-conocer las subjetividades de los estudiantes, aprendices
de las Matematicas), como con habilidades de lectura de textos de otras culturas y
escritura de textos de propios;

explorar reflexivamente el papel innovador, para docentes y discentes, de la
incorporacion de la Historia de las Matematicas en las clases de Matematicas, mas
alla de la obvia transformacion que implica la presencia de algo inusual en estas;
analizar criticamente la incorporacion de recursos provenientes de la Historia de las
Matematicas a favor de la ensefianza y aprendizaje de las Matematicas; vy,

revitalizar la imagen del profesor de Matematicas en torno a las actividades
matematicas de creacidn y comprension del conocimiento matematico.

tema y de en sus expresiones modernas.
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Finalmente, no sobra recordar que en el articulo citado ya (Guacaneme, 2010) habiamos
expuesto de manera provisional e hipotética nuestra postura al respecto.

[Si bien] consideramos necesario el estudio de la HM como parte de la formacién del profesor
de Matematicas, creemos que en la formacion de profesores de Matematicas, este debe
complementarse con (o acompafarse de), por ejemplo: el estudio de experiencias del uso de
esta a favor de la ensefianza y aprendizaje de las Matematicas (v.g., Helfgott, 1995;
Kronfellner, 1996; Radford & Guérette, 2000); el estudio de practicas investigativas que
apoyadas en la HM han indagado sobre las concepciones, errores o dificultades de los
estudiantes en torno a conceptos matemadticos esenciales o, de manera mas general, han
analizado comparativamente la filogénesis y la ontogénesis de objetos matematicos (v.g.,
Bero, 1996; Sfard, 1995; Sierpinska, 1987)150; el estudio de la evolucién histérica de un
concepto y su evolucién educativa en los curriculos escolares (v.g., Chevallard & Joshua, 1982;
Gagatsis & Thomaidis, 1993); o, el estudio de nociones metamatematicas (v.g., rigor, verdad,
demostracion, lo obvio, axiomatizacién, formalizacion, solucidon de problemas) trabajadas con
fundamentos histdricos (v.g., Barbin, 2000; Kleiner, 1991; Swetz, 2000). (Guacaneme, 2010,
pp. 144-145)

Antes sefialamos que hemos actualizado a cinco las tipologias de la HM
(Internalista/Externalista, Relato/Analisis, Evolutiva/Situada, Historia/Herencia vy
Original/Anacronico), las esquematizamos en la Imagen 7 y mencionamos que el estudio
de estas pertenece a la historiografia. Si bien las descripciones de estas se pueden seguir
en el articulo citado (Guacaneme, 2010), hemos querido retomar acd algunos elementos
de aquéllas.

La tipologia Internalista/Externalista entiende estas dos opciones de HM como extremos
de un intervalo en donde también hay posturas intermedias (Anacona, 2003, pp. 31-32).

En cierto sentido, el reconocimiento de —y atencidn a— aspectos sociales y culturales como
elementos fundamentales en la constitucion y desarrollo de la obra matematica, objeto del
estudio histdrico, es el aspecto central de distincion entre estas posturas. (Guacaneme, 2010,
p. 139)

También la tipologia Relato/Analisis se puede entender como un intervalo, en el que en
los extremos se ubica al relato histérico y al analisis histdérico, respectivamente,
entendiendo en ellos expresiones diferentes de profundidad del producto de la HM. Los
analisis histdricos usualmente corresponden al contenido de articulos de revistas de HM, o

% Uno de los capitulos del libro resultante del estudio ICMI aborda esta tematica particular (Radford et al., 2000).
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capitulos de libros o libros de HM. En los relatos histéricos se incluyen tratamientos
relacionados con cronologias, biografias, anécdotas, fragmentos descontextualizados de
obras matemdticas o citas textuales.

Un ejemplo de estos ultimos son los relatos (Historical Stories) que refiere Fiihrer (1992; 1991)
y que él mismo califica como no ajustados a los estandares de la ciencia histérica. ... Fowler
(1991) [los] califica con el apelativo pseudo-historia y sobre la cual advierte peligros en su uso
didactico por parte de los profesores de matematicas. ... Una manera alterna de entender esta
tipologia es identificando el relato histérico con la descripcidn del hecho histdrico, y el analisis
histérico con el analisis e interpretacion del hecho histdrico. (Guacaneme, 2010, p. 139)

Debemos advertir que lo que en el articulo (Guacaneme, 2010) describimos como una
quinta tipologia, ahora lo consideramos como una descripcion de énfasis del analisis
histdrico. En efecto, alli planteamos que

... la perspectiva del andlisis puede enfatizar, entre otros, en aspectos: (i) filoséficos acerca de
la naturaleza de los objetos matematicos implicados en la obra matematica, (ii) légicos en
torno al tratamiento de tales objetos, (iii) axioldgicos de la obra misma, (iv) matematicos
propiamente dichos, (v) psicolégicos en torno al pensamiento matematico implicado en la
constitucion de la obra, o (vi) socioldgicos. (Guacaneme, 2010, p. 140)

La tipologia Evolutivo/Situado refiere a la comprensién de los procesos de evolucion de
los objetos matematicos o la comprensidon de los razonamientos de los matematicos en un
momento especifico, o en otras palabras a una historia que estudia la evolucién de un
objeto matemadtico y una historia que estudia una obra matematica en un contexto
especifico.

La tipologia Historia/Herencia ha sido retomada de lo planteado por Grattan-Guinness

(Grattan-Guinness, 2004a, 2004b). Sus caracteristicas se resumen en la Tabla 97",

Rasgo Historia Herencia

Motivaciones de Asunto importante; puede ser dificil de Probablemente de menor interés
N encontrar

Tipos de Puede ser tanto positiva como negativa; | Probablemente solo reporte los casos
influencia ambas se deberian registrar positivos

Relaciones de N Asunto principal; se acenttan las Asunto importante; las semejanzas se
con nociones diferencias tanto como las semejanzas acentuan mas que las diferencias

anteriores y
posteriores

1 Traduccion de la tabla presentada por Grattan-Guinness (2004a, p. 4); en esta, la letra N, simboliza a la palabra

“nocién”, la cual sirve como un término para cubrir una obra matematica (teoria o definicion, método de prueba,
técnica, algoritmo, notacién(es), rama entera de las Matematicas).
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Rasgo

Historia

Herencia

Aprehender
asuntos oscuros
evidentes en N

Los reconstruye tan claramente como
sea posible

Los reconocen, pero los limpia

Desarrollos Muy importante; pero también estudia Probablemente es el asunto principal
exitosos fracasos, retrasos, oportunidades

perdidas, y arribos tardios
Papel de la Usualmente importante; puede ser Mas alla de detalles generales;
cronologia dificil de establecer probablemente no interesa mucho
Consecuencias Puede tratar de reconstruir la prevision Puede tratar de construir la
histdricas (esperanzas, etc.) para N, sostenida por | retrospectiva y la perspectiva histdrica

las figuras histéricas

de los desarrollos posteriores de N

é¢Determinismo?

Preferiblemente no reivindicado: los
desarrollos reales fueron asi y asi, pero
no necesariamente asiy asi.

Pueden acarrear un sabor
deterministico; tenemos que lograrlo
(isin ver la columna de la historia!)

Cimientos de una
teoria

Derribarlos y construir sobre un
pantano

Dejarlos y construir a partir de ellos,
como sobre un terreno sélido

Nivel de
importancia o
popularidad de N

Puede variar con el tiempo,
independientemente del contenido;
deberia ser destacado (y podria ser

Normalmente no considerado; se asigna
la importancia actual

explicado)

Tabla 97 Tipologia Historia/Herencia

Bajo los términos Original/Anacrénico reportamos dos tendencias que definen una quinta
tipologia, las cuales remiten necesariamente a la discusién asincrénica sostenida entre
Wilhelm Dilthey (1833-1911) y Hans-Georg Gadamer (1900-2002) en torno a la objetividad
de la interpretacion histdrica; estas tendencias se relacionan respectivamente con:

. una historia contada desde el punto de vista del autor o historia cultural y una historia
contada desde la perspectiva de los cientificos modernos. (Guacaneme, 2010, p. 141)

Las cinco tipologias descritas constituyen un marco de referencia para especificar la
pregunta que titula este subapartado (i.e., ¢Qué enfoque o tratamiento histdrico debe
ser empleado para tratar los objetos de estudio de la HM?) y obtener asi al menos cinco
preguntas. Asi, por ejemplo, en relacidn con la primera tipologia, podriamos preguntar si
conviene mas un enfoque internalista que uno externalista para el estudio de HM a favor
del CPM; algo similar se podria hacer para las restantes tipologias.

La comunidad interesada en la relacion HM-CPM estd aun a la espera de acopiar
suficiente evidencia empirica (desde la indagacion e investigacién), para responder
consistentemente tales preguntas; por ahora lo que hay es la existencia de varias posturas
tedricas (u opiniones mas o menos fundamentadas) y algunas experiencias de formacion.
Precisamente bajo el subtitulo “Consensos o trazas de tendencias sobre el tipo de HM que
debe ser apropiada por un profesor” en el articulo (Guacaneme, 2010) hicimos una
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aproximacion parcial a la historia de tales posturas y experiencias, a través de la cual, a
propdsito de los tratamientos, afirmamos que:

... las posturas de los autores resefiados no permiten identificar consenso alguno, aunque
probablemente si algunas trazas de ciertas tendencias. Una de estas la constituye la posicidon
de varios autores quienes cuestionan una aproximacién erudita a la Historia o proponen
alguna aproximacidn alterna a esta —desde el punto de vista del contenido— (Fihrer, 1992;
Heiede, 1992; Kleiner, 1996; Shenitzer, 1995) ... Una tercera y una cuarta tendencia,
relativamente opuestas, promueven o bien el uso de aspectos historiograficos (Cortez
Godinez, Ponce Ocegueda, Flores Robles, Mufoz Carrillo, & Reynaga Luna, 2009; Santiago
Fernandez Fernandez, 2001), o bien —no siempre de manera explicita— el estudio de los
analisis histéricos (Bkouche, 1997, 2000; Bruckheimer & Arcavi, 2000; Santiago Fernandez
Fernandez, 2001; Freudenthal, 1981; Grugnetti, 2000). (Guacaneme, 2010, p. 144)

En el mismo articulo sefialamos la coincidencia de varios autores en resefar la
insuficiencia en los materiales que puedan ser apropiados por los profesores para
favorecer el conocimiento histdrico relacionado con su ejercicio docente, asunto que
ahora reconocemos de manera mas precisa como la carencia —o al menos escases— de
materiales que puedan favorecer el estudio de una aproximacion histérica especifica. Asi,
por ejemplo, echamos de menos documentos de HM que aborden un tratamiento
externalista (o con cierta tendencia a tal postura), de documentos que versen sobre los
abordajes proto-matemadticos y para-matematicos de ideas que luego adquieren el estatus
de objeto matematico en el marco de teorias matematicas especificas, de documentos
que trascienda la version de herencia de la HM, o de documentos que respeten la
simbologia original y atendiendo a esta realicen los andlisis histéricos.

3.3.4 Discusion y reflexion a propésito del como
Cada uno de los dos tipos de opciones (curriculares y metodoldgicas) identificados en
3.2.4 determina sendas discusiones/reflexiones.

Las opciones curriculares parecen referirse al lugar que ocupa la HM en los planes de
estudio de los programas de formacion de profesores de Matematicas. Si se trata de que
el profesor (en formacién o en ejercicio) aprenda HM, proponer cursos de HM en los
pensum es una respuesta natural. Lo que no resulta tan natural es que el nimero de
cursos para aprender HM sea habitualmente tan bajo, en comparacién con el numero

12 'No obstante lo anterior, parece un desatino

total de cursos del plan de estudios
proponer un solo curso de HM en un programa de formacion de profesores de

Matemadticas, y mucho mas, pretender que alli se capture siquiera una panoramica de la

32 para el caso de los planes de estudio colombianos esto se reportd en (Torres & Guacaneme, 2011a, 2011b).
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actividad matemadtica de la humanidad —en sus diferentes culturas y épocas—; sin duda
una valoraciéon semejante mereceria la propuesta de resumir en un curso de Matematicas
los resultados matematicos que constituyen las disciplinas usuales, o la propuesta de
sintetizar en un curso los resultados de las Didacticas especificas de las Matematicas, para
favorecer el CPM. Quiza esta situacion de subvaloracion de facto de la HM tenga que ver
con qué se considera fundamental y qué subsidiario para el CPM.

Ahora bien, si lo que se busca es que la HM sea el medio para lograr u apoyar otros
aprendizajes, es también natural que se estudie HM, aunque puede no ser la Unica opcion.
Este es el caso que se presenta cuando se quiere lograr el aprendizaje de las Matematicas,
como parte del CPM, y se integra la HM, bien sea como un componente adicional a las
Matematicas, bien como parte constitutiva de estas. Cualquiera sea el caso, la
problematica de integracion de la HM a las Matematicas es en esencia
independientemente del nivel educativo. Sin embargo, integrar la HM a la ensefianza de
las Matematicas que aprende el profesor de Matematicas si genera una diferencia
fundamental: el profesor cuenta con una experiencia personal en la cual, como aprendiz,
ha vivido la integracién de la HM a las Matematicas y, en consecuencia, tiene un referente
propio para eventualmente gestionar sus practicas docentes de manera semejante, si es
gue ello lo considera deseable y pertinente, o tomar postura critica —ya no totalmente
ingenua— frente a tal manera de integracidon. Pero como la integracion de la HM a la
ensefianza de las Matemadticas también puede hacerse de maneras no explicitas (por
ejemplo cuando se establece la HM como un organizador curricular de un curso de
Matemdticas para formar profesores™?), la experiencia como aprendiz puede no
necesariamente ser consciente y no redundar como referente personal para el ejercicio
docente.

La integracion de la HM a cursos de disefio curricular o de las didacticas especificas de las
Matematicas presenta una situacidn semejante a la descrita antes. En efecto, la
integracion de la HM puede implicar necesariamente el estudio de la HM como apoyo al
estudio de la Didactica de las Matematicas o puede asumirse la HM como organizador
curricular. Ambas situaciones han sido identificadas en una serie de investigaciones que

33 En la Licenciatura en Matematicas de la Universidad Pedagogica Nacional (Bogota-Colombia), durante el presente

siglo, se ha desarrollado una experiencia de investigacion e innovacidn en algunos cursos de Matematicas
(especificamente en los titulados “Aritmética” y “Sistemas numéricos”) dirigidos a la formacion de profesores de
Matemdticas, los cuales —desde nuestra perspectiva— han asumido la HM como organizador curricular vy, asi, los
formadores de profesores proponen tareas a sus estudiantes, que promueven actividad matematica inspirada en la HM,
pero que los estudiantes no reconocen de tal manera pues, en general, no han tenido contacto con el discurso histérico
de las Matematicas ni es de interés de los formadores que lo hagan.
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realizamos u orientamos al asumir un curso, titulado “Ensefanza y Aprendizaje de la
Aritmética y el Algebra”, como objeto de estudio (Galvez Socarras & Maldonado Guinea,
2012; Manrique Garcia & Triana Yaya, 2013; Mora & Guacaneme, 2014; Mora, Jiménez, &
Guacaneme, 2014)

No obstante lo anterior, no reconocemos claramente evidencia empirica o investigativa
que reporte el estudio de la integracién de la HM en la ensefianza —asunto mas o menos
recurrente en las intenciones que justifican la relacion HM—CPM-, como objeto de un
curso para la formacion de profesores. La experiencia mas cercana en esta direccion esta
enmarcada en la que reportamos al final de la seccién 3.3.3.1, desarrollada en el marco de
la cohorte 2013 de la Especializaciéon en Educacién Matematica de la Universidad
Pedagdgica Nacional. So pena de ser repetitivos, recordemos aca que antes (en la seccién
3.3.3.1 cuando discutimos el asunto de las fuentes terciarias) mencionamos la
posibilidad/necesidad de que se instauren cursos para la formacion de profesores de
Matematicas en donde se estudien las estrategias y propuestas de integracion de la HM
en la ensefianza de las Matematicas, los reportes de estudios de transposicion didactica
de objetos matematicos, las investigaciones que asumen el estudio de la filogénesis y
ontogénesis de objetos matematicos, los estudios socio-epistemoldgicos de objetos
matematicos, etc.

A propdsito de la integracion de la HM a cursos de Matematicas o cursos de disefo
curricular, vale la pena mencionar algo aparentemente obvio: los formadores de
profesores deben disponer de un conocimiento de la HM para poder agenciar los procesos
de integracion. Esta exigencia, apenas natural, conduce a un problema adicional y es
precisamente la relacion entre HM y el conocimiento del formador de profesores, el cual a
la vez remite al problema de educacidn de los formadores en los posgrados. Si bien este
no es el objeto de estudio de la presente tesis, amerita al menos ser relatado. Hoy en dia
los formadores de profesores de Matematicas se forman, esencialmente, en posgrados de
Matematicas o de Educacién Matematica, en los cuales, en la mayoria de los casos, la HM
no estd presente o no lo estd de manera considerable.

Por otra parte, a mas de reconocer la diversidad de posturas (expresadas en la existencia
de uno o mas cursos de HM, en la integracion de HM a los cursos de Matematicas, o en la
integracion de HM a cursos de disefio curricular o didacticas especificas) y, en
consecuencia, la aparente inexistencia de consenso, debemos sefialar que si parece haber
un lugar comun o acuerdo: la HM no ocupa el lugar central en la formacién de profesores,
sino un lugar secundario.
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Si bien esto se evidencia al mirar los programas de formacién inicial de profesores de
Matematicas de algunas instituciones educativas™* o las descripciones de la formacién de
profesores de Matematicas en algunos paises de América Central y El Caribe®,
consideramos que la situacién es mucho mas global. La visién que hemos logrado, nos
evidencia que la formacidon en Matemadticas (en muchos sentidos muy semejante a la de
un matematico —o si se prefiere un pseudo-matematico—) ha ocupado —y aun hoy dia
ocupa— un lugar central en los planes de estudio de los programas de formacion inicial de
profesores de Matematicas; en varios casos, este lugar protagdnico, hace al menos dos
décadas, ha encontrado en la Didactica de las Matematicas un dominio —desde algunas
Opticas— antagonista que puede haber disminuido su cobertura, pero que definitivamente
no le ha reemplazado en su protagonismo. Recientemente, hemos participado de la
elaboracion de un articulo (Torres, et al., 2014) en el que se argumenta a favor de asignar
el papel central a la HM en la formacién de profesores de Matematicas, lo cual conlleva la
necesidad de formar una comunidad de practica que desde la Didactica de la HM asuma la
investigacion sobre la relacion HM—CPM de manera dialéctica con su ensefanza. Al
respecto, no hay que olvidar que estudiar HM implica, casi siempre, estudiar Matematicas
y que existe una estrecha relacidon entre la HM y el discurso de la Didactica de las
Matematicas, ambos considerados desde nuestra vision como discursos meta-
matematicos.

Las opciones metodolégicas identificadas (conferencias/discusiones, lecturas, proyectos)
pueden tener relacion o coherencia con la manera en que se concibe el aprendizaje del
futuro profesor o del profesor en ejercicio y con la manera como se aprende la HM; o mds
especificamente, en la manera como se concibe como el profesor aprende los objetos de
la HM. En este sentido, escoger una opcidén relacionada con conferencias, discusiones o
lecturas puede revelar una postura en la cual se concibe la HM como un discurso que se
puede exponer y sobre el cual se pueden generar discusiones para promover su
apropiacién. Por su parte, seleccionar una opcién relacionada con los proyectos, puede

154 En el proyecto “Caracterizacion de las estrategias curriculares de formacion en Historia de las Matematicas en
programas de formacién inicial de profesores de Matematicas. Universidad del Valle — Cédigo Cl 5220 (2010-2011)”
hicimos una mirada a nueve programas colombianos de formacién inicial de profesores de Matemadticas y constatamos
que la HM, en el mejor de los casos constituye una de las lineas de formacion, pero usualmente esta representada en
uno o dos cursos de los cerca del medio centenar que configuran un programa.

13 Las descripciones a las que nos referimos aca se presentaron en el marco del proyecto Capacity and Network Project
(CANP), especificamente en la “Escuela-seminario Internacional Construcciéon de capacidades en Matematicas vy
Educacion Matematica”, llevada a cabo en San José de Costa Rica del 6 al 17 de agosto de 2012, y fueron objeto de
edicién y publicacion en un numero especial de la revista “Cuadernos de Investigacion y Formacidon en Educacion
Matematica” en 2013 (http://revistas.ucr.ac.cr/index.php/cifem/issue/view/1281) y en un reporte (Ruiz Zufiiga, 2015).
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indicar una postura que incluye el desarrollo de una actividad por parte del aprendiz, que
promueve la apropiacion de la HM; al respecto de esta opcidn hay que reconocer que en
la literatura consultada —y relacionada en 3.2.4.2, mas especificamente en la Tabla 96— se
advierten diversas opciones metodoldgicas, las cuales parecerian muy potentes.

Mads alld de la especulacién que guia las ideas expresadas en el anterior parrafo, no
contamos con una aproximaciéon tedrica respecto del aprendizaje de la Historia de las
Matematicas, sobre la cual fundamentar nuestras opiniones. El reconocimiento de nuestra
ignorancia frente a este asunto pone al descubierto un hecho mas preocupante: no
identificamos documento alguno, de todos los citados en este capitulo, que refiera una
aproximacion tedrica tal. Decimos que es preocupante porque en la construccidon de una
Didactica de la HM se debe contar con al menos una teoria del aprendizaje de la HM, asi
como para el establecimiento de la Didactica de las Matematicas hubo que contar con al
menos una teoria del aprendizaje de las Matematicas o como para la constitucion de una
Didactica de la Didactica de las Matematicas hay que disponer de una teoria del
aprendizaje de la Didactica de las Matematicas. Probablemente el estudio de la
historiografia o de la historiologia de la HM nos ofrezca una teoria del aprendizaje de la
HM, o al menos las bases para una teoria tal.

3.3.5 Discusion y reflexion adicional

Mas alla de lo discutido para cada una de las preguntas, hemos visto la necesidad de
presentar brevemente dos asuntos sobre la relacion HM—-CPM. El primero alude a la
apropiacion y uso de la HM; y el segundo refiere a la Didactica de la HM en relacién con el
CPM.

En primer lugar, queremos destacar la existencia de dos “estados” de la relacién HM-
CPM: un estado de apropiacion y otro estado de uso. Estos estados podrian verse
organizados temporalmente en dos momentos sucesivos o bien como dos caras de una
misma moneda que se relacionan dialécticamente como parte del CPM.

En efecto, una perspectiva que implica que el conocimiento histérico debe aprenderse
antes de poder usarse, ordena temporalmente la apropiacién y el uso. Bajo esta, se puede
resefiar una extensa tradicion, que implica la inclusién de cursos de HM en los programas
de formacién de los profesores Matematicas; Schubring y sus colegas (2000) informan que
la decision de que la HM conforme parte del CPM tiene ya mas de un siglo. Al contrario, el
estudio sobre el uso de la HM no tiene una tradicién tal, e incluso en la actualidad, puede
parecer un tanto extraino para algunos formadores de profesores, quienes consideran que
el uso del conocimiento (matematico, histdrico, didactico, pedagdgico, etc.) debe hacer
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parte de lo que el profesor aprende en su practica profesional docente, con posterioridad
a la obtencién de su grado. Bajo esta consideracion, para ellos es suficiente con apropiar la
HM; su uso procederd naturalmente en la practica docente.

Desde una postura no tan radical, debemos reconocer que la respuesta usual, es decir la
de formar el conocimiento histérico del profesor a través de cursos de HM, puede
entenderse también como un momento de apropiacidon del conocimiento histérico que
implica el aprendizaje del mismo, pero también el desarrollo de actitudes relativas a dicho
conocimiento y una oportunidad para visualizar o prever usos potenciales de este, a favor
de los procesos de enseflanza y aprendizaje de las Matematicas o a favor del desarrollo
profesional del CPM. Sin embargo, el estudio sobre el uso de la HM puede ir mas alld y
constituir un objeto de aprendizaje en el marco de un programa de formacién de
profesores de Matematicas. En el capitulo 2 listamos un abundante numero de
documentos que reportan estrategias de ensefianza de las Matematicas en las cuales se
ha integrado la HM de diversas maneras; precisamente el estudio critico de estos
documentos puede constituir una actividad deseable en la formacién de profesores de
Matematicas y brindar contacto con un discurso mas cercano a la actividad docente;
ademas, el estudio detallado de tales documentos puede llegar a promover y exigir el
estudio de la HM aludida en los mismos. Asi, al estudio de la HM podria seguir el estudio
del uso de la misma, o viceversa.

La apropiacion y el uso de la HM puede verse también, metaféricamente, como dos caras
de una moneda. Bajo esta perspectiva, un planteamiento que refiere al aprendizaje de un
objeto a través de —y simultdneamente con— su uso, podria constituir una expresién de la
relacion dialéctica entre las dos caras. Veamos algunos ejemplos. El estudio de la
transposicion didactica de un objeto matematico exige/permite el estudio de la historia
del mismo, pero con un fin especifico e inmediato: contar con un marco de referencia del
conocimiento matematico sabio con el cual —y a través del cual— contrastar la versidn
escolar de dicho objeto. El estudio de la manera usual de resolucion de ecuaciones
algebraicas exigiria/promoveria el estudio de la forma de pensamiento analitico
caracteristico de La Géométrie de Descartes, entendida como fundamento y racionalidad
de la expresion escolar de tal resolucion. La busqueda de racionalidad sobre el orden de
tratamiento escolar de los sistemas numéricos exigiria/promoveria el estudio del orden
histérico de aparicién y tratamiento de los mismos, ofreciendo argumentos a favor de
trasgredir el orden escolar convencional. El estudio de las dificultades que presentan los
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jévenes para acceder a una conceptualizacidén de los nUmeros negativos exige/promueve
. . . , . s . . , 1
el estudio de la existencia de obstaculos epistemolégicos relativos a tales nimeros %6,

Como se puede apreciar a través de los ejemplos referidos, existe siempre una intencién
didactica o funcional, para apropiar el conocimiento histdrico, esto es, la HM se estudia
con una intencionalidad funcional a favor del CPM, la cual determina qué estudiar. Esta
condicién probablemente es la que justifica que un estudio de la HM, entendido bajo la
metdfora de las dos caras de la moneda, pueda ser caracteristico de la integracion de la
HM en cursos de disefo curricular y de las didacticas especificas de las Matematicas.

Antes de pasar al segundo punto de este apartado, debemos sefialar que este
planteamiento metaférico puede ser extrapolado para los discursos matematicos o de las
didacticas especificas; hacerlo pondria la discusidn en si es posible —y hasta deseable— que
el estudio de las Matematicas o de la Didactica de las Matematicas, esté orientado por
intencionalidades funcionales del CPM y que sean estas las que definan qué estudiar de
estas disciplinas cientificas. En todo caso, ello pone en evidencia uno de los mayores retos
en la educacién del profesor de Matematicas: ¢cdmo integrar en la educacion los usos del
conocimiento, sin que ello conlleve a la “tecnificacion” de la docencia?

Pasemos ahora al segundo asunto, la Didactica de la HM en relacién con el CPM.
Recordemos inicialmente que en el apartado 2.2.2 hicimos referencia a la Didactica de la
Historia de las Matematicas como escenario para el estudio de la relacion HM—-EM. Alli
discutimos el caracter unidireccional de la relacion en cuestién; mientras que acd
enfatizamos que la relacién HM—-CPM también parece tener una relacién con un Unico
sentido que representamos con HM—CPM; es en este Unico sentido que se ubica la
pregunta sobre el papel o injerencia que tiene la HM en el CPM, la cuestidn sobre la
apropiacion y uso de la HM por parte del profesor de Matematicas, o la pregunta por el
caracter necesario de los procesos de transposicion didactica de las HM para integrarla al
CPM. Estos y otros asuntos han sido discutidos por los documentos/autores que hemos
resefiado en el presente capitulo; sin embargo en ninguno de ellos identificamos un
tratamiento de la relacidn restante (i.e., HM<«—CPM).

Bajo este sentido no atendido, podria cuestionarse acerca de si las necesidades del CPM
pueden reclamar o condicionar a la HM. Desde nuestra dptica es bastante probable que
este sentido sea el determinante en la respuesta a la pregunta sobre qué tipo HM estudiar
o bajo qué tratamiento hacerlo, pues las necesidades de formacién del profesor para el

B8 al respecto se recomienda ver (Schubring, 2012b).
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desempeiio de su quehacer docente, estarian determinando los rasgos de la HM que se
estudie. Por otra parte, creemos que —salvo los ejemplos de los libros de texto
reportados por Schubring y sus colegas (2000) y un libro (Berlinghoff & Gouvéa, 2004)— la
HM no ha sido escrita explicitamente para los profesores de Matematicas (en formacién o
en ejercicio) y menos para ser estudiada en beneficio del CPM; consideramos que ello se
debe fundamentalmente a que, en general, no se reconoce la necesidad de que esta deba
satisfacer tal condicidon. Una vez que esto se reconozca habria la necesidad de realizar
procesos de transposicion didactica del conocimiento histdrico para construir una HM que
se adecue a las necesidades del CPM. Adicionalmente, bajo el reconocimiento que la HM
es un conocimiento que aporta erudicién, pero no necesariamente formacién, deberia
estudiarse como transformarla o tratarla para que trascienda su caracter informativo e
incorpore uno formativo, consustancial con la necesidad de profesionalizar efectivamente
la formacién del profesor.
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4 Estudio de la historia de la teoria
euclidiana de la proporcion en el Libro
V de Elementos de Euclides

Con la intencion de establecer el potencial formativo que tiene la historia de la teoria
euclidiana de la proporcidon expuesta en el Libro V de Elementos, ha sido necesario
conocer la teoria con cierto detalle; por ello, hemos desarrollado un estudio de la misma,
el cual recapitulamos en la primera parte del presente capitulo. Asimismo, procurando
identificar los aspectos o temdticas centrales de la historia de la proporcién, en segundo
lugar, listamos y resefiamos o resumimos el contenido de aproximadamente un centenar
de documentos que abordan un tratamiento histérico de los objetos matematicos razény
proporcidn. La tercera parte del capitulo sintetiza la perspectiva lograda al “aplicar” al
contenido de los documentos citados, dos de las categorias constituidas en el capitulo
anterior, especificamente las relativas al qué y para qué de la HM en el CPM. La cuarta
parte sintetiza los resultados obtenidos en las tres primeras partes; luego de ella, se
incluye una quinta parte donde se discuten los resultados sintetizados.

4.1 Una vision sobre la teoria de la proporcion en el Libro V de
Elementos

Para iniciar, debemos senalar que el contenido de este apartado recapitula y retoma los
textos de un trabajo nuestro publicado por el Doctorado Interinstitucional en Educacién
como producto parcial de la tesis (Guacaneme, 2012c); en aquel, bajo la éptica de la
Teoria de Significados Sistémicos del Enfoque Ontosemidtico —y mas especificamente de
sus seis categorias (Situaciones problemas / tareas matematicas; lenguaje matematico;
procedimientos / procesos matematicos; conceptos / definiciones; propiedades; v,
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argumentos)—, presentamos un descripcion y analisis de la teoria de la proporcidon
expuesta por Euclides en el Libro V de Elementos.

En la introduccion del documento en cuestidn sefialamos que:

... hemos seleccionado una de las obras matematicas mas importantes para las matematicas,
en general, y para la teoria de la proporcién, en particular: los Elementos™’. Si bien los Libros
V, VI, VIl y X, de esta obra contienen informacidn relativa a las proporciones, desde nuestra
perspectiva ha merecido especial atencion el Libro V, puesto que: (i) en éste Euclides hace un
tratamiento de la teoria de la proporcidn para las magnitudes geométricas; (ii) esta teoria
contiene la definicidn de proporcion, por demas ampliamente estudiada por los historiadores,
la cual constituye la innovacion central frente a la teoria de la proporcién pitagoérica; (iii) el
Libro V maneja un nivel de generalidad sui generis en los Elementos; (iv) la “proporcionalidad
geométrica” no ha sido tan comentada y estudiada en la investigacién didactica (o al menos
no tanto como la “proporcionalidad aritmética”) y por tanto, presenta un “sabor” especial a la
reflexion; y, (v) abordar el estudio de todos los libros mencionados desborda nuestras
posibilidades de tiempo y espacio actuales. (Guacaneme, 2012c, pp. 99-100).

Posterior a la introduccidn, y luego de describir brevemente las seis categorias de la Teoria
de los significados sistémicos, procedimos a hacer una descripcion de la relacién del Libro
V con los demas que constituyen Elementos:

Por considerarse como componente de la obra total, se debe suponer que el Libro V esta
antecedido y condicionado por las ocho nociones comunes, enunciadas al inicio del Libro |
(ver, Puertas, 1991, pp. 199-201). Ademas, en tanto que hace referencia a las magnitudes
geométricas generalizadas158 y no de manera especifica a las tratadas en los anteriores libros,
se supone que éstos no condicionan o se implican en aquél; en cierto sentido, los historiadores
estudiosos de los Elementos reconocen una independencia del Libro V con respecto a los que
le preceden. lgualmente se muestran de acuerdo en que el Libro VI constituye una
particularizacidon de la teoria de las proporciones generalizada y que en esencia aborda el
estudio de la semejanza entre figuras. También, establecen que la teoria expuesta en el Libro
V no condiciona el tratamiento de la teoria de la proporciones en el dmbito aritmético,
contenida en esencia en el Libro VI, lo cual no puede interpretarse como la ausencia de
ciertas analogias y diferencias entre el tratamiento de la proporcion entre los dmbitos de las
magnitudes y los nimeros. Asi mismo, discuten si la teoria de proporciones generalizada es o

157 . . . . . .
Como los historiadores reconocen varias traducciones de los Elementos procedentes de diversas versiones, aclaramos

que se asumira la version de Puertas (1994), la cual procede de la edicién de J.L. Heiberg y H. Menge, Euclidis Opera
omnia, vols. I-1V, Leipzig, 1883-1886.

138 | vis Vega, en la Introduccion General (Puertas, 1991, p. 73), califica el contenido del Libro V como la teoria
generalizada de la proporcion, y no teoria general, por al menos tres motivos: “[i] La forma de aparicion de la teoria —en
sustitucién de nociones anteriores mas limitadas y concretas de razén y proporcién, en la primera mitad del siglo VI, [ii]
el hecho de que estas magnitudes hayan de cumplir ciertas condiciones —la de ser homogéneas y “arquimedianas”, [iii]
el punto oscuro de las relaciones entre las ideas de magnitud y nimero”. (La numeracion es nuestra).
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no empleada en el Libro X, en tanto que algunos reconocen, en ciertas proposiciones, el uso
de la idea de antanairesis —o como se llamoé después, anthyphairesis—, como una definicion
alterna de proporcién, no enunciada por Euclides ni en el Libro V ni en el VII. (Guacaneme,
2012c, pp. 102-103).

Respecto de la afirmacion anterior sobre el Libro VI y su tratamiento de la semejanza, en
un trabajo posterior (Aura Lucia Quintero, Molavoque, & Guacaneme, 2012) establecimos
algo diferente al reconocer en el mismo un tratamiento de la proporcionalidad geométrica
y, dentro de este, uno de la semejanza geométrica.

Ahora bien, la teoria en cuestion, tal como la presenta Puertas (1994, pp. 9-54), contiene
los enunciados de las siguientes definiciones (Tabla 98) y proposiciones (Tabla 99).

Enunciados de las definiciones

1. Una magnitud es parte de una magnitud, la menor de la mayor, cuando mide a la mayor.

2. Y la mayor es multiplo de la menor cuando es medida por la menor.

3. Una razén es determinada relacion con respecto a su tamafio entre dos magnitudes
homogéneas.

4. Se dice que guardan razén entre si las magnitudes que, al multiplicarse, pueden exceder una a
otra.

5. Se dice que una primera magnitud guarda la misma razén con una segunda, que una tercera con
una cuarta, cuando cualesquiera equimultiplos de la primera y la tercera excedan a la par, sean
iguales a la par o resulten inferiores a la par, que cualesquiera equimultiplos de la segunda y la
cuarta, respectivamente y tomados en el orden correspondiente.

6. Lldmense proporcionales las magnitudes que guardan la misma razoén.

7. Entre los equimdltiplos, cuando el multiplo de la primera excede al multiplo de la segunda pero
el multiplo de la tercera no excede al multiplo de la cuarta, entonces se dice que la primera
guarda con la segunda una razén mayor que la tercera con la cuarta.

8. Una proporcion entre tres términos es la menor posible.

9. Cuando tres magnitudes son proporcionales, se dice que la primera guarda con la tercera una
razon duplicada de la que [guarda] con la segunda.

10. Cuando cuatro magnitudes son proporcionales, se dice que la primera guarda con la cuarta una
razon triplicada de la que [guarda] con la segunda, y asi siempre, sucesivamente, sea cual fuere
la proporcidn.

11. Se llaman magnitudes correspondientes las antecedentes en relacién con las antecedentes y las
consecuentes con las consecuentes.

12. Una razoén por alternancia consiste en tomar el antecedente en relacién con el antecedente y el
consecuente en relacidn con el consecuente.

13. Una razon por inversion consiste en tomar el consecuente como antecedente en relacidn con el
antecedente como consecuente.

14. La composicién de una razén consiste en tomar el antecedente junto con el consecuente como
una sola [magnitud] en relacién con el propio consecuente.

15. La separaciéon de una razén consiste en tomar el exceso por el que el antecedente excede al
consecuente en relacién con el propio consecuente.

16. La conversion de una razén consiste en tomar el antecedente en relacidn con el exceso por el
que el antecedente excede al consecuente.
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Enunciados de las definiciones

17.

18.

Una razén por igualdad se da cuando, habiendo varias magnitudes y otras iguales a ellas en
nuimero que tomadas de dos en dos guardan la misma razén, sucede que como la primera es a
la Ultima —entre las primeras magnitudes—, asi —entre las segundas magnitudes— la primera
es a la ultima; o, dicho de otro modo, consiste en tomar los extremos sin considerar los medios.
Una proporcién perturbada se da cuando habiendo tres magnitudes y otras iguales a ellas en
numero, sucede que como el antecedente es al consecuente —entre las primeras magnitudes—,
asi —entre las segundas magnitudes— el antecedente es al consecuente, y como el
consecuentes es a alguna otra [magnitud] —entre las primeras magnitudes—, asi —entre las
segundas magnitudes— alguna otra [magnitud] es al antecedente.
Tabla 98 Definiciones del Libro V de Elementos de Euclides

En la Tabla 99, al lado del enunciado de las proposiciones hemos incluido una versién

simbdlica moderna del mismo; reconocemos en esto un anacronismo, pero acudimos a lo

simbdlico con la intencién de hacer mas comprensivos los enunciados.

Enunciados de las proposiciones

1.

Si hay un nuUmero cualquiera de magnitudes
respectivamente equimdultiplos de cualesquiera otras
magnitudes iguales en nUmero, cuantas veces una sea
multiplo de otra, tantas veces lo seran todas de todas.
Si una primera [magnitud] es el mismo multiplo de
una segunda, que una tercera de una cuarta, y una
quinta es también el mismo multiplo de la segunda
gue una sexta de la cuarta, la suma de la primera y la
quinta serd el mismo multiplo de la segunda que la
suma de la tercera y la sexta de la cuarta.

Si una primera [magnitud] es el mismo multiplo de
una segunda, que una tercera de una cuarta, y se
toman equimultiplos de la primera y la tercera,
también por igualdad cada una de las dos
[magnitudes] tomadas seran equimultiplos,
respectivamente, una de la segunda, y la otra de la
cuarta.

Si una primera [magnitud] guarda la misma razén con
una segunda, que una tercera con una cuarta,
cualesquiera equimultiplos de la primera y la tercera
guardardn la misma razén con cualesquiera
equimultiplos de la segunda y la cuarta
respectivamente, tomados en el orden
correspondiente.

159

. . .z . 159
Simbolizacion del enunciado

m(X1+Xo+...4X,)=mx+mxy+...+mx,

(men)x=mx+nx

m(nx)=(mon)x

Si w:x::y:z, entonces Vmyn,
mw:nx::my:nz

Notese que hemos empleado simbolos diferentes para indicar las relaciones u operaciones entre magnitudes (=, <, >,

;, +, -), las relaciones entre razones (<, >, ::), o las operaciones entre nimeros (®, ©, ©). Ademas, hemos empleado las
letras u, v, w, X, y, z para las magnitudes, en tanto que para los nimeros hemos usado las letras m, n. No hemos

empleado signo alguno para el multiplo n-ésimo de una magnitud (por ejemplo, nx), pues no lo reconocemos como
producto del nimero por la magnitud (es decir, del natural n por la magnitud x, en el ejemplo).
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Enunciados de las proposiciones

5.

Si una magnitud es el mismo multiplo de otra que una
[magnitud] quitada [a la primera] lo es de otra quitada
[a la segunda], la [magnitud] restante [de la primera]
serd también el mismo multiplo de la [magnitud]
restante [de la segunda] que la [magnitud] entera de
la [magnitud] entera.

Si dos magnitudes son equimultiplos de dos
magnitudes y ciertas [magnitudes] quitadas [de ellas]
son equimultiplos de estas [dos segundas], las
restantes también son o iguales a las mismas o
equimultiplos de ellas.

Las [magnitudes] iguales guardan la misma razén con
una misma [magnitud] y la misma [magnitud] guarda
la misma razén con las [magnitudes] iguales.

Porisma 7’: Si algunas magnitudes son proporcionales,

8.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

también son proporcionales por inversion.

De magnitudes desiguales, la mayor guarda con una
misma [magnitud] una razén mayor que la menor, y la
misma [magnitud] guarda con la menor una razon
mayor que con la mayor.

Las [magnitudes] que guardan con una misma
[magnitud] la misma razén son iguales entre si; y
aquellas con las que una misma [magnitud] guarda la
misma razon, son iguales.

De las [magnitudes] que guardan razén con una
misma [magnitud], la que guarda una razén mayor, es
mayor. Y aquella con la que la misma [magnitud]
guarda una razén mayor, es menor.

Las razones que son iguales a una misma razén son
también iguales entre si.

Si un numero cualquiera de magnitudes fueren
proporcionales, como sea una de las antecedentes a
una de las consecuentes, asi seran todas las
antecedentes a las consecuentes.

Si una primera [magnitud] guarda con una segunda la
misma razdén que una tercera con una cuarta, y la
tercera guarda con la cuarta una razén mayor que una
quinta con una sexta, la primera guardard también
con la segunda una razén mayor que la quinta con una
sexta.

Si una primera [magnitud] guarda con una segunda la
misma razén que una tercera con una cuarta y la
primera es mayor que la tercera, la segunda serd
también mayor que la cuarta, y si es igual, serd igual, y
si menor, menor.

Las partes guardan la misma razén entre si que sus
mismos  multiplos, tomados en el orden
correspondiente.
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. . .z . 159
Simbolizacion del enunciado

m(x-y)=mx-my

(men)x=mx-nx

Si x=y, entonces x:z::y:zy z:x::z:y

Si w:x::y:z, entonces x:w::z:y

Si X<y, entonces x:z<y:z; y z:x>z:y

Six:z::y:z, entonces x=y. Y, si z:x::zy,
entonces x=y

Si x:z<y:z, entonces x<y. Y si z:x<z:y,
entonces x>y

Si uvi:wixy wix::y:z, entonces u:v::y:z
Si X1:Y1:: X151 1 XY, €Nntonces

(X1 X+ X)) (Vat Yot . +Yn) s Xy,

Vi=1,...,n

Si uvi:wix y wix>y:z, entonces u:v-y:z

Si wix::y:z y w2y, entonces x2z

Xy::nx:ny
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Enunciados de las proposiciones

. . .z . 159
Simbolizacion del enunciado

16. Si cuatro magnitudes son proporcionales, también por Si w:x::y:z, entonces w:y::x:z
alternancia serdn proporcionales.

17. Si unas magnitudes son proporcionales por = Si(w+x):x::(y+2):z, entonces wix::y:z
composicién, también por separacidon seran
proporcionales.

18. Si unas magnitudes son proporcionales por = Siw:x::y:z, entonces (w+x):x::(y+2):z
separaciéon, también por composicidn seran
proporcionales.

19. Si como un todo es a otro todo, asi es una [parte] @ Si(w+x):(y+z)::w:y, entonces

quitada [de uno] a una [parte] quitada [de otro], la
[parte] restante serd también a la [parte] restante
como el todo es al todo.

Porisma 19’: Si unas magnitudes son proporcionales por

20.

21.

22.

23.

24.

25.

composicidon, también conversion  seran
proporcionales.
Si hay tres magnitudes y otras iguales a ellas en
numero que, tomadas de dos en dos, guardan la
misma razén, y si, por igualdad, la primera es mayor
que la tercera, también la cuarta sera mayor que la
sexta; y si es igual, igual, y si es menor, menor.
Si hay tres magnitudes y otras iguales a ellas en
numero que, tomadas de dos en dos, guardan la
misma razon y su proporcion es perturbada, y si, por
igualdad, la primera es mayor que la tercera, también
la cuarta sera mayor que la sexta; y si es igual, igual; y
si es menor, menor.
Si hay un numero cualquiera de magnitudes y otras
iguales a ellas en numero que, tomadas de dos en dos,
guardan la misma razén, por igualdad guardaran
también la misma razon.
Si hay tres magnitudes y otras iguales a ellas en
numero que, tomadas de dos en dos, guardan la
misma razén, y su proporcidon es perturbada, por
igualdad guardaran también la misma razon.
Si una primera [magnitud] guarda con una segunda la
misma razén que una tercera con una cuarta, y una
quinta guarda con la segunda la misma razén que la
sexta con la cuarta, la primera y la quinta, tomadas
juntas, guardaran también la misma razén con la
segunda que la tercera y la sexta con la cuarta.
Si cuatro magnitudes son proporcionales, la mayory la
menor [juntas] son mayores que las dos restantes.

por

(Wx):(y+2)::x:2
Si (u+v):(x+y)::v:y, entonces
(u+v):(x+y)::u:x

Si uwvixiy y viw::yiz y u2w, entonces
X2z

Si uwv:iyiz y viw::xiy y uzw, entonces
X2z

Si X1:X2::Y1:Y2, X2:X3::Y2 Y3, oo, Y
Xn-1:Xn::Yn1:Yn, €NtONCes X1:Xp::Y1:Yy

Siuiv:y:izy viw::x:y, entonces u:w::x:z

Si u:vi:wixy yiv::z:x, entonces
(u+y):vi:(w+z):x

Si WiX:yizy WXy WYYy X>Zy y>z,
entonces w+z>x+y

Tabla 99 Proposiciones del Libro V de Elementos de Euclides

Una primera aproximacién a la estructura del Libro V, a través de la informacién de las
tablas, permite reconocer un grupo de dieciocho definiciones, veinticinco proposiciones
(ninguna de ellas construccion o problema), dos porismas (o corolarios) y ningun
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postulado. A partir de esta informacién, de las demostraciones de las proposiciones y de
algunos documentos histdricos, desarrollamos los andlisis de las seis categorias que
configuran los siguientes subtitulos; salvo la numeracién de los subtitulos, su contenido es
idéntico al que aparecio en el capitulo ya citado (Guacaneme, 2012c, pp. 103-127).

4.1.1 Situaciones problemas/Tareas matematicas

Acabamos de sefalar que ninguna de las veinticinco proposiciones del Libro V enuncia
160
La

gran mayoria de las proposiciones tienen una configuracidén condicional o bicondicional; en

explicitamente un problema matematico o una construccidn; todas ellas son teoremas.

efecto, salvo la proposiciéon 15, las demds o bien tienen un enunciado explicitamente
condicional (Si p entonces @), o se puede hacer una interpretacion simbdlica de la forma p=q.
En este sentido, la actividad matematica esencial en el Libro V no es otra que la de demostrar
enunciados condicionales; ahora bien, es apenas natural admitir que en el marco de una
presentacion deductiva, como la de los Elementos, es completamente adecuado asumir la
demostracion de cada proposicion como una problemdtica evocada por el enunciado mismo
de la proposicion; bajo esta Optica, la demostracién de cada proposicion constituiria un
problema légico deductivo. El asunto de la demostracion serd abordado en esencia cuando
demos cuenta de la categoria Argumentacion.

Por otra parte, antes de pasar al andlisis de la segunda categoria, creemos conveniente sefialar
que mas alld de la mirada internalista que se pueda hacer al tipo de problemas y tareas
matematicas que subyacen en el Libro V, hay que considerar que la teoria euclidiana de las
proporciones emerge en atencion a dos problemas especificos de la época.

Por un lado, la entonces clasica teoria pitagdrica de la proporcion —y en general la cosmovision
pitagérica— habia sufrido un duro revés al confirmarse la “anomalia” relativa a la
conmensurabilidad de cualquier par de segmentos; es decir, a la imposibilidad de asignar un
numero (o medida), o dos nimeros, a la razén de dos segmentos cualesquiera. Esto conmind a
los matematicos griegos a, entre otras técticaslm, replantear la teoria de la proporcion de tal
suerte que se pudiera hablar de razones y proporciones, sin necesidad de especificar si las
magnitudes consideradas eran o no conmensurables; en ultimas, a excluir la nocién de medida
numérica de la geometria. En cierto sentido, el mérito de esta teoria es que frente a la teoria
de los pitagoricos, esta no alude a la medida (como numero) que establece “cudntas veces”
una magnitud estd contenida en otra, o cuantas veces una magnitud debe ser repetida para

160 . . . . . .
Nos referimos aqui a problemas o construcciones como los dados en las proposiciones 1 del Libro Ill (Hallar en centro

de un circulo dado) y 1 del Libro | (Construir un triagngulo equildtero sobre una recta finita dada), respectivamente. Por
teoremas asumimos aquellos enunciados que exhiben los atributos esenciales de los objetos. Euclides al terminar la
demostracion de un problema emplea la locucién “que es lo que habia que hacer” en tanto que al terminar la
demostracién de un teorema utiliza la locucién “que es lo que habia que demostrar”.

81 | articulo de Rusnock & Thagard (1995) ofrece una gama y analisis de al menos cinco tacticas ligadas a los diferentes
elementos (a saber: la construccion geométrica, la estructura ldgica, la teoria de numeros, y la teoria de
razén/proporcién) que el problema de la inconmensurabilidad involucra. Dos de las tacticas se refieren a “limitar la
aplicacidn de la razén en geometria y reformular la geometria tanto como sea posible sin el uso de la razén; o [...],
generalizar los conceptos de razdén y proporcion” (p. 115). Estas dos estan implicadas en las propuestas eudoxiana y
euclidiana.
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igualar a un multiplo de la otra, o, como lo sefiala Corry (1994, p. 4), el mérito mayor de la
teoria expuesta en el Libro V es la posibilidad de comparar magnitudes inconmensurables. Lo
anterior no debe interpretarse como si en este libro se le diera salida total al problema de la
conmensurabilidad, pues es en el Libro Xy no en el V, donde se hace un tratamiento especifico
de la conmensurabilidad (o si se prefiere, de la inconmensurabilidad).

Por otro lado, es conveniente recordar que el Libro V atiende a la necesidad que motiva los
Elementos y, més en general, a la obra euclidiana. Esta no es un requerimiento ni iniciativa
enciclopédica; mas bien es una necesidad de presentar bajo el esquema axiomdtico deductivo
las teorias matemadticas y, en este sentido, justificar las afirmaciones de la teoria bajo unos
canones matematicos que se apropian y logran una forma particular. Asi, el Libro V no es una
simple recopilacidon del trabajo de Eudoxio, ya que implicé una revisién, recapitulacion y

162 ;
En otras palabras, la teoria

transformacion de su teoria, e incluso la creacion de resultados.
euclidiana de las proporciones responde a un problema metamatematico que se relaciona
directamente con un estilo de hacer matematicas y de comunicarlas, caracteristico de aquella
comunidad y época, que se constituyd en acicate y guia para la mayor parte de las

matematicas ulteriores.

4.1.2 Lenguaje matematico
Cuando pensamos en el lenguaje utilizado en el Libro V, debemos hacer alusion al idioma en
que han sido escritos los Elementos. Se sabe que originalmente fueron escritos en griego
antiguo y que se realizaron traducciones al drabe y al latin, y que éstas se han vertido en

163 .
Este asunto, que puede ser de orden menor, ha sido

lenguas vernaculas modernas.
considerado por historiadores a través de analisis muy especificos (v.g., estudios de caracter
filolégico o etimolc')gic0164) y de analisis mas generales, que, por ejemplo, contemplan el
estudio de las modificaciones de orden estructural (v.g., inclusién o exclusiéon de
proposiciones, postulados, etc., e incluso la inclusién de los Libros XlII al XV). Como este
aspecto estd lejos de nuestras posibilidades, lo asumiremos como no relevante para el
presente propdsito y, en consecuencia, reiteramos y precisamos nuestro objeto de estudio: el
Libro V de los Elementos en la versidn en espafiol presentada por Puertas (1994, pp. 9-54).

Al examinar este texto, sin incluir las notas elaboradas por la autora de la traduccidn,
reconocemos que las definiciones, las proposiciones y sus demostraciones estan escritas en un

estilo retérico que incorpora palabras o términos, notacion simple y diagramas o dibujos;

%2 Una amplia y detallada exposicidon sobre el vinculo entre la teoria de proporciéon de Eudoxio y la de Euclides se

encuentra en Knorr (1992).
83 £ un apartado de la Introduccidn General, Luis Vega (Puertas, 1991, pp. 123-151) presenta una amplia y minuciosa
discusidn acerca de las diferentes versiones y ediciones de los Elementos; alli, presenta cuatro fases caracteristicas del
texto, a saber: Euclides griego, Euclides arabe, Euclides latino y Euclides de las lenguas vernaculas. Por su parte, Acerbi
(2003b) reconoce que a diferencia de otros libros de los Elementos, el Libro V no presenta diferencias sustanciales en
cuanto a su estructura entre las tradiciones griega y arabe-latina.

' En la Seccién 5 Las magnitudes geométricas de Euclides: glosario, Grattan-Guinness (1996, p. 364) refiere una
discusion acerca de la traduccion del término griego onpeiov (posteriormente traducido como punctum) como punto y
no como signo, como parece haber sido usado originalmente por Euclides, asunto que cobra un valor mayor cuando
luego reconoce que el uso de signo descartaba la posible consideracidon de este objeto como constitutivo de las

magnitudes.
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precisamente estos cuatro elementos del lenguaje constituyen los apartados siguientes a
través de los que desarrollamos el analisis de esta categoria.

Las palabras o términos usados, como era de esperarse, en esencia refieren a algunos objetos
y relaciones matematicas definidas implicita o explicitamente (nos referiremos a éstos como
palabras-concepto); por supuesto que también se encuentran palabras que cumplen una
funcién secundaria en el discurso. Las palabras-concepto han sido objeto de trabajo e
interpretacion histérica, y en libros como el de Puertas (1994) y Heath (1908) constituyen
buena parte de sus comentarios; algunos ejemplos de éstas, identificadas en las definiciones,
son: magnitud, parte, menor, mayor, mide, multiplo, medida, razén, tamafio, homogéneas,
guardar razoén, equimultiplo, proporcionales, razén duplicada, razon triplicada, antecedentes,
consecuentes, razén por alternancia, razén por inversidn, composicién, separacion,

165 . ,
Mas alla de la

conversion, razén por igualdad, extremos, medios, proporciéon perturbada.
posible dificultad en la interpretacién de las palabras-concepto, por experiencia propia
reconocemos que el estilo utilizado impone enormes dificultades a un lector no familiarizado
con éste, es decir, a un lector moderno; para corroborarlo, basta con leer cualquiera de los
enunciados de la mayoria de las definiciones o proposiciones para encontrarse con textos
abstrusos que ocasionalmente pueden llegar a parecer trabalenguas, y comparar tal
experiencia con la lectura e interpretacion de su expresion algebraica dual.

Sin embargo, mas alla de las dificultades generadas por el estilo retdrico, es preciso sefialar
que hay un componente légico en la enunciacién que genera dificultad en la lectura. Dicho
componente es planteado detalladamente por Gardies (2004, pp. 9-26) en uno de los apartes
del capitulo titulado “De quoi parlait le Geomeétre grec”. Nuestra interpretacién de lo expuesto
alli se resume en que una definicion de la proporcion desborda los limites del lenguaje de
primer orden en tanto que se refiere a una relacién entre relaciones y, por tanto, implica una
manera de predicacion sobre predicados. La virtud de Euclides, que conlleva a lo abstruso de
sus predicados, es precisamente lograr enunciar en lenguaje de primer orden una definicion

tal.

Decimos que la notacion es simple, en tanto que esta solo incorpora el uso de letras griegas
mayusculas (v.g., A, B, I', A, E, Z, ©) para denotar magnitudes, exclusivamente en las
demostraciones. Sin embargo, Euclides hace un uso dual de éstas: en la demostracion de una
misma proposiciodn, utiliza un par de letras para nombrar una magnitud y también emplea una
sola para nombrar otra magnitud; por ejemplo, la demostracion de la Proposicion 1 comienza
asi: “Sean un numero cualquiera de magnitudes AB, I'A respectivamente equimultiplos de
cualesquiera otras magnitudes E, Z iguales en nimero” (Puertas, 1994, p. 18). La notacién de
la magnitud a través de dos letras evoca la notacidn que el mismo Euclides ha usado en libros
anteriores para denotar segmentos; alli las letras parecerian denotar los extremos del
segmento, es decir los puntos. Algo similar podria considerarse que sucede en el Libro V, pero
nos resistimos a aceptar tal interpretacidon pues es claro que en él se esta tratando con

165

En la seccion titulada Conceptos/definiciones discutiremos los conceptos implicados por algunas de éstas.
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magnitudes generalizadas y no solo unidimensionales (i.e., segmentos). De esta manera,
cuando Euclides enuncia “la magnitud AB” o “la magnitud E” debe entenderse que se esta
refiriendo a un segmento, una regidon o un soélido (o mas precisamente, a la cantidad de
longitud de un segmento, la cantidad de superficie de una regién o la cantidad de volumen de
un sélido, respectivamente) y no exclusivamente al segmento cuyos extremos son los puntos
denotados con A y B; no hacerlo asi implicaria el desconocimiento del nivel de generalidad
que el Libro V implica, del cual hablaremos mas adelante, cuando nos refiramos a los procesos
matematicos identificados. Euclides también hace uso de esta notacion de letras griegas en los
dibujos que acompaian las demostraciones en el mismo sentido que el sefialado antes; sin
embargo, bajo la consideracion de que los trazos rectos y finitos en los dibujos no representan
segmentos —como lo discutiremos adelante—, la interpretacion de estas letras denotando
puntos o segmentos no tiene sentido alguno. Por otra parte, examinando con un poco mas de
cuidado el uso de la notacién con una o dos letras, advertimos que ello esta relacionado con la
operatoria de las magnitudes; asi, Euclides nota una magnitud con una letra cuando ésta sera
multiplicada o constituye un multiplo de otra magnitud, en tanto que usa las dos letras,
cuando la magnitud serd dividida en sus partes o cuando serd objeto de una resta (o sera
restada de otra). En consecuencia, a través de esta observacidon, debemos reconocer que la
notacidn también incorpora un aspecto de ostensidn operatoria.

Un sefalamiento adicional respecto de la notacién empleada es el hecho de que, excepto para
las magnitudes, no hay notacion alguna para ninguna de las palabras-concepto citadas arriba;
en efecto, incluso para los objetos como razén o proporcién, se usan expresiones retdricas de
la forma “como... es a ..., asi... es a...”. De esta manera queda claro que las discusiones acerca
de si debe usarse el signo “=”, en vez de “::”, o el signo “/” en lugar de “:” para simbolizar la
proporcion y la razén, respectivamente, son sencillamente anacrénicas.® Ello no implica que
en una interpretacién moderna de las razones y proporciones, esta discusién no tenga sentido,
pues definitivamente el uso de unos u otros simbolos si impone relaciones diferentes entre el
lector y el texto, como lo hemos podido advertir a través de la experiencia de leer las
propiedades de las razones con unos y otros simbolos, o a la manera como sugiere Grattan-
Guinness (1996) en la Seccidn sobre La ontologia de Euclides (pp. 369-371).

De las anteriores precisiones sobre la notacion, se deduce que en los Elementos no hay uso de

a __ c 167

notacion algebraica alguna del estilo a:b::c:do ¢ =+ .

Los diagramas o dibujos incluidos en el Libro V acompafian cada una de las demostraciones de
. . 168 . ep e Y ~
las proposiciones.” Todos estdn constituidos por trazos rectilineos con pequefios trazos en

166

“w,,n

Grattan-Guinness (1996) refiere que la notacién “::” procede de William Oughtred, en el siglo XVII.
187 Esta y otras razones son expresadas por Grattan-Guinness (1996, p. 366) en su discusion en torno a si existié o no en
los Elementos una algebra geométrica.

188 En este punto debemos reconocer que algunos autores han puesto en duda la originalidad de los dibujos en la obra
euclidiana manifestando que éstos fueron insertados en transcripciones y traducciones posteriores. Al margen de la
posible validez de tales declaraciones, las razones expresadas en torno a la triangulacion de la informacién disponible
para lograr una versidn muy cercana a la original, argliidas por Luis Vega (Puertas, 1991, pp. 123-151), nos permiten

considerar que los dibujos si hacian parte de la obra euclidiana objeto de analisis.
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sus extremos o en su interior. A modo de ejemplo, y para facilitar la referencia a los
comentarios sobre los dibujos, presentamos en la Figura 1 una reproduccion del dibujo
empleado en la demostracion de la proposicion 3 (Puertas, 1994, p. 24).

A

B—m

Figura 1.

Como lo sefialamos antes, no nos parece acertada la lectura de estos trazos como segmentos,
ni la de las letras como puntos o extremos de estos; ello en consideracion a que los trazos
estdn representando cantidades de longitud, de superficie y de volumen. A este respecto
Beppo Levi comenta:

y el hecho de que la figuracion que acompafia las demostraciones se hace todavia
exclusivamente por segmentos, mientras que los comentaristas se esfuerzan
frecuentemente en acentuar el nuevo punto de vista con el dibujo de objetos diferentes,
solo demostrard mds claramente el pensamiento mds puramente abstracto del autor
antiguo, desvinculado de la representacion material; pues estos segmentos no tienen
diferente significacion que las letras en nuestras demostraciones algebraicas (Levi, 2003,
p. 167).

La anterior interpretacion puede ser entendida como una anticipacién en la obra euclidiana de
la linealizacion de las magnitudes geométricas, lograda por Descartes en su Geometria, varios
siglos después. Consideramos que Euclides estaba lejos de considerar tal proceso en los
términos técnicos en que lo planteo Descartes, pues este Ultimo si tenia entre sus propdsitos
lograr una definiciéon operativa del producto de segmentos; creemos que Euclides
simplemente reconocié en los trazos la posibilidad de representar la cantidad de una
magnitud geométrica cualquiera y una relativa —pero restringida— operatividad.

En efecto, debemos resaltar el hecho de que la longitud (o quiza sea mejor decir la extension)
de cada trazo si esta en correspondencia con la cantidad de la magnitud considerada. Esto se
puede evidenciar por la manera como en que se representa una relacién como la
“equimultiplicidad”; por ejemplo, en la demostracion de la proposicién 3, Euclides
inicialmente enuncia: “Pues sea la primera, A, el mismo multiplo de la segunda, B, que la
tercera, I', de la cuarta, A, y tdmense los equimultiplos EZ, HO de A, I (Puertas, 1994, p. 24)
para luego presentar el diagrama de la Figura 1. Como puede apreciarse, la extension de A es
tres veces la de B, asi como la extensién de I' es tres veces la de A; igualmente, la extension
de EZ es dos veces la de A, asi como la extensién de HO es dos veces la de T".

El hecho de que la extensidn del trazo esté en correspondencia con la cantidad de la magnitud
considerada tiene una expresion bastante diciente en las proposiciones que implican una
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proporcion o una desproporcion. Tal es el caso, por ejemplo, del dibujo que acompaia la
demostracién de la proposicién 14, cuya primera frase es “Guarde pues la primera, A, con la
segunda, B, la misma razén que la tercera, I', con la cuarta, A, y sea A mayor que A” (Puertas,
1994, p. 40), y que reproducimos en la Figura 2.

A r

Figura 2.

En este dibujo se logra observar que en efecto la extensidn del trazo nombrado con A es
mayor que el del trazo notado con A. Pero mas alla de esto, llama la atencién que ciertamente
los trazos conforman una proporcidén geométrica —al menos desde una aproximacion intuitiva—
, es decir, (i) no solo A es mayor que B, y I" es mayor que A, sino que (ii) el resto de A con
respecto a B, es mayor que el resto de I" con respecto a A, en tanto que A es mayor que I, y
ademds (iii) tales restos parecen la misma fraccién de A y I, respectivamente, o simplemente
(iv) B parece ser la misma fraccion de A, como A es fraccion de I'. Desde esta perspectiva, la
razén y la proporcion tienen una expresién figurativa particular, totalmente implicita en el
dibujo; en otras palabras, si bien en el dibujo es relativamente evidente el reconocimiento de
un multiplo de una magnitud, no lo es asi la razén entre dos magnitudes ni mucho menos la
proporcion entre dos razones.

El papel de la figura en los Elementos es discutido ampliamente por Gardies (1997, pp. 127-
155) en el capitulo titulado “Le réle de la figure chez Euclide et Archiméde”. Alli, destacando
que las entidades tratadas en la obra son de naturaleza diferente (nimeros, magnitudes
geométricas especificas y magnitudes en general), comenta que las figuras empleadas en los
diferentes libros tienen que ser consideradas de manera igualmente diversa; asi, a las figuras
empleadas para representar a las magnitudes geométricas especificas (v.g., segmentos,
angulos, triangulos, circulos) las denomina propias, en tanto que utiliza el término impropias
para las figuras que representan los otros dos tipos de entidades.™® Desde esta postura,
diremos que los dibujos del Libro V son representaciones impropias, o no ostensivas, de las
magnitudes generalizadas representadas. Este reconocimiento constituye un argumento mds a
favor de nuestra interpretacién de los trazos rectos y finitos como representacion indistinta de
los segmentos, regiones y voliumenes.

4.1.3 Procedimientos/Procesos matematicos

La lectura del contenido del Libro V nos permite reconocer algunos procedimientos

matematicos, a saber:

a. Medir o ser medido. El procedimiento matematico de medir esta referido en las
definiciones 1y 2; sin embargo, como lo menciona (Puertas, 1994, p. 9), “La nocidn de
medida y la relacion de medir a (y ser medido por) quedan indefinidas”. Al respecto

169

Esta divisién nos evoca la distincidn entre las representaciones ostensivas y no ostensivas, respectivamente.
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reiteramos que uno de los rasgos de esta teoria es precisamente la de no asociar una
medida (i.e., un nimero) a la relacién entre dos magnitudes homogéneas; no obstante
esta consideracion, nuestra interpretacion de las definiciones citadas si incorpora la
referencia a la existencia de un nimero entero aunque no requiere establecer cudl es
este.

Multiplicarse. Esta idea se aplica a una magnitud y, desde nuestra interpretacion, se
reduce a afiadir una magnitud a si misma cualquier nimero entero de veces, es decir, a
una adicién repetida. Esta idea aparece no sélo en la Definicidn 4, sino que es aplicada
dondequiera que en el Libro V aparece las expresiones multiplo o equimultiplo;
especialmente se reconoce tal tratamiento en las demostraciones de las diferentes
proposiciones, a través de su representacion en los dibujos e incluso a través de la
inclusion de términos como doble, triple o cuddruple.

Comparar magnitudes. Para parejas de magnitudes homogéneas aparece el proceso
general de comparacién para establecer cuando una excede, es igual o resulta inferior,
que la otra. A través de estas comparaciones se colige cuando una magnitud es igual,
desigual, mayor o menor que otra.

Suma de magnitudes. Si bien en la idea de multiplicarse se admitia la reiteracién de una
magnitud, en la Definicion 14 (composicién de una razén) se admite la suma de dos
magnitudes cuando estas son antecedente y consecuente de una razén. Ahora bien,
aun no logramos entender la justificacion para que tal definicidon se interprete en
términos de proporciones —-como lo hace Puertas (1994, p. 16)
“a:b::c:d=(a+b):b::(c+d):d’- y no en términos de una razon; por otra parte, la
proposicidon 18 admite también la suma, y su formulacidn simbdlica no es otra que la
reciproca de la que acabamos de incluir.

Diferencia de magnitudes. En las definiciones 15 y 16 (separacidn y conversion de una
razén, respectivamente) se incorpora la idea de resta de magnitudes cuando estas son
antecedente y consecuente de una razdén y, aunque no se explicite, el antecedente es
mayor que el consecuente. Aqui también Puertas (1994, p. 16) hace una interpretacion
en términos de proporciones: “a:b::c:d=(a-b):b::(c-d):d” —interpretacidon que también
hace para la proposicion 17— y “a:b::c:d=a:(a-b)::c:(c-d)”, respectivamente. De la
misma forma, en las proposiciones 17, 18 y 19 se incorpora la separacion de una razon,
pero en éstas claramente en el marco de proporciones y, en consecuencia, la idea de
resta de magnitudes. Asimismo, una idea similar a la de resta aparece en las
proposiciones 5y 6; en éstas, de una magnitud se quita otra menor y se generan restos
de aquella.

Divisién de una magnitud. En la demostracidn de las proposiciones 1, 3 y 15, Euclides
divide una magnitud en magnitudes iguales a una parte de aquella, condicién que limita
el resultado y no permite interpretarlo como la divisidon de una magnitud en un nimero
cualquiera de partes alicuotas; en efecto, en las tres proposiciones se garantiza que la
magnitud a dividir es multiplo de la magnitud en que se va a dividir.
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Los procedimientos que acabamos de discutir parecieran tener su racionalidad en los libros
anteriores de los Elementos —lo cual contrastaria con la independencia del Libro V sefialada
antes—; sin embargo, consideramos que ello puede ser cierto para el caso en que las
magnitudes referidas sean segmentos, e incluso superficies, pero no es asi si éstas son
volimenes; recordemos que el trabajo con objetos geométricos sdlidos (o quiza sea mas
prudente decir, objetos en el espacio) tendra que esperar a los Libros XI, XIl y XIII.

Con respecto a los procesos matematicos (y atendiendo a lo sefalado al inicio de la seccidn
Situaciones problemas/Tareas matemadticas) debemos reiterar que el proceso por excelencia
desarrollado en el Libro V, ante la ausencia de problemas o construcciones, es la demostracion
de enunciados condicionales; adicionalmente, y ligado con este proceso, advertimos en el
Libro V el uso del proceso matematico de instanciacion; estos procesos serdn tratados en la
seccién Argumentos. Asimismo, reconocemos el proceso de generalizacién como un rasgo del
Libro V. Como lo sefialamos en la seccion Estructura del Libro V y en la seccién Lenguaje
matemadtico, la generalizacion se advierte al considerar que se esta incluyendo en una misma
estructura a las magnitudes geométricas arquimedianas y no se les estd dando un tratamiento
particular que atienda a su dimensidon. Ademas, en la Definicidn 5, especialmente en la idea
evocada por la locucion cualquier equimdltiplo, aparece una manera particular de referirse a
todos los elementos de un conjunto, en este caso de magnitudes; el nivel de generalizacidn
aumenta en esta misma definicién, cuando se condiciona la comparacion de dos parejas de
tales conjuntos de equimultiplos, para garantizar que se comportan —frente al orden— de la
misma manera. De modo un poco diferente, la generalizacién aparece en las proposiciones 1y
12, al hablarse de “un nimero cualquiera de magnitudes” (Puertas, 1994, pp. 18, 37).

Con una mirada de lejos mas especializada, Acerbi (2003b) alude al Libro V como una fuente
principal en el estudio de la generalidad. Ademas, establece que al respecto de la generalidad,
las tradiciones griega y arabe-latina de los Elementos, ofrecen tratamientos bastante disimiles.
Igualmente, sostiene que ya en los tiempos de Euclides estaba muy refinada la comprension
de la generalidad y de las herramientas lingiiisticas para expresarla. El asume como objeto
central de estudio a la proposicién 8 (especialmente su demostracién), como caso revelador
de la existencia y expresion del proceso de generalidad euclidiano.

4.1.4 Conceptos/definiciones

Como ya se menciond, el Libro V contiene 18 definiciones, las cuales han sido discutidas
minuciosamente por los historiadores. De éstas identificamos al menos tres nominales, a
saber: la Definicion 3 (nomina la razén como una relacidn entre dos magnitudes), la Definicion
6 (nomina magnitudes proporcionales o proporcién a las que satisfacen la condicion de la
Definicién 5) y la Definicion 11 (nomina magnitudes correspondientes a lo que hoy

)17

’ . . 0 . . e .
llamariamos parejas de antecedentes y parejas de consecuentes) . Las quince definiciones

170 .. g . .2 . . .
En esta definicion aparece por primera vez la mencién a los términos “antecedente” y “consecuente” sin una

significacién explicita en el contenido anterior; creemos que la significacion surge de manera relativamente natural
cuando se atiende al orden explicito de referencia a las magnitudes de una proporcion (i.e., primera, segunda, tercera,
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restantes establecen condiciones, y catorce de éstas, ademas, dan nombres a los objetos
implicados; la Definicion 8 solo precisa la condicién pero no nomina algo. De estas
definiciones, el grupo de la 12 a la 16 alude a transformaciones en las razones sin que su
enunciado implique, al menos de manera inmediata o directa, la aplicacion a una proporcidn;
a este respecto, Puertas (1994, p. 15) sostiene que estas definiciones “Euclides las aplica a
razones cuando describirian mejor proporciones, tal vez porque, al referirlas a proporciones,
pareceria que asume algo que todavia no se ha probado”.

Atendiendo la opinién de los historiadores, quienes coinciden en asignar un lugar central a la
paradigmatica Definicién 5 (proporcién), y junto con ella a las definiciones 3 (razén) y 7
(desproporcidn), recapitularemos y discutiremos algunos de sus pIanteamientos.171

Hay un cierto consenso en que la Definicidn 3, en si misma, es una definicion general y vaga, y
desempefia un papel secundario —y en cierto sentido innecesario— en la teoria; por ejemplo,
Hill (1928, p. 38) expresa que “El primer sefialamiento que habria que hacer respecto de las
definiciones es la ausencia de una definicion util de razdén, por ello es imposible hacer
cualquier uso de la tercera definicién de Euclides”. También hay un consenso en que esta
definicion es complementada por la Definicion 4 y adquiere un caracter especifico en la
medida en que interactia con la Definicidén 5; al respecto, por ejemplo, Fine (1917, p. 73)
establece que “una nocién muy definida de razén esta implicada en la definiciéon de
proporcion”.

La existencia de estos consensos contrasta con la existencia de diversas interpretaciones que
hacen los historiadores sobre las ideas de razén y proporcion en conjunto. En suma, tales
interpretaciones configuran una gama de posibilidades que incluyen concebir la razén (y
ocasionalmente la proporciéon) como —o relacionada con—: (i) una cantidad, adicional a los
numeros y las magnitudes, (ii) una comparacién o relacién binaria de segundo orden, (iii) un
arreglo o secuencias ordenadas de magnitudes, (iv) un nimero real.'”?

Para Grattan-Guinness (1996), en la obra euclidiana existen tres tipos distintos de cantidades,
a saber: los numeros, las magnitudes y las razones. Nos parece que en esencia su argumento
se centra en el hecho de que las razones se pueden comparar para establecer si estan en la
misma razén,"” o si una es mayor o es menor que otra, de manera analoga a como se hace

cuarta) implicado desde la definicién 5, y de manera mucho mas obvia, cuando se incorpora una notacion como “a:b”
pues alli se observa que a antecede a b.

% Fine (1917, p. 73) sostiene que las definiciones significativas del Libro V son de la 3 a la 7. Antes hicimos una
consideracion acerca del caracter nominal de la definicidn 6 y frente a la definicién 4 podemos sefialar, brevemente, que
desde nuestra perspectiva esta impone la condicién de que para poder establecer una razén entre dos magnitudes,
estas deben ser arquimedianas, condicién que no satisfacen los angulos euclidianos, observacion esta Gltima que no
hemos encontrado en ninguno de los documentos histéricos estudiados y que se sustenta en el hecho de que para
Euclides no puede haber un angulo mayor o igual a dos rectos.

172 5 margen de estas interpretaciones con referentes histéricos, en los capitulos 3 y 4 de la tesis de Guacaneme (2001)
se encuentran sendos analisis de las ideas de razén y proporcién en teorias matematicas y textos escolares de
matematicas. Igualmente, en Guacaneme (2002) se encuentra una descripcion del tratamiento que de las razones,
proporciones y proporcionalidad se realiza en algunos textos escolares.

173 i bien Grattan-Guinness (1996, p. 361) reconoce una igualdad aplicable a los nimeros y a las magnitudes, sostiene
que Euclides nunca dice que las razones sean iguales entre si, solamente que estan en la misma razén, o que una razén
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con los nimeros y las magnitudes. En oposicidn, Corry (1994) ha afirmado que la razén no
puede concebirse como una cantidad en tanto que la idea de cantidad griega no la admite; de
hecho afirma que “La razoén, a diferencia del nimero y de la magnitud, no mide nada ni es
cantidad” (p.10). El argumento, coincidencialmente, es similar al que emplea su contradictor,
pues también se refiere a que la comparacién de dos razones no permite establecer si estas
son iguales o desiguales, sino para establecer la identidad o falta de ella; como parte de su
argumentacion, cita el siguiente pasaje de las Categorias (VI, 6a) de Aristdteles, para reforzar
la idea de que la condicidn de igualdad o desigualdad solo se aplica a las cantidades:

Lo que realmente es peculiar para las cantidades es que nosotros las comparamos o
contrastamos en términos o sobre los fundamentos de igualdad. Predicamos los términos
‘igual’ o ‘desigual’ de todas las cantidades mencionadas.

Corry (1994, p. 5) establece que “La proporcidn es, por tanto, una comparacion entre dos
diferentes razones dadas y no un esquema operacional entre cuatro cantidades” y luego (p.
10) sefiala que “La razén entre dos cantidades del mismo tipo (bien sean dos niumeros o dos
magnitudes homogéneas), permite compararlas aun siendo desiguales”. A partir de ello se
puede colegir que la proporcion es asumida como una comparacidn entre dos comparaciones.
Por su parte, Grattan-Guinness (1996, pp. 367-368) en la octava seccion, “Razones de Euclides
éun fondo musical?”, considera que las razones pueden estar en una estrecha conexion con las
relaciones entre notas musicales —o quiza sea mejor decir entre intervalos— en tanto que la
proporcion seria una manera de afirmar que dos de tales relaciones son la misma, sin requerir
que los términos de las razones sean iguales; asi, la relacion entre las notas Fa sostenido y La
[F#-A] puede reconocerse como una tercera menor, que es la misma relaciéon, o el mismo
intervalo, que hay entre Si y Re [B-D]""%; desde esta perspectiva la proporcion seria una
relacion entre dos relaciones.

La razon relacionada con un arreglo o secuencias ordenadas de magnitudes es una propuesta
gue encontramos en el trabajo de Fine (1917), donde establece que:

Ya que segun la Definicion 5 la condicion para que A, B, X, Y sean proporcionales es que: si
los multiplos A, 2A, 3A, ... y B, 2B, 3B, ... son dispuestos en un arreglo en una sola
secuencia en el orden de tamario, y de la misma manera se disponen los multiplos X, 2X,
3X, ...y Y, 2Y, 3Y, .., la ley de distribucion de los multiplos de A entre aquellos de B debe
ser la misma que la de los multiplos de X entre aquellos de Y. De ahi que “la identidad” de
las razones A:B y X:Y significa la identidad de estas dos leyes de distribucion, y la razén
A:B en si misma significa la relacion de tamarfio entre A y B que es indicada por la manera
en que los multiplos de A estdn distribuidos entre aquellos de B (p. 73).

es como otra. Este es uno de los tres rasgos de los Elementos que Grattan-Guinness utiliza en su argumentaciéon en
contra de una lectura de la obra en términos de algebra geométrica.

7% Ccasualmente, luego de la lectura del Capitulo 4, The role of the theory of proportions in Nicomachus, Theon, and
Domninus, (Klein, 1968, pp. 26-36) —y antes de la lectura de (Grattan-Guinness, 1996)— habiamos escrito: A partir del
documento de Klein parece razonable explorar la expresién musical que da origen a |a teoria de las proporciones, pues
éste puede constituir un dmbito sugerente para el trabajo escolar y con los profesores con las proporciones, ademas que
permitiria esclarecer una idea de razén “practica” o “sensible” y contrastarla con una idea de razén “tedrica” o

“abstracta”. (Quiza se pueda afirmar que la relacidn entre las notas Miy Do, es la misma que entre las notas Siy Sol).
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Esta interpretacion se puede resumir en una correspondencia entre dos sucesiones ordenadas
de multiplos, cada una compuesta por los multiplos de las dos magnitudes de una razoén. Fine
(1917, pp. 74-75) argumenta a favor de esta interpretacion al advertir cdmo ésta se pone en
juego en varios de los teoremas (proposiciones 7 a 10, 11, 13, 16, 18, 22, 24). La idea
propuesta por Fine establece la necesidad de que las dos magnitudes de cada razén sean
homogéneas, pues de no ser asi, no se podria armar una sucesion con los multiplos de éstas.
Igualmente, tal idea no impide que las magnitudes de las dos razones tengan que ser todas del
mismo tipo o la misma naturaleza. Ademads, implica una manera poco usual de interpretar la
Definicién 5, en tanto que no toma parejas de multiplos sino de secuencias. Ademas, Fine
sostiene que para una teoria general de la proporcidn no se requiere una definicion de razén,
en singular, aunque si se exigen sendas definiciones de igualdad y desigualdad entre razones,
las cuales son suministradas en las definiciones 5 y 7. Bajo esta ultima interpretacién, la razon
se despoja de todo halo referido a la cantidad; en efecto, no es posible aqui pensar en que una
cantidad pueda estar asociada a una secuencia ordenada de equimultiplos de dos magnitudes,
o en otras palabras, que no se puede pensar en una entidad (v.g., un nimero) que se asocie o
ponga en correspondencia con una sucesion.

La interpretacion de la teoria de la proporcidn del Libro V como una manifestacién de la teoria
del nimero real ha sido objeto de opinidon y estudio de varios historiadores. Recapitulando las
ideas de Corry (1994, pp. 7-13) podemos seialar que algunos historiadores de las matematicas
han argumentado a favor de la equivalencia entre la teoria de proporciones de Euclides y la de
cortaduras de Dedekind. Uno de los argumentos consiste en considerar una razén o cociente
de dos magnitudes homogéneas y asociarlo a una cortadura, para luego considerar dos
cocientes de magnitudes que resulten iguales (proporcionales) y mostrar que las cortaduras
asociadas son equivalentes. Otros historiadores de las matemdticas rechazan tal equivalencia
bajo la idea de que la interpretacién de los textos griegos debe hacerse en el marco de las
restricciones en que estos fueron producidos. Una de tales restricciones se refiere al lenguaje;
en este sentido no se acepta la traduccion o formulacién simbdlica de las definiciones, ni las
interpretaciones y deducciones que a partir de ellas se hacen. Otra de las restricciones
obedece a la radical diferencia entre la idea de nimero de la obra griega y la del nimero del
siglo XIX."”
proporciones una teoria de nimeros.

Atendiendo a lo anterior, se entiende que no pueda reconocerse en la teoria de las

En la misma direccién, Fine (1917, pp. 75-76) discute la relacién entre los irracionales y las
razones de inconmensurables, afirmando que el argumento expresado por algunos
historiadores a favor de reconocer que en efecto se puede asociar una razén y una pareja de
ndimeros enteros a cada cortadura de Dedekind —y que con esto se podria entender que
Euclides ya poseia una teoria del niumero real y, en consecuencia, Dedekind no habria creado
el sistema de los numeros reales— estd apoyado en un simbolismo algebraico y en unas
nociones de nimero y de razdén que no se corresponden con las ideas euclidianas respectivas.

Estas posturas contrastan con afirmaciones de estudiosos de la teoria de la proporcion del
Libro V. Por ejemplo, en Zubieta (1991) encontramos las siguientes oraciones: “Esta nota
presenta la definicion de numero real atribuida a Dedekind como una interpretacion de la

175 . . . . . . .
La idea griega reconoce a los nimeros y las magnitudes como cantidades no abstractas asociadas respectivamente al
contar y medir, en tanto que la idea moderna se refiere a la cantidad como abstracta y general.
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definicion de proporcién de Eudoxio, tal como la enuncia Euclides al principio de su libro V”(p.
477) y “Esto significa que la definicion de nimero real propuesta por Richard Dedekind es la
misma que la presentada por Eudoxio” (p. 478). También (Knorr, 1992) sefiala que “Como es
bien sabido, las definiciones euclidianas son un equivalente de la técnica de Dedekind (a través
de ‘cortes’ en los racionales) para investigar la propiedad de los numeros reales” (p. 3). De
manera analoga Hill en al menos dos de sus documentos sobre los Libros V y VI de los
Elementos, sefiald que “La razén de una magnitud A a otra magnitud B de la misma clase es un
nuimero real, racional o irracional, determinado de la manera como se explican en lo que
sigue. Este se denota por el simbolo A:B” (M. J. M. Hill, 1912b, p. 360) y que “estos seis
resultados suministran una regla para determinar si la razén (A:B) es mayor que, igual a, o
menor que cualquier numero racional; consecuentemente, en concordancia con la definicidn
de Dedekind, la razdn (A:B) es considerada como un niumero” (M. J. M. Hill, 1928, p. 44).

Antes de pasar a los comentarios sobre la Definicidn 7, nos parece interesante destacar que
otro elemento interesante en la discusion de la Definicidn 5 lo constituye su expresion
simbdlica, pues existen varias versiones simbdlicas de traduccion de ésta. Por ejemplo Corry
(1994, p. 3) propone la siguiente:

“a:b=c:d, si para todo par de enteros m, n, se tiene ma>nc (0 ma<nc, o ma=nc) si y solo si
mb>nd (o mb<nd, o mb=nd) respectivamente”.

Entre tanto, Puertas (1994, p. 12) resefia dos versiones no equivalentes desde el punto de
vista ldgico; una que implica una disyuncion de conjunciones, a saber:

“siendo a, b, ¢, d unas magnitudes del dominio de la teoria y m y n unos numeros
naturales cualesquiera, se da una proporcion a:b::c:d si y solo si: o ((ma>nb) y (mc>nd)) o
((ma=nb)y (mc=nd)) o ((ma<nb) y (mc<nd)).”

y otra que es una conjuncion de condiciones (implicaciones), la cual es la forma ldgica de su
aplicacién en la proposicion 11, a saber:

“siendo a, b, ¢, d unas magnitudes del dominio de la teoria y m y n unos nimeros
naturales cualesquiera, se da una proporcion a:b::c:d si y solo si: (si ma>nb, entonces
mc>nd) y (si ma=nb, entonces mc=nd) y (si ma<nb, entonces mc<nd).”

A través de una notacion particular de la reunion de los signos “=", “<” y “>”, Filep (2003, p. 1)
incorpora una forma simbdlica equivalente a la citada inmediatamente antes, a saber:

“si a, b, ¢, d son magnitudes (de la misma clase), entonces a:b=c:d si y solo si para
. oy , . 2 2
cualesquiera enteros positivos (‘numeros’ en el uso griego) n, m, ma 2nb = mcznd.”

Con respecto a lo planteado por los historiadores sobre la Definicion 7, queremos resaltar que
(Knorr, 1992, p. 8) establece que:

Uno de los defectos conocidos de la teoria euclidiana en el libro V es que no prueba que

“no tener la misma razén” sea equivalente a “tener una razén mayor o menor razén”.
Pero, de hecho, algunas veces supone esta afirmacion (por ejemplo, en el libro V,
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proposiciones 9 y 10), por lo cual es preciso pensar que lo entendian tanto él como los
geometras que le precedieron.

Esta asercion es importante para entender que hay un supuesto tacito en la teoria que provee
a Euclides de una herramienta potente para la demostracién de la proporcionalidad o
desproporcionalidad de cuatro magnitudes; en otras palabras, si se supone que tener una
razén mayor que otra equivale a afirmar que no es cierto que exista proporcién entre tales
magnitudes, se dispone de una herramienta para demostrar por reduccion al absurdo.
También, nos llama la atencion la manera en que Fine (1917, p. 73) parafrasea la Definicién 7
[“Si (en la notacidn de la Definicidn 5) se pueden encontrar m y n tal que mA>nB pero mX<nY,
entonces se dice que A tiene una mayor razén a B que la que X tiene a Y], pues es una manera
alterna de mirar la comparacion entre las razones.

4.1.5 Propiedades

En el Libro V hay veinticinco proposiciones y dos porismas a través de las cuales se resefan y
demuestran propiedades de los diferentes objetos tratados. Al examinar el contenido de las
proposiciones y atendiendo al dominio al que se refiere (v.g., magnitudes o proporciones) —o
mas especificamente, a los dominios que relaciona (v.g., magnitudes y magnitudes,
magnitudes y proporciones, proporciones y magnitudes, proporciones y proporciones— se
reconocen cinco grupos de proposiciones.

El primer grupo —compuesto por las proposiciones 1, 2, 3, 5 y 6— se refiere a las magnitudes y
sus multiplos (i.e., magnitudes), pero no aluden a las razones ni a las proporciones. La
expresidon simbdlica de tales proposiciones (ie., [M(X1+Xp+...+X,)=Mx1+Mx+...+mx,],
[(men)x=mx+nx], [m(nx)=(mon)x], [m(x-y)=mx-my], [(men)x=mx-nx]) permite reconocer que,
en lenguaje moderno, se estan expresando propiedades relativas a la distributividad
(proposiciones 1, 2, 5y 6) y aparentemente a la asociatividad del producto (proposicién 3)*’;
ademads, advertimos que se admite la suma de magnitudes, la suma y resta de multiplos de
magnitudes, la suma y resta de los nUmeros que representan las veces que se suma una
misma magnitud y el producto de tales nimeros, y que no hay referencia alguna al producto
de magnitudes.177 Pero para que estas operaciones se puedan aplicar se requiere, de una
parte, que las magnitudes implicadas sean homogéneas y, de otra, que se considere que los
numeros m, n no son exactamente los niumeros tratados en los libros aritméticos de los
Elementos, sino, podriamos decir, nimeros de contar repeticiones de una misma magnitud.

El segundo grupo consta de las proposiciones 7 (sin su porisma 7’) y 8. Al observar los
enunciados simbdlicos de las propiedades en cuestion (i.e., [Si x=y, entonces x:z::y:z y z:x::2:y],
[Si x<y, entonces x:z<y:z; y z:x>z:y]) reconocemos cémo se explicitan propiedades “de orden”
de las razones a partir de propiedades “de orden” en las magnitudes o, en otras palabras,

78 para la propiedad expresada en el simbolismo [m(nx)=(mn)x] hay que precisar que se estan incorporando dos

productos y que una notacion mas precisa podria ser [m® (nex)=(mon)ex] en la que el simbolo ® expresa el producto de
un escalar por una magnitud (o simplemente la idea de multiplo de una magnitud) y el simbolo o expresa el producto de
dos “numeros de contar”. Bajo estas consideraciones no es muy evidente que la propiedad se refiera a la asociatividad
del producto.

77 Esta Gltima observacion es amplia y vehementemente discutida por Corry (1994, pp. 2-5) en el apartado titulado “La
teoria de proporciones de Eudoxio”.
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como la igualdad o desigualdad de las magnitudes se refleja o trasmite a algunas de las
razones en que ellas estan implicadas. La anterior afirmacion debe matizarse con la
observacion que esta implicada en la simbologia empleada aqui, y que distingue, por ejemplo,
el igual para las magnitudes (=) del hoy “igual” para las razones (::).

El tercer grupo esta integrado por proposiciones que describen como relaciones entre razones
determinan relaciones u operaciones entre magnitudes. Asi, en este grupo estan las
proposiciones 9, 10, 14, 20, 21 y 25. Sus expresiones simbdlicas respectivamente son: [Si
x:z::y:z, entonces x=y. Y, si z:x::z:y, entonces x=y], [Si x:z<y:z, entonces x<y. Y si z:x<z:y,
entonces x>y], [Si wix::y:zy W%y, entonces x3z], [Si uvexly y viwey:zy u3w, entonces x2z], [Si
UiViyiZ Y Viweixiy Y UEw, entonces x3z), [Si wix:iyiz Y WaX Yy WY Y X>Z Y >z, entonces wHz>x+y].
De estas seis proposiciones, las Ultimas cuatro (i.e., 14, 20, 21 y 25) tienen una condicion
especifica en tanto que la hipdtesis no solo se incluyen condiciones sobre las razones, sino
también sobre las magnitudes implicadas.

El cuarto grupo es el mas numeroso; éste incluye propiedades de las proporciones o
desproporciones, es decir de las razones en si mismas. Alli, ubicamos las proposiciones 4, 7’,
11, 12, 13, 16, 17, 18, 19, 19’, 22, 23 y 24, cuyos enunciados simbdlicos respectivamente son:
[Si w:x::y:z, entonces ¥V m y n, mw:nx::my:nz], [Si w:x::y:z, entonces x:w::z:y], [Si u:v::wix y
w:x::y:z, entonces u:v::y:z], [Si Xp:Y1i:Xaioii. X, Yp entonces (Xq+Xot...+X,):(Ya+Ya+...4V,) 1 Xy,
Vi=1,..,n], [Si u:v::w:x y w:ix>y:z, entonces u:v-y:z], [Si w:x::y:z, entonces w:y::x:z], [Si
(w+x):x::(y+2):z, entonces w:x::y:z], [Si w:x::y:z, entonces (w+x):x::(y+2):z], [Si (W+x):(y+2)::w:y,
entonces (w+x):(y+z)::x:z], [Si (u+v):(x+y)::viy, entonces (u+v):(x+y)::u:x], [Si Xi:Xp::yaiys,
X2 X35V W3, er s Y Xn1:Xni:Vn1:Yn €NtONCES X1:X,::Y1iYn], [Si Uiviiy:z y viw::x:y, entonces u:w::x:z],
[Si u:vi:wix y y:vi:zix, entonces (u+y):v::(w+2z):x]). Como se puede observar, las razones no son
objeto de operacién tales como la suma o el producto, aunque si sus elementos (i.e., las
magnitudes), al menos para la suma y para, lo que hoy llamariamos, el producto por un
escalar; en oposicion a esta afirmacion, encontramos en Fine (1917, p. 75) la siguiente
afirmacion:

El Teorema 22 implica una definicion del producto de las dos razones A:B y B:C, y el
Teorema 24 una definicion de la suma de dos razones A:Cy B:C, en el mismo sentido que
la Definicion 5 implica una definicion de razon en si misma.

El quinto grupo contiene Unicamente a la proposicidon 15 ([x:y::nx:ny]), la cual no presenta
estructura de condicional y tan solo muestra una proporcion. Nos parece que esta forma de
enunciacion no permite ubicar esta proposicion en alguno de los otros grupos.

4.1.6 Argumentos
En tanto icono del estilo hipotético deductivo, la argumentacion utilizada en los Elementos,
procede via deductiva y esencialmente sintética. En las proposiciones del Libro V hemos
identificado que la mayoria de sus demostraciones proceden a través del estilo directo,
aunque también hemos reconocido proposiciones cuya demostracion incorpora la reduccion
al absurdo; las demostraciones de las proposiciones 9, 10 y 18 incorporan esta ultima
estrategia demostrativa.
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Las proposiciones (y sus demostraciones) exhiben una estructura que ha sido descrita por los
historiadores; en general ella contempla seis etapas, a saber: protasis, ectesis, diorismo,
construccion, demostracion y conclusion.*”® En la versién de Puertas (1994), en el Libro V la
prétasis aparece al inicio en letra cursiva y en esencia es el enunciado de la proposicion; la
ectesis es el parrafo siguiente a la protasis, el cual casi siempre inicia con los términos “Sean” o
“Pues sean”. El tercer parrafo, que inicia con la palabra “Digo”, es el diorismo. Luego del
diorismo aparece uno o varios parrafos en los cuales no siempre es evidente el reconocimiento
de la construccion y la demostracion, como partes separadas, aunque creemos que en la etapa
de la construccidn, los diagramas o dibujos son una parte constitutiva medular. La conclusion
normalmente es el Ultimo parrafo (excepto cuando hay porismas) y comienza con la expresion
“Por consiguiente” e incorpora el texto de la prétasis.179

En las demostraciones de las proposiciones identificamos una forma especial de prueba, pues
Euclides presenta una demostracién para equimultiplos especificos de las magnitudes (casi
siempre el doble y el triple), y sin un discurso particular que propenda por la generalizacion a
cualquier equimultiplo, construye una argumentacion valida para el caso general; en otras
palabras, pareciera que muestra la validez de la prdtasis para un caso particular que subsume
todos los casos. Esta estrategia exhibe lo que algunos han dado en llamar un proceso de
instanciacion; en éste, en la ectesis se reemplaza la forma de cuantificacién universal
enunciada en la prétasis por la designacién de un objeto singular que representa la clase
general, sobre el que se desarrolla la demostracién.

Otra estrategia demostrativa llamativa que hemos identificado, es la empleada en parte de la
demostracion de la proposicién 8, pues Euclides arguye con una especie de induccion sobre los
multiplos cuando expresa “tdmese A doble de A y M triple (de A), y asi sucesivamente hasta
que el multiplo tomado de A sea el primero mayor que K” (la negrilla es nuestra).

Ahora, siguiendo las directrices de Hill (1923, pp. 217-220), las proposiciones del Libro V se
pueden clasificar en seis grupos. Cada uno de estos ha sido representado, en la Figura 3, por
una columna de proposiciones (notadas Pi).

En este texto hemos usado los términos “proposicién” y “demostracion” en un sentido amplio para referirnos con el
primero a lo que aqui se llama prdétasis, en tanto que el segundo lo hemos usado para referirnos al conjunto de las otras
cinco etapas citadas. En adelante seguiremos usando la misma convencién y emplearemos la cursiva (o italica) cuando

hagamos referencia a una etapa especifica.

Debemos reconocer que en la interpretacién de cada prétasis y en la reescritura de la proposicién en lenguaje
simbdlico moderno fue fundamental el texto de la ectesis, el del diorismo e incluso el de la construccion y demostracion;

sin éstos, varias veces nos sentimos ante un enunciado abstruso sin mayor sentido.
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Antes de examinar los grupos definidos por Hill, debemos sefialar que en la Figura 3 hemos
procurado representar también la estructura deductiva del Libro V. En ésta hemos utilizado
una flecha de conexidn si una proposicion interviene en la demostracion de otra; asi, por
ejemplo, en la figura se puede leer que la proposicidon 15 (P15) es utilizada en las respectivas
demostraciones de las proposiciones 16 y 23, en tanto que en la demostracién de la
proposicion 15 intervienen las proposiciones 7 y 12. Esta representacion, junto con la tabla de
la Figura 4, (ver paginas siguientes), nos ha permitido reconocer un indicador de la
complejidad Ildgica de cada proposicion; de esta manera, es muy probable que una
proposicion tenga mayor complejidad ldgica que otra, si en la primera intervienen un nimero
mayor de proposiciones que en la segunda.
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Figura 4.
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Asi, a partir de la lectura de la ultima fila de la tabla, se advierte que es muy probable que la
proposicion 23 y las proposiciones 14, 16, 18, 19, 20 y 21 tengan un nivel de complejidad
I6gica mayor que el de las demas, en tanto que en su demostracion se involucran cuatro y tres
proposiciones, respectivamente. De forma analoga se identifica que las proposiciones 1, 2, 7,
11 y 13 no incorporan proposicidon alguna en su demostracién, lo que hace suponer que su
complejidad logica es baja. Por otra parte, leyendo la informacién de la dltima columna de la
tabla, se tiene un indicio de identificacion del nivel de intervencion y potencia de las
proposiciones en la deduccion de resultados de la teoria; asi, se observa que la proposicidon 8
es utilizada en cinco proposiciones, en tanto que las proposiciones 1 y 11, lo son en cuatro
proposiciones y las proposiciones 5, 6, 9, 23, 24 y 25 no se implican en demostracién alguna.
Como veremos enseguida, estos y otros indicadores han sido utilizados parcialmente por
estudiosos y criticos del Libro V para agrupar sus proposiciones.

Ahora si, demos una mirada a los grupos definidos en el apartado V de la critica de Hill al Libro
V de los Elementos (1923, pp. 217-220).

El primer grupo contiene las proposiciones que versan sobre las magnitudes y sus
equimultiplos (no sobre sus razones), a saber: las proposiciones 1, 2, 3, 5y 6. Hill (1923, p.
217) sostiene que sus demostraciones no dependen del Axioma de Arquimedes.180 Ademas,
sefiala que a este grupo es necesario afiadir una proposicion (que llamara Proposicion
subsidiaria), que si bien no es explicitada como tal, si se reconoce en la demostracion de la
proposicion 8 y que enuncia asi: “Si A, B, C son magnitudes de la misma clase, y A es mayor
que B, entonces existen numeros n y t tales que nA>tC>nB".

El segundo grupo que identifica Hill se refiere a razones desiguales (o desproporciones) e
incluye las proposiciones 8, 10 y 13. De estas afirma que solo son usadas para demostrar
propiedades de razones iguales (proporciones)181 y critica entonces la insuficiencia del criterio
para razones iguales (Definicion 5) y la recurrencia al criterio de razones desiguales (Definicion
7) para tal fin; ademas, sostiene que la Proposicion subsidiaria (citada antes) desempefia un
papel fundamental en el uso de estas proposiciones en las demostraciones en que estan
implicadas. Acerbi (2003b) resalta que si bien el Libro V se refiere a la proporcionalidad, estas
tres proposiciones aluden a la desproporcionalidad; comparativamente en nimero muy pocas
respecto a la cantidad de proposiciones de dicho libro, pero fundamentales en Ia
demostracion de varias de las proposiciones de éste. El mismo autor afirma que la proposicion
8 jugo un papel fundamental en los primeros desarrollos de la teoria general de proporciones
y en los tratamientos pre-euclidianos de esta teoria; particularmente, en su citado articulo de
cerca de setenta paginas, sefiala la importancia del razonamiento en la demostracion de esta
proposicion y manifiesta que en el Libro V no se da cuenta de dicha importancia. También,
este autor sefiala que la proposicion 8, a pesar de su enunciado intuitivo, tiene una gran
importancia en la estructura deductiva del Libro; ella tiene una de las demostraciones mas
extensas (e incompleta), a pesar de que solo alude a una proposicién anterior y a pocas

180

propiedad arquimediana; luego de presentar y discutir sus diferentes formas enunciativas, expresa que su formulacion
contemporanea es “Dadas dos magnitudes homogéneas desiguales, siempre existe un multiplo de la cantidad menor

En el capitulo 3, El método de exhaucion y la heuristica, de la Torre (1997, pp. 25-29) dirige su estudio hacia la

que supera a la mayor”. (p. 26).

181

En Puertas (1994, p. 35) si se usa la proposicidn 8 en la demostracion de la proposicion 10.
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suposiciones. A través de ella se establece una condicién suficiente para la desigualdad de
razones (desproporcionalidad).

El tercer grupo resefiado por Hill esta integrado por las proposiciones 4, 7, 7% 11, 12, 15, 17
y 18, y sefiala que las pruebas de estas proposiciones (excepto la de la 18) dependen
exclusivamente de la Definicién 5 y de las proposiciones del primer grupo. Esta observacion se
contrasta y a la vez se matiza cuando se observa la segunda columna de proposiciones en la
Figura 3; alli se evidencia que salvo la proposicidn 18, a las demds proposiciones solo llegan
flechas de las proposiciones del grupo de la primera columna y de proposiciones de la segunda
columna. Asimismo se hace evidente que estas proposiciones solo van a estar involucradas en
proposiciones del mismo grupo o de los grupos cuatro y cinco.

El cuarto grupo esta constituido por las proposiciones 16, 22, 23 y 24. En términos generales
sus demostraciones proceden por lo que Hill (1923, p. 218) llama el tipo normal y requieren
del Axioma de Arquimedes. Hill (1923, pp. 217-218) sostiene que “Cada demostracion es
independiente de todas las demas propiedades de las razones iguales”, pero lo exhibido en las
Figuras 3 y 4 nos ponen en desacuerdo con tal planteamiento, en tanto que hemos reconocido
que las proposiciones 4, 11 y 18 (que en la Seccidn titulada Propiedades hemos incluido como
proposiciones que exhiben propiedades de las proporciones) si intervienen en las
demostraciones de las proposiciones 22, 16 y 24, respectivamente.

El quinto grupo contiene Unicamente a la proposiciéon 19. Hill considera que su demostracion
no procede por el tipo normal. Aunque advierte que podria ser considerada como una
transformacion de la hipétesis y conclusion de la proposicién 17 con la ayuda de la proposicion
16; en las Figuras 3 y 4 se observa como en la demostracién de la proposicién 19 en efecto
intervienen las proposiciones 16 y 17, pero ademads la proposicion 11.

El sexto y ultimo grupo considerado por Hill, incluye las proposiciones 9, 14, 20, 21 y 25. En
cierto sentido (salvo por la proposicion 10) este grupo coincide con el que sefialamos como
tercer grupo en el apartado titulado Propiedades y, como era de esperarse, su caracterizacion
es bastante similar. Para Hill (1923, p. 219) “El objeto de estas proposiciones no es demostrar
la igualdad de dos razones, sino probar que ciertas magnitudes implicadas en las razones son
iguales o desiguales, dependiendo del caso”.

Como lo dijimos antes, a través de los textos copiados en los apartados 4.1.1 a 4.16

exhibimos una visién a la teoria euclidiana de la proporcidon expuesta en el Libro

Elementos, mediada por las seis categorias de la Teoria de los Significados Sistémicos.

V de

Con esta visidn en mente, pasemos ahora a ver el listado de los documentos que hemos

identificado versan sobre la historia de la teoria de la proporcion.

182
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4.2 Una vision sobre la historia de la razén y la proporcion

La busqueda y acopio de bibliografia sobre la historia de los objetos matematicos razén y
proporcién ha sido una tarea cuyos inicios se remontan varios anos antes de iniciar el
desarrollo de la presente tesis y que hemos llevado a cabo de manera mas sistematica
durante el desarrollo de la misma.

Esta tarea ha implicado ubicar algunas de las principales publicaciones académicas
especializadas en HM y de Filosofia de las Ciencias (v.g., Historia Mathematica, Archive for
History of Exact Sciences, Isis, Revue d'histoire des sciences, Studies in History and
Philosophy of Science Part A, Archives internationales d’histoire des sciences, Mathesis.
Filosofia e Historia de las Matematicas), consultar y acopiar libros de HM e identificar
articulos en revistas de investigacion en Educacion Matemadtica y de Matematicas. La
identificaciéon de estas fuentes documentales constituye un conocimiento que valoramos
de manera especial, pues si bien para los investigadores y especialistas en HM puede ser
un conocimiento elemental, para los diletantes en esta disciplina constituye el resultado
de un esfuerzo considerable, alcanzado por no muchas gentes de la comunidad académica
dedicada a la investigacion en los campos de la Educacién Matematica o de la Educacién
del Profesor de Matematicas, sino quiza por aquellos que tienen un interés particular por
el conocimiento histdorico y este orienta, en mayor o menor grado, sus acciones
investigativas.

Adicional a las contribuciones del “Grupo de Historia de las Matematicas” de la
Universidad del Valle, esta busqueda documental ha contado con el apoyo decidido del
“Centro de Documentacién y Publicaciones” (CENDOPU) del Instituto de Educacién vy
Pedagogia de la Universidad del Valle, dependencia que, en conjunto con el sistema
bibliotecario de esta universidad, posee hoy en dia, en el contexto colombiano, una de las
mas importantes colecciones de documentos de HM vy suscripcidon a importantes bases
bibliograficas donde se aloja documentacion de la mayoria de las fuentes citadas antes.

Como resultado de la identificacién de material bibliografico disponemos de cerca de un
centenar de documentos que versan sobre aspectos relacionados con la historia de los
objetos matematicos razén y proporcién, la gran mayoria de ellos escritos en Inglés183 y
referidos a la HM occidentales y hegemonicas. Si bien el nimero de documentos que

183 ’ . . , . s .. ape
El hecho de que la mayoria de los documentos esté escrito en Inglés, si bien puede ser insignificante en otras

latitudes y culturas, constituye un obstaculo y reto para que estos sean ampliamente consultados y estudiados por aun
una parte importante de la comunidad académica de profesores de Matematicas.
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pueden contener informacidén histérica relevante puede ser superior a este, en el proceso
de busqueda bibliografica tuvimos que convensernos que seria ingenuo procurar un
acopio de documentacion que abarcara la totalidad de esta, y que deberiamos procurar
ser razonables frente a lo ideal. No obstante tal nivel de conciencia, a través de las
referencias bibliogréficas contenidas en los documentos que ibamos ubicando,
procuramos identificar documentos ampliamente citados o desconocidos por nosotros y
acceder a ellos; asimismo, hicimos algunas consultas de indices de citacidon de algunos
documentos para identificar los mas relevantes, al menos desde la perspectiva de tales
indices.

4.2.1 ldentificacion de hitos
A partir de la documentacion recopilada, en un primer momento (Guacaneme, 2007b)
identificamos seis hitos, que describimos entonces como sigue:

(i) la época de la escuela pitagorica en la cual existia una teoria de las proporciones
gue entra en crisis por el “descubrimiento” de las magnitudes inconmensurables;

(ii) la época dorada de los griegos (fundamentalmente de Eudoxo, Euclides y
Apolonio) en la que se “crea” una teoria de las proporciones, se adapta a la version
axiomatico-deductiva y se usa en la descripcion de curvas geométricas;

(iii) la época del surgimiento de lo que hoy se llama Algebra —y particularmente de la
Geometria Analitica— en la que se hace uso de la teoria de las proporciones en la
solucion de problemas geométricos a través de procedimientos analiticos y en la
creacion de nuevas magnitudes fisicas;

(iv) la época de la Edad Media en la que la clasica teoria de proporciones griega se
transforma y reformula para ampliar su ambito de empleo;

(v) la época de creacién del Calculo y el Andlisis en la que el lenguaje de las funciones
sustituye el cldsico lenguaje de las proporciones empleado por varios siglos; y,

(vi) las épocas de desarrollo de los trabajos del matematico vy filésofo aleman Gottlob
Frege y del matematico alemadn Julius W. R. Dedekind relativos a la construccién
del conjunto de los nimeros reales en la que la definicidn euclidiana de proporcién
juega un papel fundamental.

Esto hitos fueron redefinidos posteriormente (Guacaneme, 2012d) y entonces se
presentaron como sigue:
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a. la época de la escuela pitagdrica en la cual existia una teoria de las proporciones que,
p . os ;. 184 _ I
segln la tradicion hegemoénica™™, entra en crisis por el ‘descubrimiento’ de la
inconmensurabilidad;

b. la época dorada de los griegos (fundamentalmente de Eudoxo, Euclides y Apolonio) en
la que se ‘crea’ una teoria de las proporciones, se adapta a la versién hipotético-
deductiva y se usa en la descripcién de las conicas;

C. la época del surgimiento de lo que hoy se llama Algebra —y particularmente de la
Geometria Analitica— en la que se hace uso de la teoria de las proporciones en la
solucién de problemas geométricos a través de procedimientos analiticos;

d. la época del Renacimiento en la que la clasica teoria de proporciones griega se
transforma y reformula para ampliar su ambito de aplicacion a magnitudes no
geométricas y su empleo en las ciencias naturales y médicas;

e. la época de creacién del Célculo y del Andlisis en la que el lenguaje de las funciones
sustituye el cldsico lenguaje de las proporciones empleado por varios siglos, cayendo
este Ultimo en un estado de aletargamiento; y,

f. la época de desarrollo de los trabajos del matematico alemdan Julius W. R. Dedekind y
del matematico y fildsofo alemdn Gottlob Frege, relativos a la construccién del
conjunto de los numeros reales, en la que de manera un poco intempestiva la teoria
euclidiana parece renacer en cuanto a su protagonismo, como acicate en dichas
construcciones. (p. 114)

A partir de la identificacion de estos hitos y mediado por una lectura de estudio de los
documentos realizada de manera mas cuidadosa y un poco mds profunda, establecimos
una clasificacion de los documentos, determinada por seis épocas o lapsos, a saber:

Teorias pre-euclidianas.

Teoria euclidiana.

La proporcion en la época helenistica.

Traducciones arabes y latinas.

Adaptaciones de la teoria en la Baja Edad Media y el Renacimiento.

D a0 oo

Influencia de la teoria de la proporcién en la construccion de los reales.

Antes de entrar a presentar brevemente los documentos ubicados en cada una de tales
épocas, es necesario precisar que con estos hitos no pretendemos recapitular una historia

18 Esta tradicion ha sido cuestionada por autores como Knorr (2001).
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de los conceptos matematicos de razén y proporcidn, sino establecer un primer filtro para

determinar cudles son los documentos en los que centramos esta parte del estudio.

4.2.2 Documentacion bibliografica sobre la historia de la razon y la

proporcion

La identificacidon de los seis hitos nos ofrece la posibilidad de generar una organizacién de

los documentos a través de sendos subtitulos; incluimos un séptimo subtitulo, el cual no

corresponde a una época especifica, para ubicar alli aquellos documentos que no se

corresponden con una época particular o en los que el asunto tratado no permite hacerlo.

Bajo cada subtitulo presentamos los documentos ordenados de acuerdo con su fecha de

publicacién.

La idea griega de proporcion'®, (Evans, 1927). Muestra la existencia implicita de la
antanairesis como una definicion alterna de proporcién a las dos que aparecen en
Elementos de Euclides (Definiciones V. 5 y VII. 20). Adicionalmente, explica en qué
consiste el método o procedimiento de antanairesis y establece, a través de su
aplicacion al caso de la diagonal y el lado del cuadrado, un nexo entre esta y lo
implicado en la Definicion V. 5.

Ciruelo sobre los nombres de proporciones y progresiones aritméticas y
geométricas™®®, (Cajori, 1928). El autor presenta una discusién acerca del origen y
significado de los términos “proporcién aritmética” y “proporcién geométrica”. Para
ello recurre a las notas del Cursus, libro de Matematicas de Pedro Sanchez Ciruelo
ubicado al final del siglo XV e inicios del XVI, y refiere que este autor no estd de
acuerdo con la explicacién que sostiene que los términos en cuestion se emplean en
relacion con los campos matematicos (Aritmética y Geometria, respectivamente) en
el que las respectivas proporciones tienen su aplicacion. Establece que ni Euclides, ni
Apolonio de Perga, ni Arquimedes emplean adjetivos para las proporciones; sin
embargo, ubica los términos “aritmética”, “geométrica” y “armodnica”, en relacion
con las “medias” o “proporciones”, en referencias anteriores a Euclides
(especificamente en los pitagdricos, Platon y Aristoteles).

185

186

The Greek Idea of Proportion.
Ciruelo on the Names "Arithmetical” and "Geometrical" Proportions and Progressions.
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Eudoxo — Estudios 1: Una proporcionalidad pre-eudoxiana y pistas en Aristoteles y

. 1
Euclides'®’

, (Becker, 1933). Bajo el supuesto que la inconmensurabilidad provocd
ciertas dificultades a la teoria ingenua de |la proporcidn, el autor, basado en algunas
observaciones de Aristoteles, afirma que se dispuso de un remedio especifico: una
definicién de razén basada en la antifairesis, o algoritmo de Euclides. A partir de esta
definicidén, intenta reconstruir una teoria de la proporcion que debid haber existido
entre el descubrimiento de la inconmensurabilidad y la definiciéon de proporcion del

Libro V de Elementos; asi demuestra la mayoria de las proposiciones del Libro V.

La evolucion de los Elementos euclidianoslsg, (Knorr, 1975). Este libro, generado por
la tesis doctoral del autor, pretende arrojar nuevas luces acerca de la geometria
griega del siglo IV a. C. En esta direccién, entre otros propdsitos, se fija la cronologia
de la teoria pre-euclidiana de las magnitudes inconmensurables que lleva a los
primeros descubrimientos pitagdricos del siglo V a. C., aborda trabajos de Teodoro
de Cirene, Teeteto, Arquitas y Eudoxo y culmina en la teoria formal presentada en el
Libro X de Elementos. En al menos cuatro segmentos del libro se aborda el estudio
de la antifairesis (ll/Il Anthyphairesis and the Side and Diameter, V/III
Anthyphayretic Reconstruction, VIII/Il Anthyphairesis and the Theory of Proportions y
Appendice B: On the Anthyphairetic Proportion Theory) y se alude a la existencia de
una teoria pre-euclidiana de la proporcion basada en esta.

Arquimedes y la teoria pre-euclidiana de la proporcién®®, (Knorr, 1978). Exhibe una
nutrida argumentacién a favor de la existencia de una teoria pre-euclidiana de la
proporcién, atribuida a Eudoxo y basada en su principio-biseccién de convergencia,
gue sirve de puente entre la primera teoria, basada en la antifairesis, y la ultima
teoria, presentada en el Libro V de Elementos. Esta perspectiva modifica
drasticamente la interpretacion usual de la contribucién de Eudoxo a la teoria
euclidiana de la proporcion, a la vez que provee una solucion al problema de la
relacion entre el “axioma arquimediano” de la continuidad y su contraparte
euclidiana.

Los inicios de las Matematicas griegaslgo, (Szabo, 1978). El autor titula “La teoria
pre-euclidiana de las proporciones” a la segunda de tres partes o capitulos de este

87 Fudoxos — Studien 1. Eine voreudoxische proportionenlehre und ihre spuren bei Aristoteles und Euklid.

188

The Evolution of the Euclidean Elements.

'8 Archimedes and the Pre-Euclidean proportion theory.

190

The Beginnings of Greek Mathematics.
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10.

libro. En esta presenta un analisis minucioso (que incorpora una meticulosa
aproximacion linglistica y semantica a algunos términos) acerca de la relacién que la
teoria musical desarrollada por los pitagdricos pudo haber tenido con elementos e
ideas ligadas a una teoria aritmética o geométrica sobre las proporciones en la
época dorada griega.

La razén en las primeras Matematicas griegas™', (Fowler, 1979). Se discute la
antifairesis como el aspecto central de una teoria pre-euclidiana de la razén (pero no
de la proporcion). En los apartados 3 y 4, (titulados “La nocién de razon” vy
“Multiplicacion y adicidn de razones”, respectivamente) se alude a algunos objetos
de Elementos, particularmente a algunas definiciones y proposiciones del Libro V, VI
y X, en tanto que alli se identifican algunos vestigios de la teoria de la razon basada
en la antifairesis.

El Libro Il de los Elementos de Euclides y la teoria pre-eudoxiana de la razén'®,
(Fowler, 1980, 1982a). En este articulo, seccionado en dos partes, el autor presenta
una interpretacion del Libro Il de Elementos a través de la cual reconoce un
interesante nexo de lo tratado en este y la teoria pre-eudoxiana de la razén cuyo
elemento central es la antifairesis. Especificamente, muestra cémo las proposiciones
del Libro Il pueden interpretarse como configuraciones geométricas necesarias para
verificar la periodicidad de la antifairesis de unas razones particulares.

La razén antifairética y la proporcién eudoxiana'®?

un trabajo de otro autor (Riddell, 1979) sobre algunas propuestas de Eudoxo en

, (Fowler, 1981). A propésito de

Astronomia, discute que la definicion eudoxiana de proporcidn surge naturalmente
del proceso cldsico de antifairesis o, en otras palabras, que el patron de
comportamiento de los multiplos de las magnitudes de una razén puede ponerse en
correspondencia con la antifairesis de estas.

La razén de Eratéstenes para la oblicuidad de la ecliptica'®

, (Fowler & Rawlins,
1983). Fowler discute unos calculos efectuados sobre unos angulos, a través del uso
de fracciones continuas en un documento escrito por Rawlins (1982), y propone

hacerlos a través del método de antifairesis, método que consideran el adecuado

91 patio in Early Greek Mathematics.

192

Book Il of Euclid's Elements and a pre-Eudoxan Theory of Ratio.

193 Anthyphairetic Ratio and Eudoxan Proportion.

194

Erathosthenes’ Ratio for the Obliquity of the Ecliptic.
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11.

12.

13.

14.

para la interpretacion y contexto histérico. Rawlins le responde sefialando que los
dos métodos empleados, por uno y otro, son en esencia el mismo.

Sobre la posibilidad de una teoria pre-euclidiana de la proporciénlgs, (Larsen,
1984). El autor exhibe una reconstruccion de la teoria pre-euclidiana de la
proporcién, como lo sugirié Oskar Becker (1933), basada en el algoritmo de Euclides.
El principal problema que una reconstruccién tal tiene es satisfacer el teorema de las
proporciones alternantes o la proposicion V. 16 de Elementos. En el articulo se
establece de manera simple el problemay la demostracidn, la cual parece descansar
en una técnica de notacién moderna tan densa, que es dificil creer que se haya
desarrollado antes de Euclides y Eudoxo.

La proporcion y la Historia de las Matematicas, (Santiago Fernandez Fernandez,
1988). El autor presenta la “teoria de las mediedades” como teoria de las
proporciones trabajada por los pitagéricos. Refiere las medias aritmética,
geomeétrica y armdnica como tres de tales mediedades y sefiala que los pitagéricos y
neo-pitagdéricos encontraron un esquema general de proporcidon que contiene las
tres medias como casos particulares, pero que involucra otros casos.

De exhaucion a cortaduras: primeras etapas de la teoria griega de las
proporciones, (Knorr, 1992). Discute dos preguntas a saber: ¢Cudles son las
diferencias que distinguieron la teoria de Eudoxo, de su presentacion euclidiana? y
¢Como se desarrolld la forma euclidiana de la teoria, a partir de su forma eudoxiana
anterior? Argumenta que Eudoxo desarrollo una técnica de demostracion (el
método de exhaucidn), que se basa en el razonamiento indirecto, la construccién de
figuras auxiliares mediante la biseccion continua y la manipulacién de
desigualdades. Sostiene que con algunas modificaciones menores, esta técnica lleva
a las definiciones de la teoria euclidiana de las proporciones.

196 (Thorup, 1992). Presenta una

Una teoria pre-euclidiana de las proporciones
teoria alterna de las proporciones, construida con base en la idea de antifairesis y en
una interpretacion muy simple de la misma; con ello no intenta mostrar que tal
teoria fuese la efectivamente existente entre los matematicos antecesores a
Eudoxo; mads bien, procura mostrar que ninguna parte de una teoria se puede excluir

por su simple conexidén con una teoria o notacion moderna. Asi, demuestra algunas

195

196

On the Possibility of a Pre-Euclidean Theory of Proportions.
A Pre-Euclidian Theory of Proportions.
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15.

16.

17.

propiedades que tienen su dual en la teoria euclidiana de la proporcién del Libro V
de Elementos.

La proporcionalidad de las magnitudes en la doctrina aristotélica de Ia
naturaleza’, (Caveing, 1994). Se discuten algunos apartes de La Fisica de
Aristoteles para analizar la manera en que las Matemadticas se usan en ese trabajo;
particularmente se estudia la nocién de proporcionalidad. Se sostiene que las ideas
de velocidad y fuerza no fueron tratadas exactamente como magnitudes, a partir de
lo cual se sigue que algunas interpretaciones modernas del trabajo aristotélico son
errédneas o inexactas.

Estrategias para el cambio conceptual: Razén y proporcion en las Matematicas
clasicas griegas'®, (Rusnock & Thagard, 1995). En este articulo se usan las
estrategias formuladas por Lindley Darden (1991) para la resolucion de anomalias,
para analizar los acontecimientos en las matematicas griegas sucedidos después del
descubrimiento de los inconmensurables, en relacidn con los conceptos de razén y
proporcion. El analisis muestra que el desarrollo de las Matemadticas puede tener
mucho en comun con el de las Ciencias Naturales. Se presenta asi un breve bosquejo
del esquema de Darden para la resolucién de anomalias, seguida de una discusién
del trasfondo histérico del descubrimiento de los inconmensurables. Entonces se
presenta un resumen esquematico de las tacticas de solucion de la anomalia
suscitada por el descubrimiento de la inconmensurabilidad y se reportan las teorias
de razdn y proporcion, basadas en la antifairesis y la euclidiana, como tdcticas para
afrontar la anomalia.

I (Filep, 1999). Los pitagdricos descubrieron

Numeros pitagoricos lado-diagona
que la razén de la diagonal (didmetro) y el lado del cuadrado no se podian expresar
como la razén de dos naturales positivos lo cual significa en lenguaje moderno que
esta no es un numero racional. Tal inconmensurabilidad tuvo un gran efecto sobre la
Filosofia y Matematicas griegas. Muchos articulos se refieren a ello y abordan su
impacto, pero relativamente pocos abordan la aproximacién de la razén en cuestion.
Ni siquiera lo hace Elementos de Euclides, obra puramente tedérica que abandoné los
métodos de cdlculo. El propdsito del articulo es analizar las fuentes y la literatura

acerca de este problema y dar una nueva explicacion (esperanzadamente

197

La proportionnalité des grandeurs dans la doctrine de la nature d'Aristote.

198 Strategies for Conceptual Change: Ratio and Proportion in Classical Greek Mathematics.

199

Pythagorean Side and Diagonal Numbers.
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18.

19.

20.

satisfactoria) del método de aproximacion pitagorica, es decir, de sus asi llamados
numeros lado y diagonal (didmetro).

2% (Fowler, 1999). En la primera parte

Las Matematicas de la Academia de Platéon
de este libro, el autor presenta algunas nuevas interpretaciones de la idea de razén
en las primeras matematicas griegas y las ilustra en discusiones detalladas de varios
textos; particularmente aborda el estudio de la teoria antifairética de la razén. La
segunda parte, se centra en las fuentes mismas y ofrece una mirada critica al
conocimiento sobre la Academia de Platén, a las fuentes de los Elementos de
Euclides, y la comprensién de las primeras matematicas griegas. En la parte final
contrasta algunas de las evidencias de la antigliedad temprana y tardia, para luego
dar una explicacion histérica, que comienza en el siglo XVII, de la teoria moderna de
las fracciones continuas, la cual subyace a la reconstrucciéon de las primeras

matematicas griega.

Eudoxo y la Matematica, (Mederos Martin, 2000). El autor hace un seguimiento de
las huellas de las ideas de razén y proporcién, a través de un somero recorrido por
varias manifestaciones culturales griegas que se desarrollaron en los siglos
anteriores a la aparicién de Elementos de Euclides. Asi refiere citas o ejemplos de la
Arquitectura, la Medicina y la Musica; asimismo examina la antifairesis. Ademas,
resalta que los objetos de la Geometria junto con la proporcién, como método para
explicar la relacién entre las partes y el todo, constituyen la via para la obtencién de
conocimiento cierto, es decir, la via de la verdad. Resena el surgimiento de Ia
inconmensurabilidad y el trabajo de Eudoxo, haciendo un andlisis de algunas de las
definiciones del Libro V de Elementos y de algunas proposiciones que abordan sus
desarrollos singulares.

La teoria de la proporcién en las Matematicas griegas’”, (Filep, 2003). Se estudia
tanto la teoria pre-euclidiana de la proporcién como la génesis de la definicién dada
por Eudoxo, la cual, segun el autor es la base de la teoria de la proporcién para
magnitudes geométricas expuesta en el Libro V de Elementos. Asi se hacen
observaciones a la teoria de la proporcidon y se examina el desarrollo de la teoria
griega de la proporcion en donde se incluyen tres etapas, que se reflejan en
Elementos de Euclides, a saber: una etapa pre-antanairesis, una fase pro-

200
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The Mathematics of Plato’ Academy: A New Reconstruction.
Proportion Theory in Greek Mathematics.
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21.

22.

antanairesis y una fase de inconmensurabilidad. Adicionalmente, se estudia la
génesis de la definicion de razones iguales en Eudoxo.

202 (saito, 2003). En este trabajo

se propone una vision alternativa a la reconstruccién de Oskar Becker (1933) de la

Teorias fantasmas de la proporcion pre-eudoxiana

teoria pre-Eudoxiana de la proporcién. Alli se sefiala que ningin documento
existente demuestra explicitamente la supuesta alternancia de teorias de la
proporcién antes del Libro V de Elementos. También se sostiene que los Libros V y VI
de Elementos no son tan completos como una teoria de las proporciones en
abstracto, y que se pueden interpretar mejor como un conjunto de proposiciones
utiles en Geometria; como argumento esgrime que el Libro V trata Unicamente con
las proposiciones que son demostrables para todas las magnitudes geométricas
(aunque deja de enunciar y demostrar algunas proposiciones posibles), mientras que
en el Libro VI se incluyen las que son demostrables para magnitudes especificas. Se
deduce entonces que las teorias antiguas, si es que existian, deben haber sido
menos completas. El interés vigente en la Geometria por parte de los matematicos
griegos también es visible en algunas expresiones en el Libro VI para la razén y
proporciéon especifica utilizada solamente en el contexto geométrico definido. Por
tanto, se sugiere que es mas fructifero considerar la “teoria” de la proporcion antes
de Eudoxo como un conjunto de técnicas sobre la proporcién que son utiles en la
Geometria, y no como el resultado de un esfuerzo consciente para construir un
conjunto légico de proposiciones sobre la base de una definicion.

éCOmo los griegos podrian haber descubierto y aproximar numeros

irracionales?’®

, (Filep, 2004). Se reseiia el problema de la inconmensurabilidad de
la diagonal y el lado de un cuadrado y se propone que los pitagdricos usaron la
propiedad recapitulada en la proposicidon Il 10 de Elementos para aproximar, a
través de numeros racionales, la razén entre la diagonal y el lado. El autor sefiala
que tanto la inconmensurabilidad como la aproximacion pueden proceder del
mismo proceso implicado en la proposicién citada. Menciona que este enfoque
puede ayudar al profesor para formar una idea descriptiva del concepto abstracto

de nimero irracional y especialmente del axioma de Cantor.
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Phantom Theories of pre-Eudoxean Proportion.
How the Greeks might have discovered and approximate Irrational Numbers.
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23.

24,

25.

26.

27.

Los dos mayores contribuciones de Eudoxo de Cnido “la teoria de las proporciones
y el método de exhausion”’®, (Bongiovanni, 2005). El autor resefia el
descubrimiento de la inconmensurabilidad y algunas consecuencias de este.
Describe la propuesta de Eudoxo para trabajar con razones de magnitudes
conmensurables e inconmensurables y establece un nexo entre estas y las
cortaduras de Dedekind. Adicionalmente, expone el método de exhausion de

Eudoxo.

é¢Qué era un irracional para un matematico griego antiguo?, (Jiménez, 2006). Se
hace una discusion de la idea de inconmensurabilidad y se asocia con la idea de
razén y proporcion. Se plantea una conexion entre la inconmensurabilidad y la
irracionalidad, y en este sentido se establece un nexo entre los griegos y Dedekind.

Dos rastros de dos etapas de la teoria eudoxiana de la proporcion en Aristoteles:
un cuento de las definiciones de Aristételes, con una moral’®, (Mendell, 2007).
Discute la existencia de una teoria pre-euclidiana de la proporcién, reportada por
Knorr (1978), a través de ubicar en los planteamientos de Aristoteles dos rastros de
tal teoria, que por separado son incoherentes, pero que tomados juntos constituyen
la evidencia de tal teoria y de la existencia de una técnica general de demostracién.
Adicionalmente estudia la idea de antanairesis en Aristételes.

La solucion de Eudoxo a la crisis de los inconmensurables. La teoria de la
proporcion y el método de exhaucion, (Gonzalez Urbaneja, 2008). El autor discute
algunos  aspectos matemdticos y filoséficos relacionados con la
inconmensurabilidad. Presenta, luego, aspectos de la obra de Eudoxo, centrdandose
en su aporte de la definicién de proporcién y en el método de exhausion. Finaliza
reseflando algunas consecuencias sobre la naturaleza de la geometria griega.

La conexion entre nimero y magnitud: un intento de explicar el Libro V de

2% (De Morgan, 1836). En este libro, que no alcanza el centenar de paginas

Euclides
y pensado como parte de un curso de Trigonometria, se re-presenta una teoria de
las proporciones que retoma la teoria euclidiana de la proporcién para magnitudes y
se sefiala cémo esta elabora un discurso matematico en torno a las magnitudes,

pero establece relaciones con los numeros. Para ello utiliza un sistema de notacion y

204

As duas maiores contribuicdes de Eudoxo de Cnido “a teoria das proporgbes e o método de exaustdo”.

% Two Traces of Two-Step Eudoxan Proportion Theory in Aristotle: a Tale of Definitions in Aristotle, with a Moral.
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The Connexion of number and magnitude: An Attempt to Explain The Fifth Book of Euclid.
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28.

29.

30.

31.

32.

reelabora algunas definiciones; por ejemplo, propone que la razén de A a B es una
relacién entre las magnitudes de A y B, determinada por la manera en la cual los
multiplos de A se distribuyen entre los multiplos de B.

El contenido de los Libros V y VI de Euclides®”, (M. J. M. Hill, 1900). Libro de texto,
construido por el autor para hacer mds comprensible los Libros V y VI de
Elementos®®. En el Prefacio se hacen declaraciones interesantes sobre
particularidades del Libro V y se alude a la idea de proporcién expresada por De

Morgan (1836).

Los trece libros de Elementos de Euclides®®, (Heath, 1908). Se presenta una
traduccién al Inglés de los libros de Elementos y se incluyen comentarios sobre los
objetos de la teoria expuesta.

Discurso presidencial sobre la teoria de la proporcién®’®, (M. J. M. Hill, 1912a,
1912b). Un articulo (presentado en dos partes) en donde, apoyado en su libro de
1900, discute algunas definiciones y proposiciones del Libro V y presenta su
reescritura. Particularmente aborda a profundidad el estudio de las definiciones 3, 4,
5y 7; para el caso de las proposiciones, establece cuatro grupos tematicos de las
mismas (i.e., 1, 2, 3,5y 6;4, 7,11, 12,15y 17; 8, 10y 13; 9, 14, 16 y 18 a 25).
Incorpora, ademads, algunas criticas que se han hecho al Libro V, y precisa su
apreciacion del Libro como el monumento mas noble del intelecto griego.

La teoria de la proporcién®'?, (M. J. M. Hill, 1914). Libro de texto*'? donde el autor
recapitula su versién de la teoria de la proporcion y detalla algunas aplicaciones
geométricas y su relacién con lo numérico. En su tercera parte, constituida por el
capitulo XII, discute y comenta algunos aspectos del Libro V.

a3 (Fine, 1917). Este articulo

exhibe una breve mirada a algunos apartes de los Libros V, VI, VIl y X a través de los

Razon, proporcion y medida en Elementos de Euclides

cuales se hace una presentacién de la teoria euclidiana de la proporcién la cual se

207

208

The Contents of the Fifth and Sixth books of Euclid.
En este sentido el libro constituye un interesante ejemplo de “transposicién didactica” de la teoria euclidiana de la

proporcion.

209

The Thirteen Books of Euclid’s Elements.

219 presidential Address on the Theory of Proportion.

211

The Theory of Proportion.

22 pe este libro logramos ubicar dos resefias (J, 1920; Mathews, 1915).

213

Ratio, proportion and Measurement in the Elements of Euclid.
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33.

34.

35.

36.

basa en la idea de proporcidn sin exigir una definicidén explicita de razén; a través de
esta teoria se aborda el problema de la inconmensurabilidad sin recurrir al problema
de la medida ni a los numeros fraccionarios. La interpretacién de la definiciéon V. 5
retoma la propuesta por De Morgan (1836), conocida también como las escalas de
multiplos relativos; no obstante, se establece una relacidén entre esta definicién y los
numeros reales construidos bajo las ideas de Dedekind.

Una explicacion critica de la exposicion de Euclides de la teoria de la proporciéon en
214 (M. J. M. Hill, 1923). En este articulo se presentan de
manera resumida algunos de los aspectos discutidos en los trabajos anteriores (M. J.
M. Hill, 1900, 1912a, 1912b, 1914).

el Libro V de Elementos

La mirada légica y la mirada matematica. Su perspectiva de la teoria de la
proporcion de Euclides®™, (M. J. M. Hill, 1928). En el articulo se discute
ampliamente una mirada légica y una mirada matematica sobre la teoria euclidiana
de la proporcidn, especificamente la contenida en el Libro V y particularmente sobre
algunas definiciones y proposiciones. La mirada légica retoma la propuesta de De
Morgan (1836) y algunos estudios de otros légicos que resefian algunos problemas
légicos; la mirada matematica identifica seis obstaculos para la adquisicion de las
ideas de Euclides. Se propone entonces una Teoria algebraica de las proporciones
(desarrollada en sus anteriores trabajos), la cual soluciona los problemas citados.

Homogeneidad en la teoria de la proporcién de Eudoxo®*®

, (Mueller, 1970). Discute
la interpretacion que Aristoteles hace de la teoria de la proporcién de Eudoxo,
especialmente en lo relativo a la homogeneidad de las magnitudes involucradas.
Presenta, ademas, el analisis de algunas demostraciones de propiedades y de
enunciados de algunas propiedades del Libro V de Elementos, a través de lo cual
evidencia la consideracién a un discurso generalizado para la idea de magnitud
(como la concibe Aristdteles), y argumenta una alta probabilidad de que Eudoxo
haya concebido una teoria de las proporciones sin preocuparse de la homogeneidad

de las magnitudes, garantizada de hecho por su concepcién de magnitud.

El desarrollo histérico de las magnitudes, las razones y las proporcionesm,
(Berghout, 1974, 1975). Este articulo, compuesto por dos partes, discute algunos

2% A Critical Account of Euclid's Exposition of the Theory of Proportion in the Fifth Book of the “Elements”.

215

The Logical Eye and the Mathematical Eye. Their Outlook on Euclid's Theory of Proportion.

216 Homogeneity in Eudoxus’s Theory of Proportion.

217

The historical development of magnitudes, ratios and proportions.
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37.

38.

39.

asuntos relacionados con las magnitudes, las razones y las proporciones en algunos
momentos de la historia. Particularmente presenta una interpretacién en términos y
notacion moderna de parte del Libro V y reelabora asi las ideas de magnitud, razéony
proporcion.

Numero y magnitud en las Matematicas griegas hasta Euclides®'®, (Dhombres,
1978). En el primer capitulo de su libro, aborda la discusidon sobre las ideas de
numero y magnitud en la matematica griega hasta Euclides. Luego de presentar
algunas ideas acerca de las Matemadticas para Platén y sobre la doctrina platdnica
sobre los objetos matematicos, aborda el analisis del Libro V de Elementos de
Euclides. Para ello resefia aspectos sobre los manuscritos y sobre el ambiente
intelectual de aparicion del Libro V. Ademads discute las definiciones y algunas
proposiciones de este, la cuarta proporcional y la duplicacion del cubo. Trata
también aspectos de los resultados del Libro V reinterpretados en el siglo XX vy
cuestiona su participacién en la construccion de los reales. Aborda también el
asunto de la irracionalidad.

Matematicas eudoxianas y las esferas eudoxianas®®®, (Riddell, 1979). El autor
discute los nexos que pudieron haber existido entre el trabajo de Eudoxo sobre
Astronomia, particularmente en su modelo de esferas anidadas para recrear el
movimiento del Sol, la Luna y cinco planetas, y los desarrollos matematicos
existentes en la primera mitad del siglo IV a. C. (algunos de ellos desarrollados por
Eudoxo). Especificamente en la tercera seccidon del articulo, titulada “Comparacion
de periodos y la nocién de ‘razén’”, argumenta la manera en que una unidad basica
geométrica-cinemadtica, abstraida de su modelo de esferas anidadas, se articula con
una intuicién cinematica de la razén, que lleva directamente a las definiciones 4y 5
del Libro V de Elementos.

220 (Fowler, 1982b). El autor aborda la

construccion que en Elementos se realiza de la divisién de un segmento en extrema

Una generalizacion de la seccion dorada

y media razén. Posteriormente describe una generalizacion de tal division (denotada
como nth order extreme and mean ratio [noem ratio]), la define y muestra algunas
propiedades, que relaciona con otras que aparecen en Elementos. Para finalizar,
discute la nocion de razén en Elementos.

218

Nombre et Mesure dans la Mathématique Grecque jusqu’a Euclide.

9 £udoxan Mathematics and the Eudoxan Spheres.

220

A Generalization of the Golden Section.
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40.

41.

42.

43.

La razon di isou (Euclides V, definicion 17): definicion, utilizacion y trasmision???,
(Aujac, 1986). En este articulo se discute la definiciéon V. 17 (razén por igualdad; di
isou) tanto en el marco del Libro V, como en otros trabajos de pensadores griegos.
Se analiza el uso del término “por igualdad” en Euclides, Aristarco de Samos,
Arquimedes, Apolonio de Perga, Papus de Alejandria y Eutocio. Ademas se examina
la trasmision del texto en: los manuscritos griegos, la tradicidn indirecta (Herdén y
Casiodoro) y las traducciones latinas del Arabe. Se proponen nuevas versiones de las
definiciones de razén por igualdad.

La herencia epistemoldgica de Eudoxo de Cnide. Un ensayo de reconstitucion®*,
(Gardies, 1988). Libro a través del cual el autor examina detalladamente los aportes
de Eudoxo a las matematicas griegas, especialmente a Elementos de Euclides.
Atendiendo a los capitulos, el autor trata asuntos referidos a: Aristételes y Euclides,
las implicaciones de la antifairesis, la teoria eudoxiana de las proporciones, las
anomalias del Libro V de Elementos, algunas concepciones epistemoldgicas vy
matemadticas eudoxianas, incomprensiones del siglo XVII, y la herencia eudoxiana en
Dedekind.

Eudoxo y Dedekind: Sobre la antigua teoria griega de las razones y su relacion con
las Matematicas modernas®®, (Stein, 1990). En el segundo apartado (titulado
“Cantidades y sus razones: Eudoxo”) se propone a la razén como una de las tres
cantidades trabajadas por Euclides y se discuten algunas definiciones del Libro V. En
el tercer apartado se resefia una comparacioén inicial con la nociéon de numero real
en Dedekind. En el cuarto apartado se discuten algunas operaciones sobre/con las
razones. En el quinto apartado se discute la continuidad de la recta y el trabajo de
Dedekind. Luego se hace un analisis de la evolucion de la idea de magnitud y
posteriormente se discute la existencia efectiva de una teoria de los reales en los
griegos. En el octavo apartado se discute el tratamiento de la razén y la proporcion
en Arquimedes.

La proposicion 14 del Libro V en la economia de Elementos de Euclides®**, (Gardies,
1991). Discute la proposiciéon 14 del Libro V en el marco deductivo de la teoria

20 rapport di isou (Euclide V, définition 17): Définition, utilisation, transmission.

222

L’Héritage Epistémologique D’Eudoxe de Cnide. Un essai de reconstitution.

223 Fudoxos and Dedekind: On the Ancient Greek Theory of Ratios and its Relation to Modern Mathematics.

224

La proposition 14 du livre V dans I'économie des Eléments d'Euclide.
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44,

45,

46.

47.

48.

49.

expuesta en este y en un contexto mas general de algunos libros siguientes de
Elementos.

La definicion de proporcion de Eudoxio, (Zubieta, 1991). Presenta la definiciéon de
numero real, atribuida a Dedekind, como una interpretacion de la definiciéon de
proporciéon de Eudoxo. Muestra, ademas, las demostraciones de dos proposiciones
del libro VI de Elementos y luego demuestra el Teorema de Tales.

La teoria de las proporciones en los Elementos de Euclides (Martinon Cejas, 1992).
Se hace una exposicidon de parte de la teoria de la proporcionalidad contenida en el
Libro V de Elementos y se establecen relaciones con los nimeros reales.

Euclides, Elementos, Libro V, (Puertas, 1994). Se presenta una traduccion al Espafiol
de los Libros V a IX de Elementos. A nota a pie de pagina se hacen comentarios
histéricos sobre los objetos de |a teoria expuesta.

Debate. La proposicion 14 del Libro V de Elementos: una proposicion que

2% (Saito, 1994a). Presenta una reaccion al documento

permanecioé como lema local
de Gardies (1991) y propone una interpretacién alterna del lugar en el discurso

hipotético-deductivo de la proposicion V. 14.

Numeros, magnitudes, razones y proporciones en los Elementos de Euclides:
?%%® (Grattan-Guinness, 1996, 1997). A propésito de la
discusion sobre la existencia de una algebra geométrica en Elementos, al autor

¢Como logré manipularlos

introduce la discusion acerca de la posibilidad de considerar las razones como un
tercer tipo de cantidad, adicional a los numeros y las magnitudes, y resefia aspectos
relativos a la definicidn de razdn y proporcion, asi como a la imposibilidad de asumir
la composicion de razones como multiplicacién y la imposibilidad de multiplicar
magnitudes entre si.

La definicién V. 8 en Elementos de Euclides®”’

, (Vitrac, 1996). En este articulo el
autor establece la falta de autenticidad de la definicién V. 8 de Euclides y subraya el
hecho de que Euclides no utiliza el concepto de “proporcién” (analogia) en tanto

objeto de segundo orden. Ademas, examina las consecuencias de esta abstencion en

225

Débat. Proposition 14 of Book V of the Elements: A proposition that remained a Local Lemma.

226 Numbers, Magnitudes, Ratios, and Proportions in Euclid's Elements: How Did He Handle Them?

227

La Définition V. 8 des Eléments d'Euclide.
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50.

51.

52.

53.

54.

la historia del texto de las definiciones del Libro V en la antigliedad tardia y la Edad
Media.

Ahogamiento por multiplos. Observaciones sobre el Libro V de Elementos de
Euclides, con especial énfasis en la proposicién 8”2 , (Acerbi, 2003b). Se examina la
expresion de generalidad en algunos segmentos del antiguo corpus matematico. La
discusion sobre la generalidad incorporada en un andlisis textual compara la
tradicion directa del quinto libro de Elementos de Euclides con la tradicion arabe-
latina. Se resefa la condicion suficiente para una desigualdad de razones y se hace
un escrutinio del corpus de demostraciones alternas.

Leyendo a Euclides, (Levi, 2003). En el tercer capitulo, titulado E/ Algebra
geométrica y la teoria de las proporciones, el autor presenta algunos comentarios
sobre el Libro V y reconstruye la teoria de las proporciones sobre la base de una
equivalencia-reducida. Ademas, expone algunos comentarios relativos a algunas de
las definiciones del Libro V y establece algunas relaciones con los nimeros reales.

éVersiones histéricas no multiplicativas de la proporcionalidad?, (Guacaneme,
2015). Se presentan los aspectos esenciales de un minicurso realizado en un evento
de la “Red de Educacién Matematica de América Central y El Caribe”. Se resefia que
la historia de la proporcionalidad brinda la posibilidad de reconocer al menos dos
teorias de la proporcion (a saber: pre-eudoxiana y euclidiana) que recurren a sendos
tratamientos aditivos de las magnitudes (o cantidades) geométricas. El estudio de
aspectos centrales de estas dos teorias no solo logra confrontar el saber matematico
usual de los profesores e investigadores sobre las ideas de razdn, proporcion y
razonamiento proporcional, sino que ademas ofrece opciones para un tratamiento
curricular radicalmente innovador de la proporcionalidad y abre una novedosa
ventana a la investigacion sobre el razonamiento proporcional aditivo.

Pensamiento matematico griego y el origen del Algebra®?®, (Klein, 1968). En el
capitulo 4 de este libro se discute el papel de la teoria de la proporcidn (aritmética)
en el trabajo de Nicdmaco, Tedn y Domninos.

¢Razén media y extrema en Virgilio?>*° (Waterhouse, 1972). El autor discute la tesis
de Duckworth (1962) que afirma que Virgilio deliberadamente le dio forma a su

228 Drowning by Multiples. Remarks on the Fifth Book of Euclid’s Elements, with Special Emphasis on Prop. 8.

229

Greek Mathematical Thought and the Origin of Algebra.
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55.

56.

57.

58.

poesia para incorporar la extrema y media razén; para ello recurre a la HM y
particularmente a la inconmesurabilidad de las partes obtenidas al dividir un todo en
extrema y media razon.

Tratamiento numérico de Herén de Alejandria de la division en media y extrema
razén”*', (Curchin & Fischler, 1981). El propésito del documento es comentar la
posibilidad del conocimiento de las razones de Fibonacci en un periodo clasico,
especificamente en el trabajo Métrica de Herdn de Alejandria.

232 (Christianidis, 1998). En el articulo el

autor presenta una nueva interpretacion, basada en la nocién de proporcion, de un

Una interpretacion bizantina de Diofanto

procedimiento de Diofanto, el cual se aplica a todos los casos de ecuaciones con dos
incdgnitas solucionadas por Diofanto (250 d.C.). Esta interpretacion fue propuesta
en primer lugar por Maximus Planudes (1255-1305) en su comentario al problema |l
8 de la Aritmética.

La Aritmética de Nicomaco de Geresa y sus aplicaciones a los sistemas de
proporcion®®, (Kappraff, 2000). Nicémaco de Gerasa se ha ganado una posicion de
importancia en la historia de las Matematicas antiguas, debido en gran medida a su
Introduccion a la Aritmética, uno de los pocos documentos supervivientes de la
teoria de numeros griega. El autor discute un par de tablas de enteros que se
encuentran en la Aritmética y muestra la forma en que conducen a una teoria
general de la proporcidén, incluido el sistema de proporciones musicales
desarrollados por los arquitectos del Renacimiento neo-platdnico Leon Battista
Alberti y Andrea Palladio, el sistema romano de proporciones descrito por Tedén de
Esmirna, y el Modulor de Le Corbusier.

Las tradiciones textuales arabes de Elementos de Euclides®*, (De Young, 1984). El
autor sefiala que sendos estudios del Libro V y los Libros VII-IX de las versiones
arabes de Elementos de Euclides indican la necesidad de una revision de la
perspectiva estandar de la tradicidon euclidiana en el mundo islamico. Resefia que
manuscritos recientemente descubiertos muestran que hay dos versiones distintas,

230

Extreme and Mean Ratio in Vergil?

2! Hero of Alexandria's Numerical Treatment of Division in Extreme and Mean Ratio and Its Implications.

232

233

234

Une interpretation byzantine de Diophante.
The Arithmetic of Nicomachus of Gerasa and its Applications to Systems of Proportion.
The Arabic textual traditions of Euclid's elements.
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59.

60.

61.

cada una atribuida a Ishaq ibn Hunayn (en la revisién de Thabit ibn Qurrah), aunque
la tradicidn recibida no distingue las dos. Una traduccidon anénima recién analizada
(ahora en Leningrado) parece tener vinculos con la traduccién perdida de al-Hajjaj y
puede proporcionar informacion importante para la reconstruccién de las
principales caracteristicas de estas versiones perdidas.

Ishaq ibn Hunayn, Hunayn ibn Ishaq y la tercera traduccion arabe de Elementos de

. 2
Euclides®®

, (De Young, 1992). El relato generalmente aceptado de las traducciones
arabes de Elementos de Euclides se encuentra en la introduccién a la traduccion al
Inglés de Heath de esta obra clasica; si bien este puede parecer complejo, puede ser
demasiado simple. Aunque las dos primeras traducciones al drabe, hechas por al-
Hajjaj, o bien se perdieron o existen en forma de manuscrito fragmentario, existen
numerosos ejemplos de manuscritos de la tercera traduccidon, hechos por Ishaq lbn
Hunayn y revisado por Thabit Ibn Qurra. Un estudio anterior revela evidencia de que
al menos dos versiones distintas de traduccion existen entre los manuscritos arabes
sobrevivientes. Estos manuscritos son también incompatibles al citar el nombre(s)
de los que prepararon la traduccién. Este estudio examina los manuscritos arabes
disponibles y describe los patrones de adscripcién al traductor, tal como aparecen
en estos textos. Aunque la evidencia textual es a veces contradictoria y confusa, no
parece haber una razén de peso para dudar que Ishaq ibn Hunayn fue el principal, si
no el Unico, traductor involucrado en la creacion de la superviviente traduccion al
arabe de Elementos de la cual en la actualidad existe en distintas versiones.

Dos comentarios sobre la definicién de Euclides de magnitudes proporcionales®®,
(Vahabzadeh, 1994). La definicion de magnitudes proporcionales en el Libro V de
Elementos de Euclides dio lugar a muchos comentarios. En el articulo se examinan
de cerca dos de estos comentarios, uno manifestado por al-Jayyani (siglo XI) y el otro
por Saunderson (siglo XVIII). Tanto al-Jayyani y Saunderson trataron de defender la
definicidon de Euclides, haciendo explicito lo que Euclides habia dado a entender. Se
demuestra que los dos autores explican la posicién de Euclides de manera casi
idéntica.

Al-Khayydm matematico”’, (Rashed & Vahabzadeh, 1999). En la segunda parte de
este libro, los autores contextualizan y discuten el trabajo de Al-Khayyam (escrito

235

Ishaq ibn Hunayn, Hunayn ibn Ishaq, and the third Arabic translation of Euclid's Elements.

3% Two Commentaries on Euclid's Definition of Proportional Magnitudes.

237

Al-Khayyam Mathématicien.
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62.

63.

64.

65.

cerca del afio 1077) sobre tres desafios que identificaba respecto de Elementos de
Euclides: la teoria de las paralelas, los conceptos de razén y proporcionalidad y la
composicion de razones.

Omar Al-Khayyam y Eutocio: los antecedentes griegos del tercer capitulo del
comentario Sobre ciertas premisas problematicas del Libro de Euclides®®®, (Vitrac,
2000). El autor analiza textos griegos antiguos consagrados a las razones
compuestas de razones (Euclides, Nicobmaco, Tedén de Alejandria, Eutocio ...).
Ademas establece comparaciones con el libro Il de al-Khayyam, relativo a los
comentarios sobre las premisas problemdaticas de Elementos de Euclides. Reporta
ademas un estudio terminolégico de “pélikotés” de una razon.

éDos comentarios sobre Elementos de Euclides? Sobre la relacion entre el texto
arabe atribuido a al-Nayrizi y el texto en latin adscrito a Anaritius™*®
2001). La autora discute la postura expresada por Busard (1996) respecto de la

, (Brentjes,

relaciéon entre dos comentarios a Elementos de Euclides atribuidos a al-Nayrizi (en
un texto arabe del afio 922) y a Anaritius (en un texto latino de 1187 que traduce el
de al-Nayrizi) en la que cuestiona, y hasta sugiere, la posibilidad de que ambos
procedan de autores arabes diferentes. Se defiende la idea que ambos textos
proceden del mismo autor y se explican las diferencias entre estos.

Teoria de la razén antifairética en las Matematicas islamicas medievales®*,
(Hogendijk, 2002). El autor discute en detalle los tratados de tres eruditos
musulmanes (al-Mahani, al-Nayrizi y ‘Umar al-Hayyam) sobre una definicién
alternativa de razén basada en la antifairesis.

Omar Khayyam vy la antifairesis: Estudio del segundo libro de su comentario “Sobre
algunas cuestiones premisa del libro de Euclides”**, (Vitrac, 2002). El autor
presenta un estudio sobre la teoria antifairética de las proporciones. Resena algunas
dificultades del tratamiento euclidiano en el Libro V y problemas textuales en su

238 . Lz PSS . . . L.
‘Umar al Khayyam et Eutocius: Les antécédents grecs du troisiéme chapitre du commentaire Sur certaines prémisses

problématiques du Livre d'Euclide.

239

Two comments on Euclid's Elements? On the relation between the Arabic text attributed to al-Nayrizi and the Latin

text ascribed to Anaritius.

240

Anthyphairetic Ratio Theory in Medieval Islamic Mathematics.

' Umar al Khayyém et I'anthyphérése: Etude du deuxiéme Livre de son commentaire «Sur certaines prémisses

problématiques du Livre d'Euclide».
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66.

67.

68.

69.

transmisién y examina las teorias desarrolladas por los comentaristas arabes (al-
Mahani, an Nairizi y al-Khayyam).

Diagramas en la tradicién arabe euclidiana: Una evaluacién preliminar’*’, (De
Young, 2005). El autor sefiala que recientemente se han descubierto algunos
diagramas geométricos atribuidos a al-Hajjaj y que estos ofrecen una nueva visién
de la transmisién arabe de Elementos de Euclides. A partir del analisis de los textos
arabes y latinos, encuentra evidencia indirecta de la existencia de una tradicion de
diagramas al-Hajjaj. Esta tradicidn, tomada junto con otras caracteristicas textuales,
ayuda a revelar la influencia de al-Hajjaj, a pesar de que la transmisidon de su
traduccion se ha contaminado con otras tradiciones arabes.

Campanus de Navara y los Elementos de Euclides [resefia]**®, (Hgyrup, 2006).
Heyrup resefia el libro Campanus of Novara and Euclid’s Elements, escrito por
Busard, a través del cual se ofrece una traduccién comentada a la version de
Elementos de Campanus.

Elementos: Recepcion de Elementos de Euclides en el mundo islamico®*, (Brentjes,
2008). Este apartado de una enciclopedia exhibe elementos descriptivos sobre
Elementos y especificamente sobre la historia de sus traducciones realizadas entre
los siglos IX y XIll. Contiene unas ideas acerca del trabajo de algunos arabes en torno
a la elaboracién de una teoria alterna de la razén y la proporcion del Libro V.

Las leyes matemadticas generales que regulan y extienden la proporcidn
universalmente; o bien, un método para comparar magnitudes de cualquier tipo,
en todos los grados posibles de crecimiento y decrecimiento. Por James Glenie, A.
M. teniente en el Regimiento Real de Artilleria®®, (Glenie, 1777). Breve articulo (8
paginas) que presenta una manera general de trabajar unos asuntos especificos de
las razones entre magnitudes geométricas, homogéneas o heterogéneas,
aparentemente no trabajados hasta ese momento (siglo XVIII). Particularmente se

242 Diagrams in the Arabic Euclidean tradition: A preliminary assessment.

243

244

245

Campanus of Novara and Euclid’s Elements [Book review].
Elements: Reception of Euclid's Elements in the Islamic World.
The General Mathematical Laws Which Regulate and Extend Proportion Universally;, Or, a Method of Comparing

Magnitudes of Any Kind Together, in All the Possible Degrees of Increase and Decrease. By James Glenie, A. M. and
Lieutenant in the Royal Regiment of Artillery.
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70.

71.

72.

73.

aborda la composicién de razones sin exigir un referente geométrico para los
resultados de esta.

Nicolds Oresme y su De Proportionibus Proportionum®*, (Grant, 1960). En este
articulo se intenta mostrar que el trabajo de Oresme no es solo una aplicaciéon o
extension de las ideas propuestas por Bradwardine, sino que mas bien constituye un
intento de fundamentacién de las ideas usadas por Bradwardine, en relacién con la
proporcionalidad.

Teoria medieval de la razén versus los medicamentos compuestos en los origenes

47" (Drake, 1973). En este articulo se presenta una

de la regla de Bradwardine
mirada a la manera como en la Edad Media se realiza una “reescritura” de algunas
definiciones y proposiciones de la teoria de las proporciones de Elementos de
Euclides que facilita relacionar los nimeros con las razones. En cierto sentido tal
reescritura genera una nueva teoria de las proporciones, la cual, al parecer, permite
establecer una relacion muy potente entre Matematicas y Fisica, que posibilita

escribir de manera diferente las relaciones entre magnitudes fisicas.

7248 (Massa Esteve, 1997). En este articulo la

Mengoli sobre las “cuasi proporciones
autora examina los tres primeros elementos de la Geometriae speciosae elementa
(Bologna, 1659) de Pietro Mengoli (1625-1686), probablemente el pupilo mas
original de Bonaventura Cavalieri (1598—-1647). En su trabajo, Mengoli desarrolla un
nuevo método para calcular cuadraturas usando una teoria llamada “cuasi
proporciones”, fundamentada en la teoria de las proporciones presentada en el
Libro V de Elementos, para lo cual incluye ideas originales: la razén “cuasi cero”, la
razén “cuasi infinito” y la razén “cuasi un namero”. El analisis expuesto demuestra la

originalidad del trabajo de Mengoli.

Una cuestion de gran magnitud: el conflicto sobre la aritmetizacion de los Libros | a
VI de Elementos de Euclides en las ediciones inglesas de los siglos XVI, XVII y
XVII**, (Goldstein, 2000). El autor resefia los conflictos que se advierten en algunas
traducciones de los seis primeros libros de Elementos, realizadas en los siglos XVI y
XVII, pues reconoce que tales ediciones se enfrentaron a la aritmetizacion de las

246

Nicole Oresme and His De Proportionibus Proportionum.

7 Medieval Ratio Theory vs Compound Medicines in the Origins of Bradwardine’s Rule.

248

Mengoli on "Quasi Proportions".

9 A Matter of Great Magnitude: The Conflict over Arithmetization in 16th-, 17th-, and 18th-Century English Editions of
Euclid's Elements Books | Through VI (1561-1795).

330



Potencial formativo de la historia de la teoria euclidiana de la proporcion en la constitucion del conocimiento del profesor de matemdticas.

74.

75.

76.

Matematicas. Las ediciones de Henry Billingsley, Claude Dechales e Isaac Barrow de
los siglos resefiados, prestaron relativamente poca atencién a la primacia en
Matematicas. En el siglo XVIII, sin embargo, William Whiston afirmé que las
representaciones algebraicas, las demostraciones y las proporciones eran mas
convenientes que, incluso la tan rigurosa Geometria. El Algebra de John Playfair
adaptd Elementos a las audiencias modernas. Edmund Scarburgh, John Keill,
Edmund Stone y Robert Simson, sin embargo, atacaron las ediciones por incluir
alteraciones. Algunos editores intentaron recuperar el texto original de Euclides. La
mayoria de los pasajes sobre este tema aparecieron en los prefacios de los editores
al Libro Il y Libro V, o de sus notas.

La oscuridad de los equimdltiplos®°

, (Palmieri, 2001). En este trabajo el autor
analiza algunos aspectos de la relaciéon entre los estudios de Clavius y Galileo sobre
la teoria euclidiana de las proporciones y especificamente sobre sus elaboraciones
tedricas para evitar el uso de la idea de equimultiplo como fundamento de la teoria
euclidiana. Asi, analiza la interpretacién que hace Clavius de las definiciones
euclidianas de proporcionalidad y el modelo de equivalencia que propone, y esboza
la dependencia parcial del modelo usado por Galileo de este modelo. Luego analiza
la reforma de Galileo a la teoria de las proporciones y resefia las dificultades que
Galileo encontrd cuando aplicé la técnica de los equimultiplos fuera del dominio de

las matematicas puras.

Modelos mentales en la primera matematizaciéon de la naturaleza de Galileo™",
(Palmieri, 2003). El articulo explora los mecanismos cognitivos subyacentes en la
matematizacién de la naturaleza desarrollada por Galileo; para ello se adopta una
perspectiva de historia cognitiva la cual descansa sobre la teoria de los modelos
mentales. En esta direccion se resefia la aceptacion de Galileo de la teoria euclidiana
de la proporcidn, y de su base en la idea de equimultiplos, como un lenguaje para la
matematizacién de la Fisica.

Matematicas y Filosofia en las “Preguntas” de Blaise de Parma sobre el “Tratado
sobre las razones” de Thomas Bradwardine”, (Biard, 2003).253 El autor presenta la

250

251

The Obscurity of the Equimultiples.
Mental models in Galileo's early mathematization of nature.

22 Mathématiques et philosophie dans les "Questions" de Blaise de Parme sur le "Traité des rapports" de Thomas
Bradwardine.
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77.

78.

manera en que, para ensefiar matematicas en sus clases de Filosofia Natural, Blaise
de Parma utiliza el Tractatus proportionum seu de proportionibus velocitatum in
motibus (o Tratado sobre las razones) escrito en 1328 por Thomas Bradwardine v,
especificamente sus comentarios, en forma de preguntas, a dicho trabajo. Se resefa
que de Parma no es el primero en emplear esta forma tipica medieval de estudiar
las Matematicas, la cual parece ir en contravia al ideal deductivo euclidiano; ademas
se destaca que esta forma, ademas de permitir una manera pedagdgica y de refutar
algunos argumentos, conlleva un tratamiento combinado de perspectivas fisicas y
matemadticas, asi como a realizar consideraciones epistemoldgicas sobre el estado
de los objetos matematicos como parte del tratamiento matematico de los mismos.

La irracionalidad de la diagonal y el lado de un cuadrado en las “Preguntas” de
Blaise de Parma sobre el “Tratado sobre las razones” de Bradwardine®*,
(Rommevaux, 2003). Como parte de sus cuestiones sobre el Tratado sobre las
razones de Bradwardine, Blaise de Parma examina la irracionalidad de la razon de la
diagonal y el lado del cuadrado. Tal razén fue discutida por Bradwardine para
ilustrar su definicién de la denominacién de razones irracionales y la cuestién de la
irracionalidad de esta razén la discutiéd Nicolds Oresme en sus Questions sur la
géométrie d'Euclide. La autora del articulo aborda la manera en que Blaise de Parma
y Nicolds Oresme tratan estas cuestiones en el marco estricto de la questio
tipicamente medieval. Luego examina el papel desempeiniado por el concepto de
denominacidn de razdn irracional y reflexiona sobre la concepcidn de irracionalidad
apuntalada en estos textos.

El movimiento del punto de vista de la causa y el movimiento desde el punto de
vista del efecto en el “Tratado sobre las razones” de Albert de Sajonia®”,
(Celeyrette & Mazet, 2003). El Tratado sobre razones de Albert de Sajonia, escrito en
la década de 1350, tuvo considerable éxito en el Renacimiento; el mismo constituye
un testimonio notable de la difusién en Paris de textos de la Universidad de Oxford
dedicados al movimiento, bajo perspectivas fisico-matematicas. Dicho tratado toma
prestadas ideas tanto del libro homdnimo de Bradwardine y de los de Heytesbury y

253

El volumen 56, numero 2 de la revista Revue d'histoire des sciences se dedico a la recepcion de Elementos de Euclides

en la Edad Media y el Renacimiento. Este y los tres articulos resefiados en los siguientes numerales corresponden a
aquellos en donde hay alusiones o tratamientos relacionados con la historia de las proporciones.

24 irrationalité de la diagonale et du cété d'un méme carré dans les "Questions" de Blaise de Parme sur le "Traité des

rapports" de Bradwardine.

255

Le mouvement du point de vue de la cause et le mouvement du point de vue de I'effet dans le "Traité des rapports"

d'Albert de Saxe.
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Swineshead, como de la Fisica de Nicolas Oresme. Este tratado, que debe
compararse con Questions sur la Physique del mismo Albert, muestra que en ese
momento en Paris, junto a la fisica de Buridan, se desarrollé un trabajo fisico
matemadtico inspirado en los trabajos ingleses.

La teoria euclidiana de las proporciones en la “Geometriae speciosae elementa”
(1659) de Pietro Mengolizse, (Massa Esteve, 2003). En este articulo la autora
muestra como Pietro Mengoli (1625-1686) en su Geometriae speciosae elementa
(1659) hace uso de la teoria de las proporciones de Euclides. En efecto Mengoli
desarrolla nuevas teorias, la teoria de las “cuasi proporciones” y la teoria de las
razones logaritmicas, en las cuales involucra argumentos similares a los utilizados
por Euclides en la elaboracion de la teoria de las proporciones en el Libro V de
Elementos. El texto revela un analisis detallado de la construccion de la teoria de las
razones logaritmicas, fundadas en la idea original de la elevaciéon de una razén.
Ademas, expone las razones que llevaron a Mengoli a utilizar la teoria de Euclides
como la base de sus propias teorias.

Preguntas sobre el Tractatum Proportionum del Sefior Thomas Bradwardine por
Blaise de Parma [resefia]”’, (Sylla, 2007). Resefia el libro Questiones circa
Tractatum Proportionum Magistri Thome Braduardini (de Parme, 2005). En este se
alude a que Blaise de Parma ensefié Matematicas, Filosofia Natural y Logica en
algunas universidades del norte de Italia a finales de los siglos XIV y XV. En sus
consultas acerca del tratamiento de las razones de Thomas Bradwardine, examina
los problemas que plantea la aplicacion de la teoria de las proporciones en el
estudio del movimiento, un ejemplo emblemdtico de la aplicacién de las
Matematicas a la Filosofia Natural en la Baja Edad Media. De este modo, analiza 'y
critica ciertos supuestos de la Fisica aristotélica y herramientas matematicas
sofisticadas desarrolladas por Thomas Bradwardine y Nicole Oresme, y rechaza el
principio del movimiento, llamada “ley de Bradwardine”, cominmente aceptada
desde el siglo XIV. Muchos de sus argumentos se tomaran y discutiran hasta el siglo
XVI.

La regla de Bradwardine: ¢una ley matematica?>>?, (Celeyrette, 2008). Se presentan
y caracterizan algunos de los trabajos que discuten la “ley de Bradwardine”, la cual
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La théorie euclidienne des proportions dans les "Geometrize speciose elementa" (1659) de Pietro Mengoli.
Questiones circa Tractatum Proportionum Magistri Thome Braduardini By Blaise de Parme [Book review].
Bradwardine’s Rule: A Mathematical Law?
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83.

84.

se expresa en contravia a la visidn aristotélica respecto a la velocidad. Para ello se
discuten los origenes aristotélicos de la ley, se ubica el Tractatus de proportionibus
como la obra que reformula la idea de razén y algunas de sus propiedades y se
exponen ideas centrales de algunos textos que discuten la propuesta de
Bradwardine y la postura aristotélica, varios de los cuales centran su atencion en la
comprensioén de la idea de razon.

El origen y destino del De Proportionibus Velocitatum in Motibus de Thomas
Bradwardine en relacién con la Historia de las Matematicas®’, (Sylla, 2008). En
este trabajo, la autora muestra como se entrelazan la introduccion y el destino de la
regla dindmica de Bradwardine con la HM, en particular, con las ideas acerca de las
proporciones, proporcionalidades, y, mas tarde, razones. Thomas Bradwardine,
eligid excluir la composicion de razones a través de la multiplicacion de
denominaciones a fin de presentar una teoria matematica consistente en la que su
regla para la dindmica apareci6 matematicamente muy simple, derivada de la
version de Elementos de Euclides, traducida por Campanus. Las pocas personas que
rechazaron la propuesta de Bradwardine en los doscientos afios después de que se
propuso, rechazaron su fundamentacion matematica, en lugar de encontrarla
incompatible con la experiencia fisica.

La teoria de las proporciones en el siglo XV: entre Filologia y Matematicas®®,
(Giusti, 2008). En este capitulo el autor centra la mirada en el Libro V de Elementos,
y especialmente en las definiciones de este, en las ediciones publicadas en el siglo
XVI, en al menos tres periodos bien definidos. Exhibe las transformaciones de estas
en algunas de las tales ediciones.

261

7

Un punto de vista proporcional: Las Matematicas de James Glenie (1750-1817)
(Craik, 2009). Se presentan aspectos de la obra matematica de James Glenie quien
se desempefidé como como asistente en Matematicas en la Universidad de St.
Andrews, en Escocia. Sus logros matematicos, subestimados por algunos
historiadores, estaban profundamente arraigados en la Geometria Euclidiana y su
propia teoria generalizada de la proporcidn (Glenie, 1777), de la cual esboza algunos
de sus elementos. Entre ellos se encuentran muchas nuevas construcciones vy
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The Origin and Fate of Thomas Bradwardine’s De Proportionibus Velocitatum in Motibus in Relation to the History of

Mathematics.
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La théorie des proportions au XVI° siécle: entre philologie et mathématiques.
A proportional view: The mathematics of James Glenie (1750-1817).
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demostraciones geométricas, una nueva demostracién del Teorema del binomio y
un enfoque alternativo para el Calculo diferencial.

Algunas concepciones de la teoria de las proporciones en los tratados de la

262 (Lamandé, 2013). Este articulo examina coémo se

segunda mitad del siglo XVII
explicd la teoria de proporciones durante la segunda mitad del siglo XVII en las obras
de Andreas Tacquet, Antoine Arnauld, Ignace Gaston Pardies, Bernard Lamy y
Jacques Rohault. Estos cinco autores tenian muy diferentes concepciones sobre este
tema y muestran que este asunto no fue olvidado, incluso después de La Géométrie
de Descartes; asimismo en sus trabajos se evidencia la progresiva transformacién de
los objetos matematicos. Mientras Tacquet profundizé en el pensamiento
euclidiano, los demas dejaron de tomar el modelo euclidiano como paradigmatico y
trataron de cambiar el orden de Elementos y establecer el Libro V de Euclides de
nuevas maneras. Esta multiplicidad de enfoques pone de relieve tanto la vitalidad de
las reflexiones como la dificultad para desarrollar una nueva ontologia de las
Matematicas. Algunos de ellos, sin embargo, abrieron nuevas perspectivas que iban
a florecer solo mucho mdas tarde. Se observa también el lugar cada vez mas
importante del Algebra con el paso del tiempo.

Un tratado sobre la proporcidn en la tradicion de Thomas Bradwardine: El De
Proportionibus libri duo (1528) de Jean Fernel®®®, (Rommevaux, 2013). La autora
discute algunos elementos tratados en el libro De proportionibus libri duo publicado
en 1528 en Paris por el médico francés Jean Fernel. Este tratado pertenece a la
tradicion de textos que sobre la proporcion siguen el publicado por Bradwardine en
1328, titulado Tractatus de proportionibus seu de proportionibus velocitatum en
motibus. En el primer libro, Fernel presentd una teoria tradicional de las razones, en
la que incluye novedades sobre la nominacidn de las razones, sobre las fracciones y
sobre las razones irracionales. El segundo libro estd dedicado a una teoria de la

relacion de proporciones.

Razones y variaciones. El papel de la teoria de proporciones en el estudio galileano
del movimiento, (Alvarez Jiménez, s.f). El autor discute el uso que de la teoria
euclidiana de la proporcién Galileo exhibe en una de sus obras en la que asume
como objeto de estudio el movimiento, en sus diferentes clases.
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Quelques conceptions de la théorie des proportions dans des traités de la seconde moitié du dix-septiéme siécle.

3 A treatise on proportion in the tradition of Thomas Bradwardine: The De proportionibus libri duo (1528) of Jean

Fernel.
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La teoria de las proporciones de Eudoxio interpretada por Dedekind, (Corry, 1994).
El articulo expone y discute los argumentos en pro y en contra de la conocida tesis
histdrica, segun la cual la teoria de las proporciones de Eudoxio anticipd plenamente
teorias modernas del numero irracional tales como las de Dedekind y Weierstrass.
Se dedica especial énfasis a la teoria de cortaduras de Dedekind y a la interpretacion
que el propio Dedekind propuso respecto a la conexién entre su teoria y la de
Eudoxio. Dicha interpretacion ilumina interesantes aspectos de esta disputa
historiografica, asi como de la matematica del siglo XIX.

Teoria euclidiana de la proporciéon en la construccion de los nimeros reales: éun
asunto util para un profesor?, (Guacaneme, 2012d). Desde la época dorada griega,
la teoria euclidiana de la proporcidn, expresada en el Libro V de Elementos, se
constituyé en esquema para la formulacién de relaciones entre magnitudes, sin
interesar si estas eran o no conmensurables y, en consecuencia, sin recurrir a los
valores numéricos de sus medidas para establecer tanto las razones entre
magnitudes, como la proporcidn entre razones. Cerca de veinte siglos después, esta
manera de tratamiento independiente de una estrategia aritmética parece ser
precisa y, paraddjicamente, el acicate y guia para la constitucion del conjunto de
numeros reales. Los historiadores de las Matematicas han discutido la relacién entre
estas teorias y conjeturamos que el estudio de sus posturas puede traer beneficios a
la educacién del profesor de Matematicas. Estos beneficios se refieren, entre otros
aspectos, a visiones alternas de la actividad matematica de estudio de una teoriay a
la ampliacion de la mirada sobre los objetos matematicos implicados en las teorias.

Razon - La teoria de las proporciones de la antigiiedad al siglo XIX: Trento, Italia, 9
a 13 de enero de 1989°%*, (Dhombres & Giusti, 1989). Se hace una invitacién a un
coloquio titulado “Razén - La teoria de las proporciones de la antigliedad al siglo
XIX”; se sefalan ocho temas que seran abordados en el evento: 1. La teoria de las
proporciones en la antigliedad clasica 2. La ciencia arabe y el Libro V de Elementos.
3. Traducciones y comentarios del medioevo. 4. Las ediciones de Elementos en el
siglo XVI. 5. Las reformas a Euclides: criticas y proposiciones de reforma. 6. La teoria
de las proporciones como lenguaje de la ciencia nueva. 7. NUmero y magnitud: del
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Ratio - La theorie des proportions de I'antiquite au XIXeme siecle: Trento, Italia, 9-13 Janvier 1989.
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93.

94.

rigor de la Geometria a la generalidad del Algebra. 8. La investigacién sobre el
cuerpo euclidiano: las ediciones de Elementos en el siglo XIX.

Coloquio: Razén - La teoria de las proporciones de la antigiiedad al siglo XIX:
Centro Internacional para la Investigacion Matematica, Trento, 9 a 13 de enero de
1989”%°, (Dhombres & Giusti, 1990). Se reportan los participantes del coloquio citado
antes (Busard, Cassinet, Dhombres, di Stefano, Djebbar, Fowler, Freguglia, Galuzzi,
Gardies, Garibaldi, Guisti, Griffiths, Knorr, Mairrt, Napolitani, Picutti, y de Grave) y
los titulos de sus intervenciones.

La teoria de las proporciones de Palladio y el Segundo libro del “Quattro Libri
dell’Architettura”*®®

las razones arquitecténicas tenidas en cuenta en la construccion de palacios

, (Mitrovi¢ & Djordjevi¢, 1990). Se presenta una explicacién de

considerados joyas arquitectonicas.

267 ' (Markowsky, 1992). Se presentan

Concepciones erréneas sobre la razén de oro
algunos aspectos matematicos sobre la razén dorada y varias concepciones e ideas

equivocadas, pero ampliamente difundidas, sobre esta.

De la teoria de las proporciones a la teoria de numeros reales*®®, (Cousquer, 1994).

Inicialmente se discute el tratamiento de los reales en la escuela. Se hace entonces
una mirada a elementos de la historia, comenzando con el descubrimiento de la
irracionalidad y la naturaleza del infinito; luego se estudia la medida de las
cantidades en Grecia y especificamente en la obra de Euclides, centrando la
atencién en la teoria de las relaciones entre las magnitudes de Eudoxo y Euclides y
las aproximaciones a los irracionales a partir de ello. Se discute el trabajo de Procloy
las contribuciones de los matemadticos arabes referidas a la teoria de las
proporciones, el desarrollo del Algebra y la invencién de la coma decimal. En seguida
se hace una mirada al proceso de aritmetizacidon de las razones. Al final se presentan
algunas opciones para el trabajo escolar.

265

Colloque: Ratio--La theorie des proportions de I'Antiquite au XIXeme siecle: Centro Internazionale per la Ricerca

Matematica, Trento, 9-13 janvier 1989.

266

Palladio's Theory of Proportions and the Second Book of the “Quattro Libri dell'Architettura”.

267 Misconceptions about the Golden Ratio.

268

De la théorie des proportions d la théorie des nombres réels.

337



Universidad del Valle — Doctorado Interinstitucional en Educacion — Enfasis en Educacién Matemdtica

95.

96.

97.

98.

99.

.z A s . . o 2
Tridngulos pitagoricos y proporciones musicales 69, (Euser, 2000). El autor explora
la relacidn entre las proporciones musicales y los tridngulos pitagéricos.

Los problemas perdidos de Gersénides — Una edicion critica®”®, (Simonson, 2000b,
2000c). A través de un articulo, presentado en dos partes, el autor muestra y analiza
la amplia seccién de problemas de proporciones y algoritmos para el célculo, que
aparecen como parte del trabajo titulado Maaseh Hoshev (The Art of Calculation)
(1321) del matematico Levi ben Gershon, mejor conocido como Gersénides.

Razon y proporcionalidad en la Geometria euclidea, (Yuste, 2004). La autora
presenta un estudio sobre aspectos de la teoria euclidiana de la proporcionalidad,
resefiando algunos antecedentes de la misma y algunos episodios posteriores.

Una investigacién a profundidad de la razén divina®’!, (Fett, 2006). Este articulo

investiga como la razon aurea ha influenciado civilizaciones a lo largo de la historia y,
por su prevalencia, ha intrigado a los matematicos y a otros.

Kant sobre la Aritmética, el Algebra y la Teoria de las proporcionesm, (Sutherland,
2006). El autor procura dar una interpretacion de la Filosofia de las Matematicas de
Kant. Advierte que en algunas interpretaciones no se ha tenido muy en cuenta la
importancia de la teoria de magnitudes de Kant ni la manera como la teoria
eudoxiana de las proporciones, presentada en Elementos, la influencid. Resefia que
la teoria eudoxiana trata con magnitudes continuas, en particular con magnitudes
espaciales, pero que no es claro como esta se relaciona con las magnitudes discretas
y por tanto se cuestiona la incidencia en el tratamiento que Kant hace de las
intuiciones aritméticas y geométricas. En este sentido, el autor inicialmente hace
una revision de la concepcion griega de niumero y de la teoria de las proporciones.
Posteriormente, hace una explicacién de Kant sobre la posibilidad de cognicion de
las magnitudes y numeros. En seguida aborda la relacién entre Aritmética, Algebray
magnitudes, entre Algebra y la teoria de las proporciones, y entre Aritmética y
numero.

269

270

Pythagorean Triangles and Musical Proportions.
The missing problems of Gersonides—A critical edition.

7 an In-depth Investigation of the Divine Ratio.

272

Kant on Arithmetic, Algebra, and the Theory of Proportions.
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100. La teoria de las razones de Augusto de Morgan®”’, (Gandon, 2009). El autor
presenta un analisis sobre la interpretaciéon que Augusto De Morgan (1836) hace de
la teoria euclidiana de proporciones. Muestra asi que la lectura que hace De Morgan
del Libro V de Elementos corresponde al marco de sus practicas matematicas y
relata la interpretacion de su nueva ldégica de relaciones. Asi, se muestra una
interconexién entre el trabajo euclidiano y el del |6gico Inglés.

101. La génesis historica de los conceptos de razon y proporcion y su posterior
aritmetizacion, (Oller Marcén & Gairin Sallan, 2013). En el articulo se presenta una
revision historica de los conceptos de razén y proporcion relacionados con la
proporcionalidad aritmética.

4.2.3 Sintesis de asuntos abordados por la historia de la teoria euclidiana
de la proporcién

Una vez listados y resefados brevemente los documentos que versan sobre la historia de

la proporcion, hemos creido conveniente elaborar un listado de tematicas que

caracterizarian la historia de la teoria euclidiana de la proporcién.

Los documentos relacionados bajo el hito que titulamos teorias pre-euclidianas refieren a
distintos asuntos que, bajo una consideracién cronoldgica, pueden presentarse asi:

i La existencia de una teoria pitagorica de la proporcion. Bajo este asunto,
distinguimos la primera parte de un trabajo (Knorr, 1978) que alude a la existencia
de una teoria restringida a las magnitudes conmensurables. Asimismo ubicamos al
menos dos trabajos sobre el origen de las medias, mediedades o proporciones
aritméticas, geométricas y armonicas (Cajori, 1928; Santiago Fernandez
Fernandez, 1988) y junto a estos el trabajo que discute la procedencia, desde la
teoria musical pitagdrica, de algunas ideas relacionadas con la razén y la
proporcién (Szabd, 1978).

ii. La emergencia del problema de la inconmensurabilidad de magnitudes. Este
asunto es abordado por varios autores (Bongiovanni, 2005; Filep, 1999, 2004,
Fowler, 1999; Gonzalez Urbaneja, 2008; Jiménez, 2006; Knorr, 1975; Mederos
Martin, 2000; Rusnock & Thagard, 1995).

273 | g théorie des rapports chez Augustus de Morgan.
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La existencia de una “teoria” de la razén basada en la antanairesis o antifairesis.
Sobre este asunto se identifica una variedad de aproximaciones. Algunos autores
discuten la teoria misma (Fowler, 1999; Knorr, 1975, 1978; Mederos Martin, 2000;
Rusnock & Thagard, 1995) o la reconstruccién de una teoria de la proporcién
basada en esta (Becker, 1933; Larsen, 1984; Thorup, 1992), otros tratan la relacién
de esta teoria con otras disciplinas cientificas desarrolladas en el contexto griego
clasico (v.g., Astronomia (Fowler & Rawlins, 1983), Fisica (Caveing, 1994) o en la
obra de Aristoteles (Mendell, 2007)). También se identifican documentos que
abordan la relacion entre tal teoria y el contenido de los Elementos; por ejemplo,
se estudian los vestigios de la teoria de la razédn basada en la antifairesis
encontrados en los Elementos (Filep, 2003; Fowler, 1979), la presencia en el Libro I
de Elementos de la teoria de la razdon basada en la antifairesis (Fowler, 1980,
1982a, 1999), o la relacion entre la antanairesis y la Definicién V. 5 de Elementos.
(Evans, 1927; Filep, 2003; Fowler, 1981).

La existencia de una “teoria” de la razon basada en el principio de la biseccidn.
Este asunto es tratado minuciosamente en uno de los documentos (Knorr, 1978) y
en otro del mismo autor (Knorr, 1992).

La concrecion, en el Libro V de Elementos, de una teoria de la proporcion para las
razones entre magnitudes geométricas. Bajo este asunto se identifican al menos
cuatro tematicas: La discusidn sobre la teoria de la proporcién como estrategia
para afrontar la anomalia producida por la existencia de magnitudes
inconmensurables (Bongiovanni, 2005; Filep, 2003; Gonzalez Urbaneja, 2008;
Jiménez, 2006; Rusnock & Thagard, 1995), el estudio de algunos elementos de la
teoria euclidiana de la proporcidn presentada en el Libro V (Gonzédlez Urbaneja,
2008; Jiménez, 2006; Mederos Martin, 2000), los origenes extra-matematicos de la
Definicion V. 5 (Riddell, 1979) y los nexos entre la teoria euclidiana de la
proporcién y los nimeros reales. (Bongiovanni, 2005; Jiménez, 2006).

Adicionalmente, en el conjunto de documentos en cuestidn, identificamos:

Vi.

El tratamiento de asuntos de un orden meta-matematico o, si se prefiere,
histdrico-epistemolégico. Dos asuntos se ubican acd, a saber: la discusién sobre las
proporciones como elemento fundamental, al lado de los objetos de la Geometria,
como via para la obtencién de conocimiento cierto (Mederos Martin, 2000); vy, la
discusidn acerca de si la teoria de la razéon basada en la antanairesis y la teoria de la
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proporcién euclidiana, fueron efectivamente teorias, en un sentido fuerte (Saito,
2003).

Los documentos clasificados bajo el hito que titulamos la teoria euclidiana abordan

distintos objetos, y los hemos agrupado temdticamente como sigue:

Vii.

viii.

Condiciones de emergencia del Libro V. Uno de los documentos aborda el
ambiente intelectual de surgimiento del Libro V (Dhombres, 1978). Otro autor
(Riddell, 1979) discute posibles nexos u origenes, extra-matematicos, de la
Definicion V. 5. Uno mas examina en detalle el aporte de Eudoxo y de sus
concepciones epistemoldgicas y matematicas, a la teoria del Libro V (Gardies,
1988).

Re-escritura de la teoria euclidiana. Tres de los libros referidos (De Morgan, 1836;
M. J. M. Hill, 1900, 1914) constituyen intentos de re-escritura de la teoria
euclidiana de la proporcién, con la intencién de que su contenido sea mas
comprensible para quien la estudie; las propuestas incorporan notaciones
modernas y la idea de escalas de multiplos relativos, propuesta por De Morgan.
Estos trabajos son acompafnados también, con la misma intencidn didactica, por
tres articulos (M. J. M. Hill, 1912a, 1912b, 1923, 1928), uno de ellos publicado en
dos partes. Adicionalmente, encontramos un articulo (escrito en dos partes) que
procura una reescritura de la teoria del Libro V, con notacién y conceptos
modernos (Berghout, 1974, 1975).

Traduccion comentada de la teoria euclidiana. Dos traducciones al Inglés y
Espanol, respectivamente, (Heath, 1908; Puertas, 1994), incluyen comentarios
histéricos sobre el contenido del Libro V de Elementos.

Estudio de algunos apartes del Libro V. Algunos autores discuten las definiciones
centrales del Libro V y algunas proposiciones del mismo (Dhombres, 1978; Fine,
1917; Grattan-Guinness, 1996, 1997; Levi, 2003; Stein, 1990; Zubieta, 1991). Otros
documentos abordan el estudio de un aspecto especifico, como la homogeneidad
de las magnitudes implicadas en el Libro V (Mueller, 1970), la Definicién V. 5 y el
tipo de pensamiento matematico involucrado (Guacaneme, 2015), la Definicién V.
8 (Vitrac, 1996), la Definicién V. 17 (razén por igualdad) (Aujac, 1986), la
proposicién 8, como hito de la generalidad en Matematicas (Acerbi, 2003b), o la
proposicién 14 (Gardies, 1991; Saito, 1994a).
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En los documentos constitutivos del hito que llamamos la proporcion en la época

helenistica no identificamos un tratamiento de las razones entre magnitudes geométricas

sino aspectos de las razones entre nimeros o de las proporciones aritméticas. No

obstante hay que precisar que el argumento relacionado con el uso de la divisidon en

extrema y media razén en la poesia de Virgilio (Waterhouse, 1972), si precisa una

referencia al cardcter estrictamente geométrico (o mds precisamente, tedrico-geométrico)

de tal division. Por esta razdn no reportamos un tema especifico.

Los documentos reportados en la seccion titulada traducciones arabes y latinas permiten

reconocer los siguientes temas:

Xi.

Xii.

Xiii.

Xiv.

Precisiones acerca de las versiones de las traducciones de Elementos y los
comentarios a las mismas. Algunos documentos (De Young, 1984, 1992) discuten,
a la luz de nuevas evidencias y analisis histéricos, la version mas ampliamente
conocida de las traducciones arabes de Elementos, ubicada en la introduccion de
una traduccién de los mismos (Heath, 1908). De manera semejante otro
documento (Brentjes, 2001) discute las diferencias y semejanzas entre un texto
arabe y otro latino; este mismo autor resefia la historia de tales traducciones
realizadas entre los siglos IX y XlII (Brentjes, 2008).

Explicaciones de la Definicidn V. 5. Uno de los documentos (Vahabzadeh, 1994)
refiere dos propuestas, casi idénticas pero con siete siglos de diferencia, de
explicacion de la Definicion V. 5. Otro documento (Rashed & Vahabzadeh, 1999)
discute a profundidad un tratamiento drabe de la nocién de proporcién implicada
en esta misma definicion. Dos documentos mds (Hogendijk, 2002; Vitrac, 2002)
abordan interpretaciones que comentaristas d4rabes hacen de la idea de
proporcidén, asocidandola con la antanairesis.

Interpretaciones de la composicidon de razones. Dos de los documentos (Rashed &
Vahabzadeh, 1999; Vitrac, 2000) estudian y explicitan los comentarios arabes sobre
la composicién de razones (o las razones compuestas de razones).

Los diagramas en las traducciones arabes. Este asunto es tratado de manera
profunda, pero aun de forma preliminar, por un documento (De Young, 2005) que
asume los diagramas geométricos de al-Hajjaj como una tradicién que circula en
las traducciones y comentarios arabes.
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Los documentos referidos bajo el titulo adaptaciones de la teoria en la Baja Edad Media y

el Renacimiento versan sobre:

XV.

XVi.

La reescritura de los Libros de Elementos o la redefinicion de conceptos. En uno
de los documentos (Goldstein, 2000) se discute la manera como algunas
traducciones de los primeros libros de Elementos, fueron condicionadas por los
desarrollos en Aritmética y Algebra; se habla asi, por ejemplo, de la aritmetizacién
de la teoria de las proporciones del Libro V. En un sentido similar en otro
documento (Giusti, 2008) se examinan las trasformaciones del Libro V en el siglo
XVI; una de ellas es tratada de manera particular en uno de los documentos
(Rommevaux, 2013). Las transformaciones y estudios de la teoria de las
proporciones en el siglo XVII son el objeto de estudio de otro documento
(Lamandé, 2013). Uno de los documentos trata la composicidon de razones sin
restriccion de su significado geométrico (Glenie, 1777), mientras que otro (Craik,
2009) analiza la obra de Gleine. Otros dos documentos (Massa Esteve, 1997, 2003)
exhiben el desarrollo por parte de Mengoli de una teoria de las cuasi-proporciones
para calcular algunas cuadraturas o de una teoria de las razones logaritmicas
(razones de razones), con base en la propuesta euclidiana del Libro V de
Elementos. Otro documento (Rommevaux, 2003) estudia la irracionalidad de la
razon entre la diagonal y el lado del cuadrado, bajo las ideas de razén irracional
mediada por la “denominacion” de razones.

La extension del trabajo euclidiano a dominios no matematicos. Un documento
(Drake, 1973) refleja cdbmo, con base en una teoria medieval de las proporciones y
la incorporacién de una forma de denominacidon de las razones, se amplia el
dominio de las razones de magnitudes geométricas para incorporar tratamientos
de magnitudes fisicas; en una direccién similar otro documento (Celeyrette &
Mazet, 2003) discute como el Tratado sobre razones de Albert de Sajonia participa
de la discusién y difusién del tratamiento medieval sobre el movimiento. Otros
documentos (Palmieri, 2001, 2003) resenan intentos de reformulacién de la teoria
para evitar la idea de equimdltiplo en la aplicacién de la teoria fuera del dominio
geométrico o la formulacién de una nueva definicién, menos ligada a lo
geométrico, a partir de la cual se pudiera deducir la definicion euclidiana (es decir
la que incorpora la idea de equimdultiplo). De manera cercana a estos otro
documento (Alvarez Jiménez, s.f) discute el uso de la teoria euclidiana de la
proporcién por Galileo.
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XVii.

El uso de una propuesta tedrica sobre las razones, en el estudio de las
Matematicas. Esto es precisamente lo que se reporta en dos de los documentos
resefiados (Biard, 2003; Sylla, 2007). La estrategia discutida va en contravia del uso
del estilo euclidiano en la ensefianza de las Matemadticas e incorpora discusiones
sobre asuntos de la Fisica y la Filosofia de las Matemadticas; la propuesta tedrica
sobre las razones refiere al Tractatus de proportionibus y particularmente a la “ley
de Bradwardine” (Celeyrette, 2008; Sylla, 2008) sobre el movimiento.

Los documentos relativos a la influencia de la teoria de la proporcidn en la construccion

de los reales, al igual que algunos resefiados en el segundo de los hitos, establecen

claramente un tema:

XViii.

Relacidn de la teoria de la proporcion y los numeros reales. Este asunto, si bien no
es el centro de varios documentos (Dhombres, 1978; Fine, 1917; Gardies, 1988;
Levi, 2003; Martifion Cejas, 1992; Stein, 1990; Zubieta, 1991), si constituye objeto
de referencia destacado en los mismos. Sin embargo, en la menos un articulo
(Corry, 1994) la relacidon entre la teoria euclidiana de la proporcién y la
construccion de los numeros reales por Dedekind si constituye el nucleo del
mismo. Otro documento (Guacaneme, 2012d) aborda dicha relacion, pero también
refiere a la construccién de Frege.

A través de los documentos reportados bajo el subtitulo otros identificamos el

tratamiento de:

XiX.

XX.

XXi.

Una historia de la teoria de la proporciéon. Al menos tres documentos (Cousquer,
1994; Oller Marcén & Gairin Salldn, 2013; Yuste, 2004) refieren aspectos de lo que
se podria considerar una historia de la teoria de la proporcion; uno de ellos (Oller
Marcén & Gairin Sallan, 2013) enfatiza en la historia de la teoria de la proporcién
en el dmbito aritmético. Dos mas contienen informacidn sintética sobre hitos de la
misma (Dhombres & Giusti, 1989, 1990).

Usos estéticos de la teoria de la proporcion. Uno de estos usos se expresa en la
Arquitectura y especificamente en el analisis del uso de la proporcién arménica
(Mitrovié & Djordjevi¢, 1990).

La razén de oro. Si bien el tema (también conocido como seccidon dorada, nimero
de oro, media de oro, divina proporcién o division en media y extrema razén) tiene
muchisimas referencias mas, no tenidas en cuenta entre los documentos
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resefiados antes, identificamos a través de nuestra busqueda bibliografica sobre la
teoria de la proporcion unos especificos (Fett, 2006; Markowsky, 1992).

Los demas articulos resefiados (Gandon, 2009; Simonson, 2000b, 2000c; Sutherland, 2006)
no los logramos ubicar en relacién con una tematica especifica de las aludidas antes.
Debemos resaltar que estuvimos tentados a ubicar uno de ellos (Gandon, 2009) en el
apartado titulado teoria euclidiana pero advertimos que mas que estudiar esta, lo que
hace es estudiar las motivaciones matematicas y l6gicas de De Morgan para re-presentar
una teoria de las proporciones.

4.3 La historia de la teoria euclidiana de la proporcion a traves
de dos categorias de analisis

En el capitulo anterior construimos un marco de referencia en relacién con las preguntas
sobre el qué, por qué, para qué y como de la HM en el CPM. Con base en los documentos
de la historia de la proporcién no vemos pertinente abordar las preguntas sobre el por
qué y el cdmo, pues su contenido no refiere estos asuntos. Si, vemos posible identificar los
tipos de objetos y de HM que contemplan los documentos y anticipar posibles papeles
que desempefiarian a favor del CPM.

4.3.1 ¢Que tipos de objetos y de Historia de las Matematicas se identifica

en los documentos?
Recordemos que en el capitulo anterior propusimos que la pregunta sobre el qué HM se
podia responder desde dos enfoques; uno relativo al tipo de objeto de estudio y el otro
frente al tipo de HM o tratamiento de la misma.

274

Veamos inicialmente, a través de la Tabla 100°", los tipos de objeto de estudio que se

pueden reconocer en los documentos que constituyen parte sustancial de la historia de la

teoria de la proporcién del Libro V2”>.

274 Las convenciones que se emplean son como sigue:
Bio / Crono Biografias y cronologia.
FP/FS/FT Fuentes primarias, secundarias, terciarias.
Teo / Sud / Disc Teorias / Subdisciplinas / Disciplinas.
Tem /Proc/Prob  Temas / Procesos / Problemas.
PM Pensamiento matematico.
MH / MnH Matemadticas hegemdnicas / Matematicas de culturas no hegeménicas.
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FP Teo Tem

Documento B'°Crono Fs Sub  Proc pm  MH M Am'X'mH HM-E
FT Disc Prob

(Evans, 1927) FS Tem MH
(Knorr, 1978) FS Teo MH
(Fowler, 1979) FS Tem MH
(Fowler, 1981) FS Tem MH
(Rusnock & Thagard, FS Prob PM MH AmM
1995)
(Mederos Martin, FS Tem MH AmM
2000)
(Filep, 2003) FS Tem MH
(Saito, 2003) FS Teo MH AmM
(Jiménez, 2006) FS Tem MH
(Gonzdlez Urbaneja, FS Tem MH
2008)
(De Morgan, 1836) FP Teo MH HM-E
(M. J. M. Hill, 1900) FP Teo MH HM-E
(Heath, 1908) FP/FS Teo MH AmM
(M. J. M. Hill, 1912a, FS Tem MH
1912b)
(M. J. M. Hill, 1914) FP Tem MH HM-E
(Fine, 1917) FS Tem MH
(M. J. M. Hill, 1923) FS Tem MH
(M. J. M. Hill, 1928) FS Teo MH AmM
(Mueller, 1970) FS Tem PM MH AmM
(Berghout, 1974, FS Teo MH
1975)
(Dhombres, 1978) FS Teo MH
(Riddell, 1979) FS Tem MH AmM
(Fowler, 1982b) FS Tem MH
(Aujac, 1986) FS Tem MH
(Gardies, 1988) FS Teo MH
(Stein, 1990) FS Tem MH
(Gardies, 1991) FS Tem MH
(Zubieta, 1991) FS Tem MH
(Martinon Cejas, FS Tem MH
1992)
(Puertas, 1994) FP/FS | Teo MH AmM
(Saito, 1994a) FS Tem MH
(Grattan-Guinness, FS Tem MH
1996, 1997)

AmM / AmH Asuntos meta-matematicos /Asuntos meta-histdricos.

HM-E Relacion de HM con lo educativo.

275 . , . . e .z .
Si la celda aparece vacia debe interpretarse que el documento no admite clasificacion alguna en la respectiva

categoria.
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. FP Teo Tem
Documento B'°Crono Fs Sub  Proc pm  MH M Am'X'mH HM-E
FT Disc Prob

(Vitrac, 1996) FS Tem MH
(Acerbi, 2003b) FS Proc MH
(Levi, 2003) FS Tem MH
(Guacaneme, 2015) FT Tem PM MH HM-E
(Waterhouse, 1972) FT Tem MH
(De Young, 1984) FS Teo MnH AmH
(Vahabzadeh, 1994) FS Tem MnH
(Rashed & FS Tem MnH
Vahabzadeh, 1999)
(Vitrac, 2000) FS Tem MH
(Hogendijk, 2002) FS Tem MnH
(Vitrac, 2002) FS Tem MnH
(De Young, 2005) FS Tem MnH AmM
(Glenie, 1777) FP Tem MH
(Drake, 1973) FS Tem MH
(Massa Esteve, 1997) FS Teo MH
(Goldstein, 2000) FS Tem MH AmM
(Palmieri, 2001) FS Tem MH
(Palmieri, 2003) FS Tem PM MH AmM
(Massa Esteve, 2003) FS Teo MH
(Sylla, 2008) FS Teo MH AmM
(Giusti, 2008) FS Tem MH
(Lamandé, 2013) FS Teo MH
(Rommevaux, 2013) FS Teo MH
(Alvarez Jiménez, s.f) FS Tem MH AmM
(Corry, 1994) FS Tem MH
(Guacaneme, 2012d) FT Tem MH HM-E
(Cousquer, 1994) FS Tem MH HM-E
(Yuste, 2004) FS Tem MH
(Sutherland, 2006) FS Tem PM MH AmM
(Oller Marcén & FS Tem MH
Gairin Sallan, 2013)

Tabla 100 Tipos de objetos identificados en los documentos

En la Tabla 100 hemos excluido algunos de los documentos citados antes que no se
relacionan con la teoria euclidiana de la proporcion del Libro V de Elementos, aunque si
hacen parte de la historia de la proporcién. Especificamente, de los citados bajo el titulo
“teorias pre-euclidianas” excluimos dieciséis documentos (Becker, 1933; Bongiovanni,
2005; Cajori, 1928; Caveing, 1994; Santiago Fernandez Fernandez, 1988; Filep, 1999,
2004; Fowler, 1980, 1982a, 1999; Fowler & Rawlins, 1983; Knorr, 1975, 1992; Larsen,
1984; Mendell, 2007; Szabd, 1978; Thorup, 1992); de los referidos en “la proporcidén en la
época helenistica” descartamos cuatro (Curchin & Fischler, 1981; Christianidis, 1998;
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Kappraff, 2000; Klein, 1968); de los resefiados en “las traducciones arabes y latinas”
exceptuamos cuatro (Brentjes, 2001, 2008; De Young, 1992; Hgyrup, 2006); de los
documentos incluidos en “adaptaciones de la teoria en la Baja Edad Media y el
Renacimiento” excluimos siete (Biard, 2003; Celeyrette, 2008; Celeyrette & Mazet, 2003;
Craik, 2009; Grant, 1960; Rommevaux, 2003; Sylla, 2007); y de los documentos bajo el
titulo “otros” exceptuamos ocho (Dhombres & Giusti, 1989, 1990; Euser, 2000; Fett, 2006;
Gandon, 2009; Markowsky, 1992; Mitrovi¢ & Djordjevi¢, 1990; Simonson, 2000b, 2000c).
Como era de esperarse, no prescindimos de ninguno de los documentos relacionados bajo
los titulos “teoria euclidiana” e “influencia de la teoria de la proporcion en la construccion
de los reales”.

La caracterizacion de los documentos a través de la Tabla 100 ofrece informacion que
merece ser destacada para cada una de las categorias.

Como se puede observar, consideramos que los documentos no se clasificaban bajo la
categoria “Biografia / Cronologia”, lo cual no significa que algunos aspectos biograficos no
sean presentados o que el asunto temporal no sea considerado; lo que significa es que
estos asuntos no son centrales en los documentos. Lo anterior no obsta para resaltar que
las historias de la proporcién (Cousquer, 1994; Oller Marcén & Gairin Sallan, 2013; Yuste,
2004) se organizan cronoldgicamente.

Resaltemos, ahora, que identificamos que la mayoria de documentos son fuentes
secundarias relacionadas con la teoria euclidiana de la proporcion. Como fuentes
primarias reconocimos dos traducciones de Elementos (Heath, 1908; Puertas, 1994),
documentos que a la vez pueden ser entendidos como fuentes secundarias si se considera
la produccién integrada como notas de pie de pdagina a las traducciones, y tres propuestas
de teoria de la proporcién (De Morgan, 1836; Glenie, 1777; M. J. M. Hill, 1900, 1914), dos
de ellas generadas con la intencionalidad didactica de propender por una mejor
comprensién de la abstrusa teoria euclidiana. Entre tanto, catalogamos tres fuentes como
terciarias, dos de ellas con una alusion clara sobre lo educativo (Guacaneme, 2012d, 2015)
y la tercera (Waterhouse, 1972) exhibiendo un uso de un aspecto de la teoria de la
proporcién, como parte de un argumento en el dmbito del andlisis literario.

Al mirar las frecuencias de los valores de las dos siguientes categorias, se advierte que de
los sesenta y dos documentos, la mayoria (cuarenta y cuatro) refieren estudios de
tematicas especificas relacionadas con la teoria eucidiana de la proporcion, dieciséis
abordan el estudio de teorias o presentan una teoria, uno (Acerbi, 2003b) refiere a un
proceso y uno (Rusnock & Thagard, 1995) a un problema. Este ultimo aborda el problema
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de la apariciéon de la inconmensurabilidad como anomalia, desde un punto de vista
epistemoldgico, mas que como problema matematico; la generalidad es el proceso
referido en el documento citado.

Por otra parte, el contenido de cinco documentos permitié catalogarlos en relacién con el
tratamiento del pensamiento matematico. Las estrategias de solucién de una anomalia
matemadtica o, mds precisamente, meta-matematica (Rusnock & Thagard, 1995), el
estudio de una manera de concebir la homogeneidad de las magnitudes desde la
generalidad (Mueller, 1970), la identificacion de un tipo de pensamiento aditivo en el
tratamiento de la proporcionalidad (Guacaneme, 2015), la exploracion de los mecanismos
cognitivos en la matematizacién de la naturaleza en Galileo (Palmieri, 2003) y la influencia
gue la teoria de la proporcion pudo tener en una postura filosdfica (Sutherland, 2006),
constituyen las tematicas de tales documentos.

Al examinar los documentos se establecié que la gran mayoria versan sobre la historia de
las Matematicas occidentales y de las escuelas europeas, sin embargo, clasificamos los
documentos descritos bajo el titulo “traducciones arabes y latinas” como de Matematicas
no hegemodnicas (salvo uno de ellos que tiene un fuerte contenido de las Matematicas
griegas), bajo el entendido que la contribucién de la cultura drabe se ha subordinado y
gue, en este sentido, pareciera representar unas Matematicas de culturas no
hegemodnicas. Mas alld de ello, vale la pena resaltar que en el listado de documentos no
disponemos de alguno que verse sobre el tratamiento de la teoria de la proporcién en
culturas orientales o comunidades indigenas.

Al mirar el resultado de la clasificacion sobre asuntos meta-matematicos y meta-
histodricos, se advierte que solo un documento (De Young, 1984) exhibe un contenido que
consideramos meta-histérico, en tanto plantea y discute la unicidad o diversidad de
traducciones drabes de Elementos. Asimismo se reconoce que catorce documentos
abordan asuntos meta-matematicos relacionados con, entre otros: la solucién de
anomalias (Rusnock & Thagard, 1995), la proporcién como método para explicar la
relacion entre el todo y las partes y via para la obtencion de conocimiento cierto (Mederos
Martin, 2000), las condiciones para considerar un cuerpo deductivo como teoria
matematica (Saito, 2003), la identificacion de problemas légicos en la teoria euclidiana de
la proporcion (M. J. M. Hill, 1928), la existencia de un nivel de generalidad para las
magnitudes que abstrae el problema de la homogeneidad (Mueller, 1970), el origen
cinematico de nociones matematicas centrales en la teoria euclidiana de la proporcion
(Riddell, 1979), el lugar de los diagramas geométricos en algunas traducciones arabes de
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Elementos (De Young, 2005), el lugar adjudicado al rigor geométrico en relacion con el
rigor algebraico en algunas ediciones de Elementos (Goldstein, 2000), la consideraciéon de
la teoria de la proporcion como lenguaje de matematizacién de la Fisica (Palmieri, 2003),
el rechazo de una fundamentacién matemadtica para una ley fisica (Sylla, 2008), el
surgimiento razones entendidas como magnitudes fisicas (Alvarez Jiménez, s.f), el lugar de
la teoria euclidiana de la proporcién en las posturas filoséficas kantianas (Sutherland,
2006).

En la dltima categoria se ubicaron seis documentos que establecen una relacion de la HM
con lo educativo. Tres de estos documentos (De Morgan, 1836; M. J. M. Hill, 1900, 1914),
como ya lo mencionamos, establecen unas teorias para hacer la teoria euclidiana de la
proporcidon mas comprensible; los otros tres exhiben reflexiones en relacién con lo
educativo (Cousquer, 1994; Guacaneme, 2012d, 2015).

276 ., . .
Veamos ahora en la Tabla 101" la catalogacién de los mismos documentos considerados
en el anterior subtitulo, pero esta vez de acuerdo con las categorias del tipo de HM.

Documento : R Ev Hi 0
E A S He An

(Evans, 1927) I A Ev He
(Knorr, 1978) I A  Ev Hi
(Fowler, 1979) I A Ev He
(Fowler, 1981) I A  Ev He
(Rusnock & Thagard, 1995) E A Ev Hi
(Mederos Martin, 2000) I/E A Ev He
(Filep, 2003) I A Ev He
(Saito, 2003) I A S  Hi
(Jiménez, 2006) I A Ev He
(Gonzalez Urbaneja, 2008) I A  Ev He
(De Morgan, 1836) I S (0]
(M. J. M. Hill, 1900) | S o}
(Heath, 1908) | A S He
(M. J. M. Hill, 1912a, 1912b) | A S Hi
(M. J. M. Hill, 1914) | A S He O
(Fine, 1917) I A  Ev He

276 . .
Las convenciones que se emplean son como sigue:

I/E Internalista / Externalista.
R/A Relato / Andlisis.

Ev/S Evolutiva / Situada.

Hi /He Historia / Herencia.
O/An Original / Anacrénico.

350



Potencial formativo de la historia de la teoria euclidiana de la proporcion en la constitucion del conocimiento del profesor de matemdticas.

Documento : R Ev Hi 0
E A S He An

(M. J. M. Hill, 1923) | A S He
(M. J. M. Hill, 1928) I A S Hi
(Mueller, 1970) E A S He
(Berghout, 1974, 1975) I A S He An
(Dhombres, 1978) I/E A  Ev He
(Riddell, 1979) E A S Hi o}
(Fowler, 1982b) | A S He An
(Aujac, 1986) I A  Ev He
(Gardies, 1988) | A Ev Hi
(Stein, 1990) I A  Ev He An
(Gardies, 1991) | A S He
(Zubieta, 1991) I A S He An
(Martifion Cejas, 1992) | A Ev He An
(Puertas, 1994) I A S He
(Saito, 1994a) | A S He
(Grattan-Guinness, 1996, 1997) | | A S He
(Vitrac, 1996) | A S Hi
(Acerbi, 2003b) I A  Ev He
(Levi, 2003) I A Ev He
(Guacaneme, 2015) I A S He
(Waterhouse, 1972) E A
(De Young, 1984) A Ev Hi
(Vahabzadeh, 1994) | A S
(Rashed & Vahabzadeh, 1999) I A S | Hi
(Vitrac, 2000) I A  Ev Hi
(Hogendijk, 2002) I A S He
(Vitrac, 2002) | A S  Hi
(De Young, 2005) I A S He O
(Glenie, 1777) | S o}
(Drake, 1973) I A S He
(Massa Esteve, 1997) I A S He O
(Goldstein, 2000) | A S Hi
(Palmieri, 2001) | A S  Hi
(Palmieri, 2003) E A S Hi
(Massa Esteve, 2003) | A Ev He O
(Sylla, 2008) I/E A S Hi
(Giusti, 2008) | A Ev He
(Lamandé, 2013) I A Ev Hi
(Rommevaux, 2013) | A Ev He
(Alvarez Jiménez, s.f) I/E A S He
(Corry, 1994) | A Ev Hi 0]
(Guacaneme, 2012d) I A  Ev He
(Cousquer, 1994) | A Ev He
(Yuste, 2004) I A Ev He
(Sutherland, 2006) | A
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| R Ev Hi (o)

Documento E A s He An

(Oller Marcén & Gairin Sallan, | | A Ev He
2013)
Tabla 101 Tipos de HM identificados en los documentos

Destaguemos alguna informacidn que se lee en la Tabla 101.

Claramente se observa que la gran mayoria de documentos (cincuenta y ocho de sesenta y
dos) exhiben una aproximaciéon internalista a la HM, pero en cuatro de ellos hemos
identificado simultdneamente tratamientos externalistas; estos ultimos se suman a otros
cinco con aproximaciones externalistas. Algunos de los asuntos tratados por estos nueve
documentos son: un esquema de pensamiento cientifico —mas alld del matematico
mismo— para afrontar anomalias (Rusnock & Thagard, 1995), el estudio de
manifestaciones culturales griegas de objetos para/proto-matematicos en disciplinas no
matemadticas (Mederos Martin, 2000), una conceptualizacién metafisica de la idea de
magnitud subyacente en una obra matematica (Mueller, 1970), una aproximacién
filoséfica a las ideas de numero y magnitud (Dhombres, 1978), ambientes extra-
matematicos de surgimiento de ideas matematicas (Riddell, 1979), el empleo de una idea
matematica en el andlisis de la poesia (Waterhouse, 1972), y las interacciones entre el
estudio de la naturaleza y unas ideas y lenguaje matematicos (Alvarez lJiménez, s.f;
Palmieri, 2003; Sylla, 2008). Finalmente, sefialemos que un documento (De Young, 1984)
no tiene clasificacién en esta categoria.

Una mirada a la segunda categoria de la Tabla 101 devela que salvo las teorias
matematicas stricto sensu, los demas documentos presentan analisis histéricos, es decir,
ninguno de ellos es un relato histérico.

Al observar la tercera categoria se reconoce que aproximadamente la mitad de los
documentos refieren un tratamiento evolutivo de la teoria euclidiana de la proporcion, en
tanto que los otros exhiben un tratamiento situado; solo un documento (Sutherland,
2006) no se ubica ni como evolutivo ni como situado. En general, los documentos
clasificados como evolutivos, tratan la evolucién de la teoria (o de parte de esta) entre los
hitos sefialados; entre tanto los catalogados como situados, estudian la teoria (o parte de
esta) en un momento particular, sin fuerte relacion con sus antecedentes o con sus
apariciones posteriores.

Para el caso de la categoria “Historia / Herencia” se identific el tratamiento de treinta y
ocho documentos en relacién con la “Herencia”, en tanto que otros dieciocho

352



Potencial formativo de la historia de la teoria euclidiana de la proporcion en la constitucion del conocimiento del profesor de matemdticas.

documentos se identificaron con un tratamiento de “Historia”; el tratamiento de seis
documentos (De Morgan, 1836; Glenie, 1777; M. J. M. Hill, 1900; Sutherland, 2006;
Vahabzadeh, 1994; Waterhouse, 1972) no se logré identificar con ninguna de las dos
opciones. Algunos de los asuntos identificados en los documentos catalogados como
“Historia” son: la existencia de una teoria de la proporcién, basada en el principio de
biseccion, poco referida por los historiadores (Knorr, 1978), la existencia de opciones
diversas para solucionar una anomalia (Rusnock & Thagard, 1995), la consideracién de
existencia de teorias incompletas ampliamente validadas (Saito, 2003), la identificacion de
falencias e incomprensiones de corpus tedricos consolidados (Gardies, 1988; M. J. M. Hill,
1912a, 1912b, 1928; Rashed & Vahabzadeh, 1999; Vitrac, 1996, 2000, 2002), las
motivaciones e impulsos extra-matematicos a ideas matematicas (Palmieri, 2001, 2003;
Riddell, 1979; Sylla, 2008), la reformulacién de historias ya consolidadas (Corry, 1994; De
Young, 1984), y los diversos rumbos o tendencias que toma una teoria (Goldstein, 2000;
Lamandé, 2013).

Finalmente, respecto de la quinta categoria, se identifican nueve documentos que exhiben
tratamientos “originales” de las obras matematicas; naturalmente alli se encuentran las
teorias matematicas expuestas (De Morgan, 1836; Glenie, 1777; M. J. M. Hill, 1900, 1914),
aungue también documentos en los que se cuida por presentar los aspectos matematicos
objeto de discusion de la manera como la presentd el autor en su obra (De Young, 2005;
Massa Esteve, 1997, 2003; Riddell, 1979) o con los argumentos fieles del autor de la obra
matematica (Corry, 1994). Por otra parte se identifican cinco documentos que exhiben
claramente tratamientos de lo histdrico desde la perspectiva del cientifico moderno
(Berghout, 1974, 1975; Fowler, 1982b; Martifion Cejas, 1992; Stein, 1990; Zubieta, 1991).
Si bien la gran mayoria de documentos no lograron ser clasificados en las opciones de esta
categoria, debemos reconocer que muchos de ellos emplean una simbologia o formas de
notacién modernas para el tratamiento de las razones y proporciones, lo cual, desde
nuestra perspectiva, distorsiona los andlisis reportados.

4.3.2 ¢Para qué el estudio de la historia de la teoria euclidiana de la
proporcion?

Recordemos, inicialmente, que cuando discutimos la pregunta sobre el para qué la HM en

el CPM identificamos dos grupos de respuestas, uno referia a dotar al profesor de

Matematicas de visiones, en tanto que el otro referia a dotarlo de artefactos para el

desempefiio docente; el primero tenia cuatro expresiones, en tanto que el segundo tres.
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Los encabezados de la Tabla 102%”’

refieren a tales expresiones; en esta hemos ubicado
cada uno de los sesenta y dos documentos tratados antes y, atendiendo a su contenido,
hemos establecido cuales de estas expresiones podrian favorecerse a través de un trabajo

en torno a cada documento.

Documento VAM vm VCM VoM MEPM MEIA CPP
(Evans, 1927) VOM
(Knorr, 1978) VOM
(Fowler, 1979) VOM
(Fowler, 1981) VOM
(Rusnock & Thagard, 1995) VAM VM MEPM
(Mederos Martin, 2000) VM VCM
(Filep, 2003) VOM MEIA
(Saito, 2003) VM
(Jiménez, 2006) VOM MEIA
(Gonzélez Urbaneja, 2008) VAM VM
(De Morgan, 1836) VCM MEIA CPP
(M. J. M. Hill, 1900) VCM MEIA CPP
(Heath, 1908) VOM CPP
(M. J. M. Hill, 1912a, 1912b) MEPM
(M. J. M. Hill, 1914) VCM MEIA CPP
(Fine, 1917) VOM
(M. J. M. Hill, 1923) VCM
(M. J. M. Hill, 1928) MEPM
(Mueller, 1970) VAM VCM
(Berghout, 1974, 1975) VOM CPP
(Dhombres, 1978) VAM
(Riddell, 1979) VAM VM
(Fowler, 1982b) VOM
(Aujac, 1986) VOM
(Gardies, 1988) MEPM
(Stein, 1990) VOM
(Gardies, 1991) VOM
(Zubieta, 1991) VOM
(Martinon Cejas, 1992) VOM
(Puertas, 1994) VOM CPP
(Saito, 1994a) VOM

277 . .
Las convenciones que se emplean son como sigue:

VAM Vision de la actividad matematica.

VM Vision de las Matematicas.

VCM Vision del conocimiento matematico.

vVOM Visién de los objetos matematicos.

MEPM Mirada epistemoldgica y del pensamiento matematico.
MEIA Maneras de ensefiar e insumos para el aula y el curriculo.
CPP Competencias personales y profesionales.
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Documento VAM vm VCM VoM MEPM MEIA CPP
(Grattan-Guinness, 1996, VOM
1997)
(Vitrac, 1996) VCM
(Acerbi, 2003b) VOM
(Levi, 2003) VOM
(Guacaneme, 2015) VOM MEPM MEIA
(Waterhouse, 1972) VM
(De Young, 1984) VM
(Vahabzadeh, 1994) VOM
(Rashed & Vahabzadeh, MEPM
1999)
(Vitrac, 2000) MEPM
(Hogendijk, 2002) VOM
(Vitrac, 2002) MEPM
(De Young, 2005) VAM VOM
(Glenie, 1777) VM CPP
(Drake, 1973) VM
(Massa Esteve, 1997) VAM VOM CPP
(Goldstein, 2000) VM MEPM
(Palmieri, 2001) VM MEPM
(Palmieri, 2003) VM MEPM
(Massa Esteve, 2003) VAM VOM CPP
(Sylla, 2008) VM MEPM
(Giusti, 2008) VM VOM
(Lamandé, 2013) VM VOM
(Rommevaux, 2013) VM
(Alvarez Jiménez, s.f) VM VOM | MEPM
(Corry, 1994) VAM
(Guacaneme, 2012d) VM
(Cousquer, 1994) VM VOM MEIA
(Yuste, 2004) VM VOM
(Sutherland, 2006) VM
(Oller Marcén & Gairin VM VOM
Sallan, 2013)

Tabla 102 Intenciones formativas identificadas en los documentos

La Tabla 102 ofrece un panorama descriptivo para el conjunto de documentos y para cada
una de las siete intenciones formativas establecidas en el marco de referencia; veamos:

En primer lugar, se reconoce que nueve documentos tienen el potencial de aportar a la
construccion de “visiones de la actividad matematica”, ello en tanto que todos ellos
contienen elementos relacionados con la actividad de creacién matematica. Asi, por
ejemplo, se pueden advertir: diferentes tipos de actividad matematica desplegadas para la
solucion de anomalias (Rusnock & Thagard, 1995), circunstancias matematicas y filosoficas
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subyacentes a la identificacion de un problema y a la actividad creativa de su solucién
(Gonzdlez Urbaneja, 2008), el lugar de la abstraccion o generalidad (de la idea de
magnitud) en el establecimiento de una teoria (Mueller, 1970), las condiciones que un
ambiente intelectual dispone para la creacién matematica (Dhombres, 1978), la injerencia
de un modelo fisico en la intuicion geométrica (Riddell, 1979), el lugar que ocupan las
representaciones en la consolidaciéon de tradiciones epistémicas (De Young, 2005), el
efectivo estimulo que teorias consolidadas pueden hacer a la generacién de ideas
originales (Corry, 1994; Massa Esteve, 1997, 2003). Asimismo, debemos reconocer que no
identificamos documento alguno que abordara asuntos relacionados con los aspectos
estéticos ligados a la creacion matemadtica o con los rasgos del caracter humano intrinseco
y caracteristico de la actividad matemadtica, es decir otros aspectos descriptivos de la
categoria en cuestion.

En segundo lugar, se verifica que veintidds documentos podrian favorecer la “visién de las
Matematicas”. Especialmente trece de ellos tienen el potencial de mostrar el caracter
dinamico de las Matematicas, en tanto que exhiben la transformacion de sus objetos en el
tiempo y muestran evidencias de que estos se constituyen, modifican o extienden, como
respuesta a problemas matematicos y extra-matematicos (Cousquer, 1994; De Young,
1984; Giusti, 2008; Glenie, 1777; Goldstein, 2000; Guacaneme, 2012d; Lamandé, 2013;
Mederos Martin, 2000; Oller Marcén & Gairin Sallan, 2013; Rommevaux, 2013; Rusnock &
Thagard, 1995; Saito, 2003; Yuste, 2004). Vale la pena resaltar que si bien en este listado
de documentos se incluyen los documentos que reportan las historias de la proporcion
(Cousquer, 1994; Oller Marcén & Gairin Sallan, 2013; Yuste, 2004), también hay otros que
contienen incluso analisis histdricos situados; es decir que este caracter dindmico no es
exclusivo de analisis histéricos evolutivos. Por otra parte, dentro del listado de los
veintiddés documentos identificamos al menos nueve que permiten reconocer vinculos
importantes de las Matemdticas con otras disciplinas (Alvarez Jiménez, s.f; Drake, 1973;
Mederos Martin, 2000; Palmieri, 2001, 2003; Riddell, 1979; Sutherland, 2006; Sylla, 2008;
Waterhouse, 1972), lo cual hace que se constituyan en un referente para cuestionar el
escenario auto-referencial que usual y equivocadamente se le adjudica a las Matematicas.
En el grupo de veintidés documentos también incluimos uno que expresa ideas sobre la
naturaleza de la Geometria (Gonzalez Urbaneja, 2008) y, aporta desde la mirada a esta
disciplina, elementos a una vision de las Matematicas. No obstante las anteriores
potencialidades sefaladas, no identificamos documentos que trataran asuntos que
permitan valorar la importancia cultural de las Matematicas, en tanto que esta constituye
parte de la descripcidn de la categoria en cuestion.

356



Potencial formativo de la historia de la teoria euclidiana de la proporcion en la constitucion del conocimiento del profesor de matemdticas.

La mirada a la tercera categoria, “vision del conocimiento matematico”, arroja siete
documentos. Cuatro de ellos permiten reconocer al menos dos presentaciones alternas de
la teoria euclidiana de la proporcién para favorecer su comprension (De Morgan, 1836; M.
J. M. Hill, 1900, 1914, 1923); en este sentido configuran un potencial escenario de
reflexion acerca de la perfectibilidad del conocimiento matematico. Los otros tres
documentos refieren asuntos relativos al rigor y la verdad del conocimiento matemadtico
(Mederos Martin, 2000; Mueller, 1970; Vitrac, 1996). Por ejemplo, uno de los autores
(Mederos Martin, 2000) argumenta a favor de reconocer a la Geometria y la proporcién,
como método para revelar la relacién entre el todo y las partes, y como via para procurar
conocimiento verdadero; los otros documentos ofrecen una posibilidad de considerar
procesos matematicos (v.g., generalizacidon y conceptualizacién), como parte del
conocimiento geométrico, que condicionan fuertemente el desarrollo tedrico mismo.

La cuarta categoria tiene una amplia representacion en el corpus documental; en efecto,
aproximadamente la mitad de los documentos ha sido clasificada dentro de la categoria
“visién del objeto matemadtico”. Recordemos que dentro de esta se incluye: la revelacién
de asuntos ocultos o no necesariamente usuales de los objetos e ideas matematicos, la
exploracién del cardcter evolutivo de conceptos y procedimientos, y la identificacién de
distintos significados y sentidos de los conceptos matemadticos. Al menos ocho
documentos revelan asuntos no usuales de los objetos matematicos de la teoria de la
proporcién (De Young, 2005; Fowler, 1982b; Gardies, 1991; Guacaneme, 2015; Heath,
1908; Knorr, 1978; Puertas, 1994; Saito, 1994a). A modo de ejemplo se puede resaltar: la
existencia de una aproximacion tedrica a la proporcién basada en el principio de biseccién
y ligado al método de exhausion (Knorr, 1978); los nexos, no muy explorados, de la
divisién de un segmento en extrema y media razén con varias proposiciones de Elementos
(Fowler, 1982b), el caracter aditivo (no multiplicativo) de las ideas de razén y proporcién
en dos antiguas teorias de la razdn y la proporcién (Guacaneme, 2015); o el lugar de los
diagramas geométricos como componentes de una cierta tradicion de traducciones de
Elementos (De Young, 2005). El caracter evolutivo de los objetos matematicos esta
representado en cerca de dos decenas de documentos (Alvarez Jiménez, s.f; Aujac, 1986;
Cousquer, 1994; Evans, 1927; Filep, 2003; Fowler, 1979, 1981; Giusti, 2008; Hogendijk,
2002; Knorr, 1978; Lamandé, 2013; Levi, 2003; Martifién Cejas, 1992; Massa Esteve, 1997,
2003; Oller Marcén & Gairin Salldn, 2013; Stein, 1990; Yuste, 2004; Zubieta, 1991); la
cantidad de documentos y la variedad en sus planteamientos ofrece un contundente
escenario para contrarrestar la creencia usual sobre el caracter estatico y acabado de las
Matematicas y de sus objetos (y particularmente, en estos documentos, de las
definiciones de los conceptos nucleares de la teoria de la proporcién). Ligado a esto
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ultimo, algunos documentos centran su atencién en la trasformacidn de los significados de
tales conceptos, contandose entonces con una interesante y potente polisemia (Acerbi,
2003b; Aujac, 1986; Berghout, 1974, 1975; Evans, 1927; Hogendijk, 2002; Jiménez, 2006;
Levi, 2003; Vahabzadeh, 1994). También se ubicaron dos documentos que centran su
atencion en el estudio del objeto matematico mismo, mas que en su evolucién (Fine,
1917; Grattan-Guinness, 1996, 1997).

La quinta categoria, “mirada epistemoldgica y del pensamiento matematico”, tiene su
expresion en trece documentos. Once de estos abordan asuntos referidos a los obstaculos
y problemas epistemoldgicos; uno de ellos plantea la problematica epistemoldgica ligada
a la solucién de la anomalia de la teoria de la proporcién, consustancial a la
inconmensurabilidad (Rusnock & Thagard, 1995); los otros abordan anomalias de la teoria
euclidiana de la proporcién, problemas ldgicos u obstaculos para la adquisicion o
trasmision de las ideas de esta (Alvarez Jiménez, s.f; Gardies, 1988; Goldstein, 2000; M. J.
M. Hill, 1912a, 1912b, 1928; Palmieri, 2001; Rashed & Vahabzadeh, 1999; Sylla, 2008;
Vitrac, 2000, 2002). Al menos dos de los documentos discuten asuntos relacionados con el
pensamiento proporcional desde un punto de vista histérico (Guacaneme, 2015; Palmieri,
2003) y otro aborda un tratamiento de la proporcionalidad no muy préspero en el tiempo,
aungue si en su momento (Sylla, 2008); a este respecto, recordemos que este tipo de
asuntos los postulamos como descriptivos de la categoria en cuestion. Consideramos que
los documentos ubicados en esta categoria develan un ambito de condiciones epistémicas
gue podrian llegar a explicar los problemas que escolarmente se generan en el
tratamiento de la razén y la proporcion, por ejemplo, su énfasis en la aproximacion
aritmética, en detrimento de la aproximacidon geométrica (no métrica).

Con respecto a la categoria “maneras de ensefiar e insumos para el aula y el curriculo” se
identificaron siete documentos, ninguno de ellos relacionado con las maneras de enseiar.
Tres documentos, que contienen propuestas tedricas generadas para mejorar la
comprensién de la teoria euclidiana de la proporcién (De Morgan, 1836; M. J. M. Hill,
1900, 1914), se pueden considerar como insumos para el aula, o para provocar una
reflexion sobre su incorporacion en el aula. Otros tres, contienen informacién que puede
constituir elementos de orientacién curricular (Filep, 2003; Guacaneme, 2015; Jiménez,
2006). El contenido del documento restante (Cousquer, 1994), ademas de versar sobre la
historia de la proporcién, reporta algunas reflexiones para el trabajo escolar.

La séptima y Ultima categoria, “competencias personales y profesionales”, se expresa en
nueve documentos cuyo estudio necesariamente incorpora una experiencia de
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aprendizaje de las Matematicas, pues estas son parte esencial de los mismos por cuanto
exponen teorias matematicas (Berghout, 1974, 1975; De Morgan, 1836; Glenie, 1777,
Heath, 1908; M. J. M. Hill, 1900, 1914; Massa Esteve, 1997, 2003; Puertas, 1994). Tal
experiencia no necesariamente tiene la condicién de disponer al profesor de los procesos
resefiados en el capitulo anterior, cuando describimos la categoria; en otras palabras, los
documentos no tienen el valor pedagdgico intrinseco para promover experiencias
realmente formativas para el profesor de Matematicas, que trasciendan las experiencias
informativas de aprendizaje.

4.4 Sintesis de resultados

Presentamos ahora una sintesis de resultados de las tres secciones anteriores, a partir de
los cuales, realizaremos un analisis y presentaremos algunas reflexiones sobre el potencial
formativo de la teoria euclidiana de la proporcién.

A través del estudio de la teoria euclidiana de la proporcién, expuesta en el Libro V de
Elementos, se ha logrado una visién de esta que se puede sintetizar enunciando varios
aspectos, como sigue:

A. La teoria de la proporcién del Libro V de Elementos constituye un discurso
matematico hipotético deductivo (compuesto, en esencia, por dieciocho
definiciones y veintisiete propiedades), que versa sobre las magnitudes geométricas
generalizadas y sobre un tipo de relacidn establecida entre los tamanos de estas
(siempre que sean homogéneas); este discurso guarda una relativa independencia
de los libros que le preceden (los cuales también tratan las magnitudes geométricas
y propiedades de las figuras geométricas en el plano) y una muy marcada
independencia de una teoria de la proporcién para los numeros (expresada
fundamentalmente en el Libro VII). En este sentido, esta teoria trata con la cantidad
(no numérica) y, fundamentalmente, con una relacién entre cantidades de esta
naturaleza; por ello no incorpora referencia a la cantidad numérica y, por tanto, no
subyace a ella el problema de la inconmensurabilidad.

B.  El estilo retérico es empleado en la formulacidn de las definiciones, proposiciones y
pruebas de las mismas; sin embargo, los textos de las pruebas se acompafian de una
nominacion de las magnitudes geométricas generalizadas a través de letras griegas
en mayuscula y unos diagramas o dibujos. Este estilo impone una exigencia
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particular a un lector moderno, acostumbrado a un sincretismo simbdlico operativo,
ausente en la obra euclidiana en cuestion.

C. En tanto teoria de magnitudes geométricas generalizadas se debe entender que un
enunciado del tipo “la magnitud AB” o “la magnitud E” no refiere exclusivamente a
un segmento (o al tamafo de un segmento). En consecuencia y coherencia con lo
anterior, la representacion de estas magnitudes en los diagramas (a través de trazos
finitos rectilineos) tampoco debe entenderse como segmento, sino como una
representacién impropia o no ostensiva de la magnitud generalizada.

D. Las magnitudes generalizadas son objeto de relaciones binarias (v.g., medir, ser
medido, comparar), operaciones binarias (suma, diferencia) y operaciones de otro
orden (multiplicarse, dividirse).

E. La gran mayoria de los conceptos empleados se definen explicitamente; quiza la
excepcion mas notable sea el concepto de magnitud, seguido de la idea de
equimultiplo.

F. Las definiciones centrales de la teoria —altamente polémicas y con variedad de
interpretaciones— son la Definicion V. 3, la Definicién V. 5 y la Definicién V. 7. La
Definicidon V. 3 refiere la idea de razdon de dos magnitudes homogéneas, de manera
poco precisa; la Definicion V. 5 expone las condiciones para que cuatro magnitudes,
dos a dos, guarden la misma razén; y la Definicion V. 7 presenta las condiciones para
qgue la razén que guarda dos magnitudes sea mayor a la que guardan otras dos.
Merecen especial atencidn las Definiciones V. 9 y V. 10, las cuales refieren a la razén
duplicada y triplicada, respectivamente.

G. La enunciacién de la Definicion V. 5 ha sido objeto de profundos debates que
abarcan posturas sobre la predicacidon en la misma, la ambigliedad de las formas
légicas de su formulacion y su asociacién con la definicidén via cortaduras de los
numeros reales.

H.  Todas las proposiciones de la teoria constituyen propiedades deducibles y deducidas
I6gicamente; asi, ninguna puede ser considerada como una construccion o problema
de construccidn.

I Las pruebas de las proposiciones proceden prioritariamente a través del estilo
directo, aunque hay algunas que acuden a la reduccion al absurdo. En cualquier
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caso, todas participan de la estructura en seis etapas, tipica en Elementos, a saber:
protasis, ékthesis, diorismds, kataskeué, apodeixix y sympérasma.

Atendiendo al contenido de las proposiciones se pueden generar cinco grupos de
estas: las que se refieren a las magnitudes y sus multiplos, las que aluden a cémo el

Ill

orden de las magnitudes se transfiere al “orden” de las razones, las que describen
como relaciones entre razones determinan relaciones u operaciones entre
magnitudes, las que versan sobre propiedades de las proporciones (o
desproporciones), y la que exhibe una proporcidon entre una razén y sus
equimultiplos. Vale la pena precisar que no hay propiedades que aludan a

operaciones (suma o multiplicacién) entre razones.

Es probable que las proposiciones 23, 14, 16, 18, 19, 20 y 21 tengan un alto nivel de
complejidad légica, pues involucran en su prueba varias proposiciones, y que las
proposiciones 1, 2, 7, 11 y 13 tengan una complejidad ldgica baja, en tanto no
incorporan proposicidon alguna en su demostracidon. Por otra parte se observa que
las proposiciones 8, 1y 11 tienen una alta potencialidad légica, en tanto intervienen
en un numero considerable de proposiciones, en tanto que las proposiciones 5, 6, 9,
23, 24 y 25 exhiben una baja potencialidad ldgica, ya que no se implican en prueba
alguna.

En el Libro V se identifican procesos matematicos de demostracion, instanciacion y
generalizacion.

Ahora bien, la visién lograda sobre la historia de la razén y la proporcién se puede

recapitular a través de los siguientes enunciados:

M.

El contenido de los documentos sobre la historia de la razén y la proporcion
determinan seis hitos histdricos cronolégicamente organizados, a saber: teorias pre-
euclidianas, teoria euclidiana, la proporcidn en la época helenistica, las traducciones
arabes y latinas, las adaptaciones de la teoria en la Baja Edad Media y el
Renacimiento, y la influencia de la teoria de la proporcién en la construccion de los
reales.

Los documentos que definen el hito de teorias pre-euclidianas abordan: la existencia
de una teoria pitagoérica de la proporcidén, la emergencia del problema de la
inconmensurabilidad de magnitudes, la existencia de una “teoria” de la razén
basada en la antanairesis o antifairesis, la existencia de una “teoria” de la razén
basada en el principio de la biseccion, la concrecidon de una teoria de la proporcion
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para las razones entre magnitudes geométricas en el Libro V de Elementos, y el
tratamiento de asuntos de un orden meta-matematico o histérico-epistemolégico.
Los documentos que definen el hito de teoria euclidiana contienen: las condiciones
de emergencia del Libro V, la re-escritura de la teoria euclidiana de la proporcién, la
traduccién comentada de la teoria euclidiana, y el estudio de algunos apartes del
Libro V.

Los documentos que definen el hito de la proporcidn en la época helenistica tratan
en general, asuntos sobre las razones entre niUmeros y las proporciones entre estas.
Los documentos que definen el hito de las traducciones arabes y latinas abordan: las
precisiones acerca de las versiones de las traducciones de Elementos y los
comentarios a las mismas, las explicaciones de la Definicidn V. 5, las interpretaciones
de la composicion de razones, y los diagramas en las traducciones arabes.

Los documentos que definen el hito adaptaciones de la teoria en la Baja Edad Media
y el Renacimiento, contienen: la reescritura de los Libros de Elementos o la
redefinicion de conceptos, la extensiéon del trabajo euclidiano a dominios no
matematicos, y el uso de una propuesta tedrica sobre las razones en el estudio de
las Matematicas.

Los documentos relativos a la influencia de la teoria de la proporcién en la
construccion de los reales, discuten si efectivamente esta teoria tuvo repercusiones
trascendentes en la concepcidén y definicién de los niumeros reales, principalmente
en la definicién de Dedekind.

Finalmente, la visién generada al analizar la historia de la teoria euclidiana de la

proporcién a la luz de las categorias referidas al qué HM en el CPM y para qué la HM en el

CPM, se sintetiza en los siguientes enunciados. Para el caso de la pregunta sobre qué tipos

de objetos y de HM se identifica en los documentos que:

T.

Los asuntos biograficos y cronoldgicos no son tratados de manera central en los
documentos.

Las fuentes secundarias son las mas abundantes.

Los estudios de tematicas especificas relacionadas con la teoria euclidiana de la
proporcién son los mds frecuentes, seguidos de los estudios de teorias de la
proporcion.

El pensamiento matematico relacionado con la teoria euclidiana de la proporcion es
abordado en solo algunos documentos.
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AA.

BB.
CC.

DD.

EE.

La historia de las Matematicas occidentales es la discutida en los documentos,
pudiendo constituir una excepcion, dentro de esta, la historia de las Matematicas
arabes.

Algunos asuntos meta-matematicos y al menos un asunto meta-histérico, son
tratados en varios documentos.

La relacién entre la HM y lo educativo es abordada en pocos documentos desde dos
perspectivas: el establecimiento de teorias para hacer la teoria existente mas
comprensiva, y la discusion de reflexiones sobre la relacion de la teoria con lo
educativo.

La aproximacién internalista es la prioritaria, pero no exclusivamente, desarrollada
en los documentos.

El andlisis histérico constituye el enfoque histdrico prevalente en los documentos.
Los tratamientos evolutivos y situados son contemplados de manera equitativa en
los documentos.

La versidon “Herencia” de la HM es mayoritariamente la que se identifica en los
documentos, aunque hay varios con un tratamiento via “Historia”.

El discurso de la mayoria de documentos no se logra catalogar bajo un tratamiento
“desde la perspectiva del autor” o “desde la perspectiva del cientifico moderna”.

Para el caso de la pregunta sobre para qué el estudio de la historia de la teoria euclidiana

de la proporcién se identifica en los documentos que:

FF.

GG.

HH.

Existen documentos que tienen el potencial de aportar a la construccion de
“visiones de la actividad matematica”, particularmente en relacién con la actividad
de creacién matemadtica; sin embargo, no se identificaron documentos que aborden
asuntos relacionados con los aspectos estéticos o el caracter humano de la actividad
matematica.

Un importante nimero de documentos tiene el potencial de favorecer la “visién de
las Matematicas”, especificamente mostrando el cardcter dindmico de estas,
exhibiendo importantes vinculos de las Matematicas con otras disciplinas; no
obstante lo anterior, no hay documentos que permitan valorar la importancia
cultural de las Matematicas.

La “vision del conocimiento matematico” es potencializada por algunos pocos
documentos; la perfectibilidad del conocimiento matematico y asuntos relativos al
rigor y la verdad del conocimiento matematico son los objetos de reflexiéon en
aquéllos.
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Il. La “vision del objeto matemdtico” es abordada ampliamente en el corpus
documental; la revelacién de asuntos ocultos o no usuales de los objetos
matematicos, la exploracidn del caracter evolutivo de conceptos y procedimientos, y
la identificacidon de distintos significados y sentidos de los conceptos matematicos
son los asuntos especificos potencializados por el contenido de los documentos.

JJ. Varios documentos tiene el potencial de aportar a la “mirada epistemoldgica y del
pensamiento matematico”, especialmente en lo relativo a los obstaculos y
problemas epistemolégicos y en menor medida en relacién con el pensamiento
proporcional.

KK. El contenido de solo algunos documentos tiene el potencial de aportar como
“insumos para el aula y el curriculo” en tanto pueden provocar una reflexion sobre
su incorporacién en el aula o constituir elementos de orientacién curricular; ninguno
relaciona “maneras de enseiar”.

LL. El desarrollo de “competencias personales y profesionales” es promovido por
algunos documentos; especificamente, algunos exigen y permiten una experiencia
de aprendizaje de las Matematicas, pero ninguno tiene valor pedagégico intrinseco
para promover experiencias que trasciendan tal tipo de experiencias.

4.5 Discusidn de resultados

Acabamos de sintetizar treinta y ocho resultados; de estos, doce corresponden a aspectos
gue describen la teoria euclidiana de la proporcion, siete describen aspectos de la historia
de la razén y la proporcién, y de los diecinueve restantes, doce responden a las preguntas
sobre el tipo de historia de la razén y la proporcién de la que se dispone a favor del CPM y
sobre el tipo de tratamiento de la misma, en tanto que siete responden a la pregunta
sobre las intenciones formativas que tal historia puede atender. Desarrollaremos ahora
cuatro discusiones sobre tales resultados.

4.5.1 Elestudio de la teoria contenida en el Libro V de Elementos
propicia una experiencia de aprendizaje didactico-matematico sui
generis

El estudio de una teoria matemadtica en su formulacion original (i.e., sin que medie un

proceso de transposicion diddctica stricto sensu), puede constituir, sin lugar a dudas, una
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experiencia de aprendizaje de las Matematicas un tanto sui generis 78 en los programas de

educacion de profesores de Matematicas. Especificamente, la actividad de estudio de la

teoria euclidiana de la proporcidon contenida en el Libro V de Elementos, puede ofrecer

una experiencia de aprendizaje de las Matemadticas que, por su independencia de otras

teorias y objetos de la obra euclidiana, no hace tan altas exigencias de temas matematicos

previos.

No obstante la ausencia de un entramado de prerrequisitos tematicos, el estudio de la

teoria en cuestion enfrenta al aprendiz (futuro profesor o profesor en ejercicio, para

nuestros propdsitos) a una red de condiciones altamente exigentes y, quizd por lo mismo,

potencialmente utiles a favor del CPM. Veamos algunas de estas.

El objeto de referencia de la teoria son las magnitudes geométricas generalizadas,
y no las magnitudes geométricas especificas (i.e., las asociadas a los segmentos,
regiones y sélidos). En otras palabras, so pena de ser reduccionistas, el objeto de
referencia de la teoria es la abstraccion que procede de las magnitudes
geométricas especificas. Bajo esta consideracidn, cualquier alusidén a segmentos,
regiones o sélidos, serd tan solo un caso especifico de la generalidad, incluso si
esta procede, por ejemplo, para todos los segmentos.

Ahora bien, el tratamiento que en la teoria se hace de las magnitudes geométricas
generalizadas es cuantitativo no numérico y relacional. Por cuanto el aspecto
cuantitativo no numérico es un tanto ajeno a la tradicién escolar de las
Matematicas —en las que la Aritmética y el Algebra ostentan una posicién
privilegiada y extensa, y por tanto igualmente ajeno al conocimiento del profesor
de Matematicas (en formacion o ejercicio)—, el estudio de la teoria enfrenta al
aprendiz a una idea de cantidad que exige no cuantificarse con nimeros. Si a esto
se le agrega la condicion relacional subyacente a la teoria (i.e., el establecimiento
de relaciones, como la razén, entre magnitudes no necesariamente medibles), la
dificultad aumenta. En efecto, ante la ausencia de la cuantificacion numérica, se
adolece también de una representacién de este mismo orden para la razén; en
otras palabras, no se puede acudir a las fracciones de reales y mucho menos a los
racionales para representar la razén entre dos magnitudes.

Ademas de no disponer de un registro de representacion numérico, no se dispone
de una representacion simbdlica con cardcter operativo, sino sencillamente de un
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Calificamos asi tal experiencia, aun bajo el conocimiento de que en muchos programas de formacién se proponen y

desarrollan cursos de Matematicas, pero estos casi siempre involucran y estds guiados por instrumentos de medicacion
didactica (v.g., libros de texto) que incorporan tratamientos y decisiones didacticas.
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simbolismo nominal restringido a las magnitudes geométricas generalizadas, que
entra en conflicto con el sincretismo simbdlico operativo caracteristico de la
modernidad. La carencia de registros de representacién que trasciendan el estilo
retérico de la teoria, se ve disminuido al advertir que las pruebas de las
propiedades contienen un registro grafico para las magnitudes generalizadas; sin
embargo, su cardcter impropio o no ostensivo (salvo para el caso de los
segmentos) impone exigencias adicionales al aprendiz. Ahora bien, al advertir que
tal registro grafico no circunscribe la representacion de la razén entre magnitudes,
y menos la proporcidn entre razones, se adiciona una exigencia mas, poco usual en
Geometria®’®.

e A las exigencias que devienen de la disposicidn o carencia de los registros de
representacion se suman otras relacionadas con la comprension de los conceptos
centrales de la teoria, explicitados a través de algunas definiciones (Definicion V. 3,
5, 7, 9 y 10). Estas exigencias tienen que ver con: la posibilidad de aceptar una
definicién poco precisa (como lo es la definicion de razén de magnitudes
homogéneas), como parte de una teoria matematica rigurosa; la dificultad de
comprender o, si quiera interpretar, las condiciones para que cuatro magnitudes,
dos a dos, guarden la misma razdn; aceptar la ambivalencia impuesta por las
condiciones para que la razén que guarda dos magnitudes sea mayor a la que
guardan otras dos y su uso para probar la desproporcidn; y, las limitaciones en la
interpretacion de las ideas de razon duplicada y triplicada, al margen de incluir de
manera apodcrifa una operatoria entre razones (bien sea multiplicacion o
composicion de estas, o bien de multiplicacién de sus magnitudes).

e Exigencias semejantes se imponen en relacion con la comprension de los
enunciados de las proposiciones de la teoria, mds no asi de sus pruebas. En efecto,
es usual que una comprension sustancial del enunciado (prdtasis) se logre
solamente al recurrir a la exposicion del mismo (ékthesis) y a su determinacion o
delimitacion (diorismds), en relacion con la lectura del diagrama que los
acompaiia. Quiza el estilo directo de la mayoria de las pruebas, el caracter sintético
del discurso tedrico, y la permanencia de una misma estructura demostrativa,
alivie el marco de exigencias impuestas para la comprensién de las deducciones
I6gicas implicadas en las pruebas. También es probable que este alivio se dé por la
existencia de procesos matematicos de generalizacidn, relativamente familiares, y

7 g (Guacaneme, 2013b) se discute mas ampliamente, apoyado en una perspectiva historica, el asunto de la
representacion grafica de la razéon entre magnitudes geométricas.
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que no se generen mayores inquietudes por los procesos de instanciacién
implicados.

Bajo este marco de condiciones es apenas natural suponer que el estudio de la teoria de la
proporcién es altamente exigente y su realizacién solo se justificaria en tanto ofrezca
buenos réditos para el CPM, mas alld del conocimiento de las Matematicas propiamente
implicadas en la teoria euclidiana en cuestion. A este respecto consideramos que el mayor
valor de tal estudio se obtiene cuando este se acompafia de un trabajo —paralelo o
posterior— (desde nuestra perspectiva de naturaleza netamente didactica) para explicitar,
estudiar o reflexionar sobre algunos asuntos, a saber:

e Los niveles de abstraccién implicados en la comprensiéon de una teoria de
magnitudes geométricas generalizadas que asume como casos particulares
generalidades sobre una magnitud especifica.

e El caracter no numérico de la cantidad y su casi total ausencia en la ensefianza y
aprendizaje escolar de las Matematicas. O bien, y en contraste, la excesiva
presencia de lo numérico en los curriculos de Matematicas y en las formas de
pensamiento matematico en las aulas.

e Las dificultades que la ausencia de registros de representacién imponen a la
comprensiéon y, consecuentemente, el papel mediador de las mismas en el
aprendizaje o la ensefianza; adicionalmente, el riesgo que se corre al confundir un
manejo de la representacidn con la comprensién de lo representado.

e El hecho de poder construir una teoria (o al menos un discurso hipotético-
deductivo) muy robusta (y no por ello completo o absolutamente riguroso) sobre
definiciones no precisas o abstrusas.

e La diferencia entre comprender una propiedad y entender su demostracion,
advirtiendo las interrelaciones posibles entre estas acciones.

Como se puede observar, entre los aspectos sefialados no hemos incluido alguno
especifico sobre el aprendizaje matematico de la teoria misma, lo cual no obedece a que
este no se dé. Naturalmente al estudiar la teoria se logra una comprensién de los aspectos
matematicos en ella implicados vy, especificamente, de las propiedades que satisfacen las
magnitudes geométricas generalizadas, las razones entre estas y las proporciones. Por
ejemplo, se logra advertir que existen relaciones para las magnitudes y unas semejantes
(pero no las mismas) para las razones y que unas pueden determinar las otras, o que si
bien hay operaciones en el dominio de las magnitudes geométricas generalizadas, no las
hay para las razones.
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El problema con el aprendizaje matematico logrado no es si se genera o no con el estudio
de la teoria; la cuestidn es si este es pertinente y util al CPM. Este asunto lo planteamos en
una ponencia (Guacaneme, 2012a), bajo el subtitulo “éLa otra cara de la moneda?”. Alli
manifestamos que podria llegar a existir un halo de frustracién o decepcién, en tanto que
se logran aprendizajes matematicos de una teoria que no es precisamente la que se
ensefa en las instituciones educativas. La teoria estudiada en la escuela se corresponde
mas con una teoria de las razones entre nimeros, mientras que la euclidiana refiere a
cantidades no numeéricas; la teoria estudiada en la escuela incluye las razones entre
magnitudes geométricas heterogéneas y, de manera mdas amplia, de magnitudes fisicas y
econdmicas (entre otras), en tanto que la euclidiana solo admite magnitudes geométricas
homogéneas; las funciones de proporcionalidad estudiadas en la escuela incluyen el
caracter continuo de las variables implicadas, en tanto que la teoria euclidiana solo admite
un tratamiento discreto de las magnitudes geométricas a través de las razones entre
estas.

Tal sentimiento de frustracién o decepcién se matizaria cuando se compare con el
aprendizaje logrado a través del trabajo de naturaleza didactica que se realice a propésito
del estudio de la teoria de la proporcidon, que reportamos antes. Otro factor que
confrontaria tal sentimiento se refiere precisamente a la necesidad de conocer otros
discursos matematicos, diferentes a los usuales, para disponer de insumos desde los
cuales generar procesos de innovacion educativa. En efecto, una manera efectiva de
motivar la innovacién es incluir en el repertorio de conocimientos del profesor “nuevas”
matematicas, que le proporciones conocimientos de los que no dispone y le brinden
oportunidades de incluir estas a través de procesos de transposicién didactica o de
aprovechar aspectos de estas para transformar el curriculo y sus prdcticas de ensenanza o
las de aprendizaje de sus estudiantes.

Lo anterior brinda la posibilidad de reflexionar sobre el aprendizaje de las Matematicas en
la educacidon de un profesor de Matematicas, entendido como fin o como medio en la
formacidon de profesores. Sin embargo, esta no sera objeto de discusién en el presente
documento.

4.5.2 El estudio de la historia de la teoria contenida en el Libro V de
Elementos propicia aprendizajes de orden historico

Si se lleva a cabo el estudio de la historia de la teoria de la proporcién a través de los

documentos resefiados, se podrdn identificar los seis hitos histéricos cronoldgicamente

organizados, reportados alli. Algo similar se obtiene si lo que se hace es estudiar los
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sesenta y dos documentos que determinamos directamente relacionados con la teoria de
la proporcion contenida en el Libro V de Elementos. Sin embargo, la lectura de alguno de
los tres documentos que contienen una versién de la historia de la proporcidon (Cousquer,
1994; Oller Marcén & Gairin Sallan, 2013; Yuste, 2004) también conduciria a algo similar.

Una lectura alterna a estos hitos permite colegir que la historia de dicha teoria tiene
claramente tres instancias temporalmente definidas: la etapa previa de la teoria, la etapa
de formulacién de la teoria y la etapa posterior de la teoria. Este asunto, que podria
parecer un tanto anodino, cobra especial interés desde los enfoques evolucionistas o
desde las posturas de que distinguen la “Historia” de la “Herencia” (Grattan-Guinness,
2004a, 2004b), en cuanto captura la dindmica histérica de evolucién, es decir exhibe
diferentes “estados de ser” de los objetos matematicos razén y proporcién. Lo interesante
es que la mirada a la dindmica histérica permite reconocer que la evolucion de tales
estados de ser no siempre “mejora” al objeto matematico, por ejemplo haciendo mas
precisa su definicidon, como es el caso de la razén entre magnitudes.

Ahora bien, al estudiar la etapa previa de la teoria euclidiana de la proporcidn, se advierte
un hecho llamativo: la existencia de varias “teorias” pre-euclidianas, basadas en diversos
objetos y enfoques matematicos, que involucran lo finito o lo infinito, e incluyen cada una
diferentes operaciones para las magnitudes. Asimismo, despierta interés el
reconocimiento de existencia de multiples interpretaciones histéricas sobre la existencia y
autoria de estas teorias, sobre el grado de desarrollo de sus corpus tedricos, y sobre las
condiciones matematicas y extra-matemadticas que probablemente promovieron su
emergencia; al respecto de este Ultimo, es particularmente interesante la discusién acerca
de si existid o no una crisis mediada por la identificacién de la inconmensurabilidad. La
condicién de existencia de muiltiples interpretaciones deja al descubierto una parte
importante de la naturaleza de la HM y es precisamente su caracter hermenéutico. Si bien
de una naturaleza un tanto diferente, es igualmente llamativo advertir el uso de la
estrategia de reconstitucion “antropolégica” de la historia de algunas teorias, ante la
ausencia de suficiente evidencia de los hechos.

El estudio de la etapa de la formulacién de la teoria euclidiana es igualmente
sorprendente y enriquecedor. Por ejemplo, es llamativo percibir el esfuerzo de los
traductores (Heath, 1908; Puertas, 1994) por ser lo mas fieles posibles al contenido de la
version disponible para la traduccién y cémo ello implica la explicitacién y precisiéon de
detalles conceptuales y contextuales. También es sugerente el nivel de detalle con el que
algunos historiadores logran estudiar un fragmento pequefio de la teoria (por ejemplo una
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definicién, una proposicion, un estilo de enunciacion, el uso de un diagrama, etc.) y cémo
la integracidon de estos minuciosos estudios va configurando una compleja vision de la
teoria misma. Este asunto en particular ofrece la posibilidad de reconocer diferentes
niveles y alcance en el conocimiento de un objeto matematico, asunto del que no siempre
se es suficientemente consciente. No menos sugestivo es el reconocimiento de ingentes
esfuerzos de matematicos de primer orden por reescribir la teoria, con la intencién de
hacerla mas comprensible; esta actividad, aparentemente de responsabilidad de los
didactas de las Matematicas, no solo devela el caracter abstruso de la teoria, sino que
también permite apreciar un legitimo interés —dentro de la actividad matematica— por
aspectos usualmente considerados extra-matematicos o extra-tedricos, como lo es la
comprensiéon misma de las Matematicas.

El estudio de la historia de la etapa posterior a la teoria conlleva la apertura de una
ventana a un paisaje extremadamente amplio y diverso. Un sector de ese paisaje deja
entrever el papel de la cultura arabe, no solo a favor de preservar el legado de la cultura
griega a través de la traduccién de Elementos, sino, sobre todo, apuntalando las bases y
sirviendo de acicate para la posterior produccion matematica en los centros de
produccién académica europeos. Es este el sentido que brindan los estudios de los
documentos de la produccidon darabe, que establecen las precisiones acerca de las
versiones de las traducciones de Elementos, los comentarios a las mismas, las
explicaciones de la Definicién V. 5, las interpretaciones de la composicién de razones, y los
diagramas en las traducciones arabes. Otro sector de tal paisaje muestra el enorme
trabajo que le implicé a la humanidad —en general—-, y a los intelectuales mismos —en
particular—, los intentos de “extender” la teoria para que pudiera ser empleada en
dominios no matematicos; hermoso ejemplo para reconceptualizar y revalorar la idea de
aplicacion de las Matemadticas. No menos atractivo resulta ser el fragmento del paisaje
que refiere el estudio de la discusion de si la teoria euclidiana de la proporcidn
preconfiguré la definicién de los reales a través de las cortaduras, asunto discutido
ampliamente por los historiadores y desmentido por el mismo autor de las cortaduras a
través de su elegante correspondencia con uno de sus pares.

Bajo las anteriores apreciaciones, es natural —aca también— preguntarse por la pertinencia
y utilidad de los aprendizajes histéricos senalados, a favor del CPM. Esto nos remite de
inmediato a una discusién nutrida por los resultados obtenidos respecto a la pregunta del
para qué la historia de la teoria euclidiana de la proporcion a favor del CPM.
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4.5.3 Las intenciones formativas del estudio de la historia de la teoria
euclidiana de la proporcion

La exploracién de los resultados obtenidos a propdsito de la pregunta sobre para qué el

estudio de la historia de la teoria euclidiana de la proporcidn brinda un panorama

prometedor, en tanto que muestra que las diferentes dimensiones o intencionalidades del

estudio de la HM a favor del CPM se abordan, a la vez que explicita carencias especificas

en algunas de estas.

En efecto, los resultados permiten observar que el estudio de la historia de la teoria
euclidiana de la proporcidn referida en el Libro V de Elementos, tiene el potencial para
favorecer la vision de la actividad matematica, la vision de las Matematicas, la vision del
conocimiento matematico y la visidon del objeto matematico. Asimismo, se reconoce que
este estudio tiene el potencial para beneficiar la construccién de una mirada
epistemoldgica y del pensamiento matematico, para constituirse en fuente de insumos
para el aula y el curriculo, y para promueve algunas competencias personales vy
profesionales.

Es de notar que enfatizamos el caracter potencial del estudio de la historia, por cuanto
consideramos que es posible estudiar la historia, sin que necesariamente se siga lo
referido en las intenciones referidas en el anterior parrafo. Acd también, como en el
apartado en el que discutimos el estudio de la teoria euclidiana de la proporcién,
consideramos que el estudio de la historia de la teoria euclidiana, debe estar acompafiada
de un trabajo paralelo o posterior —de cardcter eminentemente didactico— que tenga
como proposito, generar la discusion y reflexion sobre las visiones y artefactos que
subyacen en el discurso histérico, pero que no necesariamente emergen de manera
natural de este. Dicho trabajo debe entonces permitir prorrumpir el valor intrinseco de la
historia, pues de lo contrario puede permanecer como tesoro oculto, relegando el
potencial del discurso histdérico a un plano de elegante erudicion.

Es papel del formador de profesores, y mas precisamente del didacta de la HM, disefiar las
estrategias necesarias para que el estudio del contenido de los documentos provenientes
de la investigacién historica conlleve efectivamente el desarrollo de aprendizajes
estrechamente asociados a la profesién docente, como los reportados en las intenciones
en cuestion.

Por otra parte, los resultados evidencian también la ausencia de documentos que
permitan una aproximacion explicita a los aspectos estéticos o el caracter humano de la
actividad matematica, que favorezcan la valoracién de la importancia cultural de las
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Matematicas, que ofrezcan informacién relativa a maneras de ensefar o de incorporar la
historia a la ensefanza, o que participen del fortalecimiento y desarrollo de otras
competencias personales y profesionales, mas alld de las propiciadas por la experiencia de
aprendizaje de las Matemadticas contenidas en la teoria misma.

Estas carencias deberian ser comunicadas a la comunidad de investigadores de la HM,
como una manera de auspiciar acciones en uno de los sentidos descuidados de la relacidn
HM-CPM (mas precisamente el sentido representado por HM ~CPM). Asimismo, estas
carencias deberian ser tenidas en cuenta por los formadores de profesores, con el fin de
procurar atenderlas con discursos de la HM relacionados con otras tematicas diferentes a
la historia de la teoria euclidiana de la proporcién. Algunas de estas carencias,
particularmente las referidas a maneras de ensefiar o de incorporar esta historia a los
procesos de ensefianza y aprendizaje escolar de las Matematicas, deben ser comunicadas
y atendidas por la investigacion en Educacion Matematica.

4.5.4 El panorama del tipo de Historia de las Matematicas y tratamientos

de Historia de las Matematicas

La vision generada al analizar la historia de la teoria euclidiana de la proporcién a la luz de
las categorias referidas al qué HM en el CPM describe con suficiencia el tipo de HM y los
tratamientos subyacentes a los documentos considerados. Esta descripcién nos parece de
especial importancia para el formador de profesores que, en el marco de un programa de
formacién de profesores de Matemadticas, deba encarar el reto de disefiar un curso, unas
sesiones de un curso o unas tareas. En efecto, la descripcion le permite conocer de forma
detallada y organizada el acervo documental potencialmente convertible en objeto de
estudio o insumo en la tarea formativa.

Mads alla de la funcionalidad especifica resefiada antes, consideramos que la identificacion
del acervo documental y la construccién de descripciones analiticas sobre —y a partir de—
su contenido, es una condicion sine qua non para el desarrollo de procesos de
transposicion didactica de la HM, de los cuales —como lo hemos sefialado antes— debe
ocuparse la Didactica de la Historia de las Matematicas. Realizar tales estudios vy
descripciones debera favorecer la intervencion de la HM en el CPM, pues obedecerd a
procesos mas sistematicos y conscientes, tan necesarios para la cualificacion y el
mejoramiento de la educacion de los profesores de Matematicas.
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5 Conclusiones

Inicialmente recordemos que la pregunta de investigacion se planted como sigue: écudl es
el potencial formativo de la historia de la teoria euclidiana de la razén y la proporcidn,
contenida en el Libro V de Elementos, en la constitucién del conocimiento del profesor de
Matematicas?

Ademas, de acuerdo con lo se establecid en el apartado “Intencionalidad”, del Capitulo 1,
dos intenciones del estudio se refieren a:

i.  Contar con unas categorias de anadlisis que favorezcan la caracterizacidén de los
documentos resultantes de la investigacidn histdrica sobre la teoria euclidiana de
la razén vy la proporcion.

ii.  Analizar los documentos que reportan la historia de la teoria euclidiana de la razén
y la proporcién a la luz de las categorias y develar, en consecuencia, el potencial
formativo de tal historia.

Para procurar una respuesta a la pregunta de investigacién establecimos una
aproximacion al estado del arte de la reflexidn e investigacidon en torno a la relacidn
“Historia de las Matematicas — Educacién Matematica”, considerando la produccion del
campo de la Educacién Matematica. Esta aproximacion nos llevd a reconocer:

a) la existencia de cuatro ambitos de interpretacién de la relacidn, a saber: la
Historia de las Matematicas en la enseinanza de las Matematicas, la Historia de
las Matemadticas en las investigaciones del campo de la Educacion Matematica,
la Historia de las Matematicas en la educacion del profesor de Matematicas y la
Historia de la ensefianza de las Matematicas;

b) la Didactica de la Historia de las Matemdticas como escenario para el estudio
de la relacién; vy,
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c) la exigua atencién a los vinculos de la Filosofia de las Matematicas con la
relacion.

De esta manera identificamos que la problematica propuesta como objeto de
investigacion se ubicd particularmente en uno de los cuatro dmbitos: la Historia de las
Matematicas en la educacién del profesor de Matematicas.

A partir de tal estado del arte se explord la relacion “Historia de las Matematicas —
Conocimiento del profesor de Matematicas”. Para ello definimos como preguntas
orientadoras las relacionadas con los argumentos que se esgrimen a favor de la
integracion de la Historia de las Matematicas en tales procesos, las intenciones que se
persiguen con dicha integracidn, las caracteristicas de la Historia de las Matematicas que
se vincula a los procesos educativos de los profesores de Matematicas y las estrategias
metodoldgicas que se han disefiado e implementado para que los profesores de
Matematicas se apropien y usen los discursos historicos.

De esta manera se configuré un marco de referencia para la relacion mencionada. Este
constituye el marco de categorias de analisis referido en la primera intencién investigativa
citada al inicio de este capitulo y estd definido por las preguntas por qué, para qué, qué y
como se plantea la relacién “Historia de las Matematicas — Conocimiento del profesor de
Matematicas”.

Con relaciéon a por qué se plantea la apropiacién del conocimiento historico de las
Matematicas por parte de los profesores, se identificaron cuatro respuestas generales, a
saber: (i) existencia de académicos o comunidades con formacién en Historia de las
Matematicas e interés en el conocimiento del profesor de Matematicas, (ii) valoracion
social de la historicidad de las Matematicas, (iii) la Historia de las Matematicas constituye
una cornucopia de visiones, y (iv) la Historia de las Matematicas configura una fuente de
artefactos.

En relacidn con la pregunta para qué se procura la apropiacién del conocimiento histérico
de las Matemadticas por parte de los profesores, se distinguieron dos grupos de
respuestas, que son: (i) para dotar al profesor de visiones pertinentes para su ejercicio
profesional (v.g., vision de la actividad matematica, vision de las Matematicas, visiéon del
conocimiento matematico, y vision de los objetos matematicos), y (ii) para dotar al
profesor de artefactos adecuados para su ejercicio profesional (v.g., mirada
epistemoldgica y del pensamiento matematico, maneras de ensefiar e insumos para el
aulay el curriculo, y competencias personales y profesionales).
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Respecto de la pregunta sobre qué tipo de HM debe ser apropiada por un profesor, se
identificaron dos perspectivas de respuesta; una de ellas refiere a los objetos de estudio
de la Historia de las Matematicas (i.e., los asuntos que son propuestos para ser estudiados
con el fin de favorecer los conocimientos del profesor de Matematicas) y la otra al tipo de
tratamiento de la Historia de las Matematicas (i.e., los enfoques que podria tener la
Historia de las Matematicas que se ponga en juego en la formacién de profesores). Dentro
de la primera se reconocen ocho tipos de objeto de estudio (Biografias y cronologia;
fuentes primarias, secundarias, terciarias; teorias / subdisciplinas / disciplinas; temas /
procesos / problemas; pensamiento matemadtico; Matemadticas hegemoénicas /
Matematicas de culturas no hegemdnicas; asuntos meta-matematicos o meta-histéricos;
y, relacién de HM con lo educativo). La segunda identifica cinco tipologias de Historia de
las Matematicas (internalista / externalista; relato / andlisis; evolutiva / situada; historia /
herencia; original / anacronico).

Por otra parte, se estudid la teoria euclidiana de la razén y la proporcién del Libro V de
Elementos para obtener una perspectiva de esta. Grosso modo esta perspectiva reconoce
gue la teoria constituye un discurso matematico hipotético deductivo que versa sobre las
magnitudes geométricas generalizadas y sobre un tipo de relacién establecida entre los
tamarfios de estas; ademas trata con la cantidad no numérica y con una relacién entre
cantidades de esta naturaleza. En su formulacién emplea un estilo retérico, el cual se
acompaia de una nominacién no operativa de las magnitudes y unos diagramas o dibujos
gue constituyen una representacidon impropia o no ostensiva de la magnitud generalizada.
Sus definiciones centrales son altamente polémicas y admiten variedad de
interpretaciones; por ejemplo, la enunciacion de la Definicion V. 5 ha sido objeto de
profundos debates que abarcan posturas sobre la predicacién en la misma, la ambigliedad
de las formas légicas de su formulacion y su asociacidn con la definicion via cortaduras de
los numeros reales. Las proposiciones se pueden clasificar en cinco grupos: las que se
refieren a las magnitudes y sus multiplos, las que aluden a cémo el orden de las

III

magnitudes se transfiere al “orden” de las razones, las que describen cémo relaciones
entre razones determinan relaciones u operaciones entre magnitudes, las que versan
sobre propiedades de las proporciones, y la que exhibe una proporcién entre una razény
sus equimultiplos. Sus pruebas proceden prioritariamente a través del estilo directo,

aunque hay algunas que acuden a la reduccion al absurdo.

Con este panorama sobre la teoria, establecimos que su estudio puede ofrecer una
experiencia de aprendizaje de las Matematicas que no hace tan altas exigencias de temas
matematicos previos, pero impone unas exigencias especiales pues enfrenta al profesor
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de Matemadticas a un discurso especial, en tanto: su objeto son las magnitudes
geomeétricas generalizadas, es decir la abstraccion que procede de las magnitudes
geométricas especificas; el tratamiento es cuantitativo no numérico y relacional, por lo
cual no se puede disponer de un registro de representacién numérico; no se dispone de
una representacion simbdlica con caracter operativo, aunque si de un registro grafico de
caracter impropio o no ostensivo para las magnitudes, pero no para sus razones; la
comprensién e interpretacion de los conceptos centrales de la teoria no es trivial; y la
comprensién de los enunciados de las proposiciones de la teoria en general o se logra con
el estudio de su enunciado.

Este marco de exigencias constituye una potente base para realizar un trabajo de
naturaleza didactica, para explicitar, estudiar o reflexionar sobre: los niveles de
abstraccion implicados en la comprension de una teoria de magnitudes geométricas
generalizadas, el caracter no numérico de la cantidad, la excesiva presencia de lo
numeérico en los curriculos de Matematicas, las dificultades que la ausencia de registros de
representacion imponen a la comprensién, la posible confusién entre el manejo de la
representacion con la comprension de lo representado, el hecho de poder construir una
teoria robusta sobre definiciones no precisas o abstrusas, la diferencia entre comprender
una propiedad y entender su demostracion, advirtiendo las interrelaciones posibles entre
estas acciones. Lo anterior constituye una respuesta a la segunda intencion recapitulada al
inicio de este capitulo.

Asimismo se estudiaron, a modo de recensién, los documentos que versan sobre la
historia de la razén y proporcion; a través de ello se identificaron seis hitos que se pueden
organizar en tres instancias temporalmente definidas: la etapa previa de la teoria, la etapa
de formulacién de la teoria y la etapa posterior de la teoria.

Al estudiar la etapa previa de la teoria euclidiana de la proporcion, se advierte: la
existencia de varias “teorias” pre-euclidianas, basadas en diversos objetos y enfoques
matematicos, que involucran lo finito o lo infinito, e incluyen cada una diferentes
operaciones para las magnitudes; vy, la presencia de multiples interpretaciones histéricas
sobre la existencia y autoria de estas teorias, sobre el grado de desarrollo de sus corpus
tedricos, y sobre las condiciones matematicas y extra-matematicas que probablemente
promovieron su emergencia. El estudio de la etapa de la formulacion de la teoria
euclidiana permite percibir: el esfuerzo de los traductores por ser fieles al contenido
“original”; el nivel de detalle con el que se estudia un fragmento de la teoria y como la
integraciéon de estos minuciosos estudios va configurando una compleja vision de la teoria
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misma; e, ingentes esfuerzos por reescribir la teoria, con la intencidon de hacerla mas
comprensible. El estudio de la historia de la etapa posterior a la teoria conlleva reconocer,
por ejemplo: el papel de la cultura arabe para apuntalar las bases para la posterior
produccién matemadtica en los centros de produccién académica europeos; el enorme
trabajo que le implicé a la humanidad “extender” la teoria para que pudiera ser empleada
en dominios no matemadticos; vy, la discusidon de si la teoria euclidiana de la proporcién
preconfigurd la definicion de los reales a través de las cortaduras.

La exploracién de los resultados obtenidos a propdsito de la pregunta sobre para qué el
estudio de la historia de la teoria euclidiana de la proporcidn brinda un panorama
prometedor, en tanto que muestra que las diferentes dimensiones o intencionalidades del
estudio de la HM a favor del CPM se abordan, a la vez que explicita carencias especificas
en algunas de estas.

A partir de esto, se analizé la historia de la teoria euclidiana de la proporcion a través de
las categorias de analisis para las pregunta qué Historia de las Matematicas y para qué la
Historia de las Matematicas. El resultado del andlisis conduce al reconocimiento de que el
estudio de la historia de la teoria euclidiana de la proporcién referida en el Libro V de
Elementos, tiene el potencial para favorecer la visién de la actividad matematica, la vision
de las Matematicas, la vision del conocimiento matemadtico y la vision del objeto
matematico. Asimismo, se reconoce que este estudio tiene el potencial para beneficiar la
construccion de una mirada epistemoldgica y del pensamiento matemadtico, para
constituirse en fuente de insumos para el aula y el curriculo, y para promueve algunas
competencias personales y profesionales.

Se enfatiza el caracter potencial del estudio de la historia, por cuanto consideramos que
es posible estudiar la historia, sin que necesariamente se siga lo referido en las
intenciones referidas en el anterior parrafo. Consideramos que el estudio de la historia de
la teoria euclidiana, debe estar acompanado de un trabajo de caracter didactico que tenga
como proposito, generar la discusidon y reflexién sobre las visiones y artefactos que
subyacen en el discurso historico. Creemos que es papel del didacta de la Historia de las
Matematicas, disefiar las estrategias necesarias para que el estudio del contenido de los
documentos conlleve efectivamente el desarrollo de aprendizajes asociados a la profesién
docente.

Lo anterior complementa la respuesta asociada a la segunda intencién formulada al inicio
de este capitulo.
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Para finalizar este breve capitulo, debemos sefialar que si bien hemos planteado la
existencia de la Didactica de la Historia de las Matemadticas, es necesario acopiar mas
informacién investigativa que respalde esta iniciativa. Por otra parte, queda abierto el
camino para disefiar, desarrollar y valorar una experiencia de intervencién con futuros
profesores de Matematicas o profesores en ejercicio, en torno a la historia de la teoria
euclidiana de la proporcién, a través de la cual se logre evidencia empirica que respalde
los resultados encontrados en esta investigacidon. Igualmente, entrevemos que los
estudios de la relacion “Historia de las Matematicas — Conocimiento del profesor de
Matematicas” pueden aportar a cualificar y mejorar los modelos del conocimiento del
profesor que se han propuesto desde la investigacion y que no incorporan
sustancialmente el componente histérico.
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