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Abstract

Motivated by Algorithmic Information Theory, we study the field C. of the complex com-
putable numbers. We also present some non trivial examples of computable and noncom-
putable real numbers and propose a definition of a partial computable function defined in
C?. We develop the basic notions of convergence in the field R. of the real computable
numbers and show that every analytic function whose series representation has computable
coefficients is a computable function when restricted to any closed disk in its domain. Fi-
nally, we prove that R. is a real closed field and also that C. is an algebraic closed field
containing the algebraic numbers.
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Resumen

Motivados por la Teoria Algoritmica de la Informacién, estudiamos el campo C. de los nu-
meros complejos computables. Presentamos ejemplos no triviales de niimeros reales tanto
computables como no computables y proponemos una definiciéon de funcién parcial compu-
table definida en C. Desarrollamos la convergencia en el campo R, de los reales compu-
tables y mostramos que toda funcién analitica, cuya expansion en serie de potencias tenga
coeficientes computables, es una funcién computable cunado se restringe a un disco cerra-
do de su dominio. Por ultimo, probamos que R, es un campo real cerrado y que C. es un
campo algebraicamente cerrado que contiene a los nimeros algebraicos.

Palabras y frases claves: Niameros reales, Numeros computables, Analisis constructivo.

1 Introduccion

Un resultado bastante mencionado en la literatura sobre Aleatoriedad e Infor-
macién es que todo ntmero real aleatorio es trascendente. Esto se debe a que
todo niimero algebraico es computable, un hecho que suele citarse sin prueba.
En lo que sigue, ofrecemos un desarrollo, en gran medida autocontenido, de
las propiedades béasicas de los ntimeros y las funciones computables, inclu-
yendo una demostracién de que los niimeros computables forman un campo
algebraicamente cerrado que incluye a los ntimeros algebraicos.

En la logica matemaética y el anélisis constructivo, los nidmeros compu-
tables, también conocidos como nimeros recursivos, son aquellos que se pue-
den computar por un algoritmo. Estos niimeros fueron introducidos por Alan
Turing en su articulo pionero de 1936 y definidos independientemente por
Post y Church (ver [5]). Desde entonces se han ofrecido varias definiciones
equivalentes. La exposicion de los temas se basa en gran medida en [8]. Por
conveniencia, seguiremos el enfoque desarrollado en [1] y [2], de los cuales mo-
dificamos algunas pruebas. Supondremos que el lector esta familiarizado con
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las nociones basicas y resultados fundamentales de la teoria de la computabi-
lidad asi como con la Tesis de Church-Turing, tal como se expone en textos
como [1] 6 [4]. En lo que sigue adoptaremos la practica usual de fijar una
enumeracion calculable {M.}, e € N, de las maquinas de Turing y denotar
por gogm) la funcién recursiva parcial de m variables computada por la maqui-
na de Turing M,.. En ciertas aplicaciones, necesitaremos el conocido teorema

s-m-n de Kleene.

Teorema 1.1. Para todo m,n,k > 1, existe una funcion recursiva total s)" :
N x N™ — N tal que para todo e € N st @éner) Nt NF es recursiva

parcial, entonces para todo v € N™ se cumple que

wg?z’v) (u) = "™ (v, u), para todo u € N,
Recordemos que A C N™ es recursivamente enumerable si A = dom(p), con ¢
recursiva parcial y que A es recursivo si tanto A como A€ son recursivamente
enumerables (o equivalentemente si su correspondiente funcién caracteristica
x4 : N™ — {0,1} es recursiva). El ejemplo mas célebre de un conjunto
recursivamente enumerable que no es recursivo es el conjunto de parada

K ={n[nedom(en)},

cuya importancia es vital en la teorfa de la recursion.

2 Definiciones basicas y codigos

Fijemos dos biyecciones computables o : N> - Ny v : N — Q cuyas inversas
también sean computables. Diremos que la funcién 1 : N — Q es recursiva
parcial sila funcion go(m) = v 1oy : N™ — N es recursiva parcial. En general,
Y N™ — QF, con ¢ = (¥1,...,1%), es recursiva parcial si cada una de sus
componentes t; : N — Q es recursiva parcial. En particular, una funciéon
recursiva total f: N — Q se denomina una sucesion computable de nimeros
racionales y se denotara por (¢n),.,, donde g, = f(n). Analogamente al
caso natural, A C Q es recursivo si su funcion caracteristica x4 : Q — {0,1}
es recursiva.

Definicién 2.1. Decimos que a € R es computable si existe una sucesion

computable (¢,),~, de racionales tal que

para todo n.

La funcién recursiva f : N — Q que satisface f(n) = ¢, se denomina funcion
de aproximacion para «. Diremos que z € C es computable si Rez é Im z son
reales computables. Por comodidad, introducimos la siguiente notacion:

R;, ={a € R| a es computable}, C,={a+0bi|a,beR.}
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y
A ={z € C| z es algebraico} .

Si identificamos Q + iQ con Q?, se puede ver facilmente que z € C, si, y solo
si, existe una funcién total recursiva g : N — Q2 tal que g (n) = r,, +is, y se
satisface que

1
|Z - (Tn + iSn)| < 2—n, para todo n.

Analogamente al caso real, denominaremos g : N — Q2 una funcion de apro-
TIMACION para 2.

Informalmente, describir un ntimero computable z se reduce a determinar
un indice e tal que la maquina de Turing M, genera aproximaciones para z en
el sentido de las anteriores definiciones. En general, es imposible operar direc-
tamente con los niimeros computables. En lugar de ello, se elige un método de
codificacion computable adecuado y se opera con los indices correspondientes.

Necesitamos describir con detalle una forma adecuada de codificar k-
tuplas de nameros computables. Por brevedad, denotemos por

N={N,QR,C.}
la familia de sistemas numéricos computables.

Definicion 2.2. Supongamos que A € M. Un cddigo para z € A es un nimero
natural e que se define por casos:

(a) si A=N, entonces e = z.
(b) si A=Q, entonces e =v 1 (2).

(c) si A = R, entonces e es el indice de una funcion de aproximacion
e : N — Q para z.

(d) si A =C,, entonces e = o (e1,e2) donde ey, es son cidigos para Rez é
Im z de acuerdo a los casos (a) — (c).

Por ejemplo, un codigo para z = 2 + 7 serfa un natural n = o (2,m), donde
©m : N — Q es una funcién de aproximacion para .

En general, sean Aq,...,Ar € M. Un cddigo para z = (z1,...,2r) €
Ajp X+ X Af es una k-tupla e = (eq,...,ex) € N* donde e; es un codigo para
z; € A; en el sentido de la definicién 2.2, para todo i =1,... k.

A primera vista, esta nocion de codigo puede parecer algo artificial, pero
es consistente con la practica usual en el anédlisis constructivo.

Lema 2.3. Para todo A, A’ € M existe una funcion parcial recursiva v : N —
N tal que para todo z € AN A, si e es un cddigo para z € A, entonces 7 (e)
es un codigo para z € A'.
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Demostracion. Consideremos algunos de los casos més relevantes. — Para A =
R.y A’ =N, dado e € N definimos v (¢) como el menor natural k tal que

1

k@ <5

Ahora, supongamos que e es un coéodigo para z € A. Si z € AN A =N,

entonces k existe y, en dicho caso, k = z. Por tanto, v (e) = k es un codigo
para z € A'. — Para A=R.y A" = C,, dado e € N definimos

v (e) =0 (e, 0).

Ahora, si e es un codigo para z € Ay z € AN A = R, entonces v (e) es
un codigo para z € A'.— Para A=C,y A’ = Q, dado e € N computamos el
tinico (e, ez) € N2 tal que o (e1,e2) = e y definimos v (€) = e;. Ahora, si e es
un codigo para z € A, entonces e; es un codigo para Rez. Si ademas z € A,
entonces z = Rez y v (e) = e; es un codigo para z € A'.— Para A = Ny
A" = R,, primero consideramos una funcién total recursiva 1) : N> — Q dada
por
Y (e,n) =e.

Por el teorema s-m-n, existe una funcion total recursiva v : N — N tal que
para todon : o) = ¢ (e,-).Sieesun codigo para z € A, entonces z = e. Por
tanto, () es una funciéon de aproximacion para z. Esto es, 7 (e) es un codigo
para z € A’. Los restantes casos se pueden obtener de forma analoga. ]

Como consecuencia inmediata se obtiene el siguiente corolario.

Corolario 2.4. Para todo A;, A; € M, con 1 < i < k, existe una funcion
parcial recursiva v : N¥ — N¥ tal que para todo z € [TA; NT[A;, sie es un
codigo para z € [[AL, entonces v (e) es un codigo para z € [[A;.

Ahora, proponemos una generalizacion de la nocién de funcion parcial recur-
siva.

Definicion 2.5. Sean Ay, ..., Ay, Bi,...,B; € N. Decimos que una funcion
parcial F': Ay X --- X A, — By X --- X Bj es computable si existe una funcion
parcial recursiva @ : NF — NI tal que para todo z € dom (F) : si e es un
codigo para z, entonces

e € dom () y  6(e) es un cddigo para F (z).

En la definicién anterior, surge una ambigiiedad respecto a la computabilidad
de F' si su dominio se considera contenido en un conjunto de salida diferente
Al x - x A} (similarmente si modificamos su conjunto de llegada). La ambi-
gliedad consiste en que se pueden generar dos funciones parciales F), F con el
mismo grafico y no es obvio que una sea computable si y sélo si la otra lo es.
Esta aparente inconsistencia de nuestra definicién se resuelve a continuacion.
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Lema 2.6. Sean A;, A, BeMN, conl1<i<kyF:A x---x A, — B una
funcion parcial. St dom (F) C A} x---x A}, definimos F : A} x---x Al — B
por
F(z) = F(z), stz € dom (F),
| indefinido, en caso contrario.

Entonces F' es computable sii Foes computable.

Demostracion. Basta mostrar que si F' es computable, entonces F es compu-
table. Luego, supongamos que existe una funcién parcial recursiva 6 : N¥ — N
con las propiedades de la definicién 2.5. Basta tomar la funcién parcial recur-
siva § = 6o 7, donde 7 : N¥ — N¥ es la funcion dada por el corolario 2.4. Por
tanto, Fes computable. O

De la anterior discusion técnica, podemos concluir que intuitivamente una
funcion computable estd determinada por un procedimiento efectivo que toma
codigos apropiados para elementos de su dominio y los envia en cddigos para
las correspondientes imdgenes.

Las siguientes propiedades son ahora inmediatas.

Proposicién 2.7. (a) Una funcion F : Ck — C™ es computable sii cada
componente F; : C¥ — C es computable.

(b) Una funcion F : C¥ — C es computable sii Re (F): CF — R y Im (F) :
CF — R son computables.

(c) Si F: (C]C“ — Cl' yG : C" — CJ, son funciones parciales computables,
entonces, G o F' es computable.

En analogia con la familia de funciones primitivas recursivas, introducimos
las siguientes operaciones entre funciones.

Definicion 2.8. (a) Sustitucion:
fwi, ... ;wy) =g (ht (Wi, cywyn) ey iy (W1, wy))

Decimos que f : C" — C se obtuvo por sustitucion de las funciones
g:C"*"—-C,h:C"—=C, ..., hy:C"—=C.

(b) Recursion:

f(wy,...,wg,0) = g(wy,...,wg)
fwy,...;,wg,n+1) = h(wy,...,wg,n, f(wy,...,wg,n))

Decimos que f:CF x N — C se obtuvo por recursion de g : CF — C y
h:CFxNxC—C.
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Teorema 2.9. La familia de funciones computables es cerrada bajo las ope-
raciones de sustitucion y recursion.

Demostracion. Para la sustitucion, basta aplicar la proposicion 2.7 (a) y (c).
Ahora para la clausura bajo recursiéon, dadas las funciones computables g :
Ck — C.yh:CFxNxC, — C, el siguiente procedimiento computa

f(wy, ..., wg,n):

1. Haga w:=g(wy,...,wg).

2. si n =0, imprima w y pare

3. en caso contrario

para ¢ =1 hasta n haga
w:=h(w,...,wg,i,w)

4. imprima w

Luego, f: CF¥ x N — C. es computable. O

3 Propiedades y ejemplos

Es claro que un ntimero real x es computable si, y sélo si, su parte decimal
es computable. Esto nos permite ofrecer las siguientes equivalencias.

Proposicion 3.1. Sea a € (0,1). Las siguientes afirmaciones son equiva-
lentes:

(a) « es computable.

(b) La cortadura izquierda L (o) = {q € Q | ¢ < a} es un conjunto recursi-
vo.

(c) Eziste una funcion computable f: N — {0,1} tal que

oofn
3 )

Demostracion. Primero veamos que (a) = (b). Notemos que si @ € Q, entonce
es inmediato que L («) es recursivo. Ahora, sea o ¢ Q. Dado ¢ € Q, existe m
tal que |a — ¢| > 2%” Por tanto, para la aproximaciéon m-ésima g¢,+1 de « se
cumple que

1 1 1
|Qm+1—Q|Z|Qm+1—a|—|a—Q|>2—m—W:W-

1

Luego, computamos ¢i,qs,... hasta hallar ¢; que satisfaga |qx — q| > oF -

Entonces,

1
’(Jk—a|§2—,€<\Qk—Q\-
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Por tanto, ¢ < « sii ¢ < ¢i. Asi, tenemos un procedimiento para decidir si
q < a; esto es, L(«a) es recursivo. Ahora, veamos que (b) = (c¢). De nuevo,
consideremos dos casos. Es un hecho elemental que se pueden computar los
bits de cualquier « racional. Para « ¢ Q, basta observar que para todo n se
cumple que

n
1 s ar 1
Ap4+1 = sii Zg_k + ont < a.
k=1
Como L () es recursivo, entonces lo anterior describe un procedimiento efec-

tivo para calcular los bits de a. Por tltimo, para (¢) = (a) basta tomar
n
— Lok
=), o 27h 0

El contenido del enunciado (¢) de la proposicion 3.1 corresponde a la definicion
original de ntimero computable que Turing propuso en [8]. Cabe mencionar
que las implicaciones (a) = (b) y (b) = (c) no son efectivas, lo cual es de
esperarse dado que en las pruebas debemos distinguir entre el caso racional e
irracional. Por tanto, las anteriores definiciones no son efectivamente equiva-
lentes. De hecho, se puede mostrar que la implicacion (a) = (¢) tampoco es
efectiva. Esto significa que no existe un procedimiento efectivo que aplicado
a un codigo para un real computable o dé como salida un indice para un
algoritmo que genere los bits de « (para mas detalles ver [1]).

Dado que el conjunto de funciones de aproximacién es contable, los con-
juntos C. y R, son contables, sin embargo, es imposible enumerarlos efecti-
vamente. Para probar este notable hecho necesitamos la siguiente nocion.

Definicion 3.2. Decimos que una sucesion (z,),-, en C. es computable si

existe una funcion recursiva g : N — N tal que g (n) es un cdédigo para z,.
Proposicion 3.3. C. y R, no son efectivamente enumerables.

Demostracion. Basta ver que R, no es efectivamente enumerable. De he-
cho, mostremos que si (a;,) es una sucesion computable de ntimeros reales
computables, entonces existe un nimero real computable 3 en [0, 1] tal que
8 # o, para todo n. Construyamos una sucesion encajada de intervalos

In:=100,1]>hHD>L> - DI, DIh1 D+

tal que para todo n > 1 se satisface lo siguiente:(i) I,, es el tercio derecho
o el tercio izquierdo de I,,—1.(il) oy ¢ I,, para k = 1,...,n. Suponiendo que
hemos construido Iy, I, ..., I,_1 con las propiedades requeridas, construimos
I, mediante el siguiente procedimiento: sean J el tercio izquierdo, Js el tercio
medio y J3 el tercio derecho de I,_i. Sea x, el punto medio de I,. Por

hipétesis, podemos computar un niimero racional 7, = qg_?l tal que

|Oén — Tn‘ S W
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Ahora, si r, < x,, hacemos I,, = J3. En caso contrario, hacemos I, = Ji.
En cualquier caso, o, ¢ I,. Como la longitud de I, es 3%, existe un tinico

nimero real 3 tal que
N1
B e A

Por (ii), es inmediato que 3 # «a,, para todo n. Ademas la funciéon f: N — Q,
dada por f(n) = b, = extremo derecho de I, es claramente computable.
Como

1
1B —bn| < 3 —n, para todo n,
se sigue que § € R.. O

De lo anterior se sigue que cualquier intervalo cerrado no degenerado de R
contiene un conjunto no contable de niimeros no computables. Por otro lado,
el siguiente lema nos ofrece un criterio muy sencillo para definir niimeros no
computables.

Lema 3.4. Sean ACN y

o0
Z e 0,1].
Entonces a € R, si y sdlo si A es recursivo.

Demostracion. Si A es recursivo, entonces x4 : N — {0,1} es una funciéon
recursiva. Asi, para aproximar a «, basta tomar

xa (k)
3k

n

dn ‘=
k=1

Ahora, supongamos que a € R, y que (g,) es una sucesion de racionales
que aproxima a 2a. Definamos la funcion ¢ : N — {0,2} por el siguiente
procedimiento recursivo: ¢ (0) = 0 si y s6lo si 0 € A y habiendo computado

¥ (0),...,% (n—1), definimos ¢ (n) por

. n—11 (k 1
0 S1 qon+2 < Zk 0 3k : 3n717
b () = . w19 (k 1
2 St Q2n+2 > Zk 0 3k ’ gn—1
indefinido en caso contrario.

Claramente, 9 es recursiva parcial. Notemos que para cada n :

1 1
|20é — QQn+2| S W < m
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Si x4 (n) =0, entonces

n—-12. XA 0o 2 B n712-XA(]€) 1
B RN T B L

Por tanto,

1 n—12 . XA(k)_i_l 1
3n— 3k 2 37171'

Gon+2 < 2a +

Similarmente, si x4 (n) = 1, entonces

n—12- A 1 1
CI2n+2>Z X +—'

Es facil ver, por induccion sobre n, que ¢ (n) =2 x4 (n). O

Es un hecho notable que la equivalencia anterior es efectiva, aunque dicha
prueba es mas complicada (ver [1]). Ahora, si tomamos A = K, podemos
concluir que el correspondiente nimero real

_ -k (n)

no es computable. Por otra parte en 1974, apoyandose en la Teoria Algoritmica
de la Informacién, Chaitin defini6 un namero real no computable, de hecho
aleatorio, que llamo la probabilidad de parada §2. Debido a sus conexiones con
la Incompletez sintéctica, la Aleatoriedad y la insolubilidad algoritmica del
Décimo Problema de Hilbert, el niimero {2 se ha convertido en una de las
constantes méas célebres de la matematica (para una descripcion informal de
Q2 ver el reciente articulo [3]).

Intuitivamente, ) representa la “probabilidad” de que cierto tipo de mé-
quina de Turing universal U (llamada autolimitante) se detenga cuando se
le ingresa una entrada wu elegida al azar. Es importante observar que €2 de-
pende de la maquina U (equivalentemente, depende de la godelizacion de las
méquinas de Turing autolimitantes) que se halla fijado. Asi, lo que tenemos
realmente es una familia de nimeros {2y, no una constante absoluta como 7
o e. Para un estudio méas detallado de € y sus relaciones con la logica y la
computabilidad, referimos el lector a [2]| o [7].

De otro lado, es natural pensar que las operaciones aritméticas elemen-
tales entre ntimeros computables sean computables. Sin embargo, este hecho
depende de la definiciéon que adoptemos. En otras palabras, podemos mostrar
que existe un procedimiento efectivo que aplicado a nimeros computables
«, B genera un codigo para a4+ (. Pero tal procedimiento no existe si adopta-
mos la definicion original de Turing (ver [1]). Ahora, dado que las operaciones
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de campo entre nimeros complejos estan definidas a partir de las operacio-
nes entre nimeros reales, es suficiente restringirnos al caso real (Modificamos
ligeramente las pruebas correspondientes que aparecen en [1]).

Teorema 3.5. Las operaciones de suma, resta y producto de R, x R, en R,
y la operacion de division de R, x (R \ {0}) en R.\ {0} son computables.

Demostracion. Veamos que el producto - : R, x R, — R, es computable.
Dados a, 8 € R, sean i,j codigos para o y  respectivamente. Luego, para
cada k :

- B =i (k) - o5 (k)|

IN

o= @i (B)] - 181+ 18 = 5 (0)] - i (W)
1+ Ly ()| + i ()|

< oF

Ahora, consideremos la funcién parcial recursiva ¥ : N3 — N dada por

L+ o (B) [ +lpi (B)] _ 1
2k = o

U (i,j,n) = menor k € N tal que
Como
L+ i ()| + 1o (B)] < 1+ (lal + g6) + (18] + 35) < lal + 18] +3,

es claro que

1 i (k i (k
o Ly (B)]+ Lo (k)

=0.
k—oo 2k

Luego, VU es total recursiva. Luego, la funcion f : N> — Q, dada por
f (Z7.77n) = @i (\II (Zvjan)) i (\IJ (2?.7777')) y

también es total recursiva. Asi, por el teorema s-m-n, existe una funcion total
recursiva 0 : N> — N tal que

$o(i,5) (TL) =f (iaj’ TL) ) para todo n.
Basta ver que 6 (i, j) es un codigo para « - 3. En efecto,
|

L+ | (P (4,5,n)] + [i (P (i, 4,1))
2¥(i,4,n)

IN

1
< —.
S on
Luego, el producto en R, es una operaciéon computable. De forma anéloga, se
puede mostrar que la suma y la diferencia en R. son computables. En cuanto a

la division en R., dada la computabilidad del producto y la proposicion 2.7 (c),
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es suficiente probar que la operaciéon -—!: R, \ {0} — R.\ {0} es computable.
Sean « un numero real computable no nulo y e un correspondiente codigo
para «. Teniendo presente la enumeracion (¢,,) de todas las funciones de N
en QQ, podemos considerar la funcién parcial recursiva ¢ : N — N dada por

1
¥ (m) = menor k> 2 tal que 2 < |om (k)]

Ahora, definamos una funcién parcial recursiva ¥ : N2 — N por

1 si m (20 (m) +n — 2)
U (m,n) = ©m (240 (m) +n—2)  estd definido y es no nulo,
indefinido en caso contrario.

Aplicando el teorema s-m-n, existe una funcion total recursiva 6 : N — N tal
5
que Qg(my = ¥ (m,-) para cada m. Como a # 0, existe ko tal que oo < |af.

Luego,
1 ) 1 1

e (ko)l = lal = 555 2 55— 58 = g2

y asi, 1 (e) esta definido. Ademaés, para todo k > 1 (e) tenemos que

|0e ()| = [pe (¥ (e))] = | = e (¢ (€))] = o = e ()]
S 1 1 11
= 2002~ 2000 29(e) 21’

Por tanto,
_ - <Y — < 9v(e)—1

Dado que ¥ (e) > 2, para cada n € N se tiene que 2¢ () +n —2 > 1 (e) vy,
por tanto,

1
O<W§|¢e(2¢(€)+n—2)‘-

Luego, wy(e) (n) = ¥ (e,n) esta definido y cumple que

L | lam @@ n=y)| 200

R — n g = —.

o PO T ol e @ (9 Fn-g) = 2RO
Esto muestra que 6 (e) es un codigo para < . O

Corolario 3.6. Las operaciones de suma, resta y producto de C. x C. en C
y la operacion de division de C. x (C.\ {0}) en C\ {0} son computables.
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4 Orden y algoritmos de decisién en R,

Notemos que, por el teorema 3.5, R, es un subcampo ordenado de R. Sin
embargo, en general es computacionalmente imposible comparar dos reales
computables arbitrarios. La principal dificultad radica en el hecho en que un
ntmero real computable sblo se puede describir de forma indirecta a traves de
un c6digo (o una funcién de aproximacion). Intuitivamente, para comparar
dos ntmeros reales computables uno necesitaria conocer de antemano toda
la expasién binaria de los ntimeros en cuestiéon. Lo cual nos lleva a la inso-
lubilidad algoritmica del problema de la parada, como lo ilustra el siguiente
resultado fundamental.

Lema 4.1. El problema de decidir si una funcion cualquiera p; : N — {0,1}
recursiva total es idénticamente cero es algoritmicamente insoluble.

Demostracion. Supongamos que existe una funciéon recursiva 6 : N — {0, 1}
tal que si p; : N — {0,1} es total recursiva, entonces i € dom () y

0(i) =0 sii ¢; =0.
Definamos una funcion total recursiva H : N> — {0,1} por

H o ) 1, si My, (m) para a lo sumo en n pasos
m,n) = .
’ 0, en caso contrario.

Por el teorema s-m-n existe una funciéon total recursiva s : N — N tal que
Ps(my = H (m,-). Como @) : N — {0,1} es recursiva, entonces s(m) €
dom (0) y

0(s(m)) =0 sii @gum =0 sii M, (m) nunca para.
Si tomamos ¢ =60 os: N — {0,1}, tenemos que 1) es recursiva y que
Pp(m)=0 sii mekK.
Por tanto, K seria recursivo; absurdo. O

Proposicion 4.2. No existe un algoritmo que, aplicado a cualesquiera o, 3 €
R., decida si a > f3.

Demostracion. Notemos que es suficiente mostrar que no existe un algoritmo
que, aplicado a un namero real computable, decida si es positivo o negativo.
Luego, supongamos que existe una funciéon parcial recursiva 6 : N — {0,1}
tal que para todo « € R, si e es un codigo para «, entonces e € dom () y

fe)=1 sii a>0.
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Ahora, dado i tal que ¢; : N — {0, 1} es una funcion total recursiva, definamos

NP
2o

Entonces a € R, y la funcion f: N — Q dada por

()
FRY =Y (k €N).

es una funciéon de aproximacion para a. Elijamos un indice m tal que v 1o f =
©m.- Asi, m es un codigo para oy m € dom (). Si 6 (m) = 1, entonces a > 0
y, por tanto, existe n tal que ¢; (n) = 1. Si #(m) = 0, entonces o < 0.
Luego, ¢;(n) = 0, para todo n. Es claro que el anterior razonamiento es
independiente del indice m elegido para la funcién de aproximaciéon f para «
y que

¢ (i) = 6 (m)

define una funcion parcial recursiva ¢ : N — {0,1} tal que
P (i) =0 sii ¢ =0.

Absurdo, pues se contradice el lema 4.1. O

De acuerdo a la prueba de la proposicién 4.2 no existe una méaquina de
Turing que aplicada a la entrada e (el codigo para una funciéon que aproxima a
a) dé como salida Si cuando @ > 0 o No si a < 0. Intuitivamente, el problema
estriba en que la maquina codificada por e podria generar sélo ceros como
aproximacién para « 'y no es claro cuanto tiempo debemos esperar para decidir
que la maquina nuncae generard una aproximacioén que obligue a que « sea
positivo.

Proposicion 4.3. No existe un algoritmo que, aplicado a cualesquiera o, 3 €
R., decida si o = f3.

Demostracion. Basta mostrar que no existe una funcioén parcial recursiva 6 :
N — {0,1} tal que para todo a € R, si e es un codigo para «, entonces e €
dom (0) y 0 (e) = 0sii = 0. En caso contrario, dado i tal que ¢; : N — {0,1}
es una funcion total recursiva, consideramos el nimero real computable
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con codigo m. Si 6 (m) = 0, entonces o = 0. Luego, ¢; (n) = 0, para todo n.
Si @ (m) = 1, entonces o # 0 y, por tanto, existe n tal que ¢; (n) = 1. Asi,
¥ (1) = 0 (m) define una funciéon parcial recursiva ¢ : N — {0, 1} tal que

Y (i) =0 sii ¢ =0.
Absurdo, de nuevo se contradice el lema 4.1. O

En contraste con la insolubilidad algoritmica de los problemas previos,
es posible mostrar que existe un procedimiento efectivo que, aplicado a dos
nimeros reales computables distintos, decide cual es mayor.

Teorema 4.4. Existe un algoritmo que, aplicado a o, 8 € R, tales que o # 3,
decide si o < 3.

Demostracion. Dado que @ < (8 sii @« — 8 < 0 y que la diferencia en R,
es computable (teorema 3.5), es suficiente mostrar que existe un algoritmo
que, aplicado a un ntmero real computable no nulo, decide si es positivo o
negativo. Ahora, dado un coédigo e de un namero arbitrario a en R, \ {0},
aplicamos el siguiente procedimiento:

1. Genere el menor n tal que |p.(n+1)| > P g
2. Si @e(n+1) >0, entonces
imprima el numero es positivo y pare;
en caso contrario
imprima el niumero es negativo y pare.
Como a # 0, existe np tal que |a] > 27", Ademas |a — ¢. (ng+1)| <
27 m0~1 implica que

1 1 1

1
(e (o + 1) 2 |a| = 5og > 500 = 5orT = et

Por tanto, el paso 1 es efectivo. Ahora, notemos que

1

—FSQ—We(n+1)§2TLﬁ~

Si e (n+1) > 0, entonces

1 1 1
on+1 > on+1 B on+1

a>@e(n+1)— =0.
Similarmente, si @ (n + 1) < 0, entonces « < 0. Por tanto, el anterior proce-
dimiento decide efectivamente si « es positivo 6 negativo. O

Por ultimo, mencionamos que no existe un procedimiento efectivo que
aplicado a un c6digo para un racional ¢ decida si ¢ = 0. Similarmente, tam-
poco existe un algoritmo que aplicado a un a € R, determine si « es racional
6 irracional (ver [1]).
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5 Aplicaciones al analisis

Uno de los teoremas clasicos del anélisis real afirma que toda sucesién mo-
nétona y acotada es convergente. Como consecuencia de la insolubilidad al-
goritmica del problema de la parada, este principio fundamental es falso en
R.. Para justificar este hecho, introducimos la siguiente definiciéon y unos
resultados preliminares.

Definiciéon 5.1. Una sucesion (z,) en C. converge efectivamente a z € C si
existe una funcion total recursiva h : N — N tal que para todo m :

|z — 2| <27, sin>h(m).

Proposicion 5.2. Si (z,) es una sucesion computable en C. que converge
efectivamente a z, entonces z € C,.

Demostracion. Por hipotesis, existen funciones totales recursivas g,h : N — N
tales que para cada n,m : 94(,) : N — Q es una funcion de aproximacion para
zn y sim > h(m), entonces

|z — 2z, | <27
Ahora, definamos una funcién total recursiva f : N — Q por

f (TL) = Pgoh(n+1) (n + 1) :

Luego, para cada n,

|
|2 = F () < [z = 2nmen)| + [2ae1) = Potninany (0 + D) < 57
Por tanto, z € C,. O

La siguiente proposicién es un caso particular de un teorema de Calude-
Hertling. Para la version general, ver [2].

Proposicion 5.3. Toda sucesion computable mondtona de nimeros racio-
nales que converge a un numero real computable converge efectivamente.

Demostracion. Sea (ay) una sucesion computable monotona de racionales que
converge a o € R.. Sea (g,) una sucesion de racionales que aproximen a a.
Dado m € N existe k tal que

1
|a—ak\ < W

Para este k se cumple que

1
lak — gm+2| < lag — ol + o = gmao| < omiT
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Luego, podemos definir una funcién total recursiva h : N — N por

1
h(m) = menor k € N tal que |ar — gm+2| < ST

Por la monotonia de (a,,), para todo m y todo n > h(m) se tiene que

1

o = an] < |o = | <l = gmal + [gm2 = anm)| < 57

Por tanto, (a,) converge efectivamente a c. O

Teorema 5.4 (Specker). Eriste una sucesion computable (a,) C Q estricta-
mente creciente en [0,1] que no converge efectivamente.

Demostracion. Sea f: N — K una enumeracion efectiva de K y definamos

1

k=0
Claramente, (a,) es una sucesion computable estrictamente creciente en [0, 1]
que converge a un namero real o. Supongamos que (ay) converge efectiva-
mente. Luego, sea h : N — N una funcién total recursiva tal que

o —ap| < sin>h(m).

om’
Notemos que si n > h(m + 3), entonces

: 1
ST < On ~ Ghimes) < lan — ol + |a = apnig)| < 5

Por tanto, m < f(n). Asi, se sigue que m € K sii existe n < h(m + 3) tal
que f (n) = m. Comparando m con

FQ),F @), f(h(m+3)),

podemos decidir si m € K. Pero esto es imposible, dado que K no es recursivo.

O

Un numero real para el cual exista una sucesiéon monétona computable
de niimeros racionales que converge a él, pero no efectivamente, se denomina
numero de Specker. Por la proposicién 5.3 se sigue que los niimeros de Spe-
cker son no computables. También podemos concluir que existen sucesiones
mondétonas y acotadas en R, que convergen a niimeros no computables.

Definicién 5.5. Para cada n € N, sea f, : C. — C. una funcion parcial
computable. Decimos que la sucesion (fy)o- es computable si la funcion par-
cial (n,z) — fn(2) de N x C. en C. computable.
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Podemos generalizar la proposicion 5.2 y probar que toda funcién analiti-
ca cuya representacién en series de potencias tenga coeficientes computables
restringida a cualquier disco cerrado de su dominio es una funcién computable.

Teorema 5.6. Sean f, fo, f1,... funciones parciales complejas con dominio
D C C. Supongamos que existe una funcion total recursiva h : N — N tal que

&)~ F@) < g sizEDyn>h(m).

Si (fn) es una sucesion computable de funciones computables, entonces f es
una funcion parcial computable de C. en C..

Demostracion. Por hipotesis, existe una funcion parcial recursiva 6 : N> — N
tal que si ¢, : N — Q2 es una funcién de aproximacion para z € D, entonces
(n,e) € dom (0) y ¢one) : N — Q? es una funciéon de aproximacién para
fn (2) . Definamos una funcién parcial recursiva ¥ : N> — Q? por

v (6, n) = Po(h(n+1),e) (n + 1) :

Aplicando el teorema s-m-n, existe una funcién total recursiva s : N — N tal
que pge) = ¥ (e,-) para cada e. Ahora, sean z € D computable y e un codigo
para z. Entonces, para cada n :

|f (2) = se) ()| < |f (2) = frman) (2)] +
1 1 1
| Frns1) (2) = Pohina1),e) (n+1)] < T+ 52T = 5

Por tanto, s (e) es un codigo para f (z). Asi, f es una funcién parcial compu-
table de DN C, en C.. O

Teorema 5.7. Sea -
f(z)= Z ap - 2"
n=0

una serie de potencias con disco abierto de convergencia Q. Si (o) C C.
es una sucesion computable, entonces f restringida a cualquier disco cerrado
A C Q es una funcidn computable.

Demostracion. Dado un disco cerrado A, tomamos zg € 2 tal que A C
D (0,7), donde r = |zp|. Luego, existen racionales b € Q y M > 0 tales que
r<by

iyan]-bngM.

n=0

Ahora, escogemos ng tal que :
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y definimos
fn(z):Zak-zk, (neN).

Sea ahora h la funcion computable definida como sigue: h (m) es el minimo
entero > ng tal que 2"(™) > M . 2™ Entonces, para todo z € D (0,r) y todo
n > h(m), se cumple que

00 00 k
@ —fa@ls Y a2l = Y (‘ak“bk)'(%>
k=n+no+1 k=n+no+1
> k > no1k
e 56 (6]
k=no+n+1 k=n+1
SR VA |
iy (5) =y <an
k=n+1

Aplicando el teorema 2.9 y el corolario 3.6 (b), es claro que (f,) es una
sucesion computable de funciones (totales) computables. Luego, se satisfacen
las condiciones del teorema anterior con D = D (0, ) . Por tanto, f restringida
a A es computable. O

Corolario 5.8. Sea
o0
f(z):Zan-zn7 ane(cca
n=0

una serie de potencias con disco abierto de convergencia Q. Si (ay,) es una
sucesion computable, entonces para todo z € §) computable se cumple que
f(2) es computable.

Como otra consecuencia directa del teorema 5.7 podemos concluir que las
funciones elementales trascendentales (e*, cos z, arcsin z, log z, etc) aplicadas
a numeros computables generan numeros computables. De este modo, las
constantes trascendentes usuales que aparecen en el andlisis, como e, 7, log 2,
entre otras, son computables.

6 Aplicaciones al algebra

En esta seccion, nos proponemos mostrar que el campo C, es algebraicamente
cerrado y contiene a los ntimeros algebraicos. Iniciamos probando la siguiente
version efectiva del teorema del valor intermedio para polinomios en R..

Proposicion 6.1. Sean p (x) un polinomio en R, [x] y o < 3 en R, tales que
p(a)-p(B) <0.Sip(x) es mondtono en el intervalo [c, 3], entonces existe
un unico v € R, tal que p () = 0.
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Demostracion. Sin pérdida de generalidad, supongamos que p (x) es creciente
en [a, (]. Por el teorema del valor intermedio, existe un tinico v € R tal que
p () = 0. Veamos que v € R.. Consideremos el siguiente procedimiento de bi-
seccién. Dado el intervalo [a, 3] calculamos su punto medio a; := 3 (o + ).
Ahora, tomamos los subintervalos resultantes [«, a1], [a1, 3] y sus correspon-
dientes puntos medios, generando asi cuatro subintervalos. Si iteramos este
procedimiento, generamos una familia infinita de subintervalos de [a, (] . Sea
D el conjunto formado por los extremos de dichos subintervalos. Es claro
que D C R.. Se presentan dos casos: Caso 1. v € D. Obviamente, v € R..
Caso 2. v ¢ D. Por tanto, p(d) # 0, para todo d € D. Entonces, definire-
mos una sucesion computable («,) de aproximaciones de acuerdo al siguiente
procedimiento.
1. Haga L:=a y R:=0.
2. Para k de 1 hasta n
L+ R
haga «y := —— 7 compute p (ay)
si p(ax) < 0!, entonces
haga L := a4
en caso contrario
haga R := oy
3. Genere ay.
Es claro que o, € D y que

jan =] < =5

o —f]
2n

Por tanto, (ou,),—; es una sucesion de nimeros computables que converge
efectivamente a ~. Por la proposicion 5.2, v es computable. U

Teorema 6.2. A C C.. Esto es, todo numero algebraico es computable.

Demostracion. Por la definicion de ntmero algebraico, se tiene que z € A si
y s6lo si Z € A. Dado que A es un campo, se cumple entonces que

z€A siysélosi Rez, Imz € A.

Por tanto, es suficiente probar que todo real algebraico a en [0,1] es
computable. Mostremos por induccién sobre el grado de cualquier polinomio
p(x) € Z[z] que todas sus raices en [0, 1] son computables. Cuando n = 1,

p(z) = ax + b, donde a,b € Z. En este caso, « = —— € Q es obviamente
a

computable. Supongamos que para todo polinomio con grado menor que n
se cumple el enunciado y sea p (z) un polinomio de grado n. Como p’ (x),
la derivada de p, es un polinomio de grado n — 1, por hipdtesis inductiva,
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sus raices en [0,1] son reales computables que se pueden ordenar en forma
creciente:
aqp=0<on<as < <ap_1 <1=aq.

Luego, si a € [0,1] es una raiz de p(z), es claro que existe k tal que o €
[k, ag+1] - Si a es uno de los extremos, entonces « es computable. En caso
contrario, « es el tnico cero de p (x) en [y, ag+1], dado que p (x) es monotono
en [, agt1] - Ademés ag, ag+1 € Rey p (ag)-p (ags1) < 0. Por la proposicion
6.1, a es computable. O

Proposicion 6.3. R, es un campo real cerrado.

Demostracion. Primero mostremos que si o € R, entonces « tiene una raiz
cuadrada en R.. Para ello, basta aplicar la proposicion 6.1 al polinomio p (z) =
22 — a € R, [7] en el intervalo [0, + 1]. Ahora, consideremos un polinomio
p(x) € R, [z] de grado impar y veamos que p tiene un cero en R.. Como el
grado de p (z) es impar, p toma valores positivos y negativos (arbitrariamente
grandes). Por el teorema del valor intermedio, p tiene al menos una raiz real.
Podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que xllimoop () = —o0. Sea ~y

el primer cero de p (x) en cierto intervalo [, f] tal que

pla)<0 y  p(B)>0.

Por continuidad, podemos suponer que o, 3 € Q y que +y es el inico cero de p
en [a, ]. Como p (x) es creciente en [a, (], por la proposicion 6.1, v € R.. O

De la anterior proposicion, podemos concluir que la extension R, [i] es un
campo algebraicamente cerrado (ver [6]). Ademas, es claro que

R [i] ={a+bi|a,be R} =C,.
Asi, hemos obtenido el siguiente

Teorema 6.4. C. es un campo algebraicamente cerrado.
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