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Resumen

Se plantea el andlisis de diversos escenarios que podrian acercarnos al enten-
dimiento de la energia oscura en el universo. Inicialmente se estudia el compor-
tamiento general de modelos de gravedad modificada tipo f(R) en el marco del
principio hologrdfico analizando las ecuaciones de campo asociadas y la dindmica
cosmoldgica a partir de un sistema dinamico. Seguidamente, los resultados ob-
tenidos se aplican al modelo f(R) de Hu-Sawicki, y se propone una expansion
analitica del modelo alrededor de ACDM para posteriores analisis perturbativos.
Finalmente se sugiere un modelo exponencial f(R) para el cual se determinan
las condiciones bdsicas de viabilidad asi como aquellas necesarias para cumplir
los requerimientos de Sistema Solar, y se analiza el sistema dindmico asociado.
Igualmente se efectia una aproximacion analitica de la tasa de Hubble del mode-
lo alrededor de ACDM a partir de la cual se estudia la evolucion de los distintos
pardmetros cosmoldgicos, y se calcula la tasa e indice de crecimiento de pertur-
baciones de materia. Haciendo uso de la aproximacion analitica hallada para el
parametro de Hubble se calcula el espectro de potencias de materia por medio del
codigo EFCLASS. Se concluye que las alternativas presentadas pueden describir la
dindmica de la energia oscura en el universo desde una perspectiva geométrica en
el marco hologréfico y a su vez explicar la evolucién cosmoldgica de los diferentes
sectores de energia. Adicionalmente, el modelo f(R) propuesto puede explicar la
evolucién de las perturbaciones de materia manteniendo a su vez una diferencia
con el modelo cosmoldgico estdndar, la cual podria verificarse en observaciones
futuras a bajo redshift.

Palabras clave: Cosmologia, Gravedad Modificada, Principio Hologréfico, Ex-
pansion Acelerada, Perturbaciones Escalares, Indice de Crecimiento de Perturba-
ciones de Materia, Tasa de Crecimiento de Perturbaciones de Materia, Espectro de
Potencias de Materia.



Abstract

We propose the analysis of different scenarios that can help us to understand the
nature of dark energy in our universe. Initially, the general behaviour of f(R) modi-
fied gravity models is studied in the holographic principle framework and then we
analyze the associated field equations and the cosmological dynamics from a dyna-
mic system. Next, the obtained results are applied to the f(R) model of Hu-Sawicki,
and an analytical expansion of the Hubble rate around ACDM is developed for fu-
ture perturbative analysis. Finally, we suggest an f(R) exponential-type model for
which the basic viability conditions and Solar System constraints are found, and
the associated dynamic system is analyzed. Likewise, an analytical approach of the
expansion rate around ACDM is calculated, from which the evolution of different
cosmological parameters is studied, and the growth rate and growth index of matter
perturbations are calculated. Making use of the analytical approximation found for
the Hubble rate, the matter power spectrum is obtained from the EFCLASS code.
We conclude that the proposals put forward can describe the dark energy dyna-
mics in the universe from a geometrical point of view in the holographic principle
framework and also explain the cosmological evolution of different energy sectors.
In addition, the proposed f(R) model can explain the evolution of matter pertur-
bations while maintaining a difference with the standard cosmological model that
could be verified in near future observations at low redshift.

Keywords: Cosmology, Modified Gravity, Holographic Principle, Accelerated Ex-
pansion, Scalar Perturbations, Growth Index of Matter Perturbations, Growth Rate
of Matter Perturbations, Matter Power Spectrum.



1. Introduccion y estado del arte

A lo largo de la historia diversos modelos cosmoldgicos han tratado de des-
cribir apropiadamente el origen y evolucién del universo tanto a grandes como a
pequenas escalas. Después del descubrimiento de principios fisicos y el desarrollo
de herramientas matematicas, las teorias en general se han basado en lagrangianos
que involucran la geometria del espacio-tiempo por medio de su métrica y curva-
tura, y su posible comportamiento y evolucién ante la presencia de materia y/o
energia. A partir de alli, las ecuaciones de campo resultantes que describen la di-
ndmica del espacio-tiempo en todas las escalas deben ajustarse a las observaciones
de lentes débiles, formacion de estructuras a gran escala, oscilaciones bariénicas,
polarizacion y anisotropias en la radiacion césmica de fondo de microondas, su-
pernovas tipo Ia (SNIa), y observaciones de ondas gravitacionales y explosiones
de rayos gamma [[1, 12} 3} 14, 15,16, 7,19, 10} 11,12, |13}, 14, [15,16]. Las observaciones
de SNIa restringen los modelos a tener una fase de expansion acelerada en tiempo
tardio, mientras que las de ondas gravitacionales les exigen predecir una velocidad
de ondas gravitacionales muy cercana a la de la luz. Diversos modelos han fallado
en uno u otro aspecto yendo de esta forma en contra de las observaciones o exi-
gencias tedricas.

La Relatividad General (RG), en la cual se basa el modelo cosmolégico estan-
dar o de concordancia (ACDM), ha sido fuertemente soportada [20, 21, 22| 95]]
por resultados observacionales de mas de un siglo, desde la deflexion de la luz
estelar causada por el Sol detectada por Eddington en 1919, hasta resultados re-
cientes obtenidos con proyectos sofisticados como la deteccion y caracterizacion
de ondas gravitacionales [96), 14, [15} [16]], la validacion precisa a escala galéactica
del principio de equivalencia de Einstein [17]], y pruebas extragaldcticas en el ré-
gimen de campo débil de la gravedad [97]]. Ante esto, el modelo de concordancia
se ha erigido como una exitosa teoria para describir la dindmica del cosmos. Sin
embargo, existen varios problemas que lo ponen bajo sospecha: 1) El muy bajo
valor de energia de vacio requerido para justificar la tasa de expansion del univer-
so presente, comparada con la predicha por la teoria cudntica de campos (QFT),
2) el inconveniente de ajuste fino necesitado por la teoria para acoplarse con las
observaciones actuales y 3) la tension detectada ultimamente en la medicion de la
tasa de expansion del universo actual (H) a través de dos métodos distintos, uno
basado en el andlisis del espectro de la radiaciéon césmica de fondo (CMB) y el
otro en los datos de SNIa. Lo anterior sugiere la necesidad de plantear alternativas
tedricas que, aunque imiten de cerca el comportamiento de ACDM, puedan tener



un componente dindmico de energia oscura y a su vez eviten los problemas que
tiene el modelo estdndar. Se ha propuesto entonces que es probable que el mode-
lo de concordancia esté basado en una energia de vacio que quizds no posea las
caracteristicas necesarias para generar la aceleracion en el background césmico
actual y como consecuencia requiera una modificacion de los principios basicos
de la teoria [[18]].

El objetivo principal de la astrofisica y cosmologia modernas es enfrentar el
enigma del sector oscuro (energia oscura -EO- y materia oscura -MO-) del univer-
so. Desde que los efectos de la energia oscura en el universo actual fueron detec-
tados, la ausencia de una teoria fundamental que los explique satisfactoriamente
dio lugar a diversos modelos cosmoldgicos que condujeron a ecuaciones de campo
asociadas a una etapa de aceleracién de tiempo tardio. Entre estos se encuentran
aquellos que asumen la energia oscura proveniente de un término constante, cam-
pos escalares, vectoriales y tensoriales, independientes o acoplados, en cuatro o
mds dimensiones, como el origen de dicha aceleracion. Un segundo tipo de pro-
puestas sugiere que no es necesario invocar la presencia de energia oscura (en su
forma habitual) sino que asocian la expansion acelerada a una modificacion de las
leyes de la gravedad (gravedad modificada -GM- o energia oscura geométrica -
EOG-) cambiando la forma en la cual la geometria del espacio-tiempo responde a
la presencia de energia y materia. Otros modelos asumen una mezcla entre energia
oscura y gravedad modificada. Una revision amplia de los tipos de modelos men-
cionados se encuentra en [20]].

Dentro del segundo tipo encontramos, entre las mds simples, aquellas que usan
invariantes no lineales de la curvatura (escalar y tensorial) como el invariante de
Gauss-Bonnet y los modelos f(R) en los cuales el escalar de Ricci R que aparece
en el lagrangiano de Einstein-Hilbert (EH) es reemplazado por una funcién general
de este [20]. En cualquier modelo viable de gravedad modificada la evolucién del
factor de escala debe mantenerse en valores muy cercanos a los obtenidos para el
modelo estindar ACDM (constante cosmoldgica con materia oscura fria) el cual,
como ya se menciond, a pesar de describir de buena forma la evolucion del universo
desde la época de dominancia de radiacion hasta la actual de aceleracion y generar
una ecuacion de estado efectiva muy cercana a la observada actualmente, no expli-
ca satisfactoriamente el origen fisico de la constante cosmolégica A. Los modelos
escalar-tensor han tenido algun éxito al explicar esta aceleracion asocidndola a un
sector de energia oscura, pero la relativamente reciente medicion de la velocidad de
propagacion de las ondas gravitacionales -c,-, muy cercana a la velocidad de la luz



[14, 15 [16] junto con los resultados observacionales ya citados y requerimientos
tedricos [20, 231 126, 127, 128,129, 132]], han dejado vigentes Gnicamente los modelos
acoplados minimamente a la gravitacién y entre los no minimamente acoplados se
destaca f(R).

En general, los modelos f(R) han sido utilizados para explicar diversos aspec-
tos del comportamiento del universo, entre ellos la expansion acelerada, inflacion,
y materia oscura en halos galdcticos. También, debido a la no renormalizabilidad
de la Relatividad General -RG-, estos modelos han adquirido un interés adicional
ya que los invariantes de mayor grado (no lineales) de la curvatura serian necesa-
rios para construir una teoria renormalizable.

Un modelo f(R) completo debe describir las diferentes etapas de evolucién del
universo, incluyendo inflacion, época de dominancia de radiacién durante la que
se presento la nucleosintesis del Big Bang, época de dominancia de materia en la
cual se gener6 la formacion de estructuras a partir del crecimiento de las pertur-
baciones primordiales [26} 27, 28, 32], y la época actual de expansion acelerada.
También debe cumplir todas las restricciones tedricas ya citadas y ajustarse a los
resultados observacionales mencionados anteriormente. No obstante, hay algunas
teorias de este tipo que describen parcialmente la historia del universo lo cual no
significa que estén erradas sino incompletas y pueden darnos pistas valiosas sobre
el comportamiento del cosmos. Algunos aspectos generales que incluyen venta-
jas, restricciones y debilidades de los modelos f(R) pueden ser encontrados en
[23, 29].

Los primeros articulos de f(R) fueron publicados en 1969-1970 [33]. Estos
contenian una correccion cuadritica mas algunos términos no locales agregados
al lagrangiano de EH obteniendo con esto una fase cuasi de Sitter con un decai-
miento de tipo "slow-roll". Starobinsky [34] mostré que esta correccidn cuadrética
provendria de fluctuaciones cudnticas tenidas en cuenta en las ecuaciones de Eins-
tein, obteniendo de esta manera una fase de Sitter altamente simétrica (inflacion)
en el universo temprano. Sin embargo, este modelo no describe las tltimas etapas
de evolucidn del universo, incluyendo la actual de expansion acelerada, ya que el
término de segundo grado se hace irrelevante para valores muy pequeios de curva-
tura escalar como sucede en la actualidad. El comportamiento de algunos modelos
f(R) para inflacion es analizado por Barrow y Otewill [35]]. En [37] Schmidt pre-
senta soluciones de las ecuaciones de Friedmann obtenidas a partir de modelos
f(R) del tipo ley de potencias (power-law) en R para inflacion.
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Algunos modelos de este tipo han sido propuestos para tratar el problema de
la materia oscura. En ese sentido han sido empleados para probar la formacién y
evolucion estelar, emision de ondas gravitacionales y restricciones en los modos
de graviton masivos, curvas de rotacion planas de galaxias espirales, velocidad de
dispersion de galaxias elipticas, formacion de estructuras, evolucion del universo y
para describir el agrupamiento de galaxias [38]. Entre otros, en [39] Capozziello et
al. propusieron un modelo que se ajusta bien a la curva de rotacion de la Via Lactea
sin requerir materia oscura. En [40] se presenta un anélisis de modelos f(R) tipo
ley de potencias, y se sugiere que un lagrangiano mas complejo puede ser necesa-
rio para explicar toda la fenomenologia del “sector oscuro” en todas las escalas. En
[41]] Zhang propuso una correccién f(R) de tipo exponencial al lagrangiano de EH
que produce resultados interesantes relacionados con el sector de materia oscura
mostrando una tasa de factor de crecimiento en concordancia con las observacio-
nes. Un lagrangiano diferente pero cercano al de EH fue presentado por Sobouti
[42]] (y Safari y Sobouti [43]) para explicar la dindmica en ambientes galacticos.
Por medio de un modelo f(R) de ley de potencias, Borka et al. [44] mostraron que
el plano fundamental de galaxias elipticas puede ser recuperado sin necesidad de
materia oscura. En otra aproximacion, Capozziello et al. discuten, basados en la
termodindmica, el agrupamiento de galaxias en un universo en expansion teniendo
en cuenta el potencial de Newton modificado proveniente de modelos de energia
oscura geométrica [43]].

Varios de los primeros modelos de EOG propuestos para tratar el problema de
la aceleracién en tiempo tardio, agregaron un término del tipo R~! al lagrangiano
de EH [46/47]]. El término adicional (con potencia negativa) dominaria a medida
que el universo se expande produciendo asi la aceleracion, pero este modelo no
pasé las pruebas de Sistema Solar y presenta inestabilidades ante perturbaciones
locales de modo que no es viable [48, 49]. No obstante, Sotiriu mostré que la ines-
tabilidad que hace inviable el modelo solo esta presente en el formalismo métrico
pero no en el de Palatini [S0]. Como dato adicional, Mena et al. argumentaron que
diversos modelos con potencias negativas de la curvatura no pueden explicar la
dindmica del universo considerando inicamente una componente de materia ba-
riénica [19]. Nojiri y Odintsov presentaron una particular combinacion de términos
del tipo R~'y R? [51] la cual constituy6 el primer intento para unificar inflacién
temprana y aceleracion de tiempo tardio (aunque esta dltima propiedad no fue
cumplida satisfactoriamente [29]). La inestabilidad arriba mencionada podria ser
significantemente reducida por términos no lineales como R? (0 R?) en este mo-
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delo, y podria pasar las pruebas de Sistema Solar. Los mismos autores sugirieron
tener en cuenta correcciones de tipo logaritmico (In R) [52] las cuales basicamente
son introducidas por efectos cudnticos en el espacio-tiempo curvo y podrian servir
para la unificacion de inflacién y expansion acelerada. Otros modelos contienen un
término adicional de la forma R", donde la potencia n es un nimero real [53]. A
través de observaciones de SNIa y la edad del universo calculada de los resultados
de WMAP, los autores restringieron su modelo a valores de n alrededor de —0.4
y 1.37. Algunos modelos sugirieron una suma de potencias positivas y negativas
de R [54] donde los términos con potencias positivas dominarian a pequeias es-
calas mientras que aquellos con potencias negativas lo harian en escalas grandes
produciendo de esta manera la expansion acelerada. Sin embargo, algunos de estos
no son viables para aceleracion de tiempo tardio [S55]. En [29, 130} 31] Amendola
et al. mostraron que los modelos con ley de potencias tienen ya sea una era de
expansion acelerada o una estdndar de dominancia de materia transitoria pero no
ambas. Jaime et al. [[15] proporcionaron evidencia numérica adicional de los re-
sultados de Amedola et al. pero sin realizar transformacion conforme del marco
de Jordan al marco de Einstein, sino considerando a iR como un grado de libertad
independiente. En 2006, de la Cruz-Dombriz y Dobado [S7] presentaron un mo-
delo escrito en términos de funciones hipergeométricas sin requerimiento de una
constante cosmoldgica pero capaz de imitar los resultados de la RG con constante
cosmoldgica. Appleby y Battye propusieron un modelo simple e interesante [38]]
que contiene funciones logaritmicas e hiperbdlicas de la curvatura construidas por
integracion, el cual describe adecuadamente las dos ultimas etapas del universo,
de dominancia de materia y aceleracion, satisfaciendo a la vez los requerimientos
tedricos de consistencia pero necesitando, como muchos otros, un ajuste fino.

Con el fin de que el campo escalar con dindmica propia (evidenciada en la
ecucion de la traza como se vera mds adelante) que surge en los modelos f(R) dé
lugar a un escenario de expansion acelerada a gran escala pero a su vez no viole
el principio de equivalencia (hasta donde ha sido corroborado), pilar esencial del
modelo cosmoldgico estandar, diversos modelos de gravedad modificada han im-
plementado el llamado mecanismo camaleon [60), 61], a través del cual el rango
de interaccion del nuevo campo escalar depende de la densidad local de mate-
ria; esto permite evitar correcciones detectables a los fendmenos de Sistema Solar
donde la densidad es alta y que estdn bien descritos por la RG, pero a su vez tener
efectos cosmoldgicos apreciables. Un modelo f(R) de referencia que hace uso de
este mecanismo, fue presentado por Hu y Sawicki (HS) [62] el cual contiene una
correccion de tipo racional (al lagrangiano de EH) en la cual tanto el numerador
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como denominador son expresiones tipo ley de potencias de R. Este modelo de
“un paso” (un valor de curvatura de transicién aguda o suave) produce una cos-
mologia viable, es decir una época de dominancia de materia seguida por una de
expansion acelerada en tiempo tardio, evadiendo pruebas de Sistema Solar, produ-
ciendo expansion acelerada consistente con las observaciones, y satisfaciendo las
condiciones generales [29] de viabilidad de cualquier modelo f(R) [63]. Nojiri
y Odintsov propusieron otros dos modelos [64} 65] con caracteristicas similares
(expansion acelerada de tiempo temprano -inflacion- y tardio, época de dominan-
cia de materia y fase de desaceleracién/aceleracion) pero significativamente més
complejos. Los mismos autores sugirieron otros dos modelos de gravedad modi-
ficada [66] que contienen términos exponenciales, con limites similares a los del
modelo de HS en regimenes de baja y alta curvatura, y con una cosmologia similar.

En [67] se presenta un modelo de tipo racional, con términos de ley de poten-
cias en el numerador y denominador. Este modelo tiene limites similares a los de
HS y puede describir la evolucion del universo desde inflacion hasta la época ac-
tual de aceleracion, pero infortunadamente tiene un régimen de antigravedad que
lo haria inviable. En el mismo articulo, se efectda un intento para solucionar este
problema al considerar una funcién a trozos que contiene el modelo racional men-
cionado. Ademds, en este articulo se presenta una propuesta diferente, construida
por integracion de una funcién exponencial, que puede evitar el régimen de anti-
gravedad. Los mismos autores plantearon en [68] otro modelo de unificacion de
aceleracion de tiempo temprano y tardio el cual pasa las pruebas de Sistema Solar
y puede imitar el modelo ACDM. En [69] presentaron un modelo de unificacién
de aceleracion temprana y tardia de tipo quintaesencia o phantom consistente con
la historia de expansion del universo y pruebas de Sistema Solar. [gualmente, en
[70] sugirieron un modelo por reconstruccion que presenta aceleracion temprana
y tardia, consistente con las observaciones a pequefia y gran escala y a su vez li-
bre de singularidades futuras. En [71] se proponen varios modelos de “un paso”
y “dos pasos” (dos valores de curvatura de transicion) compuestos por términos
racionales los cuales a su vez contienen términos exponenciales en el numerador
y denominador. Uno de los modelos de “un paso” descritos, puede ser reescrito
como una combinacién de tangentes hiperbdlicas, tiene limites similares al los del
modelo HS, es capaz de producir aceleracion en tiempo tardio, y no presenta regi-
menes de antigravedad en el pasado pero si quizds en el futuro. El modelo de “dos
pasos” exhibe los limites del modelo HS, puede describir inflacion y expansion
acelerada actual, y no presenta regimenes de antigravedad. En estos modelos, la
ley de Newton se respeta y todas las soluciones de cuerpo esférico (Tierra, Sol,
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etc.) son estables. Miranda et al. [/2] sugirieron un modelo logaritmico que re-
produce la época de dominancia de materia al igual que la fase acelerada actual.
Cuando se transforma al marco de Einstein, el potencial del campo escalar no pre-
senta patologias, y los autores encontraron que el modelo es consistente con una
cosmologia basada en una métrica FLRW y no aparecen singularidades en objetos
compactos idealizados, resultados confirmados por Jaime et al. [73]. Ademas, es-
te modelo permite la adicion de correcciones de alto grado (no lineales en R) que
pueden producir inflacién. El modelo de Starobisnky (/4] es capaz de producir una
etapa adecuada de dominancia de materia seguida por una de aceleracion, y puede
pasar exitosamente las pruebas de Sistema Solar, pero conduce a potenciales con
deficiencias cuando se transforma al marco de Einstein [[75]].

En 2007, Deser y Woodard realizaron la primera propuesta [[76] de energia os-
cura geométrica no local para expansién acelerada, muy cercana al modelo ACDM,
para explicar los datos cosmoldgicos sin necesidad de un ajuste fino (de pardmetros
del modelo) extremo, y permitiendo una respuesta retardada a eventos cosmicos,
por ejemplo, la transicion de época de dominancia de radiacién a una de domi-
nancia de materia. Maggiore y Mancarella [77] también propusieron un modelo
de este tipo, el cual puede producir energia oscura geométrica capaz de ajustar-
se a los datos observacionales al tiempo que permite un espectro de potencia de
materia compatible con las observaciones [/8]. A través del método de recons-
truccion [79, 80} 32, [81), 182, [83]], Karami y Khaledian plantearon en [84] varios
modelos f(R) teniendo como fuente una densidad de energia calculada con base
en el principio hologrdfico 113,114, 115,116, [117]] y agegrdfico [120], y la pro-
veniente de estos dos pero con correcciones cudnticas en la relacion entropia-area.
Estos modelos pueden describir la historia de expansion del universo y generar
escenarios tipo quintaesencia 'y phantom. Similarmente, Majumder [85]] propone
algunos modelos de GM obtenidos por reconstruccion, teniendo como fuentes de
energia oscura las mismas de [84]], pero con correcciones a la relacién entropia-
drea debidas a una generalizacion del principio de incertidumbre de Heisenberg
en regimenes de curvatura elevada. Dichos modelos estdn compuestos por una su-
ma de términos de ley de potencias (permitiendo potencias fraccionarias de R) y
términos logaritmicos, los cuales pueden dar lugar a escenarios acelerados de tipo
quintaesencia, de Sitter o phantom.

Otra aproximacion novedosa de gravedad modificada fue presentada por Harko

et al. [86] en la que introdujeron una correccion al lagrangiano de EH que depende
de R a la Palatini, es decir, el escalar de curvatura de esta correccion depende tan-
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to de la métrica como de la conexién afin (como campos independientes), pero el
término de EH, es decir R, depende inicamente de la métrica. Esta aproximacién
predice la existencia de un campo escalar ligero de largo alcance capaz de cumplir
los requerimientos observacionales de Sistema Solar y puede conducir a escena-
rios de aceleracion de tiempo tardio.

Otros modelos de EOG son propuestos y analizados en [[71} 191,192,193/ 194, 98,
99,1105, 1106, 107, 1871, y especificamente aquellos relacionados con gravedad mo-
dificada tipo exponencial son estudiados en [100] en el contexto de los resultados
observacionales recientes. Se encontrd que este tipo de modelos pueden explicar
el problema de la energia oscura desde el punto de vista geométrico sin una dife-
rencia significativa con el modelo ACDM. Una extension de estos puede describir
inflacidn satisfaciendo los requerimientos de las observaciones de Planck [6]]. En
[1O1]] se analiza un modelo unificado desde inflacién hasta la era de dominancia
de energia oscura. Para este propdsito, un término cuadratico en 2 con constante
de acople dependiente del tiempo (obtenida de correcciones a un loop de gravedad
cudntica) es usado para producir inflacién, un término de tipo exponencial es agre-
gado para producir expansion acelerada en tiempo tardio, y un término “reparador”
es también adicionado para prevenir singularidades no fisicas causadas por el tér-
mino exponencial. Para inflacion, el indice espectral y la relacion escalar-tensor
coinciden con los resultados de Planck [6] y para expansion acelerada el modelo
se ajusta muy bien a los resultados observacionales mds recientes para energia os-
cura. En [102] también se presenta un modelo de unificacion (desde inflacion hasta
espansion acelerada) el cual para describir inflacion sugiere dos alternativas como
correccion al lagrangiano de EH: La primera consiste en un término cuadrético
en la curvatura con una constante de acople dependiente de R que hace posible la
salida de la inflacién hacia una época de dominancia de radiacién; esta constante
es de tipo logaritmico, lo cual se inspira en correcciones a un loop de constantes de
acople en gravedad cudntica. La otra posible correccion para producir inflacion es
de tipo exponencial mas un término del tipo ley de potencias. Este tipo de correc-
cién produce una inflacion tipo constant-roll, 1o cual hace compatible el modelo
con las observaciones sin necesidad de un ajuste fino. Por otra parte, la correccién
sugerida para describir una época de dominancia de EO contiene el producto de
una constante cosmolégica por una funcion logaritmica de R multiplicada a su
vez por una funcién de R de tipo exponencial. Para la era inflacionaria, el indice
espectral de perturbaciones primordiales de curvatura y la relacion escalar-tensor
pueden ser compatibles con las observaciones recientes. Para expansion acelera-
da, el modelo puede pasar pruebas de Sistema Solar y cosmoldgicas. En [103] se
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plante6 un modelo f(R) con acople al campo electromagnético que puede generar
aceleracion temprana y tardia, campos magnéticos a gran escala, y es consisten-
te con observaciones cosmoldgicas y pruebas de Sistema Solar. En [104] se hizo
una propuesta de gravedad modificada que contiene dos funciones f(R) una de las
cuales tiene acople con el lagrangiano de un campo escalar. Este modelo se desa-
rroll6 a través del formalismo de Palatini y puede generar escenarios phantom o
quintaesencia.

Recientemente Granda propuso diversos modelos [88) 189, 90] que contienen
correcciones de tipo exponencial al término de Einstein que sustentan el comporta-
miento del universo desde escenarios de high-redshift hasta el actual de expansion
acelerada y que pueden ser extendidos para describir inflacion. Igualmente estos
modelos cumplen con las caracteristicas de viabilidad [29] y bajo ciertas condi-
ciones sobre sus pardmetros evitan las inestabilidades usuales de modelos f(R) y
pasan las pruebas de Sistema Solar. Asi mismo, tienen las caracteristicas propias
de los modelos viables de f(R) en diversos indicadores de evolucién de pertur-
baciones que los diferencian del modelo ACDM las cuales podrian verificarse en
proyectos observacionales futuros.

Aln es una tarea no resuelta encontrar una teoria que describa con alto gra-
do de precision las diferentes etapas de evolucion del universo, desde una inicial
de expansion acelerada - inflacion - que permita la amplificacion suficiente de las
perturbaciones primordiales y el decrecimiento significativo de la influencia de la
curvatura espacial en la dindmica del cosmos, permitiendo una transicién a una
etapa de dominancia de radiacion en la cual se haya presentado la Nucleosintesis
del Big Bang, pasando posteriormente a una época donde la densidad de materia
domine sobre los demds sectores y dure lo suficiente para permitir la formacién
de estructuras (supercimulos, cimulos, galaxias, estrellas, planetas, etc.) evolu-
cionando hacia una época (ain vigente) donde la densidad de energia oscura sea
dominante permitiendo una expansion acelerada del universo, y que a su vez sea
capaz de pasar las pruebas a pequefia escala (Sistema Solar, limite newtoniano y
post-newtoniano) de modo que respete los logros de la RG, se ajuste a observa-
ciones a mayor escala como lentes gravitacionales, ondas gravitacionales, oscila-
ciones baridnicas, indice espectral, relacion escalar-tensor y demds detalles que
puedan ser observados en la radiacién césmica de fondo [6], y a su vez evite los
inconvenientes mencionados del modelo estdndar ademads de ser estable ante per-
turbaciones.
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Se espera que las observaciones a pequefia escala (escalas galacticas y de Siste-
ma Solar) con el paso del tiempo sean més precisas para que permitan corroborar o
descartar modelos con predicciones a este nivel. Las observaciones a mayor escala
(cosmoldgica) usualmente presentan un mayor margen de error, y se requieren pro-
yectos mds avanzados que los desarrollados hasta la fecha, que permitan una mayor
precision en estas escalas, de modo que sus observaciones verifiquen o refuten los
modelos hasta hora viables. Este es el caso de los modelos de gravedad modifica-
da, los cuales recobraron impulso ante las observaciones de ondas gravitacionales
[14} 15, [16]. Diversos modelos como algunos de los citados anteriormente son
viables tedrica y observacionalmente, pero atn estd abierta la posibilidad de que
se planteen modelos con predicciones distintas que puedan ser verificados con el
paso del tiempo a partir de observaciones mds precisas de ondas gravitacionales,
evolucion de perturbaciones, CMB, oscilaciones acusticas y cartografiado galac-
tico.

Por otra parte, el principio hologrdfico proviene originalmente de trabajos de-
sarrollados en teoria de cuerdas basdndose en algunos aspectos de la gravedad
cudntica 113} (114} [115} [138]. A grandes rasgos sugiere que la informacién in-
cluida en el volumen de algin espacio determinado puede conocerse a partir de
aquella contenida en la frontera de dicha region. Una de las consecuencias de esta
propuesta es que la cantidad maxima de informacién que puede tener una determi-
nada zona del espacio estd limitada por el drea total de la superficie en su contorno.
Aplicado a sistemas gravitacionales, algunos de los primeros desarrollos con base
en este principio surgieron de los trabajos de J. Bekenstein, S. Hawking y J. M.
Bardeen (108, (109, 110, 111} [112] en la década de 1970 a partir de los cuales se
estableci6 que la entropia de un agujero negro es directamente proporcional al drea
de la superficie de su horizonte de eventos. Posteriormente los trabajos de Cohen
et al. y Hsu [139, [140] permitieron estabalecer una restriccion en el tamafio de
sistemas que sufren colapso gravitatorio, de acuerdo a la cual el agujero negro de
mayor masa que puede caber en una region dada es aquel cuyo horizonte de eventos
corresponda justamente a la frontera de dicha region. Extrapolado a la cosmolo-
gia y teniendo en cuenta al universo entero como el sistema en estudio, se sugiere
que la energia de vacio proveniente de este principio podria interpretarse como
una fuente de energia oscura llamada comunmente energia oscura hologridfica,
habiendo surgido posteriormente diversos trabajos que proponen distintas formas
para su densidad [116, 117,118, [119].

De acuerdo a lo anterior, el propdsito del presente proyecto es sugerir modelos
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cosmoldgicos de energia oscura que incluyan gravedad modificada y densidad de
energia holografica o gravedad modificada inicamente como fuentes de EO. En
ese orden inicialmente en la Seccién 3.2 se tomard un modelo f(R) viable (ya
propuesto y analizado) como responsable de un comportamiento no convencional
de la gravedad a escalas cosmoldgicas, y se lo dotard de una densidad de energia de
vacio inspirada en el principio holografico. En este contexto, la modificacién a la
gravedad y la densidad holografica serian responsables de la expansion acelerada
del universo actual. A partir de las ecuaciones de campo se estudiard la dindmica
del universo descrita por dicho modelo a partir del andlisis de su respectivo sis-
tema dindmico y se mostraran los aportes que la densidad holografica propuesta
tiene sobre la dindmica del cosmos. Los resultados obtenidos estdn publicados en
[121]. Posteriormente dentro de este mismo formalismo, y debido a la cercania
que tiene el comportamiento del universo con el descrito por el modelo de con-
cordancia, en la Seccion 3.3 se considerard como caso particular que df /dR ~ 1
en la densidad hologréfica propuesta, y con base en esto se hard un andlisis de
la dindmica cosmoldgica a partir del estudio del sistema dindamico. Igualmente,
se efectuard una expansion analitica en serie para la expresion del pardmetro de
Hubble alrededor de aquella para ACDM de la forma sugerida en [[122], en la que
habrd un primer término que contiene una densidad constante de energia oscura
cuyo origen es la modificacion a la gravedad unicamente, y los términos adicio-
nales en la expansion actuarian como elementos “correctivos” provenientes tanto
de la gravedad modificada como de la densidad de energia holografica como se
planteard mds adelante. Dichas correcciones podrian tener efectos en la formacién
de estructuras durante la etapa de dominancia de materia, los cuales podrian viabi-
lizarse o descartarse al compararlos con las observaciones recientes de pardmetros
asociados al crecimiento de tales estructuras, pero esto ultimo serd objeto de una
investigacion posterior. Finalmente se propondrd en la Seccion 3.4 un modelo de
gravedad modificada que contiene una correccion de tipo exponencial. Se hard un
andlisis de las condiciones bdsicas de viabilidad que le permitan evitar las dife-
rentes inestabilidades detectadas para otros modelos (regimenes de antigravedad,
masa efectiva negativa, inestabilidad de Dolgov-Kawasaki [49,24])), se analizardn
las condiciones para el cumplimiento de las pruebas de Sistema Solar que le con-
cedan al modelo la posibilidad de explicar fenémenos gravitacionales a pequefias
escalas descritos satisfactoriamente por la RG a este nivel, se hard un andlisis del
sistema dindmico asociado y se mostrard como cambian a lo largo del tiempo los
distintos parametros cosmoldgicos asociados al modelo. Finalmente se estudiard
la evolucion de la tasa e indice de crecimiento de perturbaciones y se esbozard el
espectro lineal de potencias de materia calculado a través del cédigo EFCLASS
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[124, [125]. Vale la pena aclarar que los resultados obtenidos en las secciones 3.3
y 3.4 atn no han sido publicados.
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2.2

Objetivos

Objetivos generales

Estudiar modelos cosmoldgicos de energia oscura basados en la gravitacion
modificada tipo f(R) y en el marco del principio hologrdfico.

Proponer y analizar un modelo viable de gravedad modificada f(R).

Con el trabajo de investigacion realizado se espera cumplir los requisitos
para obtener el titulo de Doctor en Ciencias-Fisica de la Universidad del
Valle.

Objetivos especificos

Hacer un estudio general de las ecuaciones de la gravitacion modificada tipo
f(R) considerando como fuentes la materia oscura y baridnica, y la ener-
gia del vacio modelada a partir de la gravedad modificada y €l principio
hologrdfico.

Analizar nuevos efectos obtenidos de considerar modelos viables de f(R)
ya estudiados, en el marco del principio hologrdfico.

Hacer un andlisis del sistema dindmico asociado a los modelos anteriores y
calcular sus puntos criticos para determinar nuevas posibilidaddes de tran-
sicion entre las diferentes épocas de evolucion del universo.

Proponer un nuevo modelo f(R) de tipo exponencial, realizarle un estudio
de viablidad, y con base en este efectuar una expansion analitica del pardme-
tro de Hubble alrededor del modelo de concordancia de la forma sugerida
por Basilakos et al. [122] y a partir de alli analizar el comportamiento de
la tasa e indice de crecimiento de perturbaciones lineales de materia y el
espectro de potencias de materia.
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3. Marco tedrico y resultados

3.1. Formalismo general.

Las teorias de gravedad modificada tienen como base el lagrangiano y las ecua-
ciones de la Relatividad General y sus resultados deben respetar en el limite de

pequefias y grandes escalas los resultados de la teoria de Einstein y del modelo
ACDM.

La accion general para modelos tipo f(R) es:

S = / d'zy/—g (2%2 (R) + L (g,w,w)) , (1)

donde se asume un espacio-tiempo de cuatro dimensiones, cualquier indice en le-
tra griega “corre” desde 0 hasta 3, donde el O corresponde a la dimensién temporal
y 1,2 y 3 corresponden a cada una de las dimensiones espaciales respectivamente,
k* = 871G, g es el determinante de la métrica g,,,, y L, es la densidad lagrangia-
na de “materia” que puede incluir materia barionica, materia oscura fria (CDM),
radiacidn, o algun tipo exdtico de materia/energia que en nuestro caso asociare-
mos a la energia del vacio. A partir del principio de minima accion 'y a través del
formalismo métrico, de (I]) se obtienen las siguientes ecuaciones de campo:

1

- iguz/f<R) + fI(R)R/W + VUVU [fI(R)}gW - Vvvu [fI(R)} =
2
2 (55,\;, 2)
V=g dg*
que se pueden escribir como:
1 !/
f/(R)Rul/ - §f(R)g;w - <vuv,u - g,ul/[l> f (R> = KQTMV ) (3)
y su traza
F(R)R—2f(R)+30f(R) = 'T | )
donde L1 = V°V, = V,V? es el operador D’Alembertiano covariante, cada

comilla’ representa derivacién con respecto al argumento de la funcién y
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oo 2 0Ly
T V=g agm

es el tensor energia-momentum proveniente de £,, y cuya trazaes T

®)

Las expresiones (3) y (@) constituyen las ecuaciones de campo principales para
teorias f(R) a partir del formalismo métrico. La ecuacién (3)) puede también es-
cribirse, después de alguna manipulacion algebraica, de forma similar a las ecua-
ciones de Einstein con un tensor energia-momentum TlS,’j) para el sector de energia
oscura generada por f(R), que contiene términos dependientes del escalar de cur-
vatura R a través de f(R):

1 ~
RMV — §ng, = IQQTNV

A /4:2]3(]{) [ﬂR) _2Rf " G + (V’/Vﬂ - g,w[l)f’(R)] , (6)
donde T
T =Ry - @
y
1= o | g, 4 (9.9, - gu0) )] - ®

Aplicando los anteriores resultados a la dindmica del universo, se tiene que
asumiendo homogeneidad e isotropia del cosmos a gran escala, se puede hacer
uso de la métrica FLRW con signatura (—, +, 4, +) que se expresa como:

2

2 2 2 r 2 192 2. 9 2
ds* = —dt +G(t)[1_—},(r2—|—r de + r°sen 6d¢] s (9)

siendo a(t) el factor de escala y K la curvatura espacial del universo, para la cual
las observaciones recientes sugieren que K ~ (0 desde épocas de alto redshift.
Adicionalmente, teniendo que:

= El escalar de Ricci con la métrica daday K = 0 toma la forma
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v p_al@ Y _alopg2af
RI=R 6(@4—M) 6(2H +£Q , (10)

donde cada punto sobre una letra significa derivacion con respecto al tiempo
cOsmico t ,y H = % es la tasa (parametro) de Hubble,

= Para el tensor energia-momentum 7}, definido en (5] se utiliza el modelo
de fluido perfecto, quedando descrito por

T} = poj + (p+ plUhU" (11)

donde p es la densidad de energia, p es la presion, U, es el cuadrivector
velocidad covariante dado por U, = (—1,0,0,0), U* es el cuadrivector ve-
locidad contravariante dado por /* = (1,0,0,0) ,

» La traza de (T1) estd dada por
TH=T=—p+3p, (12)

la componente temporal de la ecuacion de campo (3)) resulta:
1 .
BHHN:ﬁp+§{RF—f}—3HRF’, (13)

que tambien puede verse como

3H? = k*p + % [RF — f] —3HRF' +3H*(1—-F) |, (14)
donde f = f(R) y F = F(R) = f'(R) , los cuales se utilizardn indistintamente
de aqui en adelante, y se ha tenido en cuenta que F = RF’, siendo I’ 1a segunda
derivada de f(R) con respecto a R. De igual manera, haciendo uso de la forma
que toma ~2p a partir de , se tiene que cualquier componente espacial de la
ecuacion (3)) estd dada por:

f—RF

F 15
2+, (15)

(2H + 3H*)F = — |k*p + 2HRF' +
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la cual puede reescribirse como

f_

2H +3H? = — |k*p+2HRF' + +F+(2H+3H*)(F—1)| . (16)

Cabe destacar que las ecs. (13) y (I5) (o (I4) y (16)) son ecuaciones generali-
zadas y su limite cuando f(R) — R son las ecuaciones habituales de la Relatividad

General. Similarmente, la ecuacion de la traza (@) toma la forma
FR—2f +30F =r*(3p—p) , (17)

cuya solucion en ausencia de fuentes corresponderia a los escenarios de Sitter de
curvatura constante propios del modelo f(R) propuesto. Puede verse que surge
un grado de libertad adicional en la teoria, este es F', pues dicho campo, al cual
llamaremos escalardn, claramente adquiere su propia dindmica través de (I7). Esta
ecuacion se puede interpretar como una ecuaciéon de movimiento para un campo
escalar representado por /' con un potencial efectivo Vg, la cual se expresaria
como

dVr
Oor — —f = 18
=0, (18)
donde v )
Feff —_ 2
- = 2 _F - . 1
T 3[f R+ x*(3p ,0)] (19)

De las ecs. (18) y (19) se tiene que, acogiendo la interpretacién usual de “masa”
desde el punto de vista de la fisica de particulas, la masa del escalaron estaria dada

por:
1(_F F
= - [2— — -

3 ( F’ (R+ F’))

donde se ha tenido presente que d/dF = (d/dR)(dR/dF) = (d/dR)(F')7 ',y

d*Vi,
dF?

mp

R
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L . o dV
R, corresponde al valor de IR que minimiza V,,, es decir, la solucion a % =0

Cuando

ng > 0 (ver [25,162] para discusiones sobre el tema).

Por otra parte, realizando un desarrollo similar al efectuado para obtener la
ecuacién (6) y comparando las ecuaciones obtenidas con las ecuaciones de Einstein
teniendo en cuenta la métrica F'LRW con K = 0, las ecuaciones (13) y (15]) toman
la forma equivalente:

l€2

H2:§(

P+ pro) 2D
2H + 3H* = —k*(j + pro) (22)

respectivamente, donde se pueden identificar una densidad y presion asociadas a

unﬂuzdo efectivo dadas por peg = p+ pPro Y Dt = P+ Pso CON p = %,

p — PA

=%, Peo=PrtPr » Peo=Dr+Pr » PAZ=5 . pA=5

1 (RF—f :
= — 3HRF' 23
’ 1 RF
ngf@mwwi;—+wW+mﬁ, (24)

en donde se ha tenido en cuenta la relacién £’ = R2F” + RF, y los subindices
EO, fy Aindican cantidades asociadas a los sectores de energia oscura, gravedad
mod1ﬁcada y vacio respectivamente. Si en la ec. se tiene en cuenta que H=
“—H 2y seguidamente se reemplaza en ella la forrna de H? dada en la ec. . se
obtiene:

2

a K
& (1l + 3we) 25
. 6Pff( + 3Wes) (25)

donde weg = pe‘* I corresponde a la ecuacion de estado del ﬂuzdo efectivo. De lh

podemos observar que si peg > 0 entonces cuando weg < —5 se obtienen esce-
narios correspondientes a un universo con expansion acelerada descritos por las
ecuaciones (21)) y (22). A partir de estas ecuaciones se observa que weg también
se puede escribir como
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2 H 1
weﬁ:—l—gﬁ:—g(QZ—l) s (26)

donde z en este caso es la variable dinamica que se establecerd en breve.

A diferencia del modelo ACDM, las ecuaciones de campo de las teorias f(R)
son ecuaciones diferenciales que presentan un alto grado de no linealidad lo que
las hace dificiles de manejar, por lo cual es ttil tener una herramienta que permita
efectuar el estudio de la dindmica cosmoldgica de estos modelos de manera més
sencilla. Con base en esto, a menudo se recurre al andlisis del llamado sistema di-
ndamico para modelos de gravedad modificada el cual se describira a continuacion.
Definiendo las variables dinamicas x, y 'y z, y la fracciéon de materia oscura fria y
baridnica (denotadas en adelante por el subindice “m’) dada por el pardmetro de
densidad de materia (2,,,, despreciando el contenido de otras especies en el univer-
S0, se tiene que

2
x__% y:_GF};F 256_1]32_”% QWE;H?}  @7)
con lo cual la ecuacién (13)) se puede escribir como
l=s4+y+2+Q, , (28)
en donde se ha asumido que py = 0. De la ec. anterior se obtiene:
Qp=1—-cr—-—y—2z . (29)

Igualmente, se puede apreciar que a partir de la ecuacién (28) podemos definir
el pardmetro de densidad de energia oscura {2 = x + y + 2 proveniente de la mo-
dificacion a la gravedad. Derivando cada una de las variables dindmicas definidas
arriba con respecto a la variable de e-folding N = Ina , se obtienen las siguientes
relaciones [29]:

dx 9

W—x —rxz—3y—z—1 (30)

dy xrz

W—x?J‘FE—QZ/(z—Q) ; (31)
dz xrz
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donde z = r y , y los pardmetros m y r estan dados por

RF' d(InF) _z  RF
F —dmg Ty f &)

m

Es pertinente notar que el pardmetro m no depende explicitamente de r ni de
las variables dinamicas, y que tanto m como 7 dependen implicitamente del tiem-
po a través de la evolucién de R. El conjunto de ecuaciones (30), (31) y (32) es
llamado sistema dindmico, y ayudara a determinar la evolucion cosmoldgica per-
mitiendo saber si el modelo puede describir un universo que pase por una época de
dominancia de materia con una duracion apropiada para posibilitar la formacion
de estructuras y luego evolucionar hacia una de expansion acelerada.

Si el conjunto de ecuaciones (30), y se iguala a cero, se tendra que el
sistema dindmico se convierte en un sistema de ecuaciones algebrdicas acopladas
para las variables z, y y 2, cuyas distintas soluciones x, y. y 2. corresponderdn a
los puntos criticos del dicho sistema, es decir, aquellos puntos (x., ., z.) donde
cada una de las variables dindmicas es invariante en el tiempo. Hallando alge-
brdicamente las soluciones al sistema dz/dN = 0, dy/dN = 0y dz/dN =0y
reemplazando dichas soluciones en las ecs. (29) y (26)) se obtiene [29]:

P = (xca Ye, Zc) Qm Wett
Py = (—4,5,0) 0 1/3
Py = (~1,0,0) 2 1/3
Py =(0,-1,2) 0 )
Py = (1,0,0) 0 1/3
Pr = (- il gutd) (@-8m?=3m) /2(0+m)? —

. :(2(1 7771)7 1
m(1+2m)’ . 2
(1+m)(4m — 1) /( +2 )>]

Tabla 1. Puntos criticos, pardmetro de densidad de materia y ecuacion de estado efectiva para el
sistema dindmico de teorfas f(R). Puede observarse que diversas cantidades dependen del valor

del pardmetro m el cual a su vez depende implicitamente del tiempo a través de R.
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Como se observa, varios de estos puntos corresponden (o pueden correspon-
der dependiendo del valor de m) a épocas de dominancia de radiacién (€2, = 0
y weg = 1/3), materia (2, & 1y weg =~ 0) o energia oscura (2, ~ 0y
weg < —1/3). Es importante ahora analizar la estabilidad de dichos puntos ante
perturbaciones al sector de energia oscura geométrica, es decir sobre las variables
dindmicas cuya suma corresponde a (2. Siguiendo el formalismo presentado en
[20]], consideremos pequeias perturbaciones sobre las variables dinamicas en sus
puntos criticos, es decir

T—=To+0r , Yy—=>yY.+0y , z2— z.+0z (34)

las cuales al reemplazarlas en el sistema de ecuaciones (30), (31) y (32), y recor-
dando que en los puntos criticos se cumple que (dz/dN)|,, =0, (dy/dN)|,. =0
y (dz/dN)|,, = 0, dan lugar a

d ox ox
N oyl =Ty | , (35)
) 0z
donde J est4 dada por
) AgR)  AR)
oz oy 0z
dy duy g du
T= | T gn e (36)
) G oGR)
oz oy 0z

la cual debe evaluarse en los puntos criticos * = z.,y = y. y 2 = z. para hallar
posteriormente sus autovalores. La solucién a la ec. (35) en los puntos criticos
corresponde a

or = Clele + CzejQN + CgejSN
Sy = CyeYN + Cse??N 4 CyesVN | (37)
6z = Cre™N 4 Cge?VN + CyelsN

donde 7, j2 ¥ j3 son los autovalores de 7, y las C; son constantes de integracion.

27



Como puede verse de , sij; < 0,72 < 0y js3 < 0, las perturbaciones d,
0y y 0z desaparecen a medida que crece el factor de escala, generdndose de esta
manera un punto critico estable. Si los autovalores son complejos pero su parte
real es negativa, se presenta también un punto estable. Si todos los autovalores son
positivos, las perturbaciones crecen indefinidamente a medida que el universo se
expande, dandose de esta manera un punto inestable, es decir, aquel donde se al-
canza rdpidamente dominancia del sector de energia oscura geométrica. Si uno o
dos autovalores son positivos, inicamente los términos de la perturbacion que los
contienen crecen indefinidamente, produciéndose asi un punto de silla que permite
la evolucion hacia otros escenarios cosmoldgicos.

A partir de lo anterior, analizando la estabilidad de los diferentes puntos cri-
ticos presentados en la Tabla 1, tenemos que P; es un punto interesante ya que
genera un universo acelerado de tipo de Sitter (w.g = —1). Los autovalores de [J
para este punto son:

25 — 16

yal y J2,J3 9 9 ) ( )
donde m estd definido en (33) y se tiene que para el segundo autovalor (j2) se to-
ma el signo positivo, y para el tercero (j3) el negativo. Como se observa, el primer
autovalor es negativo, y si se da que 0 < m < 1, los autovalores j; y 73 también

son negativos por lo cual Ps seria un punto estable tipo de Sitter.

Analizando el punto P se observa que este puede generar varios escenarios ya
que dependiendo del valor de m la ecuacion de estado efectiva weg puede ser mayor
o menor que —1, originando asi condiciones tipo phantom (w.g < —1) 0 quintae-
sencia (—1/3 > weg > —1), y también de dominancia de materia (weg ~ 0,
Q, = 1)sim — 0 (cuando r — —1) donde r estd definido en (33). Por su parte,
para F; es posible encontrar soluciones estables o punto de silla de dominancia de
radiacion o energia oscura dependiendo del valor de m. P corresponde a escena-
rios de expansion acelerada wer < —1/3sim < —(14++v/3)/2 o —1/2<m <0
o m > (v/3 —1)/2. Es posible notar que los puntos criticos Ps y Py se caracte-
rizan por cumplir con la relacion m = —r — 1. Aunque no es una condicion, vale
la pena anotar que estos dos pardmetros dependen explicitamente de la geometria
del espacio-tiempo (gravedad modificada) a través de R, f(R) y sus derivadas.

Los autovalores de 7 en P;5 son:

28



—3m £ /m(256m3 + 160m?2 — 31m — 16)

= 3 1 ! ’ ] s o — , (39)
J1=3(1+m’) J2,J3 i+ 1)
donde m’ = 4 que puede calcularse a través de " = C;T// i

Si |m| < 1, los autovalores en Ps se pueden escribir aproximadamente como:

. L 3 1
J1=31+m) ;]%hz—ziv——- (40)
m

Es posible trazar trayectorias en el plano m vs. r para cada modelo en particu-
lar ya que tanto m como 7 estdn totalmente determinados por la forma de f(R).
Aquellos modelos para los cuales en el plano m vs r su trayectoria se acerque al
punto 5 con m — 07, sus dos ultimos autovalores divergen, por lo tanto el sis-
tema no podria permanecer mucho tiempo alrededor de P lo que desfavorece la
formacion de estructuras durante la época de dominancia de materia. En términos
generales, los modelos que se acercan a P5 con m < 0 no son aceptables. Por el
contrario, si la trayectoria del modelo se acerca a P5 con 0 < m < 0.327, los dos
ultimos autovalores toman valores complejos con partes reales negativas. En este
caso, si el primer autovalor es positivo (lo cual se logra con m’ > —1), el punto
P5 seria un punto de silla con oscilaciéon amortiguada, lo cual permitiria que el
universo llegue a una etapa de dominancia de materia, permanezca algtn tiempo
en ella y evolucione hacia una época de expansion acelerada como la actual. Como
para este punto se cumple que m = —r — 1, se tiene que m > O implicar < —1, lo
cual se traduciria en que para tener una época transitoria de dominancia de materia
se requieren las condiciones m(r < —1) > 0y m/(r < —1) < —1.

Los autovalores de J en Fs son:

1 2 — 3m — 8m? 2m? —1)(1+m/)

44—
tn o m(1+ 2m) m(1+ 2m)

(41)

)l

Se puede ver que la estabilidad de este punto depende del valor de m y m/’
cuando la trayectoria del modelo en el plano m vs r llega a Ps. Si m — 400 se
tiene P ~ (—1,0,2) con weg — —1 que corresponde a escenarios acelerados tipo
de Sitter. Si m’ > —1, Py seria un punto estable. P también seria tipo de Sitter si
m(r = —2) = 1 pero en este caso seria un punto marginalmente estable ya que
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uno de sus autovalores valdria cero.

El punto Fj es estable y acelerado bajo las siguientes condiciones:

IL.m'>—-11y

a) m< —(HT\/E) con Weg > —1.

b) —5 < m < 0conwe < —7.6

c)m>1con—107 < weg < —1.Sim — 1om — +o0, P tiende a
ser tipo de Sitter.

2.m' < -1

a) %<m<1,conweﬁ>—1

Noétese que para modelos f(R) (despreciando el contenido de radicacién) la
etapa de expansion acelerada en el punto critico P no esta descrita por una ecua-
cion de estado en el intervalo —7.6 < w.g < —1.07.

Cualquier modelo cosmoldgico requiere tener una época de dominancia de ma-
teria transitoria (punto de silla) lo suficientemente extensa para permitir la forma-
cioén de estructuras con una ecuacion de estado efectiva cercana a cero con el fin
de ajustarse a las observaciones de distancia de didmetro de los picos acusticos de
las anisotropias observadas en la CMB. La época de materia debe estar seguida
por una de expansion acelerada con weg ~ —1.

3.2. Gravedad modificada y energia de vacio holografica

A partir del anterior andlisis sugerimos en [[121] que el sector de energia oscura
del universo podria estar generado por mds de una fuente de diferente naturaleza,
en este caso por modificaciones geométricas tipo f(R) y por la inclusién del prin-
cipio hologrdfico en el calculo de la densidad de energia del vacio. De este modo,
asumiendo que:

= Elcontenido del universo es principalmente materia (oscura fria y bariénica)
y energia del vacio,

= La presidn que ejerce la materia a escalas cosmoldgicas es cero,
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= En un espacio-tiempo con métrica FLRW y curvatura espacial nula (K" = 0)
el escalar de curvatura estd dado por R = 6(2H 4+ H ),

= La energia del vacio es calculada con base en el principio hologrdfico [113,
114, 1380 1150 1164 117, 118, [119], y su densidad toma la forma

pa = %F(al—ﬂ +BH) | (42)

donde a oy 3 los llamaremos pardmetros hologrdficos,

de la ec. (I3) se obtiene la siguiente relacién para el caso particular del modelo
[121] : ' ‘
R F K> H

/ o At A (43)

1= - -
6H? GH?F HF ' 3H?F

la cual, con las variables dindmicas definidas en (27)) se puede escribir como:
l=z+y+(1+p8)z+a—-26+Q, . (44)

Como se observa, las variables x, y y z, junto con los pardmetros o y 5 permiten
expresar (44)) como
1=Qg0 + Qn (45)

donde Qo =z +y+ (14 )z + a—25 corresponderia a la fraccion de energia
oscura proveniente de la gravedad modificada y la densidad de energia hologréfica
propuesta.

Ahora, para observar la evolucién de dichas variables dinamicas, se tiene que
después de algin desarrollo matematico (Apéndice 5) estas cumplen con las si-
guientes relaciones:

dx 9 B
N +(—m—|—6—1)xz+(oz—2ﬁ)x
—3y—|—(/6’—20z—1)z—|—oz—25—1 , (46)

dy xrz

N =Y + . 2y(z —2) 47)
dz xrz
N T 22(2—2) (48)
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donde, como ya se menciond, N = Ina , siendo a el factor de escala y m el para-
metro definido en . Como se mostré en la Seccion 3.2, si el anterior sistema
de ecuaciones (sistema dinamico) se iguala a cero, se podrdn encontrar los puntos
criticos (., Y., z.) del mismo, en los cuales cada una de las variables dindmicas es
invariante respecto al tiempo, y posteriormente se podra saber si el modelo puede
describir un universo que pase por una época de materia con una duracién apropia-
da para permitir la formacién de estructuras y evolucionar hacia una de expansiéon
acelerada. Para determinar la fraccién del contenido de materia en los puntos cri-
ticos, de se tiene que el pardmetro de densidad de materia es:

Qp=1—-ax—y—(1+p)z—a+25 . 49)

De forma similar a lo descrito en la seccién anterior, se calculan los puntos
criticos del sistema dindmico, y se determina su respectivo valor de €2,,, y weg @

partir de las ecs. y (26):

P = (l’c, Ye, zc) Qm Wefr
Py =(—4,5—a+28,0) 0 1/3
Py = (-1,0,0) 2—a+28 1/3
Py=(0,~1—a,2) 0 -1
Py =(1—a+28,0,0) 0 1/3
(2(1 —a)— 24+ a)m?
ro- (St ditRy) | O ome)/ ~tn
(2(1+m)2)
-~ 2m ((1 = m) — (1 +m)) 1
PG*( m(l + 2m) — (1 + m) 5[17({2(1+m)(<4m71)+a
1—4m — (a —2B) 0 —28
m(1+2m) — B(1 +m)’ )}/
(1+m) ((4m71>+<a72ﬂ>)) [m(1+2m>76(1+m>})}
m(1 +2m) — B(1 + m)

Tabla 2. Puntos criticos, pardmetro de densidad de materia y ecuacion de estado efectiva para el
sistema dindmico de teorias f(R) con energia del vacio holografica de la forma (@ Se observa
como la inclusion de pp hace que diversos puntos criticos y sus respectivos valores de €2,,, y Weg
dependan no solo de m sino también de los pardmetros o y 3, dando asi la posibilidad de escena-

rios cosmolégicos que no se logran tnicamente con f(R).
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Varios de estos puntos corresponden a épocas tipo radiacion, de dominancia de
materia o de energia oscura. Como ya se describio, la estabilidad de cada uno de
ellos ante perturbaciones al sector de energia oscura se determina a través de los
autovalores del Jacobiano evaluados en cada punto critico. Por ejemplo, el punto
P35 es un punto interesante ya que genera un universo acelerado tipo de Sitter. Los
autovalores de J en este punto son:

m(a —3) + 2B £ /16m(m(a + 1) + (o — 1)) + (=3m + ma + 23)2
2m

J1=-3 , J2,j3=
(50)

donde para j, se toma el signo positivo, y para j3 el negativo.

Como ya se menciond, cualquier punto critico es un atractor (estable) si todos

los correspondientes autovalores son negativos. Ya que r = —% = 5, es posible
ver que en P; se cumple que r = —l%a, y su estabilidad se logra si:
m<-1y a<i2y
1
525m(3—oz)+2\/m((1+oz)(1—m)—2a) , 51)
0 —-1<m<O0y Oz>i—r—:; y
1
8> §m(3—oz)+2\/m((1+oz)(l—m)—204) , (52)
6 m>0 y a<iZ y
1
8 < §m(3—a)—2\/m((1+oz)(1—m)—2a) , (53)

de otra manera es repulsivo (inestable) o transitorio (punto de silla).

Otro punto que puede conducir a escenarios acelerados es el Fs. Como puede
verse, este punto puede ser tipo quintaesencia, de Sitter o phantom, dependiendo
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de los valores de m, a 'y B (wesr,, depende de estos tres pardmetros). Sus autova-
lores son:

20+ m)(1+m) (1 +a)(l —m) —2a)

= m(1 + 2m) — B(1 +m) ’

. 24+ a)m®+ (B +4a—38)m —2(1 —a) - 3P (54)
2= m(1+2m) — (1 +m) ’

i = 1—4m—a+20 ‘

m

La estabilidad de este punto depende de los valores de los parametros hologra-
ficosay g,ydemym' = d—T. Es importante aclarar que usualmente no es posible
encontrar una dependencia explicita m(r), de modo que m’ se calcula a través de
la forma equivalente 4% = 9% /4 va mencionada.

Ps puede ser un punto tipo materia si m — 0 (Weg,, — 0) y presentar domi-
nancia de materia dependiendo de los valores de m, 'y 3. Los autovalores de [J
en este punto son:

om?a + B4+ m(2a + 3 —3) £VA
Am(1 +m)

ji= 3(1+m), Jojs= (55)

donde A = 4m*(8+ )% +4m3[40+ 202 — 243+ (33 + )] + m?[4a® — 1263 +
B? + (84 +8B) — 31] +2m[B? — 158 + 2a(4 + B) — 8] + B2 .

En el limite [m| < 1, donde wefr, — 0 corresponde a la EoS de materia, los
autovalores se reducen aproximadamente a:

, 6] 2a+8-3

3(14+m") o T a1 (56)

Sim — 0~y 8 > 0, el segundo autovalor de P; — —oo pero el tercer au-
tovalor puede ser modificado con los valores de los pardmetros hologrificos o y
B.Sim < -1y % > %, Ps5 es un punto de silla con un autovalor positivo
no divergente, dando lugar a un punto transitorio que puede conducir a una épo-
ca de dominancia de materia lo suficientemente larga. La misma situacion ocurre
si m’" > —1 sin importar los valores de « y  siempre y cuando no diverjan. Si

m — 0"y B < 0, el segundo autovalor de P es divergente negativo y la existencia
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de un punto adecuado (suficientemente largo) de silla tipo materia estd determina-
da por el valor de m’ (m’ > —1 6 m’ < —1) en el primer autovalor, y por o'y 3
(2 =3 > |B] 6 2a— 3 < |B]) en el tercer autovalor.

Para un modelo con f(R) como tdnica fuente de energia oscura, el punto tipo
de Sitter P; en el plano m vs. r estd siempre localilzado en » = —2 y es estable
si0 < m < 1. Por otra parte, cuando p, se agrega como fuente de energia del
vacio, el mismo punto de Sitter se localiza en r = —Hia y es estable bajo ciertas
condiciones sobre « and (3 las cuales a su vez dependerdn del valor de m, pero
ahora para m € R — {—1,0}. Esto muestra que la introduccién de p, enriquece
al punto P; ya que en el plano m vs. r puede ser localizado en un rango mds am-
plio de valores de r y ser estable no solamente para 0 < m < 1. Esto genera la
posibilidad de que algunas trayectorias de diversos modelos f(R) viables puedan
ahora alcanzar atractores tipo de Sitter para valores de m y r que no dan lugar a

escenarios de Sitter estables por fuera del marco hologréfico.

En el caso de Fs (sin introducir energia holografica) se puede ver que sim = 1
entonces Wefr,, = —1 lo cual corresponde a un escenario de Sitter. Analizando los
autovalores de F; con este valor de m, dos de ellos son negativos, mientras que el
otro es cero, lo que corresponde a una estabilidad marginal. Para tener certeza del
comportamiento (estable o de silla) de este punto, es necesario hacer uso del me-
canismo de variedad central. Sin embargo, en el marco del principio hologrdfico
(pa agregada como energia del vacio) este punto puede pasar a ser un atractor con
valores apropiados de los pardmetros holograficos o y 5 como puede ser visto en
la forma que toman los autovalores.

La linea m = 0 en el plano m vs r corresponde al modelo ACDM. Es posible
ver que, en ausencia de energia hologréfica, si m — 0 entonces Fy se convierte en
un punto singular, y weg, — 00. No obstante, teniendo en cuenta p,, el punto
Fscona = 1y B # 0 deja de ser singular, la EoS toma el valor weg,, = —1
recobrandose asi el modelo ACDM. Adicionalmente, si « =~ 1y 8 # 0, Ps es no
singular y cuasi-de Sitter.

Otra ventaja de trabajar en el marco holografico es que si a = ;—;’i entonces
Weftp, = —1, logrando de esta forma una solucién general tipo de Sitter (para cual-
quier valor de m excepto m = —1) en Py lo cual no es posible solo con f(R) como
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fuente de energia oscura. También, si

5(6m? — 17m — 20aem — 20 + 20)
14+m

8=

$(6m? + 23m + 20am + 20a — 20)
I+m

6 p= , (57)
se tiene que la ecuacion de estado efectiva en el punto I toma los valores weg, =
—1.1 y werp, = —0.9 respectivamente, para cualquier valor de m (excepto m =
—1), dando soluciones cuasi-de Sitter que son factibles de acuerdo a las observa-
ciones actuales.

Los autovalores de 7 en Ps para la solucién de Sitter con ov = 1= son:

1+m
o 8 26(m=3)+6m . ., 1 B
(58)
de modo que si
m(1+ 2m)
< -1 > —
m y s 14+m
1+2
0 —1<m<0yﬁ>M
14+m (59)
0 0em<l 5<1Om3—|—5m2—|—3m
m
=Y 3m? 4 6m + 3
m(1+ 2m)
> 1 < —
0 m y B 1+m ’

el segundo y tercer autovalor son negativos con lo cual la solucién general tipo de
Sitter es marginalmente estable y eventualmente puede conducir a atractores con
Weff = —1.

Si el sector de energia oscura estd dado tnicamente por f(R), la forma de la
ecuacion de estado efectiva vs. m para el punto Fy se visualiza en la Figura 1,
pero si se incluye energia del vacio p,, toma la forma que se observa en la Figura
2 y Figura 3. Como puede verse, con la inclusién de p, la ecuacion de estado
efectiva puede tomar un rango mas amplio de valores en el régimen phantom, lo
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Weff |

m
s - : -
‘hwcff—bfl 5 Wer— —1 —J
) Wep=—1.07
-4} m=1 (de Sitter: weg=—1)

Figura 1: weg,, vs. m en ausencia de densidad de energia de vacio hologrifica pj para el punto

critico Ps. Se observa que el escenario tipo phantom con —7.6 < weg < —1.07 no se logra en este
punto.

Weff |
[ m=1/2, wegr—1
1 Il / L Il L m
2 4
mA0.8535, weg—1.23
ma0.1464, wegr —1.82
8l
10
Figura 2: weg,, vs. m con a = % y g = % Se aprecia que la inclusién de energia de vacio

holografica de la forma propuesta le permite al modelo describir un rango mas amplio de escenarios
cosmoldgicos principalmente de tipo phantom en el punto Fg.
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——1
m=—1/2, weg=—1 Wel /3
\ / m

-4 =2

-— weg——1 L
-2t weﬂ‘%fl/r

Figura 3: weq,,, vs. m con a = 3y f = 1. Se observa que la densidad holografica propuesta le
brinda la posibilidad al modelo de describir una gama mas amplia de escenarios cosmolégicos de

tipo phantom en el punto critico Py.

cual no sucede con f(R) como tdnica fuente de energia oscura.

En la Figura 2 (« = 1/3y 5 = 1/2), se tiene que si m’ < —1 entonces P
es un punto de silla tipo phantom para —0.640388 < m < 0, mientras que si
m’ > —1 entonces es un atractor. Por otra parte, cuando 0 < m < 0.390388, P
es un punto de silla phantom para cualquier valor de m/'.

Con o = 3y (8 = 1 (Figura 3), se tiene que si m’ < —1 toda la region
phantom de P, es decir —0.707107 < m < —0.5 y m 2 0.707107, es transi-
toria (punto de silla), y si m’ > —1 dicha regién es un atractor (punto estable).
Igualmente es posible ver que para los valores mencionados de los pardmetros ho-
lograficos, Fs puede describir un universo con dominancia de cualquier sector para
—0.707107 < m < 0.707107.

Observemos que en ausencia de p, (Figura 1), el punto 5 no tiene la posi-
bilidad de describir escenarios phantom con —7.6 < m < —1.07, y su cardcter y
estabilidad dependen tnicamente de m' y m.

Volvamos al punto P; (tipo de Sitter) incluyendo p,, y analicemos su compor-
tamiento para, por ejemplo o« = 3y 8 = 1. El segundo y tercer autovalor de [J
en este punto - ecs. a - son negativos si —1 < m < 0. Se ve que en

2
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el marco del principio hologréfico, un modelo f(R) puede evolucionar desde la
region phantom transitoria de P ( — F<m< —5,m> \/%) conm' < —1y
—00 < Wefrp, < —1 hacia el atractor tipo de Sitter 3 con r = —% y —% <m<0
lo cual no es posible con energia oscura proveniente Gnicamente de f(R).

Por otra parte, para el punto de materia P; es posible ver que si m — 0 enton-
ces Wefrp, — 0, pero y,, — w, de modo que en el marco holografico la
fraccion de materia correspondiente a P5; depende de los pardmetros o y (3. En el
limite m — 0, los autovalores en P (sin py) son:

3(1+m') | —zi,/—%. (60)

En este caso, el segundo y tercer autovalor divergen cuando m — 0~, uno de
ellos siendo positivo y el otro negativo. La divergencia positiva impide que el siste-
ma permanezca suficiente tiempo en la época de dominancia de materia de modo
que no permitiria la formacién de estructuras tal como las vemos en el univer-
so actual, excepto para un rango muy estrecho de condiciones iniciales. Como se
menciond anteriormente, una era aproximada de materia puede lograrse si m < 0
(siempre que no se cumpla m — 0, aunque estando m relativamente cerca de ce-
ro), pero los autovalores toman un valor grande y es dificil encontrar condiciones
iniciales para permanecer cerca a P; por mucho tiempo. Debido a esto, los mode-
los f(R) (por fuera del marco hologréfico) con m < 0 no son aceptables.

Por las anteriores razones, la inclusion de energia de vacio hologréfica le brin-
dala posibilidad a los modelos f(R) de cruzar el punto de materia P5 con m — 0%
lo cual no sucede cuando el sector de energia oscura proviene tinicamente de f(R)
[29]. Para P5 con m — 0, diferentes épocas de dominancia de materia pueden
lograrse:

3
Qp, =1 para a = 55 ,

3 1
Qmp, =09 para o = fﬂ+1—0 ,

5N 61)
Qpp, = 0.8 para o= 55—1—5 ,

3 3
Qp, = 0.7 para o= 55 + 0
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Aplicando los anteriores resultados al modelo f(R) de Hu-Sawicki [62]], para
el cual

R n
c
fus=R— M’ 11(gM32)

e (M2

S

) (62)

n

+1

donde n > 0, ¢; y co son pardmetros adimensionales, y M, es una escala de masa
2 T . —_ . . . .
dada por M, = = siendo py la densidad de materia promedio en el universo

actual. Si X = %, los pardmetros r y m toman la forma:

n __ n\2
— ClTLX X(l + CQX ) (63)
(1 + CQX”)[X + (CQX - Cl)Xn]

y m— enX™(1 —n+c(1+n)X") . 64)
(1 —+ CQX”)[X(l + CQXn)2 — Clan]

Ejemplo 1: si ¢c; = 4, co = 7y n = 5, una parte de la trayectoria en el plano
m vs r (incluyendo p,), estd dada en la Figura 4. Se observa que si r — —1~
entonces m — 07 ym’ — 0, de modo que si o = i y 3 = —1072, los autovalores
en P5 son 3, —ooy —0.627, con {2y, ~ 0.74 'y wer,, — 0, que corresponde a
un punto de silla asociado a una época de dominancia de materia que puede durar
suficiente y favorecer la formacion de estructuras. Con los mismos valores de o y
B3, sir — —1.6" entonces m — 0.67, QmPG =0y Weftp, = —1. Los autovalores
asociados son 0, —2.73 y —2.78 los cuales corresponden a un punto tipo de Sitter
marginalmente estable. Esta caracteristica no es posible solo con f(R) donde un
escenario de Sitter puede encontrarse Unicamente si 7 = —2 para P35,y m =16
m — oo para Fy .

Ejemplo 2: Si ¢c; = 3, ¢, = 15y n = 2, la trayectoria parcial en el plano m
vs r del modelo (incluyendo energia hologrifica) se observa en la Figura 5. Para
este caso tenemos que si r — —17 entonces m — 0~ y m’ < —1, de modo que si
a = 1.57y 8 =1, el primer autovalor de 7 en P; es negativo, y los otros dos son
—oo y 0.285 respectivamente, con 2, &~ 0.93 y werr,, — 0, correspondiente
a un punto de silla de época de dominancia de materia que puede ser lo suficien-
temente extensa. Con los mismos valores de los pardmetros holograficos, cuando
r — —0.73" se tiene que m — —0.27", entonces (2, , = 0y werrp,, = —1.1. Los
autovalores en este punto son aproximadamente —oo, —3.76 'y —9.27, lo cual estd
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r=—1.6,m=0.6 L
(punto de Sitter)

r=—1,m=0,m'=0 +
(punto de materia) T

Figura 4: m vs r para f(R) de Hu-Sawicki con ¢; = 4, co = 7y n = 5 incluyendo p, con
a=1/4 y 8= —10"2 Se pude apreciar como la inclusién de la densidad hologréfica propuesta
le permite al modelo describir escenarios cosmolégicos con puntos criticos tipo de Sitter para mul-
tiples valores del pardmetro  lo cual no sucede con f(R) Gnicamente pues en dicho caso el punto

de Sitter siempre corresponde a » = —2 y sus condiciones de estabilidad son mds restringidas.

ligado a un punto estable ligeramente phantom. Este comportamiento no es posi-
ble con energia oscura proveniente solo de gravedad modificada f(R) ya que en
ese caso cuando m — 0~ las trayectorias a P5 no son viables, y para la ecuacion
de estado se tiene que el valor Weftp, = —1.1 (como limite del universo acelerado
actual) no se logra. Los anteriores resultados estan publicados en [121].

3.3. f(R)y energia de vacio holografica con F' =~ 1

Como caso particular se puede considerar en (42) que F' ~ 1 debido a la
proximidad que debe tener el modelo con ACDM, obteniendo asi para la energia
del vacio una expresion similar a la densidad de energia hologréfica propuesta en
[119]:

3
K2

or ~ —(aH?*+ BH) . (65)

Por otra parte, diversos modelos viables de gravedad modificada tipo f(R)
como fuente de energia oscura pueden ser escritos de forma similar al modelo
ACDM de la forma:
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r=—1,m=0 m
(punto de materia: weg=0)
r . ‘

-0.2r

-04

r~—0.73, m~—0.27
(levemente phantom: weg~ —1.1)

Figura 5: m vs r para f(R) de Hu-Sawicki con ¢; = 3, ¢ = 15 y n = 2 incluyendo p con o =
1.57 y B = 1. Se observa que la inclusién de energia holografica de la forma propuesta le brinda
condiciones propicias al punto de materia aun cuando m — 07, evolucionando posteriormente

hacia escenarios cosmoldgicos acelerados.

J(R) = R—2Ay(R,b) (66)

como lo proponen Basilakos et. al en [122], donde A y b son constantes que depen-
den de los pardmetros del modelo f(R). Para el caso del modelo de Hu-Sawicki,
y(R,b), Ay bson:

1 M2c, 2ea/m
R b)) =1-— A= —2— h="2 67
y(#,0) 1+ (R/(bA))» 209 1 (@D

donde n > 0, y se tiene que si b — 0 entonces y(R,b) — 1, con lo cual f(R) —
ACDM. En [122]] se plantea entonces la posibilidad de que el pardmetro de Hubble
(H) asociado a un modelo con energia oscura geométrica proveniente de f(R) sea
expresado como una expansion analitica alrededor de H?(N) para ACDM, asi:

g
H*(N) = H{(N)+ > VSH(N) , (68)
i=1

donde N es la variable de e-folding, g es el grado hasta el cual se desea realizar
la expansion en serie, b es un pardmetro del modelo al que llamaremos pardmetro
“correctivo” el cual al tender a cero hace que f(R) — R — 2A,
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HE(N)

iE = Qo N + Qe+ (1 — Qpy — Q) (69)

es la tasa de expansién para el modelo de concordancia, y § H2(N) son funciones
a calcular después de incorporar (68) en la ecuacion de campo (13)). El subindice
“0” indica cantidades evaluadas en la actualidad, y los subindices m y r en este
caso representan cantidades asociadas al sector de materia y radiacion respectiva-
mente, los cuales no deben confundirse con los pardmetros m y r utilizados para el
andlisis del sistema dindmico. Vale la pena observar que para el modelo de Hu &
Sawicki conn > 0,sib — 0 (ec. (67)) entonces H?(N) — H3(N). La cantidad de
términos que se toman en la expansion depende de que tan cerca se requiera estar
de la solucion numérica para H?(N) obtenida de la ecuacién de campo menciona-
da con un valor especifico de b. Usualmente tomando hasta términos de orden dos
en b, es suficiente para obtener una concordancia con la solucién numérica mejor
que el 0.001 % a cualquier redshift para valores de 0.001 < b < 0.5.

En este trabajo se plantea entonces una expansion similar de la tasa de Hubble
alrededor de ACDM para un modelo cosmoldgico que contenga gravedad modifi-
cada tipo f(R) y densidad de energia hologrifica de la forma , asf:

H*(N) = H3(N)+bG}(N)+AG3(N)+BG3(N) (70)

la cual es una expansion tipo Taylor a orden uno para H?*(N) alrededor de b = 0,
A=0y B =0,porlocual, cuandob — 0, 4 — 0 y B — 0, la expresion
propuesta para H?(N) tiende a ser la tasa de expansién correspondiente a ACDM
con A dado en la ec. (67). En esta expresion, b es el pardmetro “correctivo” pro-
veniente de f(R), mientras que .4 y B son pardmetros “correctivos” asociados a
pa que deben determinarse. Vale la pena aclarar que se califican de “correctivos”
ya que su magnitud determina la diferencia entre H*(N)y H3(N).

La expresion (68) se sugiere por dos razones: 1) Generalmente no es posible
hallar una solucién analitica para la tasa de Hubble directamente a partir de la ec.
(T3), 1a cual entonces se resuelve usualmente de forma numérica. Sin embargo,
en diversos cédlculos que se realizan con c6digos computacionales se requiere una
expresion analitica de este pardmetro. 2) El modelo de concordancia (ACDM) se
ajusta con bastante fidelidad a las observaciones actuales, por lo cual es deseable
que cualquier modelo cosmoldgico viable pueda reproducir una tasa de expansion
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muy cercana a la del modelo cosmolégico estdndar. Por estas razones se propone
una expansién analitica de H?(N) alrededor de ACDM la cual debe permanecer
muy cerca de la solucién numérica de la ecuacién de campo del modelo propuesto
para cualquier redshift.

Retomando la expresion (70) se tiene que el pardmetro b adquiere la forma
mostrada en para el modelo de Hu-Sawicki, mientras que A y B se definen a
partirdea = a3+ A y (= 1 + B, siendo o'y 3 los parametros holograficos
presentes en (63), o y 51 son constantes que se hallardn a partir de la ecuacién de
campo (13)), y Ay B actian como “correcciones pequeflas” sobre estas constantes
a1y f1. Observemos que aunque es 16gico asumir que oy = [, = 0 de modo que
cuando A — 0 y B — 0 la densidad holografica tiende a desaparecer, permitien-
do asi que f (R) se comporte como una constante cuando b — 0, se quiso proponer
la forma general « = oy +.A y B = 1 + B para los pardmetros holograficos, de
modo que sea directamente la ecuacion de campo la que determine el valor de a4
y ficuando A -0y B — 0.

Para hallar (70) introducimos en la ec. (13]) la densidad de energfa dada por p =
Pm + pr + pa, donde en este caso la densidad de materia (oscura fria y baridnica)
y radiacion en el universo estan dadas respectivamente por x%p,,, = 3HZ,,,e 3N
y K2p, = 3H§QT06*4N , siendo €2,,,, y €2,, la fraccién de cada una de ellas en el
universo actual, H es el valor presente de la tasa de Hubble, y la densidad holo-
grifica p, toma la forma (65)). Adicionalmente, teniendo en cuenta que la derivada
con respecto al tiempo cdsmico se puede expresar como % =H ﬁ, pasando todos
los términos de la ecuacion a la derecha y dividiendo entre tres resulta:

0=— f(R)H*(N) + Hg(Qmoe_SN + Qme_‘w) + (aH? + BH)

Loy " 2/ AR (71)
+((RR - f(R) — [HRH(N) o

Después de esto, reemplazando en la forma de H?(N) propuesta en (70),
con n = 1 para el modelo de Hu-Sawicki, seguidamente expandiendo en serie
el lado derecho de la ecuacion resultante alrededorde b = 0, A =0y B =0
hasta orden uno en estos pardmetros, y finalmente igualando a cero el término
independiente de la expansion en serie, al igual que los coeficientes de b, Ay B
de dicha expansion (Apéndice 1) con el fin de que se satisfaga la ecuacion sin
importar el valor de b, Ay B, se obtiene:
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Q,, Q. —1
c= Y o L ) =0y B0 (72)

donde ¢ = ¢ /cs, siendo ¢; y ¢o los pardmetros del modelo de Hu-Sawicki, y para
G1(N), Go(N) y G3(N) resulta:

G1(N) =[36H3e*™ (Qny + Uy — 1)%(—6e™ Q2 + 36" Qg (g + Qg — 1)+
126™ (o + Dy — 12+ 43V Qg (g + Qg — 1) — T )] H/?
/BV2AEY (U + Qry = 1) = Ung)?]

(73)

2 2 Qmo Q7“0
Go(N) = \[HZ (1 — Quy — Q) + HZ SN + v ) (74)
G3(N) = (75)

2

Con las expresiones anteriores para los G;(/N') que permiten satisfacer la ecua-
cién de campo independientemente del valor de b, A y B, se tiene explicita-
mente una forma analitica para el pardmetro de Hubble la cual se puede comparar
con la solucién numérica obtenida de la ecuacién (71)). La diferencia porcentual
de H(N) a partir de con respecto a la soluciéon numérica mencionada para
algunos valores de los parametros b, Ay I3 se puede observar en las figuras 6, 7, 8
y 9. Tengamos en cuenta que paran = 1, de se obtiene ¢; = 2/b, con lo cual
a partir de la forma de ¢ (recordando que ¢ = ¢;/¢2) dada en (72) se determina
el pardmetro ¢y, quedando asi definidos todos los pardmetros del modelo f(R) al
establecer un valor para b en la aproximacién propuesta. Igualmente, es facil ob-
servar que con (72), al fijar A y B, el valor de los pardmetros hologréficos a y /3
queda determinado.

Es posible apreciar que cuando los pardmetros correctivos b = A = B = 1074
(Figura 9), la diferencia entre la solucién numérica de H(N) calculada a partir de
la componente temporal de las ecuaciones de campo y la expresion analitica
propuesta en es de menos del 0.002 % para cualquier —2 < N < 0. Grosso
modo se puede determimar de la grafica mencionada que en el intervalo —1 <
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b=A=B=01

=35 =30 =25 =6 =5 WO\

Figura 6: Diferencia porcentual vs. N de la aproximacién analitica de H(N) dada por @) con
b= A = B = 0.1 respecto a su solucién numérica para el modelo caracterizado por f(R) de Hu-

Sawicki (62) conn = 1,y py de la forma (65). N = 0 corresponde al tiempo presente y cuando
| N| aumenta se va hacia el pasado.

%F
b=A=B=0.01

V

Figura 7: Diferencia porcentual vs. N de la aproximacién analitica de H (N dada por @) con
b= A = B = 0.01 respecto a su solucién numérica para el modelo caracterizado por f(R) de
Hu-Sawicki @ conn =1,y pa de laforma @
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b=A=B=0001 7
0.02
0.0
N
=20 -1.5 -1.0 -0.5
-0.0
=-0.02

Figura 8: Diferencia porcentual vs. N de la aproximacién analitica de H (N) dada por @) con
b= A = B = 0.001 respecto a su solucién numérica para el modelo caracterizado por f(R) de
Hu-Sawicki @) conn =1,y py delaforma @)

b=A=B=00001 7o

=20 -15

Figura 9: Diferencia porcentual vs. N de la aproximacién analitica de H () dada por @) con
b= A = B = 10~* respecto a su solucién numérica para el modelo caracterizado por f(R) de
Hu-Sawicki @) conn =1,y py de laforma @)
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N < 0 la diferencia porcentual media entre ambas soluciones es ~ O(107% %).
Igualmente se puede visualizar que para N < —1 la diferencia entre ambas solu-
ciones tiende a cero, por lo cual se estima que la diferencia porcentual media en
el rango de redshift 0< z < 30 es de ~ O(107° %), lo que indica que se reque-
rirfa O(b, A, B) < 10~ para lograr una diferencia porcentual media entre ambas
soluciones de menos de 107> % de modo que la solucién numérica de la tasa de
expansion sea bien aproximada por (70) [124]. Con esto, la aproximacién po-
dria utilizarse para hallar expresiones analiticas de diversos pardmetros asociados
al modelo propuesto que son requeridas para implementar en el cédigo EFCLASS
[124, 123]], entre ellos la densidad y la ecuacion de estado efectivas para el sector
de EOG, las cuales deben identificarse a partir de las ecuaciones (14) y (I6) y no
de las ecs. (I3)) y (I3). Esto se debe a que el cédigo mencionado estd disefiado con
ecuaciones que contienen p y p en su forma habitual, en lugar de p = p/f(R) y
p = p/f(R)|'| Ladiferencia promedio indicada (< 107> %) para H(N) en el inter-
valo de redshift mencionado, no produce cambios significativos en los resultados
del cédigo, ni tampoco perceptibles al compararlos con las observaciones actuales
ﬂ A partir de la expansion en serie hallada se podra analizar en préximos estudios
el comportamiento de diferentes pardmetros cosmoldgicos al igual que la evolu-
cion de perturbaciones y espectros asociados, y efectuar un ajuste de parimetros
del modelo con el c6digo mencionado.

Es pertinente aclarar que la solucién numérica para la tasa de expansion a par-
tir de la ecuacién fue calculada con el software Mathematica versién 10.0.0.0
haciendo uso de la funcién “NDSolve”, dando condiciones iniciales a alto redshift
estimadas a partir de H (V') del modelo estandar, y utilizando el método de Hermi-
te de orden tres. Para cualquier solucion numérica en el presente trabajo se utilizard
el mismo software y método numérico, y las condiciones iniciales se determinardn
desde el modelo ACDM.

Por otra parte, para hallar el sistema dindmico del modelo “f(R)+ py+CDM”,
siendo f(R) el modelo de Hu-Sawicki'y p la densidad holografica dada en (63)),
y sus respectivos puntos criticos, se tiene que la ecuacién de campo (I3) toma la
forma:

F f N R L
FH G6FH? ' 6H? FH?

'Comunicacién personal del Dr. Wilmar A. Cardona.
2Comunicacién personal del Dr. Wilmar A. Cardona.

: Kp | Kp KPp
Jig H) _
(O‘ O ) st 3 T3

1= (76)
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La ec. (76) se puede expresar como

l=z+y+2+h+Q, , (77)
donde
o= _ [ = B
="FH " YT TeFH? 0 T T 6H?
(78)
BH (1 K2pm K2 pm
h = —— — -1 Q. = ,
VrEm T\ E 3gz Y 3H?

siendo v = «/ F, entendiendo que en li se ha considerado Unicamente el con-
tenido de materia (CDM y baridnica) en el universo. Con la anterior forma de
definir las variables dindmicas x, y, 2z y h, recordando que % =H diN, y con los
pardmetros m y 7 definidos en (33)), se tiene que el sistema dindmico estd dado por:

d
%z—l—z—?)y%—:ﬁ—xz ,
dy xz
W—E—y@z—l‘—ll) )
dz xz

— =———22(z—-2

dN m Z(Z ) Y

dh 6] 15} £ dz r v z
N = vx avxz—i—QavquavW—ka va—i—a 21}5—1—22 1),
(79)

el cual ha sido obtenido de forma similar a la descrita en el Apéndice 5. Asumiendo
n = 1 para el modelo (62) e igualando a cero cada una de las expresiones del
sistema (79)), se obtienen los puntos (x., y., 2., h.) que corresponden a los valores
de las variables dindmicas en los cuales cada una de ellas es invariante respecto a
la expansion del universo. Dichos puntos criticos son:
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4 —2 1 4 —2
P (,4, 5.0, M) Cwg= L g, = Ava—206)
v —« 3 5v — «

4v — 2 —2 1
Py (—1, e ”6> , weg=z

2v -«
4y — _
0, =2 v — 2 + va — 2083 :
20—«
—2 1 -2
Py (17 0, 0, M) . We = — Qm:_M .
«a 3 o
P5: (07 717 2» 0) s wcﬁzfl 3 Qm =0 3
P 3m 1+4m 1+4m
O \1+m’ T 20+m)2 20 +m)’
(80)
[(—2 + 3m + 8m?)a + v(4 + 2m? (=8 + @) + 2«
+m(—6+4a—35)—3/3)}/[2(1+m)2(2u—a)}) ,
1 ( 1+4m) v(—2(1+m)a+3B)
Weg = — | 1 — m = ;
3 14+m 2(1+m)(2v — a)

)

P ( 2(m—1) 1—4m  4m?+3m-—1
( 14+2m > m+2m?2’ m(1 + 2m)

2v(m — 1)(2m2a — B +m(a+ B)) )
(1 +2m)((4m2 + Tm — 2)v — (6m2 +5m — 2)a) )

1 2(4m2 +3m — 1)
wr=-(1-——un-—"7-—]
3 m(1+ 2m)

2v(m — 1)(2m2a + m(a + B) — B)
(2m + 1) ((4m? + Tm — 2)v — (6m? + 5m — 2)c)

Q=

Si ahora asumimos que las variables a despejar del sistema dindamico igualado a
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cero son x, y, z, h, y v, se obtienen dos puntos criticos adicionales:

81)

donde weq toma la forma dada en la ecuacion (26), y €2,,, se ha obtenido de (77)
para cada punto critico. Notemos que en la forma general que adoptan los puntos

criticos no es necesario establecer valores especificos para los pardmetros del mo-
delo.

Como puede observarse, los puntos P, y F5 son tipo de Sitter, mientras que
para los puntos Fs y P; su ecuacion de estado depende del valor del parametro
m, y su contenido de materia depende de los pardmetros v, m, 'y 3. Los demas
puntos son tipo radiacion y no se tendrdn en cuenta en el presente andlisis.

Los parametros 7 y m para el modelo de Hu-Sawicki dados en las ecuaciones
y (64)), expresados en funcién de R con n = 1, recordando que en la aproxi-
macién propuesta para la tasa de Hubble se tiene que ¢ = ¢ /¢, estd dado por ,
y que el modelo f(R) en consideracion se puede visualizar de y , toman
la forma:

R|[1- 2 >
(14 sy (82)
r= ’
2 1
R — 6H0(1 — Qmo - Q”‘o) (1 o 1+3”H(2)(1_Si"()_“7‘())>
AR
m =
2 i ’ -
302HF(1 — Qppy — Qi) <l+m) 1= ’

(83)

51



| m(R)

Lt

phantom

Punto de Sitter

\ J
Punto de materia /\ \

r(R)

Figura 10: m(R) vs. r(R) con b = 0.001, donde la linea roja corresponde a la trayectoria del
modelo f(R) de Hu-Sawicki bajo la aproximacion , y lalinea verde es larectam = —r — 1. Al
incluir p, se alcanzan diversos escenarios cosmoldgicos en los puntos criticos que no son viables
en ausencia de esta densidad de vacio, por ejemplo se enriquecen las caracteristicas del punto tipo
phantom sefialado. Es 1til notar que la trayectoria (linea roja) solo depende de f(R) mientras que
los pardmetros de densidad de materia, la ecuacion de estado efectiva y la estabilidad de los puntos
criticos si dependen de todos los sectores incluidos en el modelo como son f(R), ps y materia.

Ya que las variables dindmicas x, yy z definidas en toman la misma forma
que en (27)), se tiene que:

; (84)

con lo cual se puede establecer el valor de r en cada uno de los puntos criticos
hallados para el sistema (79).

En la Figura 10 se muestra parcialmente la trayectoria del modelo f(R) de Hu-
Sawicki considerando la aproximacion con (72). A pesar de que b = 0.001 no
permite una precisién suficiente para utilizar (70) en EFCLASS, un analisis gene-
ral de la evolucién cosmoldgica y la estabilidad de los puntos criticos a partir del
diagrama m vs. r no requiere tal precisién y puede efectuarse con el valor dado
para el pardmetro b. Se observa como la linea roja cruza puntos criticos tipo mate-
ria, de Sitter y phantom, para los cuales su estabilidad depende de los autovalores
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del Jacobiano asociado al sistema dindmico, que esta dado por:

Jll J12 J13 J14

J21 ']22 J23 J24
— 85
T=N Ty T Ju Ju | ®5)

J41 J42 J43 ']44

donde las componentes J;; del mismo, que toman una forma similar a la mostrada
enlaec. (36) , fueron halladas con Mathematica y se encuentran en el Apéndice 2.

Los autovalores de esta matriz en los puntos criticos son EV'1, EV2, EV3 =
ReEV3+iImEV3 y EV4A = ReEVA+ i ImEV4, donde ReEEV 3, ReE'V 4,
ImFEV3, ImEV4 son las partes real e imaginaria del tercer y cuarto autovalor
respectivamente. Las expresiones para E'V'1, EV2, ReEV 3y ReFEV 4, halladas a
través de Mathematica, se encuentran en el Apéndice 3. Debido aque EV3y EV4
son complejos, su parte real serd la que determinard la estabilidad de los “puntos
de corte” que corresponden al lugar donde la trayectoria del modelo se cruza con
los puntos criticos en el diagrama m vs. 7.

Como puede observarse, los autovalores de 7 en los puntos criticos depen-
den del valor de m, m/, a'y v, por lo cual estos pardmetros serdn definitivos para
determinar si los “puntos de corte” son atractores, repulsores o puntos de silla.
A partir de lo anterior se puede analizar, por ejemplo, el punto de dominancia de
materia Ps y el punto de Sitter P5 indicados en la Figura 10, por los cuales pasa
la trayectoria del modelo. El punto Fs es de dominancia de materia si weg — 0y
Q, — 1llocual se cumplesim — 0y v — 4+22a—"_36. Si la energia hologréfica
se toma como una correccion pequeiia al modelo de gravedad modificada del or-
dende A = B ~ O(1073) (lo que corresponde a o = 3 ~ O(1073)) entonces
v ~ O(1071). Por otra parte, como ya se menciond, P5 es un punto de Sitter exacto
con weg = —1,€, =0y r=—-2

Es importante recordar que la trayectoria en mencion (en el diagrama m vs. r)
depende del valor del pardmetro b, tal como puede verse de y (83). Teniendo
en cuenta la definicién de v dada en y utilizando la forma de P dada en (80),
se tiene que el primer autovalor del sistema en dicho punto estd dado por:

53



3am (% — 1)

EVips = 1+m

(86)

Al “punto de corte” de la trayectoria con el punto de dominancia de mate-
ria Ps en la Figura 10, le corresponde un valor de m ~ 0.0009969, m’ ~ 0y
F ~0.9995. Con o = 0.001, b = 0.001, Hy =~ 70, Q,,, = 0.3y €,, =~ 0.00005
se tiene que EV1pg ~ 0.002991. Por otra parte, con los valores dados para los
diferentes pardmetros en Fg, se tiene que EV2pg = 3, ReEV3pg ~ —0.749 y
ReEV4pg ~ —0.749. Como dos de sus autovalores son positivos y la parte real
de los otros dos es negativa, se observa que el “punto de corte” de la trayectoria
con el punto critico Fs corresponde a un marco transitorio de dominancia de ma-
teria lo cual brinda posibilidad al modelo de evolucionar hacia otros escenarios
cosmoldgicos.

Por su parte, al punto P; (el cual coincide con la linea » = —2 en el plano m
vs. ) en el lugar de corte con la trayectoria del modelo, teniendo b = 0.001,
A = a = 0.0001, B = f = 0.0001, y los mismos valores de Hy, €2, ¥
2,, mencionados arriba, le corresponden m ~ 0.0009873 y F' ~ 0.9995, de
donde, teniendo en cuenta la definicion del pardmetro v ya dada, se tiene que
EVips ~ 0.001482, EV2p;s ~ —3 y ReEV3p; = ReEVi4ps; = —3, con
lo cual P5 corresponde a un punto transitorio que le permite al modelo describir
un universo que pasa por una época de dominancia de energia oscura temporal.

3.4. Modelo f(R)

Para modelar el sector de energia oscura del universo a partir de una sola fuente,
se propone el siguiente modelo de gravedad modificada:

f(R)=R— M (oG ) (87)

donde ¢, c3, @ y p son pardmetros del modelo, M 2 es la escala de masa del mis-

mo, y llamaremos a la correccién al término de Einstein-Hilbert f (R) = f =

_ R Y
M?cie (C3+(M?) ) . Es pertinente aclarar que en este caso el pardmetro « es

distinto al utilizado en las secciones anteriores como pardmetro holografico, y el
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pardmetro p no debe confundirse con la presion.

De f (R) puede observarse que para que tenga la posibilidad de describir
un universo cuya componente de energia oscura ejerza una presion negativa dan-
do lugar a una expansion acelerada de tiempo tardio, se requiere ¢; > 0. Por otra
parte, con « > 0y p > 0, se tiene f(R) — R — 2A (siendo 2A = M?2cie~%)
cuando R — o0,y f (R) — Opara R — 0. El primer limite muestra que el modelo
se comporta como ACDM en el régimen de alta curvatura lo que en la evolucién
cosmoldgica corresponderia a una época de alto redshift, mientras que el segundo
limite evidencia que la correccion f (R) se desvanece cuando se tiende hacia un
espacio-tiempo plano, lo cual claramente indica que dicha correccién es de natura-
leza puramente geométrica. Vale la pena anotar que aunque el término correctivo
es de cardcter dindmico, se comporta como una constante cosmoldgica efectiva
en tres escenarios distintos: R — oo, a < 1 0o p < 1, los dos dltimos siempre
que R no tienda a infinito o a cero. De acuerdo a esto, por ejemplo si @ < 1,
tendriamos un modelo de dos pasos, es decir, con dos valores diferentes de cons-
tante cosmoldgica efectiva durante distintas etapas de la evolucion del cosmos. A
pesar de esto, mientras que R no tienda a cero o a infinito, la variacién en el valor
de la curvatura escalar conduciria a pequefios cambios en el término correctivo
f (R) que tendrian influencia en la evolucién de las perturbaciones primordiales.
Adicionalmente, se puede observar que el modelo propuesto se reduce al segundo
modelo planteado en [88] si c3 = 0y p = 1, y también puede notarse que si p = 1
independientemente del valor de c3, este Gltimo pardmetro seria absorbido por ¢y
al ajustar el modelo para ser muy cercano a ACDM a bajo redshift con un conte-
nido estimado de energia oscura actual de Qpp, ~ 0.7 .

A menudo los modelos f(R) con un gran nimero de pardmetros libres tienden
a ser desfavorecidos por la critica ya que dicha caracteristica aparenta ser una es-
trategia forzosa para encajar el modelo a la realidad. Sin embargo, debe haber una
cantidad suficiente de grados de libertad en la parametrizacién del modelo que le
brinden versatilidad para explicar diversos fendmenos que pueden observarse a ba-
jo redshift [62]. Igualmente, una cantidad moderada de parametros libres le puden
dar al modelo una “marca” propia que, atin comportandose muy cerca de ACDM,
le permita diferenciarse de este, principalmente en los indicadores de evolucién de
perturbaciones y crecimiento de estructuras.
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Condiciones basicas de viabilidad.:

Los modelos de gravedad modificada deben cumplir diversos requisitos que
les permitan describir un universo con una evolucion a gran escala que se ajus-
te a las observaciones, pero también deben pasar rigurosas pruebas de Sistema
Solar y evitar patologias indeseables como regimenes de antigravedad, taquiones
e inestabilidades ante perturbaciones locales en regiones que tengan fuentes de
energia/momentum. Como puede verse de (6) y 1), tener f/(R) = F < 0 darfa
lugar a una constante de acople gravitacional efectiva negativa, lo que se interpreta
fisicamente como la aparicion de rangos de valores de R para los cuales la inter-
accion gravitacional es repulsiva, lo cual se evitaria si /' > (. Adicionalmente, a
pesar de su problema de ajuste fino, la capacidad de ACDM para ajustarse a las
observaciones sugiere que cualquier modelo alternativo deba imitar de cerca su
comportamiento, lo que implica f’ (R) ~ 0y esto asuvez F' > 0. Por otra parte,
de laec. se observa que con R > 0si I > 0y F'(R) < 0 se obtiene m?% < 0,
lo que constituye la aparicion de taquiones. De acuerdo a esto, para eludir dicho
defecto en el modelo se requiere 0 < F’ < %7;"), recordando que R, es el valor
de curvatura que minimiza Vp,, que a su vez estd dado en (I9). El lado derecho de
la desigualdad generalmente se logra con facilidad para modelos que pemamecen
cerca de ACDM pues para estos F’ < 1. La condicién 0 < F’ < 1 también surge
con el fin evitar que la evolucion de alguna perurbacion a la curvatura escalar den-
tro de una distribucién de materia espacialmente finita crezca incontroladamente
dando lugar a una fuerte inestabilidad [49, 24]]. De lo anterior, y teniendo en cuenta
que limg_, f (R) = constante, lo que a su vez supone limg_,, F' = 1, se concluye
que F' debe ser una funcién positiva y creciente asintéticamente hacia uno. Para el
modelo propuesto tenemos que f'(R) = 1 — f'(R), donde

F(R) =1~ f'(R) = crape” (v ™y~ (e ==t (88)
cony = 1.

De (88) se puede ver que para lograr 0 < f/(R) < 1 se requiere a su vez que
1> f'(R) > 0, 1o que corresponde a

0 < crape” Sy (g gyt <1 (89)

de donde se aprecia que para y > 0, el lado izquierdo de la desigualdad se cumple
cuando c3 > —y~“, relacién que siempre se satisface si c3 > 0 teniendo R > 0.
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Sin embargo, debido a la forma funcional que tiene el término del medio en la des-
igualdad (89), el lado derecho de la misma no posee una solucion analitica general,
ante lo cual recurriremos a incorporar algunos requerimientos sobre la teoria. Ya
se ha mencionado que el modelo de concordancia es altamente consistente con las
observaciones [22, 21} 20, 95] lo que sugiere considerar condiciones que le per-
mitan a tener una cercania importante con ACDM. Una de estas, como ya se
menciond es 0 < a < 1, a partir de la cual, como se mostrard mas adelante, se
puede efectuar una expansion del modelo propuesto alrededor de o« = 0 lo que
conducird a

6HZ(1 — Qpy — Qyy )eiFes)”
M2

C1 = (90)
Esta forma de c; permite que (87) reproduzca el valor observado de {2, cuando
a < 1. Por otra parte, se sabe que los extremos de f’ se encuentran en las solu-
ciones de f” = 0. Si ¢35 > 0, una estrategia para satisfacer el lado derecho de
es restringir los pardmetros de modo que f" < 1 en sus maximos, es decir, en los
extremos donde f” < 0. Para analizar lo anterior, tenemos que

crapAe=4 (ap(A —1) — (1 + a)y® — 1) A anp
B M2(y + c3y'+e)? con A= (cz+y ) o

i

De |i se observa que, analizando los términos dominantes en cada caso, [ =
0 tiene una soluciéon en R — oo, otra en R — 0, y una tercera solucion para
curvaturas “intermedias” que surge cuando

ap(A—1)—c3(1+a)y*—1=0 , (92)

ecuacion que tampoco tiene una solucion analitica general pero que podremos exa-
minar cualitativamente. Se pude observar de (88) que considerando el régimen de
curvatura positiva con todos los pardmetros del modelo positivos, f! siempre es
positiva, lo cual implica que, mirando el comportamiento de los términos domi-
nantes en (| . se tiene f’ — O cuando R — ooy R — 0, los cuales son valores
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limite de curvatura que corresponderian a minimos de f’. Si observamos

" = chopM 4y + csy®tH) B Ae™ [2 —3ap(A — 1) +a?p*(1 — 34+ A?)—

c3(1+ )y (3ap(A—1) + o —4) + ¢5(a® + 3a + 2)y2a} , (93)

es posible ver cualitativamente que para la region de curvaturas “intermedias”, con
a,p,ci,c3 > 0 independientemente de su valor, se tiene " < 0, lo que implica
que en dicha region f! presenta un maximo en Yy = Yq,. Utilizando y esco-
giendo como escala de masa del modelo la densidad media de materia del universo
actual, M2 = k2py = 3H2Q,,,, se puede observar el comportamiento de f' en la
Figura 11. Tal como se aprecia, existen los minimos mencionados cuando R — oo
y R — 0 y un méximo para un valor intermedio de curvatura ¥,,,,. Debido a la
ausencia de una solucién analitica para (92)), no es posible hallar una expresién
general para R (o y) correspondiente al mdximo de f! y por ende, tampoco para
el valor de dicho maximo para restringirlo a ser menor que uno. Después de un
andlisis grafico exhaustivo para multiples rangos de valores de los pardmetros del
modelo, se pudo concluir que no es posible tener una combinacion de valores de
los mismos que den lugar a f'' <1V R > 0con ¢ dado por , lo cual es
una caracteristica general de los modelos f(R) con correcciones (al término de
EH) exponenciales con potencia negativa que posean los limites f(R) — R — cte.
cuando R — ooy f(R) — 0 para R — 0, y a su vez permanezcan cerca de
ACDM a lo largo de la historia césmica.

A pesar de lo anterior, a partir del andlisis de puntos criticos de f’ y su estudio
cualitativo, se pudo caracterizar su comportamiento asi:

1) Disminuir el valor de ajp hasta un valor especifico (ap).i; , reduce a su vez
el valor del maximo f "(Ymaz) y también disminuye el valor de y,,,,.. Mientras que
la reduccién de ¥, se produce continuamente al disminuir el producto ap in-
cluso por debajo de (ap).i, el valor de su maximo f! (Ymaz) solo se reduce hasta
alcanzar (ap)..it, a partir del cual seguir disminuyendo este producto aumenta el

valor de f'(Ymaz)-

2) Reducir el valor de c3 hasta un valor especifico (¢3)..i, tiene un efecto si-
milar, esto es, disminuye el valor tanto de f’ (Ymaz) cOMO de Yynqz- Si 3 se sigue
disminuyendo por debajo de (c3).i, el valor de f! (Ymaz) S€ incrementa, pero Y, q.
continda decreciendo.
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Figura 11: f’ (y) para diversos valores de «, p y c3. Se aprecian en cada caso dos minimos donde
f'(y) = Oparay — oo y y — 0, y un mdximo para un valor intermedio de y denotado ¥,

3) Para un valor fijo de ap, aumentar el valor de c3 hace que f! (y) se acerque
a cero mds “rdpidamente” al aumentar y.

4) Para lograr que f’(y) disminuya su valor considerablemente al aumentar v,
logrando que f! (y) < 1 desde valores de y cada vez mas pequefios (y — 0) abar-
cando asf el dominio R € (0, c0), favorece reducir el producto ap de modo que
ap < 1. Igualmente, para lograr esto es propicio aumentar cs.

Vale la pena aclarar que tinicamente en el desarrollo anterior, se tiene que f’(y)
corresponde a df /dR escrito en funcién de la variable y definida con la ec. (38),
lo que no debe confundirse con df /dy; 1o mismo sucede para f '(y). Por otra parte,
para lograr f”(R) = — 1 (R) > 0 se requiere que sea negativa, lo cual con
p > 0 se consigue si

ap(A—1)—c3(1+a)y*—1<0 (94)

lo que se cumple si el primer término de la desigualdad es negativo, es decir
ap(A—1) < 0. Esta condicién conduce a ¢ < 1 —y~“ la cual no se satisface para
y < 1con ¢z > 0. Otra alternativa para satisfacer (94) es permitir que el primer
término a la izquierda de la desigualdad sea positivo, es decir ap(A —1) > 0, pero
que a su vez la desigualdad completa sea negativa, lo cual se logra si
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1)cg > 1 —y *loque sesatisfacesics > 1V a >0, osi ¢3 = 0tal que
a < 1y R no tienda a infinito ,

y

2)es(1+a)y*+ 1> apl(cs +y *)P — 1] concg > 0, ocuando c3 > 0 con
a1, p S Pmazs Pmaz ™~ 0(1) y R no tienda a cero.

A partir de esto, teniendo en cuenta la interseccion de las condiciones 1) y 2),
se observa que una alternativa para lograr f”(R) > 0 con f(R) muy cercano a
ACDM, es tener c3 = 0 con @ < 1, p < Pruazs Pmaz ~ O(1), y R no tienda a
cero ni tampoco a infinito. Para lograr f”(R) > 0 cuando R — oo se requiere
tnicamente c¢3 > 1, mientras que para R — 0 no se logra f”(R) > 0, esto debido
a que en ese limite de curvatura se tiene que f '(R) siempre tiene un minimo lo cual
hace que al crecer R el valor de f/(R) = 1 — f'(R) disminuya y por ende f”(R)
sea negativa. La imposibilidad de cumplir f”(R) > 0 cuando R — 0 es, al igual
que para f'( R) como ya se menciond, una caracteristica de los modelos de energia
oscura geométrica cuya correccion al lagrangiano de EH sea de tipo exponencial y

tengan como limites f(R) — R—cte. para R — oo y f(R) — Ocuando R — 0.

Vale la pena resaltar que con las condiciones establecidas para alcanzar la po-
sitividad de f'(R) y f”(R), y con aquellas mencionadas para conseguir la cercania
del modelo con ACDM, también se logra

f"(R) < f'(R)* , f(R)<R,<1 , f(R)~O(1) (95

en las soluciones de Sitter del modelo, es decir, en los ceros de la ec. en au-
sencia de fuentes en los cuales dH/dt = 0. En ¢ es la escala caracteristica
del sistema “s” estudiado, la cual corresponderia en este caso al tamafo del uni-
verso observable cuando este se acerque asintéticamente al régimen de Sitter en
el futuro, y estarfa dada aproximadamente por £ ~ H, ', mientras que R, serfa su
respectiva curvatura escalar, es decir, la solucién a la traza de las ecuaciones de
campo sin fuentes. Las condiciones (95)) garantizan que el modelo tenga un limite
Newtoniano [58,159]] adecuado en escenarios con las caracteristicas mencionadas.
Como se verd mas adelante, la primera de las condiciones (95)) aplicada a estruc-
turas locales como el Sistema Solar, daré lugar a la restriccion m < 1, la cual a

su vez estd asociada a m% > 1y serfa la condicién requerida para que la teoria
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pase las pruebas de Sistema Solar, siendo m y m% dadas por y respecti-
vamente.

Sistema dindmico:

Tal como se menciond, un analisis interesante de la viabilidad del modelo se
puede realizar a través de la evolucién de fluctuaciones de energia oscura, lo cual
se visualiza en el estudio del sistema dinamico asociado. Después de identificar
las variables dindmicas que son aquellas cuya suma representa el pardmetro de
densidad del sector de EOG, se puede estudiar la evolucion de perturbaciones a
cada una de las mismas en las distintas etapas de evolucion del universo a través
del sistema evaluado en los puntos criticos (ceros) del conjunto de ecuaciones
(30).(31), (32). A partir de alli, se pueden esquematizar las diferentes trayectorias
cosmoldgicas en el diagrama m vs. r (con m y r definidos en (33)), es decir, los
diferentes caminos evolutivos del universo descritos por el modelo f(R) propues-
to, y a su vez caracterizar las diferentes etapas de dominancia de un componente
de energia especifico.

Como puede verse en la Tabla 1, el punto critico P5 corresponde a una época
de dominancia de materia cuando m < 1. De acuerdo a la discusion realizada
sobre de las ecs. (39) y se tiene que para que el modelo tenga un punto critico
transitorio en la etapa de dominancia de materia se requiere m — 0" y a su vez
dm/dr > —1 cuando r — —1~. Miremos inicialmente para qué condiciones
r — —1. Para esto, escribamos el pardmetro r en funcion de y = % de esta
forma:

6HZap el(+ez)P=A] y—(14a) (e3+y )P (1=Qmg—Qry)

1
- M?
"= 1 _ 643 el(1+e3)P = Al(1-Qp, — Q) ’ (96)
M2y
donde A estd dado en (O1)). A partir de esta ecuacién verse que r = —1 si el se-

gundo sumando tanto en el numerador como el denominador son iguales, lo que
se logra si
pay ™ ey P = T o (e 4y ) = feag" 1) 97)
Yy ap
ecuacion que, acogiendo la restriccion ap < 1 con p < praz Y Prmaz ~ O(1),
la cual permite que 0 < f'(R) <1 y 0 < f’(R) para R € (0,00) y a su vez
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Figura12: 7 vs.y y mvs.y paraa = 0.1,p = 0.5y c3 = 0.5 con M? = 3HZQ,,, y c1 dado
en . Se observa que 7 — —1F para R — 0,y r — —1~ paray > 1, en este caso y ~ 10%.
También se puede ver que m — 07 para y > 1.

hace al modelo muy cercano a ACDM, tiene solucién para R — 0, el cual no es
un escenario realista de dominancia de materia. Otra opcién que permite r — —1
es cuando el segundo sumando tanto en el numerador como denominador de (96)
son mucho menores que uno, lo que se logra para y > 1 (R > M?) la cual si
es una tendencia realista para la curvatura escalar en la época de dominancia de
materia. Por su parte, el pardmetro m toma la forma:

cropA(ap(A —1) — c3(1 + a)y™ — 1)
m=— . (98)
(14 csy®) (eAy(l + c3y®) — clapA>

En la Figura 12, aunque el producto ap no es tan pequeio (lo cual se hizo a pro-
posito para una mejor visualizacion grafica) con el fin de lograr una cercania con
el modelo estdndar para un amplio rango de valores de curvatura, si se aprecia el
comportamiento mencionado para r. [gualmente se observa que, a pesar de que m
no es tan cercano a cero para todo vy, si se hace muy pequefio para los valores de y

en los que » — —1~ dando lugar de esta manera a un punto critico de dominancia
de materia.

Por otra parte, como no es posible encontrar una forma explicita de la funcién
m(r) para el modelo propuesto, el comportamiento de dm /dr en el punto de ma-
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m

Figura 13: 42 vs. y parac = 0.1,p = 0.5y ¢35 = 0.5 con M? = k2p,,,. Para ap < 1 se logra

facilmente la relacién dm/dr > —1 en un punto de materia dado alrededor de y ~ O(10%).

) ) . dm/d
teria se analiza a través de 47 = ! = 9/

g =M = Gig, como se menciond anteriormente. A
partir de la expresion hallada no es posible encontrar una solucién analitica para
m' > —1, condicion necesaria para que el punto de materia sea transitorio, por lo
tanto recurrimos a un diagnostico gréafico detallado con el fin de encontrar condi-

ciones que permitan cumplir la restriccion dada por esta desigualdad.

Después de un andlisis minucioso del comportamiento de dm /dr para multi-
ples rangos de valores de los pardmetros del modelo, se obtuvo que ap < 1 garan-
tiza el cumplimiento de m’ > —1 para R > R; (y; = Ryi/M? ~ O(10°)) donde
Ry ~ M? corresponde a un valor de curvatura alrededor del cual se presenta una
asintota vertical para dm/dr, permitiendo de esta manera que bajo la condicién
mencionada sobre ap se logre m’ > —1 cuando r — —1~ y m — 0%. Aumen-
tar el valor de cualquiera de los pardmetros del modelo hace que dicha asintota
se presente para valores de R > R; y eventualmente la aparicion de una segun-
da asintota vertical en Ry (Ry > R;) alrededor de la cual se presentan rangos de
curvatura donde no se cumple dm/dr > —1, lo cual es desfavorable. Tengamos
en cuenta que para las conclusiones obtenidas sobre el comportamiento de m’ no
se ha exigido que p < Praz €ON Praz ~ O(1) lo cual si se requiere para lograr la
positividad de f”(R).

Analicemos ahora bajo qué condiciones el punto P; tipo de Sitter (Tabla 1)
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es estable para el modelo (87). Tal como se vi6 en la discusién posterior a la ta-
bla mencionada, el punto en cuestién se ubica en r = —2, y es estable cuando
0 < m < 1. El pardmetro r dado en (96) puede verse como

_L—apBy *(cz +y )"}
1-B

r— con B=ceyt 99)

donde A toma la forma dada en (91), por lo tanto, en r = —2 la ec. (99) resulta

1
B+ 03 =0 con C=apy *(c;+ yfa)p*1 ; (100)

ecuacion que no tiene solucién analitica (para y o alguno de los pardmetros del
modelo) por métodos tradicionales. Efectuando un andlisis gréfico detallado de la
solucién de B + (C — 2)~' = 0 con ¢; dado en , tenemos que surgen tres
“ceros” de la ecuacién en mencion, correspondientes al punto de Sitter r = —2,
uno de ellos se presenta en R = R; donde Ry < n2pm0 (R > 0siaxk 1),lo
que se asocia a un escenario muy cercano a Minkowski; otra solucién se da para
una curvatura R = R3 donde R3 > x2%p,,,, y una tltima solucién se presenta en
R = Ry donde R; < Ry < R3. Modificar los valores de los pardmetros aumenta
o reduce el valor de las soluciones pero no cambia su cantidad ni caracteristicas
generales ya descritas. Vale la pena mencionar que las curvaturas asociadas a es-
cenarios de Sitter halladas en este andlisis, son las mismas correspondientes a la
solucion de (I7) en el vacio.

Como sabemos, el punto de Sitter en » = —2 es estable si 0 < m < 1 (de lo
contrario es transitorio excepto para m = ( donde no estd definido su caricter),
constituyendo de esta manera un “atractor” en el cual confluyen todas las trayec-
torias solucién al sistema dindamico (30)), y (32). De con ¢; dado por (90),
puede verse que cuando R — oo (o incluso para y > 1 si no se cumple o < 1),
tanto el numerador como el denominador de la expresidn son positivos y tienden
a 00, pero los términos dominantes de la misma estarian en el denominador por lo
que, si para r = —2 (o similarmente para B + (C' — 2)~! = 0 como se observa
en la Figura 14) la curvatura R = R3 cumple con Rz — 00 (0 R3 > K%p,,, si
no se cumple o < 1), entonces se logra que m — 07 teniendo de esta manera un
punto estable. De la expresion para m también se pude observar que para el punto
de Sitter con R = R; — 0 (oinclusocon R = R; < /€2me mientras « no sea
< 1), el numerador siempre es negativo mientras que el denominador (donde se
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Figura 14: B + (C — 2)7! vs. y con M? = 3H§Qmo = I<;2pm0, c1 dado por , y A, B

y C definidos en (O1I), (99) y (I00) respectivamente. Los ceros (sefialados por las flechas en la
gréfica) de esta ecuacion, corresponden a las tres soluciones de Sitter del modelo correspondientes

ar=—2.

encuentra el término dominante e”* de la expresién en este caso) siempre es posi-
tivo. Dicho término dominante cumpliria en este caso con e — oo por lo cual
m — 0~ impidiendo asi que el punto sea estable.

Como no es posible hallar una expresion analitica para y ni para alguno de los

pardmetros del modelo a partir de (T00) que pueda ser utilizada en la expresién
para m (98), acudimos a examinar graficamente el comportamiento de m cuando

r=—2.
Del andlisis grafico exhaustivo (Figura 15) se pudo concluir que:

1) Si p > 1, sin importar el valor de «, aumentar el valor de c3 es “desfavora-
ble” para los puntos de Sitter con curvaturas % y [?3 pues a partir de un valor
especifico de ¢3 dejarian de ser estables. En este caso se tiene que m — 07 solo

para R > R .

2) Si p < 1, el punto de Sitter con curvatura R3 siempre es estable, mientras
que la estabilidad del punto con curvatura intermedia 7, dependeria del valor de
a'y cs. Si o aumenta, el punto con R = R, deja de ser estable a partir de algin
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Figura15: B+ (C —2)"tvs.y y mvs.y con M? = 3H3Q,,, = k?pm,, c1 dado por 1@)
A, By C definidos en , y respectivamente, y o = 107%1, p =03 y ¢35 = 1.
Los puntos sefialados por las flechas corresponden a las tres soluciones (curvaturas) de Sitter del
modelo en las cuales 7 = —2 (0 equivalentemente B + (C' — 2)~! = 0), y su respectivo valor de
m (linea roja) determina la estabilidad del punto critico en cada una de ellas.

valor de «, pero el punto con curvatura R3 sigue siendo estable. Si c3 aumenta, a
partir de cierto valor el punto con R = R, pierde la estabilidad aunque aquel con
curvatura R3 sigue siendo estable.

3) El punto de Sitter con curvatura R, siempre es transitorio pues alli m — 0.

4) Si el punto con curvatura Rs no es estable con m > 1, reducir el valor de
c3 0 de p le permite lograr la estabilidad a partir de un valor especifico de alguno
de estos pardmetros, mientras que cambiar el valor de « en este caso no modifica
el caricter de estabilidad del punto. Si el punto es inestable con m < 0, reducir
el valor de p o a, ambos por debajo de uno, le permite alcanzar la estabilidad al
punto a partir de cierto valor de cualquiera de estos dos pardmetros, mientras que
aumentar c3 cuando el punto ya ha adquirido la estabilidad al reducir p o «, le quita
la estabilidad (haciendo m > 1) a partir de un valor especifico de cs.

5) La conclusion anterior implica que para ap < 1 con p < 1, los puntos de
Sitter con curvatura 75 y R3 son estables excepto si c3 > 1.

66



Vale la pena resaltar que durante todo el tratamiento analitico y grafico an-
terior (excepto para el estudio inicial de f’(R) donde se consideraba que podria
darse c3 > —1 cuando a@ < 1 salvo en los limites R — ooy R — 0), se ha
asumido la positividad de todos los pardmetros del modelo. Por otra parte, como
puede observarse en varias de las graficas mostradas, se han tenido en cuenta va-
lores de a que no cumplen con @ < 1 lo cual aparentemente contrastaria con
la condicién a partir de la cual se calculd la forma de c; utilizada en los andlisis
anteriores. Sin embargo, aunque el usar valores de o que no cumplen con la con-
dicion mencionada se ha hecho con el propésito de visualizar con mayor facilidad
diversos detalles de las funciones graficadas, igualmente se ha verificado que esto
no influye significativamente en el comportamiento general de dichas funciones
y las conclusiones obtenidas siguen siendo validas incluso utilizando (90). Como
dato adicional, pudo establecerse durante la caracterizacién del modelo realizada
hasta ahora que aumentar el valor de « o p lo acerca considerablemente a ACDM
para valores de curvatura distantes de R = M?, pero cerca de y = 1 lo induce a
regimenes de antigravedad lo cual es claramente indeseable.

En la Figura 16 se observan algunas trayectorias cosmolégicas del modelo
propuesto en el diagrama m vs. r en las cuales se aprecia que para ciertas combi-
naciones de valores de los parametros, este imita el comportamiento del modelo de
concordancia, evolucionando desde una etapa transitoria de dominancia de materia
con R >> M? hacia una época estable de dominancia de energia oscura geométrica
con curvatura constante.

Aproximacion analitica de la tasa de expansion H:

Como se indic6 anteriormente, la expresion para c; que se ha venido utilizando
se obtuvo a partir de una aproximacion analitica de la tasa de expansion del univer-
so cuando tiene proximidad con el modelo estdndar. Dicha aproximacion se
efectu6é como una serie de potencias alrededor de o = 0, aunque también podria
haberse hecho alrededor de p = 0, pero esta opcion se deja para una investigacion
posterior. Cuando o« — 0 podemos hacer uso de la expansién (68)) la cual sigue la
propuesta realizada en [122], donde el pardmetro b corresponderia en ese caso a «
asf:
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Figura 16: Diversas trayectorias en el diagrama m vs. r para el modelo l| con distintas combi-
naciones de valores de los pardmetros. Se observa la cercanfa con ACDM (m — 0) cuando py

reducen su valor.

g
H*(N) = H}(N)+ > a'6H}(N) . (101)
=1

A partir de la expresion anterior se siguié un procedimiento similar al desarro-
llado desde la ec. (71)), pero sin considerar energia de vacio hologréfica y en lugar
del modelo de Hu-Sawicki se tuvo (87) como modelo de gravedad con o como
Unico pardmetro de expansion en serie. La idea general es incorporar la expresion
(TI01) en la ecuacién de campo temporal (I3) para teorfas de gravedad modifica-
da, pasando todos los términos a un solo lado de la expresion e igualando a cero.
Seguidamente se la expande en serie alrededor de o« = 0 y cada uno de los co-
eficientes de las potencias de o en dicha expansion se iguala a cero para que la
ecuacion se satisfaga independientemente del valor de . Del coeficiente de o a
orden cero (término independiente) se obtuvo ¢; (90), el cual, reemplazdndolo en el
coeficiente del término a orden uno e igualando a cero permiti6 obtener  HZ(N),
y asi sucesivamente hasta el orden que se desee tomar en (101)). La expresion ana-
litica aproximada a orden uno en « para la tasa de expansion asociada al modelo
propuesto, lograda con ayuda de Mathematica, estid dada en el Apéndice 4.
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Es importante advertir que el pardmetro m que se ha venido utilizando para el
andlisis de puntos criticos y su estabilidad respecto a un modelo f(R) especifico,
también puede ser considerado como un pardmetro de desviacion que permite di-
ferenciar diversos modelos de EOG entre si, con respecto a ACDM, o para contras-
tarlos con las observaciones. Diferencias pequefias en el valor de m a bajo redshift
tendrian impacto en el comportamiento de pardmetros asociados a la evolucién de
fluctuaciones en el sector de materia como lo es por ejemplo la tasa de crecimien-
to de perturbaciones. De acuerdo a esto, utilizaremos a m como un pardmetro de
desviacion para comparar la expresion analitica (A.8]) con la solucién numérica de
la tasa de Hubble hallada a partir de la ec. (I3) en un rango de redshift que permita
dar certeza de la cercania suficiente entre ambas.

Como se observa en la Figura 17, para o ~ O(107°) y p ~ O(1), la dife-
rencia porcentual méxima entre los valores de m calculados a partir de la solucién
numérica (hallada a través de Mathematica) y la aproximacion analitica (A.8)) es
~ O(10~*) % en época profunda de dominancia de materia pero se reduce a bajo
redshift. Igualmente se puede apreciar que al aumentar c3 alrededor de cuatro 6r-
denes de magnitud, el porcentaje promedio de diferencia entre ambas versiones de
m disminuye en el intervalo 0 <z< 60. Para el caso de la Figura 18 se tiene que
la diferencia promedio entre la solucion numérica y la aproximacion analitica de
H(z) es menor que 107> % en el intervalo 0 <z< 30 para los valores propuestos
de «, p y c3, 1o cual es suficiente para no afectar de manera consistente (comparan-
do con el nivel de precision de las observaciones actuales) los calculos de diversos
pardmetros cosmoldgicos, evolucion de indicadores asociados a perturbaciones y
los espectros provenientes de las mismas, permitiendo asi que la solucion numéri-
ca de la ecuacion (I3) (o (I4)) sea bien aproximada por (A.8) [124], la cual podria
entonces ser utilizada en EFCLASS, siempre y cuando, tal como ya se explicé en la
Seccién 3.3, la densidad y presién asociadas al fluido efectivo de EOG sean iden-
tificadas a partir de (I4) y respectivamente.

Ajuste de c3 con datos de Planck2018:

Habiéndonos asegurado que (A.8) es lo suficientemente cercana a la solucién
numérica para diversos rangos de valores de los pardmetros del modelo requeridos
para dar cumplimiento a las restricciones ya estudiadas, podemos utilizar la expre-
sion analitica de H(z) para estimar la evolucion de diversos pardmetros cosmol6-
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numérica de H(z) y el calculado a partir de la aproximacion analitica vs. redshift. Se observa
que aumentar el valor de c3 (derecha) disminuye el porcentaje promedio de diferencia entre ambas
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Figura 18: Diferencia porcentual entre la solucién numérica y la aproximacion analitica (A.8) de
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Figura 19: w;(z = 0) vs. c3 para diversos valores de « y p donde wy,, =—0.99 y wy,, =—1.066
corresponden respectivamente a los valores maximo y minimo de la ecuacion de estado de EOG en
z =0 estimados en Planck2018 [8]]. Se observa que el modelo puede describir un régimen phantom
en la actualidad cuando c3 ~ Cjim, .

gicos. Antes de eso, haremos un ajuste “rastico” de alguno de los pardmetros del
modelo, utilizando el resultado plasmado en la ecuacién (50) de [[8] que establece
wy, =—1.028 = 0.038. Teniendo en cuenta que la ecuacion de estado del sector de
EOG en el marco de fluido efectivo [124], el cual se detallard mas adelante, puede
ser escrita como

Pr_ 2HE — 2F +4H(1 — F) 102)
wr=-+L=-1- : ,
" s (RF — f) — GHF + 6H2(1 — F)

podemos fijar el valor de dos de los pardmetros, por ejemplo p y «, y a partir de
la restriccion observacional dada en [8] sobre w; en z = 0, estimar un rango de
valores aceptable para cs.

Como se observa en la Figura 19, para @ < 1y p < 1, el modelo es muy
cercano a ACDM para todo valor de ¢3. Si @« < 1y p > 1, la restriccion de
Planck2018 se cumple para cs < ¢jip, , donde ¢y, > 1. Igualmente, para un ran-
go muy estrecho de valores de c3 centrados alrededor de ¢;;,,, donde ¢, > Clim, »
se cumple con la restriccién observacional de [8]] sobre la EoS de f(R) y a su vez
el modelo puede generar un comportamiento phantom en z = (. De lo anterior
se concluye que, con los valores asumidos para o y p, el pardmetro cs estd “débil-
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mente” restringido por el valor de w;(z = 0) dado por Planck TT,TE,EE+lowE
+lensing+SNe+BAO presentado en [8]].

Evolucion de parametros cosmolégicos:

Después de haber establecido la anterior restriccion sobre c3, podemos ahora
mirar el comportamiento de wy(z), wes(z) y €27(2) para el modelo en las
figuras 20, 21 y 22. En el marco de fluido efectivo, las ecuaciones de campo (13)
y se reescribirian como

3H? = K’p + %(RF —f)=3HF+3H*(1-F) | (103)
y

(2H +3H?) = — |k*p+2HF + +F+(2H+3HY)(F-1)| , (104)

f—RF

2
que corresponden a las ecs. (14)) y (I6) respectivamente. Estas expresiones tienen
una forma similar a las ecuaciones de Friedmann tradicionales, teniendo al lado
derecho de cada una las variables que en el modelo de fluido perfecto permiten es-
tablecer la ecuacion de estado del mismo, estas son p.g en la componente temporal
(I03) y la presién peg en la componente espacial (I04)) respectivamente. En este
Caso, P Y Der contienen los términos usuales p y p para los sectores de materia
y radiacién, pero adicionalmente incluyen términos puramente geométricos pro-
venientes de la modificacion a la gravedad. La suma de los términos de materia,
radiacion y los geométricos constituirian una densidad y presién asociadas a un
fluido efectivo compuesto por estos tres sectores el cual cumple con la ecuacion de
conservacion usual peg + 3H (per + perr) = 0. De acuerdo a esto, en y
pueden indentificarse facilmente la densidad y presion tanto del fluido efectivo en
su totalidad como las del sector de energia oscura geométrica en particular, a partir
de las cuales (26) pude ser reescrita como

2H 2 — HF + F+2H(F -1
wep = —1 — = = —1 + ’ﬁ(’i“?) FEF2A(F-1) g
3H K2p+3(RF — f) —3HF + 3H?*(1 — F)

y la ecuacion de estado wy para el sector proveniente de la modificacion a la gra-
vedad estaria dada por (102)). La fraccion de energia (2 asociada a la EOG tomaria
la forma
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oy (RF—f+6H2 (1—F—§)>

O = = e . (106)

Las expresiones que acabamos de definir, junto con la aproximacién analitica (A.g)),
permitirdn hallar los espectros de temperatura, polarizacion y de materia asocia-
dos al modelo f(R) propuesto a partir del codigo EFCLASS [124, [123], aunque
en el presente trabajo solo se incluird y analizara el espectro de materia.

Vale la pena aclarar que en las graficas presentadas se han asumido, don-
de ha sido necesario, los valores k> = 1, H, = 70 km/s /Mpc, Qmy = 0.3,
Q,, = 5 x 107°, ¢; dado por y H(z) ha tomado la forma de la aproxima-
cién analitica (A.§).

Restricciones de Sistema Solar:

Hasta ahora se ha observado que bajo algunas restricciones sobre el mode-
lo planteado, este puede describir la dindmica cosmoldgica con buena precision
y a su vez evitar las inestabilidades mencionadas y lograr un limite Newtoniano
adecuado en escenarios de Sitter. Igualmente se ha podido observar que los tres
parametros libres «, p y c3 le han dado alguna versatilidad, permitiéndole tener
caracteristicas propias que podrian validarse o descartarse en observaciones futu-
ras, como por ejemplo en el comportamiento de w(z). Sin embargo, los modelos
de gravedad modificada en general se enfrentan a retos mds exigentes como lo son
las pruebas de Sistema Solar. Como se menciond, en estructuras locales cuya cur-
vatura es baja comparada con la que se asume tuvo el universo en alto redshift,
pero que a su vez tienen una densidad media que es varios 6érdenes de magnitud
mayor que la del background cosmolégico actual, por ejemplo el Sistema Solar,
la Relatividad General ha sido corroborada con suficiente precision, de modo que
cualquier modelo f(R) debe imitar el comportamiento de la teoria de Einstein
en estos sistemas. Tal como se indic6 previamente, la primera de las condiciones
(93) aplicada al Sistema Solar constituye una restriccién definitiva requerida por
el modelo para comportarse de manera similar a la RG dentro de la estructura local.

Démonos cuenta que la masa del escalar6n m? definida en (20) puede ser es-
crita en términos del pardmetro de desviacién m = RF’/F asi:
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Figura 20: wy vs. e-folding para diversos valores de a, p y c3. Se observa que todos los casos
convergen a wy = —1 en el futuro (N > 0). Disminuir & y/o p, y/o aumentar el valor de c3 hace
que wy — —1 (de Sitter) para z > 0 (N < 0).
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Figura 21: weg vs. e-folding para diversos valores de a, p y c3. Para a < 1, el modelo 1h repro-
duce fielmente la historia cosmoldgica del universo. Se observa como las diferentes combinaciones
de valores de pardmetros generan una evolucién similar de weg.
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p = 0.7y c3 = 0.5. Se observa que el modelo (87) describe un universo que evoluciona hacia una
fase de Sitter estable.

myp=—(1—-m) , (107)

la cual, si m < 1, es decir, si el modelo de gravedad adquiere una cercania impor-
tante con la RG, se puede aproximar como

, R F 1
mF%— ~

3m  3F  3F

; (108)

donde en la tltima relacion a la derecha se ha tenido en cuenta que la proximidad
con la RG implica F' ~ 1. Tengamos presente que en este contexto el valor de R
utilizado para calcular m3. corresponde a aquel que minimiza Vi, (F) en presen-
cia de materia, donde Vi, (F') estd definido en (19), y tal valor corresponderfa a
una curvatura R = R,, =~ R, siendo R, la curvatura media de la estructura lo-
cal, la cual se asume aproximadamente constante. Adicionalmente, notemos que
si m < 1, a partir de (I07) o (I08) se tiene que la masa asociada al escalardn
cumple con m% > 1.

Observemos que de las dos primeras relaciones en (I08) y teniendo en cuenta
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la primera condicién para lograr un adecuado limite Newtoniano en escenarios tipo
de Sitter (95) pero aplicada a sistemas locales se obtiene

Fe?
3E”

mil? ~ = mil?>1 = RS> m(R,) , (109)

la que constituiria la condicién requerida sobre el modelo f(R) para pasar prue-
bas de Sistema Solar. En el universo actual se tiene Ry ~ HZ ~ 87Gpy de donde
87G ~ HZ/po o también py ~ HZ/(87(G). Similarmente, a partir de las ecua-
ciones de campo, cuando comportamiento de la gravedad es muy cercano a como
lo describe la RG en el sistema local analizado se tiene que Ry ~ 87(Gps. De lo
anterior y teniendo presente (I09) resulta [91], [88]:

) 2
R~ 0, o (R <<&( ] ) . (110)
Po Po

Para el Sistema Solar se tiene que p, ~ 1072%g/cm® y ¢, ~ 103cm, y para el
universo py ~ 107%g/cm® y Hy ~ 1072%cm™!, a partir de lo cual m(R,) <
10~2* serfa requisito necesario para que el modelo f(R) imite de cerca a la teorfa
de gravedad de Einstein en el Sistema Solar. De la ec. se observa que si R no
tiende a cero, y teniendo presentes las condiciones que permiten f' > 0y f” > 0,
el término dominante de la expresion, que corresponde a ap y se encuentra en el
numerador, hace que m < 1 siempre que @ < 1y p < Drae €ON P ~ O(1).

Tal como se ha visto, el acople que p # 1 produce entre c3, « y R impide en la
mayoria de los casos que las restricciones sobre el modelo puedan resolverse de for-
ma analitica en su totalidad, teniendo que recurrir a andlisis numéricos o graficos;
el estudio del comportamiento del pardmetro m en regimenes de Sistema Solar no
es la excepcion. Haciendo uso de se puede observar de la Figura 23 que para
lograr m(R,) < 1072* se requiere que O(ap) < 102! con p < 1 para cualquier
valor de c3 o que se cumpla ¥ < 10~ siempre y cuando p < 10~". Lo anterior
implica que si p ~ O(1), se necesita o < 1072 sin importar el valor de c3. Se ob-
serva igualmente que para o < 1, si p < 1 aunque no se cumpla O(ap) < 10721,
se tiene que a partir de algun valor de c3 > 1 se logra m(R,) < 10724, Por ejem-
plo,cona =5x1071° y p = 1072, sic3 = 2x 10° se obtiene m(R,) < 10727, Es
importante resaltar que en estudio anterior siempre se tuvo presente la condicion
a < 1 lo cual permiti6 utilizar la relacién (90). Se puede ver que p y ¢ entran a
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Figura 23: m(R;) vs. ¢ para diversos valoresde p y a. Sia < 1y p < 1, el modelo imita
con gran fidelidad a la RG en el Sistema Solar a partir de un valor de c3 > 1, teniendo en cuenta
que esto se logra para m(R,) < 10727, Los valores p = 1y c¢3 = 0 corresponden al segundo
modelo propuesto en [88]] el cual no tiene la caracteristica que se acaba de mencionar.

jugar un papel importante en el cumplimiento de las restricciones de Sistema So-
lar lo que no sucede con correcciones exponenciales al lagrangiano de EH como
aquella presente en el segundo modelo propuesto en [88]] el cual corresponderia al
casop=1yc3=0.

Aunque el andlisis realizado se encaminé a establecer condiciones sobre o, p y
c3 para que el modelo en estudio pasara las pruebas de Sistema Solar, vale la pena
anotar que también pudo haberse incluido en el estudio la escala de masa M? de
modo que ciertas restricciones sobre su magnitud condujeran al cumplimiento de
los requerimientos de Sistema Solar. Sin embargo, se opté por fijar su valor a la
forma establecida previamente, M? = x2p,, dejando libres tinicamente los para-
metros del modelo ya mencionados y buscando restricciones sobre ellos.

Evolucion de perturbaciones en el formalismo de fluido efectivo:

Hasta ahora se han establecido diversas restricciones sobre el modelo (87) que le
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permiten cumplir con distintas condiciones basicas de viabilidad, explicar adecua-
damente la evolucién cosmoldgica y pasar pruebas de Sistema Solar. Sin embargo,
a este nivel generalmente las teorfas f(R) factibles describen el universo de forma
similar al modelo de concordancia siendo de esta manera dificiles de distinguir
de ACDM. Las restricciones mencionadas se han determinado asumiendo que el
universo es isotrépico y homogéneo a gran escala (lo cual es soportado por las
observaciones), pero cuando se estudia la evolucién de inhomogeneidades origi-
nadas en el universo temprano, los modelos de EOG pueden presentar diferencias
perceptibles con respecto al modelo cosmolégico estdndar. Cuando estas inhomo-
geneidades manifestadas en la geometria del espacio-tiempo y en las fuentes de
energia-momentum son “pequefias’comparadas con sus respectivas cantidades sin
perturbar, pueden analizarse perturbativamente, es decir, como correcciones a pri-
mer orden sobre las cantidades y ecuaciones que caracterizan la dindmica de la
geometria y las fuentes. El andlisis de la evolucion de estas perturbaciones com-
prende la solucion de sistemas ecuaciones diferenciales acopladas que son bastante
dificiles de resolver. Sin embargo, la isotropia y homogeneidad del cosmos a gran
escala simplifican enormemente el camino para acercarse a dicha solucién. Sin
entrar en detalles (los cuales pueden ser encontrados en [[133} (134, 135, [136]), el
procedimiento para obtener la evolucion de las perturbaciones primordiales que
darian lugar a las estructuras que observamos actualmente en el universo puede
esbozarse a través de las siguientes consideraciones:

1) Se plantean correcciones pequenas a primer orden (perturbativas) sobre can-
tidades/campos presentes en las ecuaciones de campo de Einstein, tanto en su parte
geométrica como en las fuentes. Estas perturbaciones se establecen originalmente
sobre la métrica, ¢,,, = g, + Iy, y cantidades que caracterizan al tensor energia-
momentum tales como p = p+dp,p = p+dp y U, = U, + U, , donde la barra
horizontal sobre cualquier término representa dicha cantidad sin perturbar, la cual
depende unicamente del tiempo, mietras que la respectiva perturbacién depende
tanto del tiempo como de la posicion.

2) Dichas perturbaciones a su vez producen correcciones a primer orden (se
descartan 6rdenes superiores en el andlisis perturbativo) sobre otras cantidades
presentes en las ecuaciones de campo, como lo son el tensor de curvatura 12, =
RW + 0R,,, la curvatura escalar R = R+ R y el tensor energia-momentum

Ty =T + 06T, .

3) La isotropia del espacio a gran escala permite que las cantidades resultan-
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tes en las ecuaciones, las cuales son inicialmente de caricter tensorial, puedan ser
descompuestas en elementos (modos) de tipo escalar, vectorial y tensorial, para
los cuales las ecuaciones que los rigen, provenientes de las ecuaciones de Einstein
perturbadas (a orden uno), estarian desacopladas, es decir, las ecuaciones para ca-
da tipo de modo (escalar, vectorial o tensorial) se satisfacen independientemente
de acuerdo al teorema de descomposicion. El desarrollo de las ecuaciones para ca-
da uno estos modos permite estabecer que son los escalares aquellos que influyen
principalmente en el proceso de formacion de estructuras en el cosmos. Adicio-
nalmente, cabe anotar que la invariaza rotacional y traslacional del tensor energia-
momentum no perturbado permite que este adopte la forma de fluido perfecto dada

en (L1).

4) Las expresiones halladas de esta manera constituyen un conjunto ain no
completo de ecuaciones diferenciales por dos razones: a) Todavia existe libertad
para realizar un cambio en el de sistema de coordenadas el cual no debe generar
modificaciones en los resultados fisicos de las ecuaciones de campo perturbadas.
Esta libertad (gauge) se elimina al escoger un sistema de coordenadas especifi-
co, lo cual equivale a fijar el gauge. b) En este punto atin no se ha establecido la
forma en la que evolucionan los diferentes sectores (especies) que aportan ener-
gia/momentum al universo y que determinarian la evolucion de las perturbaciones
sobre las fuentes presentes en el tensor energia-momentum y que a su vez influi-
rian en la evolucién de las perturbaciones en la geometria (métrica, curvatura) a
través de las ecuaciones de campo perturbadas. Esto se resuelve al implementar
ecuaciones que permitan describir dicha evolucion, para lo cual generalmente se
hace uso de las llamadas ecuaciones de Boltzmann para cada especie (materia os-
cura fria, bariones, fotones, neutrinos, etc.), teniendo en cuenta que en el esquema
de fluido efectivo se deberan incluir términos adicionales asociados a las partes del
tensor energia-momentum provenientes de modificacion a la gravedad.

5) La homogeneidad del espacio brinda la posibilidad de simplificar ain mas
las relaciones encontradas, permitiendo expresar las perturbaciones en el espacio
de Fourier, y con esto reescribir las ecuaciones de Einstein perturbadas como un
conjunto de ecuaciones diferenciales mas sencillas (9/0x' — ik; donde k; son
las componentes del vector de onda k), las cuales a su vez estdn desacopladas, es
decir, a nivel perturbativo pueden resolverse independientemente para cada modo
k. Vale la pena anotar que en el espacio de Fourier la dependencia espacial de las
perturbaciones pasa a ser una dependencia de k.
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El esquema que se acaba de describir es posible desarrollarlo en un marco de
fluido efectivo, en el cual la ecuacién (3), donde 7}, incluiria todas las especies
que son fuente de energia/momentum tradicionalmente, puede reformularse como

Gy = K2 (T, + Typ) , (111)

_ 1 . P (f)
endonde G, = R, — 54,, R es el tensor de Einstein mientras que 7}, se aso-
ciarfa a un tensor efectivo de energia-momentum para el sector de energia oscura
geométrica dado por

1
TS = (1— F)G + 3 (f=RF)guw — (9,0-V,V,)F , (112)

el cual cumple con la condicion de conservacion V“T,Efj) = 0.Enlaec. po-
demos interpretar Tlff =T, + T,SJ;) como el tensor energia-momentum para un
fluido efectivo compuesto por las fuentes usuales (materia oscura fria, bariones,
fotones, neutrinos, etc) y energia oscura geométrica. Observemos que esta version
efectiva de las ecuaciones de campo es diferente a la planteada a través de las ecua-

ciones (2I)), 22)), 23) y (24).

En este punto es util introducir el concepto de horizonte comovil y tiempo con-
forme [[133]]. La distancia fisica que puede haber recorrido la luz desde ¢ = 0 hasta
un instante ¢, en ausencia de interacciones, estd dada por D(t) = a(t)n(t), donde

bedt
t) = 113
= [ 2 (113

es llamado el horizonte comévil, siendo c la velocidad de propagacion de la luz en
el vacio. Ninguna informacién puede haber viajado mds alld de D (o de 7 en las
coordenadas comdviles) en el espacio fisico desde el comienzo del tiempo hasta el
instante ¢, y es justo por esto que se lo denomina horizonte. De acuerdo a lo anterior,
si dos regiones en el universo estdn separadas una distancia comovil mayor que 7 en
un momento determinado, estas no se encuentran conectadas causalmente. Como
puede verse, 7(t) es una cantidad que crece monétonamente con el tiempo, de
modo que, considerando unidades de medida donde ¢ = 1, 1) se puede interpretar
como una variable temporal a la que se le llama tiempo conforme. En términos de
esta variable de tiempo, con la métrica (9) y K = 0, las componentes temporal y
espacial de (ITT]) toman la forma
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12 ="a (p+py) (114)

H=—"2a ((5+30) + (5 +351) (115)

donde cada asterisco sobre un término significa derivacion de este con respecto

al tiempo conforme 7, la tasa de Hubble conforme se define como H = 2,y se
pueden identificar una densidad y una presion para el fluido efectivo (sin perturbar)
dadas por pr = p + ps Y Pet = D + Py respectivamente. De (I13) con ¢ = 1
se tiene que dn = %, de donde % = a2 y H = a H. En las ecuaciones y
(T13)) se tiene que [124]

.  f M2 O HMF _FH
lipf——a—l—?)?—?)?—f—?)? (116)
y * * * kok
oo f H* FH* HF _H FH F
(A Rt v R ah B

a partir de las cuales se puede obtener la ecuacion de estado wy = };—ch para el sec-

tor de energia oscura geométrica (sin perturbar) en el formalismo de fluido efectivo
que hemos descrito.

A partir de lo anterior, y siguiendo el esquema general descrito para obtener
la evolucién de las perturbaciones generadas en el universo primitivo, podemos
considerar que, analizando el comportamiento de los modos escalares y fijando
el sistema de coordenadas a través del gauge Newtoniano conforme, la métrica
perturbada adquiere la forma

ds* = a(n)? [— (1 + 2¥(x, 77)) dn® + (1 — 20(x, 77)) dx2] , (118)

donde x es el vector posicion tridimensional, y W y ® son potenciales gravita-
cionales asociados a las perturbaciones escalares de la métrica. Similarmente, las
componentes del tensor energia-momentum perturbado con indices mixtos se ex-
presan como [[124]
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T = —(p+dp) (119)
)= (p+pUs , (120)

T} = (p+ 0p)&; + 5§ (121)

donde X! = T} — 6:T}/3 se interpreta como un tensor de estrés anisotrdpico, y
desde (TT9) p y p (sin el subindice “eff”’) corresponderdn a la densidad y presion
efectivas (sin perturbar) definidas justo después de la ec. (115)), siendo dp y dp
sus respectivas perturbaciones. De lo anterior, las ecuaciones de movimiento ob-
tenidas a partir de las diferentes componentes de la ecuacion perturbada con
indices mixtos en el marco del fluido efectivo, que esta dada por

~v v _ .2 Yl T (f v v(f
Gr 4+ 6GY, =k ((TM + T 4 (9T + o )>) .
— 2 (v v\ — 2qw

=* Ty, +0T) = £°T)

y de su traza, siguiendo el formalismo presentado en [[124, [135], en el espacio de
Fourier son

* « * 2
k2o 432 <<I>+ 9@) = S 210 | (123)

a a 2

g K2
k* <<I> + —@) = ?ﬁ(pﬂa)e , (124)
a
D4+ — (420 )+ (2= == | U4+ (®—T) = —a?T7 , (125)
a a a? 3 6

2 3K° 2~ | =

(@ — V) = @ (p+p)o (126)

donde k = ||k|| es el nimero de onda correspondiente al vector k, y se ha definido
la velocidad 6 = ik’U; y el estrés anisotrépico de la forma
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PN 1 y
(ﬁ—i—ﬁ)o‘ = — (kzk] — 551]> YU ’ (127)

donde k; es el vector unitario en la direccién ¢ del vector de onda k. Es pertinente
resaltar que en un universo donde se considera solo materia (p = 0) el marco de
la RG (ej.: ACDM desde la época de dominancia de materia), la ecuacién (126)
implica que ® = W. Sin embargo, si se considera la presencia de un fluido efectivo
que contiene EOG (proveniente de la modificacion a la gravedad), se tiene que a
la derecha de aparecen términos geométricos en (p + p)o que impiden la
igualdad mencionada entre los potenciales ® y W.

Adicionalmente a las ecs. (I23)) - (126) se requieren ecuaciones que den cuenta
de la evolucion de las perturbaciones sobre el tensor 7}, las cuales se pueden es-
tablecer a partir de la condicion de conservacién de energia-momentum dada por
T)” = 0 donde “;v” en el subindice representa derivacion covariante respecto al
indice v. De esta condicion se obtiene [|124]

*

5= —(1+w)(0 —30) —3%E - w)s (128)
a
y
« * * 2
=-20-30)0 - L 0+ -5 125 Ko+ 2T, (129
a 1+w 1+ w

donde § = 5—;, la ecuacion de estado es w = £,y la velocidad del sonido para el

2 — o
S_(;p'

STl

fluido estd dada por ¢

De lo anterior se observa que en el marco de fluido efectivo que hemos descri-
to, el tensor energia-momentum se puede caracterizar por una densidad, presion,
velocidad y estrés anisotrdpico, siendo posible establecer estas cantidades (efecti-
vas) para el sector de energfa oscura geométrica a partir de (T12)).

Eliminando 0 de (128) y (129)), se obtiene una ecuacién diferencial de segundo
orden para ¢ [137]:

*

54 ()8t ()8 = —k? <(1 +w)U + 26— §n> ¥ ... (130)

donde n = g( 1 4+ w)o es el parametro de estrés anisotrépico definido en [124],
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y los puntos ... representan expresiones complicadas que pueden simplificarse en
la aproximacion sub-horizonte. Para entender lo que esta aproximacion significa,
es importante recordar el concepto de horizonte comévil. Como ya lo dijimos, dos
regiones del universo separadas en un instante ¢ por una distancia comévil mayor
que el horizonte comévil, no estdn conectadas causalmente. Por otra parte, en la
descomposicion de las perturbaciones escalares en el espacio de Fourier, aquella
asociada al modo k tiene una longitud de onda A, = 1/k la cual corresponde la
escala de la perturbacion, aunque a menudo )\, y k se utilizan indistintamente
para denotar la escala. De acuerdo a esto, £ > 0 corresponde a una escala pequefia
y viceversa. Si \;, es mayor que el horizonte comovil, se tendrd que kn < 1y se
dird que dicho modo k esta por fuera del horizonte y se lo llamard modo super-
horizonte. Como ya lo habifamos mencionado, el horizonte comévil n dado en (T13))
es una funcién creciente con el tiempo, por lo cual es de esperarse que un modo k
que se encuentra por fuera del horizonte en algiin momento, en el futuro su escala
i llegue a ser menor que el horizonte comovil, diciéndose que en dicho instante
el modo pasa a estar dentro del horizonte y se lo llamara sub-horizonte, cumplién-
dose la relacién kn > 1. En el momento cuando un modo especifico k entra en
el horizonte se cumple larelacion k n = 1, alo cual se le llama cruce del horizonte.

La evolucion de las perturbaciones tiene caracteristicas distintas en los regi-
menes sub-horizonte y super-horizonte. Especificamente cuando k% > a?H? se
obtiene k1 > 1, es decir, el modo k se encuentra muy dentro del horizonte y
se pueden hacer simplificaciones importantes en las ecuaciones que rigen dicha
evolucién. Este procedimiento se llama aproximacion sub-horizonte, en la cual se
tiene que los términos con derivadas temporales son despreciables comparados
con aquellos proporcionales a k2. De acuerdo a esto, por ejemplo, la perturbacién
en el escalar de Ricci puede aproximarse como [[124]:

12(H2 + H A2 %2 18 6H: 6O
sp—— 2OCTH) AR O 1SRG OHy 6P
a2 (12 2 CL2 CL2 (131)

a

y con esto, a partir de las ecuaciones de movimiento se obtiene para el sector de
materia (w = 0, 1 = 0) [[124]:

k2 a? G
U= _?p?pmém ; (132)
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k2 a?

¢ = -5 2 QerPmim (133)

donde G es la constante de acople gravitacional Newtoniana, 6,, = 00/ pm, Y Gesr
y Qef estdn dados por [27]]

ali+ 4k22F’]

G = = ol (134)

¢ 3k2F’
F 1+ a’F
y 2

1 1 + 2]€2F/

Q=4 | —25| | (135)
F 1+ a?F

recordando que F = df /dR y F’ = d*f/dR?. Igualmente, la aproximacion sub-
horizonte es 1til al momento de calcular 0y = dps/p; (el cual hace parte de §7};)
para la cual dps y py se determinarfan a partir de teniendo en cuenta que
py = pr + 6py, donde la perturbacién ép; contiene inicamente términos lineales
en Uy @,y proviene de 6 R (dado en (131))) a través de f(R), F(R)y H que asu
vez puede expresarse en funcién de R = R + J R gracias las simetrfas del cosmos
a gran escala. Bajo esta misma aproximacion, a partir de (123 y (I33)) se obtiene

k? K> K>
?(I) = ?(ﬁm(sm + ﬁféf) = ?Qeffﬁmcsm ) (136)

que a partir de la segunda igualdad también se puede expresar como

1
Qeff_l

permitiendo asf establecer una relacion entre la evolucion de 9,, y dy.

PrmOm = pros (137)

Similarmente, en la aproximacion sub-horizonte se tiene que, para el sector de
materia para el cual 1 = 0 [134] y w = 0, y teniendo en cuenta (134)), 1a ec. (130)
en funcion del tiempo coésmico toma la forma [27, 191} [129]:

Om + 2Hb, — AT Geipmbm =0 (138)

recordando que cada punto sobre una cantidad representa derivacién con respecto
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al tiempo césmico, H = a/a, y Geg corresponde al acople gravitacional efectivo
definido en (I34) que a su vez puede ser reescrito como

G 1 + 4k*m
o= || (139)
1+ a’R

donde m es el pardmetro definido en (33). Introduciendo la fasa de crecimiento de
perturbaciones de materia dada por

f(a) = d(gljf[m) ,

(140)

recordando que N = Ina, se tiene que la ecuacién (138) puede ser reformulada
como

dc%s) i+ (1 B W) (o) = 5% 0nfa) . (14D

T2G

También es posible caracterizar la evolucion de las perturbaciones lineales a
partir de una representacién diferente de la fasa de crecimiento f(a), dada por

f(a) = Qu(a)’® | (142)

donde ~y(a) es el indice de crecimiento de perturbaciones de materia, el cual, en
funcion del redshift z estd dado por
Inf(z)

Para el modelo , haciendo uso de @, y teniendo en cuenta los valores
de los §2;(z = 0) que se han venido utilizando, es posible obtener una solucién
numérica para (I41)) en funcién de z, asumiendo como condicién inicial el valor
de la tasa de crecimiento del modelo ACDM en época de dominancia de materia
(facom(2 2 10) = 1), y con la solucién obtenida hallar a su vez la evolucién de

v(2).

Es importante resaltar algunos aspectos importantes relacionados con la evo-
lucién de las perturbaciones lineales descrita por (I38)) o (I41)). Primero, a partir
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(a) Tasa de crecimiento vs. redshift. (b) Indice de crecimiento vs. redshift.

Figura 24: Tasa e indice de crecimiento de perturbaciones lineales de materia para el modelo
concg =1,p=09,a =10"2 4% = 3HZQny» Uy = 0.3, Qy,, = 0.00005, Hy = 70 km/s/Mpc
y ag = 1 paradiversas escalas k, en la aproximacion sub-horizonte, utilizando la expresién analitica
para la tasa de Hubble, calculados con Mathematica . Es posible observar la diferencia con
ACDM en todos los modos k. Igualmente se aprecia que al disminuir la escala (aumentando k)

tanto la fasa como el indice de crecimiento tienden a ser invariantes de escala a bajo redshift.

0§

- o
s
”
—ACDM g =30a0 Hg
ol W k=100agHq
[ TETIR0Me e EEREEReEe e k=300a¢Ho k=600agHq
vl ; : : S B
z z
(a) Tasa de crecimiento vs. redshift. (b) Indice de crecimiento vs. redshift.

Figura 25: Tasa e indice de crecimiento de perturbaciones lineales de materia para el modelo
concg =1,p =08, =1073, 4u? = 3HZQny» Uy = 0.3, Qy,, = 0.00005, Hy = 70 km/s/Mpc
y ag = 1 paradiversas escalas k, en la aproximacion sub-horizonte, utilizando la expresion analitica
para la tasa de Hubble, calculados con Mathematica . En las diferentes escalas se observa un
comportamiento similar al de la Figura 24.
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de (139) se observa que el acople Newtoniano efectivo G es dependiente de la
escala k, y cualquier cambio en su valor modifica la tasa de expansion, lo cual a su
vez influye significativamente en el proceso de nucleosintesis del Big Bang (BBN).
Esto impone restricciones sobre los modelos f(R) exigiéndoles que al momento de
producirse la BBN, la evolucién de las perturbaciones de materia sea muy cercana
a la descrita por la RG, lo cual se traduce en G ~ G, condicién que impondria
restricciones adicionales sobre el modelo f(R). Para que este requerimiento se sa-
tisfaga, la ec. demanda que durante dicha época el modelo debe cumplir con
F~ly¢ = ’227}5 < 1 [90]. En segundo lugar, sabiendo que cualquier modelo
f(R) viable debe imitar a la RG en la época profunda de dominancia de materia
(z 2 10), se tiene que a alto redshift el valor del pardmetro de desviacion para el
modelo debe cumplir con m(z 2 10) < 1, periodo en el cual las perturbaciones
evolucionarian como §,, %3 [27, 91, 90]. De acuerdo a lo anterior, es natural
asumir que debido al caracter dindmico del acople gravitacional efectivo, en algin
momento de la historia cdsmica puede llegarse a tener una diferencia importante
entre el valor de Gt y G, época en la cual la evolucién de las perturbaciones li-
neales de materia se comportaria de manera distinta a la descrita por la RG dando
lugar a 6, < t(m_l)/G cuando £ = 'j;—’g > 1[27,91,90]. El momento de cambio
en la forma evolutiva de 9,, se caracteriza por un redshift de transicién z; dado
por la condicién

a’R

= (144)

m(zg) =
Para el caso mostrado en la Figura 25, a partir de la solucién numérica de (144)
considerando para la tasa de expansion, se tiene que los redshift de tran-
sicion en las diferentes escalas consideradas son respectivamente zx3y ~ 1.58,
Zr100 ~ 0.97, Zx300 = 2.96 y Zxe00 ~ 4.87 donde el subindice £30 corresponde
al modo k£ = 30aqH, y similarmente para las demds escalas. De lo anterior y ob-
servando la figura, se advierte que parael casoc3 = 1,p = 0.8 y o = 1073, el
modelo en estudio presenta una diferencia clara con ACDM a bajo redshift tanto
en la tasa como en el indice de crecimiento de perturbaciones lineales de materia,
todos los modos considerados ya han pasado del régimen de la RG al escalar-tensor
en z = 0, e igualmente se pude observar que los modos mds grandes (escalas méas
pequenas) estdn cerca de lograr la invarianza de escala. Conclusiones similares se
obtienen para la Figura 24. Los rangos de valores encontrados para los indica-
dores de evolucion de perturbaciones estudiados a partir del modelo a bajo
redshift podrian validarse a través de resultados observaciones proximos.
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Vale la pena aclarar que la aproximacién analitica (A.8)) utilizada en el desarro-
1o anterior tiene una diferencia porcentual media ~ O(107* %) con respecto a la
solucién numérica para H (z) (obtenida de la componente temporal de las ecacio-
nes de campo) en el intervalo 0 < z < 12 para el caso de la Figura 24, mientras
que dicha diferencia es de ~ O(107° %) en el mismo intervalo de redshift para
los valores de «v, p y c3 de la Figura 25, y se mantiene en ese orden de magnitud
en 0 < z < 30, lo que la hace viable para implementar en EFCLASS [124]. Aun-
que los valores de los pardimetros del modelo establecidos en la Figura 24
no posibilitan que la aproximacion analitica de la tasa de expansion sea utilizada
con fiabilidad en el c6digo mencionado, si permiten observar la diferencia de f(z)
y 7(2) entre ACDM y (87). En el andlisis efectuado se han asumido los valores
Qe = 0.3, Q,, = 0.00005, Hy = 70 km/s/Mpc, ag = 1, p* = 3HZQ,,, y ¢1 dado

por (90).

Espectro de potencias de materia:

Otro indicador que permite visualizar la huella dejada por las perturbaciones
escalares sobre el sector de materia y la distribucidn de estructuras en el univer-
so a gran escala en la época actual es el espectro de potencias de materia P(k),
el cual basicamente caracteriza la diferencia entre la densidad local y la densidad
promedio de materia (materia oscura fria y bariones) en el universo en funcion de
la escala k. Notemos que la aproximacion sub-horizonte que hemos utilizado se
cumple facilmente en la actualidad para un amplio rango de modos k pues como
se menciono, el horizonte comovil crece mondtonamente a medida que transcurre
el tiempo permitiendo asi que una gran cantidad de modos ya hayan cruzado el
horizonte y cumplan con k£ > a H (o equivalentemente k7 > 1) que es la con-
dicion requerida para utilizar la aproximacién mencionada. Debido a lo anterior,
estos modos evolucionan de manera similar en tiempo tardio, es decir para 2<z,,
donde z,, corresponde a un redshift de época profunda de dominancia de materia,
siendo justo para z< z,, cuando podemos observar la distribucion de materia en el
cosmos. Cabe preguntarse entonces como se relaciona la perturbacion primordial
(en el universo primitivo) de la curvatura J R, (k) con la evolucién de ¢ a tiempo
tardio.

Por una parte, esta relacion se puede establecer a partir de la llamada funcién
de transferencia T (k) y el factor de crecimiento D (a) de la forma [133]
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D, (a)

Bk, a) — géRp(k)T(k) para a>am (145)

donde a,, es el factor de escala correspondiente a z,,, ,

_ Ok, a,)
T(k) = —‘I)keg k.ay) (146)
’ ®(k,a) _ Di(a)
,a . +a
Bk, ) = para a > a,, , (147)

donde ®y,, (k, a,,) corresponde al potencial ® evaluado en modos de escala grande
(At > 0) cuando a = a,, , para los cuales el potencial primordial ®(k,a < 1)
se reduce solo en una pequefia cantidad al transcurrir el tiempo, y el factor de
crecimiento esta definido a través de la relacion [[133]]

d(In D, (a))

donde f(a) es las tasa de crecimiento definida en (140).

Por otra parte, de (I36) se obtiene

Sk, a) = 2k’ ' bk,a) para k> aH (149)
m 7a —3H§Qm0 Qeff 70’ p a Y

donde €2,,,, = ”;Z’;O. Ahora, de las ecuaciones (149) y (145) resulta
0

2 k? 1
Om(k,a) = 5 TP @6Rp(k)T(k)D+(a) para a>a, y k>aH,
(150)

donde se ha asumido que R, (k) es una perturbacion adiabdtica [133]. En el con-
texto de la inflacion se tiene que esta perturbacion se describe a partir de una distri-
bucién Gaussiana con media igual a cero, con un espectro de potencias Psg(k) =
(2m%/k3) As(k /k,)™~* [133], en la cual m = 3.141592...., /A es la amplitud ti-
pica de las perturbaciones de la curvatura en la escala k,, la cual corresponde a una
escala pivote que usualmente se escoge como aquella que mejor se ha restringido
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por las observaciones (k, = 0.05Mpc~! para el caso de [7]), y ns es el indice
espectral escalar [133]]. A partir de esto, y de la relacion entre las perturbaciones
y su espectro de potencias asociado

PL(k:,a) B P(;R(k')
Sm(k,a)? — SR,(k)?2

(151)

se tiene que el espectro lineal de potencias del sector de materia para perturbacio-
nes escalares P (k, a) estd dado por

8m? A, 1 k™
Pr(k,a) = 2—5H§T—QHD+(@)27—QUC)W (152)
mo € p

Para calcular este espectro asociado al modelo (87)), se ha hecho uso del cédigo
EFCLASS [124], el cual es una variante del c6digo CLASS [123]]. Para el desarrollo
de esta, los autores basicamente modificaron las ecuaciones de movimiento -
(126), y las ecs. (I28) y (I29), utilizando el formalismo de fluido efectivo incluyen-
do en las componentes del tensor energia-impulso, ademds de las fuentes usuales
de energia-momentum, aquellas asociadas a la modificacion de la gravedad f(R)
y efectuando las simplificaciones relacionadas con la aproximacién sub-horizonte.
Para el caso especifico del modelo (87)), a partir de la expresidn analitica para la
tasa de expansion (A.8)) y de las ecuaciones (10}, (106) y se obtuvieron las

daf 2od’f 1 df/dR

eXpresiones a primer orden en el parametro « para 4R ° HO dRZ * Hy dn ° wyr'y

% , las cuales se tradujeron a C++ y se introdujeron en las respectivas lineas del
c6digo EFCLASS en su version para gravedad modificada tipo f(R). Es pertien-
te mencionar que en https://github.com/wilmarcardonac/EF CLASS/tree/f-of-R se
encuentra la version del codigo EFCLASS a la cual se le realizaron las modifica-
ciones respectivas para calcular los espectros mostrados en el presente trabajo. La
descripcion de dichas modificaciones y las expresiones obtenidas para el modelo
(87) e implementadas en el c6digo se encuentran en el Apéndice 6.

En la Figura 26 se observa el espectro de potencias para los modelos y
ACDM, calculados con el cédigo EFCLASS [124},[123]], haciendo uso de la expre-
si6n (A.8) en la aproximacién sub-horizonte. Se observa que los espectros tienen
una cercania importante entre si la cual desaparece a escalas grandes O(k) <
10~*h/Mpc ', donde h en este caso es una cantidad adimensional dada por h =

3hMpe ! & 3000a¢H, [90] en unidades donde c=1.

91



1 \

104

wl 7 \
\ —ACDM
\ a=10"3,p=08,c3=1

Pr(k,1) (Mpe/h)?
Py(k,1) (Mpe/h)?

1078 1074 107} 102 101 100

k (h/Mpc) k (h/Mpc)

Figura 26: P (k,1) vs. k para el modelo concs = 1,p = 08y a = 1073 utilizan-
do la aproximacién analitica @I), comparado con ACDM a z = 0, hallados con EFCLASS
[[124} [123]]. En la figura a la derecha se observa el espectro en el intervalo de niimeros de onda
0.0035hMpc ™ < k < 0.2hMpe !, y es posible apreciar una diferencia con el modelo estdndar
para k ~ O(10~*h/Mpc) la cual se debe a caracteristicas propias del modelo , mientras que la
discrepancia con ACDM observada en escalas O(k) < 10~*h/Mpc se deberia a que para dichas
escalas la aproximacién sub-horizonte deja de tener efectividad.

H,/100. La diferencia considerable en estas escalas no implica necesariamente
una discrepancia generada por el modelo sino que probablemente se debe a que el
cddigo fue desarrollado para funcionar adecuadamente en escalas sub-horizonte.
Por otra parte, la diferencia con respecto al espectro del modelo de concordancia
en el intervalo 0.02hMpc~! < &k < 0.2hMpc™" s es propia del modelo (87). Es
importante resaltar que los valores de p y « de la figura no permiten cumplir con
las pruebas de Sistema Solar, pero fueron utilizados para poder evidenciar grafica-
mente la diferencia con ACDM en estas escalas. Para valores de p y/o «a que per-
mitan cumplir con las pruebas mencionadas, se sigue presentando una diferencia
entre los espectros de ambos modelos pero se requieren proyectos observacionales
futuros muy precisos para validarla.
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4. Discusion

Los resultados obtenidos muestran que es posible describir el universo con
una dindmica similar a la del modelo ACDM teniendo gravedad modificada como
fuente de energia oscura y una densidad hologrdfica como fuente de energia del
vacio sin necesidad de recurrir a la energia del estado fundamental de la teoria
cudntica de campos (QFT) cuyo problema de orden de magnitud y ajuste fino ain
no ha sido resuelto. El modelo presentado en la Seccion 3.2 es un ejemplo de ello.

A pesar de que diversos modelos cosmolégicos pueden explicar la expansion
acelerada del universo actual, las teorias de gravedad modificada (con materia os-
cura fria) viables tienen una forma sencilla de reproducir el modelo de concordan-
cia (tal como fue mostrado en [[122]). Sin embargo, las observaciones muestran
que es posible tener desviaciones respecto a este modelo, las cuales pueden ser de
diversos origenes. Aunque la RG ha tenido éxito para explicar la gravedad macros-
cOpicamente a nivel de Sistema Solar, de la galaxia, y ha descrito adecuadamente
algunos fendmenos hasta ciertas escalas extragaldcticas, atin no se ha corroborado
con precision a distancias mayores y tampoco ha sido posible acoplarla a la meca-
nica cudntica para describir la interaccién gravitacional microscopicamente. Esto
abre camino a la posibilidad de modificar la RG de modo que las predicciones a
escalas astrofisicas mayores a las probadas con precision hasta hoy, sean diferentes
a las de la teoria de Einstein, de tal forma que den lugar al comportamiento acele-
rado del universo actual, y eventualmente puedan ser incorporadas a la descripcion
de la gravedad a escala cudntica.

Por otra parte, el modelo py CDM donde p, estd dada por (63) y estd inspirada
en el principio hologrdfico el cual se sospecha es necesario para la formulacion de
una teoria cudntica de la gravedad, puede reproducir la FoS'y el valor del para-
metro de densidad de energia oscura del universo actual, y a su vez dar cuenta del
valor del redshift de transicion desaceleracion-aceleracion tal como se muestra en
[119].

Cuando ambas fuentes de EO, es decir f(R) y densidad de vacio hologrifica
de la forma (65)) se incorporan al modelo cosmolégico con materia oscura fria, se
encuentra que pequefas desviaciones con respecto a ACDM pueden ser explica-
das cuando los parametros correctivos b, A y BB son cercanos a cero tal como se
muestra en la Seccién 3.3. La diferencia porcentual entre la expansién analitica
(70) y la solucién numérica para el pardmetro de Hubble, teniendo para la grave-
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dad modificada el modelo de Hu-Sawicki con n = 1, la densidad hologréfica py
ya mencionada, y parametros correctivos b = 0.001, A = 0.0001 y B = 0.0001,
estd entre 0.005 % y 0.011 % para redshifts entre 0 y 3.17 aproximadamente, y es
menos de 0.005 % para redshifts mayores. Esto indica que la aproximacién plan-
teada en podria ser utilizada para realizar anélisis que requieran una expresion
analitica del pardmetro de Hubble. Sin embargo, ain queda por demostrar que la
aproximacion analitica mencionada tiene un buen nivel de precisién al comparar-
la con la solucién numérica de la componente espacial de las ecuaciones de campo.

Es importante mencionar que las desviaciones que los parametros b, Ay B pro-
ducen alrededor de ACDM tienen una influencia cuantificable sobre los parametros
asociados al crecimiento de estructuras, lo cual podra determinarse posteriormente
implementando el modelo a través en el codigo EFCLASS (124, 123]].

Ademéds de las bondades ya mencionadas de la propuesta planteada, es impor-
tante destacar que con el sector de energia oscura teniendo como fuentes de la
misma el modelo de gravedad modificada f(R) de Hu-Sawicki conn = 1 en el
marco holografico con p, tanto de la forma (42)) como (65)), se tiene un sistema di-
ndamico asociado que incluye puntos criticos de dominancia de materia transitorios
seguidos por puntos de expansion acelerada estables o transitorios, lo cual coincide
con los resultados observacionales. Adicionalmente, los puntos criticos para estos
modelos se ven enriquecidos al incorporar densidad de energia holografica ya que
por medio de esta los escenarios asociados a dichos puntos tienen un mayor rango
de valores de w.g y sus caracteristicas de estabilidad son méas diversas al compa-
rarlas con aquellas de modelos de EOG como tnica fuente de energia oscura. Por
medio de esto, las trayectorias cosmoldgicas de los modelos en el diagrama m vs.
r permiten escenarios cosmoldgicos adicionales de dominancia transitoria de ma-
teria, y de energia oscura ya sean estables o transitorios, de tipo quintaesencia, de
Sitter o phantom, como se puede ver de a (61)), en y en el Apéndice 3. En
este caso, la estabilidad de los puntos criticos depende no solamente de los para-
metros m y m’ asociados a f(R) sino también de los pardmetros « y /3 presentes
en el marco holografico.

Es pertinente aclarar que el andlisis de sistema dinamico se ha realizado en au-
sencia de radiacion, ya que el propdsito inicial es determinar si el modelo permite
describir una evolucion césmica desde una etapa de dominancia de materia a una
de energia oscura, pues son estas las dos ultimas que presuntamente ha tenido el
universo. A través del andlisis del sistema dinamico y su estabilidad, se pretende
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identificar modelos para los cuales las perturbaciones al sector de energia oscura
no crezcan incontroladamente pero tampoco se anulen de manera abrupta en la
época de dominancia de materia, permitiendo de esta manera que el modelo des-
criba un universo que permanece algin tiempo en esta época, dando posibilidad a
la formacion de estructuras, para después evolucionar hacia escenarios de expan-
sién acelerada como el actual. Si se incluye el sector de radiacion en el analisis,
usualmente aparecen nuevos puntos criticos, pero no se modifican las caracteristi-
cas de los ya hallados excluyendo radiacion.

El modelo (87), analizado en la Seccién 3.4, también permite describir la dina-
mica del universo desde la época de dominancia de radiacion hasta la actualidad, y
para algunos rangos de valores de sus parametros puede imitar de cercaa ACDM y
a su vez cumplir con los requerimientos basicos de viabilidad. Como pudo obser-
varse, el valor de los pardmetros o y p define la cercania con el modelo estandar, y
especificamente cuando « se hace muy pequefio es posible obtener una expresion
analitica aproximada de la tasa de expansién muy cercana a la solucién numérica
de la componente temporal de las ecuaciones de campo. Esta expresion analitica
es especialmente 1til ya que, debido al alto grado de no linealidad de las ecuacio-
nes, la soluciéon numérica de las mismas en ocasiones no es posible obtenerla para
un amplio rango de valores de redshift debido a inconvenientes en los métodos
numéricos utilizados. A partir de la expresion analitica propuesta para la tasa de
expansion se calcularon diversos indicadores relacionados con la evolucion de las
perturbaciones de materia en el régimen lineal en la aproximacion sub-horizonte,
y se observo que en este aspecto el modelo tiene diferencias con ACDM las cua-
les podrian medirse a través de proyectos observacionales futuros. Cabe reconocer
que aun se debe corroborar que la aproximacion analitica propuesta para la tasa
de Hubble es suficientemente cercana a la solucién numérica de la componente
espacial de las ecuaciones de campo.
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S. Perspectivas

Con lo obtenido hasta ahora se pretenden varias cosas a futuro: Por una parte,
comparar la expresion (70) con la soluciéon numérica de la componente espacial
de las ecuaciones de campo y corroborar si tiene el mismo nivel de precisién que
tuvo al compararla con la solucién de la componente temporal. Posteriormente, se
deberan calcular para el sector de energia oscura las cantidades requeridas para
implementar el modelo en EFCLASS [124,1123]] y asi determinar el efecto que las
correcciones a ACDM provenientes de f(R) de Hu-Sawicki conn =1y p, dela
forma (65)) tienen sobre la formacién de estructuras. De la misma forma, la apro-
ximacién propuesta para H(/N) podrd ser utilizada en una investigacién posterior
para efectuar un ajuste de pardmetros del modelo al comparar sus predicciones con
observaciones de anisotropias y modos de polarizacion en la CMB, BAO, lensing,
SNIa, Hy y RSD, desarrollo que también puede efectuarse por medio de EFCLASS.
Igualmente, se puede hacer un andlisis similar al ya descrito, pero con la densidad
hologrifica de la forma (42).

Serd importante escribir H (V') a segundo orden en los pardmetros correctivos
b, Ay B para intentar disminuir la diferencia que tiene esta aproximacion analitica
con respecto a la soluciéon numérica de la ecuacién (13)) (o (14))) y posteriormen-
te calcular el impacto de estos términos en los espectros que se pueden obtener a
partir de dicha aproximacion.

El procedimiento explicado podrd aplicarse a otros modelos cosmoldgicos con
energia del vacio hologréfica, ya sea con variaciones a la forma propuesta por
Granda y Oliveros u otras propuestas como la de Li et. al [28] 6 aquellas ana-
lizadas por Rezaei et al. en [[126], incluyendo también gravedad modificada como
fuente de energia oscura con otros modelos viables de f(R) como el de Staro-
binsky y el mismo de Hu-Sawicki con valores de n > 1, entre otros.

Es también una tarea atn por desarrollar, intentar hallar una expansién ana-
litica para H(N) de tipo perturbativo (pardmetros correctivos tendiendo a cero)
alrededor de ACDM para un modelo pyCDM -sin incluir f(R)-, siendo p, alguna
densidad hologréfica propuesta. A partir de esto se podra estudiar la influencia que
tienen los términos adicionales a la tasa de expansién de ACDM sobre los espec-
tros de potencias.

Otro de los objetivos pendientes es reducir el nimero de parametros libres en el
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modelo pues aunque este puede explicar de buena forma la evolucién cosmo-
l6gica, satisfaciendo a su vez las restricciones generales de viabilidad incluyendo
aquellas de Sistema Solar y al mismo tiempo describir la evolucién de las pertur-
baciones de materia, la cantidad de pardmetros conlleva a degenerancias que son
caracteristicas poco favorables para cualquier modelo f(R).

Debido a que la naturaleza del sector oscuro del universo atn no ha sido des-
cifrada, la gravedad modificada f(R) como fuente de energia oscura a escalas
cosmoldgicas cuya existencia no ha sido descartada por las observaciones, sigue
siendo una alternativa viable. Igualmente, desarrollos tedricos como la correspon-
dencia AdS/CFT [141] y 1a mecdnica cudntica de agujeros negros han permitido
sospechar que diversos sistemas estudiados en n dimensiones pueden ser descritos
en modelos de n — 1 dimensiones. El principio hologrdfico surgié como una de
estas propuestas, aduciendo que seria necesario para plantear una teoria viable de
gravedad cudntica. En ese orden de ideas, la energia de vacio proveniente de este
principio es posible que exista en el universo sin que sea excluyente con otro tipo
de fuentes de energia oscura.

Aun hay un camino largo por recorrer para determinar, primero la naturaleza
de la energia oscura, y segundo, si esta proviene de una o varias fuentes. El estudio
de la evolucion de las perturbaciones primordiales en el universo puede dar pistas
sobre la naturaleza y cantidad de estas fuentes.
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Apéndices

Apéndice 1

Después de manipular algebrdicamente la ecuacién (13, incluyendo en ella
materia, radiacion, gravedad modificada f(R) a través del modelo de Hu-Sawicki

con n = 1, densidad de energia holografica p, de la forma y H(N) dada por
, y expandiéndola en serie alrededor de b = 0, A = 0y B = 0, se obtiene:

Al
+ CA(N) * A+ Cp(N) x B+ Toq(N,b*, A%, B, ..) | A1)
donde T},,4(N) es un término que no depende de b, A ni B3, y esta dado por:
7ﬂind(]\/v) = ZZ“%nd1 + 6_3Nﬂnd2 + e_4Nirind3 ) (AZ)
siendo
ﬂndIEHg <051_1+(g_051+1) Qmo+<1_al)Qro> 5
) (A.3)
ﬂndg = HOQmQ (O{l - (3/2)/81) )
irind;g = HgQro (al - Qﬂl) ;
Cy(N), C4(N), Cp(N) toman la forma:
1 203N [72()2
Cy(N) =— °° Totmo
18\ 4e3N (Qpy + Ly — 1) — Qi
AN HEO2 <64N(Qm0 + Q= 1) — eV — QTO)
B - 2
(Quny — 463N Qg + 21y — 1)) (Ad)

62N HZQ (€™ (Quy + Uy — 1) — ¥ Qg — Qi)

+
(463N (Qny + Dy — 1) = Qo )

— 18G}(N) + 1801 G5 (N) + 1861G1(N)G’1(N)) :
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Ca(N) E(Hg(l 4 (e N D) + (67N = 1O,

(A.5)
+ (a1 = DGIN))
HZ(3eNQp, + 4Q,,
OB(N)E(— o (3e SoIN )
(A.6)

T (a1~ DG(N) + ﬁlc;g(N)Gg(N)) ,

donde G’(N) significa derivada de G;(IN) con respecto a la variable de e-folding
N. Por su parte, T,4(N, b, A2, B2, ...) contiene términos de orden mayor que uno
en b, A, By productos de estos los cuales no son tenidos en cuenta en la expansion
analitica de H (V') propuesta en (70).

Para resolver analiticamente la ecuacién (]A;l'[), primero se soluciona el siste-
ma de ecuaciones algebrdicas 7},4, = Tina, = Tinas = 0, de donde se obtienen
¢, a1y 1. Con los valores obtenidos de estos pardmetros, se procede a resolver
el sistema de ecuaciones diferenciales Cy,(N) = C4(IN) = Cg(N) = 0 teniendo
G1(N), Go(N) y G5(N) como las incégnitas a despejar. Con las expresiones para
las G;(N) se logra finalmente de forma explicita la expansién analitica de H?(N)
alrededor de ACDM a primer orden en los pardmetros b, A y B dada en la ec. (70).

107



Apéndice 2

J11:2$—Z,
Jig=-3 ,
Jiz=—-x—1,
J14_07
Jn=y+— ,
m
/ 2
ng—mjz2—2z+x+4,
my
mzx x
Joz = —— — =2y,
m2y  m
J24:O7
z
J31___7
m
m'xz?
Js2 = m2y?
!
Jggzmjx—ﬁ—Q(Z—Q)—ZZ,
my m
J34:07
zBv  zBv  2Bv  xv l—h—z—vy—2)v
o Bz 2By v y—2)
mo « « o «
2
TR P
« o
mvzfz? 2oz voovx
J42:— 226 + —22——+—+1,
m2y’a o o «
m/'396—3—2(2—2)—2z>ﬁv
xpv (m2 m TV  2zv v
Jyp = 2P0 A P -2
o «Q «a «Q «
2v
+(-h—z—-—y—2z+1)(2——)+1 ,
o
2
J44:@+ﬂ—£—22+1,
« « o
(A7)
dondem’chi—T
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Apéndice 3

2
Evi=-"1+" 2% 9 01
(8 8} 8

EV2 = ( - <2\3/§(m3(—3x2 + (4 —82)x +62)y* + m* (=32 + (12 — 92)z—

7224 9y+162—16)y* +2mm’ 2?2 (y+2)y* —m iz (m'z(24+4) (y+2)+xy (y—3m’'2) )y*
—m"”2*2* (y+2)?) a2> / ((108m6a3y7—81m6xa3y7—54m5xa3y7—135m6za3y7

3.3,6 6.3.3,6

—162m°za®y"—128mSaly’ —9ImSx2alyS —9Im* P ayS —2m3 2P0y’ —20mb 23ady

— 36mSz%a’y’ + 12mra?aly’ — 24mb22a3y® — 144m® 2203y’ — 2Tmbz22a3y°
— 2mPx22 03y’ + 144mCraly® + 48mPzaly’ 4+ 192mCza’y® + 72mSza3y"
—9ImS2% 20y’ — 36m°2?2a’y’ — 24m*s?20’y® — 72mPr2ady® — 93mSrzaly’
+ 18mrzzay® + 5dmim/ z2a3y® — 39mim/ 220y’ + Imtm/2?22ady®
+21m3m 22 22a3y® + 120mrm z22 03y — 18m3m/z22a3y® + Im*m/z3203°
+ 18m*m/ 2 2a%y® + 6m>*m/z3 20’y — 24mPm/ 2?20y’ — 48mim/zzaly®
—39mim/ 2 Pyt + 3mPm/2a? B alyt — samin/ 22 B alyt + 21mBm/ 2?23y
+ 120m*m/ 230yt — 18m3m/z 230y — Im*m 3220yt — 6mmZ a3 22 aly?

— 18mi*m/z* 22’y + ImPm/ 2 2’y + 6mPm 2 2oyt + 12mPmA a2 oy

+ 72mtm/ 2222yt — 24mBm/ 2 22yt — A8mim/ 22yt + 6mPm/2a? 2 ady?

+ 2m’3x323a3y3 . 9m2ml2x3z3a3y3 . 12mm'2x323a3y3 + 24m2m'2:p2230z3y3

+ 3m*m2 2222’y 4 6mPri2taly? — 6mmZat 2 aly? 4+ 12m2m/2 a2 0ty
+ 6m”z*2°a’y + 2m2 2% + ((4(m?(—32" + (4 — 82)x + 62)y*
+m*(=32% + (12 — 92)x — 722 + Yy + 162 — 16)y* + 2mm/2*2(y + 2)y°
—mPx(m'z(z + 4)(y + 2) + wy(y — 3m'2))y* — m 2?22 (y + 2)*)°
+ (m®(3z 4+ 52 — 4)(27y + 3z(2 + 4) + 4(2* + 22 — 8))y° + 3m°(32° + 1222°
+(142° +312+18y —16)2+62(9y +82 —4) )y’ +m3x((2y* — 18m’ 2y — 9Im’2?)
—3m'z(y + 2)(7z — 8)x + 18m'2*(y + 2))y* + 3m*x(3(y* — m'zy + 2m’2%) 2
+((82 —4)y? — 3m/ 22y +6m'2* (32 — 4))x + 2(m/(—18y* + (132° — 402 + 16)y
+ 2(132% — 40z + 16)) — 6y°))y"* + 6mm”z*2*(y + 2)*y*
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—3m*m/z?2(y + 2)(m 2(z + 4)(y + 2)
+ay(2y — 3m'2))y” — 2mPa 2P (y + 2)3)2)046)1/2>1/3>

+ 2(—may?® +m*(3x — T2 + 8)y> + m'zz(y + 2))a + 223 (10877160;’3/7

— 81mbzaly” — 5dmSxaly” — 135mbzaly” — 162m°za’y” — 128mSaly’
—Im’z3ay® — Im*atady® — 2m323ay® — 20mP23aly’ — 36mSataty’
6.2, 3, 6 5220348 — 97TmSz22a3y’ — 42mPr22ady’

+ 12m*a?a’y® — 24mb22a’y® — 144m® 220y
642 20y5

+ 144mSzaly’ + 48mPxa’y® + 192mb2a3y° + 72m’ 20y’ — Im
—36m°r?2a®y® — 24m*r? 203y’ — 72mOr20’y® — 93mSrzaly® + 18mrrzaiy’
+ 54m*m/z2ay® — 39mim’z22ady® + Imim/2? 22y’ + 21mBm/p? 2% adyP
+ 120m*m’z22a®y® — 18m3m/z2203y® + Im*m/23203y° + 18mPm/ 23 203y°

+ 6m*m/z®zay® — 24m>m/ a2 20y’ — A8m*m/xzay® — 39mrm/z 2t oyt
+3m*m2? Byt — 5AmIm/ 22 2 0dyt + 20mPm/ 22 2B oyt + 120mAm/ 2P oy
/1,32 3 4

— 18m3m/z 2303y — ImPm/2 a3 2alyt — 6mm 2322yt — 18mim/ a3 2aly
32208y + 6m’m'z 1,22 3 4

r°2a’y
+ 9mPm'x 32208y + 12mP*m a2 oyt + T2mim/ 2 %oy
—24m3m/ 2?2yt — 48mim/ w22yt 4+ 6m2m/ 2t oy + 2mPaed 3 ady?
O B0ty — 12mmaP B0ty 4 24m2m a2 by 4 3m2m a2 2 oy’
+6mPa 0By — 6mma 2 by + 12m2m a2 0Py + 6mPat P ady
((4(m3(—3x2 + (4 —82)x + 62)y* + m* (=322 + (12 — 92)x

+omBa3200% +

— 72 4+ 9y + 162 — 16)y* + 2mm/2?2(y + 2)y* — m*z(m'z(2 + 4)(y + 2)
+2y(y — 3m'2))y* — m2*2*(y + 2)*)* + (m®(3x + 52 — 4)(27y + 3z(2 + 4)
+4(22+22-8))y +3m” (32° + 12222 +(142°+312+18y—16) 2+62(9y+82—4))y°
+mir((2y? — 18m' 2y — I/ 2%) 2 — 3m/2(y + 2) (T2 — 8)x + 18m' 2% (y + 2))y*

+3m*z(3(y* — m'zy + 2m'2%)2® + (82 — 4)y? — 3m'2%y + 6m/'2* (32 — 4))x

+ 2(m/(=18y* + (132% — 40z + 16)y + 2(132* — 40z + 16)) — 6¢°))y*
+6mm”x’2* (y+2)%y* —3m*m/ 22 (y+2) (M 2(2+4) (y+2) + 2y (2y — 3m'2) ) y°

— 2mPa 2y + z>3>2>a6) /)) [ (6mya)
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ReEV3 = ReEV4 = ( (2\3/5 <m3 (=32 4 (4 — 82)z + 62) y* + m* (—32°
+(12—92)2—72°+9y+162—16y" +2ma’z (y+2)m'y* —m’z (2(z + 4)(y + z)m’

+azy (y —3zm’) y* — 2*2*(y + 2)° (m’)2 o /<(108m6 37 — 81mPzaly”

— 5dmPraly” — 135mbza’y” — 162m°za’y” — 128mSa’y® — 9ImPaPady’

—Im*2z2ay® — 2m323a3y’ — 20mb22ay’ — 36mlaria y6 + 12mia?a’y®
— 24mP22a3y’ — 144mP 2%y’ — 2Tmbx 2o 3y6 42mPx2? oy’ + 144mPra’y®
+ 48mPza’y® + 192mP2ay® + 72m°zaly’ — 9m6x2,za3y6 36m°z?za’y°
—24m*a?za3y5 — 72m6xza3y6—93m5x2a3y6+18m4xza y°+54mizzo m’y6

3053

— 39m*xa’m/ y + 9m* a2 2P m’y® + 21mB? 2P mly® + 120mtr 2P m’y®

— 18mPz22a®m'y® + Im*adzam'y® + 18miadza’m’y® 4+ 6m2adza®m/y’

—24m32? zam/y° —48mrxza®m/y’ +3mPa? P a® (m) yt—9m2ea? (m )2y4

—6ma’2a® (m) Yy 12m* %22l (m) vt =39m* st oPmlyt —5ami e B adm/yt

+21mie? B2l m/yt 4+ 120m* e 2P m/y* — 18mixziadm/y? y — 18m*z3 2’ m’y*

+ 9m3x3z2a3m yt + 6mZa322alm/yt + 12mia? 2ol miyt — 24mB a2l m/y?
—48mtz 2o m/y 4223 2 ad (m’) y*+6m*rizta’ (m) yP—9mPe’Pa? (m )2y3
—12ma®z%a ( ) S 124m?a? 2l ( ) 31623248 ( ) 13m0l (m )2 >
—6mat 3( ) y —{—12m2x224a3( ) 24 62320 3( ) y+2$3 6 3(m)3

+ <a6 (4 <m3 (=32" + (4 — 8z)x + 62) y* + m* (—32% + (12 — 92)z — 72*
+9y+162—16y* +2ma’z(y+2)m'y* —m z (z(z +4)(y +2)m' +zy (y — 32m’)> e
—2?2% (y+2)° (m’)2 St (m°(3x+52—4) <27y +3z(z+4)+4 (22 + 22 — 8)) y°

+3m° (3:103 + 12222 + (1427 + 312 + 18y — 16) 2 + 62(9y + 82 — 4)) S

+m?z ((23/2 — 18zmy — 92°m’) 2* — 3z(y + 2)(Tz — 8)m/z + 182 (y + z)m’) y*

+3mtz (3 (v> — zm'y + 22°m') 2 + ((82z — 4)y” — 32°my + 62°(3z — 4)m')

+2 <<—18y2 + (1322 — 402+ 16) y + 2 (132% — 40z + 16) ) m' - 6y2> Y
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+6ma’ 2 (y+2)> (m’)2 y?—3m*e?z(y+2)m’ (z(z +4)(y+ 2)m’ + zy (2y — 3zm’)> y°
A 12 /3
—22°2% (y+2)*(m'?)) )) ) >—|—4 (=may® + m*(3z — 7z + 8)y* + x2(y + 2)m’) «

—9%/3 <1087716043y7 — 81m6x0z3y7 — 54m5a:oz3y7 — 135m6zoc3y7 — 162m5za3y7
—128mSa®y —9m 30y’ —9Im*a*aly® —2m3 2oy’ —20m 23a3y6 36m6x2a3y6
+12m*22a3y’ — 24mP22 a3y’ — 144m® 220y’ — 2TmSx 220y’ — 42mPazaly®
+144mSzayS +48mPralyS+192m° 23y +72m’ 20y — 9m6x220z3y6 36m5x22a3y6
24m4x22043y6—72m6xz043 6 —93m°r2a®y® + 18m*x 20y’ + 54m*ezam/ y
—39mirlaPm/y’ + Imta?2admly® + 21m3a? 2t my® + 120mt e e m/ y

— 18m xz2a3my + 9m* 23 2aPm’y® + 18m3 a3 za’m/y® + 6mPadzadm’y®

—24m3 a2 za3m/y® —48mi e zaPm!yS +3m3 a2 23 e’ (m )2 L_9m?z32%a? (m )2y4

—6ma’z*a’ (m) y Lr12m?a?2%at (m) y'—39mrz2ta? my —5dmra? 3 alm/y?

+21m322 22 m/yt + 120mrz 23 m/y? — 18m3x22 P m/yt — 18m* 23223 m/y?
+9m3e3 2P miyt + 6m2a? 2l m/yt + T2mra? 2ol m/yt — 24mP 2ol m/yt
—48mrxz2a’m/y 4223 23 (m) yP+6mieiztad (m)2 S_omPedBa® ( )2y3
—12ma3z3a3 (m’)2 yi24m2a 30l (m) P +6232103 (m’) y*+3m°z?2°a’ (m' )2 1>
—6ma’zta’ (m')2 Y +12m2a? e’ (m) Y +62°2° 0 (m’)3 y+22°2%° (m’)3

+ <a6 (4 <m3 (=32 4 (4 — 82)z + 62) y* + m* (—=32° + (12 — 92)z — 72°
+9y+162—16y* +2ma?z(y+2)m'y* —m*z (z(z +4)(y+2)m' +zy (y — 3zm’)> y?
—2?2%(y+2)* (m )2 S+ (m°(3z+52—4) (273/ +3x(z+4)+4 (22 + 22 — 8)) y°

+ 3m° (3:153 + 1220 + (1422 + 312 + 18y — 16) x + 62(9y + 82 — 4)) "
+m’x <(2y2 — 182m'y — 92°m’) % — 3z(y + 2)(7z — 8)m/z + 182 (y + z)m’) y*
+3mtx (3 (v* — zm/y + 22°m') 2® + ((82z — 4)y* — 32°my + 62°(3z — 4)m') =

(( 18y% + (1322 — 402 + 16) y + = (1322 — 40z + 16)) 6y2> %

+6ma’ 2 (y + 2)? (m’)2 y? = 3mPaz(y + 2)m’ (2(z + 4)(y + 2)m’
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+ zy (2y — 32m’) y® — 22°2%(y + 2)3(m’3))2>)1/2> 1/3> / (12m*y*a)

Apéndice 4

Aproximacion analitica de la tasa de Hubble para el modelo a orden uno
en « en funcion del redshift:

 M?p (14 ¢3)P e (Fe)”

H*(z) =H}(z) + ’
(2) =Hi(2) + 6((1+z)H’A(Z)—2HA(Z))

* [Ha(2) (4Y =)+ (14 2)° Hy (2 (V - 2) (AB)
(14 2) Ha(2) ((4Y = 6) Hy(2) + (1+ 2) H{(2)) |
donde
O, et "

M? ’

Y(z) =

9

. <6HA(Z) (2HA(2) — (1 + 2) H'A(z>))
M2

cada comilla " en este caso representa derivacion con respecto a z, y Hy(z) es la
tasa de expansién para el modelo ACDM en funcién del redshift:

H[%(Z) - Hg (Qmo(l + 2)3 + QTo(l + 2)4 + QAO) )

siendo H la tasa de expansion actual y Qy, = 1 — Q,,, — §2,, el pardmetro de
densidad de energia oscura de densidad constante en z = (. Como puede verse al
comparar (A.8) con (101), § H? corresponde al coeficiente de o en (A.8)).
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Apéndice 5

A partir de las variables dindmicas definidas en (27) tenemos que

dv. lde 1d(F\ 1(F F* FH
dN Hdt  Hdt\HF) H\HF HF? H2F
. . (A.10)

_L + L + Fﬂ—— E + 2% —1(2 —2)
~ H?F (HF)? HFH?  HF

En esta expresion encontramos algunos términos que pueden expresarse de forma
disinta. Para esto, recordando que F' = R?F” 4+ RF’ y acudiendo a la relacién

(10), de (13) y (I3) se obtiene respectivamente

3H2F+£—3<2H2—|—H)F+3HF:/<;2;) , (A11)
<3H2+H>F—£—2HF—F:H2]9 , (A.12)

ecuaciones que al sumarse toman la forma
—2HF +HF —F =r%(p+p) . (A.13)

Por otra parte, requiriendo que la energia de vacio cumpla con la ley de con-
servacion, la ecuacion de continuidad conduce a

1

pa+3H (pa+pa) =0 = pr= —3—H/>A —pA - (A.14)

Para hallar p, se utiliza la forma de p, dada en (42]), con lo cual

fon = % (F (aH2 + BH) Y F <2aHH + BH)) , (A.15)

que al reemplazarla en (A.14) da lugar a
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pA = —% <% <aH2 + 6H) +§ <2aHH+ 6H) +3F (aH2 +BH>
(A.16)

Ahora, reemplazando 1} y en 1} seguidamente despejando £y di-

vidiendo todo por H?F se obtiene

F F o k%, F a o H
o P +—<a+6ﬁ>+2a—+ﬁ

= — —, (A.17
H?F HF H? H?F HF H? H3’( )

la cual, en términos de las variables dinamicas y el pardmetro de densidad de ma-
teria definidos en (27)) se expresa como

% = —x—2(z—2)—3§2m—x(oz+ﬁ(z—2))+2a(z—2)+ﬂ% . (A.18)

Para calcular el dltimo término de la ec. (A.I8) observemos que

dR dRdF dR . .
—_— = —— — =24HH + 6H A.19
at  dFdt Y dt oL, (A.19)
en donde se ha tenido en cuenta la ec. (10). Igualando estas dos relaciones se puede
despejar H, la cual, al dividirla entre 3 se puede visualizar como

H F R FdR H 1 4H
_—P_— —_— = == — _—
H3 HF6H2RAIF  H?2 H?
(%—iﬁﬁ) (A.20)
Tz
=2 4z -2
- (z—2) ,

en cuyo cdlculo se han utilizado y (33). Reemplazando este resultado en (A.T8)
resulta

F JR—

H2F

—(14+a)z—2(z—2)(1 —a+28) — fx(z—2) —%xz—i%ﬁm , (A.21)

obteniendo asi una expresion equivalente para el primer término a la derecha del
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igual en la segunda linea de (A.10). Reemplazando (A.2T)) y (#9) en (A.1I0), des-

pués de alguna manipulacién algebrdica, se obtiene la ec. (46)). Por otra parte, para
la variable dinamica y tenemos que

dy 1d< i ) 1<FR fE 2fH>

N - g —2 =T 2 B 2 72 - 3

AN H.dt 6H2F | o\ 6H .F GH2F?  GHSF (A22)
R, f F o H

6H3 ' GH2F HF ' 6H?F H?

la cual, recordando que R = (dR/dF)F vy utilizando (27), se puede expresar
como

dy F (dRF\ R T2
N~ 6w (d_Fﬁ)F+xy_2y(2_2)_nyrE—Qy(z_Q) (A2

que corresponde a la ec. (#7). Para z tenemos que

dz 1d(RY 1(R 2RH\ 2z 2R H (A24)
dN Hdt \6H2) H\6H2 6H3) m 6H2H?2 "’ ’

en donde se ha utilizado la relacion

R F R FdR Tz
6H3 HFG6H2RIF  m (A.25)

A partir de (A.24)) y recordando la forma de = dada en (27) se obtiene (48] .
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Apéndice 6

Los cambios efectuados en el cédigo EFCLASS para implementar el modelo
(87) con la expresion analitica (A.8)) fueron realizados en:

a) Archivo background.h de la carpeta INCLUDE, introduciendo desde la li-
nea #78 las definiciones de los pardmetros «, log,,c, p y c3 del modelo a
través del comando double. Los pardmetros «, p y c3 fueron llamados alphaGerl
, pGerl y c3Gerl respectivamente . Las lineas de c6digo incluidas fueron:

double pGerl; /* PARAMETER IN GERMAN’S MODEL #1%/

double c3Gerl; /* PARAMETER IN GERMAN’S MODEL #1%*/

double alphaGerl; /* PARAMETER IN GERMAN’S MODEL #1%/

double log10alphaGerl; /*logl10 PARAMETER FOR GERMAN’S MODEL #1%/

b) Archivo input.c de la carpeta SOURCE, agregando en la seccién /* Step 1
*/ , dentro del condicional if (flagl == _TRUE_) que se encuentra en la linea de
cédigo #979, lo siguiente:

class_read_double("log10alphaGerl",pba->log10alphaGerl );
class_read_double("c3Gerl",pba->c3Gerl);
class_read_double("pGerl",pba->pGerl);

¢) Archivo input.c de la carpeta SOURCE, incorporando desde la linea #3021
los valores predeterminados de «, log, o, p y c3 a través del fragmento de cédigo
pba-> , dando valores iniciales « = p = c3 = 0 y log,,&c = —100. Estos valores
se modifican posteriormente a través del archivo de extension .ini que se menciona
abajo en el numeral i). Las lineas de c6digo incluidas fueron:

pba->pGerl = 0;
pba->c3Gerl = 0;
pba->alphaGerl = 0;
pba->logl0alphaGerl = -1e2;

d) Archivo background.c de la carpeta SOURCE, afiadiendo en la linea #430
de la seccion /* Lambda */ , al interior del condicional if (pba->has_fR ==
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_TRUE_) otro condicional dado por if (pba->alphaGerl !=0.) , y agregan-
do a su vez dentro de este las expresiones para w; y k?p;/3 a orden uno en «
mostradas abajo en el presente apéndice, seguidas de las mismas definiciones para
rho_tot 'y p_tot dadas en los otros condicionales if de la secciéon /* Lambda */ .
Las lineas de c6digo incluidas fueron:

if (pba->alphaGerl !=0.)
{
/*w(a) ¥/
/* Ist order in terms of alpha */
pvecback[pba->index_bg_w_fR] = ... ;

/* rho DE in terms of alpha */
/* Ist order in terms of alpha */
pvecback[pba->index_bg_rho_lambda] = ... ;

rho_tot += pvecback[pba->index_bg_rho_lambda];

p_tot += pvecback|pba->index_bg_w_fR|*pvecback[pba
->index_bg_rho_lambdal);

}

donde los puntos suspensivos corresponden respectivamente a las expresiones pa-
raw; y k*ps/3 que aparecen abajo en este apéndice.

e) Archivo background.c de la misma carpeta del numeral anterior, en la sec-
cién llamada /** - compute derivative of H with respect to conformal time */
dentro del condicional if (pba->has_fR == _TRUE_) que se encuentra en la li-
nea #508, se incorpord otro condicional dado por if (pba-> alphaGerl !=0.) ,
dentro del cual se introdujeron de forma similar a como se hizo en el numeral ante-
rior, las expresiones para j—fR , H, 3% y Hio 57 aorden uno en « que se encuentran
abajo en el presente apéndice.

f) Archivo background.c de la carpeta SOURCE, en la linea #993 se agregd
el fragmento de cédigo && (pba->logl0alphaGerl !=-1e2) && .

g) La linea #995 del mismo archivo del numeral anterior, dentro de la funcién
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printf("... ") se afadi6 loglOalphaGerl .

h) La cldusula else de la linea #998 del mismo archivo del numeral anterior,
incluyéndose dentro de esta un condicional dado por:

if (pba->log10alphaGerl != -1e2)
{
pba->alphaGerl=pow(10.,pba->logl0alphaGerl);
pba->pGerl=pow(pba->pGerl,1.);
pba->c3Gerl=pow(pba->c3Gerl,1.);
pba->has_fR = _TRUE_;
printf { "RUNNING GERMAN’S MODEL 1 WITH GERMAN’S PARAMETRISATION\n");

}

i) Archivo Gerl.ini : Los parametros de inicializacion y los valores especificos
de a, p y c3 del modelo (87) con los cuales se ejecut6 el c6digo, se establecieron
cada vez que fue necesario en el archivo de extension .ini mencionado, el cual se
cre6 dentro del directorio donde se instalé6 EFCLASS.

Las expresiones a orden uno en el pardmetro « para el modelo (87) obtenidas
a partir de la aproximacién analitica (A.8)) escritas en C++ e implementadas en
EFCLASS por medio de la descripcion anterior son:

% a orden uno en « es:

1 - (2*pow(a,3)*pow(1 + pba->c3Gerl,-1 + pba->pGerl)*(-1 + om0 + or0)*pba-
>pGer1*pba->alphaGer1)/(-om0 + 4*pow(a,3)*(-1 + om0 + or0))

2
HS% a orden uno en « es:

(-2*pow(a,6)*pow(1 + pba->c3Gerl,-1 + pba->pGer1)*(-1 + om0 + or0)*pba-
>pGerl*pba->alphaGer1)/ (3.*pow(om0 - 4*pow(a,3)*(-1 + om0 + 0r0),2))
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HLO‘%#% a orden uno en o es:

(6*pow(a,4)*pow(1 + pba->c3Gerl,-1 + pba->pGerl)*omO0*(-1 + om0 + or0)
*sqrt((1 + (-1 + pow(a,-3))*om0 + (-1 + pow(a,-4))*or0))*pba->pGer1*
pba->alphaGerl)/ pow(omO - 4*pow(a,3)*(-1 + om0 + 0r0),2)

La ecuacion de estado efectiva wy para f(R) a orden uno en « es:

-1 - (pow(1 + pba->c3Gerl,-1 + pba->pGerl)*(3*a*pow(om0,3) + 8*pow(om0,2)
*or0 - 168*pow(a,4)*pow(om0,2)*(-1 + om0 + or0) - 208*pow(a,3)*omO0*or0*(-1
+ om0 + or0) + 192*pow(a,7)*omO0*pow(-1 + om0 + or0,2) + 128 *pow(a,6)*orO*pow(-
1 + om0 + or0,2))*pba->pGerl *pba->alphaGer1)/(3.*a*pow(-omO0 + 4*pow(a,3)*(-
1 + omO + 0r0),3))

2
K
% a orden uno en « es:

-pow(pba->H0,2)*(-1 + om0 + or0) + (3*pow(1 + pba->c3Gerl,-1 + pba->pGerl)
*pow(pba->HO0,2)*(-1 + om0 + orQ)*pba->pGerl*pba->alphaGer1*
(-7*a*pow(om0,2) - 8*omO*or0 + 8*pow(a,4)*omO0*(-1 + om0 + or0) + 8*pow(a,3)
*or0*(-1 + om0 + or0) + 8*pow(a,7)*pow(-1 + om0 + or0,2) - a*pow(omO -
4*pow(a,3)*(-1 + om0 + or0),2)* log((3*(4 + (-4 + pow(a,-3))*om0 - 4*or0))/om0)))
/(@*pow(omO - 4*pow(a,3)*(-1 + om0 + 0r0),2))

Vale la pena mencionar que en las anteriores lineas de c6digo se utilizaron las
siguientes convenciones para el modelo (87):

n,_n,

pba->pGerl: pardmetro "p"; pba->c3Gerl: pardmetro "c3"; pba->alphaGerl:
pardmetro "o"; pba->HO: valor actual de la tasa de Hubble; omO: valor actual del
pardmetro de densidad de materia; orQ : valor actual del pardmetro de densidad

de radiacion; a: factor de escala.

Tal como se menciond, los valores para los pardmetros «, c3 y p fueron intro-
ducidos a voluntad propia en el archivo de inicializacion Ger!.ini, mientras que
los demds pardmetros que caracterizan al modelo estandar y aquellos requeridos
para hallar los espectros fueron proporcionados internamente por EFCLASS.
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