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RESUMEN

En el presente trabajo se investigan los efectos elasto-electrodinamicos que surgen en
sistemas que tienen una topolégica no trivial y al mismo tiempo exhiben propiedades
piezoeléctricas. En el marco de la electrodinamica del axion y con ayuda del formalismo de la
teorfa de la elasticidad se propone una accién para describir la respuesta elasto-
electrodindmica de un aislante topolégico piezoeléctrico. Demostramos que las polarizaciones
asociadas a las deformaciones del material y a los estados superficiales que caracterizan el
aislante topolégico reestructuran las ecuaciones de Maxwell-Lorentz y las relaciones
constitutivas. Esto se manifiesta en un acoplamiento entre los campos elasticos y
electrodindmicos que involucran efectos magnetoeléctricos. Se muestra a detalle como las
ecuaciones de movimiento que describen el comportamiento de los modos superficiales de
Bleustein-Gulyaev (B-G) se reestructuran al considerar las propiedades topoldgicas en
cristales piezoeléctricos que pertenecen a la clase Cgz,. Se observa que las propiedades
topolégicas introducen una correccién de segundo orden en la constante de estructura fina «
sobre el factor de acople electromecanico del material. Por otro parte, se demuestra que las
ecuaciones caracteristicas que describen los modos guiados piezoeléctricos electro elasticos
antisimétricos y simétricos que aparecen en una placa piezoeléctrica C4, de aislante
topolégico, también experimentan la misma correccioén. Se encuentra que, para un orden dado
del modo guiado, el cambio de frecuencia que induce la correccién topolédgica se incrementa
con el vector de onda, mientras que, para un valor dado del vector de onda, el cambio de
frecuencia correspondiente aumenta con el orden del modo guiado. Adicionalmente,
realizamos una extension de todo este formalismo para estudiar el comportamiento de las
ondas B-G en un cristal piezoeléctrico semi-infinito de aislante topoldgico en contacto con
liquidos viscosos. Encontramos que la correccién que introducen las propiedades topolégicas
en la velocidad de fase y la atenuacién de estas ondas crece con la frecuencia y decrece con la
viscosidad del liquido.




ABSTRACT

In the present work, we investigate elasto-electrodynamic effects arising in systems that have
a non-trivial topology together with piezoelectric properties. Within the framework of axion
electrodynamics and with the help of the formalism of elasticity theory, we propose an action
that describes the elasto-electrodynamic response of a piezoelectric topological insulator. We
demonstrate that the polarizations associated with the material deformations and the surface
states that characterize the topological insulator restructure the Maxwell-Lorentz equations
and the constitutive relations. This is manifested in a coupling between the elastic and
electrodynamic fields involving magnetoelectric effects. It is shown in detail how the
equations of motion describing the behavior of the Bleustein-Gulyaev (B-G) surface modes are
restructured when considering the topological properties in piezoelectric crystals belonging
to the (g, class. It is observed that the topological properties introduce in the
electromechanical coupling factor of the material a second-order correction on the fine
structure constant a. Moreover, it is shown that the characteristic equations describing the
antisymmetric and symmetric electroelastic piezoelectric guided modes appearing in a Cg,
piezoelectric plate of topological insulator also experience the same correction. It is found
that, for a given order of the guided mode, the frequency shift induced by the topological
correction increases with the wave vector, while, for a given value of the wave vector, the
corresponding frequency shift increases with the order of the guided mode. Additionally, we
extend this formalism to study the behavior of B-G waves in a semi-infinite piezoelectric
crystal of topological insulator in contact with viscous liquids. We find that the correction
introduced by the topological properties in the phase velocity and the attenuation of these
waves grows with the frequency and decreases with the viscosity of the liquid.
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1. INTRODUCCION

En los ultimos afos se ha observado un creciente interés en el disefio de dispositivos
electrénicos que puedan transformar estimulos mecanicos en sefiales eléctricas para la
realizacion de diversas tareas. Esto ha llevado a que constantemente se propongan nuevos
materiales con propiedades totalmente diferentes a las de los materiales que se encuentran en
estado natural, lo que ha permitido el desarrollo de tecnologias de interfaz innovadoras.

Existen tres mecanismos que responden a estimulos mecanicos y permiten detectar cambios
de presion. Uno es el efecto piezorresistivo, que posibilita generar cambios en la resistencia
del material al modular la estructura de bandas con la aplicaciéon de un esfuerzo mecanico. Los
dispositivos piezorresistivos trabajan de forma pasiva y pueden ser integrados en circuitos
electronicos, pero tienen una sensibilidad relativamente baja. El segundo mecanismo es el
efecto piezoeléctrico, el cual permite producir una polarizacién cuando el material se deforma
en direcciones especificas. Los dispositivos fabricados en este caso tienen alta sensibilidad y
precision ya que trabajan de forma activa al emitir sefiales de voltaje, pero es mas dificil
introducirlos en circuitos electronicos. El ultimo mecanismo es conocido como efecto
piezotronico, ya que combina las ventajas de los dos efectos mencionados anteriormente y
hace uso del acople entre la piezoelectricidad y la electrénica (Xiaonan , et al, 2015). El
principio fundamental de la piezotrénica fue descrito por primera vez en el 2007 por Zhong
Lin Wang después de estudiar los efectos que produce el acople de las propiedades
piezoeléctricas y semiconductoras del ZnO para la fabricaciéon de diodos y transistores
piezoeléctricos de efecto de campo (Wan, 2012; Wan, 2007; Xudong, et al., 2006; He, et al,,
2007). La esencia de la piezotrdnica radica en el efecto de ajuste que tiene la polarizacién
piezoeléctrica sobre el comportamiento de los semiconductores (Ying, et al, 2015). La
piezoelectricidad es un fenémeno que ocurre en determinados cristales que carecen de
simetria central como el Zn0. Cuando el material es sometido a un esfuerzo mecanico se
induce una polarizaciéon de iones en el cristal que crea un potencial piezoeléctrico. Este
potencial tiene un fuerte efecto sobre el transporte de los portadores en la interfaz de la
estructura. De esta manera, la piezotronica se encarga del estudio y el desarrollo de
dispositivos que utilizan el potencial piezoeléctrico para modular dicho transporte.

En la actualidad, la wurtzita ZnO es uno de los mejores candidatos para la fabricacion de
dispositivos piezotrénicos debido a que se puede sintetizar relativamente facil y presenta
morfologias que cumplen con los disefios de dispositivos deseados. Sin embargo, el Zn0 no es
el unico material que goza de estas propiedades. Existen varios semiconductores Il — VI y
III —V que entran en esta categoria tales como GaN, InN y CdS. El potencial piezoeléctrico
que se produce en el cristal cuando es deformado tiene multiples aplicaciones. Recientemente
se han propuesto disefios para el desarrollo de memorias sensoriales piezotrénicas (SMD)
basadas en microcables de GaN que permiten detectar y memorizar las impresiones de
informacidn tactil (Qilin, et al., 2020), sensores para aplicaciones médicas (Chelli, et al.,, 2021),
sensores de deformacién piezotronico con sensibilidad ultra alta basados en microhilos de
InGaN /GaN (Liang, et al., 2020), dispositivos de potencia controlados por tensién inspirados
en el reflejo humano ( Zhang, et al., 2020) y transistores de espin piezotréonicos de alto
rendimiento que utilizan nanocintas de MoS, (Yan, et al., 2020). Ademas del éxito en sus
aplicaciones en piezotrénica y electrénica convencional, los materiales wurtzita Zn0O, GaN, InN
y CdS han despertado un interés adicional asociado a la presencia de una fuerte interaccion
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1. Introduccién

espin-orbita en ellos. Estos efectos conllevan a que los sistemas mencionados muestren, no
solo un acople de las propiedades elasticas y electrodinamicas (efecto piezotroénico), sino
también propiedades no triviales, denominadas fases topoldgicas (Jiabin & Chao-Xing, 2020).
Dichas fases topoldgicas superan el paradigma tradicional de la fisica de transiciones de fase y
estan asociadas a diversos mecanismos de rompimiento de la simetria de inversién temporal,
lo que ha obligado a introducir los métodos de la topologia para la adecuada descripcion de
sus propiedades fisicas (Luo, 2019; Vanderbilt, 2018; Bernevig & Hughes, 2013).

Actualmente, los aislantes topolégicos (TI) ( Bernevig & Hughes, 2013; Hasan & Kane, 2010;
Fu & Kane, 2007; Shen, 2013; Luo, 2019) se han convertido en candidatos prometedores para
fabricar dispositivos de alto rendimiento. Estos materiales se caracterizan por tener un fuerte
acoplamiento spin-orbita, lo que conlleva a que presenten un comportamiento aislante en su
interior, pero al mismo tiempo exhiban estados conductores en su superficie. El transporte de
electrones en estos estados superficiales es inmune a la retrodispersion debido a que estan
protegidos contra la simetria de inversién temporal. Los disefios de dispositivos que utilizan
TI’s tienen una gran ventaja en comparacién con algunos semiconductores tradicionales. Por
ejemplo, los transistores de efecto de campo (FET) basados en TI tienen una relaciéon de
corriente ON/OFF ultra alta ~108, que es inalcanzable para los FET convencionales de silicio
(Zhu, et al,, 2013). Las primeras investigaciones experimentales que se realizaron sobre pozos
cuanticos HgTe/CdTe (Bernevig, et al., 2006) demostraron que el campo de polarizacién que
existe en estos sistemas es clave para producir una inversion de bandas y mejorar
simultdneamente el acople espin-érbita del material. Los métodos que se utilizaron para
generar la transicion a la fase topolégica consistian en sintonizar el campo de polarizacién a
través de un incremento en el ancho del pozo cuantico. La desventaja de este método es que
una vez se crece el pozo cuantico, el campo de polarizaciéon no se puede cambiar. De esta
manera, disefiar dispositivos con materiales TI ajustables sigue siendo un desafio (Grandjean,
etal, 1999; Leroux, et al., 1998).

El acople de las propiedades elasticas y electrodinamicas permite utilizar la polarizaciéon
inducida para generar, transportar, separar y/o recombinar portadores de carga en
fotoceldas, fotodetectores y LED cuyo funcionamiento se puede modificar considerablemente
induciendo deformaciones mediante perturbaciones externas (Hu, et al.,, 2010; Yang, et al,,
2010; Yang, et al,, 2011). Se ha demostrado que la deformaciéon mecanica lleva a inducir
estados topolégicos en diversas clases de heteroestructuras con materiales semiconductores
(Rui-Chun, et al., 2020). Asi, en pozos cuanticos de GaN /InN /GaN la presencia simultanea de
propiedades piezoeléctricas y semiconductoras lleva a que la aplicaciéon de una deformacion
externa induzca un campo de polarizaciéon perpendicular a la superficie del pozo, lo que
incrementa considerablemente la interaccién espin 6rbita y lleva a la apariciéon de estados
superficiales topolégicos (Miao, et al., 2012). Algo similar ocurre en el telururo de mercurio
deformado (HgTe), donde el acople electroelastico asociado a las propiedades piezoeléctricas
lleva a la aparicion de un efecto Hall cuantico asociado a los estados superficiales topologicos
(C., etal,, 2011). Asf mismo, una deformacién por traccién en peliculas de arseniuro de galio
genera una gran brecha en el aislante topolégico (Mingwen , et al, 2015). El efecto
piezotréonico puede cambiar la fase topoldgica del material piezoeléctrico, lo que permite
modular efectivamente el transporte electrénico y abre diversas posibilidades de aplicacion
en salud y testeo mecanico, tanto en el disefio de sensores altamente sensibles y con tiempo
de monitoreo rapido (Jenkins & Yang, 2017), como en el diseflo de dispositivos con alto
desempeiio, como es el caso del transistor piezotrénico basado en aislantes topologicos
reportado en (Hu, et al,, 2018). Destacan asi mismo los nano dispositivos piezotrénicos l6gicos
de alto rendimiento (Hu & Zhang, 2020) basados en aislantes topoldgicos con propiedades
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1. Introduccién

piezoeléctricas (Dan, et al,, 2018; Guo, et al,, 2019), los arreglos LED basados en discos
semiflotantes de InGaN/GaN (Ting, et al.,, 2020) y los transistores de efecto campo basados
en hetero junturas de GaN (Han, et al,, 2020).

Una caracterizacion alternativa de un aislante topolégico se deriva de su respuesta inusual a
los campos electromagnéticos aplicados (Sekine & Nomura, 2021). Los efectos que se
producen cuando el aislante topoldgico interactia con ondas electromagnéticas estan
determinados por el acople 8E - B (donde E y B son los campos eléctrico y magnético
respectivamente, y 8 se conoce como término topologico) ( Bernevig & Hughes, 2013; Hasan
& Kane, 2010; Litvinov, 2020). En teoria de campos, los fendmenos asociados con este acople
se describen mediante la electrodindmica del axi6on (Wilczek, 1987), ya que este término tiene
la misma forma que la accién que describe el acoplamiento entre la particula elemental
hipotética, axion y un foton. El axidon se propuso hace unos cuarenta afios para resolver el
problema CP fuerte en cromodindmica cuantica ( Peccei & Quinn, 1977; Weinberg, 1978;
Wilczek, 1987). Gracias a estudios posteriores, el axiéon ahora se considera esencial para
explicar los resultados experimentales en fisica de particulas y astrofisica (Board, et al., 2008).

El acoplamiento OE - B lleva a la modificacion de las leyes usuales de la propagacién de las
ondas electromagnéticas en materiales polarizables y magnetizables. Ademas, modifica el
sistema de ecuaciones de Maxwell-Lorentz y las relaciones constitutivas para la polarizacién y
la magnetizacion ( Bernevig & Hughes, 2013; Hasan & Kane, 2010). El efecto magnetoeléctrico
topolégico descrito por el llamado término 6 es una respuesta caracteristica de los aislantes
topolégicos tridimensionales a los campos eléctricos y magnéticos externos (Sekine &
Nomura, 2021). El coeficiente del efecto magnetoeléctrico 8 toma un valor cuantificado & para
aislantes topolégicos y toma un valor 0 para aislantes convencionales. Sin embargo, existen
otros sistemas en los cuales el parametro topologico 8 puede depender de las coordenadas
espacio-temporales, como es el caso de los semimetales de Weyl ( Zyuzin & Burkov, 2012).

En particular, cuando la luz incide con polarizacion lineal sobre una superficie donde cambia
el pardmetro topolégico 6, el plano de polarizaciéon de la onda reflejada experimenta una
rotacién no trivial de Kerr y el de la onda transmitida experimenta una rotacién no trivial de
Faraday (Maciejko, et al,, 2010; Lan, et al.,, 2011). Se encontré que los angulos de rotacién no
trivial Kerr/Faraday de la luz reflejada/transmitida en este caso, presentan no solo una
dependencia lineal con la diferencia de los términos topolégicos de los medios sino también
con la relacién entre el angulo incidente y el angulo de Brewster (Rojas Vallecilla & Granada
Echeverri, 2019; Granada Echeverri & Rojas Vallecilla, 2017).

Por otro lado, la presencia del parametro topolégico lleva a considerables cambios en el
caracter de las fuerzas de interaccion de Casimir (Wenjie, et al.,, 2013; Zheng, et al,, 2016; Lu,
2018), introduciendo la posibilidad de modular el caracter atractivo o repulsivo de la fuerza
de interaccién entre aislantes topoldgicos anisotrépicos (Huila Portillo , 2019). Asi mismo, se
ha demostrado que el término del axion también introduce cambios en el espectro de las
interacciones colectivas que surgen en las superficies que separan aislantes con diferentes
propiedades topolégicas (Karch, 2009; Karch, 2011; Lai, et al,, 2014; Granada Echeverri &
Rojas Vallecilla, 2014).

Por su parte, en los materiales piezoeléctricos existe un acoplamiento entre excitaciones
elasticas y excitaciones eléctricas. Para deformaciones uniformes en el cristal, las
polarizaciones inducidas varian proporcionalmente con la tensién aplicada a través de un
parametro conocido como coeficiente piezoeléctrico. Por el contrario, es posible deformar el
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1. Introduccién

material cuando se aplica un potencial eléctrico al cristal (Tiersten, 1969). La capacidad del
material para transformar energia mecanica en energia eléctrica se mide a través del factor de
acoplamiento electromecanico, en el que las propiedades dieléctricas del material se
combinan con las propiedades elasticas y el coeficiente piezoeléctrico (Uchino, 2017). Entre
los modos electro elasticos acoplados, son de especial importancia los modos Bleustein
Gulyaev (B-G), los cuales se localizan en la superficie de un material piezoeléctrico. Las ondas
B-G son ondas acusticas superficiales de cizalla (shear horizontal surface acoustic waves o SH-
SAW) (Gulyaev, 1998), en las que la direccion del movimiento de las particulas es
perpendicular a la direccién de propagacién y paralela a la superficie del piezoeléctrico
(Bleustein, 1968; Gulyaev, 1969). En ausencia de un efecto piezoeléctrico, las ondas B-G se
transforman en ondas transversales masivas. Los modos de propagacién B-G son un
componente clave en las aplicaciones de deteccién de liquidos porque no irradian energia al
liquido adyacente y son sensibles a cambios en las propiedades mecanicas, eléctricas y del
liquido (El Baroudi & Le Pommellec, 2021; Guo, et al.,, 2012), asi como en la fabricacion de
instrumentos de sensores de permitividad dieléctrica (Elhady & Abdel-Rahman, 2022).

En este trabajo se estudia el papel que juega la presencia de una topologia no trivial en la
respuesta elasto-electrodindmica de los aislantes topolégicos cuando se consideran las
propiedades piezoeléctricas del cristal. Se propone una accién para encontrar las ecuaciones
de movimiento y las relaciones constitutivas de las coordenadas generalizadas de origen
electrodindmico y elastico. Para la obtencién rigurosa de las relaciones constitutivas se
utilizara el formalismo de la electrodindmica del axion junto con el formalismo de la teoria de
la elasticidad adaptados en su forma mds general para construir los diferentes términos de la
accion efectiva que permita describir las propiedades electrodinamicas de un medio
anisotrépico polarizable, deformable y que posee propiedades piezoeléctricas. En particular,
se estudian los cambios que sufren las ecuaciones de movimiento y las relaciones
constitutivas en cristales que pertenecen a la clase Cg,. Luego, las ecuaciones maestras
deducidas de las ecuaciones de movimiento para los campos electromagnéticos y elasticos nos
permiten estudiar las propiedades de los modos de Bleustein Gulyaev en la superficie de un
cristal piezoeléctrico topolégico de clase Cg4, en contacto con el vacio. Posteriormente, se
analizan los cambios que sufren los modos de propagacién de las ondas elasto-
electrodinamicas en una placa de aislante topolégico piezoeléctrico Cg,,. Finalmente se estudia
la propagacion de las ondas B-G en aislantes topoldgicos piezoeléctricos en contacto con
liquidos viscosos. Las soluciones analiticas y numéricas que se obtienen a partir del
formalismo que se plantea, daran informacién sobre las leyes de dispersion, las atenuaciones
y las velocidades de fase de los modos superficiales que surgen en todas las configuraciones
que se estudian en este trabajo.
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2. ELECTRODINAMICA EN AISLANTES TOPOLOGICOS PIEZOELECTRICOS

En este capitulo estudiaremos las propiedades electrodindmicas relevantes de los
cristales piezoeléctricos. Posteriormente, realizaremos una descripcion de las
caracteristicas que poseen los aislantes topoldgicos. Finalmente, se considera un
aislante topolégico con propiedades piezoeléctricas y se propone una accién para
encontrar las ecuaciones de movimiento y las relaciones constitutivas de las
coordenadas generalizadas de origen electrodindmico y elastico, prestando especial
atencidn a la reestructuracién inducida por las propiedades topolégicas.

2.1 Cristales Piezoeléctricos

Ciertos materiales producen cargas eléctricas en sus superficies como consecuencia de la
aplicacion de un esfuerzo mecanico. Las cargas inducidas son proporcionales a la tensién
mecanica. Este fendmeno se conoce como efecto piezoeléctrico directo y fue descubierto en el
cuarzo por Pierre Curie y Jacques Curie en 1880. Asi mismo, en los materiales que presentan
este fendmeno tiene lugar la aparicién de una deformaciéon geométrica inducida por la
aplicacién de un campo eléctrico. Este fen6meno se conoce como efecto piezoeléctrico inverso

y fue descubierto por Gabriel Lippman en 1881 (Uchino, 2017).

7 1 @ si(silicio)
|
'c. : . 0 (Oxigeno)
! I
1

I z
1

(@) (b)

Figura 2. 1: (a)Estructura del a-Cuarzo. (b) Simetria hexagonal. Adaptado de (Uchino,

2017)

En la figura 2.1(a) se muestra la estructura del a-Cuarzo. La unidad de silice (Si0,) sélida
como tal es un tetraedro, en el cual un dtomo de silicio estd rodeado por 4 4tomos de oxigeno.
Los tetraedros se unen entre si compartiendo dtomos de oxigeno. Estos tetraedros se pueden
enlazar entre si de diversas maneras para dar origen a diferentes estructuras cristalinas.
Cristalograficamente el cuarzo se describe mediante una celda hexagonal (ver figura 2.2(b)).
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2. Electrodinamica en aislantes topologicos piezoeléctricos

(I S

Vpiezo

Cuando se comprime
aparece un flujo de >

corriente eléctrica d

Cuando aplicamosun | = “___________K&__________] .
Ll _________
potencial se induce un > l

esfuerzo y se deforma

Figura 2. 2: (a) Cargas en el hexagono. (b) Efecto piezoeléctrico directo. (c) Efecto
piezoeléctrico inverso. Adaptado de (Uchino, 2017)

En esta estructura, el silicio tiende a perder electrones y el oxigeno tiende a ganarlos. De esta
manera, los &tomos de silicio forman un centro de carga positivo mientras que los atomos de
oxigeno forman un centro de carga negativo, tal como se muestra en la figura 2.2(a). La
deformacidn del cristal provoca un desplazamiento de los centros de carga, lo que ocasiona la
polarizacion eléctrica del material (ver figura 2.2(b). Esta polarizacién hace parte de la
componente normal D del desplazamiento eléctrico, la cual se reestructura de la siguiente
forma (Landau & Lifshitz, 2003 VIII)

D = &.E — 4npu’, (2.1)

donde ¢, es la permitividad dieléctrica relativa del material; el coeficiente  se denomina
coeficiente piezoeléctrico y tiene unidades [dyn/statC]. Adicionalmente, E es el campo
eléctrico (cuyas unidades en este caso son [statC/cm?]) y u’ es la deformacidn relativa que
experimenta el cristal (Uchino, 2017; Landau & Lifshitz, 2003 VIII; Tiersten, 1969). Es de
anotar que el primer término en el desplazamiento eléctrico (2.1), esta asociado con las
propiedades dieléctricas del material, mientras que el segundo término describe la
polarizacién asociada a la deformacion del material como consecuencia del esfuerzo aplicado.
1
=1

4TE

Note que hemos considerado
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2. Electrodinamica en aislantes topologicos piezoeléctricos

Por otro lado, cuando aplicamos un potencial eléctrico sobre el material, este se polariza y se
deforma tal como se muestra en la figura 2.2(c). Debido a las propiedades elasticas, el material
sufre una deformacion u’ que acompaiia la polarizacién inducida por el potencial eléctrico. De
esta manera, el campo eléctrico aplicado induce un esfuerzo mecanico en el material. En
consecuencia, la ley de Hooke se reestructura de la siguiente manera

o= +pE, (2.2)

donde A es el médulo de elasticidad y se expresa en unidades [dyn/cm?] (Uchino, 2017;
Landau & Lifshitz, 2003 VIII; Tiersten, 1969). Estos efectos se presentan en los cristales
pertenecientes a toda una clase de series cristalograficas. De las 32 clases cristalograficas, 20
presentan propiedades piezoeléctricas. En la Tabla 2.1 se muestran las clases cristalograficas
que soportan los efectos piezoeléctricos y se presentan en notacion de Schonflies (Landau &
Lifshitz, 2003 VIII).

Tabla 2.1: Clases cristalograficas que presentan
efecto piezoeléctrico en notacion de Schonflies
(Landau & Lifshitz, 2003 VIII).

Sistema Triclinico C;

Sistema Monoclinico Cs, C,

Sistema Rémbico Cyp, D,

Sistema Tetragonal Cyy C4uy, Dy, Dyg, Sy
Sistema Romboédrico C3, C3y, D3
Sistema Hexagonal Co, Cev» Ds, C3p, Dzp
Sistema Cubico T, T,

En el presente trabajo se investigan las propiedades del sistema hexagonal Cg,. Ello implica
que las relaciones constitutivas (2.1) y (2.2) deben ser extendidas para considerar las
propiedades anisotrépicas del material.

2.2 Tensor de Permitividad Dieléctrica

Como se vio en la seccidon anterior, existe una dependencia lineal entre los vectores de
desplazamiento eléctrico D y campo eléctrico E. En materiales isotrépicos, esta dependencia
lineal se reduce a una proporcionalidad entre ambos vectores, ya que tienen la misma
direccion. En unidades CGS, la constante de proporcionalidad entre ambos vectores es la
permitividad dieléctrica relativa ¢, = ¢,,/¢, (donde ¢, es la permitividad dieléctrica del
medio y g, la permitividad dieléctrica del vacio).

En materiales anisotrépicos, la relacion entre D y E es mas compleja. En esta clase de
sistemas, las componentes D; y E; del desplazamiento y el campo eléctricos, respectivamente,
no necesariamente tienen la misma direccion (Landau & Lifshitz, 2003 VIII). Puesto que Dy E
son vectores o tensores de primer rango, existen dos direcciones involucradas en la medida
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2. Electrodinamica en aislantes topologicos piezoeléctricos

de la permitividad dieléctrica, lo que la convierte en un tensor de segundo rango que se
escribe de la forma ¢;, (Newnham , 2005). El tensor de permitividad dieléctrica ¢;;, tiene la
siguiente relacidn de simetria

Eik = Eki- [ (2.3) |

Las componentes en la diagonal del tensor ¢;;, son siempre positivas y mayores que la unidad,
tal como sucede con la permitividad dieléctrica en un material isotrépico. Dependiendo del
cristal, las magnitudes de las componentes no diagonales suelen ser mas pequeilas que las
componentes diagonales y sus valores no necesariamente son positivos (Landau & Lifshitz,
2003 VIII; Newnham , 2005). En el capitulo 3 se demuestra como influye la simetria de un
cristal hexagonal de la clase C¢,, en las componentes del tensor de permitividad dieléctrica.

2.3 Tensor de M6dulos de Elasticidad

Las deformaciones de un cuerpo se describen mediante los desplazamientos que sufren los
puntos del cristal. Estos desplazamientos se definen por medio del vector de deformaciones (o
desplazamiento) u, mientras que el esfuerzo que ocasiona dichos desplazamientos esta
determinado por el vector de esfuerzo o. En materiales isotrépicos, el vector de
deformaciones siempre tiene la misma direccion del vector de esfuerzos. De acuerdo con la
ley de Hooke, existe una dependencia lineal entre las deformaciones y los esfuerzos, y la
constante de proporcionalidad entre ambas cantidades se define como médulo de elasticidad
A. Esta aproximacion lineal describe apropiadamente la respuesta que tienen los cuerpos
elasticos cuando estan bajo la accion de esfuerzos mecanicos pequefios (Newnham , 2005).
Sin embargo, no describe los fendmenos que aparecen a niveles altos de esfuerzo (tales como
la plasticidad), los cuales requieren aproximaciones de orden superior (Landau & Lifshitz,

2003 VII).
Z A A
O-ZZ
L 1
sz/ Oyz Ya Uxx 1
—> |
1
GZy 1 o
Opx g
—> %
0.
Oyx xy — >
O-xx y \» '
—
X >
X
@) (b) )

Figura 2. 3: (a) Distribucion de los esfuerzos. (b) Distribuciéon de las deformaciones.
Adaptado de (Newnham , 2005)
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2. Electrodinamica en aislantes topologicos piezoeléctricos

Por otro lado, en los materiales anisotropicos, la descripcion de las deformaciones que sufre el
cristal y la distribuciéon de los esfuerzos a los que es sometido es mas complicada. Para
especificar los esfuerzos se requieren dos direcciones; la direccidn de la fuerza que se aplica 'y
la normal a la cara en la cual se aplica dicha fuerza (ver figura 2.3(a)). De forma similar, las
deformaciones se especifican con dos componentes, las cuales dan la direccién de los
desplazamientos de las caras del cuerpo cuando es deformado (ver figura 2.3(b)) (Newnham
2005). Esto quiere decir que las deformaciones y los esfuerzos se describen mediante los
tensores de segundo rango u;,, y oy, respectivamente. Estos tensores satisfacen las siguientes
relaciones de simetria (Landau & Lifshitz, 2003 VII; Newnham , 2005),

Oik = Oki» Uiym = Umi, Uy = 2

1 ( oy, aum) (2.4)

—+—)
0x,, 0x

Todo lo anterior convierte al médulo de elasticidad A en un tensor de cuarto rango. El tensor

de modulos de elasticidad Ay, cumple las siguientes relaciones de simetria

Aiktm = Akitm = dikmi = Aimik- (2.5)

En general, el tensor de modulos de elasticidad tiene un total de 81 componentes. Este
nimero se reduce a 36 cuando se consideran las relaciones de simetria (2.4) y (2.5).
Adicionalmente, el nimero de componentes no nulas del tensor de médulos de elasticidad
varia segun la simetria del cristal (Newnham , 2005). Reiteramos que en el presente trabajo
nos concentraremos en los cristales con simetria Cg,,.

2.4 Tensor Piezoeléctrico

Cuando un cristal piezoeléctrico es deformado debido a la accidn de un esfuerzo mecanico, se
induce una polarizacién que crea un potencial piezoeléctrico. Si las deformaciones son
uniformes, esta polarizacion depende linealmente ellas. Sin embargo, la polarizacién es un
vector con componentes Pl(p) (p hace referencia a las propiedades piezoeléctricas) y las
deformaciones del cristal se describen mediante un tensor de segundo rango con
componentes u;,. Luego, la relaciéon que existe entre estas componentes se escribe de la
siguiente manera

p®» (2.6)

= BrikUik-

donde B;;x es un tensor de tercer rango conocido como tensor piezoeléctrico (Landau &
Lifshitz, 2003 VIII; Newnham , 2005). Por otra parte, cuando se aplica un campo eléctrico, se
induce un esfuerzo que deforma el material. En este caso, las componentes E; del campo
eléctrico y las componentes g;;, del esfuerzo estan acopladas a través de la siguiente expresion

Oik = PrikEr- (2.7)

El tensor de esfuerzos oy, en (2.6) y (2.7) es simétrico, lo que conlleva a que el tensor S ;
también sea simétrico en i, k,

Buix = Buki- (2.8)
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2. Electrodinamica en aislantes topologicos piezoeléctricos

De esta manera, el tensor piezoeléctrico solo tiene 18 componentes independientes, aunque el
nimero de componentes no nulas varia dependiendo de la simetria del cristal. Aquellos
cuerpos que poseen isotropia o un centro de simetria no son piezoeléctricos (Landau &
Lifshitz, 2003 VIII[; Newnham, 2005).

2.5 Aislantes Topoldgicos

Los aislantes topolégicos (TI) (Hasan & Kane, 2010; Qi & Zhang, 2011; Fu & Kane, 2007) son
nuevos estados cuanticos de la materia que se comportan como un aislante en el interior, pero
al mismo tiempo presentan estados de conduccién superficiales (Luo, 2019; Shen, 2013).
Estos estados superficiales son el resultado del fuerte acoplamiento espin-orbita que presenta
el material y se encuentran topolégicamente protegidos frente a retrodispersion y disipacion.
En el 2006, Andrei Bernevig, Taylor Hughes y Zhang Shou-Cheng propusieron un mecanismo
de inversién de bandas para encontrar materiales con estas caracteristicas (Bernevig, et al,,
2006). En este mecanismo, el ordenamiento normal de la banda de conduccién se invierte con
la banda de valencia debido al fuerte acoplamiento spin-orbita que presenta el material.
Ademas, predijeron que el crecimiento de pozos de HgTe (telurio de mercurio) en medio de
capas de CdTe (teluro de cadmio) eran candidatos para ser aislantes topolégicos.

S s
E, H;
CdTe HgTe CdTe CdTe HgTe CdTe
H E
p 1 p 1
i — L T
— < >
d<d, d>d,
(a) (b)

Figura 2. 4: (a) Se esquematiza el efecto dominante que posee el CdTe, cuando la capa de
HgTe tiene un espesor por debajo del valor critico (d < d.). En (b) se muestra la inversion
de bandas que presenta el sistema cuando el espesor de la capa HgTe supera el valor critico
(d > d.). Adaptado (Qi & Zhang, 2011).

En semiconductores comunes, la banda de conduccidn es formada por electrones en orbitales
s y la banda de valencia es formada por electrones en orbitales p. Sin embargo, en elementos
pesados como Hg y Te, la banda con orbitales p se encuentra por encima de la banda con
orbitales s debido al fuerte acoplamiento espin-orbita. Por otro lado, el CdTe tiene una red
similar a la del HgTe pero con acoplamiento espin-orbita mas débil. Cuando se crecen pozos
de HgTe en medio de capas de CdTe, es posible controlar la estructura de bandas del sistema
al variar el espesor de las capas. Si la capa de HgTe tiene un espesor d por debajo de un
determinado valor critico d., la estructura de bandas predominante es la del CdTe (Qi &
Zhang, 2011).
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En la figura 2.4(a) se muestra como la banda E1, (la cual corresponde a la banda con orbitales
s) se encuentra por encima de la banda H1 (la cual corresponde a la banda con orbitales p),
dando lugar al ordenamiento normal del CdTe. En la figura 2.3(b) se muestra un sistema en
cual el espesor de la capa de HgTe se encuentra por encima del valor critico, dando lugar a la
inversién de la estructura de bandas del sistema (en este caso la banda H1 se encuentra por
encima de la banda E1) debido al fuerte acoplamiento espin-6rbita del HgTe. El espesor
critico d, para el cual se presenta la inversion de bandas en este caso es de ~6,3nm (Qi &
Zhang, 2011).

0,05 0,05
E(k) E(K)
ev) 0T ) °T

-0,05 -0,05
-0,02  -0,01 0 0,01 0,0 -0,02  -0,01 0 0,01 0,0
k(A™Y) 2 k(A™Y) 2
(@) (b)

Figura 2. 5: (a) Se muestra el espectro de energia que presenta el sistema HgTe/CdTe
cuando d < d.. (b) El pozo de potencial presenta un gap de energia, pero dentro de este
aparecen estados de superficie que se representan por una linea roja. Adaptado (Qi &
Zhang, 2011)

El comportamiento que presenta HgTe puede ser descrito por un modelamiento de dos
bandas para E1 y H1. La solucién explicita del modelo da lugar a una solucién sin estados de
superficie en el régimen d < d. y a una solucién con estados superficiales cuando d > d_, tal y
como se muestra en las figuras 2.5(a) y 2.5(b) respectivamente. Poco tiempo después de la
predicciéon teédrica, un equipo de la Universidad de Wurzburg liderado por Laurens
Molenkamp observé la inversion de bandas en pozos cuanticos de HgTe que fueron crecidos
por medio de epitaxia de haz molecular (Konig, et al., 2007). Posteriormente, este fendmeno
fue predicho y observado experimentalmente en varios sistemas 3-dimensionales (Hsieh, et
al,, 2008) tales como BI,_,Sb,, Bi,Ses, Bi,Te; y Sb,Te; (Fu & Kane, 2007; Hsieh, et al., 2009;
Zhang, et al., 2009).

Por otro lado, en teoria de campos, la respuesta de un aislante topolégico 3-dimensional a
campos externos esta descrita por el lagrangiano del Axion AL,.;,n~0E - B, donde E es el
campo eléctrico, B el campo magnético y 6 es un factor de acople conocido como parametro
topolégico (Wilczek, 1987; Luo, 2019). La estructura de este lagrangiano da lugar a la
posibilidad de inducir una polarizacién magnética en el material a través de un campo
eléctrico o de inducir una polarizacion eléctrica a través de un campo magnético. Este efecto
es conocido como efecto magneto eléctrico topologico y 6 adopta el significado de
polarizacién magneto eléctrica (Vazifeh & Franz, 2010; Shen, 2013). En las siguientes
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secciones se examinaran los efectos que produce la introduccion del término del Axion dentro
de la accion del campo electromagnético.

2.6 Electrodinamica del Axion

El comportamiento de los campos electromagnéticos en un medio es descrito por las
ecuaciones de Maxwell-Lorentz, las cuales consisten en un conjunto de ecuaciones
diferenciales parciales que acoplan los campos eléctricos y magnéticos con las densidades de
carga y corriente (Lechner, 2018; Landau & Lifschitz, 2003 1I). Estas ecuaciones, se pueden
obtener mediante el tensor de campo electromagnético, Fup, el cual describe el campo
electromagnético en el espacio-tiempo de Minkowski. En este contexto, las coordenadas de un
evento se describen mediante el 4-vector x* = (ct, r), donde ct es la componente temporal (c
es la velocidad de la luz en el vacio) y r = (x,y,z) es un vector tridimensional. Del mismo
modo, las propiedades del campo electromagnético se caracterizan por un 4-vector A, =
(¢,—A), denominado 4-potencial, donde ¢ es el potencial escalar y A = (Ay, Ay, A;) es un
vector tridimensional conocido como potencial vectorial. Luego, el tensor de campo
electromagnético se define de la siguiente forma

F _ 04 04 a,=0,1,23
a’ﬁ_axa axﬂl ) — Y L& (29)

donde 9/0x* es el 4-gradiente. El tensor de campo electromagnético F,z es un tensor
antisimétrico de rango dos, es decir que F,g = —Fp,. De la ecuacion (2.9) se obtiene el tensor
electromagnético en términos de las componentes de los campos:

0 E, E, E,

-E, 0 —B, B,
Fop = ) 2.10
af _Ey Bz 0 _Bx ( )
-E, —B, By O
= (L4124 fctri e D=
donde E; = (6xl-+c 6t) son las componentes del campo eléctrico y B; = €, axjAl =

€;jk0jA; son las componentes del campo magnético. Adicionalmente, de la ecuacion (2.9) se
obtiene la siguiente relacion, conocida como identidad Bianchi:

OFup  OFpy R _
axY = 9xx = 9xB

(2.11)

De (2.11) encontramos el primer par de ecuaciones de Maxwell en forma vectorial (ley de
Gauss para el campo magnético y ley de Faraday, respectivamente),

V:-B=0, (2.12)
10B

vxEg=_198 (2.13)
c ot
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El segundo par de ecuaciones de Maxwell se obtiene al variar los potenciales en la accion del
campo electromagnético. A partir de las intensidades de campo eléctrico y magnético
podemos formar ciertas cantidades que permanecen invariantes cuando pasamos de un
sistema de referencia inercial a otro. En términos del tensor de campo electromagnético estos
invariantes se escriben como

invariante = FaBF‘w, (2.14)
invariante = SaﬁyaFaﬁFya, (2.15)

donde F%f = JapFus9op siendo gq, = (1,—1,—1,-1) el tensor métrico (Landau & Lifschitz,
2003 II). Teniendo en cuenta los invariantes (2.14) y (2.15), se puede expresar la acciéon del
campo electromagnético, S, de la siguiente manera (Litvinov, 2020)

1
Se = f (FupF* — k0(r,)e*FYPF,5F,5)dQ,  dQ = cdt dx dy dz. (2.16)
Q

B 16mc

El término 6(r,t) se conoce como campo de axion y k es una constante de acople que esta
determinada por el cociente a/2m, donde a es la constante de estructura fina, la cual es
aproximadamente igual a 1/137. Por otro lado, la accion que describe la interaccién de las
cargas con el campo electromagnético es

(2.17)

1 .
See = _C_zf Ayj%dQ,
Q

donde j* = (cp, j) es el 4-vector de corriente, siendo p la densidad de cargas y j el vector de
corriente. Adicionalmente, la accion que describe las caracteristicas polarizables y
magnetizables del medio se define como

1
Sp =5 f FagPPdQ, (2.18)
Q

donde P%F es el tensor de magnetizacién y polarizacion, el cual esta dado por

(2.19)
M, -M, O
donde P; son las componentes del vector de polarizaciéon y M; son las componentes del tensor

de magnetizacién. Luego, sumando (2.16), (2.17) y (2.18) se obtiene la accion total del campo
electromagnético para medios polarizables y magnetizables dada por la ecuacion (2.20).
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(2.20)

1 1

— ) :

S, = —16”Cf(FaﬁF“ﬁ — k0ePYOF,5F, ) —C—Zf Aa]“dﬂ—zf FopP%fdq.
Q Q Q

Observemos que el invariante e“ﬁy‘sFaﬁFy,g que aparece en la ecuacion (2.20) invierte el signo
tanto bajo la inversién espacial r — —r como respecto a la inversién temporal t — —t. Este
término es un pseudoescalar que viola la invarianza de Lorentz y que se puede expresar como
una 4-divergencia (Landdu & Lifschitz, 2003 II),

0 0 (2.21)
£BYs =4—|(eaBYs
Faplys =4 dx“ (e A oy daxY A5>

donde £%PY9 es el tensor de Levi-Civita en 4 dimensiones. Cuando el término 6 es constante, la
integral sobre el segundo invariante en (2.20) desaparece. Por otro lado, si 8 es una funcion
pseudoescalar de las coordenadas o del tiempo (7,t), el cambio de signo que sufre el
invariante es absorbido por la funcién 6(7,t) y de esta manera se reestablece la simetria de la
accion St. En particular, en aislantes topologicos el término 8 toma valores enteros de  y se
anula en materiales convencionales. Los efectos asociados a 8 ocurren cerca de la superficie o
de las paredes de dominio del material y como se recalc6 anteriormente, la presencia de dicho
término lleva a la aparicién de efectos magnetoeléctricos topoldgicos observables, tales como
los efectos de Kerr y Faraday.

2.7 Cristales Piezoeléctricos con Propiedades Topoléogicas

Consideremos un aislante topolégico no magnetizable caracterizado por una densidad de
masa p,,, un tensor de permitividad dieléctrica g;;, un tensor de médulo de elasticidad A;x;,,
un tensor piezoeléctrico f;;; y un parametro topoldgico 6. Se toman como coordenadas
generalizadas el potencial escalar ¢, las componentes A, del potencial vectorial y las
componentes u; de la deformacion elastica. Para frecuencias de ondas elasticas bajas, los
campos electromagnéticos se comportan como campos cuasi estacionarios (Tiersten, 1969).
En ausencia de cargas libres y corrientes de conduccion la accién S del sistema descrito tiene
la forma (Rojas Vallecilla & Granada Echeverri, 2024),

T ”(S”"“") ( E)t)]dﬂ_cf(ai-l_c at)PidQ
0

6¢ 16A
——f(cmp AJIAO+ o fe() et

+1J‘ <0ui> 0 1f1 du; du; Q"'lf E)tpdﬂ
ZCQ Pm\ 5t ZCQ M 5, 0 c) Buiwctix ox,

e? 1 ou
donde a = T €S la constante de estructura fina y u;, = —( k +
Xk

deformacidn. Las primeras tres integrales en la ecuacion (2.22) deﬁnen la accion del campo
electromagnético en un medio polarizable en la aproximacién cuasi estacionaria. La cuarta
integral contiene los efectos magnetoeléctricos que se obtienen como resultado de los estados

9,4,,d0
)S”" k (2.22)

) es el tensor de
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superficiales que aparecen en el aislante topologico. Las tltimas tres integrales introducen las
propiedades electro elasticas del material, las cuales estadn definidas por la energia cinética
aui)z , . e du; du;
5 ) » Por la energia potencial elastica - /Lkzm oy O

acopla el campo eléctrico y las deformaciones del cristal a través del tensor piezoeléctrico

Buik-

L1
elastica Epm( y por un término que

En las siguientes secciones, estudiaremos los cambios que sufren las ecuaciones de Maxwell-
Lorentz y las relaciones constitutivas cuando se consideran las propiedades piezoeléctricas en
un aislante topolégico; para ello calcularemos las ecuaciones de movimiento que resultan de
la ecuaciéon (2.22), al variar dicho funcional con respecto al potencial escalar ¢, las
componentes A, del potencial vectorial y las componentes u; de la deformacién elastica.

2.8 Ley de Gauss Modificada para Aislantes Topoldgicos Piezoeléctricos

En primer lugar, variemos la accién (2.22) con respecto al potencial escalar ¢ con el fin de
obtener las ecuaciones de movimiento satisfechas por dicha coordenada generalizada. Sea §¢
la variacion del potencial escalar y §S,, el cambio que sufre la accion debido a §¢. Al realizar el
cambio ¢ — ¢ + ¢ en la accidn se obtiene,

= 65, = S[e + 6] — Slo]. (2.23)

En lo que sigue, vamos a calcular S[¢ + §¢] de tal forma que podamos obtener 6S,,. Haciendo

@ = @ + 8¢ en (2.22) y despreciando los términos de orden superior [0(5¢)]? se llega a la
siguiente expresion

dp 104, )2

1 2 dp 104\ 0(6¢p)
S[(p + 5(/)] = —% {(EijkajAk) (a X + - c ot <— - l) dQ
0N

dx; ¢ Ot/ 0x;

__f (c’)go N 104; N a(8¢)

o, Voo T ox, )P a0 == f (cog + cp(69) — AJ)dQ

a PECLINICD) (2.24)
4m2c o(r) ( x; C at —axi >sijk6]-Ade +
1 dup\2 1 u, aul aq) 6(5(p)
+ZJ Pm (E) d _th Alklma axk f ﬁl ikUik 9x, ds.
0

Los detalles de los calculos se encuentran en el Apéndice A.1.
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2. Electrodinamica en aislantes topologicos piezoeléctricos

Separando los términos de la accion que dependen de ¢ y 6¢ en (2.24) (es decir, S[p]y
S[6¢p] = 65, respectivamente) se obtiene,

1 dp 10A4,\0(6¢p) a(5¢p)
6 — (— ——) dQ —— ] P;dQ
o+ 50l o] + 4mc dx; ¢ 0t/ 0x; c dx;
0
2.25
1 ( ) (2.25)
Ef 9( ) Suka Akdﬂ
0 n
1 d(8¢)
+Ef Buix Uik o, sl
Q
Luego, de acuerdo con (2.23), la variacion 65, en la ecuacion (2.25) es
1 dp 10A;,\0(5¢) a(6¢p) 1
6S, =— (— ——) dQ — f PdQ——f SpdQ
0= 47‘[C dx; c dt/ Ox; c) ox; pop
0
2(60) (2.26)
Sl]ka Akdﬂ + - ] ﬂl lkul’k?dﬂ.
1
Integrando por partes y usando el teorema de Gauss se obtiene
99 1 6Ai) d(8p) 0(89) a d(8¢)
1t — p, — o 9.A
f [47'[ c’)xl c at /) 0x; ox; ° pop + 472 6(x) ox; £iji 0 Ak
(69) (2.27)
+ B, Lkuzk a7, ]

11 0 Jdo 104; a
——f o, [471 <axl +- 6t> P; +P9(r)5ijkaj14k + Brixuix | (6p)dQ,

donde X es la hipersuperficie que contiene el cuatro volumen (2. La integral sobre X se anula
(Landau & Lifschitz, 2003 II), y encontramos

1 p 1 0 (0p 104;\ 0P, a O
85, =—j{—————(—+ )+—l.———xi[9(r)sijk6jAk]

¢ 4mcdx; \0x; c Ot (2.28)

Oulk
o 5] Spda

Ahora, para que §S,, en (2.28) se anule, el termino dentro de la integral debe ser igual a cero,

ou;
[B(r)el]ka Ak] ﬂz ik axlk 0. (2.29)

p 1 0 (dp 104; 10P; a
Gt ee)
c 4mcox;

ox, Tc ot za—xiunca
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Reorganizando (2.29) se obtiene

6(6<p 16Al~>+6P 4 + [9() 6A]+ auk
Tox\ax; " cac) ox, TP T)eiji0iAi] + Bui 57 - (2. 30)

La aproximacion cuasi estacionaria permite considerar que d4;/dt = 0, por lo que la ecuacion
(2.30) se reduce a

62§0 6Pl a 0 auik
_ axiz + a—XL = 41Tp + Ea_xl [G(T)eukajAk] + Bl,ik —aXl . (2 31)

La ecuacion (2.31) es la ley de Gauss modificada para aislantes topolégicos con propiedades
piezoeléctricas. En la secciéon 2.11 usaremos esta expresiéon para obtener algunas de las
relaciones constitutivas para un cristal anisotrépico.

2.9 Ley de Ampere Modificada para Aislantes Topoldgicos Piezoeléctricos

En esta seccidn se muestra a detalle el calculo de las ecuaciones de movimiento que se
obtienen al variar la accién (2.22) con respecto a las coordenadas A; del potencial vectorial.
Para esto, definimos §A4; como la variacion del potencial vectorial y S, como el cambio que
sufre la accion debido a §4;. Al realizar el cambio A; = A; + §A; en la accion se obtiene,

= §S, = S[A; + §4;] — S[A;]. (2.32)
Ahora, vamos a calcular S[A; + 64;] de tal forma que podamos obtener §S,. Haciendo el

cambio A; —» A; + §A; en (2.22) y despreciando los términos de orden superior [9(54;)]?
llega a la siguiente expresiéon

dp 104, )2

1
S[A+ 6A] = —%f [(SijkajAk)z + 2(&ijx0jAr) (Eijkaj(5Ak)) (a o
L
Q

S22 g -2 | (== 4+ = - P,dQ
(6xl c at) ot d dx; cdt ¢ Ot id

1
~ | (oo - i - 6ag0d0
Q

1 d4; 1 d(64,;)
tam | 00| (G4 250 et LT i (o.33)
Q

+<6<p+16A) 0,(64,)|d0 +— J (au) Q.

ax; " ¢ ot ) Ukl Pm 3¢

a

1 oy, 6ul do

_Zf Aiklma o 9 fﬁl Lkulka daq.
Q
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Los detalles de los calculos correspondientes a (2.33) se encuentran en el apéndice A-2.
Separando los términos de la accion que dependen de A; y §A; en (2.33) (es decir, S[4;] y
S[8A;] = 8S, respectivamente) se obtiene,

S[A + 4] = S[A]

_ _f [Z(SUka Ay) (Euka (SAk)) _9 (gqf’i zaai ) 10(84; )] .

dat
d(64;
——f ( )PdQ f&Ai]idQ (2.34)
c at
Q
19(54,) dp 104,

4” 9( ) [ EljkajAk (axl + - c ot )suka (6Ak)] daq.

Q

Luego, de acuerdo con (2.32), la variaciéon 8§54 en (2.34) es

104; )16(&4 )
c ot ot

1 [ 3(54) 2.35
—Cf o P f&AL]ldQ (2.35)

55, = ——f [(euka A1) (e, (64, - (agoi +=

do 104;

EijkajAk + (a_xl + - c ot )Sl]ka (SAk):| dqQ.

10(64;)
4m2c o(r) [E

A continuacion, usamos la identidad vectorial a-(V X b) =b-(V X a) — V- (a X b) (donde a
y b sin vectores arbitrarios) en la ecuacion (2.35) (ver Apéndice A.2) lo que lleva a la siguiente
expresion

d <6<p 1 04;

1
6SA = —EI [6Ai$ijkaj€k5tasAt + a a_xl+ c ot

Q

)6A]dﬂ f&Al ~Ldo

1

a 10 Q 1 JdA
471'26[ {6141 Ea [Q(T)EijkajAk] SA; El]ka 9(1")( C atk)} dQ.
Q

Note que en la ecuaciéon (2.36) se integré por partes y se despreciaron los términos
superficiales (ver Apéndice A.2).
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Ahora bien, para que 85, se anule, el termino sub integral en (2.36) también se debe anular,

d (0p 10A4; 0P, A4n a d
cundjens 0o + 3 (G + T ) =40 G = T+ g [0l
o« @ 104 (2.37)
Sl]ka 9(1")( +EW) =0.

Reorganizando (2.37) se obtiene

d (dg 1 04; 0P, a 0

SijkajgkstaSAt +E(a_xl C ot ) 47T¥+E&[9(r)guka}14k]

<p 1 dA; (2.38)

]l Suka 9(1')( C ot )

Luego, al considerar nulas las derivadas temporales de los potenciales escalar y vectorial, la
ecuacion (2.38) adopta la siguiente forma

2.39
gijkajgkstasAt .]l El]ka 9(7') k ( )

La ecuacidn (2.39) es la ley de Ampere modificada para aislantes topologicos con propiedades
piezoeléctricas. En la secciéon 2.11 usaremos esta expresiéon para obtener algunas de las
relaciones constitutivas para un cristal anisotrépico.

2.10 Ecuacion de Euler Modificada para Aislantes Topoldgicos Piezoeléctricos

Siguiendo un método similar al que se us6 en las secciones (2.8) y (2.9), podemos encontrar
las ecuaciones de movimiento que se obtienen al variar la accién (2.22) con respecto a las
coordenadas u; del vector de deformaciones. Si du; es el diferencial de las coordenadas del
vector de deformaciones y §S,, el cambio que sufre la acciéon debido a du;, entonces al realizar
el cambio u; = u; + du; en la accion se obtiene,

= 65, = Slu; + du;] — S[w]. (2.40)

Haciendo u; — u; + 8u; en (2.22) y despreciando los términos de orden superior [3(5u;)]?
llega a la siguiente expresion (ver Apéndice A.3),

dp 1aA-2
Slu; + 6u;l f [(sukﬁ Ak) ( c r ) ]dﬂ
([ (6xl + ST )Pl-dﬂ 2 ! (cpp — A;])HdQ
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(p 16A )
axl

Ou; du; ) ou; O(Sui)> 40

1
£ Ak + 5 fpm<at at ' “at ot
Q

1 ou; du; Ou; 0(6u;) Ou; A(Swy)
_Z_I ikim {53 6_—+_— aq
cQ X 0Xp Xm O0Xp dxp, 0xp,

1 ou; Ou, 0(0u;) 9(Su)\ de
Zl BLix <a—xk+ + + a—xldﬂ

dx; dxy dx;

Separando los términos de la accién que dependen de u; y du; en (2.41) se obtiene,

1 ou; (8u;)
Slu; + 6u;] = S[u;] +E pma—tl (’)tl dQ

Q

1 f . <6ul o(6u;) L ou ou; 6(5ul)> 40 (2. 42)

2¢ 0x,, O0xp dxp, O0xp,
Q

1 f - <(’)(6ui) N 6(6uk)>6_godﬂ

+ —_
2c 0xy, dx; ) 0x
Q

Luego, de acuerdo con (2.40), la variacién §S,, en (2.42) es

1 aui 6(6ul) 1 aul a((qu aui 6(8u1)
‘”u—zlpmﬁ 3t d”‘zi i\ G oxe T ox, 0xy ) O
(2.43)

d(6u;) 6(5uk) dp
fﬁzm( o >6_xldﬂ'

(')xl-

Al integrar por partes y despreciar los términos superficiales (ver Apéndice A.3), la ecuacion
(2.43) se reduce a

0 (0u, Ou,, %¢
m\ _p 979 o aa 2. 44
f[ “Pm gz E)tz 3 Aitm e 0xy (E)xm+ axl) Prix 0x;,0x; dud ( )

Para que 65, se anule, el termino sub integral en (2.44) también se debe anular,

0%y, Y Oy, vy 0%¢ —o (2. 45)
pm atz iklm axk l,lk anaxl .
Reorganizando (2.45) se obtiene
0%y, Uy, R (2.46)

me:ALklm 92, —Brik 5 axkaxl'
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La ecuacion (2.46) describe la dinamica de las deformaciones en un aislante topolégico
piezoeléctrico.

2.11 Relaciones Constitutivas para Aislantes Topoldgicos Piezoeléctricos
A partir de las ecuaciones (2.31), (2.39) y (2.46) podemos determinar las relaciones

constitutivas para los aislantes topoldgicos piezoeléctricos. De la ley de Gauss modificada
(2.31) obtenemos la siguiente expresion

62§0 6Pl a 0 auik (2 47)
T T T [0()e 1 0: A — B = 47p.
0x;2 + 0x; mox; [6)eid;Ai] = Bua 0x; P

En la ecuacién (2.47) se observa que las propiedades topolégicas del material se manifiestan
en un nuevo aporte a la densidad cargas, el cual estda determinado por el término
(a/m) 8]0 (x)eijkajAk]/axi. Por otro lado, el término S, ;, 0u;,/0x; representa las densidades
de carga asociadas a las polarizaciones que se producen cuando el cristal se somete a una
deformacién (efecto piezoeléctrico directo). Reorganizando la ecuacién (2.47), se obtiene

° i - (2.48)
a—xi [_ a_xl + b — ;g(r)gifkajAk — AT pqUpg | = 4Tp.

Si definimos D; como la i-ésima componente del desplazamiento eléctrico para aislantes
topologicos piezoeléctricos, la expresion (2.48) se transforma en

aD; (2.49)
= 4mp,
axi P
donde D; esta dado por
do a
Di = —a + 47TPL - Eg(r)gijkajAk - 4‘7Tﬁi'pqupq. (2 50)

L

Por otro lado, recordemos que las componentes del vector de polarizacion se definen como

_ 09
Po= i g o (2.51)

donde y; es el tensor de susceptibilidad dieléctrica. Luego, reemplazando en (2.51) en (2.50)
se obtiene (Rojas Vallecilla & Granada Echeverri, 2024),

Jdo «
Di = —&ik E - ;H(r)gijkajAk - 4n,8i,pqupq; (2 52)

donde &, = &; + 4my;, es el tensor de permitividad dieléctrica. En ausencia de las
propiedades topolégicas la ecuacion (2.52) se reduce al desplazamiento eléctrico para
materiales piezoeléctricos convencionales (ecuacién (2.1)) (Landau & Lifshitz, 2003 VIII). De
forma similar, al reorganizar la ley de Ampere modificada (2.39) se obtiene,
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a Jdp 4m (2.53)
€ijic0j€st OsAr — ;gijkajg(r) I ~Ji

En la ecuacién (2.53) observamos que la presencia del término topoldgico introduce un
aporte a la densidad de corriente, el cual esta dado por el término (a/m)e;;,0;[0(r)d¢p/dx;].
Sin embargo, las propiedades piezoeléctricas del material no producen cambios en la
ecuacion. Al reordenar la ecuacion (2.53) se tiene

a do 4 2.54
&ijic0; kst s Ar — ;9(1‘) o Ji- (2.54)

Al definir H;, como la k-ésima componente de la intensidad magnética para aislantes
topolégicos piezoeléctricos, la expresion (2.54) adopta la siguiente forma (Rojas Vallecilla &
Granada Echeverri, 2024),

4m 2.55
Eijkaij = T]i, ( )

donde Hj es

a9 (2.56)

a
Hy = €15:05A; — Ee(r) axk-

En ausencia de las propiedades topolégicas la ecuacion (2.56) se reduce a la intensidad
magnética para dieléctricos convencionales (Landau & Lifshitz, 2003 VIII). Por otra parte, de
la ecuacion (2.46), se obtiene

aO'ik _ azui (2 57)
ax, ™ acz

donde

do 2.58
Oik = AikimWim — Buik o, ( )

La ecuacidon (2.58) es la Ley de Hooke para materiales piezoeléctricos (Lechner, 2018;
Tiersten, 1969). El termino AU, en (2.58) esta asociado con las propiedades
piezoeléctricas del material, mientras que el termino f;;,d¢/dx; estd relacionado con los
esfuerzos que se producen en el material frente a la presencia de un campo eléctrico (efecto
piezoeléctrico inverso). Observe que las propiedades topolégicas del material no producen
cambios en la ley de Hooke.

31



3. AISLANTE TOPOLOGICO PIEZOELECTRICO DE LA CLASE Cq,

En el capitulo 2 se propuso una accién para un aislante topolégico considerando sus
propiedades elasticas y electrodindmicas. Se demostr6 que las polarizaciones asociadas
a los estados superficiales del aislante topoldgico y las deformaciones del cristal
reestructuran las relaciones constitutivas y producen un acoplamiento entre los campos
elastico y electrodindmico que implica efectos magnetoeléctricos. Se encontr6é que la
respuesta del material a los esfuerzos aplicados no fue alterada por las polarizaciones
asociadas con los estados superficiales del aislante topolégico. Por otra parte, el
acoplamiento magnetoeléctrico debido al término axidn reestructura el desplazamiento
eléctrico de los materiales piezoeléctricos. A continuacion, haremos un breve repaso de
algunas de las propiedades de simetria que tienen las estructuras cristalinas con
simetria hexagonal. Luego, extenderemos los resultados obtenidos en el capitulo
anterior para considerar las propiedades anisotrépicas de un cristal piezoeléctrico
topolégico que pertenece a la clase Cg,,.

3.1 Simetria Hexagonal (Grupo Cg,,)

Los cristales son materiales so6lidos que se componen de atomos, moléculas o iones, los
cuales estan dispuestos en una estructura ordenada, formando unared cristalina que se
extiende y se repite periédicamente en el espacio. Debido a su naturaleza periddica, las
estructuras cristalinas permanecen invariantes bajo ciertas transformaciones, movimientos o
intercambios. Las operaciones de simetria son el conjunto de transformaciones que al ser
aplicadas sobre un conjunto de puntos del cristal hacen que la estructura permanezca
invariante. Las operaciones fundamentales de simetria en estructuras cristalinas son:
reflexiones frente a planos especulares, rotaciones alrededor de un eje determinado,
operaciones de traslaciéon y operaciones de inversién (Ibach & Liith, 2009; Kittel, 2004;
Newnham , 2005).

La operacion de reflexion plana actiia de tal manera que cada punto del cristal se refleja en el
otro lado del plano. El plano de reflexion o plano de simetria generalmente se denota por . Al
aplicar una operacién de reflexién dos veces (es decir ¢2), obtenemos la identidad, lo que
significa que no se realiza ninguna operacién de simetria. Un cristal puede tener varios planos
de simetria. La linea recta vertical donde se cortan dos o mas planos de simetria se conoce
como eje de simetria del cristal. Si el plano contiene al eje de simetria del cristal, se denomina
vertical y se designa por o,, (ver figura 3.1(a)). De otra manera, si el plano es perpendicular al
eje de simetria, se denomina horizontal y se designa por g, (Landau & Lifshitz, 2003 III).

Por otro lado, un cristal presenta simetria rotacional de orden n cuando permanece invariante
frente a rotaciones en angulos de 2m/n (donde n es un entero). Esto convierte al eje de
rotacién en un eje de simetria de orden n (ver figura 3.1(b)). Al aplicar una operacién de
rotacion n veces (es decir n X 2m/n), el cristal regresa a su posicion inicial (obtenemos la
identidad, lo que significa que no se realiza ninguna operaciéon de simetria). Se denota C,, (en
notacion de Schonflies) al grupo de rotaciones alrededor de un eje de orden n (n también
denota el nimero de planos de simetria del cristal) (Landau & Lifshitz, 2003 III).
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3. Aislante topolégico piezoeléctrico de la clase Cg,

Eje de /
Simetria |,

g
i
1
;o0
/o1
/o
1
1
1
I
i
[

(b)

Figura 3. 1: (@) Se presenta un plano de simetria o, que contiene el eje de simetria del
cristal. (b) Eje de simetria de orden n = 6 para un cristal de simetria hexagonal del grupo
Cey- (€) Se muestra como los seis planos especulares forman una figura hexagonal. Tres de
estos planos pasan por los vértices del hexagono y forman un dngulo de m/3. El cristal
presenta invarianza rotacional para angulos de /3. Adaptado de (Landau & Lifshitz, 2003
111)

Cuando se combina una rotacion del grupo C, y un plano de reflexiéon o, que pasa por el eje de
simetria de orden n, el grupo se denota como C,,. Los cristales con simetria hexagonal
pertenecen al grupo Cg,,. Esto quiere decir que tienen n = 6 planos g,, los cuales se cortan en
un eje vertical de sexto orden, y son invariantes frente a rotaciones a angulos de /3 (ver
figura 3.1(c)). Las propiedades fisicas de los cristales pueden variar dependiendo de las
orientaciones en el cristal; dicha dependencia se conoce como anisotropia. Las magnitudes
tensoriales reflejan la anisotropia de los cristales. Asi, las componentes de los tensores ¢;,
Aikim Y Bipq involucrados en las relaciones constitutivas (2.52), (2.56) y (2.58) dependen de
la simetria del cristal (Landau & Lifshitz, 2003 III).

3.2 Permitividad Dieléctrica en Cristales Cg,,

Como ya se ha mencionado, la permitividad dieléctrica en materiales anisotropicos se
describe mediante el tensor de segundo rango ;. Las componentes de este tensor varian de
acuerdo con las propiedades de simetria del cristal (Newnham , 2005; Landau & Lifshitz, 2003
VIII; Chuanxin, 2020). En esta seccidn, se obtienen las componentes del tensor de
permitividad dieléctrica para un cristal con simetria hexagonal.

En la figura 3.7(a) se muestran los vectores de la celda primitiva en un sistema hexagonal. El
vector unitario a3 es perpendicular a los vectores unitarios a, y a,, y los vectores a; y a,
forman un angulo 2m/3 entre ellos. Para obtener las componentes de ¢;;, establecemos un
sistema de coordenadas (x,y,z) sobre el sistema de coordenadas hexagonal (a4, a,, a3), de
tal manera que el eje z esta a lo largo de la orientacion del vector a3 y el eje x esta a lo largo
del vector a4. Luego, realizamos las operaciones de simetria de reflexién y rotacidn sobre el
nuevo sistema para ver como se reestructura el tensor ¢;;, (Newnham, 2005; Chuanxin, 2020).
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Segundo: se realiza un giro . y
de /3 alrededor delejez —v~ 7 /
(<)

Figura 3. 2: (a) Celda de simetria hexagonal en un prisma de simetria hexagonal con a; =
a, # az,donde a4 y a, son perpendiculares a a3, mientras que a4 y a, forman un angulo
2m/3. (b) Se muestra el cristal al ser sometido a una operacién de reflexiéon frente a un
plano especular g,, que es perpendicular al eje x. (c) Después de realizar la operacién de
reflexion se rota el cristal en un angulo de /3 alrededor del eje z. Adaptado de (Newnham
2005; Chuanxin, 2020).

Estas operaciones las realizamos con ayuda de la siguiente transformacion lineal,

¢, = 0cO¢, (3.1)

donde c es una propiedad fisica del cristal, O es una matriz (y O° su matriz transpuesta) que
representa una operaciéon de simetria y ¢, es la propiedad fisica del cristal después de la
operacion de simetria. Para que el cristal permanezca invariante bajo estas operaciones de
simetria, el coeficiente ¢, debe permanecer sin cambios, es decir que c, debe ser igual c. En
los cristales del grupo Cg,, estas matrices O son

-1 0 0 1/2  3/2 0 (3.2)
Oref=<0 1 0), Oror = _\/§/2 1/2 ol
0 0 1 0 0 1
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En las ecuaciones (3.2), la matriz de reflexion O,.f se define para un plano especular o,
perpendicular al eje x, tal como se muestra en la figura 3.2(b). La matriz O,,; es una matriz de
rotacion alrededor del eje z. Esta rotacion se realiza en contra de las manecillas del reloj y en
un angulo 7/3, tal como se muestra en la figura 3.2(c). A continuacidn, realizamos una
operacion de reflexion reemplazando O,.f en (3.1) con ¢ = ¢,

—1 0 0\ /€xx &y E€xz\/—1 0 O Exx  TE&xy TE&xz (3.3)
Eref = < 0 1 0) (ny &yy 5y2>< 0 1 0) = (_Syx &y  Eyz )
0 0 1/ \&zx E&zy &2z 0 0 1 —&x  Ezy €22

Puesto que el tensor g;;, no debe sufrir cambios después de la reflexion, se debe cumplir que
Exy = Exz = Eyx = Ezx = Exz = 0. As],

£y 0 0 (3.4)

Luego, usamos la matriz 0,.,; para realizar una rotaciéon en un angulo /3 alrededor del eje z
sobre la nueva matriz € que aparece en (3.4)

1 3 0 1 V3 0
2 2 &x 0 0)\[7 2
Erot = V31 0 &y ¢, NE] 1 =
"2 2 0 v fm/\7 2
0 0 0 0 1
Exx T 3&yy _\/ggxx + \/§E)’y ﬁg ; (3.5)
4 4 2
_ | —V3eu +V3gy, Bexx + Eyy lg
2 4 27
V3 1
5 Czy 7 Ezy €zz

Como ya se menciond, el tensor &;;, no debe sufrir cambios después de la rotacién. Para que
esto suceda, se debe cumplir que &y, = &y, ¥ €, = &, = 0. Asi, el tensor de permitividad
dieléctrica ¢;;, para un cristal de la clase Cg, tiene la siguiente forma (Landau & Lifshitz, 2003
VII),

&y 0 0 (3.6)
e=| 0 Eyy 0
0 0 &y

3.3 Tensor de Mddulos de Elasticidad en Cristales Cg,,

Anteriormente, vimos que el tensor de moédulos de elasticidad A;;,, cumple las siguientes
relaciones de simetria A;;1 = Akitm = Aikmu = Aimik- Para cristales del sistema hexagonal, las
componentes no nulas del tensor de médulos de elasticidad son
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/ Axxxx Axxyy Axxzz 0 0 8
Axxyy Axxxx AxeZ 0 0
0
A= Aexzz  Axxzz  Azzzz 1 0 0 0 ) (3.7)
0 o0 0 Auaxz O 0
0 0 0 0 Axzxz
0 0 0 0 0 By (Axxxx - Axxyy)
donde
Ayxxx = Ayyyyv Axyxy: Axxyy: (3.8)
Axxzz = Ayyzzr Asexxx — Axxyy = _ZAxyxy! Axzxz = Ayzyz: Azzzz-

La demostracidn de (3.7) se puede realizar mediante transformaciones matriciales similares a
las que se usaron en la seccién 3.2 (Landau & Lifshitz, 2003 VIII; Landau & Lifshitz, 2003 VII;
Newnham, 2005).

3.4 Tensor Piezoeléctrico en Cristales Cg,,

Como vimos en el capitulo anterior, la polarizacién es un vector y las deformaciones se
escriben como un tensor de segundo rango, entonces la propiedad fisica que acopla estas
variables estd dada como un tensor de tercer rango que se conoce como tensor piezoeléctrico
Brir (el cual es simétrico en i, k). Para cristales de la clase Cg,, las componentes no nulas del
tensor de piezoeléctrico son

0 0 ﬁx,xz 0 0 0 ﬁx,zx 0 0
ﬁ == 0 O 0 0 0 ﬁy,yz 0 .By,zy 0 ) (3 9)
ﬁz,xx 0 0 0 ﬁZ,yy 0 0 0 BZ,ZZ '
donde
(3.10)

ﬁz,zz' Bx,xz = Bx,zx = By,yz = ﬁy,zy' .Bz,xx = .Bz,yy-

La demostracion de (3.9) también se puede realizar mediante transformaciones matriciales
similares a las que se usaron en la seccién 3.1 (Landau & Lifshitz, 2003 VIII; Newnham , 2005).

3.5 Propiedades Generales de las Ondas Elasticas en Cristales Piezoeléctricos con
Propiedades Topolégicas

3.5.1 Relaciones Constitutivas para un Cristal Piezoeléctrico Topolagico de la Clase Cg,

En el capitulo 2 se observaron los cambios que presentan las ecuaciones de Maxwell-Lorentz
en cristales piezoeléctricos topologicos. Se demostré que la presencia simultanea de las
propiedades piezoeléctricas y topoldgicas en el material se manifiestan en la introduccién de
nuevas fuentes de carga y de corriente, por lo que las relaciones constitutivas toman la forma
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o «
D; = —¢&y ox, T 0(r)eijk0jAr — 4mPipqlipg,

a do
Hy = €5t0sA¢ — - 6(r) 9%y

g
Oik = AikimWim — Puik o
l

(2.52)

(2.56)

(2.58)

A continuacidn, se muestra la forma que adoptan las ecuaciones constitutivas (2.52), (2.56) y
(2.58) en un cristal que pertenece al sistema hexagonal Cg,. Para ello, se considera que el
cristal se extiende indefinidamente en la direccién z; por lo tanto, hay homogeneidad en esa
direccion, es decir, las magnitudes fisicas no dependen explicitamente de z, por lo que las
derivadas con respecto a z son nulas. Adicionalmente, las componentes no nulas del tensor de
permitividad dieléctrica, del tensor de médulos de elasticidad y del tensor piezoeléctrico en
un cristal Cg, estdn determinadas por las expresiones (3.6), (3.8) y (3.10), respectivamente.
Bajo estas consideraciones, las relaciones constitutivas (2.52), (2.56) y (2.58) en un cristal Cg,

se escriben de la siguiente manera (ver Apéndice B.1):

-Componentes del vector desplazamiento eléctrico D; (ver Apéndice B.1.1)

Jdo « dA Ju
Dy = —&xx a - E o(r) ayz - 47T.Bx,xz a—xz'

Jdo « 04, du,
Dy ==&y @ + E 9(1") W — 47'[,83,_3,2 E,

o« 04, 0A, Oty Ouy
D, = ne(r)<ax ay) 4 <ﬁzxx Ox + Bzyy dy )

-Componentes del vector de intensidad magnética H;, (ver Apéndice B.1.2)

04, «a do
JdA, « do
Hy=——2—-=0(r)—
Y ox m o(r) ay’
. 04, 0A,
27 ox ay’

-Componentes del tensor de esfuerzos a;;, (ver Apéndice B.1.3)

ou, ou,
Oxx = Axxxx Ox + Axxyy ay’

ou, OJu,
O'xy = Jyx = Ayxyx E-l_W )
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e = O = Az o~ Buna o (3.19)
Oyy = Ayyxx % + Ayyyy % (3.20)
Oyy = Opy = Agysy % By Z_‘;’, (3.21)

Observe que las propiedades topoldgicas del material se exhiben en las tres componentes del
desplazamiento eléctrico y en las componentes (x,y) de la intensidad magnética. En todas
estas, aparece el termino af(r)/m que acopla el potencial vectorial con el desplazamiento
eléctrico en las ecuaciones (3.11)-(3.13) y el potencial escalar con la intensidad magnética en
las ecuaciones (3.14)-(3.15). Por su parte, las propiedades piezoeléctricas del cristal se
manifiestan solamente en las componentes del desplazamiento eléctrico y las componentes
Oxz Y 0y, del tensor de esfuerzos (ecuaciones 3.19y 3.21),

3.5.2 Ecuaciones de Movimiento para un Cristal Piezoeléctrico Topolégico
Perteneciente a la Clase Cg,,

En ausencia de fuentes de carga p y corrientes de conduccidn J;, las ecuaciones de movimiento
(2.49), (2.53) y (2.57) se reducen a

oD; (3.23)
Oxi o
€ijkaij = 0, (3 24)
aO'ik . 62ul~ (3 25)
ax. P ae

Tras, reemplazar las ecuaciones (3.11)-(3.22) en (3.23)-(3.25) se obtiene el siguiente sistema
de ecuaciones de movimiento (ver Apéndice B.2):

-De la ley de Gauss (3.23) se tiene

%¢ 9%2¢ a0 0A,1 a0 04,
ngW”WWJ’Ea[Q(") ay]‘;@[‘m ]
62 62 (3 26)
+ 41 ,Bxxzﬁ + ,By_yZa—yz u, = 0.

-De laley de Ampere (3.24) se obtiene
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—V2?4, =0, (3.27)
—V24, =0, (3.28)
5 a(06(r)dp 00(r)dp (3.29)
-V24, —— = = 1=0
m\ Jdx OJy dy O0x

9% | 92 S L . C
donde V2= et P Note que el término topolégico 6(r) solo se manifiesta en la ecuacion

diferencial (3.29) para la componente z del potencial escalar.

-De la ecuacion (3.25) se tiene

0%u, 2 0%u, 0%u,, 0%u, 0%u, (3.30)
Pm gz = e g ¥ ey Gagy v\ Gya g6 )

0%u,, _ 02U, N 0%u,, 0%, N 0%u,, (3.31)
Pm ot2 yXyx axay 0x2 Yyxx ayax yyyy ayz ’

0%u, 0%u, 0%u, 0% 0% (3.32)

L = Ay =2+ Agyzy == = Brxs —> — Byy oo
pm atz ZXXZ axz zZyzy ayz ﬁX,XZ axz ﬁy,zy ayz

Aunque aparentemente los efectos topolégicos no aparecen de manera explicita en estas
relaciones, cabe anotar que en la ecuacion (3.32) dichos efectos se manifiestan de manera
implicita a través de la presencia del potencial escalar fi, el cual, en virtud de (3.26), si es
afectado por las propiedades topolégicas.

3.5.3 Ondas de Rayleigh y Ondas de Bleustein-Gulyaev en un Cristal Piezoeléctrico
Topoldgico de la Clase Cg,

Las deformaciones perpendiculares al eje de simetria (componentes u, y u,) se encuentran
acopladas a través de las ecuaciones (3.30) y (3.31). Este sistema de ecuaciones permite

describir el comportamiento de las ondas acusticas superficiales en solidos elasticos (Landau
& Lifshitz, 2003 VII).

92 92 2 0%u, (3.30)
Axxxx m + Axyxy W — Pm W Uy + (Axyxy + lxxyy) m =0,

0% K K azux (3.31)
Ayxxy ﬁ + Ayyyy W ~ Pm W uy + (Ayyxx + Ayxxy) 0x0y = 0.

Las ondas acusticas superficiales (surface acoustic waves o SAW) fueron predichas por
primera vez por John William Strutt (Lord Rayleigh) en el aflo 1885. En su trabajo, investigo el
comportamiento de las ondas sobre la superficie plana de un sdlido elastico, isotrépico,
homogéneo e infinito, calcul6 analiticamente su velocidad y dedujo el movimiento de las
particulas en el material cuando la onda se propaga (Rayleigh, 1885).
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Y4 Direccién de propagacién Y E,
LEx
Direccién de propagacién
uZ
Particulas O Ondas de Cizalla
z x 7z x
(a) (b)

Figura 3. 3: (a) Propagacion de una onda acustica superficial de Rayleigh en un sélido
elastico. (b) Propagacién de una onda superficial de Bleustein Gulyaev un piezoeléctrico.

La figura 3.3(a) muestra un esquema simple de la propagacién de las ondas de Rayleigh. El
plano (x,y) es el plano sagital de la onda y su direcciéon de propagacién es paralela al eje x.
Cuando la onda se propaga produce desplazamientos mecanicos (u, y u,) en el plano sagital.
De esta manera, las ondas de Rayleigh son una combinacién entre una onda de corte vertical
(shear vertical o SV) y una onda longitudinal.

Por otro lado, las deformaciones paralelas al eje de simetria (componente u,), el potencial
escalar ¢ y la componente A, del potencial vectorial estan acopladas a través de las
ecuaciones (3.26), (3.29), y (3.32). Si no se consideran las propiedades topoldgicas del
material (8 — 0), entonces la ecuaciéon (3.29) se desacopla de (3.26). El nuevo par de
ecuaciones que se obtiene describe el comportamiento de los modos superficiales de
Bleustein-Gulyaev (B-G) en piezoeléctricos convencionales (Bleustein, 1968; Gulyaev, 1969).

02 0?2 02 02
—4n <ﬁx,xz ﬁ + By,yz a_yz> Uz — | Exx ﬁ + Syy a_yz> P

ard /. AN 8, 0A (3.26)
+2lay (00 5) -5 05| =0
, ala(r)dp 06(r)dp|
A — —— — =
52 92 92 9% 2%
AZXXZW + Azyyzm - pmﬁ Uz — BX,ZXW - ﬁy,ZYa_yZ =0. (3 32)

Los modos (B-G) son ondas acusticas superficiales de cizalla (shear horizontal surface
acoustic waves o SH-SAW) que se acoplan con un campo eléctrico. Debido a esto, solo pueden
propagarse en la superficie de materiales piezoeléctricos homogéneos. En la figura 3.3(b) se
muestra un esquema sencillo de la propagacién de las ondas Bleustein Gulyaev en un material
piezoeléctrico habitual. Una vez mas, el plano sagital de la onda se forma por el vector de
propagacion (el cual es paralelo al eje x) y la normal a la superficie. En este caso, cuando la
onda se propaga produce una deformacién u, que es paralela al eje de simetria del cristal y es
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perpendicular a la direccién de propagacion de la onda. Por su parte, el campo eléctrico yace
sobre el plano sagital y sus componentes (Ey y E,,) se acoplan con las deformaciones u,.

Las ecuaciones (3.26), (3.29), y (3.32) describen los modos de Bleustein Gulyaev modificados
por las propiedades topoldgicas del material. En los capitulos siguientes, haremos uso de
estos resultados para estudiar las ondas B-G en aislantes topolégicos piezoeléctricos y se
investigara a detalle su comportamiento cuando se consideran diferentes condiciones de
contorno.
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4. ONDAS DE BLEUSTEIN-GULYAEV EN AISLANTES TOPOLOGICOS PIEZOELECTRICOS

En el capitulo 2, se propuso una accién para estudiar las propiedades elasto-electrodinamicas
de un aislante topoldgico piezoeléctrico no magnetizable. Luego, se obtuvieron las ecuaciones
de movimiento y las relaciones constitutivas del material variando dicha accién con respecto a
los campos elastico y electrodindmico. En el capitulo 3 extendimos estos resultados para
considerar las propiedades anisotrdpicas de un cristal piezoeléctrico topoldgico de la clase
Csy- Se encontroé que las ecuaciones de movimiento que describen el comportamiento de las
ondas B-G se reestructuran al considerar las propiedades topologicas del material. En este
capitulo, estudiaremos la relacion de dispersion y la velocidad de fase de las ondas B-G cuando
colocamos un aislante topoldgico piezoeléctrico Cg,, en contacto con otro aislante topoldgico y
con vacio.

4.1 Aislantes Topolégicos de Zn0/CdO

La wurtzita ZnO es el material lider para aplicaciones de dispositivos piezotrénicos. Este
semiconductor piezoeléctrico permite sintonizar y controlar el transporte de portadores en
nanoestructuras a través del piezopotencial que se induce cuando se aplica un esfuerzo
mecanico en el cristal. Ademas, es un semiconductor relativamente facil de sintetizar (en
comparacion con otros materiales de su clase) con propiedades y morfologias que cumplen
con los estandares para el disefio de diferentes dispositivos.

0.08 .
= 10.6 |
S
§—10.8 B
0.04 2.t

E(eV) HH1

0.00 \_/

=
LH1
—-0.04T7T
—0.08 $ $ $ +
0 2 4 6 8 10

o(GPa)

Figura 4. 1: Comportamiento de las bandas de energia en un pozo de Zn0/CdO con respecto
al esfuerzo o. En el inserto superior derecho se muestra el campo de polarizacidon en funciéon
del esfuerzo aplicado. La linea verde es la banda conduccién C1, la linea azul es la banda HH1
(heavy hole) y la linea roja es la banda LH1 (light hole). Adaptado de (Hu & Zhang, 2020).
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Actualmente, se han propuesto dispositivos piezotréonicos (dispositivos electronicos que
funcionan con efecto piezoeléctrico) basados en pozos cuanticos de aislantes topologicos de
Zn0/CdO, en los cuales es posible controlar los estados de conduccién para llevar a cabo la
transiciéon de semiconductor convencional a aislante topolégico (Hu & Zhang, 2020). En la
figura 5.1 se muestran diferentes bandas de energia en un pozo de Zn0O/CdO en funcién del
esfuerzo aplicado o¢: la linea verde corresponde a las energias E de la primera banda de
conduccién C1, mientras que a la banda HH1 (heavy hole) le corresponde la linea azul y la
banda LH1 (light hole) se representa por la linea roja. Obsérvese que se presentan dos cruces
de C1 con las bandas HH1 y LH1 cuando el esfuerzo es igual a de 55GPa y 6,5GPa,
respectivamente. Estos cruces de bandas (o inversidon de bandas) se dan por el incremento de
la intensidad del campo de polarizacion F, dentro del pozo debido al campo piezoeléctrico
inducido por el esfuerzo aplicado (ver el inserto superior derecho en la figura 5.1). Al
incrementar el esfuerzo a 10GPa, la intensidad del campo crece mondétonamente de
10,6 MV /cm a 11,3MV /cm. Este campo de polarizacion reduce la brecha que existe entre la
banda C1 con HH1 y LH1. Por encima de los 6,6GPa, la banda HH1 se transforma en la banda
de energia mas alta y C1 se transforma en la banda de energia mas baja. Esta inversion de
bandas en el pozo indica que existe una transicién de fase topoldgica desde un aislante
topolégico trivial a un aislamiento topolégico no trivial (Hu & Zhang, 2020). Cabe esperar que
a esta transicion estén asociadas propiedades fisicas novedosas, en especial, en las
caracteristicas dpticas y elasticas del material. Por esta razoén, en este capitulo estudiaremos
los modos de propagacion de Bleustein-Gulyaev en la superficie de un aislante topolégico
piezoeléctrico e ilustraremos nuestros resultados en los materiales Zn0/Cd0O y GaN/InN
(Dan, etal., 2018).

4.2 Sistema Aislante Topoldgico Piezoeléctrico/ Aislante Topoldgico

Los resultados que se obtuvieron en los capitulos 2 y 3 se pueden utilizar para estudiar el
acople de las ondas elasticas con los campos electromagnéticos en sistemas que presentan
simultdneamente propiedades topoldgicas y piezoeléctricas. Para este propoésito,
consideremos un cristal piezoeléctrico no magnetizable de la clase C¢,, y densidad de masa p,,,
el cual posee propiedades topolégicas y esta caracterizado por un parametro topolégico 8.
El cristal se extiende indefinidamente en la direccion z, ocupa la regiéon y < 0 y limita con el
plano xz, siendo z el eje de simetria del cristal; ello implica que el sistema es homogéneo en
esta direccion. La regién y > 0 es ocupada por un aislante topolégico no magnetizable de
parametro topolégico 8 (la geometria del sistema se ilustra en la Figura 4.2). De acuerdo
con lo anterior, el término topoldgico varia en el eje y de la siguiente manera

0(y) = 0WH(=y) + 6P H(y), (4.1)

donde H(y) es la funcién paso de Heaviside y 8 es el término topolégico en cada uno de los
medios. Adicionalmente, las componentes no nulas del tensor de permitividad dieléctrica g,
el tensor de modulos de elasticidad Ay, y €l tensor piezoeléctrico B ; en el cristal Cg, que
ocupa la regiéon y < 0 son

Exx = Eyy = 5(1): Axzxz = Ayzyz = A(l): ﬁx,xz = ﬁy,yz = .8(1)- (4.2)

Los parametros (4.2) se definieron bajo las condiciones de simetria (3.6), (3.8) y (3.10). Por su
parte, el aislante topolégico que ocupa la regién y > 0 tiene una permitividad dieléctrica .
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Figura 4. 2: Representacion esquematica de un cristal de aislante topolégico piezoeléctrico
semi infinito de parametro topolégico 6 en contacto con un aislante topolégico de
parametro topolégico 6. El cristal piezoeléctrico pertenece a la clase Cg, y su eje de
simetria es paralelo al eje z. La direccién de propagacion de la onda es paralela al eje x. En el
inserto se observa que la superficie de contacto descansa sobre el plano xz y la
componente u, del vector de deformaciones es perpendicular a la direcciéon de propagacion
de las ondas, esto da lugar a una onda superficial de corte.

Por otro lado, las deformaciones que sufre el cristal son tales que

(4.3)

1z’

ulgl) = ugl) 6;

donde ugl) es la componente z del vector de deformaciones en el cristal y §;, es la funcion

delta de Kronecker. La condicién (4.3) reduce considerablemente las componentes del tensor
de deformaciones u;,, de la siguiente manera,

w_,o»_ @ _ 1) _
Upy = Uyy = Uy, = Uy, =0, (4.4)

XX

1
@ _ 161[2 )

uzx - 2 ax ) (4’ 5)
@D
u(l) _ lauz (4 6)
o2 ay’
donde u;,, = %(:}% + EZLTT) tal como se mostré en la seccion 2.3. La homogeneidad que existe

a largo del eje z implica que las magnitudes fisicas no dependen explicitamente de z, es decir
ey}
. Uu; . .
que las derivadas con respecto a z son nulas, por lo que —— = 0 (i = x, y, z) en las ecuaciones

0z
(4.4)-(4.6).

Ahora, las deformaciones que sufre el cristal (las cuales estan determinadas por las

componentes no nulas del tensor de deformaciones) también estdn asociadas a ciertos

esfuerzos mecanicos a los que es sometido. Las direcciones en las que actian estos esfuerzos
7 .. 1 . .

estan definidas por el tensor de esfuerzos al.(k), cuyas componentes se definen a partir de las

ecuaciones (3.17)-(3.22). Para obtener las componentes de este tensor, reemplazamos las
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ecuaciones (4.4)-(4.6) en las ecuaciones (3.17)-(3.22). Con todo esto, las componentes del
tensor de esfuerzos ai(kl) en el cristal de laregion y < 0 se escriben de la siguiente manera

1 1 1 1 1
Uagx) = 353/) Gz(z) ng) - 3(1x) =0, (4.7)
( ) 1 (€Y} 1
W = 40 _ 5 ou s acp( ) o ou, _ ) dp® (4.8)
XZ ZXXZ a X,XZ ax ax )
(1) 1 (1) 1
o0 gy W 090 0u g 09 (4.9)
vz zy Zyzy ay ¥,zy ay ay ay ’

donde @ es el potencial escalar en la regién y < 0, y los pardametros A y g1 estan
definidos por (4.2) (las expresiones (4.7)-(4.9) hacen parte del grupo de relaciones
constitutivas que usaremos en secciones posteriores). Para estudiar los efectos de acople
entre la componente ugl) del vector de deformaciones y el potencial escalar ¢ debemos
usar la ley de Gauss modificada para aislantes topolégicos piezoeléctricos (3.26) y la ecuaciéon
(3.32) que describe la dindmica de la componente z de las deformaciones en el cristal. Al
reescribir ambas ecuaciones se obtiene

a 00(y<0) aAgl) B

2@ — =
v WD dy ox ’

(4.10)

Pl = A0y2y (M — py2 M), (4.11)
(€8]
donde P@® = M + %ug) es el potencial re-normalizado por las propiedades
piezoeléctricas del material, 8(y < 0) es el parametro topoldgico en la regiéon y < 0, AS) es la
(1) _

924D
componente z del potencial vectorial en el cristal, i, ” = 6—t; y V2= (ﬁ + —) Puesto que,

la funcién 8 (y) esta dada por la expresion (4.1), entonces la ecuacion (4.10) se simplifica
VZw(l) =0, (4 12)

donde %H(y <0)= %9(1) = (. De forma analoga, la componente AS) para el potencial

vectorial en el cristal, la cual esta determinada por la ecuacién diferencial (3.29), se reduce a

a ) a a
o - = —_— (1) = — (1) = 1 .
donde ay@(y <0) axG(y <0) ay@ axe 0, debido a (4.1). Al combinar las

ecuaciones (4.11) y (4.12) se obtiene una nueva ecuaciéon que permite describir las

(1

deformaciones u, ’ en presencia de las propiedades piezoeléctricas, la cual se escribe como

piis? = A0V LY, (4.14)
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El parametro AV en (4.14) es el médulo de elasticidad endurecido por las propiedades

anp®* : . :
Las ecuaciones diferenciales (4.12),

RO
(4.13) y (4.14) definen apropiadamente el comportamiento de ¢, A% y u™ en la regién

y < 0 del sistema que se presenta en la figura 4.1. Por otra parte, recordemos que la regién
y > 0 es ocupada por un aislante topolégico no magnetizable de permitividad dieléctrica
£®), Este material no posee propiedades piezoeléctricas y como una primera aproximacién se
considera que tampoco tiene propiedades elasticas. En consecuencia, las ecuaciones de
movimiento que se consideran son

piezoeléctricas del material y es igual a A +

al o AP\ @ 9A%
_S(Z)VZ(P(Z)'FE 6_<9(y > 0) a; )‘&(9(}7 > 0) aZ =0 (4.
g Y 1559)
p2® 4 [000 > 099® 096G > 0)99®] (4. 16)
2 m ox dy dy dx

2= (22 L 9%
donde V= (axz + 377

vectorial en la regién y > 0. Observe que las expresiones (4.15) y (4.16) se pueden obtener
de (3.26) y (3.29). En virtud de (4.1) las ecuaciones (4.15) y (4.16) se convierten en

), »®@) es el potencial escalar y A;Z) es la componente z potencial

V2<p(2) —0, (4.17)
VZAEZ) - 0. (4.18)

Por dltimo, como el aislante topolégico en y > 0 no tiene propiedades elasticas, entonces los
o . . 2

esfuerzos mecanicos en este material son nulos, es decir que o*i(k) = 0. De esta manera,

decimos que el aislante topoldgico piezoeléctrico es libre de esfuerzos por encima de la

superficie.

4.3 Estructura de los Campos en un Aislante Topologico Piezoeléctrico y en un
Aislante Topoldgico

Debido a la homogeneidad del sistema en la direccién x, las ecuaciones diferenciales
involucradas en las ecuaciones (4.12)-(4.14), (4.17) y (4.18) tienen soluciones en forma de
ondas libres e!®**~®Y donde w es la frecuencia y k es el vector de onda. Por lo tanto, los
campos en el aislante topolégico piezoeléctrico se pueden escribir como (ver Apéndice C.1)

4B @ , 4.19
(p(l) — Beky — Sﬁ) Aeky el(kx—a)t)’ ( )
@ _ ky i(kx—wt) 4,20

A, De"Ve ,
(4.21)

ugl) = AekYgilkx—wt)
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Los parametros B, D y A son las amplitudes de los campos en la regién y < 0. La magnitud
determina la distribucion de los campos elasticos en la direccion paralela al eje y. Al
reemplazar, la ecuacion (4.19) en (4.14) encontramos que k y k satisfacen la siguiente
relaciéon

2o 2 OPm (4.22)
o

Por otra parte, los campos en el aislante topolégico son (ver Apéndice C.1)
(p(z) = Ce_RYei(kx_wt)’ (4 23)

A;Z) — Ee—kyei(kx—a)t)’ (4.24)

donde C y E son las amplitudes de los campos en la region y > 0. Observe que las soluciones
(4.19)-(4.21) se anulan cuando y — —oo, mientras que las soluciones (4.23) y (4.24) se
anulan cuando y — +o0. Con esto se asegura la convergencia de los campos en la interface
que separa los dos materiales.

4.4 Relaciones Constitutivas en la Interface entre un Aislante Topoldgico
Piezoeléctrico y un Aislante Topologico

Para estudiar el comportamiento que tienen los campos en el sistema mostrado en la figura
4.2, debemos considerar su continuidad en la interface que separa el aislante topolégico
piezoeléctrico del aislante topolégico. Para esto, es necesario escribir las relaciones

constitutivas en cada uno de los medios. Como ya se mencioné en la secciéon 4.2, las

ecuaciones constitutivas que vinculan las tensiones ai(kl) con ugl) y ¢ en la regiéon y < 0

estan dadas por las expresiones (4.7)-(4.9), mientras que el desplazamiento eléctrico Di(l) y la

intensidad magnética H,El) relacionan ugl), Wy AS) tal como se muestra a continuaciéon

(€] (€)) (1) 4.75
D(l) = _5(1) ago_ _ 47-[3(1) auz _ z9(1) aAz : ( )
* 0x ox w dy
@® ® @ 426
D(l) =_M a(p_ — 47'[,3(1) aul _ Eg(l) aAz : ( )
Y dy Jdy m 0x
@®
W _ 04z a9 (4.27)
x dy m ox ’
@
w__94;" @ o o™ (4.28)

y ox m oy

Las ecuaciones (4.25)-(4.28) se obtienen de (3.11)-(3.16) con ayuda de las consideraciones
(4.1)y (4.2).
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Por otro lado, las relaciones constitutivas que asocian el desplazamiento eléctrico Dl.(z) y la
intensidad magnética H,EZ) con ¢® yAgz) en laregion y > 0 son

@ 2) 4.29
D}(CZ)Z_g(z)a‘p _% @94 (%29

ox m oy ’

@ 2 4.30
p®@ = _,@ 20" )04, , (+.30)
y dy m 0x
@ :aA_f)_Eg(Z)a‘/’_(Z) (4.31)
* oy m ox '
@ _ _aA_gZ) % @ (4.32)
y ox m oy

Estas ecuaciones son las relaciones constitutivas para los aislantes topolédgicos (Hasan & Kane,
2010; Luo, 2019) y se pueden obtener como un caso particular de (3.11)-(3.16) cuando no se
consideran las propiedades elasticas y piezoeléctricas del material.

4.5 Relacion de Dispersion para las Ondas Bleustein-Gulyaev en un Aislante
Topoldgico Piezoeléctrico

A continuacidn, analizaremos el comportamiento que tienen los potenciales en la interface
que separa el aislante topoldgico piezoeléctrico del aislante topoldgico. Para ello, tendremos
en consideracion las siguientes condiciones de continuidad en la superficie y = 0 (Landau &
Lifshitz, 2003 VIII; Lechner, 2018):

P =] ou®| =n®| o] =e]
(4.33)

=AW

()
A
I

) =M
y=0 ) @ |y=0 = |y=0'

Para evaluar las relaciones de continuidad (4.33) debemos combinar las soluciones (4.19)-
(4.21), (4.23) y (4.24) con las relaciones constitutivas (4.26), (4.27), (4.30), (4.31) y (4.9). De
esta manera se obtiene (ver Apéndice C.2)

- Parala componente y del desplazamiento eléctrico D§,2)| = D}(,1)|
y=0 y=0
o o
VKB + e@kC ~—6Wik D +—6P ikE = 0. (4.34)

- Parala componente x de la intensidad magnética H£2)| = H§1)|
y=0 y=0

(4.35)

D a a
kA ——=0WikB + —0@ikC + kD + kE = 0.
s e@ yia yia
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5@

- Parala componente zy de los esfuerzos gy,

1
= o]
y=0 y=0

AWyea — BOKB = 0. (4.36)

(donde se considerd que el aislante topolégico piezoeléctrico de la regiéon y < 0 es libre de

esfuerzos por encima de la superficie, lo que implica que az(;) L= 0).
y:

- Parala componente z del potencial vectorial A22)| = Agl)|
y=0 y=0

- Para el potencial escalar (p(2)|y=0 = (p(1)|y=0
4D (4.38)
LA —B+C=0.
@

Las ecuaciones (4.34)-(4.38) conducen al siguiente sistema de ecuaciones algebraicas
homogéneas 3 X 3 para las amplitudes 4, C y D (ver Apéndice C.3):

11 ]
NE Aﬁ(l;c @k 512
4rp® Wy A
=2z 1 o |lc|=o,
@ B S (4.39)
4@ AW g
seo (B By 0 ok
_ O T ]

donde 6(12) = %(9(2) —6W) contiene la diferencia de los parametros topolégicos de los

medios. Para que el sistema (4.39) tenga solucién no trivial el determinante de la matriz se
debe anular

| 4rp® Wy |

_ - 0
® 1 1
(1)/1 K|1 0 |—g(2)k e@® ﬁ(_)k
g lo —2k 4B T
52D ~Z_Z)ik —2k
RO IO
| 4rp® Wy | 440
4 50D 4 e pk _, (4.40)
l amp® D i =Y
5@H ———|ik 0
RO RIO

49
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De este modo, entre las magnitudes k y k tiene lugar la siguiente relacion (Rojas Vallecilla &
Granada Echeverri, 2024) (ver Apéndice C.3),

2 1 2
_ %n’g(l) e@ +7(54%)

K = A(gk, A(g

donde Ag es el factor de acople electromecanico en el aislante topoldgico piezoeléctrico, el
cual determina la capacidad que tiene el material de transformar energia mecanica en energia
eléctrica (Tiersten, 1969; Uchino, 2017). Observe que el término topolégico introduce una
correccion de segundo orden en la constante de estructura fina a que estd dada por el termino

2
(6(12))2= [%(9(2)—9(1))] . Esta correccién también se manifiesta en la relaciéon de

dispersién de las ondas. Al reemplazar (4.41) en (4.22) se obtiene (Rojas Vallecilla & Granada

Echeverri, 2024),
w=k |—(1-As%).
Pm

La ecuacion (4.42) es la relacion de dispersion de las ondas superficiales de Bleustein-Gulyaev
(B-G) en un piezoeléctrico con propiedades topolégicas no triviales. La ecuacién (4.42),
implica que la velocidad de fase de las ondas B-G en el aislante topolégico piezoeléctrico es
(Rojas Vallecilla & Granada Echeverri, 2024)

o 2 (4.43)
Ug = Z(l — Aé‘ )

Estos resultados muestran que la presencia del término topoldgico en el factor de acople

electromecdnico As también introduce correcciones (6(12))2 en la relaciéon de dispersion
(4.42) y la velocidad de fase (4.43) de las ondas B-G. Tenga en cuenta que, si se desprecian las
propiedades topoldgicas de los materiales en ambas regiones y adicionalmente hacemos
€@ = 1, entonces las ecuaciones (4.41)-(4.43) se reducen a las ecuaciones que se obtuvieron
en (Bleustein, 1968; Gulyaev, 1969) para materiales piezoeléctricos convencionales.

La Figura 4.3 muestra las relaciones de dispersion de las ondas de Bleustein-Gulyaev en los
aislantes topoldgicos piezoeléctricos de GaN/InN (linea punteada roja) y el Zn0/CdO (linea
solida azul). Las propiedades de estos materiales se consolidan en la Tabla 4.1.

Tabla 4. 1: Propiedades materiales del ZnO y el GaN (Madelung,

2004; Crisler, et al,, 1968; 0. Ambacher, et al., 1999)

Material e® | pn(g/cm3) A0 (dyn/cm?) | P (dyn/statC)
Zno 8.6 5.61 443x10° 10.5x10*
GaN 9.5 6.1 1.01x10"? 9x10*
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wx10*(s™

00 02 04 06 08 1.0
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Figura 4. 3: Relaciones de dispersion para los modos Bleustein-Gulyaev en la superficie de
un aislante topolégico piezoeléctrico con parametro 8(Y) =7 en contacto con el vacio
(9(2) =0,e® = 1). Linea punteada roja: GaN. Linea solida azul: ZnO (Rojas Vallecilla &

Granada Echeverri, 2024).

En la Figura 4.3 se puede observar que la frecuencia crece mas rapidamente en GaN que en
ZnO0. Esto se debe a que, segin los parametros de la Tabla 4.1 y la relacion (4.43), la velocidad
de fase en GaN es un orden de magnitud mayor que en Zn0O.

Figura 4. 4: Correcciones inducidas por el pardmetro topolégico sobre las relaciones de
dispersion. Linea discontinua roja: GaN. linea solida azul: ZnO (Rojas Vallecilla & Granada

Echeverri, 2024).

Por otro lado, la Figura 4.4 muestra que las correcciones inducidas por el parametro
topolégico en las relaciones de dispersion crecen con el vector de onda. Ademas, se observa
que la correccién topolégica crece mas rapidamente en ZnO. Este comportamiento esta
relacionado con el hecho de que la correccién considerada depende en gran medida de la
magnitud inversa de la permitividad dieléctrica del material involucrado.
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5. MODOS DE PROPAGACION EN UNA PLACA PIEZOELECTRICA FINITA DE
AISLANTE TOPOLOGICO

En el capitulo anterior, se demostré que el factor de acople electromecanico de las
ondas Bleustein-Gulyaev en un aislante topoldgico piezoeléctrico sufre una correcciéon
de segundo orden en la constante de estructura fina cuando se considera el parametro
topolégico del cristal. Estos cambios se ven reflejados directamente en la relaciéon de
dispersion y la velocidad de fase de las ondas.

En este capitulo, estudiaremos algunos modos de propagaciéon de onda en una placa
piezoeléctrica Cg, que tiene una topologia no trivial. Se demuestra que los modos
guiados piezoeléctricos electro elasticos antisimétricos y simétricos en la placa
experimentan una correcciéon de segundo orden en la constante de estructura fina, la
cual esta asociada con las propiedades topoldgicas del material.

5.1 Configuracién y Campos en una Placa de Aislante Topoldgico Piezoeléctrico

En la figura 5.1 se considera una placa de espesor 2h compuesta por un cristal de aislante

topolégico piezoeléctrico de densidad de masa p,(?f), pardmetro topolégico 8, no
magnetizable y que ademas pertenece a la clase Cg,. La disposicidn del sistema es tal, que la
placa ocupa la regiébn —h <y <h y el eje de simetria del cristal es paralelo al eje z.
Adicionalmente, dentro de la placa las componentes no nulas de los tensores &, Ajxim ¥ B ik
estan dadas de la siguiente manera

Exx = &yy = e®, Axzxz = Ayzyz = 2@, Brxz = Byyz = ﬁ(z)' (5-1)

donde £® es la permitividad dieléctrica relativa, A® el médulo de elasticidad y £ el
coeficiente piezoeléctrico (estos parametros se definieron a partir de las condiciones de
simetria (3.6), (3.8) y (3.10)). A su vez, las regiones y < —h e y > h estan ocupadas por vacio,
es decir que tienen permitividad dieléctrica y permeabilidad magnética relativas iguales a uno
(e® =W = 1),

Por otra parte, las dos interfaces que separan la placa y el vacio estan definidas por dos
superficies planas que son paralelas al plano xz, y cuya normal es paralela al eje y. En las
direcciones x y z hay homogeneidad; esto implica que las componentes x y z de los vectores
de onda en los dos medios se conservan. Sin embargo, puesto que el eje de simetria del cristal
se encuentra en la direccién z, se tiene que d, = ik, = 0. Adicionalmente, las deformaciones
en la placa son tales que ui(z) = ugz)&-z (donde ugz) es la componente z del vector de
deformaciones en la region —h <y < hy 6;, es la funcién delta de Kronecker), lo que implica

que las componentes del tensor de deformaciones ul(rzn) y del tensor de esfuerzos o‘l.(z) estan

dadas por las ecuaciones (4.4)-(4.6) y (4.7)-(4.9), respectivamente.
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Vacio

..................................................................................................................

Aislante topolégico piezoeléctrico Cq, (6)

Vacio

Figura 5. 1: Representacion esquemadtica de una placa finita de aislante topolégico
piezoeléctrico de espesor 2h y parametro topolégico (2. La placa pertenece a la clase C,, su
eje de simetria es paralelo al eje z y esta rodeada por vacio.

El acople entre el potencial escalar, la componente z del potencial vectorial y la componente z
de las deformaciones esta dado por las ecuaciones (3.26), (3.29) y (3.32), respectivamente.
Puesto que el parametro topolégico #(® es constante en la placa (regién —h <y < h),
entonces las ecuaciones (3.26) y (3.29) se pueden escribir como

ViY@ =, (5.2)
V24, =0, (5.3)
2 2 (2
donde V2= (% + ;7), Y@ =@ + %uf) es el potencial escalar reestructurado por las

propiedades piezoeléctricas del cristal (siendo ¢ el potencial escalar en la regiéon —h <y <
h), A,® es la componente z del potencial vectorial y :—XH(Z) = %9(2) = 0. Al combinar (3.32),
(5.1) y (5.2) se obtiene

ROPONE GreNC) (5.4)
2, _ @?
donde @ = % y A2 =2® 4 47T§2) es la constante elastica reforzada

piezoeléctricamente. El potencial escalar y la componente z del potencial vectorial en las
regiones 1 (y < —h) y 3 (y > h) se pueden obtener directamente de las ecuaciones (3.26) y
(3.29) al despreciar las propiedades elasticas, piezoeléctricas y topoldgicas del material. Las
ecuaciones que se obtienen para cada una de las regiones son
-Paralaregion 1 (y < —h):
vz =, (5.5)
v24, W =, (5.6)

donde 9™ es el potencial escalaren y < —h y Az(l) es la componente z del potencial vectorial
eny < —h.
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-Paralaregion 3 (y > h):
V2p® =0, (5.7)
V24 ® =, (5.8)

donde ¢® es el potencial escalar eny > h'y Az(3) es la componente z del potencial vectorial
en y > h. Estas ecuaciones son las mismas que se obtienen con ayuda de las ecuaciones de
Maxwell-Lorentz convencionales (Landau & Lifschitz, 2003 II). Puesto que el sistema es
homogéneo en la direccién x, las ecuaciones diferenciales (5.2)-(5.8) tienen soluciones en
forma de ondas libres e!®*=®) con frecuencia w y vector de onda k. Por el contrario, la
dependencia de ¢, A, y u, con y es diferente en cada una de las regiones. En el Apéndice D.1
se resuelven las ecuaciones (5.2)-(5.8) y se demuestra que sus soluciones estdn dadas de la
siguiente forma

e Paralaregiéon2 (—h <y <h)

uéZ) — [u(()z)ei;c/y + ugz)e—i;c/y] ei(kx—wt)’ (5.9)
(2) (2)
<¢(2)> _ [P0 1 (eky )ei(kx—wt) (>-10)
Agz) Agz) Agz) e_ky

donde u}z), (p](.z) y A](.Z) (con j = 0,1) son las amplitudes de la deformacién ugz), del potencial

escalar 1@ y del potencial vectorial Agz), respectivamente.
e Paralaregiéonl (y < —h)
1 ™
<(P( )> — %o ek(y+h)ei(kx—wt) (5 11)
VIS
donde <p(§1) es la amplitud del potencial escalar ¢ y Agl) es la amplitud del potencial

vectorial Agl).

e Paralaregion3 (y > h)

3 3) .
<(,0( )> — Po e—k(y—h)ei(kx—wt) (5 12)
AgB) A(()3)
3

donde ¢, y Ag?’) son las amplitudes del potencial escalar ¢® y del potencial vectorial Af),
respectivamente. Adicionalmente, los términos k' y k que aparecen en las ecuaciones (5.9)-
(5.12) satisfacen la siguiente relacion

©)
. 0@ (5.13)
FI©)
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5.2 Condiciones de Frontera en las Superficies de la Placa

Para estudiar la propagacién de las ondas en una placa de aislante topolégico piezoeléctrico-
rodeada por vacio, se debe analizar el comportamiento que tienen los campos en las interfaces
que separan la placa del vacio. Con este fin, se hacen coincidir las fases de las ondas (5.9)-
(5.12) en y = +h. En cada una de las superficies tienen lugar las siguientes condiciones de
continuidad:

) =® ) —4®
v |y‘+h ¢ |y‘+h' “ly=tn F |y=4_rh' (5.14)
0] ® 0)) @ )] @
D =D , H H , = )
y |y=ih Y ly=+n * ly=tn * ly=+n T2y y=+h zy y=+h

donde los superindices i y j siguen larelacién j =i 4+ 1 con i = 1, 2. Asi, al reemplazar (5.10) y
(5.11) en las condiciones de continuidad (5.14) para ¢ y A, en y = —h se obtiene

] @ — o®
parap®| __ =o®[ __
e (5.15)
2) p— 2 —
(p((, )f + (pi )f+ _ W[USZ)H n u§2)9+] _ (p((,l),
@ @
-para A =A
para 4, - 2 |,
AP+ 4P f+ = A, (5.16)

donde f* = etkh y gt = ¢Eil¥Ih (yer apéndice D.2.1). Las componentes D3(,2), H®y 02(32,) enla
region 2 (—h <y <h) estan dadas por las ecuaciones (3.12), (3.14) y (3.21),

(1) H(1) 3)
» Hx

respectivamente. Por su parte, las componentes D enlaenlaregionl (y < —h)y Dy,

H,Es) en laregion 3 (y > h) estan definidas por

do (5.17)
D, = ——
y ay'
04
H, = z (5.18)
dy

Las ecuaciones (5.17) y (5.18) hacen parte de las relaciones constitutivas que se obtienen a
partir de las ecuaciones de Maxwell-Lorentz convencionales (Landau & Lifschitz, 2003 II;
Landau & Lifshitz, 2003 VIII). Estas también se pueden obtener directamente de (3.12), (3.14)
y (3.21) al despreciar las propiedades elasticas, piezoeléctricas y topolégicas del material. Asi,
al evaluar las condiciones de continuidad (5.14) para D,, H,y g,, eny = —h se obtiene

3 (2 NS
para Dy |y=_h =Dy |y=_h

2) po 2 a @ = 2 5.19
@ [p2f~ - pP |+ 26@i[aPf + AP ] + 0l =0, -19)
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@3]
-para H =H
p * lyen x|y

_ a .. _ 4@ _ (5.20)
AP - AP f - —6@i {[soéz)f +o | - [w7e +ul? +]} 47 =0,
Aparte de esto, la placa es libre de esfuerzos debajo de la superficie que se localiza en y = —h.
De este modo, la condicion de continuidad (5.14) para g, nos lleva a la siguiente expresion

1@ & (5.21)
(2) (2) (2) - (2) _
lﬁ(z);[uo g~ —u; g*] o f+e ft=0.

El calculo detallado de las ecuaciones (5.19)-(5.21) se halla en el apéndices D.2.1. Por otro
lado, al evaluar las condiciones de continuidad (5.14) en la interface en y = +h se obtiene
(ver apéndice D.2.2)

-para @ _ =@

y=+h
0P = P+ 4 P - %;z)[u(()z)g u®@g- ] (5.22)
y=th A§2)|y=+h
Ag3) :Aff)f* +A§2)f‘, (5.23)
-para D§3)|y=+h _ D(2)|y=+h
o + @ [<p(()2)f+ _ <p§2)f‘] _%Q(Z)i [A(()z)f+ +A§z)f_] _ o (5.24)
-para H(3)|y__h H® -

Lo 4mp® (5.25)
4D ~[AD 4D ]+;9(2)l{[¢(()2)f++¢12)f - [P gt +u® ]}

@
=0,

) )
para gy, _— Ozy |y=+h

A@ i’ (5.26)

20 L@ ©) (2) £+ @) - _

lﬁ(z)k[uo gt -y g] o fTref
En la ecuacion (5.26) hemos considerado Z(y) = 0, debido a que la placa es libre de

y=+

esfuerzos por encima de la superficie que se encuentra en y = +h. Las ecuaciones (5.15),
(5.16), (5.19)-(5.21) y (5.22)-(5.26) forman un sistema de ecuaciones algebraico homogéneo
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10 X 10 que nos permitira estudiar de cerca los efectos que produce el acople de las variables
elasto electrodindmicas u,, ¢ y A, sobre los modos de propagacién que tienen las ondas en la
placa de aislante topolégico piezoeléctrico que se muestra en la figura 5.1.

5.3 Modos Guiados Antisimétricos en la Placa

Al combinar las expresiones (5.15), (5.16) y (5.19)-(5.21), las cuales se encontraron al evaluar
las relaciones de continuidad en y = —h, se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones
reducido (ver Apéndice D.2.3):

4mp@
i [0 — 0@ (= F) -6 Zé) [4® - u®] (g* - g7)

= [4@ + AP 1 + o+t -, O

4-7Tﬂ( [u(z)

[g0(2)+§012)] [(f++f )+ e@(fF — - )] o) +u§2)] gt+g7)

=5 [AE)Z) _ Agz)] (f+ _ f_); (5 28)

(5.29)

A@ g
lmz[ugz) _ u§2)] (g +g7) - [(,0(2) (pl(Z)] (f+ +f)=0,

donde § = & 8@ /m contiene el parametro topoldgico de la placa. De igual forma, al combinar

las expresiones (5.22)-(5.26) para las relaciones de continuidad en y = h, se obtiene un
segundo sistema de ecuaciones (ver Apéndice D.2.3), el cual estd dado como sigue

3()

i6 |06 + o | (F* + ) — i [ug” +u® | (g + 97
= [4@ - AP =+ 4o, B30
4R
[q,(z) gofz)] [(f+ — ) + @ (FH +f_)] _ :ﬁ) [u(z) (2)] —-97)
=i5[AP + aP] 5+ + £, O3
1@
lﬁlli [ @ 4 u§2)] (g% — [(P(z) + ‘P12)] (Fr=f)=0. (5.32)

A continuacidn, despejamos el termino [Agz) + Agz)] de la ecuacion (5.25) para reemplazarlo
en (5.29) y el resultado lo dividimos entre (5.27),

zg -9
- f_+ @ 4 5 4mf® B> kgt — g o Tg
A TR T e® aoW gt vg A f [ —f | (5:33)
ff—r" TN

+
I+

'R 13 ecuacién (5.31) se transforma en
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2

' 52 B 47Tﬁ(2)2 ,
= [5(2) + <1 + —) tanh(kh)] = —=————tan(x'h) (1 + 1-|-ta—nh(kh)> (5.34)

1 + tanh(kh) 1@

La expresion (5.32) es la condicion de existencia de soluciones no triviales del sistema de
ecuaciones (5.25), (5.27) y (5.29), es decir que (pé <p1(2) * 0, u(z) (2) *0 yAgz) + Agz) *
0. Esto implica que el sistema de ecuaciones (5.26), (5.28) y (5. 30) tlene soluciones triviales,
es decir que (p(z) (piz), u((,z) (2) y A(Z) Agz). Por lo tanto, la expresion (5.32) describe
los modos de propagacion antlslmetrlcos con respecto a los potenciales y las
deformaciones, mientras que, con respecto a las componentes del potencial vectorial, dichos
modos son simétricos. Se puede observar como las propiedades topolégicas del cristal
introducen una correccién §2/[1 + tanh(kh)] en los modos de propagacién antisimétricos.
Cuando § = 0, la expresidn (5.32) se reduce a la ecuacién que se obtuvo en (Bleustein, 1969)
para los modos de propagacién antisimétricos en una placa piezoeléctrica convencional, la

cual esta dada por

4np@* (5.35)

K'
—[«@
P [s + tanh(kh)] FIOP©) ———tan(x'h).

A continuacidn, introducimos la siguiente notacién:
w ) k k (5.36)

\//T(z)nz/élpr(,f)hz

ko  m/2h

Luego, combinando las ecuaciones (5.13), (5.32) y (5.34) se obtiene,

w\2  [k\? 52 mk
@) — &) [+ 1 5 o Gr)
@o 0 1+ tanh (E—> 0
2 ke
5.37
41r,8(2) n\/(a))z (k)z . 52 (5.37)
- A@e® kO 2\ o ko 1+ tanh (7](&)

En nuestro estudio consideramos una placa piezoeléctrica de Zn0O/CdO con propiedades
topolégicas que estd rodeada de vacio. Las propiedades del material de la placa en unidades
CGS estan dadas en la Tabla 4.1. En la Figura (5.2) se muestran los modos guiados
antisimétricos que se obtienen de las soluciones en (5.35). En el limite cuando k/k, — 0, la
ecuacion (5.35) se reduce a

T W T w A2
] - Ew_04nﬁ(z)2' (5.38)

La ecuacion (5.36) gobierna las soluciones de unos modos de corte especial denominados
modos por cizallamiento de espesor (thickness-shear modes), en los cuales la vibracién es
paralela al plano de la pelicula del material piezoeléctrico. En ellas se observa que los efectos
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topoldgicos no producen cambios; solo prevalecen los efectos producidos por el acoplamiento
piezoeléctrico a través de las constantes §2) y 1),

10
8
£
< 6
o
g
o 4
\3
3 2 »
““““\
Olas
0 2 4 6 8 10

k/ko

Figura 5. 2: Modos guiados antisimétricos para las ondas que se propagan en una placa
piezoeléctrica de Zn0O/CdO con propiedades topoldgicas. Las propiedades del material de la
placa en unidades CGS corresponden a las dadas en la Tabla 4.1. El parametro topolégico de
la placa es tal que § = a.

Cuando w/wy = k/k, encontramos que el punto en el que la rama antisimétrica mas baja
cruzalalinea w/w, = k/k,y comienza a tener la caracteristica de onda superficial, estd dado
por la raiz de la siguiente ecuacion (Bleustein, 1969):

-1

4@ 1 k k 52 5.39
L<n—>=tanh<gk—)+s<2> 1+ . (5-39)

1@:@ \2k, 0 1 + tanh (E i)
2k

Las propiedades topoldgicas del cristal introducen en la ecuacién (5.37) correcciones
proporcionales a §2. Cuando k/ky > w/wq y k/ky = o, entonces la relacién de dispersion
involucrada en (5.35) se reduce a la relacién de dispersion de las ondas superficiales de
Bleustein-Gulyaev en aislantes topolégicos piezoeléctricos,

T N2 kA2 amp@?\* [ 1 +%52
) = (22) 1= (2 )

De la ecuacion (5.40) se deduce que la velocidad de grupo v, de las ondas Bleustein-Gulyaev,
también sufre una correccion de segundo orden en la constante de estructura fina,

2

, _A® <4ﬂﬁ(2)2>2 1458 (5. 41)
vg = — — — . .
Y ADE@ ]\ 14 e@ 4262
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Los resultados (5.40) y (5.41) son equivalentes a los que se obtuvieron en la seccién 4.5. La
Figuras 5.3 muestra las correcciones que introduce el término topoldgico en los modos
guiados antisimétricos. Se observa que, para un orden dado del modo guiado por onda, el
cambio de frecuencia inducido por el pardmetro topolégico aumenta con el vector de onda.
Ademas, para un valor dado del vector de onda, el cambio de frecuencia correspondiente
aumenta con el orden del modo guiado por onda. Cuando k/k, — 0 desaparece la correccion
topologica, tal como se obtuvo en las ecuaciones (5.36).

- — —————]
—

§(w’ wy) x 1075 (Mod. Ant.)
o
o
o
w

0 2 4 6 8 10
k/k,

Figura 5. 3: Correcciones que introduce el pardmetro topolégico en los modos guiados
antisimétricos para las ondas que se propagan en una placa de Zn0/CdO con propiedades
topologicas. Las propiedades del material corresponden a las reportadas en la Tabla 4.1. El
parametro topoloégico de la placa es tal que § = a.

5.4 Modos Guiados Simétricos en la Placa

En este caso, despejamos [Agz) — Agz)] de (5.28) y reemplazamos en (5.26). Luego, se divide la

expresion resultante entre (5.30). Asi obtenemos,

+ 4 f- 2 ) p2) + - 2 (5. 42)
A e, O 4P P kgtag| 8
fr—f [F=f7 ] @ i@k gt-g° ALY

fr+f- fr=r-

Con ft = ekl y gt = ¢ti'h |3 ecuacién (5.40) se transforman en (ver Apéndice D.2.3)
/ 2 (5. 43)

o)
2 !
1 + ¢“tanh(kh) + T+ tanh=1(kh) tan(x’'h)
3(2)

@@

2

1 + tanh=1(kh)

———tanh(kh) [1 +
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La expresion (5.41) es la condicién de existencia de soluciones no triviales del sistema de
ecuaciones (5.26), (5.28) y (5.30), es decir que (p(z) + (pl(z) * 0, u(z) + ugz) #0 yAgz) - Agz) *

0. Esto implica que el sistema de ecuaciones (5.25), (5.27) y (5. 29) tiene soluciones triviales,

es decir que (p(z) = (pfz), u(()z) = uiz) y A(Z) A(Z) Por lo tanto, la expresion (5.41) describe
los modos de propagacion simétricos con respecto a los potenciales y las deformaciones,
mientras que, con respecto a las componentes del potencial vectorial, dichos modos son
antisimétricos. Se puede observar como las propiedades topoldgicas del cristal, introducen
una correcciéon 62/[1 + tanh™(kh)]. Cuando &§ = 0, la expresiéon (5.41) se reduce a la
ecuacion que se obtuvo en (Bleustein, 1969) para los modos de propagacidn simétricos en una

placa piezoeléctrica convencional, la cual se escribe como sigue

POk (5. 44)

K' T
— ) Y —
P [1 + € tanh(kh)]tan(lc h) = ESOP) ———tanh(kh).

Combinando las ecuaciones (5.13) y (5.34) en (5.41) se obtiene

() - () [+ eram (3) s ——~Jan( 3 [(2) - (£)
wo ko AN 2 ke, _ a2 o, ko

1 (T k
1 + tanh (2 ko)

5.45
anp®* & (5-45)

= h(n k) 1+
T T T@:@ ky MM \2 7

52
TN
1=
1+ tanh~ (2k0>

En la Figura (5.4) se muestran los modos guiados simétricos que se obtienen de las soluciones
que resultan de la ecuacion (5.43).

—

k/ko

[EEN
o

S [e2] 0

w’ wy (Mod. Sim.)

N

Figura 5. 4: Modos guiados simétricos para las ondas que se propagan en una placa
piezoeléctrica de Zn0O/CdO con propiedades topoldgicas. Las propiedades del material de la
placa en unidades CGS corresponden a las dadas en la Tabla 4.1. El parametro topolégico de
la placa es tal que § = a.
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Note que en el limite cuando k/k, — 0, los efectos topoldgicos no producen cambios en las
frecuencias de los modos de cizallamiento de espesor. Por otro lado, en el limite cuando
k/ky, — o la ecuacion (5.43) se reduce a la relacién de dispersion de las ondas superficiales
de Bleustein Gulyaev en aislantes topolégicos piezoeléctricos que se obtuvo en la ecuacién
(5.38).

La Figura 5.3 muestra las correcciones que introduce el término topoldgico en los modos
guiados simétricos. De nuevo, tal como se observé en los modos guiados antisimétricos de la
figura 5.3, encontramos que la frecuencia crece al aumentar el vector de onda para cualquier
modo guiado, el cambio de frecuencia inducido por el pardmetro topolégico también aumenta
con el vector de onda. Ademas, para un valor dado del vector de onda, el cambio de frecuencia
correspondiente aumenta con el orden del modo guiado por onda. Cuando k/ky, — 0
desaparece la correccion topoldgica.

li

~ 0.005

1

Sim

: 0.004

(Mod

w 0.003

o o
o o
S S
= ]

S(w/ wpy) X 10~

0.000

0 2 4 6 8 10
k/k,
Figura 5. 5: Se muestran las correcciones que introduce el parametro topoldgico en los
modos guiados simétricos para las ondas que se propagan en una placa piezoeléctrica de
Zn0/CdO con propiedades topolégicas. Las propiedades del material de la placa se
encuentran en la table 4.1. El parametro topoldgico de la placa es tal que § = a.
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6. AISLANTE TOPOLOGICO PIEZOELECTRICO EN CONTACTO CON UN LiQUIDO
VISCOSO

En el capitulo anterior, se estudiaron los modos de propagaciéon de onda en una placa
piezoeléctrica de la clase (4, que presentaba propiedades topolégicas no triviales. Se
mostrd, que el término topolégico introduce correcciones de segundo orden en la
constante de estructura fina en las relaciones de dispersion para los modos guiados
simétricos y antisimétricos. En esta seccidn estudiaremos la propagacion de las ondas
Bleustein-Gulyaev en aislantes topolégicos piezoeléctricos que estan en contacto con
liquidos viscosos.

6.1 Liquidos Viscosos

En los fluidos ideales, la transferencia de impulso (o de cantidad de movimiento) es un
proceso completamente reversible, el cual se debe al transporte mecanico de las particulas y a
las fuerzas de presion que actuan sobre dicho fluido. Por otro lado, en los fluidos reales existe
adicionalmente una transferencia de impulso irreversible de los puntos en donde la velocidad
es grande a otros donde la velocidad es pequefa. Esta irreversibilidad estd asociada con la
viscosidad (o friccion interna) y la conduccion térmica en el fluido. El conjunto de ecuaciones
que describen la conservacion de la masa y la cantidad de movimiento en un fluido
incompresible de densidad p; y viscosidad y; esta dado por (Landau & Lifshitz, 2003 VI)

ov 6.1
i [E + (- V)v] = —VP + uV*v + p,g, (6-1)

donde v es la velocidad del fluido y P es la presién. Las ecuaciones (6.1) se conocen como
ecuaciones de Navier-Stokes y describen el movimiento de un fluido viscoso. Al lado izquierdo
de la igualdad en (6.1) se encuentra el término transitorio dv/dt, el cual evalia la variacion
local de la velocidad con respecto al tiempo. El término convectivo (v-V)v describe la
aceleracion del fluido debido a la variacién espacial de la velocidad. Por otra parte, el
gradiente de presiones VP describe la distribucién de las fuerzas superficiales que acttian
sobre el fluido. El laplaciano de las velocidades p;V?v contiene los términos difusivos. Por
ultimo, el término p; g contiene la aceleracidon debida al campo gravitatorio (Landau & Lifshitz,
2003 VD).

6.2 Configuracion y Ecuaciones de Movimiento del Sistema Aislante Topoldgico
Piezoeléctrico/ Liquido Viscoso

Consideremos un cristal piezoeléctrico topoldgico no magnetizable de la clase Cg4,, y densidad
de masa p,,,, el cual tiene un parametro topolégico (1, El cristal se extiende indefinidamente
en la direccion z, ocupalaregion 1 (y < 0) y limita con el plano xz, siendo z el eje de simetria
del cristal; por lo que el sistema es homogéneo en esta direccién. La region 2 (y > 0) es
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6. Aislante topolégico piezoeléctrico en contacto con un liquido viscoso

ocupada por un liquido viscoso incompresible no conductor de densidad p; y viscosidad y;.
Por consideraciones de generalidad, el liquido viscoso tiene un parametro topolégico (2. En
la Figura 6.1 se ilustra la configuracion del sistema. De acuerdo con las condiciones de
simetria (3.6), (3.8) y (3.10), se consideran los siguientes parametros del cristal

Exx = &y = e, Axzxz = Ayzyz = AW, Bxxz = By,yz = ,B(l): (6.2)

donde ¢ es la permitividad dieléctrica relativa, A(Y) el médulo de elasticidad y @ el
coeficiente piezoeléctrico del material. Aparte de esto, solo se considera la componente u( )
de las deformaciones en el cristal de la reglon 1 (y <0). De este modo, se reducen las
componentes del tensor de deformaciones u y del tensor de esfuerzos al(k), las cuales se
escriben como aparece en las ecuaciones (4.4) (4.6) y (4.7)-(4.9), respectivamente.

Liquido Viscoso

Aislante topolégico
piezoeléctrico Cg,

Figura 6. 1: Cristal de aislante topoldgico piezoeléctrico semi infinito de parametro
topolégico 8 en contacto con un liquido de densidad p, y viscosidad y;. El cristal
piezoeléctrico pertenece a la clase Cg,, y su eje de simetria es paralelo al eje z. La direccién de
propagacion de la onda es paralela al eje x.

02

VA 9(1) X

La configuracion del sistema conlleva a que las derivadas espaciales del término topolégico en
laregién 1 (y < 0) se anulen, puesto que 8(y < 0) = 6 es un parametro constante en toda
esta region. Asi las ecuaciones diferenciales que rigen el comportamiento de las
deformaciones u del potencial escalar ¢ y de la componente A( ) del potencial vectorial,
enlaregion1 (y < 0) estan dadas por las ecuaciones (4.11), (4.12) y (4.13).

Piil? = ADY2y Y — py2@), (4.11)
VZw(l) =0, (4 12)
v2A® = o, (4.60)

donde V2= ( +2 ) Yy =M 4 ‘mﬁ) utM. Adicionalmente, la velocidad v con la que

se deforma el crlstal esta dada por

6u§1) (x,y;t) (6.3)

v (x,y;t) = 3t
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Por otro lado, el cristal de aislante topolégico piezoeléctrico induce el movimiento de las
particulas del liquido de la region 2 (y > 0), el cual es no magnetizable y tiene una

permitividad dieléctrica relativa ¢@. El potencial escalar @ y la componente A% del
potencial vectorial se obtienen directamente de las ecuaciones (4.17) y (4.18), teniendo en
cuenta que las derivadas espaciales del término topolégico en la region 2 (y > 0) son nulas, ya
que O(y > 0) = 0P es constante en toda esta region.

Vzgo(z) -0, (4.17)

A su vez, las velocidades de las particulas liquidas se rigen por las ecuaciones de Navier-
Stokes (6.1). En nuestro caso, el liquido no se encuentra en el interior de un campo
gravitatorio, asi que podemos despreciar la gravedad g. Puesto que el liquido es
incompresible, se tiene que V(V - v) = 0. Ademas, se desprecian los gradientes de presion VP
debido a que solo se producen deformaciones de cizalla en el liquido. Por consiguiente, la

componente vz(z) de las velocidades en el liquido viene dada por la ecuacion de Navier-Stokes
reducida (6.4).

(2)
aVZ _ &VZU(Z) —o. (6 4)
ot p
De la ecuacion (6.4) se deduce que
av(z) 617(2)
2 _ Z ) _ z
Ozx = M5, Ozy = W 3y (6.5)
donde az(i) y 02(32,) son respectivamente, las componentes zx y zy de los esfuerzos en el liquido

de laregion 2 (y > 0).

6.3 Distribuciéon de los Campos en el Aislante Topoldgico Piezoeléctrico y en el
Liquido Viscoso

Para obtener los potenciales ¥, Agl) , ugl) y vz(l) en el aislante topologico piezoeléctrico de la

region 1 (y < 0) es necesario resolver las ecuaciones diferenciales (4.11)-(4.13) y (6.3). En el
Apéndice E.1 se demuestra que las soluciones de estas ecuaciones diferenciales son

/uél) x,y; t)\ / Cae™aky \

e —ikvC,e™zky
Py | _| et | ikGe—ve) (6.6)
kgo(l) (x,v; t)) KCSekY — 4nmczem2ky

AP (x,y; ) Ceeky

donde C, es la amplitud de las deformaciones ugl), C; es la amplitud del potencial escalar ¢
reestructurado por las propiedades piezoeléctricas y Cs es la amplitud de la componente Agl)
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del potencial vectorial. Debido a la homogeneidad del sistema en la direccién x, las ecuaciones
(6.6) tienen soluciones en forma de ondas libres e*®*=¥9, donde v = w/k es la velocidad de
las ondas (siendo w la frecuencia y k el vector de onda). Observe que los campos en (6.6) se
anulan cuando y — —oco. La constante m, contiene las propiedades dieléctricas,
piezoeléctricas y elasticas del cristal, y esta dada por

, 4@ — @ (p, w2 — AD) (6.7)
B AWM 4 4gpm*

msp

De forma similar, para obtener los potenciales ¢, Agz) y UZ(Z) en el liquido viscoso de la
region 2 (y > 0) es necesario resolver las ecuaciones diferenciales (4.17), (4.18) y (6.4). En el
Apéndice E.2 se demuestra que las soluciones de estas ecuaciones diferenciales son

vz(z) (x,y;t) C,e” ™Y '
PP (x,y;0) | = 049::y etkle—), (6.8)
AP (x,y3t) Cee™™

donde C; es la amplitud de velocidad de la particula liquida, C, es la amplitud del potencial

escalar 9@ y G4 es la amplitud de la componente Agz) del potencial vectorial. La constante m,
contiene las propiedades del liquido viscoso y esta dada por

my2 = k% — ikv%, (6.9)
l

donde p; y y; son la densidad y la viscosidad del liquido, respectivamente. Observe que la
estructura de los campos en (6.8) es tal, que se anulan cuando y = +oo.

6.4 Condiciones de Frontera y Relacion de Dispersion en el Sistema Aislante
Topoldgico Piezoeléctrico/ Liquido Viscoso

A continuacidn, analizamos el comportamiento que tienen los potenciales en la interface que
separa el aislante topolégico piezoeléctrico del liquido viscoso. Para ello, se consideran las
siguientes relaciones de continuidad en y = 0 (Landau & Lifshitz, 2003 VIII):

| =o? . HP| L =HP e =,

ey

(p(2)|y=0 - (p(1)|y=0, . = p®

2 1
Q] IO e (6.10)

)

y=0 y=0’ y=0

donde las componentes Dl(,l), H,El) y O‘Z(;) en laregion 1 (y < 0) estan dadas por las ecuaciones

(4.26), (4.27) y (4.9), respectivamente, mientras que las componentes Dj(,z), H,EZ) y az(;)en la
region 2 (y > 0) estan dadas por las ecuaciones (4.30), (4.31) y (6.5), correspondientemente.
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Luego, al evaluar las continuidades (6.10) con ayuda de las soluciones (6.6) y (6.8) se obtiene
(ver Apéndice E.3)

- Para el desplazamiento eléctrico D}(,Z)| = Dj(,l)|
y=0 y=0

o o
ek, +—0@ikCq + ke®e; ——0Dikes = 0. (6.11)
- Paralaintensidad magnética H,EZ) = H,El)|
y=0 y=0
a a pw (6.12)
— ——9®@; - —p); _Ag -
kCq n9< ikCy — k Cs + n9< ik <C‘3 4m—5 cz> =0.
() Y
- Paralos esfuerzos oy, o Oy o
ﬁ(1)2 (6.13)
ﬂlmlcl = _mzczk A(l) + 4‘77,' (1) + C3kﬁ(1)
€
- Para el potencial vectorial Agz) = A£1)|
¥=0 y=0
Cs = Cs. (6.14)
- ' 2 =@
Para el potencial escalar ¢ |y:0 =¢ |y:O
eWe, —eMey + 4npMe, = 0. (6.15)
- Parala componente v, de las velocidades vz(z) = vz(z)
y=0 y=0

De esta manera, al evaluar las condiciones de continuidad (6.10) con ayuda de las soluciones
(6.6) y (6.8), obtenemos un sistema de ecuaciones algebraico homogéneo 6 X 6.
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Al combinar las ecuaciones (6.11)-(6.16) el sistema de ecuaciones se reduce a un sistema 3x3
(ver apéndice E.4)

— (1)2 m -
myk (A(l) + 4nﬁ(—1) — vy, —1> —kp® 0
£ my
C;
.3(1) () (2) 'e)) . [6’3] =0 6.17
—4nk gy e k(e® +eW) ks e (6.17)
[;(1)
4miks — —iké —2k
g .

donde § = %(0(2) - 9(1)) contiene la diferencia de los pardmetros topoldgicos de los medios.

Para que el sistema (6.17) tenga solucion no trivial el determinante de la matriz se debe
anular,

2 m @ 4 D)
m,k (A(l) + anP v, m_1> ‘k(s +eW) ks
2

e@ — ik —2k
(€] @
—4nk —=¢ ikd (6.18)
6]
1 & _
- (_kﬂ( )) . ,3(1) =0
4dik m -2k

De esta manera se tiene la siguiente condicién (ver Apéndice E.4),

(1)2 (6.19)
B )_ A

vpymy = my (/1(1) +4n D
&

donde

@w? @ 4 82
B 2

A5 =4 8(1)

e@ 4 () 4 572' (6. 20)

El término Ag es el factor de acople electromecanico de un aislante topoldgico piezoeléctrico
en contacto con un liquido viscoso. El término topoldgico introduce una correccién de
segundo orden en la constante de estructura fina. Cuando § = 0, entonces As en (6.20) se
transforma en el factor de acople electromecanico para un piezoeléctrico convencional en
contacto con un liquido viscoso. Al reemplazar (6.7) y (6.9) en (6.19) se obtiene (ver apéndice
E.4)

W* (it + pm&)? + [46A5° pm — 2(82 + As® + 0?2 ((wpipy + pm®)]w?k?  (6.21)

+ [(52 +As” + wzﬂzz)z - 452/\52] k* =0,

- @2
donde § = 21 = 47111(—1) + 2™, La ecuacién (6.21) permite estudiar la relacién de dispersién
de las ondas de Bleustein-Gulyaev que se propagan en un aislante topoldgico piezoeléctrico
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que esta en contacto con un liquido viscoso. Si despreciamos la densidad p; y la viscosidad
en el liquido, la ecuacién (6.21) se reduce a

W4 pm?E? = 2pmE (82 = As”)w?k? + (§2 = £s?) Kkt = 0. (6-22)

De la ecuacién (6.22), se obtiene la relaciéon de dispersion para las ondas superficiales de
Bleustein-Gulyaev en un aislante topolégico piezoeléctrico. Por otro parte, si se desprecian las
propiedades topolédgicas del piezoeléctrico, entonces la ecuacidon (6.21) se modifica y se
obtiene una ecuacion que permite estudiar la relaciéon de dispersién de las ondas de
Bleustein-Gulyaev que se propagan en un piezoeléctrico convencional que esta en contacto
con un liquido viscoso (Guo & Sun, 2008).

6.5 Velocidad de Fase y Atenuacién de las Ondas Bleustein-Gulyaev en la Superficie
de un Aislante Topolégico Piezoeléctrico en Contacto con un Liquido Viscoso

En esta seccion estudiaremos la velocidad de fase y la atenuacién de las ondas de Bleustein-
Gulyaev en un aislante topolédgico piezoeléctrico de Zn0O/CdO que esta en contacto con un
liquido viscoso. Las propiedades del piezoeléctrico en unidades CGS se muestran la Tabla 4.1.

2861.80f
— 0=0.15p,,, w=1P

2861751 | — 5=0.15p,, =3P

2861.70¢ —pI:0,15pm, /,t[ZSP

2861.65f

vf(cm/s)><102

2861.60f

0 50 100 150 200 250 300
Frecuencia(MHz)
Figura 6. 2: Velocidad de fase v; = w/Rek en funcién de la frecuencia para las ondas
Bleustein-Gulyaev que se propagan en un aislante topoldgico piezoeléctrico de Zn0/CdO. Se
consideran tres casos, en los cuales el cristal se coloca en contacto con un liquido viscoso
diferente. La linea de color negro representa la velocidad de fase para el cristal con un liquido
de densidad p; = 0.15p,, y viscosidad y; = 1P, la linea azul para un liquido con p; = 0.15p,,

y u; = 3P y la linea roja para un liquido con p; = 0.15p,, vy u; = 5P.Los parametros
topolégicos en el sistema son tales que § = .

En la Figura 6.2 se muestra el comportamiento de la velocidad de fase v en funcion de la
frecuencia para las ondas Bleustein-Gulyaev que se propagan en un cristal piezoeléctrico
topoldgico Zn0/CdO que se coloca en contacto con un liquido viscoso. Estas curvas se
obtuvieron a partir de los valores reales de la ecuacion (6.21) y con ayuda de la relacion vy =
w/Rek. En la figura se presentan tres velocidades de fase para tres casos diferentes, en los
cuales el Zn0/CdO se pone en contacto con un liquido viscoso diferente para cada caso. Para
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frecuencias en un intervalo de 0 y ~80MHz, las velocidades de fase son monétonamente
decrecientes en los tres casos. Por debajo de los ~80MHz, se observa que las velocidades de
fase se reducen cuando la viscosidad del liquido se incrementa. Dentro de este intervalo, las
curvas para los tres casos se presentan de la siguiente manera:

(1) La curva mas alta (linea color negro) siempre corresponde a la velocidad de fase para
las ondas en el cristal en contacto con un liquido de densidad p; = 0.15p,,, y viscosidad
H = 1P.

(2) La curva mas baja (linea de color rojo) siempre corresponde al caso en que el cristal se
coloca en contacto con un liquido de p; = 0.15p,, y i; = 5P.

(3) La curva de color azul se encuentra en medio de las curvas de color negro y rojo. Esta,
corresponde al caso en que el cristal se coloca en contacto con un liquido p; = 0.15p,,

y m = 3P.

Sin embargo, por encima de los ~125MHz, la velocidad de fase mas baja crece rapidamente
con la frecuencia, hasta tal punto, que se coloca por encima de las curvas negra y azul. La
curva azul, por su parte, también crece, superando la linea negra, pero por debajo de la linea
roja. Se concluye que, para valores de frecuencia en el intervalo [0,80 MHz], la velocidad de
fase de las ondas Bleustein-Gulyaev en esta configuraciéon (Zn0/CdO-liquido viscoso) se
reduce con el incremento de la viscosidad del liquido. Sin embargo, si superamos los ~80 MHz
las velocidades de fase crecen monétonamente. Para valores de frecuencia superiores a los
~125MHz, el incremento en la viscosidad del liquido puede ocasionar un crecimiento en la
velocidad de fase de las ondas.

10} |—p=0.15pm, =1P

z 8 pi=0.15p;,, =3P

o

g 6 p=0.15p,, w=5P

)

£ 4

<
2 ,//-
0f— ]

0 50 100 150 200 250 300
Frecuencia(MHz)

Figura 6. 3: Atenuacion A; = Imk en funcién de la frecuencia para las ondas de Bleustein-
Gulyaev que se propagan en un aislante topolégico piezoeléctrico de Zn0/CdO.Se
consideran tres casos, en los cuales el cristal se coloca en contacto con un liquido viscoso
diferente. La linea de color gris representa la velocidad de fase para el cristal con un liquido
de densidad p; = 0.15p,,, y viscosidad y; = 1P, la linea azul claro para un liquido con p; =
0.15p,, vy y#; = 3P y la linea naranja para un liquido con p; = 0.15p,, v y; = 5P. Los
parametros topoldgicos en el sistema son tales que § = .

En la figura 6.3 se muestra la influencia que tienen los cambios de frecuencia en la atenuacién
A; de las ondas Bleustein-Gulyaev para la misma configuraciéon (Zn0/CdO-liquido viscoso).
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Estas curvas se obtuvieron a partir de los valores imaginarios de la ecuaciéon (6.21) y con
ayuda de la relacidén A; = Imk. Se observa un crecimiento monotono de la atenuacion con el
incremento de la frecuencia. Adicionalmente, el incremento en la viscosidad del liquido

aumenta la atenuacion de la onda.

— p=0.15pm, =1P

— p=0.15pm, =3P

)

— pi=0.15pm, py=5P

4(cm/s)

5vf-><af
—
——

0 50 100 150 200 250 300
Frecuencia(MHz)
(a)
0.4 |=—p=0.15p,, w=1P

pi=0.15p,,, w=3P

e
W

6Atxcyz(neper/cm)
o o —
S = r .

pi=0.15p,,, w=5P

é) 50 100 150 200 250 300
Frecuencia(MHz)
(b)

Figura 6. 4: (a) Correcciones inducidas por la presencia del parametro topolégico en la
velocidad de fase §vy en funcion de la frecuencia. (b) Correcciones inducidas por la presencia

del parametro topolégico en la atenuacion 6§ A; en funcién de la frecuencia.

Como se demostré en la seccion 6.4, las propiedades topoldgicas del cristal introducen
correcciones en el factor de acople electromecanico Ag, el cual se define por la ecuacién
(6.20). En las figuras 6.4(a) y 6.4(b) se muestran los cambios que produce la presencia del
término topoldgico en la velocidad de fase y la atenuacién de las ondas Bleustein-Gulyaev. Se
observa que la correccién topoldgica crece con la frecuencia. Ademads, para una frecuencia
determinada, la correccidn topoldgica decrece cuando la viscosidad del liquido se reduce.

71



6. Aislante topolégico piezoeléctrico en contacto con un liquido viscoso
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Figura 6. 5: (a)Distribucién del potencial escalar relativo ¢Me™® /¢, en un aislante
topoldgico piezoeléctrico de Zn0/CdO (los parametros topoldgicos en el sistema son tales que
§ =m) en contacto con un liquido de densidad p; = 0.15p,, y viscosidad pu; = 5P. (b)
Correccion topologica en el potencial escalar relativo (linea verde f = 80MHz, linea gris f =
200MHz).

De forma similar, estudiamos los efectos que tiene el término topoldgico en el potencial
escalar y las deformaciones dentro del cristal. Con ayuda de (6.6) y (6.17) obtenemos la
distribucién ¢ (y) del potencial escalar en términos de C,,

1 2
4™ e@+sa
(P(l)(Y) = —TCZ eMzky _ 2 1 eky |,
€ e® +eW) +5a

(6.23)

donde m, esta dado por la ecuacion (6.7). En la figura 6.5(a) se muestra el comportamiento
que tiene el potencial escalar relativo |eM¢® /4nC,D| con respecto a y/A (donde A es la
longitud de onda). Estas curvas se realizaron con ayuda de la ecuacién (6.21) para un aislante
topolégico piezoeléctrico de Zn0/CdO (los pardmetros topolégicos en el sistema son tales que
6 = m) en contacto con un liquido con p; = 0.15p,, y y; = 5P. Ademas, se usaron dos
frecuencias: la linea verde corresponde a una onda cuya frecuencia es de 80MHz y la linea gris
corresponde a una onda con una frecuencia de 200MHz. El incremento en la frecuencia
produce un aumento en la magnitud del potencial escalar relativo. Se puede observar que el
potencial escalar penetra en el cristal una longitud equivalente a cinco veces la longitud de
onda. Cuando nos acercamos a la superficie del material en la region —1 <y/A <0 la
magnitud del potencial escalar relativo alcanza su maximo ~0.975. En la superficie y = 0 el
potencial escalar no se anula debido a las propiedades dieléctricas y topoldgicas del cristal.
Este valor esta dado por

eWpM(0) @ + %az
ATC,pD

@ 4 e 4 %az' (6.24)
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En la figura 6.5(b) se presenta la correcciéon que introduce el termino topoldgico en la
magnitud del potencial escalar relativo 5|£(1)(p(1)/47rC2[3’(1)|. En y = 0 esta correccién se
aproxima a cero, es independiente de la frecuencia y esta dada por

1
eWpM(0)| >eWa?

4C, MW (@ ) (5(2) +e@ 4 %az) ' (6.25)

Para y/A < —1, el incremento en la frecuencia ocasiona un incremento de la correccién. En la

figura 6.6(a) se muestra la deformacion relativa ugl)(y)/C’z que se obtiene de las ecuaciones
(6.6), (6.17) y (6.21). Las deformaciones decrecen de forma exponencial a medida que
aumenta la profundidad en el cristal y logran penetrar una longitud equivalente a treinta
veces la longitud de onda.

1.0

—f=200 MHz

—f=80 MHz
—f=200 MHz

-30 -25 -20 -15 -10 -5 0 -30 -25 -20 -15 -10 -5 0
y/A y/A
(@) (b)

Figura 6. 6: (a) Distribucion de la deformacion relativa ugl) /C, en un aislante topolégico
piezoeléctrico de Zn0/Cd0O en contacto con un liquido con p; = 0.15p,, y ; = 5P. Los
parametros topologicos en el sistema son tales que § = . (b) Correcciéon topoldgica en la
deformacidn relativa (linea violeta f = 80MHz, linea fuxia f = 200MHz).

En la figura 6.6(b) se presenta la correcciéon que introduce el término topoldgico en la

deformacion relativa 6

ugl)(y)/62|. Para una frecuencia de 200MHz, esta correccidén se

incrementa conforme nos adentramos en el cristal hasta alcanzar su maximo en y/A~ — 22, a
partir de ahi, comienza a decrecer. Al reducir la frecuencia hasta 80MHz, la correccién alcanza
su maximo en y/A~ — 14 y luego comienza a decrecer. De esta manera, al reducir la
frecuencia, la correccién topolégica alcanza su maximo mas cerca de la superficie del cristal.
Asi mismo, estudiamos el comportamiento que tiene la intensidad magnética dentro del
aislante topologico piezoeléctrico. Con ayuda de (6.6) y (6.17) obtenemos la distribucién

|B§1)(y)| de la intensidad magnética en términos de C,,

1
4k C,pM 5

B = 5 el |.

1

€@ 4 £ 1 2 a2 (6.26)
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Observe que |B,S1) (y)| en la ecuacion (6.26) se presenta como una perturbacion asociada a las
propiedades topoldgicas del cristal. Al despreciar dichas propiedades la intensidad magnética

Bél)(y)| se anula.

N w N
o o =)

leVBY 747k, |xa
=
()

0
-1.0 -08 -0.6 -04 -02 0.0

y/A

Figura 6. 7: Distribucién de la intensidad magnética relativa |s(1)B,51)(y)/4nkCZﬁ(1)| en un

aislante topolégico piezoeléctrico de Zn0/CdO. Los parametros topolégicos en el sistema son
tales que § = m.

En la figura 6.7 se muestra el comportamiento que tiene la intensidad magnética relativa
|£(1)B,El) (y)/4nkC2[>’(1)| con respecto a y/A. La profundidad con la que penetra la intensidad

magnética depende exclusivamente de las propiedades piezoeléctricas y topoldgicas del
cristal. Se puede observar que, el campo magnético penetra en el cristal una profundidad
comparable con la longitud de onda. En la superficie y = 0 la intensidad magnética esta dada
por

@ p 1
B, (0) 5
Atk C,fM

(6.27)

€@ 4 e 4 2a?|

Observe que la intensidad magnética en (6.27) depende exclusivamente de la propiedades
dieléctricas y topoldgicas del cristal. Cuando se desprecian las propiedades topolégicas en el
cristal de Zn0/CdO entonces la ecuacidén (6.27) se hace cero y el campo magnético se anula.
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CONCLUSIONES

En el marco de la electrodindmica del axion junto con el formalismo de la teoria de la
elasticidad se propuso una acciéon que permite describir las propiedades electrodinamicas
de un aislante topolégico anisotrépico no magnetizable, polarizable, deformable y que
posee propiedades piezoeléctricas.

Con base en el formalismo desarrollado se obtuvieron las relaciones constitutivas para el
desplazamiento eléctrico, la induccién magnética y el tensor de deformaciones en un
aislante topolégico con propiedades piezoeléctricas bajo la accidn conjunta de un campo
eléctrico, un campo magnético y un conjunto de esfuerzos.

Se demostr6 que las polarizaciones asociadas a los estados superficiales del aislante
topolégico y las deformaciones del cristal reestructuran las relaciones constitutivas y
producen un acoplamiento entre los campos elasticos y electrodindamicos que involucran
efectos magnetoeléctricos.

Se encontrd que la respuesta del material a las tensiones aplicadas no fue alterada por las
polarizaciones asociadas con los estados superficiales del aislante topoldgico. Por otro
lado, el acoplamiento magnetoeléctrico debido al término que involucra los efectos
topolégicos reestructura el desplazamiento eléctrico y la intensidad magnética de los
materiales piezoeléctricos.

Al considerar propiedades anisotropicas de un cristal piezoeléctrico topolégico de la clase
Cev» Se encontré que las ecuaciones de movimiento que describen el comportamiento de
las ondas Bleustein-Gulyaev (B-G) se reestructuran al tener en cuenta las propiedades
topoldgicas del material, mientras que las ecuaciones del movimiento que describen el
comportamiento de las ondas de Rayleigh permanecen inalteradas.

Al examinar la propagacién de las ondas B-G en la interface entre un aislante topolédgico
piezoeléctrico de clase Cg,, y un aislante topolégico, se encontré que el término topolégico
introduce una correccién de segundo orden en la constante de estructura fina « en el factor
de acople electromecanico del material; esta correccion también se manifiesta en la
relaciéon de dispersién de las ondas y en su velocidad de fase. Las correcciones inducidas
por el pardmetro topolégico en las relaciones de dispersion crecen con el vector de onda y
dependen en gran medida de la magnitud inversa de la permitividad dieléctrica del
material involucrado.

Para el caso de los modos de propagacion de onda en una placa piezoeléctrica Cg, que
posee una topologia no trivial, se demostré que los modos guiados piezoeléctricos electro
elasticos antisimétricos y simétricos en la placa experimentan una correccién de segundo
orden en la constante de estructura fina, la cual estd asociada con las propiedades
topoldgicas del material. Se encontré6 que los modos por cizallamiento de espesor
(thickness-shear modes), no presentan cambios asociados al parametro topolégico del
material. Para un orden dado del modo guiado por onda, se constatéd que el cambio de
frecuencia inducido por el parametro topolégico aumenta con el vector de onda y para un
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e valor dado del vector de onda, el cambio de frecuencia correspondiente se incrementa con
el orden del modo guiado por onda.

e En el caso de ondas de Bleustein- Gulyaev que se propagan en un cristal piezoeléctrico
semi-infinito de aislante topoldgico en contacto con liquidos viscosos, se demostré que la
ecuacién caracteristica que describe la relacion de dispersion de las ondas B-G presenta
correcciones de orden cuadratico en la constante de estructura fina asociadas a las
propiedades topolégicas el material. En relacion con la velocidad de fase y la atenuacion
que presentan las ondas B-G se observé que la correcciéon que introducen las propiedades
topoldgicas crece con la frecuencia y decrece con la viscosidad del liquido.

Como perspectivas de este trabajo podemos mencionar:

e Las ecuaciones de movimiento y relaciones constitutivas obtenidas en este trabajo se
pueden utilizar para estudiar la respuesta electroelastica en configuraciones mas
complejas, como sistemas multicapa compuestos por aislantes topolégicos piezoeléctricos
y otros materiales.

e Extender el formalismo de la funcién de Green para sistemas que contienen aislantes
topoldgicos con propiedades elasticas.

e Examinar los cambios que sufren los coeficientes de transmision y reflexiéon en una
interface de aislantes topoldgicos piezoeléctricos.

e Extender el formalismo que se presentd en este trabajo para estudiar los posibles
efectos asociados al cambio de simetria en la red cristalina.

e Se ha observado que el piezomagnetismo surge en algunos materiales con propiedades
topologicas ( Ikhlas, et al.,, 2022). La accién discutida en el presente trabajo se puede
extender a materiales que exhiben conjuntamente propiedades topolégicas y
piezomagnéticas. Las correspondientes ecuaciones de movimiento y las relaciones
constitutivas obtenidas de dicho formalismo podrian usarse para investigar los efectos
producidos por la presencia de una topologia no trivial sobre el comportamiento de las
ondas magnetoelasticas que se propagan en la superficie del cristal.
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APENDICE A

A.1 Ley de Gauss Modificada para Aislantes Topologicos Piezoeléctricos

En la seccién 2.7 se consider6 un aislante topoldgico piezoeléctrico no magnetizable
caracterizado por una densidad de masa p,,, un tensor de permitividad dieléctrica &;;, un
tensor de modulo de elasticidad A;;,, un tensor piezoeléctrico f;; y un parametro
topoldgico 6. La acciéon S[¢, Ay, u;] de este sistema se escribe de la siguiente forma

6(p 16A do 10A4;
___”(gukaAk) ( 6t)]dﬂ__]<6_xl+ at)Pdﬂ

1[( A ()("’+16A) 9,4, dQ)
iz | (P~ AJd+ dx; ¢ ot ) UKGK (2.61)
2
N 1 J‘ (aui>2 0 1 fﬂ du; du; 40+ 1f do 0
2¢ ) Pm 5t 2c ] "M gx, 0%, c Brinctix ox;
Q ) Q

donde ¢ es el potencial escalar, A; son las componentes del potencial vectorial y u; las
componentes del vector de deformacién. El pardmetro «a es la constante de estructura fina y

d d
Ui =3 (61;" + a:‘) es el tensor de deformacion. Para obtener la Ley de Gauss modificada para
i k

aislantes topolégicos piezoeléctricos dada por la ecuacién (2.31), debemos variar la acciéon
(2.22) con respecto al potencial escalar ¢ (Landau & Lifschitz, 2003 II). Si definimos §¢ como
el diferencial del potencial escalar y 8S, como el cambio que sufre la acciéon debido a dg,

entonces al realizar el cambio ¢ = ¢ + §¢ en (2.22) se obtiene

1 2 [0(p+69) 104,

0}

lf [0((p+5(p) 10A4;
R —+_
c ot

P — = f [cp(p + 89) — AJ]dQ
< (A-1)

4-7'[ c Ot ot

1 ou; du; 1 2(p + 8¢)
- —f Aikim 5— I —d +2J BrixUix ————dQ
Q )

Ao +6 104, 1 ou\>
9( )[ (o ‘p)+ ]el,ka A0+ fpm (—‘) 0
Q

2c 6 Xk axl
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El segundo miembro en la primera integral de la expresion (A-1) se puede escribir como

o5 - 222

0x; c ot dx; + c ot d0x; (A-2)
B <a<p 1 6Ai>2 , (a<p N 1 aAi> 5 (05(p)2
~\9x; ¢ ot dox; ¢ ot/ 0x; ox; /)’

2
Al despreciar los términos de orden superior (?—x?) = (0 (Landau & Lifschitz, 2003 II), la

ecuacion (A-2) se reduce a

(o + 8¢) N 104;1 (6(p 16Ai>2 s (a<p 1 aAl-)a&p (A-3)
0x; c ot dx; ¢ Ot ox; c¢ ot/ dox;

Reemplazando (A-3) en (A-1) se obtiene

[(p+5(p]—__f{(suka/1k) (aqo 16A) 2<6<p l%)a&p}

c ot dx; ¢ 0t/ 0x;

J‘(a(p 104; 08¢

—— PdQ — = 5o — A;J)dQ
axl+c 5+ E)xi) f(cp<p+6p ® —AJ)

(A-4)
8(,0 1 d04; N dép
X; c Jat  Ox;

1 ou; 1 du, Oul 6<p a&p
ZC Pm ( at) aq - Zf Aikim 75— 9%, f B, lkulk axl ) .
Q

)Sljka Ade +

A continuacion, reorganizamos la ecuacidn (A-4) de tal forma que los términos que contienen
8¢ queden al final de la ecuacion

dp 104, dp 104,
[(P+5<P]—__f[(€uka‘4k) (6 i+C 6t>]dﬂ__f(a_xl+c at)PdQ
1]( A;J)dQ 9()( +— aA) 0jAdQ +
o2 | \PP iJi 4t dx; ¢ Ot L
2
1 oup 2 1 ou 0u; 1 de (A-5)
+Z Pm (E) aQ _zj Azklma a Xp +Ef ﬁl,ikuika_xldQ
2 Q @
1 a<p 1aAi 65([}] % 1
~ 8rmc Oxl c ot ) 0x; B 0x; By L= c? f cpOpdQ
p )
dd¢
Sl]k,a ApdQ +— fﬁlzkuzk 9%, dq.
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Observe que, las primeras siete integrales en la ecuaciéon (A-5) corresponden a la accién
original S[¢, Ay, u;] que se presenta en (2.22). Asi, la expresion (A-5) es equivalente a

1 do 10A;,\dé¢p 1 66<p 1
S dpl=S — (— ——) dQ —— f SpdQ
[ + 50l o] + 4-7TC dx; ¢ 0t/ 0x; cJ 0x; pop
0 2 (A-6)
dép
4 9(7') €l]ka Akdﬂ + - f ,Bl ikUik = a dq.

.Q

Puesto que S[¢ + d¢] = S[¢] + 65, en virtud de (2.23), entonces la variacién §S, que se
obtiene de (A-6) es

1 J‘ 1 04; 66g0 40 1 a&p f SodQ
S = 4mc (')xl c at ox; c) 0x; pog
2 o) a (Za) (A-7)
déo
4 9(7') Euka Ak dq) + — f ﬁl ikUik =— a dQ.
g (3a> ¢ T

A continuacién, integramos por partes. Para ello, reescribimos los términos (1a) — (4a) que
aparecen en (A-7) de la siguiente manera:

104;\ 06 d [/0 104; 0 (0 104;
00 (Go+ 255 =aml e+ 23 60) oo (Go 42
axl c ot dx; Ox;L\dx; ¢ ot 6 dx; ¢ Ot
(2a) (6P) [} ap
a e
c’)xi 6 0x; (A- 8)
0
(3a) 9(7”) (Suka Ax) = —xl [6(r) 80 (eix0;Ak)] - 84)6_951- CIQETIZME
déo d du;
(4a) Brixtix %, ox, (Buixux69) = Buix a—xllk&l’-
Reemplazando (A-8) en (A-7) y reorganizando la nueva expresion encontramos
1((1 9 [/0¢ 104
350 = ¢ [ {aman |Ge+ < 32) %]~ 00P0 + gz 1030204
()
0 A-9
to. (ﬁz,ikuik&l’)} an (4-9)
Xy
* c f {_ 4m 0x; (c’)xi * c ot ) * c')xi 4m? 0x; [O(r)euka Ak] A lk 0x; }6(de.
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Usando el teorema de Gauss (Landau & Lifschitz, 2003 II) en los términos de la primera
integral de (A-9) se obtiene

1 1 /0 104;
55(,0 = Ef {4— (— + = )6(/) S@P; + H(r)&pel,ka Ax + B lkulk&p}d

m\dx; ¢ Ot (A- 10)
"‘1]{ 1 a(a¢+1aAi)+aP a 6[9() E)A] }5 4o,
c 4w dx; \0x; ¢ 0t/ O0x; 4m?0x T€iji %k ﬁ“k ox; ¢

0

donde X es la hipersuperficie que contiene el cuatro volumen (. Los limites de integracién en
(A-10) estan en el infinito, donde los campos son cero. De esta manera, la integral sobre X se
anula. Luego, la ecuacién (A-10) se reduce a

5s :f{—————(— R
@ c 4mcox; \0x; c¢ Ot caxl- (A-11)
)
a Oy
o [0 A ¢ P s -

Para que 85, en (A-11) se anule, el termino dentro de la integral debe ser igual a cero (Landau
& Lifschitz, 2003 II),

Ju (A-12)
= 0.
dx;

p 1 0 (dp 104; 10P; a
( L) [B(r)gl]kaAk] _:Blzk

S _+__ —_
¢ A4mcdx; \dx; c Ot cax  4m2 cc’)

Reorganizando (A-12) se obtiene la ley de Gauss modificada para aislantes topoldgicos con
propiedades piezoeléctricas,

0 (dp 104, 0P a aulk (A-13)
ox <6xl c 6t> ax; 4mp + [G(r)gl]ka Ar] + 4By i

Al despreciar los efectos de retardo, d4;/dt = 0, la Ley de Gauss (A-13) se reduce a

62¢ aPl a a auik (A- 14)
_ axiz + a—xl = 47Tp + ;a_xl [H(T)SukajAk] + 4ﬂﬁl,ik a_xl

80



Apéndice A

A.2 Ley de Ampere Modificada para Aislantes Topoldgicos Piezoeléctricos

Para obtener la Ley de Ampere modificada para aislantes topoldgicos piezoeléctricos dada por
la ecuacién (2.39), debemos variar la accién (2.22) con respecto a las componentes A; del
potencial vectorial (Landau & Lifschitz, 2003 II). Si definimos 64; como el diferencial del
potencial vectorial y §S, como el cambio que sufre la acciéon debido a §4;, entonces al realizar
el cambio 4; = A; + 6A; en (2.22) se obtiene

dp 14(A+84)]
S[A+684] = __f {[Euka (1(41:; 5A)k] - a—xi*'zT 2k9)

(2b)

161‘1 0A
__”axl (+ )] 40— —f [cp@ — (A + 54)J]de

()[ 16(A+6A)]

(A-15)

(3b)

N 1 J‘ <6ui)2 Jq 1 fll oy, aul f <de
ZCQ Pm ot ZCQ ikim 5 X, 0% ﬁllkulka

A continuacidn, vamos a examinar los términos (1b) — (3b) de la ecuacién (A-15)

(1b) [Eljka](A + (SA)k ]2 = (sijkOjAk)z + Z(EUkajAk)(El]ka]SAk) + (Eijkaj(SAk)z,

1 a(A + 5,4) g 104 dp 10A,\064; [106A4.7°
Ol A ) ar(Gee 5 e
Bxi c ot dx; c ot/ Ot c Ot (A- 16)
1 d(A + 8A); dp 104;
(3b) [ —] El]ka (A + 5A)k = (a + — c ot )gl]ka Ak +
1064; dp 1 aA 1364;
+—- c ot SUka Ak (a + — c ot )Suka 8Ak + ot Si]-kajdAk.

Al despreciar los términos de orden superior (6 (é‘Al-))2 en las ecuaciones (A-16) se obtiene

(1b) [suk(')](A + SA)k ]2 = (sijk(')jAk)z + Z(SijkajAk)(Sijkaj6Ak),

1 O(A + 5A) 6<p 104 1op 104\ 084,
a [l 22AEN] (00 1001t 1o
c’)xi c ot c \0x; coat) ot (A-17)
1 a(A + 5A)
N a<p 104, 1064 dp 104,
= (a—xl'i- ot )El]ka]Ak + — ot EljkajAk + (a—xl‘l‘ c ot )El]ka 5Ak
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Al reemplazar, (A-17) en (A-15) encontramos que

do 104;
[A + 614] —_f [(El]ka Ak) + Z(E'Uka Ak)(gl]ka 6Ak) ( ) + - c at )
l
(6<p+16A)66Ai Jq f(a(p+1aA +166Ai)PdQ
c\dx; ¢ dt/ ot dx; codt ¢ Ot !
! A 64A;];)dQ
__f(CP(P_ i]i_ i]i) + (A' 18)
16A 1054;
* anzc fg( )[ axl c at)g”kajAk-i_ ot ot ki
<a¢ 16A) 66A]dﬂ+
dx; ¢ ot Eijk k
1J‘ l dQ 1f1 aulaui +1f a(pdﬂ
2 oc iklm 5 — axk - Buikc Uik o,
Q Q

A continuacidn, reorganizamos la ecuacién (A-18) de tal forma que los términos que
contienen §A; queden al final de la ecuacion

s+ == [ [ - (G + 25 |
- _f (ZZ ¥ iaai 50 P - —f(cpfp AJ)de

+- = ()( +a> 6Ad.(2+1] (au)dn
amc ax; ¢ at ) Euritk Pm "¢
n n

1 du; Ou; 1 do (A-19)
%J‘ Alklma = ; +Ef .Bl,ikuika_xldﬂ
0 0

1 2/0p 104 084,
_%J— [Z(EL]ka]Ak)(Sukaj(SAk) —E<a_xl+ c 8t>
n

ot
1 [ 964, 1
0 0
1984 dp 104,
anZc ()[ 3¢ cundj (a te 6t>€”ka ‘M"]d
0
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Las primeras siete integrales en (A-19) corresponden a la accién original S[¢, A, u;] que se
presenta en (2.22). Asi, la ecuacion (A-19) se puede escribir como

dp 10A;\ 084;
S[A + 84] = S[A] ——f [Z(SUkO A ) (€ijx0;6A1) = (axl te 6t> at ]
a8A; 1
- = C—Zj §A;J;dQ (8-20)
Q Q
1064 dp 104
4m2c 6(r) [ guka A+ (6 NP )g”ka SAk] aa

Ahora, de la ecuacién (2.32) se tiene que S[A4; + 64;] = S[A;] + 65,4, entonces la variacién §S,
que se obtiene de (A-20) es

(a<p 1 04; )66Ai

1
(SSA = —4—71_6‘&[ l(el]ka Ak)(&‘l]ka SAR)

ox, Tcot) ot

(1)

(2¢0)
Jd64; 1
_C_Z f5AL]idQ (A- 21)
Q W Q

dop 104;

( ) SUka Ak (a_xl'l' c at )Sljka 6Ak dQ

(40) (5¢)

A continuacidn, vamos a examinar los términos (1c) — (5¢) que aparecen en la ecuacion (A-
21). Paralos términos (1c) y (5¢) usaremos la identidad

V-(axb)=b-(Vxa)—a (Vxb)=a (Vxb)=b-(Vxa)-V-(axb), | A 22

donde a y b son vectores arbitrarios. Al aplicar (A-22) en los términos (1c) y (5c¢) de la
ecuacion (A-21) se obtiene

(1c) (VxA)VXxSEA)=6A-[Vx(VXxA)]-V-[(VxA)xFA]
= 54;(&ijx0;€rsc05Ar) — 0;(jk€jsc0sAr Ak ),

(5¢) 6(r) (w + laa—A) (V x 54) = (A- 23)
—5A- {v x [H(r) (V(p + 3‘;—‘:)]} _v. {[e(r) (V(p + 1‘2—?)] x 5,4}
= 54 [guka 0(r) ( + %%)] _ [euke(r) ( + 3%) 6Ak].
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Por otro lado, los términos (2c¢), (3¢) y (4c) se pueden reescribir como sigue:

20) (6<p 16Ai) d064; 10 [(6(p N 16AL-) A] 10 <6<p L1 1 04; )&4
) \ox, Tcae ) Tar T cacl\ax, T ac )% T cac\ax, T car ) 04
(A- 24)

68A
(3¢) e (6A P;) — 64, — 6
10 10
(4‘C) - 9(7') Suka Ak a [61419(1')81]/(6}14/(] - 6Al E& [G(T)Euka]Ak]
Reemplazando (A-23)-(A-24) en (A-21) y reorganizando la nueva expresion encontramos que
1 1 df[/0p 104; 10
%% =2 f [t enemneind — |57 EW) 4 457 04D
a Aj
a[5Al-e)(r)ei]-kc')j,clk] + 0z sl]ke(r) — + _E SAx|{da
(A- 25)

1f{ ( 3. aA) 16(0(,0 1E)Al-> 10pP 1
c EijkOj kst OsBe) T oy ox; cot) coat ¢t

O.

104y

[G(r)euka A - [suka 0(r) (8xk - )]}5,4 aq,

a

4n2 ot

Al utilizar el teorema de Gauss (Landau & Lifschitz, 2003 II) en los términos de la primera
integral de (A-25) se obtiene

55, = 1[{ 1= 0 (eijieysedsAcdAL) - 10[(64’ 16A)5A]+1a(5,4p)
AT ¢ Eijk st K amotl\ox; ¢ ot e T
X

0 a 16A
a[dAiB(r)sijkajAk]+4n2 0; el]ke(r) +—§ SA,|tdz : )
A- 26

1 a<a<p 16Al-> 1P, 1

1
= A - __t_
Chf{ (eij0j st s t)+4n6t dx; cot) cat ¢t

104,
[G(T)el]kc') Ar] — [guka 6(r) (6xk + ZW)]}&AidQ,

4 a

4m?%c dt

donde X es la hipersuperficie que contiene el cuatro volumen (). Los limites de integraciéon en
(A-26) estan en el infinito, donde los campos son cero. De esta manera, la integral sobre X se

anula. Luego, la ecuacidn (A-26) se reduce a

i

1
65=——f{ £k Enst0sAr) + — e P
4 cQ (eijeOyerseOsAe) 4mot\dx; c dt) c ot c (A- 27)
104
[B(r)suk(') Ar] - suk(') 0(r) ( + Za_tk)} SA;dQ.
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Para que S, en (A-27) se anule, el termino dentro de la integral debe ser igual a cero (Landau
& Lifschitz, 2003 1I),

dp 16A> 4mdP; A4m

a
(egndyercedst) + o (52 O+ 2D oweaad

dx; c ot c Ot c
. 104, (A-28)
eukf) 9(1‘)( + 27) =0.

Al reorganizar la ecuacién (A-28) se obtiene la ley de Ampere modificada para aislantes
topolégicos con propiedades piezoeléctricas,

do 10A4;\ 4mndP; a d
S At)+6t (axl * o) e o rear PO -
104, (A-29)
]l gl]ka 9(7')( c ot )
Si despreciamos todas las dependencias del tiempo,
6_<p _op; 06 6Ak _0 (A- 30)
ot ot ot ot
entonces, la ley de Ampere (A-29) se transforma en
(A-31)

gijkajgkstasAt ]l gt]ka 9(1’)

A.3 Ecuacién de Euler Modificada para Aislantes Topolégicos Piezoeléctricos

Para obtener la ecuacién de Euler (2.46), debemos variar la accién (2.22) con respecto a las
componentes u; del vector de deformaciones. Si definimos du; como el diferencial de las
deformaciones y 8S,, como el cambio que sufre la accién debido a du;, entonces al realizar el
cambio u; = u; + du; en (2.22) se obtiene

1 » /9 1 OAi)Z f (6<p 16Al-)
- o 0:A ——+- Q—= - P;dQ
S[u + 61«[] 87_[(:(-[ [(El}kaj k) (axi + c Ot d CQ 0 * c dt ld

1 6
- c_zf (cpp — AiJ)dQ 6(r) ( prT: >€Uka A dQ
Q. (A-32)
6(u+6u) 6(u+6u)16(u+8u)l
[l da——j
0xpy, dxy,
(1d) (2d)
d(u + du); 6(u+6u)k
_f By lk[ x, o, o, dQ.
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Los términos (1d) y (2d) de la ecuacion (A-32) se pueden reescribir como sigue

o(u + du); aul aul ou; 06u; 06u; ddu;
(1) [ ] Bt oc T4 ot T ot ot

a) (aul . 66u,) (6ui 66ui> (A-33)
0x,,  O0xp,/ \O0x,  Oxp
_ Oy Oy N du; d6u; N du; 06u; 0d6u; ddu;

0Xxpy, 0x;, 00Xy 0Xp  0X) OXp

0xpy, 0X)

Al despreciar los términos de orden superior (6(6ui))2 (Landau & Lifschitz, 2003 II) en las
ecuaciones (A-33) se obtiene

d(u + du); _ Ou; 0y ou; ddu;
(1d) [ ] Bt ot 2o ot

(A- 34)
du; 0ddup\ (O0u; déy; Ju; du; Ou; 06u; Ou; ddu
(Zd) ( 1 + l) ( i + 1) s i + l iU l.
0x,y, 0x,/\0x;, 0x E)xm dx,  0xy, Oxp  Oxy Oxp
Reemplazando (A-34) en (A-32) encontramos que
do 10A4;
Slu+ 6u] = ——f[(sukaAk) ( i+C at) ]dﬂ
do 104;
——j <0xl+ 6t)PdQ f(cp(p—Ai]i)dQ
Q Q
a 1 04;
47_[ ( )<_+ ot )&'Uka Akdﬂ
a (A- 35)

N 1 f <6ul dou; +26ui H(Sui)dﬂ
2c) Pm\Tat ot T “ ot ot

1 du; du; Ou; ddu; OJu; A6y,
-5 o G )
2c 0%y, 0%, 0y 0Xy  OXp OXppy

au Ou oéu; Jdéu 0
fﬁllk — k)"‘( -+ k) 4

Q.
axk 0x axl ax, °
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A continuacidn, reorganizamos la ecuacion (A-35) de tal forma que los términos que
contienen du; queden al final de la ecuacion

S[u + 6u] ———f[(sukaAk) ( Ld 16‘4) ]dﬂ

cat

f(a(p+1aAi)Pdn ! f( A])dO
) ox, Tc o)l 2 | (cpo — A

Q

9()(6(/’ wA) 6AdQ+1f (aui)zdﬂ
c) "Nox, T o ) Eurdif ZQp(')t

1 J‘A dy, aul f aul auk) do 40
ZCQ iklmaxmaxk * e B”k dx;  0x;) dx;

" (A- 36)

1 J‘ du; 06u; 0 1 f <6ul ddu; Oduy; 66ul> 40
Pm 5t "ot 2¢ ) kMG ax, " xg 9x,
Q Q
1 déu; Jdduy\ do
+Zl Bl’ik(axk + dx; )ax,d

Las primeras siete integrales en (A-36) corresponden a la accién original S[¢, Ay, u;] que se
presenta en (2.22). Asi, la ecuacion (A-36) se reduce a

1 Ju; 06y; 1 du; 06u; OJu; 06y
STu + 6u] = S[u] + f do — —f A ( + )do

Pm 3t "ot 2c) 9%, Ox | 0xg 9%y (A-37)
66ul 66uk dp
ZC j A ‘k )Oxl da

Ahora, de la ecuacidn (2.40) se tiene que S[u; + du;] = S[u;] + 85, entonces la variacién 65,
que se obtiene de (A-37) esta dada por

1 aui BSui 1 aul 66ui aui 66ul
55u=2j —t dQ——f/liklm<— +—t )dQ

Pm 5t "ot 2¢ 9x,, Ox,  9xg 0%,
“ (1e) “ @0 (A- 38)
66ul Bduk do
_f lLk ) dQ
c’)x c’)xi dx;

(3e)

Reescribamos los términos (1e) — (3e) que aparecen en (A-38) de la siguiente forma

du; d6u; d (0u; d (0u; (A-39)
(1e) (at ot ) E)‘t( ot Sui) _at< ot )6ui
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2¢) A (6ul déu; Oduy; 66ul) _ du; 06y; du; 06y,
¢ Miktm\ Gy Gxe " O 0xyy) MGy oy, KM G Bx
_ du; déy; du, 06u, du; déuy; au, G(Sul
(/1 41 ) duy, 65ul _ duy, 66ul
- iklm Ilmik Xm axk - iklm 3 axm axk

aul d (aul)
9x,,) (A-40)

0
= 2Niim 5— o, (&h o ) 2iemOu; =— E)xk
m

P oy, d /oy du
= 2ikim 9%, (5ui m) = Aikim S ax, (6xm) Aikim Ui 77~ (’)xk (c’)xm)
P ou, d /oy Jug
= 2Aiklm E (6ui W) - Aiklmaui a_xk <8x ) Alkab&il axk <axb)
m m
0 0 (5 oy, ) I 0 (6ul ) PV (aum)
= 2ikim %, Uu; 9%, ikimOU; 9%, \0x,, ikmlOU; 7 dx;, \ dx,
d Jy, d (0u; OJduy,
= 2Aikim 53— 9%, (6ul ox ) Aiklma_xk(ax * 0% )5ui'
m m

donde Ajxim = Aikmi = Aimik, de acuerdo con la ecuacion (2.5).

déu; 0dduy\ (0@ déuy; 6<p d6uy, 8<p
) fu (G + ) (G) =
( e) Bl,Lk axl l ik 7. axk ax + l ik 5. axl axl

0xy d0x;
b3t ) i ) 5
Brix6 ula ﬁzlk i 9x, \ox,) T ox; Bk Uy Buik kaxl %,
30 20) ¢ e ) s (22) ¢ ()
ax, \Puik ”‘a axl Buinditie ) = |Prix %5, \ox; Pui Yedx; \ox /| (a-41)

9 (0¢ d (0¢p
(5“"5”16 ) axc(ﬁlcd5”da 7) " [ﬁllk5”‘ax (5 )+Bl“”6ubaxa(axl>]

0
ax
d do
=a_xk|:(ﬁllk+ﬁlkl)6ula] (ﬁuk ﬁlkl) (axl)5ui
_ 6( 5 E)(p) ) 0 (6(;))8
= 9%, BurixOu; ox, ,Bl,ikaxk ax, u;,

donde f; ;, = By ki, de acuerdo con la ecuacion (2.8). Reemplazando (A-39)-(A-41) en (A-38) y
reorganizando la nueva expresion encontramos que

05,2 [ ()~ b ) 55 s 32
=- T\ = ou; u; Py ikOU; =—
u CQ pmat ot i lklmax Laxm axk Lik Laxl (A-42)

+1f[ d <6ui) 11 d (6ul +(’)um) d (6(,0)]6 40
c) Pmac\ae) T2 hem o G T ax, ) T Pk oy G ) Ot
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Usando el teorema de Gauss (Landau & Lifschitz, 2003 II) en los términos de la primera
integral de (A-42) se obtiene

=) |Pmae\ar O% M 5% i 0xm/ 2 0xy Prands 0xy (A-43)
X

+1f[ a (aui)+1l a (aul +6um) d <6g0)]6 Ja
c) Pm i\ ) T 22 e G, t ox, ) Prik oz, 5y, )| Ot

donde X es la hipersuperficie que contiene el cuatro volumen (. Los limites de integracién en
(A-43) estan en el infinito, donde los campos son cero. De esta manera, la integral sobre X se
anula. Luego, la ecuacién (A-43) se reduce a

1 0 (0y; Uy 0 (a(p)] (A- 44)
80S, = Cl [ Pm at(at ) + ikim %, Buix 9%, \ox; ou;dQ,

1 ( ou; oum
2 \0xm dx;
dentro de la integral debe ser igual a cero,

donde u;,, = ), de acuerdo con (2.4). Para que S, en (A-44) se anule, el termino

0%u; Oy, 0% (A- 45)
—Pm—=— Ft Aixim—=———BLix=——=—=0.
pm atz + iklm axk ﬁl,lk axkaxl
Reorganizando (A-45) se obtiene
0%y, Uy, 0% (A- 46)

Pm Gz = Aikim o, — Buix I

La ecuacion (A-46) determina el acople entre las deformaciones y el potencial escalar en el
aislante topolégico piezoeléctrico.
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B.1 Relaciones Constitutivas en un Cristal piezoeléctrico Topoldgico de la Clase Cg,,

B.1.1 Componentes del Desplazamiento Eléctrico en un Cristal Piezoeléctrico
Topolégico de la Clase Cg,

La componente i-ésima del vector de desplazamiento eléctrico en un aislante topoldgico esta
dada por la ecuacidn (2.52)

Jdo « (2.52)
D; = —¢ix ox, 0(1)€ijx0jAx — 4T pqlipg
_ _1(0up , Oug P .. . .
donde upq = ugy = 2\ox, T %, y los subindices 1i,j,k,p,qvarianconx,y,z. Asi, las

componentes Dy, D, y D, que se obtienen de (2.52) se escriben como

do do Jdo\ «a 04, O0A
Dx=—(exxa+exy@+£ng)—;0(r)< z__2

dy 0z (B-1)
_4”(ﬁx,xxuxx + 2Bx,xyuxy + 2ﬁx,xzuxz + ﬁx,yyuyy + 2,Bx,yzuyz + ,Bx,zzuzz):
dp do do\ «a d0A, 0A,
D, = — — — —)——0 -
y (Syx ax ey T oy 62) 7 (r)( 3z | ox ) (B-2)
_47'[(By,xxuxx + Z,By,xyuxy + 2,By,xzuxz + ﬁy,yyuyy + 2.By,yzuyz + ﬁy,zzuzz):
dp do do\ «a 04, 04,
Dz=_(€zxa+gzy@+€zz£)_ge(r) W_W (B-3)

_47T(Bz,xxuxx + zﬁz,xyuxy + 2ﬁz,xzuxz + ﬂz,yyuyy + 2ﬁz,yzuyz + ﬂz,zzuzz)'

donde f; ; = P xi- Por otro lado, en un cristal piezoeléctrico de la clase Cg4,, las componentes
no nulas del tensor de mddulos de elasticidad A4y, €l tensor piezoeléctrico f; ;;, y el tensor de
permitividad dieléctrica ¢;;, estan dadas por

Exx = Eyy» Ez2) (3.6)

Axxxx = dyyyy, Axyxy: Axxyy:
Axxzz = Ayyzzr Axxx — Axxyy = _leyxy' Axzxz = Ayzyzr Azzz2 (3.8)
.Bz,zz' .Bx,xz = .Bx,zx = .By,yz = .By,zy' .Bz,xx = .Bz,yy' (3- 10)
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Asi, las componentes (B-1)-(B-3) se reducen a

Jdo « dA, O0A
Dx Exx a— - g 9(1") (a—yz - 6_zy> - 8nﬂx1xzuxz, (B- 4)
_ Jdo « 04, O0JA,
D, = —¢,, 3y E@(r) (— 9% + PP ) — 81fy 3 Uy (B-5)
Jdo «a JdA, O0A
Dz —Czz E E 9( ) <0_xy - a_yx> - 4”(,82,xxuxx + ﬁz,yyuyy + ﬁz,zzuzz)- (B' 6)

Adicionalmente, se considera que el cristal se extiende indefinidamente en la direccién z por
lo tanto hay homogeneidad en esa direccion, es decir que las magnitudes fisicas no dependen
explicitamente de z (las derivas con respecto a z son nulas). Lo anterior, conlleva a que las

componentes del tensor de deformaciones se reduzcan a ug, = u,; = %Zzz Luego, las
ecuaciones (B-4)-(B-6) se transforman en
Dy = e g = 20 G~ B o 5-7)
K g_(; +00) aaiz ~ 4By e Z_L;Z’ (B-8)
D, == (% - i)iy) ~ 4 <ﬁz,xx 2 By %) (-9)

B.1.2 Componentes de la Intensidad Magnética en un Cristal Piezoeléctrico Topolégico
de la Clase Cg,

La componente k-ésima del vector de intensidad magnética en un aislante topoldgico esta
determinada por la expresion (2.56)

a do 2.56
Hye = éxsc0sAr — —0(1) o, (2.56)

donde los subindices k, s, t varian con x,y, z Luego, las componentes H,, H,y H, se escriben
como sigue

Hy, = ————H(r)—x, (B- 10)

i ——H(r)@, (B- 11)
904, 04, « Y, (B-12)
_ My %0 2,029
H, = F 3y 6(r) 37

91



Apéndice B

Recordemos que, debido a la homogeneidad en z se tiene que (9/0z) — 0. Con esta
consideracion, las expresiones (B-10)-(B-12) se reducen a

JdA, « do
x =7 -0 (B- 13)
J4, « do
Hy = — ax — ;9(1") E’ (B- 14)
_04y 04 (B-15)
Z ox dy '

B.1.3 Componentes del Tensor de Esfuerzos en un Cristal Piezoeléctrico Topolagico de
la Clase Cq,,

Como se vio en la seccion 2.11, las componentes del tensor de esfuerzos o;;, estan dadas por la
ecuacion (2.58)

do 2.58
Oik = AikimWim — Buik 9%, ( )

donde los subindices i,j,k, 1, m varian con x, y, z. Luego, las componentes del tensor g;; (se
pueden escribir de la siguiente manera

Oxx = AxxxxUxx T AxxxyUey T Axxxzlxz + Aexyxlyx T AxxyyUyy T dxxyzUys
¢ d¢ 99 (B-16

FhxxzxUzx T AxxzyUzy + Axxzzlzz = Brxx ax By xx @ = Paxx 3z’ ( )

Oxy = Oyx = Axyxxlhux F AayxyUy T Axyxzlioz + AayyxUyx T AayyylUyy + Ayyzlhyz (B-17)

do do do
+/1xyzxuzx + Axyzyuzy + Axyzzuzz - :Bx,xy a - ﬁy,xy @ - ﬁz,xy E'

Oxz = Ozx = szxxuxx + szxyuxy + szxzuxz + szyxuyx + szyyuyy + szyzuyz

¢ d¢ 99 (B-18
Hzzalax + szzyuzy + AxzzzUzz = Brxz ox By,xz E ~ Boxz 9z’ ( )

Oyy = dyyxxllex T Ayyxyley + Ayyxzllyz + Ayyyxliyx + AyyyyUyy + Ayyysly,

¢ d¢ 99  (B-19
Hyyzxllax + dyyzyUay + Ayyzzlizz = Bryy ax By.yy E — Bzyy 0z’ ( )

Oyz = Ozy = dyzxxlhax T dyzxylUny t Ayzazliaz + Ayzyxlyx + Ayzyythyy + AyzysUy,
o ¢ dp  (B-20
HAyzzxllax + AyzzyUay + Ayzzzllzr = Bryz 5~ Byyz ay Bryz 7, o)

B- 21
Ozz = Azzxxuxx + Azzxyuxy + Azzxzuxz + Azzyxuyx + Azzyyuyy + Azzyzuyz ( )
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do dp do
+Azzzxuzx + Azzzyuzy + Azzzzuzz - Bx,zz a - By,zz E - Bz,zz E

Recordemos que las componentes no nulas de los tensores A, y B, estan determinadas
por las ecuaciones (3.8) y (3.10). Luego, las componentes (B-16) y (B-21) se reducen a

do
Oxx = Axxxxuxx + Axxyyuyy + Axxzzuzz - ﬁz,xx g: (B' 22)
Oxy = Oyx = AxyxylUxy T Axyyxlyx (B-23)
dg
Oxz = Ogzx = AxzxzlUxz + Axzzxlzx — ﬁx,xz E’ (B- 24)
do
Oyy = dyyxxlUax T dyyyyUyy + Ayyzzllzz = Bryy 37 (B-25)
dg
Oyz = Ozy = dyzyzllyz + Ayzzylzy = Byyz 3y’ (B- 26)
B dp (B- 27)
Ozz = Azzxxuxx + Azzyyuyy + /lzzzzuzz - ﬁz,zz E
Puesto que, ug, = u,; = %ZZZ entonces las componentes (B-22)-(B-27) se reducen de nuevo a
q
du, du,
Oxx = Axxxx E * Axxyy EJ (B- 28)
_ = % aﬁ B- 29
ny_ayx_ XYXy ay+ax ’ ( - )
Jdu do
Oxz = Ozx = szxz a_xz - Bx,xz af (B- 30)
) xxaﬂ+ aﬂ (B-31)
yy Yy ox yyyy ay
=0, =1 Ouz 00 B- 32
Oyz = Ozy = yzyz@ - .By,yz E, ( - )
ou, Ou B-33
Ozz = Azzxx (a_xx + a_;> ( )
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B.2 Ecuaciones de movimiento en un cristal piezoeléctrico topoldgico de la clase Cg,
B.2.1 Ley de Gauss en un Cristal Piezoeléctrico Topoldgico Cq,,
Como se vio en la secciéon 3.5.2, la ley de Gauss modificada para un aislante topolégico
piezoeléctrico en ausencia de fuentes de carga p y corrientes de conduccién J; estd dada

(3.23).

aD; (3.23)
—=0.
axi

Al sustituir (B-7)-(B-9) en (3.23) se obtiene

d Jdo « dA, Ju,
6x[ xGx _4"3"'“%]
d Jdo « 04, Ju,
+a—[—£ny+E9(r)E 47Tﬁyyz ay =0,
0%¢ 9?2 uz
‘fxxﬁ‘nax["(
azgo [ . 0%u,
v gy2 dy? nf)y ay?

% %
an 2+ yya 2

7]

0%u, 0%u B- 34
+4n <,8xxz 0x2 :Byyz ay;) =0. ( )

nax ]_E@

donde 0D, /0 z = 0 debido a la homogeneidad que existe en el eje z.

B.2.2 Ley de Ampere en un Cristal Piezoeléctrico Topolégico Cg,,

La ley de Ampere modificada para un aislante topolégico piezoeléctrico en ausencia de
corrientes de conduccion J; esta dada por la ecuacion (3.24).

eijk(')]-Hk = 0, (3 24)
donde
a do (2.56)
Hp = 04 ——=0(r)=—
k EkstOs At T (T) dx
La ecuacion (3.24) se pude escribir como
(B-35)

[V x (Vx A)]; - % [V x 8(1)Vo]; = 0.
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Puesto que,
[Vx (VX A)]; =[V(V-A4) —V? 4], (B-36)
[Vx 0(r)Ve]; = [VO(r) x Vo]; + [6()(V X Vo)]; = [VO() X Vo, (B-37)

donde V X V¢ = 0, entonces (B-35) se convierte en

a -
[V(V- 4) = V% 4], =~ [V0(r) X Vgl = 0. (B- 38)
Si consideramos el gauge V- A = 0, entonces la ecuacion (B-38) se reduce a
o
[V2A]; + - [VO(r) x Vgl; = 0. (B- 39)

Las componentes del segundo término al lado izquierdo de la igualdad en la ecuacién (B-39)
estan dadas por

i j k
00(r) 06(r)
Vo) x Vol =| ax oy ,
oo d9
0x dy
_ 69(1”) 6_<p 69(1') 6_<p (B- 40)

Vo) x Vol = ox dy dy ox

Observe que las derivadas con respecto a z son nulas debido a la condiciéon de homogeneidad
en el eje z. De este modo, las componentes en (B-39) son

V24, =0, (B- 41)
V24, =0, (B-42)
aldb(r)o 00(r)o .
v2a 4+ & ) op _06@)de| _ (B- 43)

| dx 0dy dy ox|

B.2.3 Dinamica de las Deformaciones en un Cristal Piezoeléctrico Topolagico Cg,,
Partimos de la ecuacién (3.25)

60ik _ 62ui (3 33)
ox, Mo
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Al sustituir las componentes (B-28)-(B-33) del tensor de esfuerzos en la ecuacién (3.25), se
obtiene el siguiente grupo de ecuaciones diferenciales:
- Parai=x

0%u, 00y, 00y,
Pm=5e2 = ax T oy

0%u, 0 ou, duy| 0 du, Ou,
Pm EYS) = a Axxxxﬁ'l'lxxyyﬁ +@ Axyxy W-I_E ,
0%u, 0%u, 0%u, 0%u, 0%u,
Pmgrz = Ao 2 Aoy 350 F Aoy <a—y2 + ayax>' (B- 44)
- Parai=y
0%u, 0oy, 0oy,
Pm a2 = ax T oy
0%u il ou, Ou il ou ou
Yy _ X y X y
on'a =53 o (354 52 | 35 oo+ 5
0%u 0%u, 0%u 0%u 9%u
y _ X y X y
Pm=ge2 = Myxyx <ax(’)y + Jx2 ) + Ayyxx dydx + Ayyyy ay? (B-45)
- Parai=z
o 0%u, _ 00, N aazy‘
ot? ox dy
0%u, 0 ou, dp1 0 ou, o
Pm ot2 - a xzxz% - .Bx,xza + @ yzyzw - ,By,yzw )
d%u, 0%u, d%u, 0% 0%
Pm 6_1:2 = /12xe 9x2 + zyzya—yz - ﬁx_xzﬁ - ﬁy,zy a—yz (B- 46)
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C.1 Campos en el Sistema Aislante Topoldgico Piezoeléctrico/ Aislante Topologico

En esta seccidn se obtienen las soluciones para las ecuaciones diferenciales involucradas en
cada una de las regiones del sistema aislante topolédgico piezoeléctrico/ aislante topolégico.

e Region 1 (y < h): Como se demostro en la seccion 4.1, las ecuaciones diferenciales

(4.12), (4.13) y (4.14) definen apropiadamente el comportamiento de ¢, Agl) y ugl)

enlaregion 1 (y < h) para este sistema son

Vzl/J(l) =0, (4.12)
v24® = o (4.13)
P it = A0y2y D), (4.14)
9 | 92 amp® o?uld - amp@?
donde V2= (ﬁ + 6_3/2)' P =M + %ugl), i = —=Y AW =20 4 51) . Debido a

la homogeneidad del sistema en la direccién x, la forma general de las soluciones de (4.12)-
(4.14) estd dada como sigue

FO(x, y; t) = FD (y)elkrxe-iot (C-1)

donde FM (y) es una funcién que describe el comportamiento de los campos en la direccién y,
w es la frecuencia y k, es la componente x del vector de onda. De esta manera, para la
ecuacion (4.12) se propone una solucién de la forma

P =y O, y;0) = pD (@)ethereior, (C-2)
Al reemplazar (C-2) en (4.12) se obtiene
0%  09° . .
(752 + 357 PO0etem] =0,
92 .
[—111(1) Okz + a—yzlli(l) (Y)] etx* =,
62
57 V0 ki) =0 (C-3)
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La solucién de la nueva ecuacién diferencial (C-3) para @ (y) es
YD (y) = Be", (C- 4)

donde k = k, y B es la amplitud del potencial 1)V en la regién 1 (y < 0). La estructura de la
ecuacién (C-4), se debe a que la funcién ¥ (y) debe anularse cuando y — —oo pero alcanza
su valor maximo cuando y — 0. Al reemplazar la soluciéon (C-4) en la ecuacién (C-2) se
obtiene la siguiente expresidn:

@ = pD(x,y;t) = Bekveilex-ob), (C-5)
@
donde Yy = ™ + %ug). De forma similar, para la ecuacion (4.13) consideramos una
solucidn de la forma
AD = 4D (x,y; 1) = AD ()eikrrgiort, (C-6)
Al reemplazar, la ecuacién (C-6) en la ecuacion diferencial (4.13)
92 92 . .
= = (1) ikyx ,—iwt| —
<ax2 . ay2> [AD (eitsxemior] =,
A(l) 2 0 @ ikex —
—A; (Wkx + WAZ () [e"™* =0,
2
a—yzAgl)(y) - kAP =o. (C-7)
La solucion de la nueva ecuacién diferencial (C-7) para Agl) (y) es
(C-8)

AP () = De,

donde k = k, y D es la amplitud de la componente Agl) del potencial vectorial en la region 1
(y < 0). Al Reemplazar la solucién (C-8) en la ecuacion (C-6) se obtiene

Agl) — Agl) (x,y;t) = Deky gilkx—wt). (C-9)

Esta solucién es equivalente a la ecuacién (4.20) que se muestra en la seccién (4.2). Por otro
lado, para el caso de la ecuacion (4.14), se considera una solucién de la forma

ugl) — ugl) (x,y;t) = ugl) (y)eikxxg=iot, (C-10)

Al reemplazar la ecuacion (C-10) en (C-14)
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0

02 . .
(€Y ikxx o —iwt €)) (1) ikeX ,—iwt
%wﬂh(we |=7 Qﬂ+®)hz@k emit],

02
/1(/1))"1 (1)(y)elkxxe—1wt (1)(y)(k2)elkxx —l(ut_l_[a _ (2)(},)] ikxx o —La)t

Pm (1) 2 (1) (z)
3 Y O) =~k (y)+ O,

0 p
azm@)<x 75Q¢%w=a

62
0_3/2”9) ) —*uP () =0, (C-11)
donde
2 _ g2 ©Pm (C-12)
TN

La magnitud k en (C-12) determina la distribucién de los campos elasticos en la direccion y. Al
solucionar la ecuacion diferencial (C.11) se obtiene

uP(y) = e, (¢-13)

donde A es la amplitud de la componente z de las deformaciones en el aislante topolégico
piezoeléctrico de la region 1 (y < 0). Al sustituir la solucién (C-13) en (C-10) encontramos
que

u® = WD (x,y;£) = Aerveitkx-ob), (C-14)

Esta solucidon es equivalente a la ecuacion (4.21) que se muestra en la seccion (4.2). La
ecuacién (C-14) nos permite expresar el potencial () en (C-5) de la siguiente forma

4™
(p(l) % gl) = Bekypilkx— wt)

471[3 @

§0(1) — Bekyei(kx wt) _ AeKyel(kx wt)

(1) — Beky _ B(l) Ae’Y e i(kx—wt)
s £ - (C-15)

donde Y@ = M + 47151) utM. La ecuacién (C.15) es equivalente a la solucién (4.19) que se

presento en la seccion (4.2)
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e Region 2 (y > h): Como se demostr6 en la seccién 4.1, las ecuaciones diferenciales

(4.17) y (4.18) determinan el comportamiento de @ y A% en la regién 2 (y > h)
para el sistema que se presenta en la figura 4.1,

V2@ =0, (4.17)

Las ecuaciones (4.17) y (4.18) se resuelven con un método similar al que se usé en las
ecuaciones (4.12) y (4.13). Asi, los potenciales ¢?) yAgz) tienen la siguiente forma:

(p(z) = <p(2)(x, yit) = Cekyeiliex—ot) (C-16)
AP = AP (x,y;1) = Ee~hveilka-wt) (C-17)

donde k = k,. Los parametros C y E son las amplitudes de los potenciales ¢ y Agz) en la

regiéon y > 0. La estructura de las ecuaciones (C-16) y (C-17), se debe a que las funciones ¢
A% deb I d Axi
y A, deben anularse cuando y — +oo pero alcanzan su valor maximo cuando y — 0. Estas

ecuaciones son equivalentes a las soluciones (4.23) y (4.24) que se muestran en la seccién
(4.1).

C.2 Condiciones de Frontera en la Interface entre el Aislante Topologico
Piezoeléctrico y el Vacio

Como se demostré en la seccién anterior, los campos ¢, Agl) y ugl) en la region 1 (y < h)
estan dados por las ecuaciones (C-15), (C-9) y (C-14) respectivamente. Mientras que los
campos ¢® y Agz) en la region 2 (y > h) estan dados por las soluciones (C-16) y (C-17)
correspondientemente. A continuacién, estudiaremos las condiciones de frontera (4.33) para
examinar el comportamiento que tienen los campos en la interface y = 0.

(2) (€Y 2 (€Y (2 ™
D =D , H =H , O =0 ,
y |y=0 y |y=0 x |y=0 x |y=0 2y y=0 2y y=0
(4.33)
(2) — 12 @) =@
Az y=0 - Az y=0 , @ |y=0 =@ |y:0'

Las relaciones constitutivas DJ(,D, H,El) y O'Z(;) en laregion 1 (y < h) estan determinadas por las
ecuaciones (4.26), (4.27) y (4.9) respectivamente,

LAY ould  « Aw
@O _ _ . _ (€D)] z _“p® z
DY = 4 0 ,
y € 3y nf 3y m e (4.26)
A q AWM
g 2 9% %o (4.27)

dy m ox
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oulV o (4.62)
oy oy

az(}l,) =M

Por su parte, las relaciones constitutivas D)(}z), H,(Cz) estan dadas por (4.30) y (4.31).

d a E)A(Z)
@ _ _.@ 0® a 045
D 0 )
dy m ox (4-30)

(2)
@_%: 2,0 0p®
x dy m ox ’

(4.31)

Al evaluar las condiciones de frontera (4.33) con ayuda de las soluciones (C-15), (C-9), (C-14),
(C-16) y (C-17) se obtiene lo siguiente:

e Parala condicion DJ(,Z)| = D(l)l
y=0

) (2)
_@997 @04
T dx
y=0 y=0
@ @ W)
__ i 9 L Fewd4z |
dy =0 o T ox =0

ke@ Ce—k© pilx-wt) 4 i1 & 9@ g p—k(0) pilkx-wt)
T

=_M (Bkek(O) — AK4 B K(O)) eilkx—wt)
_ 4nﬁ(1)AKeK(0)ei(kx—wt) n ik_g(l)Dek(O)ei(kx—(ut)’
T

‘3(1)
@

a
ke®C + ik 2ODE = —¢Wpk + ik—oWp,
VA Vs

a
ke®@)C + ike — To@p = _¢® <Bk Ak ) — 4™ Axc + ik;e)(l)D,

a a
= ¢ @kc —=9W; Z0@DikE =
eVkB + e¥¥kC - 0'Vik D + - 0'*“ikE = 0. (C-18)

e Parala condicion H§2)| = H§1)|
y=0 y=0

2
047 _«a PIo) 0@ _ 04| _«a g dpV
dy - T ox =0 dy =0 T 0x =0

_kEe~k©pilkx-wt) _ a 0@ (k0 pilkx-wt)
T

(€Y
— kDek©@ pitx-wt) _ ;1 & o) (Bek(o)_A4’Tﬁ e | gilkr—wt)
T c@
4™
—KE — ik~ 20@c = kD — ike— Zom (B A ﬁ) )
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4V« a a
= A ﬁ) ik—=0® — Bik—6W + ik—0@C + kE + kD = 0. (C-19)
€ T T m
e En la condicién 02(32,) = 02(31,) , se considera que el cristal es libre de esfuerzos
y=0 y=0

por encima de la superficie (puesto que el material en y > 0 no tiene propiedades
piezoeléctricas y como una primera aproximacion también se considera que no tiene
propiedades elasticas). Luego, la condicién de frontera para a componente zy de los

esfuerzos, se reduce o. = 0. kEntonces obtenemos que
fi duce o 0. E b q
y=0
(1) (1)
2% Il _ 0,
dy =0 oy y=0
€Y,
K'A(l)AeK(O)ei(kx_wt) _ ﬁ(l) (kBek(O) — KA 4”'(81) eK(0)> ei(kx—(ut) =0,
&
47D
kAW A - B kB — KAL =0,
JHe))
4mp®?
KADA— kB +1ATE — _
e
4 D?
(/1(1) + ’ffl) kA — BVkB =0,
&
= 1WA - pWEKB = 0. (C- 20)
e Parala condiciéon Agz) = A§2)| :
y=0 y=0

Ee—k(o)ei(kx—wt) — Dek(o)ei(kx—wt)

= E =D. (C-21)

e Parala condicién (p(2)|y:0 = g0(1)|y:0:

»
CekO gille-wt) — <Bek(0> _ A“”(ﬁl : ex(0)> oikx=0t)
€
4™
C - B - A 8(1) )
4D
=>Aw—3+c=0. (C-ZZ)
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C.3 Relacion de Dispersion

En la seccién anterior se evaluaron las condiciones de frontera (4.33) y obtuvimos el siguiente
conjunto de ecuaciones

a a
eWEkB + e@kC - EQ(l)ik D+ ;H(Z)ikE =0, (C-18)
478D (C-19)

A f lk Tow _ Blk Tow 4 lk Yo@C + kE + kD = 0,
&
A4 — BDKB = 0, (C- 20)
E =D, (C-21)
47'[ (€Y C' 22
L — B —_ C — 0 ( )
EY

Las expresiones (C-18)-(C-22) forman un sistema de ecuaciones algebraico homogéneo 5x5
para las amplitudes A, B, C, D y E. De la ecuacion (C-20) se obtiene

AWk (C-23)

=B :ﬂ—(l)kA

Reemplazando (C-23) en (C-18), (C-19) y (C-22) se obtiene

1
e(l)ﬁ—A +e@kc - —9(1)lk D+— 9(2)lkE =0, (C-24)
4B F16)
Zpm €Y @ —
A e lk 0 'B()ALK 0 +lk 9 C+kE+kD =0, (C- 25)
471"8(1) /T'(l)’c 471-’8(1) ﬂ_,(l)K
< =D /g(l>k>‘4 te=0=C= _< RON 3(1)k>‘4 (C- 26)
Al sustituir (C-21) en (C-24) y (C-25) se tiene que
AW
eW——A+e@Pkc + 5@V ikD =0, (C-27)
48
4B ey
Zom _Z __ €Y @) —
A =D lk 0 'B()Am 9 +lk 0'“C +2kD =0, (C- 28)

donde 6@V =2 [6@ — @]
T

Al reemplazar (C-26) en (C-28) encontramos
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4D a A a 4rp® Wy
g Zp _ i@ 28 —
A— i sy A6 — ik 26 (G = T A+ 2kD = 0,
a7V o 2@ a 4RV a AW
= A ﬁ) 9(1> — 0 Ak~ Lo _ixLp@ f A+ik—6®@ A
€ LD T @ T LD
+ 2kD =0,

a X
ikA + —(9<2> - 9(1>)—ixA +2kD =0,

)
_Z (9@ — g) 4”5 i
A

ﬁ( 2@
—5@D ikA + 5§21 —=ikA + 2kD =0,
e ﬁ( )
4D @
= 5D B ikA — 2kD = 0.
D gk (C-29)

Reagrupando las ecuaciones (C-27), (C-26) y (C-29) se obtiene el siguiente sistema de
ecuaciones algebraico 3x3

T 1
ey ’;(1;‘ £@) 502 i
Arp® Wy A
e gk ! 0 g B (C- 30)
4up® W
21 ;

Para que el sistema (C-30) tenga solucién no trivial el determinante de la matriz se debe
anular,

PRT IO O

RALALA I |- @k € pk
’3(1) 0 =2k 477‘3(1) 20 g _
5@V ——— )ik -2k
EORETO)
4rp® Wy
—_— 1
+602 ik e® pWk =0,
52D 4mpD _/1(1)’( ik 0
RIS
1@ 47-[3(1) 1Dy
6 _ @
£ ﬁ()( 2k) — ¢ k[( ey ﬁ(l)k>( 2k)]
4up® D
— 802 jk [5@1)( ————|)ik[=0
D gk ’
T @ o @ o
e AT @ (B AT\ Loy | san (BT _ AN g
3D e 3(1)k 2 e gk ’
(O] ¢Y) 1 3
AmB KN @y K ((12)) anp AN
ey Mk (1) e gk ’
B B B
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€ 1D @
Anf L@ — A KS(Z) B g(l) ( (12))2 At B _( (12))2 VIS K
PIEY) 3(1 ﬁ(l e
[ @41 (5(12)) ]4”3 k- [gm + @ +%(5(12>) ]’;(; =0,
s
K = = k
l(l)g(l) 8(1) + 8(2) + % (6(12))2 (C' 31)

La ecuacion (C-31) es equivalente a la ecuacién (4.41).
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D.1 Campos en el Sistema Vacio/ Aislante Topoldgico Piezoeléctrico/ Vacio

En esta seccion, se resuelven las ecuaciones diferenciales (5.2)-(5.8) y se demuestra que sus
soluciones estan dadas por las ecuaciones (5.9)-(5.12).

e Regiéon 2 (-h <y <h): Como se mencion6 en la seccién 5.1, las ecuaciones
diferenciales (5.2), (5.3) y (5.4) determinan ¢, A;Z) y uéz) enlaregion 2 (—h <y <

h)
V2@ =, (5.2)
v24,® =0, (5.3)
(5.4)

pr(rf)u-g) — Z(2>v2u§2),

(2

2 2 _ Ok ©)]
donde V?= (%_'_aa?)' 12 =@ + % y p@ =@ +ﬂu§2). Para Y@ en la
ecuacion (5.2) se tiene una solucion de la forma

@ = PP (x, y; 1) = PP (y)ethxreiet, (D-1)

donde Y@ (y) es una funcién que describe el comportamiento de 1® en la direccién y, w es
la frecuencia y k,, es la componente x del vector de onda. Al sustituir (D-1) en (5.2) obtenemos

9% . 02 .
IP(Z)(Y)WEL'(” +a—yz¢(2)(J’)€lk"x =0,

02 .
—p@(y)kZ + a—yzlp(z)(}’) etkx* =0,

62
Wl/)(z)(y) — Y@ HkZ = 0. (D-2)
La solucion de (D-2) estd dada por

P (y) = 9Pk + 9P ek, (D- 3)

donde k = k,, (p((,z) y (pfz) son amplitudes del potencial escalar dentro de la placa. Luego, al

reemplazar (D-3) en (D-1) se obtiene,

W® = p@(x, y;t) = [(p(()z)eky n (p§2)e—ky] eilkx-ot) (D-4)
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La ecuacion (5.3) se resuelve con un método similar al que se usé para resolver la ecuacion
(5.2); su solucioén tiene la siguiente forma:

AgZ) — AgZ) (x, y; t) — [Agz)eky +A§2)€_ky] ei(kx—wt)’ (D- 5)

donde A(()z) y Agz) son amplitudes del potencial vectorial Agz) dentro de la placa. Asi, las
soluciones (D-4) y (D-5) se pueden escribir como se presenta en la ecuacion (5.10)

@ @
<¢(2)> — (pO (pl < eky )ei(kx—wt)_ (5 10)
A;z) AgZ) Agz) e—ky :
Para el caso de la ecuacion (5.4) buscamos una solucién de la forma

u? = u® 06 y;0) = up? (y)etr e iot (b-6)

donde uf) (y) es una funcién que describe el comportamiento de ugz) en la direccion y. Al

reemplazar (D-6) en (5.4) encontramos

P @ ot e 2% . ; 0% @\ .
/T(—";)uz (y)elkx x =3 =u,”(y) <Welkx x) e-iwt 4 a_yZuZ (y)elkx X g—iwt
wzp(Z) 52
_ Z(Z’)" WP ) = —uP kD) + a_yzugz) o),
2 wzp(Z)
Wuéz)(y) * (Z(_;)n k2 |uP @) =o.
? () (@)
oy iz ) + k"*u,;” (y) = 0. 0-7)
con
2 __ a)ZpT(rf) _ k2 (D' 8)
IO x:

La magnitud k' en (D-8) determina la distribucién de los campos elasticos en la direccién y
dentro de la placa. La solucidn de la ecuacion diferencial (D-8) es

ugz) (y) = u(()z)ei;c/y + ugz)e—i;c/y’ (D-9)

donde u(()z) y ugz) son las amplitudes de las deformaciones u

esta forma, al reemplazar (D-9) en (D-6) se obtiene

)

,~ que aparecen en la placa. De

u;z) — u;z) (x,y;t) = [u(()z)eiwy + ugz)e—i;c/y] gilkx—wt) (D-10)
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La ecuacion (D-10) es equivalente a la solucidn (5-9) que se mostro6 en la seccién 5.1.

e Region 1 (y < —h): al resolver las ecuaciones diferenciales (5.5) y (5.6) se obtienen
los campos @™ yAgl) enlaregion 1 (y < —h)

V2¢(1) —0, (5.46)
v24,D =o. (5.47)

Debido a la homogeneidad del sistema en la direccion x, la solucién de (5.5) tiene la siguiente
forma:

oW =W (x, ;1) = M (y)ethx ¥emiot (b-11)

Al sustituir (D-11) en (5.5) se obtiene

0% . 02 )
(p(l)(y)ﬁezkxx +a_yz(p(1)(y)elkxx =0,
62
0D +

5zt =0.

(D-12)
V2D (y) —k2eW(y) =0,

La solucion de la ecuacion diferencial (D-12)

D () = gV eko+m, (D-13)
donde k =k, y (pél) es la amplitud del potencial escalar en la regién y < —h. Observe que la
funciéon ¢ (y) se anula cuando y — —oo y alcanza su valor maximo cuando y — —h. Al

combinar (D-13) en (D-11) se obtiene,

(p(l) - <p(1>(x, yit) = ¢(§1)ek(y+h)ei(kx—wt)_ (D-14)

Para resolver la ecuacion diferencial (5.6) aplicamos un método similar al que se us6 para
resolver la ecuacién (5.5). Asi pues, la componente Az(l) del potencial vectorial en la regién 3
(y<h)es

4,0 = 4, D(x,y:t) = Agl)ek(y+h)ei(kx—wt)_ (D- 15)

Las ecuaciones (D-14) y (D-15) se pueden escribir como se presenta en la ecuacién (5.11)

€)) (€]
@ Po k(y+h) ,i(kx—wt)
= e e . 5.11
<A;1)> (Agl)> (5.11)
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e Regién 3 (y > h): en este caso se tiene el siguiente par de ecuaciones diferenciales:
V2B =, (5.7)

v24,% =o. (>-8)

Las ecuaciones (5.7) y (5.8) se resuelven empleando el mismo método que se us6 para
resolver las ecuaciones (5.5) y (5.6). Las soluciones que se obtienen son respectivamente,

9® = p®(x,y;1) = P e kO-Milkx-wt) (D- 16)
4,3 = 4,0,y 6) = AP e koM gitkx-w) (D-17)

donde (pé3) es la amplitud potencial escalar en la region 3 (y > h) y Aff) es la amplitud del
potencial vectorial en la regiéon 1 (y > h). Estas soluciones se pueden escribir como sigue en la

forma de (5.12)
3) 3)
@ Po —k(y—h) ,i(kx—wt)
= e e . 5 12

<A§3)> (Ag‘”) ( )

Note que, cuando y — +oo las ecuaciones (D-16) y (D-17) se anulan y alcanzan su valor
maximo cuando y — h.

D.2 Condiciones de Frontera en el Sistema Vacio/ Aislante Topoldgico
Piezoeléctrico/ Vacio

Para estudiar la propagacién de las ondas en una placa de aislante topoldgico piezoeléctrico
que estad rodeada por vacio, se debe analizar el comportamiento que tienen los campos en las
interfaces que separan la placa del vacio. En particular, examinaremos las siguientes
condiciones de continuidad,

0)] N ()! 6)) _ 4®
¢ |y=irh ¢ |y=ih' Az y=th A |y=4_rh'
) ® ) ® ) ® (>-14)
D)/ =D, H/ =H,' ) =0y, :
y |y=ih y y=ih' x |y=ih x |y=ih' Ozy y=th Ozy y=+h

()
y

(3.12), (3.14) y (3.21), respectivamente. Por su parte, las componentes D

Las componentes D;", H,Ez) y 02(32,) en laregion 2 (—h < y < h) estan dadas por las ecuaciones

&)
y

1 (y<-h)y D§3), H,Sg) en la region 3 (y > h) estan definidas por las (5.17) y (5.18)
correspondientemente.

, Hil) en la region
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D.2.1 Condiciones de frontera entre las regiones (y < h)y (—h <y < h)

A continuacién, evaluamos las condiciones de frontera (5.14) en y = —h con ayuda de las
soluciones(D-4)-(D-6) y (D-14)-(D-15).

-Para el potencial escalar ((p(2)|y=_h = W] =_h):

4B .
[¢(2) k(- h)+(p(2) —k(- h)] g(ﬂ [u(()z)eucl(—h)+u§2)e—uc/(—h)]

(1)ek(—h+h)ei(kx—a)t) =0,

~%
4@
[oPetn + gPekr] - (52) [uPemivn 1 uPeivn] - o g,
4t
2) - 2 -
0P f+ 0P - [uP e +uPg*| = o, (D- 18)
donde f+ = etk hygi = etikrh

-Para la componente z de potencial vectorial ( s . A(1)| h)
y=- y=-—

[A(()Z)ek(—h) +A§2)e—k(—h)] _A(()l)ek(—h+h) =0,
[aPekn 1+ 4P ekn| - 45) = o,

AP+ AP = A, (D-19)
-Para la componente y del desplazamiento eléctrico (DJ(,Z)| = D(1)| ):
y: =
a
_e@ [(péz)ek(—h) _ g0£Z)e—k(—h)] + EG(Z)ik [A(()Z)ek(—h) + Agz)e—k(—h)]

+ kgo(()l)ek(—h+h) 0,
—e@ [q)(()z)e—kh _ ¢1(2)ekh] 9(2)lk [A(Z) —kh 4 A(Z) kh] + k(p(l) =0,

@[, @ @] L E @i [4D - L 4@ (1 _
£ [‘Po f o f ]+n9 l[AO fT+Af ]+(p0 =0. (D- 20)

-Para la componente x de la intensidad magnética (H§2)| L= H(1)| h)
y=- y=-

a
k [Agz)ek(—h) _ A§2)e—k(—h)] _ ;9(2) {ik [q)éz)ek(—h) + (p§2)e—k(—h)]

4@
T @

ik [uc()z)eiw(—h) + ugz)e—im(—h)]} _ kAgl)ek(—h+h) =0,

[Agz)e—kh _ A§2)ekh]
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a 4@ . ,
2); (2) ,—kh (@) ,kh (2) ,—ixrh (@) ,irrn @ _
—;9()1{[% e "+ @, "e ]_s(—z) ug e "N+ uMet ] -4y =0,
[A(z)f- _ A(z)f+] _% @ [ @ - (2)f+] B 4B [u(z) —e +]
0 1 - Do P1 e) 0o 9 19
—48Y =0,
(D-21)
-Para la condicion 02(32,) L= O'Z(;)l . se considera que la placa es libre de esfuerzos por
y=- y=-
debajo de y = —h. Con esto, la condicion de frontera para a componente zy de los esfuerzos,

= 0. Luego, obtenemos
y==h

()
sereduce a gy,

1@ [u(()z)eim(—h) _ u§2)e—im(-h)] — B [(p(()z)ek(—h) _ (pl(z)e—k(—h)] =0,
A2 ! . .
. (2) —ixr (2) I @) - () _
l_ﬁ(z)_k [uo e — g Ptk h] - [‘Po e~k — ¢, ekh] =0,

A2
L@ - @)+ () - @+
e k[”o g~y ] P ST H e fT =0 (D- 22)
Las ecuaciones (D-18)-(D-22) son equivalentes a las relaciones de continuidad (5.15)-(5.16) y
(5.20)-(5.21) que se presentan en la seccion 5.2 para la interface y = —h.

D.2.2 Condiciones de frontera entre las regiones (y > h)y(-h <y < h)

Ahora, vamos a evaluar las condiciones de frontera (5.14) en y = +h con ayuda de las
soluciones (D-4)-(D-6) y (D-16)-(D-17).

= (p(2)|

-Para potencial escalar ((p(3)| y=+h):

y=+h

(3) ,—k(h—h) (2) Jk(n) (2) ,—k(n) 4”'8(2) ) ixr(n) (2) ,—ixr(h)
P, € - [‘Po e +o, e ]— ") [uo e +u,"’e ] =0,

®) @ i )@ -] _ BL T @) e, @ —ien]|
Qo — [‘Po e+, e ]— e [uo e +u"e ] =0,

3 2 2) p— 2 2 —

@ (D- 23)

— 2@ )
=A :
y=+h z |y=+h

AR g-kn=n) _ [Agz)ek(h) + Agz)e—k(h)] =0,

-Para la componente z de potencial vectorial (AS;)

AP — [aPekm + 4P ekn| = o,
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A = 4B f+ 4 AP f-, (D- 24)
-Para la componente y del desplazamiento eléctrico (D§3)| D(2)| )
y=+h y=+h

k¢33)e—k(h—h) 4+ @ [(pSZ)ek(h) _ g01(2)e—k(h)]
- % 0Pik [AP e ™ + APekM| = 0,

a
§0(§3) +@ [(p(()z)ekh _ (p§2)e—kh] _EG(Z)i [Agz)ekh +Ag2)e—kh] -0

(P(()3) +@ [¢(§2)f+ Z)f ] 0@ [A(Z)f+ Agz)f—] =0. (D- 25)

-Para la componente x de la intensidad magnética (H,E3)| H(2)| )
y=+h y=+h

_kAg-?)e—k(h—h) —k [Agz)ek(h) _ A§2)e—k(h)]
+%9(2) {ik [goéz)ek(h) + (pfz)e—k(h)] 4”’3( i ——ik [u(z) ter(h) 4 u(z) _”"(h)]}
_Ag3) _ [A(()Z)ekh _ A§2)e—kh]
+ %9(2)1- {[(pSZ)ekh + <p(2) —kh] 4mp® [ @) yircrh u§2)e—iwh]}

5(2)
=0,

1.2 @, 1 4mp® D- 26
A —[AD - AD ]+;g(2)l{[(p(()2)f++(p§2)f [l PRI ]} (D- 26)

=0.
- Para la condicién a( ) = 0(2)| . se considera que la placa es libre de esfuerzos por
y=+

zy
y=+h
encima de y = +h. Con esto, la condicidn de frontera para a componente zy de los esfuerzos,

se reduce a az(y) = 0. Luego, obtenemos
y=+h

Z(Z)lk[ (@) jixr(h) _ gz)e—im(h)] 1o [q)(()z)ek(h) _ (p§2)e—k(h)] =0,

APk o @ @ @
. [ ixrh —mlh] o) [‘Po ekh _ ¢! e—kh] =0,

lmk uo e ul e
22 g
; (2) (2) @)+ (2) - _
lﬁ(z)k[uo g* g] o fTrofT=0 (0-27)

Las ecuaciones (D-23)-(D-27) son equivalentes a las relaciones de continuidad (5.22)-(5.26)
que se presentan en la secciéon 5.2 para la interface y = +h.
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D.2.3 Ecuaciones Trascendentales para Describir los Modos Antisimétricos y
Simétricos

Como ya se demostré en la secciéon D.2.1, al evaluar las condiciones de frontera en y = —h se
obtiene el sistema de ecuaciones 5x5 dado por las relaciones (D-18)-(D-22)

4mB® (D- 18)
2) oo 2
(p((, )f + (pi )f+ -~ [u(()Z)g n u§2)9+] (p((,l),
APF~ 4+ AP+ = 40V (D-19)
_ D- 20
—c@ [(péz)f _ <P§2)f ] 9(2) [A(z)f +A(2)f ] + (P(l) =0, ( )

_ a o _ 4@ _ (D- 21)
477 - 4P £+ —;9(2)1{[<p82)f +o | - — [u ™+ u® +]}—Aé”

=0,

D- 22
l__[u(Z) @] - o @f+o@r* =0, (D-22)

Similarmente, en la seccién D.2.1 se obtuvo un segundo sistema de ecuaciones 5x5 al evaluar
las condiciones de frontera en y = h, el cual esta dado por las ecuaciones (D-23)-(D-27)

3 _ _ (D- 23)
05" = o f + o Pf - (2) g +uPg7),
Ag3) — Agz)f+ + A:(LZ)f_J (D- 24)
3 2 2) a T2 2) ;o D- 25
o2+ @[~ o] LoD AP 4 405 =0 ©-25

1 oa . 1 A4Anp® ~ (D- 26)
D —[AD - AD ]+;9(z)l{[¢éz>f++%(z>f |- @D g% +ug ]}

e@
=0,
2 2 _ (D-27)
[u() +_ ()g ] ¢(§2)f++4’1(2)f =
A continuacidn, reducimos el primer sistema (y = —h) sustituyendo Agl) de la ecuacion (D-
19) en (D-21)y go(()l) de la ecuacién (D-18) en (D-20),
2) o 2 . 2) o— 2 2) o— 2
—e@ [ f~ = oPfH| + 18 [APF+ AP+ 0P f + 0P rH (D- 28)
4B @ @
-—@ [#0+wler] =0
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_ . _ 4mp® _
AP~ - 2P| - m‘{[q)é”f ol | - — [ulP e+ +]} (D-29)
_ [Agz)f— +A§2)f+] =0,
De igual manera reducimos el segundo sistema (y = h) sustituyendo AgB) de la ecuacién (D-
24) en (D-26) y (p(g3) de la ecuacién (D-23) en (D-25)
@, @p ATBP o) Ol @+ (@
%f+<ﬂlf—w[ 9"+ g]+€ [ f wlf]
—is[aPf+ +aPf| =0, (D- 30)
_Agz)f+ _ A;(LZ)f_ _ [Agz)f+ _ A;(LZ)f_]
: 2 @ 2 2) _
+ 15{[@5 e - [ué ‘gt +u’g ]} 0, (D- 31)

donde § = @ 6@ /m. Ahora, al sumar (D-29) con (D-31); (D-28) con (D-30) y (D-22) con (D-
27), se obtiene respectivamente,

@
is (o — | (f = F) —is nﬁ) [ug? ~ ] (g% = 97 (D- 32)
=[aP + 4P + O+ (= £,
067 + o [ + 77 +e@(f* ~ -2 (2) [”52)+”§2)](9 Y sy
=i6[AP - AP](r+ - £,
1)
i%’}i[um @] (g* + g7 - [0@ - 0P| (£ + ) = 0. (D-34)

Adicionalmente, restamos (D-29) con (D-31); (D-28) con (D-30) y (D-22) con (D-27). Asi,
obtenemos respectivamente,

@)
[0 + 0]+ + £ 8L [ + ] "+ 9) (D- 35)
= 48 - AS”] [ =+ G+ 1)
[0 - 0] [r — 1)+ s+ 4 £~ TEZ[u® -] " - 97) (0- 36

=is[aP + 4P| (FF + ),

114



Apéndice D

A

A (D- 37)
Bk

w8 +u?| @~ = of? + 0] (F* - ) =0

A continuacién, despejamos el término [A(()Z) + Agz)] de la ecuacidn (D-32) para reemplazarlo
en (D-36) y el resultado lo dividimos entre (D-34),

. ry oy ) B )
AR AR (e T S G

GEIE . y )
n _ 8 + _ - + + -
_anp® g 1 0" O+

@ 1@ (gt +g7)
(fJr f~ )+g )4 §°
MGETR) Fr+r) G =f7)
f* - f) Fr*=r)
_ 4D D k(9" ~g7) 8%(g* —g U +f7)
e@ 2@ |(gt+g7) [Fr+f )+ =g +g97))
f*=f7) 6
GEYR MM GEY & F+1) .,
F*=r) ( )
_4mB® B k(9" —g7) il (g++g )
@ 2@k | (gt +g7) (f:"‘f_)_'_(f: f:)'
GEIRMGET R 0-38)

con ft = etkh y g = ¢%i¥'h |3 ecuacién (D-38) se transforma en

) (5(21))2
14— h
e+ 1+ 1+ tanh (ki) tanh(kh)| =

AmB?
1@

_ —

(5@D)? ) (D- 39)

1 + tanh(kh) /)’

=———tan(x'h) <

La expresion (D-39) describe los modos de propagacion antisimétricos en una placa
compuesta por un material piezoeléctrico con propiedades topoldgicas. Este resultado es

equivalente a la ecuacién (5.32). De manera similar, despejamos [Agz) _Agz)] de (D-35) y

reemplazamos en (D-33). Luego, se divide la expresion resultante entre (D-37). Asi
obtenemos,

R (AR oo A
Fr+f)+e@(*r—f )+(f+—f_)+(f++f_)

Fr=F) st s oo )

+ - +9 )" B

_4mp® p@ | 07+ Gy ‘)g+(];++§ )
- @ uex (" —97)
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(f+ f- )+ )4 S2(f*+£7)
(f+ ) fr*=f)+U+*+f)
_A4AnB® B kgt +g7) S2(fr*=f) (gT+g)

@ GO gt —g) T O+ )G -9

UHf) o, 8 @Dk ag)| &
F*—1) G =f),, @ @@ —g) C*+7)  (-40)
F+Htt Gy S

Con ft = etkhy gt = 21 |3 ecuacién (D-40) se transforman en

1 2

K
— (2) ’
. 1 + ¢“tanh(kh) + T+ tanh=1(kh) tan(k'h)
, , (D- 41)
= 4ﬁ()t h(kh) [1+ 0
B IO 1 + tanh~1(kh) |

La expresion (D-41) describe los modos de propagaciéon simétricos en una placa compuesta
por un material piezoeléctrico con propiedades topoldgicas. Este resultado es equivalente a la
ecuacién (5.41).
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E.1 Estructura de los campos en el Cristal de Aislante Topoldgico Piezoeléctrico la
region 1 (y < 0)

El sistema de la Figura 6.1 presenta homogeneidad direccion x, esto lleva a que u y o™ en
laregion 1 (y < 0) tengan la siguiente estructura

ugl) (x, y; t) = 74SY) (y)ei(kx—wt) — U(l)(y)eik(x—vt)’ (E- 1)
(1) ) = @ i(kx-wt) — (1) ik(x—vt) (E-2)
P (x,y;t) e e :
donde v = w/k es la velocidad de las ondas (siendo w la frecuencia y k el vector de onda),

mientras que UM (y) y ®@(y) describen las distribuciones de u() y @1 en vy,
respectivamente. Para encontrar estas funciones usamos las ecuaciones (4.12) y (4.11)

piil? = AWY2y D — g2, (4.11)
Vzlll(l) =0, (4.12)
®
donde V?= (aaxz + 2 ) y p@D = oM +4nﬁ) ul”. Ademas, debido a la configuracién del

sistema % se puede anular puesto que 8(y < 0) = #() es constante en toda la regién 1

(y < 0). Luego, al reemplazar las ecuaciones (E-1) y (E-2) en (4.12) se obtiene

2 2 2 2

3 9 . % 9
4 p® (— + W) (UD (y)etk@vD) 4 W) <ﬁ + —) (@@ (y)ett=rD) = o,

GRS 92pW
1 2 1 1 2 1 —
4nﬁ()<—k U 4+ 5y >+s()<—k oW + 3y )-0,

02u® RIS
+ e
dy?

= 47

— 4rpWk2y® — e M2pM =,
(E-3)

Por otro lado, si se reemplaza (E-1) y (E-2) en (4.11) encontramos que

02 .
Pm ﬁ (U(l) (y)elk(x—vt)) —
92 02

2 2
— @ (%4_6_) (UD (y)eikx-vD) — p(1) <_+_> (@D (y)eikG-rD)),
X

0x?
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92y 92p@®
pmk2v2U® — 1 W2y @ 4 3@ 57 + BDE2pM — ) 57 =0,
(E-4)
277(1) 24 (1)
2D 0V _ pw 0" + k% (pmv? — ,1(1))U(1) + W 2p® = 0.

dy? dy?

e Para obtener UM (y) se combinan (E-3) y (E-4) de tal forma que desaparezcan
a2p®
y oW

ay?

términos

277(D) 277(1)

0°U
4B D?
dy? +4np dy?

= 1D@ + eWk2(p,,v2 — AD)UD — 4npW* 2y @ = g,

277() @2 _ . 2 _ (0
7Y —k2[4nﬂ ) (E-5)

dy? AW @ 4 4zp®?

Para resolver la ecuacién diferencial (E-5), usamos la siguiente ecuacion caracteristica

arp®? — @ (pv? —AD)] . (E- 6)
AW 4 47pM* o

= SU(l)Z — k2 [

El coeficiente § ;) de la ecuacion (E-6) se obtiene como sigue

M2 _ ) 2 _
_(0) + (0)2 _ 4(1) —k2 4'7-[.3 & (,DmU 2/1 )
AW @ + 4780
2(1)
4mp®? — £@ (p,v? — AD)

AW e@ 4 43

‘Su(l) =

1/2

= +k

)

= SU(1)2 = k?m,?, (E-7)

donde

, ampW? — ¢ (pp? — 2D)

m, >
AWM + 47D

(E-8)

La ecuacion (E-8) es la misma ecuacién (6.7).
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Luego, la funcién UMD (y) es
UMD (y) = Che ™k + ¢ et™ky, (E-9)

donde C; y C, son las amplitudes de U™ (y). Debido a la configuracién del sistema, se
requiere que los potenciales se anulen cuando se alejan de la interface, es decir que

UM - 0.Luego, la ecuacién (E-9) se reduce a

y——00

UMD (y) = g etmeky, (E- 10)

Al sustituir (E-10) en (E-1), se obtienen las deformaciones ugl) en el cristal

ugl)(x, yit) = Cpetmeky gik(x—vt) (E-11)

donde m, esta dado por la ecuacion (E-8).

e Para obtener ®®(y) reescribimos la ecuacién (E-3) como sigue

2 1) (1) -
- OW 4 4x——UD® | - k2 d® +4n'B—U(1) = 0. (E-12)
ayz 8(1) g(l)

Al definir

(1) -
wO = oW 4 47L _y® (E-13)
RO

la ecuacidon (E-12) se transforma en

2w(1) .
O ey o (E-14)
dy?

La ecuacion caracteristica que se obtiene de (E-14) es

Sew? —k? =0= Sym = *k, (E-15)

luego, WM (y) se escribe de la siguiente forma,
YD (y) = Cle ™™ + czetkY, (E- 16)

donde C5 y C3 son las amplitudes de WY@ (y). Adicionalmente, se requiere que el potencial
W (y) se anule cuando se aleja de la interface, es decir ¥V — 0.

y——00
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Entonces, la ecuacion (E-16) se reduce a

YA (y) = czethy. (E-17)

Al reemplazar (E-17) en (E-13) se obtiene

W (E- 18)
dWD(y) = Cze*hy — 471[;(—1)U(1)(y).
€

Sustituyendo (E-10) en (E-18) encontramos que

€ (E- 19)
® - +ky _ gt +myk
O W (y) =Cze™ —4m ey Cre M2y,

De este modo, el potencial escalar (E-2) se convierte en

®

oW (x,y;t) = <C‘3e+ky — 47'[%(:’26‘””2"3’) pikG—vt)

(E- 20)

donde m, esta dado por (E-8).

e Lavelocidad de las particulas en el cristal esta dada por la derivada de ugl) (x,y;t) con
respecto al tiempo.

augl) (x,y;t) 0

C e+m2kyeik(x—vt)'
ot at *

oul x,y;t .
— 4 gt y ) — _ikvczemzkyelk(x—vt)’ (E- 21)
donde ugl) (x,y;t) esta dada por la ecuacién (E-11).

e Para obtener la componente AS) del potencial vectorial debemos solucionar la
ecuacion (3.29)

V24 = o, (3.29)

2_ (9% L 0%\ [36Mde 36 d¢] _ : — — (D)
donde V<= (6x2 + 6y2) y [ % 3y dy ax] = 0 debido a que 8(r) = 0(y < 0) = 6'1). Ahora,

consideramos una solucién de la forma

— Agl)(x,y; £) = AD (y)eik&x—vt), (E-22)

donde A™ (y) es una funcién que especifica la dependencia de Agl) con y.
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Al sustituir (E-22) en (3.29) se obtiene

2 (1)
<—k2cﬂ(1) 4 d c/lz )eik(x—vt) =0,
2 4(1)
aac:/lz —k2A® =0,

La ecuacion caracteristica que se obtiene de (E-23) es

=>Sﬂ(1)2—k2=0:>5cﬂ(1)=ik.

Luego, la solucion de (E-23) es

= AD(y) = Cle ™™ + Cgeth,

(E-23)

(E-24)

(E-25)

donde C! y Cs son las amplitudes de AM(y). La ecuacién (E-25) se reduce cuando

: 1
consideramos que Ag ) debe anularse cuando y — —oo,

= AD(y) = Cget Y,

(E- 26)

Reemplazando (E-26) en (E-22) se obtiene la componente Agl) del potencial vectorial como

funcion de (x, y; t),

— Agl)(X, v t) — Cse+kyeik(x—vt)_

(E-27)

Por comodidad, escribimos los campos (E-11), (E-20), (E-21) y (E-27) de la siguiente manera

mypky
uP(x,y;0) Cpe™z
(1) _lkaZszky
vZ (xl y; t) — B(l)
0050 | 7| oot —anleesemon
Agl) (x’ v, t) Cseky

(E-28)

donde m, esta dado por (E-8). Nota: la ecuacién (E-28) es equivalente a la ecuacion (6.5).
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E.2 Estructura de los Campos en el Liquido de la region 2 (y > 0)

En esta seccién se obtienen las soluciones para las ecuaciones diferenciales involucradas en la

region 2 (y > 0) de la configuracion que aparece en la Figura 6.1. En este caso, el potencial

)

escalar @@ y la componente A(2 se obtienen de las ecuaciones diferenciales (4.17 4,18
Py p z y

Vz(p(z) -0, (4.17)

v24@ = o, (4.18)

92 | 92 : : . .
donde V2= (ﬁ + a_yz)' Como se ya se ha mencionado en secciones anteriores, las soluciones

de (4.17) y (4. 18) tienen forma de ondas libres e?**=vt) debido a la homogeneidad que existe

en la direccién x. Asf, @ y Agz) estan dados por las siguientes expresiones

P@(x,y;t) = PP (y)ekx—vD), (E- 29)
AEZ) (x’ y; t) =A@ (y)eik(x—vt)’ (E- 30)

donde @@ (y) y A®@ (y) son las dependencias de los potenciales con y en la regién 2 (y > 0).

e Paraencontrar ®®(y), debemos reemplazar (E-29) en (4.17). De aqui se obtiene que

2

9
a—yzcb(z)(y) — k20@(y) = 0. (E-31)

La ecuacion (E-31) se resuelve de modo similar a como se resolvié (E-23). Luego,
@ (y) = Che™ + Creth, (E-32)

donde G, y C, son las amplitudes de &) (y). Puesto que & 2 0, la solucioén (E-32) se
y—+00

reduce a
@ (x,y; 1) = Cpe~kyelklvD), (E- 33)
e Paraencontrar Agz) sustituimos (E-30) en (4.18). Esto lleva a la siguiente ecuaciéon
2

y?

AP ) = k2AD () = 0. (54

La ecuacion (E-34) se resuelve de modo similar a como se resolvié (E-23). De esta manera se
tiene que

AP (y) = Cee ™ + ¢lethy. (E- 35)

donde C/ y C; son las amplitudes de A®@ (y).
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Como A®@ (y) 2 0, la solucién (E-30) es escribe como
y—+00
AgZ) (x’ ¥ t) — CGe—kyeik(x—vt), (E- 36)

e Para el movimiento del liquido se asume que la ecuacion diferencial que determina la
componente vz(z) de la velocidad esta dada por la ecuacién (6.4)

(2) 6
wv,” o, @ (6.
—— ——=V? =0.
FrS U, 28)
La solucion de (6.4) tiene la forma
= 1,2 00,y; 1) = VP (e, (E-37)

donde VZ(Z)(y) es la dependencia de la velocidad vz(z) con y en la regién 2 (y > 0). Al sustituir
(E-37) en (6.4) encontramos que

621/'(2)
_ikvVZ(Z)(y)eik(x—vt) _ ﬂ _kZVZ(Z)(y) +—Z ) ik(x-vt) — 0,
P dy?
2172
P @ 21, v,
_#—llksz ) +k“V, " (y) — 3y = 0,
aZV(Z) 01
ayzz + <ikv;71 - kz) 2@ =o. (E- 38)
La ecuacion caracteristica que se obtiene de (E-38) es,
S,@° + (ikvﬂ - kZ) = 0. (E- 39)
z H
Al definir
my? =k? - ikv&, (E- 40)

2]

(la ecuacion (E-40) es la misma ecuacion (6.9)) entonces la solucion de (E-38) es

= P (y) = cle™Y + Ce™Y (E-41)

donde C; y C; son las amplitudes de VZ(Z)(y).
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Puesto que VZ(Z) — 0, entonces la solucién (E-37) se escribe como

y—+oco

- UZ(Z) (y) — Cle—mlyeik(x—vt)' (E- 42)

Por facilidad, escribimos los campos (E-33), (E-36) y (E-42) de la siguiente manera

0\ e
(p(z) (x’ y; t) = 646:’;3/ etk(x—vt)’ (E_ 43)
AP yin))  \Cee™

donde m, esta dado por (E-40). Nota: la ecuacion (E-43) es equivalente a la ecuacién (6.8).

E.3 Condiciones de Frontera en la Interface entre un Aislante Topologico
Piezoeléctrico y un Liquido Viscoso

Como se demostr6 en las secciones E-1 y E-2, los campos en el aislante topolégico
piezoeléctrico y en el liquido estan dados por (E-28) y (E-43), respectivamente. Para estudiar
el comportamiento que tienen los campos en la interface en y = 0, debemos evaluar las
siguientes condiciones de continuidad:

D3(12)|y—0 - D§1)|y=o' H’EZ)L,:() - H’El)|y=0' Uz(JZ/)|y=O = Uz(le)

y=0

® )
v =v .
z |y—0

— 4D _ ,
=4¢ A N . (6.10)

@
A
z y=0

y=0 y=0

donde las componentes D)(,l), HS) y 02(31,) en laregion 1 (y < 0) estdn dadas por las ecuaciones

(4.26), (4.27) y (4.9), respectivamente.

D (1)
pM = _¢@ 29 _ 4mp® Ou, ” _ @ 1y 045 (4.26)
y )
Oy dy m  ox
1
g _ 04" _a 00 (4.27)
X )
dy 1[4 O0x
€ L
c® Z 0% sy I (4. 63)
i dy ay '

Por otro lado, las componentes Dj(,z), H,SZ) y az(;)en la region 2 (y > 0) estan dadas por las
ecuaciones (4.30), (4.31) y (6.5), correspondientemente.

(2)
p® _ _,@09? _a 504" (4.30)
Y dy m ox ’
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@
@) =ai_ﬁg(2)a‘p_(2) (4.31)
* oy m ox '
617(2)
2
o = a; : (6.5)

Asi, al evaluar las condiciones de continuidad (6.10) con ayuda de las soluciones (E-28) y (E-
43) se obtiene

e Parala componente D, del desplazamiento eléctrico

€Y

_e® <k63ek(0) _ 4n%czmzkem2k(0)> pik(x-vt) | %9(1)ikcse+k(0)eik(x—vt)
&

_ 47-[3(1) szzkemzk(o) pik(x—vt)

= £@)E,e kO gik(x—vt) 4 %H(Z)ikc()e—k(o)eik(x—vt)’

a a
—eWke, + Ee(ﬂikcs =e@ke, + EB(Z)ikC‘G,
a a
@k, +—0DikCq + keWC; ——0Dikes = 0. (E-44)
e Parala componente H, de la intensidad magnética

€Y)
— kCgek©gik(x—vt) _ ok <C3ek(0) 4 ﬁ(l) czemzk(0)> oik(x=vt)
A &

= _kCge k@ eikx—vt) _ L g@ ke, ok (O gik(x-vD),
s

—kCq — %9<2)ikc4 —kes+ %9(1)ik <(33 - 471%62) =0, (E- 45)
e Parala componente g, de los esfuerzos
= —ikvAMm,kC,eM2k(0gikx=vt)
— B <kc3ek(0) _ 4n%m2kczem2k(o)> pik(x—vt)

— _mlﬂlcle—ml(o)eik(x—vt)’
[;(1)
= _ikv/l(l)mszZ - ﬁ(l) <k63 - 4”@"12]{62) = —mlulcl,

[;(1)2

= uym, G, = —myCyrk (A(l) + 47 W) + C3kpD, (E- 46)

e Parala componente A, del potencial vectorial

Csek(o)e ik(x—vt) _ Cge —k(0) eik(x—vt)’
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Cs = Cq, (E-47)

e Para el potencial escalar ¢

@®
<C'3€k(0) _ 47‘[%@267”2’{(0)) eik(x—vt) — C4e—k(0)eik(x—vt)'

eWe, — eWe, + 4npWe, = 0, (E- 48)
e Parala componente v, de las velocidades
—ikvCpe™2k(0) gik(x—v) = @ g=ma(0) gik(x—vD)
= —ikvC, = C;. (E-49)

E.4 Ecuacion Trascendental para las Ondas Bleustein-Gulyaev en el Sistema Aislante
Topoldgico Piezoeléctrico/Liquido Viscoso

En la seccidn E.3 se obtuvo el siguiente sistema de ecuaciones algebraico 6x6

a a
= e@kC, +—0PikCq + keVe; ——9Wikes = 0, (E- 44)
a a pw (E- 45)
- ——9@; — ZoW; —4Ag =
kCg n@ ikCy — k Cs +n9 ik (Cg 41 e C’2> 0,
p? (E- 46)
- I.llmlcl = _mzczk /1(1) + 4T g(l) + CSkﬁ(l),
= Cs = Cs, (E-47)
= 5(1)64 - 8(1)63 + 47Tﬁ(1)62 = 0, (E' 4'8)
= —ikvC, = C;. (E-49)
Reemplazando (E-47) en (E-44) y (E-45)
eDke, + ikCss + keMe; =0, (E- 50)
W E-51)
@ 2); a 1) : B _ (
—2kCs — ;9< DikC, + ;e< ik c; — 4nmcz =0,

donde 5=%(9(2)—9(1)). Al sustituir (E-49) en (E-46) y reorganizando la expresion
resultante se obtiene
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p?
mok [ AV + 4 —— ey

Por otro lado, de (E-48) se tiene

64 = 63 - 47T_62

Al reemplazar (E-53) en (E-50)-(E-51) se obtiene

)
—4nkﬁ—£(2)62 +k(e@ + eW)ey + iksCs =0,

3(1)
4ndik — (1) — d0ikC; — 2kCs = 0.

m,
— vy )62 —kpMe, = 0.

(E- 52)

(E-53)

(E-54)

(E-55)

De esta manera, de (E-52), (E-54) y (E-55) obtenemos un sistema de ecuaciones algebraico
homogéneo reducido 3x3. En forma matricial este sistema se escribe de la siguiente manera:

2 -
myk (A(l) + 4r i((?) — vy, :Z—l) —kp® 0
o o
—4mk o) @ k(s(z) + e(l)) iké
_BY .
4ndik @ —dik —2k_

C,
63] = 0. (E- 56)

Para que el sistema (E-56) tenga solucion no trivial el determinante de la matriz se debe

anular,

—dik -2k

(1?2 m @ 4 D)
-y (/1(1) + 4nB —— o _1) ‘k(s +eW) ks
€ m,

)
kP

iké
@
- (_kﬁ(l)) (1) =
4tdik (—1) -2k

1?

0,

= —myk (A(l) + 47138(1) —ivy ) [Zkz(g(z) + g(l)) + 62k2]

pw pw
+ kp® [8nk2 £@ + 4nk2£—62] =
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= ivuym [2(e@ + W) + §?]

(€3] ﬁ(l)z @ 4 @ 2 B 2 @
=m,| A +47TW [2(5 + ¢ )+6]—8TL’€(1)€
,8(1)2 (E-57)
2
+ 4 =D 04,
13(1)2 /3(1)2 e@ 4 82
= ivuyym; = m, (/1(1) +4n o 4r ) 2 57
€ € e@ 4 M) 4 >
Si definimos 15 como
ﬁ(nz 39)4_§3
s =45 ‘5 (E- 58)
€ e@ 4 M 4 >
entonces (E-57) se transforma en
'g(l)z
= ivulml =m, /1(1) + 41 g(l) - A(g. (E- 59)

A continuacién, reemplazamos m, y m4, las cuales estan dadas por las ecuaciones (E-8) y (E-
40) respectivamente, en (E-59)

/2
2 (ki 2&)1
=i M (k ik 7
5 W\ 2 1/2
amp? — @ (pm (F) _ ,1(1))

(1?2
= > 20 4 4nﬂ_ —Ag, (E- 60)
ADe@ 4 4z pM) e@

donde v = w/k. Ahora, reorganizando (E-60) se tiene

= lwy (kz —iw l%) = [f%] & —kAg,
donde hemos definido
(1)2 (E- 62)
&= 41r'3 + 2,

e
A continuacién, reorganizamos la ecuacién (E-61) de la siguiente forma

(0?2 + i)V = (§2k% = prw? )% — ks,
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—w?? k? +iwdup = E2k? — prw?€ — 2kAs (§2k? — prw?§)V/? + k2As%,
—k2 (0P + As® + &%) + 0 (pmé + iwwpy) = —2kA5° (E2k? — ppw?8)V/?,

0* (o€ + lwpp)? = 2(0?? + As® + E2) (pmé + iwpp) w?k?
et (@2 + As® +82)" = 4k2A5*(E2U% — p?),

0*(ilpr® + pr)? + [4As% pm — 2(82 + As” + w? i) ?) (iwpyy + pmé) | w?k?
+[(82 + As? + w?w?)” — 48205%| k* = 0. (E-63)

La ecuacion (E-63) es equivalente a la relacién (6.21).
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