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Resumen

Las observaciones atipicas pueden generar estimaciones erréneas o que no concuerdan
con la realidad, por lo que es de gran importancia la implementacién de técnicas que
identifiquen y traten de una forma adecuada dichos valores. En el siguiente trabajo se logra
establecer una metodologia para reducir el impacto generado por las observaciones atipicas
de la Humedad Relativa en el promedio del ano 2016 en la ciudad de Santiago de Cali,
Colombia. Para esto se aprovechan las ventajas generadas al utilizar el andlisis de datos
funcionales, de donde se desprenden conceptos como el de profundidad funcional, utilizado
para identificar los dias del ano que presentaron un patron diferente al convencional y
posteriormente mediante teoria de datos escalares buscar una estimacion de la media que
no se vea afectada por dichos valores. Se establecié que realizando un recorte del 16 % de
las curvas menos profundas se logra una disminucién en la variabilidad y una estimacion
robusta de la media funcional.

Palabras claves: Humedad relativa, estimacién robusta, datos funcionales, profundidad

funcional, media recortada
Abstract

Atypical observations can generate erroneous estimates or that do not agree with
reality, so it is of great importance to implement techniques that identify and treat these
values in an appropriate way. In the following work, it is possible to establish a technique
to reduce the impact generated by the atypical observations of Relative Humidity in the
2016 average in the city of Santiago de Cali, Colombia. For this, the advantages generated
by using the functional data analysis are exploited, from which concepts such as functional
depth are derived, used to identify the days of the year that presented a different pattern
to the conventional one and later, using scalar data theory, to search for an estimate of the
average that is not affected by these values. It was established that by making a cut of 16 %
of the less depth curves, a decrease in variability and a robust estimate of the functional
mean were achieved.

Keywords: relative humidity, robust estimate, functional data, depth functional,

trimmed mean
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1. Introduccion

1.1. Planteamiento del problema

Mundialmente distintas organizaciones estdn encargadas de monitorear y registrar a diario
datos referentes a variables del clima y la calidad del aire, informacién utilizada para
sintetizar aspectos de fendémenos que resultan importantes para uno o mas propositos
analiticos y de monitoreo en el tiempo. En este sentido, bajo la coordinacion y administracion
del Grupo de Calidad del Aire del Departamento Administrativo de Gestién del Medio
Ambiente (DAGMA) opera el Sistema de Vigilancia de la Calidad del Aire (SVCASC)
encargado de realizar estas mediciones en diferentes puntos de la ciudad Santiago de
Cali-Colombia.

No obstante, entre las observaciones registradas se pueden presentar algunas que no siguen
el patron de las demés y no son errores de medicion, por ejemplo, en ocasiones se registran
dias en los que la temperatura obedece a fenémenos naturales y desciende o asciende
abruptamente, generando inconvenientes en las predicciones o cualquier tipo de analisis
estadistico que se realice, ya que estas observaciones, que podrian considerarse atipicas,
frecuentemente traen consecuencias sobre las estimaciones (principalmente de la media),
puesto que pueden “halar” el estimador hacia ellas.

Para este estudio se utilizara una base de datos proporcionada por el SVCASC la cual
tiene registrados grandes cantidades de datos, ya que sus mediciones se hacen cada hora
durante todos los dias del ano. De esta forma, y sabiendo que estas variables climaticas
arrojan resultados continuamente (cada instante de tiempo) se pueden transformar en datos
funcionales usando técnicas de suavizado (“El andlisis de datos funcionales es aquella parte
de la estadistica que trabaja con muestras de funciones aleatorias” (Ramsay y Silverman,
2005))), aprovechando las ventajas que este tipo de datos proporciona.

Asi que, el objetivo principal de este proyecto sera proponer una estimacion usando métodos
robustos de la media funcional de la Humedad relativa registrada en un determinado periodo
y sitio de la ciudad, permitiendo tomar buenas decisiones basadas en los resultados y/o
conclusiones obtenidos, ya que los métodos robustos se han caracterizado por mejorar las
estimaciones teniendo en cuenta la presencia de datos atipicos.
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1.2. Justificacion

Es de gran importancia realizar distintos andlisis que permitan conocer u obtener un
indicador que represente de manera precisa el comportamiento de los datos estudiados. En el
caso del estudio de variables climéticas se debe tener un mayor cuidado ya que al presentar
un reporte que no esté acorde con la realidad, se puede incidir en una falsa alarma de algin
fenémeno o peor ain en la no alerta temprana del mismo.

En Santiago de Cali-Colombia, el Sistema de Vigilancia de la Calidad del Aire (SVCASC)
toma registros con el fin de conocer el estado de la calidad del aire y el comportamiento de
la meteorologia en las zonas de influencia de las estaciones de monitoreo. En la actualidad
cuentan con nueve estaciones automaticas, que estan ubicadas alrededor de la ciudad las
cuales toman registro a cada minuto del dia, de distintas variables de la calidad del aire y
climatolégicas.

Esta informacion la emplea el DAGMA en sus distintas actividades como entidad encargada
del control ambiental en el municipio, ya sea ejecutando las politicas y funciones precisas,
sin embargo esta informacién no es solo materia de estudio del DAGMA, sino que también
es de gran utilidad en distintos sectores como: econémico, energético, industrial, entre otros,
en donde el entendimiento del comportamiento de las distintas variables climatolégicas es de
vital importancia para el desarrollo y desempeno de sus actividades. De aqui, la importancia
de considerar las observaciones no convencionales a la hora de realizar el anélisis, obtener
resultados confiables y no cometer errores a la hora de tomar cualquier decision.

Los patrones histéricos del comportamiento del clima han presentado cambios, el principal
indicador de esto es el incremento del calentamiento global que al parecer cada vez es mas
alto (Berruezo y Jiménez, 2017)), situacién donde se refleja que el comportamiento del clima
en la ciudad pueda presentar distintas anomalias en un dia. Con esta informacién se realizan
diferentes estudios y andlisis, en donde la validez de estos depende en gran medida de la
calidad de los datos y la manera en que se procesé la informacion. La validez de estos
estudios podria estar en juego si se pasa por alto o no se considera el problema de los datos
atipicos (Outliers), ya que se omitiria informacién importante y los resultados y conclusiones
de la investigacién no serian confiables.

Por lo anterior, es pertinente evaluar una estimacién robusta de la media funcional
para la soluciéon al problema del registro de posibles observaciones atipicas en variables
climatolégicas, para esto se debe tener una medida con la que se pueden identificar y
seleccionar las observaciones atipicas funcionales para asi tratarlas de diferente manera a
las convencionales.
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1.3. Objetivos

1.3.1. General

Estimar la media funcional de la humedad relativa promedio horaria utilizando un método
robusto, con los datos suministrados por el Sistema de Vigilancia de la Calidad del Aire de
Santiago de Cali (SVCASC), para el ano 2016 en la estaciéon compartir.

1.3.2. Especificos

» Construir Datos funcionales (curvas) diarias de la humedad relativa promedio horaria
de la estacion de monitoreo Compartir de la ciudad Santiago de Cali.

s BEstablecer mediante técnicas de deteccién de Outliers cuales de estos datos funcionales
diarios son observaciones atipicas.

» Estimar la media de la humedad relativa promedio horaria con un método robusto de
analisis de datos funcionales.

= Comparar la estimacién robusta con la estimacion clasica de la media funcional de la
humedad relativa promedio horaria, para la estacion de monitoreo Compartir ubicada
en la Ciudad de Santiago de Cali.

1.4. Antecedentes

El empleo de métodos robustos para datos funcionales ha sido tratado por distintos
autores, los cuales combinaron estas técnicas para diferentes aplicaciones. A continuacién
se citan algunos trabajos describiendo brevemente sus metodologias. Se presenta ademas
investigaciones realizadas en torno a las variables climatologicas.

Hyndman y Ullahl (2007) proponen un nuevo método para pronosticar la mortalidad por
edades y las tasas de fecundidad observadas con el tiempo. Este enfoque permite funciones
suaves de edad, es robusto para los anos periféricos debido a guerras y epidemias, y
proporciona un marco de modelado que se adapta facilmente para permitir restricciones
y otra informacién. Las ideas de analisis de datos funcionales, suavizado no paramétrico
y estadisticas robustas se combinan para formar una metodologia que es ampliamente
aplicable a cualquier serie de datos funcionales observados discretamente y posiblemente con
error. La metodologia se aplica a los datos de mortalidad franceses y a los datos de fertilidad
australianos, y los prondsticos obtenidos son superiores a los del método Lee-Carter (LC)
comunmente utilizado en la prediccién de la mortalidad y la fertilidad.
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Crambes et al| (2008) se centran en las propiedades asintdticas de una estimacién no
paramétrica condicional de una variable valorada real con una covariable funcional.
Presentan resultados relacionados con la convergencia en probabilidad, normalidad
asintotica. Utilizando estimacién robusta la cual proporciona un enfoque alternativo a los
métodos clasicos que no se afecta indebidamente por la presencia de valores atipicos.

Torres et al. (2011]) utilizaron los datos funcionales para construir una técnica para detectar
valores atipicos, comparandolos con los resultados obtenidos por métodos clasicos. Los
autores realizan la investigacién haciendo uso de los datos de emisién de gases en una zona
urbana de la ciudad de Oviedo, encontrando que su propuesta identificé la existencia de
valores extremos en algunos casos donde las técnicas estdndar no lo hacian.

Sawant et al.| (2012) proponen un andlisis de componentes principales funcionales robusto
para encontrar las combinaciones lineales de las variables originales que contienen la mayor
parte de informacién, incluso si existen valores atipicos funcionales, aplicando este estudio
en un extenso trabajo de simulacién y dos conjuntos de datos de la quimiometria y el medio
ambiente.

Olaya (2012) analiza el comportamiento del Ozono y como se ve afectado por variables
meteorologicas en la ciudad de Cali. En este caso la propuesta para modelar este
contaminante va orientada a la utilizacién de un modelo aditivo generalizado (GAM)
semiparametrico, que usa funciones suavizadas por medio de splines de las variables
regresoras. Se obtiene que todos los coeficientes de regresion estimados son altamente
significativos, aunque una validacién de supuestos indica que el modelo no parece ser el mas
adecuado, se deja con el fin de ilustrar el beneficio que trae la utilizacion de modelos GAM.

Boente y Vahnovan| (2016 adaptan Modelos lineales parciales para tratar con covariables
funcionales capturando tanto las ventajas de un modelo semi-lineal como las de modelado no
paramétrico para datos funcionales. Para resolver el problema de las observaciones atipicas
cuando las covariables del componente no paramétrico son funcionales, se introducen
estimaciones robustas para el pardmetro de regresion y el operador de regresién. Se estudian
los resultados de consistencia de los estimadores robustos y la distribucién asintética
del estimador de pardametros de regresién. Los experimentos numéricos muestran que los
estimadores resultantes tienen buenas propiedades de robustez. Los beneficios de considerar
estimadores robustos también se ilustran en un conjunto de datos reales donde el ajuste
robusto revela la presencia de valores atipicos influyentes.



2. Marco tedrico y definiciones

2.1. Marco teédrico conceptual

2.1.1. Zona de estudio

Santiago de Cali, capital del Valle del Cauca, estd situada en la regién sur del valle entre la
cordillera occidental y la cordillera central de los andes. La posicién geografica de la ciudad:
Latitud, al norte Cerro de Tatama 5° 00" 307, al Sur La Balsa 3° 05" 35”. Longitud, al Este
Paramo de Barragan 75° 41’ 327, al oeste Bocas del Naya 77° 00’ 33”. Altitud: Farallones
de Cali 4.080 m.s.n.m y una altitud media de 1018 m.s.n.m en el drea metropolitana. Cali
limita al norte con los municipios de La Cumbre y Yumbo, al oriente con los municipios de
Palmira, Candelaria y Puerto Tejada, al sur con el municipio de Jamundi y al occidente con
los municipios de Buenaventura y Dagua (Alcaldial 2004)).

Santiago de Cali cuenta con un clima de sabana tropical, en promedio la precipitacion
anual va desde los 900 mm en las zonas méas secas hasta los 1.800 mm en las zonas mas
lluviosas, con 1.000 mm promedio sobre la mayor parte del area Metropolitana de Cali. La
temperatura media es de 23.1 °C (73.6 °F) con un minimo promedio de 15 °C (66 °F) y un
méaximo promedio de 32 °C (86 °F), con un méaximo absoluto de 36 °C y minimo absoluto
de 13 °C. Las estaciones secas van de diciembre a febrero y de julio a agosto y la estacién
de lluvias de marzo a mayo y de septiembre a noviembre.

2.1.2. Clima

La interaccién entre distintos factores atmosféricos, biofisicos y geograficos dan como
resultado el clima en las diferentes partes del mundo, estos agentes como la temperatura,
la presion atmosférica, el viento, la humedad y la lluvia pueden cambiar en el tiempo y el
espacio debido a que son fenémenos naturales. A partir de estas combinaciones se determina
el clima de un lugar, por ejemplo, el clima de las montanas por lo general es frig, en cambio
a menor altitud, como es el caso de las costas, el clima es calido y con temporadas de
sequias (Martinez et al., 2004).

Ademas, “el clima se suele definir en sentido restringido como el estado promedio del tiempo”,
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es decir, el clima una descripcién estadistica del tiempo atmosférico en términos de los valores
medios y de la variabilidad de los factores correspondientes durante periodos que pueden
abarcar desde meses hasta miles o millones de anos (IPCC| [2013). El periodo de promedio
habitual es de 30 anos, segun la definicién de la Organizaciéon Meteorolégica Mundial.

2.1.3. Humedad relativa

La humedad relativa es la cantidad de humedad en el aire, comparado con la que el aire puede
mantener a esa temperatura. Se define como la razén entre la presion parcial del vapor de
agua y la presién de vapor saturado a una temperatura dada (Nave, 2005). Generalmente se
expresa como porcentaje.

Densidad de vapor de H,O actual "
Densidad de vapor de HyO saturado

Humedad Relativa = 100 (2-1)

En consecuencia, cuando la humedad relativa es cercana al 100 % el aire retiene casi todo el
vapor de agua que puede.

Los humanos son sensibles a la humedad. Por lo general, una humedad relativa del 40-50 %
es Optima tanto para la salud como para la comodidad. La humedad alta, particularmente en
un dia caluroso, reduce la evaporaciéon de la humedad de la piel, que es uno de los mecanismos
vitales del cuerpo para regular la temperatura corporal. Por otra parte, la humedad muy
baja reseca la piel y las membranas mucosas (Douglas, [2006).

2.1.4. Temperatura

Tambutti y Munoz (2002)) lo definen como la magnitud fisica que mide cuédn caliente o frio
estd un objeto. Generalmente es medido mediante un termémetro. Una temperatura elevada
es asociada con el concepto de calor mientras que una temperatura baja, es asociada con frio.

En términos técnicos, la temperatura es una magnitud escalar relacionada con la energia
interna de un sistema termodindmico, definida por el principio cero de la termodinamica. Més
especificamente, esta relacionada directamente con la parte de la energia interna conocida
como energia cinética, que es la energia asociada a los movimientos de las particulas del
sistema, sea en un sentido traslacional, rotacional, o en forma de vibraciones. A medida que
sea mayor la energia cinética de un sistema, se observa que este se encuentra mas caliente;
es decir, que su temperatura es mayor (Yunus, |2006).
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2.2. Marco tedrico estadistico

2.2.1. Analisis de Datos Funcionales (ADF)

El Anélisis de Datos Funcionales es una alternativa novedosa de gran utilidad que esté siendo
implementada por investigadores en diversos campos del conocimiento, principalmente
gracias a los aportes de Ramsay y Silverman| (2005). Esta consiste en trabajar con
muestras de funciones y no con datos escalares. Dichas funciones son cuadrado integrables
pertenecientes al espacio L? las cuales tienen la gran ventaja de representar fielmente el
comportamiento de una variable observada en funciéon del tiempo, espacio u otra variable
continua sin necesidad de verificar hipotesis bastante restrictivas, como cuando se emplean
otras técnicas.

Cuando se realizan andlisis en variables continuas como la Humedad relativa, la cual en
un dia cualquiera presenta 24 mediciones (una por hora), por los métodos tradicionales
se podria presentar un resumen estadistico que contenga las medidas de tendencia central
y de dispersion, sin embargo este resumen presenta limitaciones a la hora de observar la
evolucion por hora de esta variable a lo largo del dia. Ya que entre mediciones se presentan
infinitos registros que por restricciones del niimero de mediciones que se puedan tomar no
se tienen en cuenta. Es por esto que representar la humedad relativa diaria mediante una
curva que contemple el comportamiento continuo de dicha variable resulta una muy buena
alternativa para evitar las limitaciones mencionadas. El interés se centrard entonces en
estimar dicha curva a la cual se llamara dato funcional.

2.2.2. Construccion de Datos Funcionales

Para explicar el proceso de construccion de los datos funcionales es necesario definir algunos
conceptos como el de variable aleatoria funcional, la cual es definida por [Ferraty y Vieu
(2006) de la siguiente manera: “Una variable aleatoria X se llama variable funcional (f.v.)
si toma valores en un espacio infinito (o espacio funcional). Una observacién z de X se
denomina dato funcional”. Teniendo claro esto, se busca reconstruir la observacion funcional
utilizando las observaciones discretas y reconociendo su posible error de medicién.

Un dato funcional se puede representar de la siguiente forma: sea x = z(t);t € 7 un dato
funcional y sean yi,ys, ..., ¥, las n observaciones de la funciéon z para los valores t = 1,t =
2,...,t = n donde t corresponde usualmente a tiempo. Bajo el supuesto de que x es una
funcién suave, es posible utilizar la amplia teoria desarrollada para la regresion en el contexto
funcional, al representar a x(t) c6mo una combinacién lineal de funciones de una base, como
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se muestra a continuacién:

2(t) =Y cdult) (2-2)

Donde ¢p = (¢1(t),...,¢k(t)) son K funciones conocidas de una determinada base de
funciones y los ¢, son los coeficientes desconocidos en la combinacién lineal los cuales se
deben determinan por el criterio de minimos cuadrados, representada en forma matricial se
tiene que:

SMSSE(ylc) = (y — ®c) (yPc). (2-3)

Derivando la ecuacién 2-3| respecto a ¢ se tiene la ecuacion:

209" — 20y = 0. (2-4)

Se obtienen entonces los coeficientes estimados ¢ que minimizan la suma de cuadrados del
error, los cuales se representan asi:

c= (D) D'y (2-5)

Los valores ajustados en los nodos de observacion son:

y=dc=d(P0) Dy (2-6)

Obteniendo la curva ajustada:

y(t) =7o(t) (2-7)

Sin embargo, para obtener buenos resultados al crear las curvas ajustadas es necesario hacerse
preguntas como, ;Qué familia de funciones base utilizar? y ;Cual es el nimero (K) éptimo
de funciones?. Preguntas que se discutirdn a continuacion.

Selecciéon de la familia de funcién base

Un sistema de bases de funciones es un conjunto conocido de funciones matematicamente
independientes que tienen la propiedad de poder representar arbitrariamente bien cualquier
funcién, mediante una suma ponderada o combinacién lineal de un niimero K suficientemente
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grande de funciones de dicha base (Ramsay y Silverman|, 2005). Para elegir la base de
funcion se debe tener en cuenta las caracteristicas de los datos y buscar la similitud la
base de funcion. Por ejemplo, la base B-spline se utilizan principalmente para informacién
funcional sin ninguna variacién fuertemente ciclica, mientras que la base de Fourier tiende a
ser utilizada para describir datos peridédicos. Si esta similitud existe, el niimero de funciones
que definiran la base se reduce. Por lo tanto, se debe buscar una base de funcion capaz de
mantener el nimero K de funciones tan menor a n como sea posible, sin perder de vista los
detalles de ajuste.

Eleccion del nimero de funciones base

El grado de suavizacién de los datos y; en oposicion a la interpolacién estd determinado
por el nimero K de funciones basicas. Se obtiene una representacion exacta o interpolacién
cuando K = n, y un exceso de suavizacion cuando se tiene un nimero pequeno de bases de
funcion. Sin embargo en ambos extremos se induciria en errores ya que en el primer caso
se incluiria la variabilidad y en el segundo se ignoraria ciertas caracteristicas o detalles que
pueden brindar gran informacion en el fenémeno estudiado mediante la reconstruccién de
los datos funcionales. En consecuencia, no se define un nimero fijo de parametros K, sino un
parametro que se elige de acuerdo con las caracteristicas de los datos (Ramsay y Silverman),
2005)).

Por lo tanto, para elegir la dimension de la expansién K se debe encontrar un equilibrio de los
extremos mencionados. Para ello Ramsay y Silverman| (2005) mencionan al Error Cuadratico
Medio (ECM), debido a que este se puede expresar como la suma de un componente que
cuantifica la varianza y otro que cuantifica el sesgo de la estimacién de x(t) representadas
en la siguiente expresion:

ECMZ(t)] = Sesgo®[z(t)] + Var[z(t)] (2-8)

Del mismo modo como se indicé anteriormente pero en otros términos, la eleccién de
un tamano grande de la base de funciones producird un sesgo cercano a cero, e igual a
cero cuando K = n, y para conservar el equilibrio de la igualdad , la varianza se
incrementard en gran medida. Lo que se busca es una disminucion significativa de la varianza
muestral asi esto conlleve a un incremento en el sesgo, siempre y cuando este incremento
sea aceptable. Una herramienta muy importante para encontrar dicho equilibrio entre otros
pardametros es la Validacién Cruzada Generalizada (GCV), descrita a continuacién.

Validacién Cruzada Generalizada (GCV)

Para explicar la Validaciéon Cruzada Generalizada, desarrollada por Craven y Wahba, (1979),
es importante describir la Validacion Cruzada (CV), esta consiste en dejar por fuera una
observacién en la estimaciéon de x y calcular su error de estimacion, haciendo esto para todos
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los datos, uno a la vez, y al promedio de los cuadrados de todos estos errores se le conoce
como validacion cruzada. Se busca entonces el parametro de suavizado A; que minimiza la
expresion:

V) =+ > =T 29

Donde el sub-indice (i) indica que en la estimacién del dato funcional x se omitié la
observacion ¢. Para encontrar entonces un A 6ptimo, se debe calcular el criterio [2-9| para una
secuencia de X's y elegir aquel que arroje su valor minimo. Debido a la carga computacional
y a que en la practica no solo se utiliza un dato funcional sino muestras de ellos se emplea
una simplificacién del anterior método, la cual propone hacer:

1 (¥ — o 2
CV2()) =~ 2; (ﬁ) (2-10)
Siendo S)\; la diagonal de la matriz de suavizado SA = (W + AR)"'®'W, donde
R = [ D?¢(s)D*¢'(s)ds y contiene la integral de la segunda derivada de las funciones bases
que conforman las curvas. Este cambio es equivalente a calcular los residuales en cada
ajuste con cada dato omitido. Por lo tanto, se evitara suavizar n veces un dato funcional y
se libera gran parte del esfuerzo de procesamiento.

A esta variacién y reemplazando en la ecuacion [2-10] el termino 1 — S,; por su promedio
n~ttraza(I—S,) y escribiendo el numerador de la misma como la suma de cuadrados del error
(SSE), se obtiene la expresion que representa la Validaciéon Cruzada Generalizada (GCV):

n1SSE

GCV(A) = [n=ltraza(I — Sy)]?

(2-11)

Se puede concluir que la GCV es mas efectiva que la CV, ya que presenta menor tendencia
al sobre suavizado ademés de corregir los dos problemas mencionados.

2.2.3. Estimacion robusta

La robustez de un método de estimacion se refiere a su condiciéon para obtener estimaciones
insensibles ante posibles violaciones de alguno de los supuestos fijados al especificar un
modelo, en particular, el relativo a la distribucion admitida para la perturbacion aleatoria
(Zamar, 1994)). En sentido general |Kendall y Buckland| (1960) brindan una definicién similar
en el diccionario de términos estadisticos “Si las inferencias se ven poco afectadas por
desviarse de esas suposiciones, por ejemplo, si la significancia de las pruebas varian poco
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cuando la poblacién se aleja bastante de la normalidad, se dice que las pruebas de las
inferencias son robustas. En un sentido bastante mas general, un procedimiento estadistico
se describe como robusto si no es muy sensible a la desviacién de las suposiciones sobre de
lo que depende”.

Suponiendo que se quiere estimar la media muestral, que cominmente se calcula sumando
los elementos y dividiendo entre las n observaciones de la muestra, los datos reales
con frecuencia contienen valores atipicos, que pueden ser errores graves u observaciones
excepcionales. En esta situacion, las estimaciones no son confiables para la toma de
decisiones. Para remediar este problema, se han desarrollado técnicas estadisticas robustas
que dan una respuesta confiable cuando los datos estan contaminados. Un estimador menos
conocido, especialmente en fisica e ingenieria, es la mediana de la muestra, en donde se
ordena la muestra de menor a mayor y el estimador es la observacién del medio (si el
nimero de observaciones es par, se toma el promedio de las dos observaciones en el medio).
Tanto la media muestral como la mediana muestral son estimadores de ubicacién, ya que
miden la posicion general de los datos.

Se dice que la mediana muestral es un estimador robusto, ya que con frecuencia un valor
atipico no tiene efecto en la estimacién, a diferencia de la media muestral que es muy
sensible a los valores atipicos. En muchos cursos de estadistica clasica se prefiere la media
muestral por varias razones, como su facilidad de calculo y el hecho de que se presta
mucho mas a las manipulaciones matematicas elementales. Su justificacién usual es que es
optima en distribuciones normales, pero este es un razonamiento circular porque Gauss en
realidad introdujo la distribucién normal como el mejor marco para la media de la muestra
(Rousseeuw|, 1990). En el campo de las estadisticas robustas, se intenta construir técnicas
que no se vean afectadas en gran medida por las desviaciones de la normalidad.

Para una muestra x1, x», ..., z,, contaminada con valores atipicos, una media robusta es la
media de la parte central 1 — 2« de la distribucién, por lo que las observaciones an se
recortan de cada extremo, es decir, para estimar la media se determina la fraccién (%) de
observaciones que se recortaran a cada extremo de la muestra x antes de calcular la media.
La informacién perdida al no considerar estos valores atipicos, que pueden deberse a errores
de digitacién o circunstancias excepcionales, esta contenida en la variabilidad de la muestra,
por lo que este estimador lo que busca es disminuir el efecto de los valores atipicos sobre el
estimador obteniendo una mejora en la variaciéon de la muestra sin perder tanta informacién.

2.2.4. Datos atipicos

La definicién de dato atipico mas citada en la literatura la presenta Grubbs| (1969): “una
observacién periférica, o atipica, es una que parece desviarse marcadamente de los otros
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miembros de la muestra en la que ocurre”. Sin embargo, esta definicién esta basada en
muestras y un modelo o poblacién no estd involucrado en la definicién. Por lo tanto
Liu (2014) amplian este concepto tomando definiciones de diferentes autores y presentan
la siguiente: “los valores atipicos son puntos de datos que se desvian marcadamente
de (i) la muestra en la que ocurren o (ii) el modelo supuesto, ya sea una distribucién
de probabilidad o un modelo estadistico como el modelo de regresién de minimos cuadrados”.

Los valores atipicos pueden llegar a sesgar las estimaciones, provocando, por ejemplo,
desplazamiento en la media hacia la izquierda o derecha. Cohen et al.| (2013) mostraron
que con un solo valor no convencional en una muestra, el coeficiente de regresion no fue
estadisticamente significativo y el R? disminuy6 desde 0.43 en los datos originales (sin valores
atipicos) hasta cero en presencia del valor atipico. Tales observaciones extremas pueden estar
reflejando alguna alteracién en la caracteristica medida, o bien pueden ser el resultado de
un error en la medicién, tabulaciéon de los datos, acontecimientos extraordinarios, valores
extremos y en el peor de los casos, causas no conocidas. Este tipo de datos debe ser tratado
y analizado por separado al resto de los datos.

2.2.5. Profundidad funcional

La medida de profundidad se introdujo originalmente en el analisis multivariado para medir
la centralidad de un punto con respecto a una nube de puntos. La profundidad proporciona
una forma de ordenar puntos en un espacio euclidiano desde el centro hasta la periferia, de
tal manera que los puntos més cercanos al centro tendran mayor profundidad (Torres et al.
2011). La nocién de profundidad se ha extendido recientemente a los datos funcionales. La
profundidad funcional mide la centralidad de una curva z; dentro de un conjunto de curvas
X1, ..., Ty. Las medidas de profundidad mas populares segin Torres et al. (2011) son:

» Fraiman-Muniz depth (FMD) (Fraiman y Muniz, 2001): sea F, (z;(t)) la

)
funcién de distribucién empirica acumulada para los valores de las curvas {z;(t)},
en un instante de tiempo tela, b] dada por:

n

D () < @i(h)) (2-12)

k=1

SRS

Fop(i(t)) =

Donde I(.) es la funcién indicadora. La FMD para una curva x; con respecto al conjunto
x1,...,T,, esta dada por:

b
FMD,(z:(t)) = / D, (zi(t))dt (2-13)
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donde D, (z;(t)) es la profundidad de punto de x;(t), Vte[a, b] dada por:

D) = 1= | 5 = Fualat) | (2-14)

» Profundidad H-modal (HMD) (Cuevas et al., 2006): el modo funcional (que se
basa en el concepto de moda) se define como la curva mas densamente rodeada por las
otras curvas de la muestra. HMD se expresa como:

[z = ||

MDy(aish) = Y2 K (2

k=1

(2-15)

Donde K es una funcién kernel, || . || es una norma en un espacio funcional y h es el
parametro de ancho de banda. Una de las normas méas ampliamente utilizados para un
espacio funcional es L?, dado como:

| 2alt) — 2;(8) = ( / (w1(t) — (1)) 2dlt) 2 (2-16)

2.2.6. Box Plot funcional

La extensién de esta técnica en el contexto funcional es introducida por |Sun y Genton
(2011)) quienes se basan en el concepto de profundidad de banda (Lépez-Pintado y Romo),
2009) que permite ordenar una muestra de datos funcionales desde el punto central hacia
afuera en ambas direcciones, deduciéndose de este orden los cuantiles funcionales y una
medida de centralidad. Sea x1(t), x2(t), ..., z,(t) una muestra de datos funcionales en t € 7
y 7 un intervalo en R, la grafica de una funciéon x en un subespacio del plano que se define
G(z) = {(t,z(t)) : t € 7}, labanda en R? delimitada por las curvas z;1, Z;2, .., T4, esté definida
como:

B (':Ei17$i27 "7$ika) = {(t>y) S T, ﬁznkxlr(t) S Yy S Tnla'xkxir} (2_17)
Esta banda no es sino la regién delimitada por el minimo y el maximo de las k£ curvas que la
conforman para cada t € 7. Se define ademas para cualquier curva x en z1, .., x,y un valor
de j fijo, con 2 < j < n, la profundidad de banda (BD, band depth) como la cantidad

BDY) = (n) b Z I{G(z) C B(wi,, iy, .., x;) } (2-18)

J 1<is <ig...<i;<n
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Esta cantidad representa la proporcién de bandas B(w;,, 24,, .., 7;,;) determinadas por las j
diferentes curvas x;,, 7y,, .., ;; que contienen completamente la gréfica de x dividida por la
cantidad de bandas de tamano j que se pueden formar con los n datos funcionales, y donde
I es la funcion indicadora. Cuanto mayor sea el valor de BD mayor sera la posicién central
de la curva, y la curva con la profundad de banda mas grande corresponde a la mediana de
la muestra.

2.2.7. Valores Atipicos Funcionales

Un conjunto de muestras funcionales puede tener elementos que aunque no incorporen
error en si mismos, pueden presentar patrones diferentes de los otros. Las mediciones de
profundidad descritas anteriormente, utilizadas para identificar valores atipicos en muestras
funcionales, permiten establecer conjuntos de observaciones a lo largo del tiempo ajustadas
a curvas, en lugar de solo los valores medios en el intervalo de tiempo de medicién.

Profundidad y valores atipicos son conceptos inversos; por lo tanto, un valor atipico para una
muestra funcional tendrd una profundidad considerablemente menor. Se buscan las curvas
con menor profundidad para identificar los valores atipicos funcionales.



3. Metodologia

En la realizacion de este proyecto es necesario para cada etapa realizar una minuciosa
revision bibliografica, donde los principales temas de busqueda seran el andlisis de datos
funcionales, la estimacion robusta y como integrar estas técnicas. Ademads, temas referentes
a las variables climéticas para poder conocer y comprender el comportamiento de estas, en
especial de la humedad relativa, variable medida por el Sistema de Vigilancia de la Calidad
del Aire de Santiago de Cali. Con el fin de investigar el comportamiento de las curvas diarias
de humedad relativa, se propone un analisis exploratorio en donde se detecten las curvas
atipicas y el efecto de estas sobre la curva media de humedad relativa y para esto, como ya
se menciond anteriormente, se trabajo con los datos registrados por el sistema de vigilancia
de calidad del aire de Santiago de Cali en la estacién Compartir, ubicada en el oriente de la
ciudad.

3.1. Validacidn e inspeccidn de los datos

Especificamente antes de aplicar las técnicas estadisticas que se proponen en este
estudio, se realiza un analisis exploratorio a los datos suministrados por el DAGMA que
corresponden a registros promedios de las 24 horas del dia (horarios) de diferentes variables
de la calidad del aire y del clima. De esta manera y teniendo en cuenta el fin del estudio,
conocer y resaltar el comportamiento y posibles relaciones de las diferentes variables
del clima contenidas, principalmente de la humedad relativa. Lo ideal es contar con 24
observaciones diarias para los 365 dias del ano en cuestién, no obstante, la calidad de la
base de datos en cuanto a la recoleccién de estos se ve afectada por las diferentes anomalias,
como fallas en el sistema de energia o mantenimiento en la estacién de monitoreo que
perjudican los instrumentos de medicién. Este tipo de sucesos ocasiona que la base tenga
datos faltantes, que puede ser desde el dato de una hora en especifico hasta los datos de un
mes completo. De esta manera, surge la necesidad de realizar un control de calidad de la
base de datos con el fin de aprovechar de la mejor manera la informacién disponible.

En primera instancia se inspeccioné la base y se procedié a identificar, para cada mes,
los dias que tengan el registro completo de la informacién con el fin de contar con una mejor
muestra para la construccién de las curvas diarias de humedad relativa para el periodo y
lugar de estudio establecido.
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3.2. Construccion de las curvas diarias de la humedad
relativa

Se procedié a construir las curvas o los datos funcionales diarios de la humedad relativa
y de esa forma reflejar el comportamiento para cada dia sin perder informacion. Esta
técnica se puede desarrollar mediante métodos que se escogen segtin el comportamiento de
los errores observacionales, entre los métodos se encuentran el polinomio interpolador de
LaGrange, splines interpoladores o regresion no paramétrica , entre otros (Navarro Pérez,
2004)), teniendo en cuenta que la humedad relativa sigue un comportamiento ciclico y segin
la revision bibliografica realizada para la reconstruccion de las curvas se propuso las bases
B-spline y Fourier, ya que estas familias de funciones son usadas con mayor frecuencia
para modelar el comportamiento de variables climatolégicas por su tolerancia y demas
propiedades.

Para la eleccion de la familia de funciones, el niimero de funciones base y parametro
de suavizacion optimo, se utilizé la técnica de validacién cruzada generalizada descrita en
secciones anteriores. Luego de obtener las curvas diarias de humedad relativa se realizé un
analisis descriptivo funcional, se calculan medidas de tendencia central y medidas de
dispersién funcional y ademas se indaga la variabilidad de la muestra de funciones.

3.3. Deteccidon de las curvas diarias de humedad relativa
atipicas

Con el fin de cumplir el propédsito de este estudio la deteccion de los valores atipicos se
trabajo diferente a la convencional ya que para cada dia se tienen curvas o funciones y no
datos escalares, para esto se tuvieron en cuenta dos métodos mencionados por Billor (2016):
Profundidad funcional y Box-Plot funcional. Estas herramientas nos permitieron identificar,
para cada mes, las curvas diarias de humedad relativa atipicas o con comportamientos no
convencionales que pueden ser de forma o valores numéricamente distantes del resto.

Entre las medidas de profundidad funcional méas populares estan la Fraiman - Muniz
(FMD) y H-modal (HMD) que miden la centralidad de cada curva dentro de la muestra
curvas y yva que profundidad y valores atipicos son conceptos inversos, nos permitieron
establecer el conjunto de curvas funcionales con menor profundidad para denominarlas como
curvas diarias de humedad relativa atipicas. Ademas, se usaron herramientas graficas como
el Box-Plot funcional, que es una extension de la técnica convencional para estudiar la
variabilidad de la muestra de funciones y evidenciar las posibles curvas diarias atipicas para
cada mes. Para este estudio se buscara el método mas potente para identificar las curvas
atipicas de estos dos mencionados y se trabajard con este.
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3.4. Estimacion robusta funcional

Posteriormente se extendié el concepto de robustez a los datos funcionales, esta técnica
da como resultado la estimacion de la curva media de humedad relativa diaria para el periodo
de estudio con la ventaja de que se mitiga el impacto ejercido por los comportamientos del
conjunto de curvas identificadas como atipicas. Para esto, después de identificar las curvas
atipicas se organizaron de menor a mayor utilizando la medida de profundidad funcional
para determinar las curvas extremas en el conjunto de curvas atipicas de la muestra, es
decir, las curvas con un valor de profundidad funcional menor son las que estan mas alejadas
del centro. Esto con el fin de realizar una estimacién de la curva media de porcentaje
de humedad relativa diaria recortando un porcentaje adecuado de curvas atipicas, de tal
manera que no se pierda mucha informacion y se logre poca variabilidad en la muestra y
ademas, mitigar el impacto de estas curvas atipicas sobre el estimador.

Para determinar el porcentaje 6ptimo de recorte, se procedié a variar el mismo para
identificar el cambio sobre la desviacion estandar del porcentaje de humedad relativa, es
decir, se observé en qué punto se estabiliza la curva de desviacién estandar o el cambio de
la variabilidad no es tan significativo.



4. Resultados

Este capitulo consta de cuatro secciones en las que se presentan los resultados obtenidos
de manera detallada a lo largo del estudio.
La primer seccion esta conformada por el andlisis exploratorio de los datos mediante técnicas
y herramientas de estadistica clasica, en esta etapa se manipula por primera vez la base de
datos con el fin de identificar los patrones de comportamiento y similitud, ademéas de conocer
la calidad y cantidad de la informacién contenida en esta. Todo esto, teniendo en cuenta los
meses y las 24 horas para cada dia del periodo de estudio.
Para la segunda seccién, después de determinar la familia de funciones, el niimero de bases y
parametro de penalizacion se reconstruyen las curvas diarias de humedad relativa para cada
mes.
Una vez obtenidas las curvas diarias de humedad relativa, en la tercera seccion se exponen los
resultados del andlisis a través de los métodos anteriormente mencionados, para determinar
cuales de estas curvas son atipicas, con el objetivo de indagar la procedencia y el impacto
de estas sobre los estimadores, en especial el de la curva diaria media de humedad relativa.
Por ltimo, se presenta la curva diaria media de humedad relativa obtenida por un método
robusto, estudiando el rendimiento de este estimador y comparandolo con la curva diaria
media de humedad relativa clasica para el periodo de estudio establecido.

4.1. Depuracion de los datos y analisis exploratorio

El propésito del Analisis Exploratorio de Datos es inspeccionar o estudiar los datos
previamente a la aplicacién de cualquier técnica estadistica, de esta manera entender el
comportamiento de estos y las posibles relaciones entre las variables analizadas. Este analisis
permite preparar y organizar los datos, detectar fallas en el diseno y la recoleccién de estos,
ademds, se puede realizar un tratamiento y evaluacién de datos ausentes e identificacién
de casos atipicos (Figueras y Gargallo, 2003). Esta fase es de gran importancia en toda
investigacion, puesto que permite comprender los datos en estudio y familiarizarse con
ellos, también obtener informacién preliminar para encontrar las metodologias estadisticas
adecuadas para el estudio, ademas de como proceder teniendo en cuenta los resultados de
esta fase. Con este fin, a continuacion se muestra un resumen del anélisis exploratorio de la
Humedad relativa, variable monitoreada por el SVCASC en la estacion Compartir en el afio
2016.
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Para este ano la cantidad de datos recolectados de la Humedad relativa es 8172, es decir
se tiene un 93 % de datos validos, siendo este un buen balance del registro de datos, ademés
se tiene en cuenta que a excepcion de la variable Temperatura, las variables climatolégicas
que se monitorearon también presentan un buen porcentaje de datos recolectados. Al realizar
el andlisis del porcentaje de los datos faltantes (tabla ) se evidencia la dificultad para
llevar registro y el estado de las maquinas de mediciéon de la Humedad relativa y el resto de
variables climatoldgicas y contaminantes criterio, en el transcurso del ano.

Tabla 4-1.: Balance general del porcentaje de datos recolectados en la estacion Compartir
durante el 2016.

Temperatura (C°) Humedad (%) Rad. Solar (Watt/M2) Lluvia (mm)

PROMEDIO ANUAL 27,96 58,89 93,79 0,23
N° DATOS VALIDOS 3461 8172 6212 7193
% DATOS VALIDOS 39,40 % 93,03 % 70,72 % 81,89 %

Teniendo en cuenta los objetivos, y ya que para realizar el andlisis de datos funcionales
se debe contar con informacion completa en este estudio se utilizaron los dias del mes en los
que se contaba con la totalidad de sus mediciones (24 registros). En la Tabla se detalla
cuantos dias validos hay por mes y el porcentaje de datos validos para el periodo de estudio.

Tabla 4-2.: Dias validos por mes ano 2016
Dias Validos Dias Totales % Dias Validos

Enero 31 31 100 %

Febrero 27 29 93,10 %
Marzo 25 31 80,65 %
Abril 27 30 90,00 %
Mayo 27 31 87,10 %
Junio 11 30 36,67 %
Julio 31 31 100 %

Agosto 25 31 80,65 %
Septiembre 29 30 96,67 %
Octubre 30 30 100 %

Noviembre 28 30 93,33 %
Diciembre 30 31 96,77 %
TOTAL 321 365 87,95 %

Analizando todas las mediciones realizadas, el promedio y la desviacién estandar de
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Humedad relativa por dia o las 24 horas del dia, se observa que la humedad relativa empieza
a decaer a partir de las ocho de la manana (8:00am) hasta aproximadamente las dos de la
tarde (14:00pm), donde se encuentra el punto minimo de humedad relativa. Se puede afirmar
que esta tendencia es producto del aumento de la temperatura en el punto de monitoreo, ya
que la humedad relativa y temperatura estan inversamente correlacionada, es decir a mayor
temperatura es menor el porcentaje de humedad relativa en el ambiente.

Por otra parte, se puede observar que en general se presenta poca dispersion en los
registros, sin embargo en la manana entre las 10:00-11:00 y en la tarde entre las 17:00-20:00
los datos presentan una mayor variacién respecto a la media. Ademas, a partir de las diez,
en especial en la tarde, se presentan un mayor nimero de mediciones que posiblemente son
atipicas (ﬁgura, de modo que el promedio del porcentaje de humedad relativa para estas
horas se ve afectado e indicando un resultado no confiable.

Tabla 4-3.: Resumen descriptivo Humedad relativa por hora

Hora Promedio Desviacion CV  Minimo Maximo

1 70,66 6,14 9% 59 84
2 72,19 5,82 8% 64 87
3 71,79 4,55 6% 62 79
4 73,52 4,53 6% 66 82
5 73,69 5,00 7% 64 84
6 74,58 5,53 7% 66 86
7 76,00 6,03 8% 65 89
8 72,24 5,12 7% 57 81
9 64,91 6,72 10% 55 82
10 60,18 9,53 16% 47 79
11 51,76 9,83 19% 34 83
12 43,23 4,80 11% 30 56
13 42,83 8,08 19% 30 72
14 38,03 7,37 19% 26 54
15 39,66 7,81 20% 30 73
16 38,69 7,13 18% 23 51
17 41,82 9,78 23% 32 78
18 44,58 10,31 23% 24 79
19 51,47 1129  22% 39 76
20 54,93 9,98 18% 42 79
21 59,97 8,30 15% 48 87
22 64,81 7.18 11% 53 83
23 63,57 5,80 9% 50 80
24 70,00 6,98 10% 55 84
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Aqui es importante resaltar que se presenté un minimo de humedad relativa de 23 %
a las cuatro de la tarde (16:00pm), esto ocurrié el 19 de febrero, de igual manera el valor
méximo de humedad relativa fue de 89 % a las siete y ocho de la manana del 29 y 31 de mayo
respectivamente, las cuales son posibles mediciones atipicas. Esta informacién se describe en
la tabla y se ilustra en las figuras y donde también se observa que el porcentaje
diario de Humedad Relativa es volatil, es decir se presentan cambios que graficamente parecen
significativo de un dia a otro.
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Figura 4-1.: Comportamiento del Porcentaje de Humedad Relativa y su Promedio (Linea
Negra) ano 2016
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Figura 4-2.: Variacion de la Humedad relativa por Hora

De igual manera, segin la informaciéon descrita en la tabla e ilustrada en la figura
[4-3] se examina el comportamiento del porcentaje de humedad relativa en todo el afio mes



22 4 Resultados

a mes. En el diagrama de dispersion o Boxplot, para todo el conjunto de datos se observa
que a excepcion del mes de Mayo la variacion respecto a la media de los registros es poca y
en este mes se presenta el aumento o mayor porcentaje de humedad relativa.

Ademas se observa que a lo largo del ano se presentaron cambios en el porcentaje de humedad
relativa, como resultado de los picos y valles en la zona; por ejemplo, a finales de enero y
durante el mes de febrero la temperatura aumentd, posteriormente hasta mediados del mes
de julio la temperatura disminuye y al finalizar el ano se estabiliza. Por otro lado, cabe
resaltar que en el mes de junio se recolecté el menor porcentaje de datos validos.

Tabla 4-4.: Resumen descriptivo Humedad relativa por mes

Mes Promedio Desviacién (AY Minimo Maéximo
Enero 59,70 13,96 23,39 % 33 83
Febrero 53,26 15,93 29,91 % 23 78
Marzo 59,67 15,51 25,99 % 31 83
Abril 60,12 14,93 24,83 % 33 81
Mayo 63,46 16,88 26,60 % 38 89
Junio 59,00 13,16 22.31% 39 79
Julio 55,74 13,46 24,15 % 31 80
Agosto 51,31 13,18 25,69 % 24 73
Septiembre 61,82 13,89 22,47 % 36 84
Octubre 60,35 14,32 23.73% 35 82
Noviembre 60,12 15,97 26,56 % 26 84
Diciembre 61,53 14,37 23,35 % 37 85

Variacion de la Humedad Relativa por Mes

Humedad Relativa

T
Enero Febrero Marzo Abril Mayo Junio Julio Agosto Septiembre  Octubre Noviembre  Diciembre

Figura 4-3.: Diagramas de caja de la Humedad Relativa por mes
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las figuras dan una vision del comportamiento del porcentaje de humedad relativa
respecto a las 24 horas del dia para cada mes, en donde se puede percibir en primera instancia
los comportamientos no convencionales; como es el caso de enero y febrero que se observan
algunos dias con un comportamiento diferente entre las 11:00am y las 19:00pm. Ademsds, se
evidencia la influencia del error de medicién, que es natural en el registro de informacién,
dando sentido al analisis de datos funcionales en este tipo de problemas.
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Figura 4-4.. Comportamiento del porcentaje de Humedad Relativa y el promedio para cada
mes del ano 2016

Como se ilustra en la figura La Temperatura y la Humedad Relativa presentan un
fuerte correlacién negativa (-0,9689), esta correlacién es evidente ya que la humedad relativa
es el cociente entre el contenido de vapor de agua de la masa de aire y la temperatura y si la
temperatura del aire aumenta y el contenido de humedad permanece constante, la humedad
relativa disminuye.

Correlacion Humedad Relativa vs Temperatura

Temperatura

20 40 60 80

Humedad Relativa

Figura 4-5.: Diagrama de puntos de Humedad Relativa vs Temperatura
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4.2. Construccion de datos funcionales

Para crear los datos funcionales a partir de datos escalares, como se
menciond anteriormente, se tendran en cuenta los dias con los registros completos
para cada hora (24 registros) y para esto se empleé el paquete fda desarrollado por Ramsay
et al| (2017). Se buscé para las bases de Fourier y B-Spline el nimero 6ptimo de funciones
base para que representen los datos y asi construir los datos funcionales por dia, para ello
se utilizé el criterio de Validacion Cruzada Generalizada, los resultados se presentan a

continuacion:
Tabla 4-5.: Comparaciéon Fourier con B-Spline
Bases de Fourier B Spline
Mes N Funciones Opt Lambda Opt GCV Opt | N Funciones Opt Lambda Opt GCV Opt
Enero 15 0,12 3,44 20 0,02 2,01
Febrero 17 0,09 3,06 23 0,01 1,66
Marzo 15 0,09 4,54 21 0,02 2,41
Abril 15 0,14 3,96 23 0,02 1,8
Mayo 15 0,1 6,11 20 0,04 5,09
Junio 15 0,24 5,73 18 0,06 3,67
Julio 17 0,11 3,82 24 0,07 3,75
Agosto 17 0,11 3,67 17 0,07 3,51
Septiembre 15 0,22 7,83 23 0,04 5,36
Octubre 17 0,15 7,08 23 0,04 5,61
Noviembre 17 0,11 7,27 23 0,02 4,87
Diciembre 17 0,1 5,2 23 0,04 4,49

A pesar de que son muy similares para este estudio se decide trabajar con las bases de
Fourier ya que requiere menos funciones que con Bspline para optimizar el error cuadratico
medio, ademés de que estas bases se ajustan mejor cuando se tienen datos periddicos o
ciclicos, como lo es el caso del comportamiento del porcentaje diario de humedad relativa.
Determinada la familia de funciones base con las que se van a construir los datos funcionales,
en la tabla se presenta para cada mes el nimero de funciones base y el pardametro
de suavizaciéon A éptimos, sin embargo, para la suavizacion se optd por elegir el niimero
de funciones modal (15 funciones) debido a que no hay mucha diferencia con respecto al
criterio, y un pardmetro de penalizacién global (0.151), esto con el fin de que el andlisis
sea comparable mes a mes. A continuacién se presentan las curvas suavizadas con bases de
Fourier, en donde se puede apreciar el comportamiento diario del porcentaje de humedad
relativa para cada mes en el periodo ano 2016, en la estacién Compartir de la ciudad Santiago
de Cali.

En general se puede apreciar un comportamiento similar para cada mes, las horas del
dia donde se presentan picos o valores mas altos del porcentaje de humedad relativa, en
la manana y en la noche, esto debido a que en estas horas la temperatura baja y la



4.2 Construccién de datos funcionales 27

disminucién de porcentaje de humedad relativa en las horas de la tarde, aproximadamente
hasta las 3:00pm que es donde la temperatura alcanza su punto mas alto. Otra
caracteristica importante en las gréaficas, son las curvas que tienen a simple vista una forma
(comportamiento) diferente, es decir, que sobresalen a las demds por encima o por debajo;
las cuales pueden estar relacionadas con algin cambio brusco en el clima de ese dia, y que
se pretende mas adelante determinar si son o no curvas atipicas.
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Figura 4-6.: Curvas diarias de porcentaje de humedad relativa para cada mes del ano 2016
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4.3. Valores Atipicos Funcionales

Para realizar la detecciéon de elementos que presenten patrones diferentes de los otros o
curvas atipicas en la muestra funcional para cada mes se utilizaron dos técnicas, los Box-plots
funcionales y uno basado en la profundidad funcional, sin embargo el anélisis se realizé con el
método donde se obtuvieron mejores resultados, en este caso el de la profundidad funcional
y el método de Box-Plots funcionales se agrega en la seccién de Anexos[A] Para determinar
las curvas con menor profundidad funcional se utilizé la funcion Outliers.depth.trim del
paquete fda.usc de Febrero-Bande y Oviedo de la Fuente| (2012)), la cual brinda el valor de
profundidad H-modal para cada muestra y ademas el umbral para la deteccién de las curvas
atipicas, basada en el bootstrap, como ya se mencioné anteriormente, se buscan las curvas
con menor profundidad y se determinaré este conjunto como el de datos funcionales atipicos.
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Figura 4-7.: Curvas diarias y curva media funcional (En rojo) y curva de desviacién
estandar (En naranja) y curvas atipicas (En azul) de porcentaje de humedad
relativa para cada mes del ano 2016

En las figuras que se presentan en esta seccion se observa, para cada mes, las
curvas atipicas (en Azul) segin la medida de profundidad HMD y la curva diaria media
del porcentaje de humedad relativa (en Rojo). En general, la cantidad de curvas diarias
atipicas por mes es superior a 4; pero uno de los rasgos que expone este analisis es que, a
excepcion del mes de Agosto, todas las curvas atipicas estan por encima de la curva media
lo que daria un indicio del efecto de estas curvas sobre el estimador. Respecto a la cantidad
de curvas diarias atipicas por mes, el mes de Octubre es el que presenta méas cantidad de
curvas diarias atipicas, con 7 dias y los meses Junio, Julio, Agosto y Noviembre son los que
tienen la menor cantidad de dias atipicos, con 4 curvas para cada uno. También se observa
que en el mes de Diciembre las curvas diarias atipicas son mas variables o con cambios mas
abruptos. Por otro lado, entre las curvas atipicas que se detectaron se ve que algunas de
ellas se pueden caracterizar como valor atipico de forma y otros como extremos.

Respecto a la curva diaria media de porcentaje de humedad relativa clasica de cada mes,
se puede percibir los cambios o efectos de las curvas diarias atipicas sobre esta, que como
ya se menciond anteriormente, puede estar siendo halada hacia arriba, como es el caso del
mes de Diciembre. Sin embargo, este hecho va a ser materia de estudio en la siguiente
seccién. Por otra parte, se evidencia los momentos del dia en que se presentan los picos
debido al aumento y disminucion de temperatura, siendo alrededor de las 6 de la manana el
porcentaje de humedad relativa mas alto. Ademas, respecto a la funcién desviacion estandar
(En naranja) para cada mes se refleja una variabilidad distinta, en donde las curvas atipicas
son el factor del aumento de variabilidad, por ejemplo, para el mes de agosto es mas variable
alrededor de las 3:00pm hora en que se determinaron varias curvas diarias atipicas por
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su diferencia con las demads por alcanzar valores minimos de porcentaje de humedad relativa.

Ahora, teniendo en cuenta que el objetivo de este estudio es el estimador de la media
funcional robusta para el ano 2016, se extiende este andlisis para todo el ano, en donde se
cuenta con un total de 321 dias con los 24 registros, uno para cada hora, completos. Se procede
entonces a crear los datos funcionales por dia a través del método que se utilizé anteriormente,
de igual forma se utiliza la familia de funciones Fourier y la funcion min.basis de la libreria
fds.usc para obtener los valores 6ptimos para el numero de funciones y el pardmetro de
suavizacion \. De esta manera, para el ano completo con 15 funciones y parametro de
suavizacion A = 0,13 se minimiza el criterio CGV.
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Figura 4-8.: Curvas diarias de porcentaje de Humedad Realtiva del ano 2016

En la Figura se puede apreciar el comportamiento diario de porcentaje de humedad
relativa para los 321 dias del ano 2016, en la estacion de monitoreo Compartir de la ciudad
de Santiago de Cali. Como rasgo general se puede observar los momentos del dia en que
el porcentaje de humedad relativa aumenta hasta alcanzar su maximo (pico) y disminuye
debido al aumento de la temperatura. Otra caracteristica que se resalta en la grafica y que
es de gran interés son las curvas que sobresalen a las demas por encima y por debajo entre
las 11:00am y 6:00pm aproximadamente, dias que se relacionan con anomalias presentadas
en el clima de la zona.

Con el fin de estudiar el efecto de estas curvas, al igual que el inicio de esta seccién, se procede
a determinar si son curvas diarias de humedad relativa atipicas y se analizara posteriormente
su impacto sobre la curva media diaria de humedad relativa para el ano 2016.
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Figura 4-9.: Curvas diarias, curva media funcional (rojo),curvas atipicas (azul), curvas de
desviacion estandar (naranja) del porcentaje de humedad relativa para el ano
2016

Para hacer el analisis de las curvas diarias de porcentaje humedad relativa atipicas en la

Figura se muestran las que se determinaron (en Azul) segin el umbral para la deteccién
generado por la funcion utilizada, basada en la medida de profundidad HMD, para un total
de 53 dias o curvas. Al igual que el andlisis que se realizd mes a mes, un rasgo general que
se observa es que la mayoria de las curvas atipicas estan por encima de la curva media de
porcentaje de humedad relativa (en Rojo), hecho que serd estudiado para determinar si tiene
algun efecto sobre este estimador. Por otra parte se observa la variabilidad (en negro) que
hay entre las curvas, y entre las 10:00am y 7:00pm hay un cambio notable en las funciones de
porcentaje de humedad relativa, se puede notar que este incremento de variabilidad es debido
a las curvas diarias atipicas, rango de tiempo en donde normalmente tiende a aumentar la
temperatura en la zona; este comportamiento puede ser producto de la disminucion de la
temperatura causado por una “lluvia inesperada’.
Ademas, observando la curva media de porcentaje de humedad relativa de cada mes y la
anual, también se tiene la misma percepcién en donde queda evidenciado los momentos del
dia en que el porcentaje de humedad relativa alcanza su maximo en la zona, sin embargo, la
curva media de porcentaje de humedad relativa anual no tiene cambios tan marcados como
los que se observan en cada mes, como se mencioné anteriormente, esto puede ser por la
variabilidad de las curvas atipicas en el intervalo de tiempo “critico” y su efecto sobre este
estimador.



4.4 Media funcional robusta 35

4.4. Media funcional robusta

Para cumplir el objetivo principal de este estudio se emplearon técnicas de estadistica
clasica para datos escalares como el “Trim” o “Recorte”, en donde se organiza la muestra de
menor a mayor y se recorta o se quita de la muestra un porcentaje de valores por derecha e
izquierda; teniendo en cuenta que estos valores se consideran como observaciones extremas,
ademas, se usaron herramientas mencionadas anteriormente para identificar los casos atipicos
y extremos como la profundidad funcional.

Se logra establecer una técnica que consiste en realizar un recorte en la muestra de curvas
utilizando el concepto de profundidad funcional con el que se determiné que tan alejados
estan las curvas del centro, se organizaron las profundidades de las curvas de menor a mayor
y recordando que a menor profundidad la curva se encuentra més alejada del centro se
realiza un recorte, para esto, se establecieron unos porcentajes de recorte con el objetivo de
conocer el efecto causado en las estimaciones y lograr identificar dénde se puede alcanzar un
equilibrio perdiendo la menor cantidad de informacion y consiguiendo una disminucién en la
variabilidad de la muestra de curvas diarias y estimaciones mas confiables y robustas, como

se muestra en la figura [4-10|
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Figura 4-10.: Estimaciéon de la curva media y desviacion estandar de porcentaje de
Humedad Relativa (En rojo) y las curvas medias y desviacién estandar
robustas funcionales.

Sin embargo a simple vista no es posible identificar en qué punto se estabiliza o que
tanta variabilidad se logra disminuir al ir realizando diferentes niveles de recorte y dada la
importancia de establecer un porcentaje de recorte de la muestra de curvas, se procede a
variar el porcentaje de recorte y se observa el comportamiento de la variabilidad del conjunto
de curvas de porcentaje de humedad relativa.
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Para esto, en la figura se pueden identificar los cambios a diferentes niveles de
recorte, en la curva negra de la parte superior se encuentra la desviacion estandar al recortar
el 5% de las curvas, obteniendo el mayor nivel de variabilidad. Posteriormente se realizan
disminuciones de un punto porcentual como se observa en las curvas grises y de cinco puntos
en las curvas negras, hasta llegar a un porcentaje de recorte del 25 %, observada en la curva
de menor variabilidad.

Hora

Figura 4-11.: Desviacién estandar a diferentes niveles de recorte

Aunque siempre se identifican cambios al aumentar el porcentaje de recorte, se puede

percibir que al realizar un recorte del 16% (curva roja) se obtienen bajos niveles de
desviacién estandar, similares a los de porcentajes superiores de recorte, es decir, se tiende
a estabilizar la variacion en la muestra de curvas de porcentaje de humedad relativa. Por
lo tanto se decide trabajar con este 16 %, tomando este porcentaje como el éptimo para
estimar la media funcional robusta.
De esta manera, en la figura se observa e identifica el ajuste que presenta la curva media
al ser recortada con el 16 % y se estima su intervalo de confianza, identificando que en las
horas donde se presentaba mayor variabilidad, entre 15:00 y 21:00 horas aproximadamente,
esta baja notablemente en comparaciéon con la curva media de porcentaje de humedad
relativa funcional. Un aspecto importante es que como se identificé anteriormente la gran
mayoria de curvas atipicas se encontraban en la parte superior o con porcentajes de
Humedad relativa mayores, haciendo que la curva media fuera halada hacia arriba, esto es
corregido y ajustado con la curva media funcional robusta ya que, como se observa en todas
las horas, esta curva estd por debajo de la curva media de porcentaje de humedad relativa
funcional de esta.
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Figura 4-12.: Curva media funcional (Roja), Curva media funcional robusta (Negra) del
porcentaje de humedad relativa y su intervalo de confianza



5. Conclusiones y recomendaciones

5.1. Conclusiones

En el presente trabajo de grado se buscaba un estimador de la media, en donde se
mitigara el impacto de las observaciones atipicas presentes en la muestra, de esta manera
caracterizar el comportamiento durante el dia del porcentaje de humedad relativa, utilizando
datos recolectados en la estacién de monitoreo de calidad del aire ubicada en el barrio
compartir, al oriente de la ciudad Santiago de Cali, para el ano 2016. Para ello se utilizo la
teoria de datos funcionales y varias herramientas de andlisis de su conjunto, ademas, se
extendié el concepto de robustez en datos escalares para obtener una estimacion confiable
de la curva media de porcentaje de humedad relativa para el periodo de estudio. Las curvas
diarias de porcentaje de humedad relativa se reconstruyeron utilizando bases de Fourier de
orden 15 y parametro A = 0, 13. De esta manera, después de realizar el analisis a través de las
diferentes técnicas que se utilizaron para finalizar este estudio, a continuacion se presentan
las conclusiones obtenidas.

De esta manera, antes de resaltar los resultados y hallazgos de este estudio primero se dice
que respecto al objetivo principal de este trabajo, con la metodologia que se propuso se
cumplié a totalidad. Haciendo uso de este conjunto de técnicas estadisticas para el analisis
se obtuvo un estimador del porcentaje de humedad relativa utilizando datos recolectados
en la estaciéon de monitoreo de calidad del aire ubicada en el barrio compartir, al oriente
de la ciudad Santiago de Cali. Para finalmente, con resultados confiables y acordes a la
realidad, caracterizar el comportamiento de esta variable climatolégica para el ano 2016.
Por otra parte, vale la pena destacar la ventaja de utilizar el andlisis de datos funcionales
con este tipo de datos, primero porque nos brinda mucha mas informaciéon y herramientas
para estudiar el comportamiento en variables meteoroldgicas medidas a través del tiempo y
segundo, la posibilidad de cumplir la propiedad de orden para datos funcionales, recordando
que con una de las técnicas usadas en este estudio en donde se le asocio una medida escalar
a cada funcién (Medida de profundidad funcional) permitié ordenar el conjunto de curvas
segtin que tan alejadas estan del centro.

Uno de los principales rasgos encontrado en la muestra de curvas funcionales del porcentaje
de humedad relativa promedio horaria, que para el periodo de estudio fue un total de 321 dias,
es la existencia de dos momentos del dia, en la manana y en la noche, en que el porcentaje
de humedad relativa alcanza su maximo, este comportamiento responde a la relacion inversa
de la humedad relativa, es decir, se alcanzan estos puntos maximos debido a que esa hora la



5.1 Conclusiones 39

temperatura disminuye. El otro rasgo de gran interés es la variabilidad, entre las 11:00am y
6:00pm aproximadamente, del conjunto de curvas que sobresalen por encima y por debajo
debido a las anomalias que se presentan en el clima de la zona, otra caracteristica en términos
de variabilidad es que se observa que en este lapso de tiempo se presenta la mayor variacion
del dia segin la funciéon de desviacion estandar. Este comportamiento nos brindé la primer
alerta de aquellas funciones que se debian estudiar para determinar el conjunto de curvas
atipicas diarias del porcentaje de humedad relativa. También se analizé el comportamiento
del porcentaje de humedad relativa promedio horaria de los meses del ano, esto con el fin
de explorar algin rasgo de relevancia pero como lo fue para el andlisis del ano completo, se
observaron las mismas caracterizas a lo largo del dia.

Para la muestra de curvas de porcentaje de humedad relativa promedio horario, se hizo el
estudio de funciones atipicas por medio de los BoxPlot funcionales y medidas de profundidad
funcional HMD, determinando un total de 53 curvas diarias atipicas y se observd que la
mayoria de las curvas estaban por encima de la curva media de porcentaje de humedad
relativa. Después de estudiar este hecho, se determiné que la curva media de porcentaje
de humedad relativa estaba siendo afectada, halandola hacia arriba. A través del analisis
de datos funcionales, medida de profundidad funcional HMD y el concepto de estimacion
robusta para datos escalares, se utilizd una técnica, producto de la extension de los conceptos,
para estimar la curva media de porcentaje de humedad relativa. Se determiné el 16 % como
el porcentaje éptimo de recorte de curvas extremas, para mitigar el impacto del efecto de las
curvas funcionales atipicas sobre la estimacién de la curva media y una buena variabilidad
para el conjunto de curvas restantes. Es decir, haciendo uso de estas técnicas en conjunto
se obtuvo un estimador confiable de la curva media de porcentaje de humedad relativa
promedio horario. Para el ano 2016 el comportamiento de la curva media de porcentaje
de humedad relativa promedio horario, deja en evidencia las dos horas del dia en donde
se registra el porcentaje de humedad relativa méximo, alrededor de las 7:00am y 11:00pm,
ademads alrededor de las 3:00pm se registra el menor porcentaje de humedad relativa. A
lo largo del dia, este comportamiento responde a la inversa relacién con la temperatura,
variando con el aumento o disminucién de esta.
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5.2. Recomendaciones

En estudios posteriores se recomienda extender el concepto de robustez y el analisis de

datos funcionales con otros estimadores como la mediana, mencionado en este documento,
y la regresion, ya que en datos reales siempre hay presencia de valores atipicos. Ademas,
estudiar el comportamiento de otras variables climatolégicas que pueden brindar resultados
de importancia para diferentes sectores.
Finalmente se recomienda realizar inferencias funcionales que permitan establecer si las
diferencias encontradas en las estimaciones de la media funcional y la robusta son
significativas, a su vez, evaluar la robustez del estimador frente a diferentes escenarios como
por ejemplo la introduccién (simular) de nuevas observaciones extremas que puedan generar
ruido en la muestra y el estimador.



A. Anexo: BoxPlot Funcional del

porcentaje de humedad relativa ano
2016

Como se puede observar el BoxPlot funcional es mucho menos potente para identificar
curvas atipicas que otros métodos como el de la profundidad funcional, en este caso solo 5
curvas fueron detectadas como atipicas.

60 80 100 120
1 1 1

Porcentaje
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Figura A-1.: Box-Plot funcional del porcentaje de humedad relativa ano 2016

En la Figura se muestra el BoxPlot para la muestra completa del ano 2016 donde
se puede observar que el comportamiento de la mediana funcional fluctia alrededor del
60 %, similar al comportamiento de la media funcional. Respecto a la identificaciéon de
curvas funcionales atipicas, esta técnica también estd basada en la profundidad funcional
(Band Depth) sin embargo los BoxPlot funcionales pasan por alto algunas curvas con
comportamientos muy diferentes al de las demés, debido a que muchas de estas no sobrepasan
en ningun momento la regién comprendida por 1,5 veces de la regién central. A pesar de
esto, se puede observar que el comportamiento no es muy variado para la muestra de datos
funcionales del ano 2016 y la deteccion de 5 curvas o funciones atipicas, que corresponden a
diferencias de porcentaje y forma de las funciones.



B. Anexo: BoxPlot Funcional del
porcentaje de humedad relativa para
cada uno de los meses del ano 2016

Para cada uno de los meses del ano 2016 el analisis del BoxPlot funcional es implicito,
es decir, debido al interés de este trabajo solo se analiz6 la figura anual (A-1)) y para cada
mes del ano el andlisis es similar.
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B Anexo: BoxPlot Funcional del porcentaje de humedad relativa para cada uno de los
meses del ano 2016
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Figura B-1.: Box-Plots funcionales por meses del ano 2016
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