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Resumen

Es a través de la historia como nos podemos dar cuenta del surgimiento de la combinatoria y
de los personajes que han logrado realizar un aporte para la constitucion de ésta. La combinatoria
ha sido desplazada poco a poco del &mbito educativo por parte de los profesores, ya sea por falta

de conocimiento de este concepto o por limitaciones de tiempo.

Es por ello que se realiza un andlisis histérico — epistemoldgico para conocer todas aquellas
formas de pensar y de razonar que tuvieron los historiadores desde tiempo remotos para poder
construir la combinatoria y sobre todo los Argumentos Combinatorios que de cierta forma
ayudan a mejorar la resolucion de problemas ya que toman un papel importante dentro de la
formacion académica; ademas se realiza un uso alternativo de la combinatoria en “historietas”,
cuyas moralejas seran sus equivalentes resultados, de tal forma que se puedan generar algunas

pautas para la ensefianza de la combinatoria en la educacion basica y media.

Palabras claves: Argumentos combinatorios, combinatoria, problemas de conteo, historietas

combinatorias.
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Introduccion

El presente trabajo se realiza bajo la linea de Historia y Educacion Matematica, contemplando
un andlisis historico-epistemolégico de los argumentos combinatorios los cuales son importantes
en la formacion académica, ademas a través de la historia podemos evidenciar todos aquellos
aciertos y desaciertos que se efectuaron al momento de realizar problemas de conteo que

requirieron el uso de estos argumentos combinatorios para su posterior solucion.

Este trabajo de grado fue realizado por la poca inclusién que han tenido las combinaciones a
nivel de la educacion Colombiana en el aula de clase, ya sea por falta de formacion del docente o
porque se les dificulta a los estudiantes su aprendizaje; aunque si la combinatoria es ensefiada en
el aula de clase, s6lo se hace énfasis en la formula, dejando de lado la conceptualizacion y la
argumentacion; siendo de estas mas importante la argumentacién porque tanto un buen cuento

como una buena cuenta estan siempre respaldados por un buen argumento.

Ademas, el mismo ambiente social hace que la combinatoria sea explicada solamente desde la
teoria, sabiendo que existe un contexto adecuado para cada situacion y no hay nada mas
entendible que un problema disefiado o modificado para un contexto en particular; explicar y
resolver problemas mediante situaciones de contexto da respuesta a una pregunta que es muy
comun entre los estudiantes ¢esto, para qué me sirve en la vida?, campos del conocimiento tan
complejos necesitan estudiar la historia que les precede para conocer por qué son tan complejos

y en que se les dificultd a los historiadores para su aprendizaje y conceptualizacion.

Articulando, este trabajo es realizado con el fin de generar unas pautas que permitan que la

combinatoria sea puesta en acto dentro de la educacion matematica haciendo uso de la
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explicacion de las historietas combinatorias, las cuales generan una moraleja que implica la
utilizacion de los argumentos combinatorios para su respuesta. Estas historietas combinatorias
ayudan a que los estudiantes logren conceptualizar y aplicar los argumentos combinatorios en su
vida diaria, con lo cual se concibe que sirvan como constructo de las pautas que se pretenden

generar.

El primer capitulo contempla los aspectos importantes que sustentan la siguiente pregunta
problema ¢ Como se han usado los argumentos combinatorios para la solucion de problemas de
conteo a través de un estudio historico — epistemoldgico? , ademas se muestra la importancia de
la combinatoria en la educacion matematica y los antecedentes de la problematica, asi como los

objetivos que se desarrollarén en el trabajo de grado.

El segundo capitulo corresponde a un recorrido histérico general del uso inicial de la
combinatoria en trabajos anteriores a Pascal y Fermat, aludiendo a la solucion que dieron varios
historiadores al problema de los puntos. Se presenta ademas, la solucion que dieron Pascal y
Fermat a este problema utilizando el triangulo aritmético de Pascal, como un método menos
tedioso para hallar todas las posibilidades de repartir la apuesta en caso tal de que el juego

continuara.

El tercer capitulo, hace alusion a la respuesta de la pregunta problema, ya que los argumentos
combinatorios han sido usados por medio de siete Historietas Combinatorias de las cuales se
abstrae una moraleja que contienen dichos argumentos. Estas historietas son sacadas de un taller
que realizan los profesores Daniel Arbelaez y Diego Diaz en el curso de Matematica Recreativa
de la Universidad del Valle en el afio 2013. A parte de las siete historietas, se crea una utilizando

la estructura del triangulo aritmético de Pascal. A cada una de las Historietas Combinatorias se
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les realiza una interpretacion con el fin de que el lector sepa de donde sale cada argumento y
como se puede ir construyendo la moraleja. Las historietas plasmadas en este capitulo pueden ser
sometidas a cambios dependiendo del nivel de complejidad que se quiera abarcar en el aula de

clase.

En el cuarto capitulo, se conciben algunas pautas generales para incluir las Historietas
Combinatorias en el aula de clase, mostrando los beneficios que estan llevan consigo, pues con
ellas se pretende innovar en el aula de clase utilizando el contexto del estudiante. Estas
Historietas se le atribuyen a dos maestras insignes de la Matematica Recreativa: Martha Sved y

Doris Schattschneider.
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1. Capitulo I: Aspectos Generales de la Investigacion

1.1 Planteamiento del Problema

La teoria probabilistica como un campo en constante crecimiento, comprende muchos temas,
entre ellos esta la combinacion, la permutacion y la variacion, los cuales perciben las diferentes
técnicas de conteo. En Colombia, las politicas educativas proponen el desarrollo de distintos
pensamientos matematicos, entre ellos estd el pensamiento aleatorio y sistemas de datos el cual

se desarrolla a lo largo de la actividad matematica en el aula de clase.

Uno de los documentos establecidos por las politicas educativas, son los Estandares de
Competencias en Matematicas (MEN, 2006), en donde se desarrolla cada uno de los
pensamientos matematicos dependiendo del conjunto de grados de escolaridad; entre ellos el
pensamiento aleatorio el cual plantea de manera implicita el analisis combinatorio para los

distintos niveles de educacion basica, secundaria y media.

Otro documento establecido son los Lineamientos Curriculares de Matematicas (MEN, 1998),
que aportan elementos para el desarrollo de cada uno de los pensamientos matematicos en los
estudiantes. De manera particular, aporta pautas generales que apunten al desarrollo del

pensamiento aleatorio.

En este orden de ideas, (Osorio, Suéarez, & Uribe, 2011) articulan de manera general lo
enunciado anteriormente diciendo que en Colombia el Ministerio de Educacion Nacional plantea
a través de las competencias matematicas, lo que los estudiantes deben saber y saber hacer con el
conocimiento que ellos adquieren en la educacion basica y media (MEN, 2006). Es asi como el
pensamiento aleatorio y el manejo de los sistemas de datos hace parte de las competencias que

debe tener todo estudiante al finalizar este ciclo, las cuales son evaluadas en las pruebas de
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Estado. Los lineamientos curriculares del MEN hacen alusion al pensamiento aleatorio (MEN,

1998) y los estandares curriculares de matematicas especifican sus propésitos. (MEN, 2006).

Pese a esto, se puede evidenciar que Colombia no se ha destacado en los encuentros
internacionales de educacion estadistica, sin embargo, a partir del afio 2005, en el Simposio
Nacional de Estadistica que organiz6 la Universidad Nacional de Colombia, se abrié un espacio

para presentar ponencias que vayan acorde a la pedagogia y didactica de la estadistica.

Conforme a esto, se ve el interés que ha obtenido el estado por propiciar espacios de
formacion de docentes de tal forma que puedan brindar estrategias metodoldgicas para la

implementacion de la estadistica en el aula de clase.

Aludiendo a lo anterior, uno de los problemas fundamentales que se desarrolla en el curso de
estadistica, especialmente cuando se trata el tema de anélisis combinatorio, es que solamente se
utilizan formulas tras formulas, identificando variables y sustituyendo valores en ellas, dejando
de lado el desarrollo de habilidades de pensamiento que les permita llegar a los conceptos y
aplicarlos a diversos contextos cotidianos; esto hace que el proceso de asimilacién y los objetivos
planteados en el area se minimicen, contribuyendo asi, de forma erronea, que la solucién de
problemas combinatorios se realiza solamente de manera algoritmica representada a través de
férmulas, perdiendo el sentido analitico que realmente contiene este concepto matematico. Es
por ello que es necesario el uso de argumentos combinatorios para dar respuesta a problemas de

conteo y de esa forma desarrollar la competencia de resolucién de problemas.

Ahora bien, no se esta diciendo que los procedimientos no tengan vigencia, es mas, se
requiere de ellos para obtener los resultados esperados, mas no son los instrumentos que

posibilitan el desarrollo de habilidades de pensamiento en los estudiantes, pues los conlleva a
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mecanizar las ecuaciones sin asociar a ellas los conceptos que estan inmersos dentro de este. En

este sentido, es pertinente citar a Godino, Batanero, & Cafiizares (1996):

La Combinatoria es un contenido que presenta bastante dificultad para estudiantes de los
diferentes niveles educativos (Navarro-Pelayo, 1994 y Roa, 2000), es un contenido que
suele ensefiarse de forma aislada de los demés temas que componen el curriculo y eso ha
provocado, en ocasiones, que el tema no se ensefie y, cuando se ensefia, que se enfatice

solo en aspectos de tipo algoritmico.

En la mayoria de los libros de textos escolares, los contenidos tematicos que se encuentran en
el pensamiento aleatorio estan ubicados en la ultima parte del libro, lo cual hace que ni siquiera
se alcanza a ver en el transcurso del afio escolar dejando a los estudiantes sin esos conocimientos

gue son meramente importantes para su formacion académica.

En las pruebas saber 5° y 9° del 2009, segun el informe de los resultados de evaluaciones
nacionales realizados para estos grados en matematicas, mostraron a través de un ejemplo de
nivel avanzado para grado quinto que desarrollando tareas que llevan a la interpretacion del
grado de probabilidad de un evento aleatorio, los alumnos tienen grandes dificultades. Un

ejemplo de ello es el siguiente:
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Figura 1: Pruebas saber 5°y 9°, 2009

NIVEL DE DESEMPENO: AVANZADO

Ejemplo 3. Juego en clase

na profesora Nancy quiere hacer un juego con sus estudiantes, que consiste en sacar\
sin mirar, una balota de una bolsa. La bolsa tiene 4 balotas blancas y 2 balotas
negras, de igual forma y tamafio.

El nimero de posibilidades de sacar una balota negra es:

A. La mitad del numero de posibilidades de sacar una balota blanca.
B. El doble del nimero de posibilidades de sacar una balota blanca.
K C. Latercera parte del nimero de posibilidades de sacar una balota blanca. }

Caracteristicas del item
Nivel Avanzado
Competencia Comunicacion
Componente Aleatorio
Afirmacion Expresar el grado de probabilidad de un
suceso
Respuesta correcta A
Porcentajes de respuesta de la opcién correcta 29,31%
Porcentajes de respuestas en las opciones no B: 22,50%
validas C: 22,79%
D: 22,41%

Cabe resaltar que para poder dar respuesta al problema, es indispensable el uso de la
combinatoria y como es sabido, los estudiantes, en su gran mayoria, no conocen acerca de este

concepto matematico.

En general, para poder comprender el porqué de esta situacion, es necesario que como futuros
docentes conozcamos la historia que precede a estos conceptos matematicos, y asi, poder

encontrar una posible solucién que permita que la combinatoria sea incluida como un constructo




importante dentro de la formacién académica de los estudiantes. Por tanto, se planted la siguiente

pregunta de investigacion:

¢ Como se han usado los argumentos combinatorios para la solucién de problemas de conteo a

través de un estudio historico — epistemolégico?

1.2 Justificacién

El MEN (1998) establece unos Lineamientos Curriculares de Matematicas que evocan pautas
para la creacion de las mallas curriculares y los distintos planes de estudio que debe tener cada
institucion acreditada por el MEN, de igual modo, determinan que competencias se deben

desarrollar en cada uno de los pensamientos matematicos dependiendo del conjunto de grados.

El pensamiento aleatorio y los sistemas de datos, (MEN, 2006), es un tipo de pensamiento
que ayuda a tomar decisiones en situaciones de incertidumbre, de azar, de riesgo o de
ambiguedad por falta de informacion confiable, en las que no es posible predecir con seguridad
lo que va a pasar. Este pensamiento, se apoya directamente en conceptos y procedimientos de la
teoria de probabilidades y de la estadistica inferencial, e indirectamente en la estadistica

descriptiva y en la combinatoria.

Cabe resaltar, que la combinatoria permite calcular las distintas formas en que se pueden
representar los diferentes arreglos de un conjunto. En Batanero (2001) las operaciones
combinatorias pueden definirse, mediante experimentos aleatorios (extraccion con o sin
reemplazamiento, ordenada o no ordenada). Esta conexidn entre los experimentos compuestos y

la combinatoria se clarifica con el uso de diagramas en arbol.
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Aparte del diagrama en arbol, que se usa como una introduccion a la combinatoria, es
importante el uso de argumentos combinatorios que de cierta forma, ayudan a que el estudiante
desarrolle la resolucion de problemas y sepa en qué problema se le pide una respuesta que
requiere el uso indispensable de este concepto matematico. Ademas, el mundo esta muy
globalizado y la forma en como se ensefia y se aprende algin concepto matematico ligado al
pensamiento aleatorio se ha ido refinando poco a poco, es por ello que hoy en dia ya no es tan
importante que los estudiantes se aprendan las formulas y cémo resolverlas, sino que es
importante el desarrollo del pensamiento aleatorio, que les permitira interpretar, analizar y

utilizar los resultados que se publican en periodicos y revistas, entre otras.

En el MEN (2006) se puede encontrar que la probabilidad y la estadistica son ramas de las
matematicas que desarrollan procedimientos para cuantificar, proponen leyes para controlar y
elaboran modelos para explicar situaciones que por presentar multiples variables y de efectos
impredecibles son consideradas como regidas por el azar, y por tanto denominadas aleatorias.

El caracter globalizante de la probabilidad y la estadistica esta en la presencia del pensamiento
aleatorio para la comprension de fendmenos de la vida cotidiana y de las ciencias.
Particularmente en el conocimiento matematico escolar, este caracter globalizante se asume
cuando el énfasis se hace en el tratamiento de situaciones no deterministas, en donde la
recoleccion, la organizacion y la representacion de los datos obedece a una intencionalidad que
les dé sentido, que guie su interpretacion para la toma de decisiones y posteriores predicciones;
el desarrollo de la intuicidn sobre la probabilidad mediante valoraciones cualitativas y mediante
la exploracién de problemas reales que permitan la elaboracion de modelos de probabilidad.

De acuerdo a lo que plantea el MEN, es necesario que los estudiantes manejen de forma

adecuada datos estadisticos y sepan dar una respuesta coherente a un determinado problema y
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mas si son de conteo, ayudandose de argumentos combinatorios que les faciliten la resolucién de

determinados problemas.

1.2.1 Pertinencia del analisis Histdrico — Epistemoldgico en la Educacion

Matematica

Es importante conocer y tomar conciencia de la historia que precede a cada concepto
matematico, pues se conocen cada una de las falencias que se obtuvieron para poder convertirse

en un concepto matematico, asi lo confirma Anacona (2003):

Un estudio histérico-epistemoldgico acerca de la génesis y consolidacion de estos
conceptos da cuenta de la complejidad que los rodea y de los multiples aspectos que
incidieron en su construccion tedrica... nociones matematicas de alto nivel de
abstraccion, fundamentales en el desarrollo de las matematicas y de dificil aprendizaje,
desbordan toda intuicion sensible y, por tanto, un estudio que dé cuenta de las
condiciones ldégicas que intervienen en el proceso de constitucion en el objeto

matematico. (pp. 33-34)

La combinatoria toma un papel importante en la formacion académica, es por ello que es
importante retomar la historia para conocer los obstaculos que impiden que éste sea ensefiado en

las instituciones.

En este sentido, los estudios histdricos — epistemologicos ligados al proceso de aprendizaje de
las matematicas son un vehiculo de conocimiento. Anacona (2003) presenta un diagrama sobre la
intervencion de la reflexion histérica en el ambito educativo, en donde intenta mostrar que las
matematicas son el producto de una actividad viva de razonamiento en la que han intervenido

histéricamente, de una u otra manera, diversos aspectos del contexto sociocultural.
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Figura 2: intervencidn de la reflexion histérica en el ambito educativo (Anacona, 2003)

------------------------------------

'<9

... l1a formacion
| de profesores de
matematicas

apré{idiz‘qje Historia de las
de las Matematicas

En este diagrama se reflejan, los aportes que brinda la Historia de las Matematicas tanto en el
aprendizaje de las matematicas como en la formacion de profesores, y con ello, se puede
evidenciar la pertinencia que posee ésta monografia en el aprendizaje de los argumentos
combinatorios para la solucion de problemas de conteo. Ahora, Anacona (2003), cita a VVasco

(2002):

(...) iniciar investigaciones en la historia de las matematicas y de la educacion
matematica en cada pais no es sélo un lujo tedrico, sino una necesidad cultural para

recuperar la historia de las ideas, las ciencias y las artes en el propio pais, y el mejor
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vehiculo para la autoformacién y para involucrar y entusiasmar a otros docentes por la

historia de las matematicas. (p. 44)

1.2.2 La Investigacion En la Educacion Estadistica: La Importancia del Analisis

Combinatorio.

En cuanto al estado actual de las investigaciones en el andlisis combinatorio, se puede decir
que no se han realizado muchas investigaciones debido a la falta de interés por parte del
profesorado y con ello, las dificultades por parte de los estudiantes para aprender la
combinatoria. Primeramente, porque la combinatoria es un poco compleja en su ensefianza y si
es mal ensefiada, los resultados del aprendizaje van a ser evidentemente fallidos; y es ahi donde

nace la segunda falencia en cuanto a la ensefianza de este concepto matematico.

Pero no toda la responsabilidad cae en el docente, Aristizabal (2012) enuncia tres dificultades

asociadas a varios factores:

¢+ No hay mucha investigacion en este campo que oriente a los profesores.

¢+ No hay muchos recursos didacticos para apoyar la ensefianza de la combinatoria.

% Los libros de texto que se usan para ensefiar estadistica dan mayor importancia al
procedimiento que a la comprension, y el acercamiento exploratorio es reducido.
(Pag,33)

Ademas, la Combinatoria no es simplemente una herramienta de calculo para la probabilidad;
desde la postura de Piaget & Inhelder (1951), se afirma que si el sujeto no posee capacidad
combinatoria, no es capaz de usar la idea de probabilidad salvo en casos de experimentos
aleatorios muy elementales, mas ain, estos autores relacionan la aparicion del concepto de azar

con la idea de permutacion y la estimacion correcta de probabilidades con el desarrollo del
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concepto de combinacion. Si analizamos el uso del diagrama de arbol en probabilidad y
combinatoria, podemos también observar que hay una relacion entre el espacio muestral de un
experimento compuesto y las operaciones combinatorias. El inventario de todos los posibles
sucesos en dicho espacio muestral requiere un proceso de construccién combinatorio, a partir de
los sucesos elementales en los experimentos simples.

En el contexto colombiano, segun el curriculo, la Combinatoria esté presente en cada grado de
escolaridad, pero la gran mayoria de los alumnos terminan el bachillerato sin poder diferenciar
una combinacion de una permutacion y de una variacion, todo ello debido a que en ciertas
instituciones no se abordan las tematicas establecidas, y en el caso de que se aborden, se hacen
de forma procedimental y no conceptual.

En este orden de ideas, es importante concluir que la Combinatoria toma un papel importante
en la formacién académica y por tanto, es indiscutiblemente necesario retomarla en las aulas de
clase y sobre todo aprender a pensarla y razonarla para poderla utilizar como un recurso en la

resolucion de problemas matematicos.

1.2.3 La Combinatoria en la Matematica y en Otras Disciplinas

La combinatoria esta presente en cada etapa de la vida diaria, en los simples problemas de
conteo que suelen confundir al ser humano cuando se enfrenta a preguntas como estas: ¢Cuantas
monedas tienes en tu bolsillo? ;De cuantas maneras puedo sentar a mis amigos si tengo tantas
sillas? ¢ De cuantas formas puedo cambiar un billete actual de $100.000 con las denominaciones
de los billetes que circulan en Colombia? Preguntas como las anteriores indagan el cuanto o las
posibles maneras de, que se ven inmersas en el quehacer diario de una persona y de la sociedad
en general. Es por ello que la combinatoria toma un papel importante en la formacion académica

del estudiante y es importante tomar una reflexion en cuanto a ella.
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Ademas, se debe tener presente que la combinatoria no solo debe ser relacionada con la
probabilidad sino también con muchas otras ramas de la matemaética e inclusive con diferentes

campos de investigacion como lo son la fisica, la ingenieria, la biologia la quimica, etc.

En concordancia con lo anterior, Parra (2015), cita a Arbelaez (2013), en donde él, de manera

general, describe las nuevas profesiones que requieren el uso de la combinatoria.

La presentacion que hace Feller de algo tan sumamente serio, como son las concepciones
de Einstein, de Maxwell, de Bose, Dirac acerca de la distribucion de particulas en un
espacio, no son mas que problemas de urnas y balotas. Son por supuesto, relativamente
faciles de entender y de una profunda belleza. Creo que a un estudiante sensible a la fisica,
frente a un escenario como el que plantea Feller, cuya fundamentacion es relativamente
sencilla llevarla a un plano pedagdgico, es decir argumentativo, le sacaria un gran

provecho intelectual. Pero no solamente es en la fisica y en la biologia.

La ingenieria moderna esta impregnada de elementos combinatorios: las redes telematicas,
los viajes espaciales, la fotografia, la escanografia, la transmision de imagenes de Marte, la
epidemiologia del Sida, todos estos problemas tienen una profunda naturaleza aleatoria y
combinatoria. Las nuevas profesiones: ingenieria de sistemas, ingenieria electronica,
ingenieria de materiales, el disefio industrial, el disefio arquitecténico, por supuesto la
estadistica y muchas mas tiene entre sus presupuestos ciertas destrezas y una de ellas, muy

importante, el del arte de contar y de combinar. (Pag. 16)

La combinatoria en la matematica esta dentro del analisis matematico, del algebra, de la

geometria, de la topologia combinatoria y primordialmente en la probabilidad.
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En Batanero, Godino, & Navarro - Pelayo(1996) se encuentran las disciplinas que de alguna
manera estudian las diferentes formas de agrupar y de contar, y que, probablemente se han

remitido a la combinatoria para solucionar sus inquietudes.

1.3 Objetivos

1.3.1 Objetivo General

Realizar un analisis historico — epistemoldgico sobre los argumentos combinatorios que
posibilitaron la solucién de problemas que involucraban estrategias de conteo con el fin de

generar unas pautas para la ensefianza de la combinatoria.

1.3.2 Objetivos Especificos

¢+ Reconocer cual fue el uso inicial de la combinatoria en la historia de la probabilidad en
trabajos anteriores a Pascal y Fermat.

¢ Interpretar el uso de argumentos combinatorios en la solucion de problemas de conteo a
traveés del uso alternativo de Historietas combinatorias

+ ldentificar la potencia de escribir historietas usando argumentos combinatorios con el fin

de generar algunas pautas para su ensefianza.
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1.4 Antecedentes de la Probleméatica

Con el fin de establecer las pertinencias de la investigacion, se realiz6 un rastreo bibliografico
en torno a las investigaciones que se han realizado sobre los argumentos combinatorios a nivel

nacional.

Como resultado de este rastreo bibliografico, en esta seccion se describen las investigaciones

a nivel nacional en campos de la matematica, como lo son la Didactica, la Historia y las Tic’s.

En el campo de la didactica esta el trabajo Lucia Zapata, Sandra Quintero y Sandra Morales
titulado: “La Ensefianza de la Combinatoria Orientada Bajo la Teoria de Situaciones
Didacticas”*. Esta propuesta es el resultado de la investigacion llevada a cabo en el Ncleo de
Pensamiento Aleatorio y los objetivos fueron: (1) disefiar una unidad didactica que (a) abordara
la ensefianza de la combinatoria con un fuerte énfasis en la comprension e (b) involucrara a los
estudiantes en la construccion colectiva de los significados mediante el trabajo en grupos
colaborativos. (2) contrastar la efectividad de la unidad didactica en el desempefio de los
estudiantes en un test de combinatoria. Para responder a estos objetivos se siguio las
recomendaciones de la Teoria de situaciones didacticas de Brousseau y las recomendaciones
para el analisis de datos cuantitativos. (Zapata, Quintero, & Morales, 2010).

En el campo de historia de la Matematica, esta el trabajo de (Parra, 2015) “Andlisis Historico
— Epistemolégico de la Iniciacién de la Combinatoria. Caso: Combinaciones”. El objetivo
general que se desarrolld en este trabajo es realizar un analisis historico — epistemolégico de la

evolucion de la combinatoria teniendo como eje central el trabajo de Pascal en busqueda del

! Se encuentra un articulo en la Memoria 11° del Encuentro Colombiano de Matematica Educativa. Lucia Zapata
pertenece a la Universidad de Antioquia — Grupo GECEM. Quintero y Morales también pertenecen a la Universidad
de Antioquia.
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surgimiento de las combinaciones; con el propdsito de plantear una sugerencias de ensefianza.
Para poder alcanzar ese objetivo general, la autora se plante6 los siguientes objetivos especificos:

o Reconocer las raices de la nocion de combinaciones y presentar un
panorama general historico de la combinatoria para identificar los elementos
primigenios que surgieron frente a la actividad del conteo.

o Establecer el desarrollo historiografico en términos de notacion moderna
de la nocion de combinaciones desde los trabajos de Pascal hasta la
conceptualizacion de Gottfried Wilhelm Leibniz y Jacobo Bernoulli con el fin de
presentar la propuesta de Pascal en su Tratado del tridngulo aritmético y contrastar
con los trabajos realizados por Leibniz y Bernoulli.

o Caracterizar y mostrar las propiedades de los nimeros combinatorios a
partir de las relaciones o estudios de estructuras discretas para conocer su
comportamiento y poderlos instaurar.

o Identificar elementos principales en la composicion o el cambio de las
estructuras discretas a partir de operaciones, mas especificamente en la nocién de
combinaciones con la intension de sugerir algunas pautas o elementos para la
ensefianza de las combinaciones

En este orden, en el campo de las Tic’s se encuentra el trabajo de Aristizabal (2012) con el fin
de obtener el titulo de Magister en Ensefianza de las Ciencias Exactas y Naturales, titulada:
“Propuesta Metodologica para el Acercamiento del Analisis Combinatorio y Probabilidades a
Situaciones Cotidianas”. Con el objetivo de plantear e implementar una propuesta metodologica,

mediante la aplicacion de guias de aprendizaje que faciliten el proceso de acercamiento a los
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conceptos del analisis combinatorio y probabilidades a través de la solucion de situaciones

cotidianas, empleando plataformas virtuales como apoyo ha dicho proceso.

1.5 Metodologia del Trabajo

El aspecto metodoldgico que se llevad a cabo en este trabajo y teniendo en cuenta las
metodologias trabajadas en la Historia de la Matematica, fue proponer un analisis historico-
epistemoldgico con la finalidad de dar cuenta de los problemas que requirieron el uso de

argumentos combinatorios para su solucion.

Se pretendié mostrar la utilizacion de los argumentos combinatorios en la solucion de
Historietas Combinatorias, las cuales pertenecen al profesor Daniel Arbelaez, guiado por dos
maestras insignes de la matematica recreativa: Marta Sved y Doris Schattschneider. Con ello se
buscd generar algunas pautas para la ensefianza de estos argumentos. Para ampliar esta parte se
utilizan los articulos de Sriraman & English (2004) y Kapur (1970), que tratan acerca de la

implementacién de la combinatoria en el aula de clase.

Para abordar éste problema de investigacion, son rotundamente necesarios unos referentes
tedricos; para efectos de este trabajo se enfatizé en un referente histdrico, un referente curricular

y uno matematico, de tal forma que dieron cuenta de los propdsitos del trabajo.

En primera instancia, para lograr reconocer cual fue el uso inicial de la combinatoria en la
historia de la probabilidad se recurre al libro Pascal’s Arithmetical Triangle de Edwars (1987)
debido a que permite realizar un analisis detallado de los trabajos de Tartaglia, Cardano, Fermat,
Pascal, Huygens, Bernoulli, entre otros. Ademas la correspondencia entre Pascal y Fermat fue
crucial para vislumbrar el uso de la combinatoria en la solucion del problema de los puntos o

conocido también como el problema del reparto o de la apuesta, que sirven, por cierto, para
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rastrear aquellos aciertos, desaciertos, soluciones e interpretaciones novedosas dadas a los
problemas y sistematizacion de métodos de solucion. Esta parte de la correspondencia se puede
ampliar con el capitulo 5: The foundation of probability theory by Pascal and Fermat in 1654 del

libro de Hald (1990).

Otra de las fuentes fue el libro A history of probability and statistics and their applications
before 1750 de Hald (1990), quien muestra un gran compendio de varios matematicos que
trabajaron la combinatoria desde tiempo remotos, mostrando ademas los aportes de manera

resumida que lograron varios de ellos en cuanto a la combinatoria.

Cerrando ésta parte historica, el capitulo 6: Los Primeros Calculos Probabilisticos de
Hacking (1995) relatan sucesos en la historia para poder calcular todas las posibles
combinaciones de los elementos del mundo, el gran trabajo combinatorio sigue esta tradicion. La
primera monografia sobre la teoria de combinaciones y la cual esta estrechamente relacionada
con la teoria de la probabilidad se le atribuye a Leibniz (1666) con el Ars Combinatoria. Esta
monografia contempla doce problemas acerca de las Combinaciones, Variaciones vy
Permutaciones, que seran objeto de estudio para poder encontrar los problemas que requirieron el

uso de los argumentos de la combinatoria para su posterior solucion.

En la parte matemaética, el libro Azar y Probabilidad de Godino, Batanero, & Cafiizares
(1996) especialmente la seccion Teoria Matematica Elemental de la Probabilidad, en la cual los

autores se refieren a la combinatoria y sus elementos de estudio.

También, se toma en cuenta los libros de Feller (1973) Introduccién a la teoria de

probabilidades y sus aplicaciones; de Ribnikov (1988) titulado Analisis Combinatorio, para

29

—
| —



tomar todo lo referente al concepto de Combinatoria y el de Ross (2010) A First Course in

Probability, en donde se define la combinatoria de la siguiente manera:

Figura 3: Notacién y Terminologia de la Combinatoria

Notation and terminology

We define (‘: ) forr = n. by

n . }II
r)] (n—nlr

n - . . .
and say that ( r) represents the number of possible combinations of n objects

taken r at a time.T

- mn . -
I'hus, ( , ) represents the number of different groups of size r that could be

selected from a set of n objects when the order of selection is not considered relevant.
Para lograr hacer una distincion entre Combinatoria y Argumentos Combinatorios se recurre
al libro Matemética Discreta y sus Aplicaciones 52 edicion de Rosen (2004). En la seccion 4 del

libro citado muestran ambas definiciones. La definicion de combinatoria es asi:

El nimero de r-combinaciones de un conjunto de n elementos, donde n es un entero no

negativo y r es un entero tal que 0 <r <n, es:

C(n, =

ri(n—-r)!
Figura 4: Ecuacion de Combinatoria

Ahora, presentan una definicién de argumentos combinatorios, el cual en esta ocasion es

llamado como demostracion combinatoria:

Una demostracion combinatoria es una demostracion que utiliza argumentos de recuento
para probar un teorema en lugar de otros métodos tales como las técnicas algebraicas. (p.

300)
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Un ejemplo de la utilizacion de argumentos combinatorios es el siguiente:

Utilizar un argumento combinatorio para demostrar la formula de Pascal®:
C(n,k)=C(n-1,k) + C(n-1, k-1)

Solucién:

1. C(n,k) es el nimero de subconjuntos con k elementos de un conjunto con n

elementos.

Para un elemento particular x: los subconjuntos con k elementos se pueden dividir en dos:

aquellos que contienen a x y los que no lo contienen.

Hay C(n-1,k) subconjuntos con k elementos que no contienen a x, y C(n-1, k-1)
subconjuntos con k elementos que si contienen a X, y la suma de estos dos establece la

formula de Pascal.

El anterior, es un ejemplo sencillo de la demostracion de la formula de Pascal en donde se
utilizan argumentos combinatorios. En el tercer capitulo se estudiaran las Historietas

Combinatorias, las cuales en su moraleja o respuesta, comprenden argumentos combinatorios.

Como referentes curriculares estan los documentos establecidos por el Ministerio de
Educacion Nacional (MEN): Lineamientos Curriculares de Matematicas y Estandares Basicos de
Competencias en Matematicas, los cuales ya han sido objeto de estudio en la justificacion y son
puestos aqui para fundamentar el uso indispensable de la combinatoria y de sus argumentos en la

formacién académica.

2 Ejemplo y su debida solucién tomado de (Espinosa, 2010)
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2. Capitulo I1: Panorama Histdrico General de la Constitucion de la

Combinatoria

2.1 Uso inicial de la combinatoria en la historia de la probabilidad hasta 1654

En este capitulo, se pretende encontrar el uso inicial de la combinatoria en la historia de la

probabilidad con trabajos desde Luca Pacioli (1494) hasta los trabajos de Pascal y Fermat

(1654), debido a que en este intervalo de tiempo se hace un uso mas racional de la combinatoria

y su principal uso, el cual fue demostrado dandole solucién al Problema de los Puntos.

Antes de este intervalo de tiempo se reflejaron en algunos siglos, segun investigaciones

realizadas tanto por historiadores como por antropdlogos, que la combinatoria ha sido un interés

del ser humano desde hace tiempo debido a la necesidad de saber la forma de seleccionar o elegir

parejas de un determinado conjunto de elementos.

A continuacion se presenta un diagrama que contiene los avances que se obtuvieron en cuanto

a la combinatoria en sus respectivos siglos.

Figura 5: Panorama Historico Siglo XXII AC — Siglo XVII

Siglo XII
Indicios de Reglas para
Calcular “Variaciones™ ( cony
sin repeticion) y
“Combinaciones”

SigloIITAC
Regla para
Combinaciones
de nsilabas

Siglo XVI
Estudio del
Triangulo
Aritmetico

Siglo XXITAC
Los Cuadrados
Magicos

Siglo XVII
La Combinatoria
como Disciplina

Cientifica

Siglo XIV
Reglas Principales
sobre Permutaciones
y Combinaciones

Siglo VAC
Los Nimeros
Triangulares

Siglo IV
Permutaciones y
Combinaciones
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Existen dos aspectos claramente distintos sobre las anticipaciones de la teoria de las
probabilidades: los problemas combinatorios y los problemas sobre juegos repetidos®. Para
efectos de este trabajo se hace necesaria la historia que tuvieron los problemas combinatorios,
pues estos quedaron unidos al problema de los puntos de una manera clara y reconocible en la

época de Pascal.

En Italia del siglo XV, se hallaron intentos genuinos de aplicar el algebra a problemas de
juegos, tal cual como el problema de los puntos, y el cual estudiaremos durante este capitulo.
Una forma especial de mostrar las dificultades que los matematicos han encontrado al construir
una nueva teoria es a través de la solucion de un problema, en este caso, el Problema de los
Puntos, debido a que este vislumbra la utilizacion de la combinatoria para tener su solucion y es
por ello que se realiza este recorrido historico. Segun Garcia (2000) la formulacién general del

problema seria la siguiente:

Dos jugadores compiten por un premio que es otorgado después de que uno de ellos haya
ganado n lances en un juego. El jugador A ha ganado mas que el jugador By, debido a
alguna intervencion externa, deben abandonar el juego antes de llegar al numero n.

¢Como debe dividirse la apuesta entre los jugadores? (p. 2)

Este problema a través de la historia ha sufrido cambios en cuanto al contenido, es decir,

existen varias versiones pero todas inclinadas al mismo objetivo.

Ahora, se realizard un recorrido historico concerniente a la solucién que dieron varios
historiadores al Problema de los Puntos. Desde Luca Pacioli hasta Girolamo Cardano, se tomara

como referencia el articulo de la revista SUMA Historia de un problema: el reparto de la

® para una mejor ampliacion de los problemas sobre juegos repetidos, dirigirse a (Hacking, 1995)
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apuesta cuyo autor es Juan Antonio Garcia Cruz; debido a que él presenta la solucién que dieron

estos personajes al problema en cuestion.
2.1.1 Luca Pacioli (1494).

Pacioli es el primer matemaético interesado en darle solucion al problema. Como se dijo
anteriormente, este problema ha tenido varias versiones y para dar cuenta de ello, Pacioli, en su
obra Summa de Arithmetica, Geometria, Proportioni et Proportionalitd (Venecia 1494) presenta

la siguiente version:

Un grupo juega a la pelota de modo tal que se necesita un total de 60 puntos para
ganar el juego. La apuesta es de 22 ducados. Por algun incidente no pueden terminar el
juego y un bando queda con 50 puntos y el otro con 30. Se quiere saber qué participacion

del dinero del premio le corresponde a cada uno. (p, 2)

La solucién que da Pacioli es la siguiente:

5 3 8

11 11 11
Deduce que los % son igual a los 22 ducados de la apuesta, por lo tanto, él sostiene que al

bando que va ganando le correspondera % de 22 ducados (3 %) y al bando que va perdiendo le

correspondera % de 22 ducados (8 %).

Aporte: para saber cudnto le pertenece a cada bando es necesario tener en cuenta lo

siguiente:

Se debe tener en cuenta que parte del juego ya se habia jugado y que proporcién de esa parte

habia conseguido el equipo. EI nimero maximo de puntos a conseguir son 11: 6 del que ganay 5

del que pierde, y se han conseguido 8, para tener un monto de % Lo que considera Pacioli es
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que los 22 ducados se apuestan por las % partes del juego en lugar del juego completo. Segln

eso, la proporcion que se debe llevar cada uno es:

Figura 6: Solucion de Pacioli

5 8 5 11 5

11 11 118 8

TN

— Resultado

Bando que Partes del Cambia por
va ganando Juego propiedad de
la division de

fraccionarios.

A partir de aqui ya se puede llegar al resultado que dio Pacioli.

Un punto a consideracion seria que el bando que va perdiendo dijera que la apuesta se debe
dividir por igual, pues tal apuesta se pactdé a término y no hubo acuerdo previo sobre otra

contingencia del juego.

Se puede notar que esta solucion es meramente aritmética, un simple problema de reparto. Sin
embargo Pacioli termina con estas palabras: “He encontrado que las opiniones sobre la solucién
difieren de una persona a otra, pero todos parecen insuficientes en sus argumentos. Yo afirmo la

verdad y doy la forma correcta de solucionar el problema”.

2.1.2 Niccolo Tartaglia (1556).

Medio siglo después, aparece este personaje, quien aborda el problema en su obra Trattato
generale di numeri et misure (Venecia 1556). Tartaglia reproduce la solucion dada por Pacioli, y
sin duda lanza una objecion: supongamos que en un juego, un bando ha ganado 10 puntos y el
otro bando 0 puntos. En esta situacién el bando que tiene 10 puntos deberia recibir toda la

apuesta, lo cual para Tartaglia no tiene sentido.
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Con respecto a lo anterior, Tartaglia resuelve un problema en donde maneja los mismos datos
de Pacioli y por lo cual ha lanzado la anterior objecion: En una partida a 60 puntos, A ha ganado

10 y B ha ganado 0. ;Cémo deberia dividirse la apuesta si cada jugador ha colocado 22

ducados?

La solucién dada por Tartaglia es la siguiente:

10 1 L . 22 2
Pt parte de los 22 ducados, en fraccion mixta seria - = 3 3

Conforme a ello, el jugador A recibird 22 + 3% =25 % ducados.

El jugador B recibira 22 — 3% = 18% ducados.

De esta solucién dada por Tartaglia, se deduce, que consiste en dar al jugador que va ganando
lo que apostdé mas una parte proporcional correspondiente a los puntos ganados. En el siguiente
problema que emplea Tartaglia con los mismos datos que utilizd Pacioli, es donde se ve

claramente su método de solucién.

En una partida a 60 puntos, A ha ganado 50 y B ha ganado 30. ;Coémo deberia dividirse la

apuesta si cada jugador ha colocado 22 ducados?

La solucién que da es la siguiente:
50 -30=20; ===; 2 =72
60 3 3
Luego,

El jugador A recibe 22 + 7§ = 29%
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El jugador b recibe 22 — 7§ = 14§

Con lo anterior, esta claro el método que utiliza Tartaglia: el jugador que lleva la ventaja

recibe su apuesta mas la parte del remanente proporcional a su ventaja.

En consecuencia, las soluciones dadas por Pacioli y Tartaglia no convencen porque ambas
carecen de lo mismo, no cuentan con lo que pudiera ocurrir en las partidas que quedan por jugar.
La solucion a este problema no era tan sencillo, implicaba conceptos que escapaban del alcance

de las matemaéticas de esa época.
2.1.3 Girolamo Cardano (1564).

Este personaje en su obra Practica arithmeticae generalis (1539), sefiala una nueva version
para abordar la solucién del problema de los puntos. Cardano también critica a Pacioli diciendo
que no ha tenido en cuenta el niUmero de juegos que ha cada jugador le quedan por ganar, en caso

tal de que el juego continuara.
Su expresion para el reparto de la apuesta es la siguiente:

PartedeA 1+2+4+3+-+(n—q)
PartedeB 1+2+3+-+ (n—p)

Donde,

n: namero total de puntos a jugar. Py g: nimeros de puntos ganados por Ay B.

Esta expresion es correcta para resolver el caso particular enunciado por Pacioli, mas no es
valida en general. Cardano solo lanzo esta formula pero no se aventuro a resolver el problema de

manera coherente.
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2.2 Primeros Calculos Correctos: Correspondencia entre Blaise Pascal y Pierre de Fermat

(1654)

En 1654 comienza la famosa correspondencia entre Blaise Pascal y Pierre de Fermat en lo
referente al problema de los puntos. Se le daran dos soluciones al problema, la primera es
mediante las combinaciones, y la segunda aplicando el Tridngulo Aritmético de Pascal,
utilizando la seccion 3, parte Il del Tratado de Pascal. Ademas, se tomard como referente el
apéndice 1 del libro Pascal’s Arithmetical Triangle. Cabe resaltar, que la solucién es de forma

general, permitiendo que el problema se pueda trabajar con dos 0 mas participantes.
2.2.1 Solucion Mediante las Combinaciones:

Para la solucion mediante las combinaciones, se utiliza como guia un Blog de Uruguay de la
profesora Graciela Slekis Riffel, el cual tiene como nombre Concierta Ciencia: El conocimiento

es mas que un conjunto de datos”.

Para la solucion del problema mediante este método, Pascal puso a consideracion de Fermat la
siguiente versién del problema: “A'y B han pactado un juego en el que una moneda es lanzada al
aire en cada ronda que se juega, de tal forma que cuando cae cara gana Ay cuando cae cruz
gana B, y ademas acordaron que ganara el juego quien primero complete 3 rondas a su favor,
para lo cual cada uno aposto 32 pistolas (monedas de oro francesas del siglo XVII). El juego se
detiene cuando A ha ganado 2 rondas y B solamente ha ganado 1 ronda. ;Coémo se debe distribuir

entre ellos la apuesta de las 64 pistolas?”

* El Link: https://conciertaciencia.wordpress.com/2014/02/24/blaise-pascal-pierre-de-fermat-y-el-caballero-de-mere-
jugadores/
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En esta nueva variacion del problema, Pascal propone que la apuesta se divida de acuerdo a
las probabilidades futuras de ganar que tendrian los jugadores en caso tal de que el juego
continuara. El razonamiento que utiliza Pascal esta basado en el anélisis combinatorio. VVéase en

la siguiente tabla:

Figura 7: Divisién de la Apuesta Segun Pascal

Division de la Apuesta segun Pascal

Estado actual del Division de la apuesta  Division de la apuesta  Division de la apuesta
juego: Rondas si A gana la siguiente  si B gana la siguiente  si Ay B suspenden el
ganadas de Ay B ronda del juego: ronda del juego: juego en el estado
actual:
A=2yB=1 A=64y B=0 A=32yB=32 A=48 y B=16

La tabla anterior, muestra como Pascal comprende la situacion del problema, analizando el
estado actual del juego, como se deberia dividir la apuesta si A o B ganan la siguiente ronda y

como se debe repartir la apuesta en el estado actual. Es claro, que la probabilidad de que A o B

. . . 1
ganen o pierdan la siguiente ronda es de >

Como la apuesta debe ser distribuida equitativamente con fundamento en las probabilidades
de triunfo de cada jugador, y si los jugadores deciden terminar el juego cuando el resultado esta 2

rondas a favor de Ay 1 ronda a favor de B, entonces a A por sus probabilidades acumuladas de

triunfo le corresponde recibir 3/4 partes de las 64 pistolas, es decir, 48 pistolas porque: 64 X % =

% = 48, mientras que a B por su Unica probabilidad de triunfo le corresponde recibir 1/4 parte

de las 64 pistolas, es decir, 16 pistolas porque: 64 x i = % = 16.
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Conforme a esto, Pascal advirtié que este tipo de problema conduce hacia un nuevo campo
del analisis combinatorio® en el cual lo importante es determinar las mltiples formas como dos
eventos opuestos (que la ronda la gane A o que la ronda la gane B) pueden ocurrir en distintos
momentos del tiempo, teniendo en cuenta que cada ronda jugada puede producir como resultado

Unicamente esos dos eventos opuestos.

Respecto de este problema, a Pascal lo que mas le interesaba era encontrar un procedimiento
matematico que permitiera calcular la cantidad de posibles combinaciones, pues para él es
evidente gue en cada ronda la probabilidad para que ocurra cada resultado opuesto es de 1/2, y
entre mas rondas se jueguen, la probabilidad de llegar a un determinado puntaje entre Ay B se

debe calcular multiplicando 1/2 por si mismo tantas rondas se jueguen.

Asi, Fermat recibe todas estas cuestiones propuestas por Pascal, entendiendo que el meollo de
este problema, es determinar la cantidad de posibles combinaciones en los resultados que pueden
ocurrir a través de las ramificaciones o bifurcaciones, en cada nueva ronda jugada y que
conducen a situaciones en las que puede ganar tanto A como B. Fermat, llega a que le faltarian 4
rondas futuras para que alguno de los dos gane definitivamente al completar las 4 rondas a su

favor. Para ello se realiza la siguiente tabla:

® Cabe resaltar que en esa época aun no existia el anélisis combinatorio pero que ya se podia dar cuenta de ello
mediante la solucion del problema
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Figura 8: Combinaciones de Posibles Resultados en 4 Rondas de Juego

Combinaciones de posibles resultados en 4 rondas de juego

Ronda
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
1° A A A A B A A |/B A B B B B B |A B
2° A A A B A A B A B A B B B A B B
3° A A B A A B A |A B B A B A B |B B
4° A B A A A B B B A A A A B B B B
A favor de A A favor de B

Con la tabla anterior, Fermat afirma que son posibles 16 combinaciones diferentes entre los
resultados que aparecen a favor de A y de B durante las 4 rondas de juego. Las 11 primeras

combinaciones le permiten a A ganar las 2 rondas que le hacen falta, y con esto la probabilidad

de triunfo a favor de A es % mientras que la probabilidad de B es % porgue sélo puede ganar

con las combinaciones representadas en las columnas 12, 13, 14, 15 y 16. Debido a que son todas

las posibilidades en donde B logra anotar 3 puntos a su favor.

2.2.1.1 Primera Férmula de Pascal para el Célculo de Combinaciones®.

Pascal le responde la carta a Fermat y esta completamente de acuerdo con la solucién que le
da al problema, sin embargo considera que el método es demasiado tedioso al tener que elaborar
tablas para poder visualizar de manera exhaustiva las diferentes combinaciones. Para ello

propuso una formula matematica general aplicable para poder calcular la probabilidad de

® Para establecer esta formula, se recurre a un blog de Uruguay, el cual tiene como nombre Concierta Ciencia: El
conocimiento es mas que un conjunto de datos. El Link: https://conciertaciencia.wordpress.com/2014/02/24/blaise-
pascal-pierre-de-fermat-y-el-caballero-de-mere-jugadores/
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ocurrencia de todas las posibles combinaciones de resultados a favor de A o B,
independientemente del puntaje que cada uno tenga al momento de la interrupcién del juego e

independientemente de la cantidad de rondas que se jueguen o se deban jugar.

La formula es la siguiente:

Figura 9: Primera formula de Pascal para el calculo de Combinaciones.

nxm—-—1D*xn-2)sn—-3)-(n—r+1)

nCr = rx r=Dx(r—-2)*x(r—3)(—r+1)

Donde n equivale a la Cantidad de rondas a jugar, la letra C indica que se trata del célculo de
una combinacién, y la letra r indica la cantidad de apariciones que tiene un resultado dentro de la

cantidad de rondas a jugar.

2.2.1.2 Aplicacion de la Formula de Pascal al Problema de los Puntos.

Pascal en su carta retoma el problema planteado por Fermat, para utilizar la herramienta de
calculo combinatorio: Ay B juegan a lanzar una moneda, de tal manera que cuando cae la cara
gana Ay cuando cae la cruz gana B, y acuerdan que el juego lo ganara quien primero complete 4
rondas a su favor, pero el juego se detiene cuando A tiene 2 rondas a su favor y B tiene 1 ronda a
su favor: ;Como se pueden determinar las probabilidades de cada jugador para efectos de la
distribucion equitativa de la apuesta teniendo en cuenta que a A le hacen falta 2 rondas para

ganar y a B le hacen falta 3 rondas para el triunfo?.

Retomando la solucién que dio Fermat, donde concluye que a A le corresponde una 11/16
parte del pozo y a B sélo le corresponde una 5/16 parte del pozo apostado segun sus respectivas
probabilidades de triunfo, pero para llegar a tal conclusion Fermat tuvo que elaborar una tabla
abarcando todas las posibles combinaciones de los resultados que pueden ocurrir en las

siguientes 4 rondas que seria necesario jugar para dirimir la apuesta.
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Pascal, basado en su formula de célculo combinatorio, considera que para determinar la
cantidad total de posibles combinaciones que se pueden formar al aparecer un determinado
resultado n veces dentro de las 4 rondas a jugar, basta realizar una sumatoria de todas las
combinaciones posibles cuando el resultado aparece O veces, 1 vez, 2 veces, 3 veces y 4 veces

dentro de las 4 rondas a jugar, es decir, se debe calcular:

4C0+4C1 + 4C2 + 4C3 + 4C4 = total de combinaciones posibles.

Al realizar estas operaciones se obtienen las siguientes cifras:

4C0=-=1
4C1==-=4
4C2 = 3—12—6
= 17 "
4C3—4*3*2—24—4
T 3%2%x1 6

4C4—4*3*2*1—24—1
T 4x3%x2%x1 24

Al sumar estos resultados, tenemos que el total es de 16 combinaciones, lo cual concuerda con

la solucién que plante6 Fermat.

2.2.2 Solucién Mediante el Triangulo Aritmético

Para esta correspondencia, Pascal utiliza una nueva versién del Problema de los Puntos. Uno

de los casos particulares se refiere al “valor de la primera partida”, la cual consiste en resolver el
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siguiente problema: Los dos jugadores inician el juego necesitando ganar ambos el mismo
numero de puntos, o de partidas, estando en igualdad de condiciones en lo que se refiere a ganar
cada partida, ambos tiene igual probabilidad de ganar cada una de ellas. Se inicia el juego y el
primer jugador gana la primera partida. En ese instante el juego es interrumpido, por lo que el
primer jugador, ademas de retirar su parte de la apuesta, ha de recibir una cantidad de la apuesta
del segundo en compensacidn por su ventaja sobre él. Pues bien, dicha cantidad, expresada como

proporcion de la apuesta del segundo, es lo que Pascal llama el “valor de la primera partida”.

Pascal dirige una carta a Fermat el 29 de julio de 1654, en donde le manifiesta la forma en que

lleva a cabo su valoracion:

Pero la proporcion de la primera partida no es facil de encontrar: es asi, pues no quiero
ocultar nada, y he aqui el problema al que yo le prestaba tanta atencién, porque en efecto
me agrada mucho: Dado el nimero de partidas que se quiera, encontrar el valor de la

primera.

Sea el nimero dado de partidas, por ejemplo, 8. Tomad los ocho primeros nimeros
pares y los ocho primeros nimeros impares, a saber: 2, 4, 6, 8, 10, 12, 14,16,y 1, 3, 5, 7,
9, 11, 13, 15. Multiplicad los nimeros pares de esta forma: el primero por el segundo, el
producto por el tercero, el producto por el cuarto, el producto por el quinto, etcétera;
multiplicad los nimeros impares de la misma forma: el primero por el segundo, el
producto por el tercero, etcétera. El dltimo producto de pares es el denominador y el
ultimo producto de impares es el numerador de la fraccion que expresa el valor de la

primera partida de ocho: es decir, que si juega cada uno el numero de doblones expresado
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por el producto de los pares, le pertenecera sobre el dinero del otro el nimero expresado

por el producto de los impares.

Lo que se demuestra, pero con mucho trabajo, por las combinaciones, tal como lo
habéis imaginado, y no he podido demostrarlo por esa otra via que acabo de contaros,
sino solamente por aquélla de las combinaciones,... (Basulto, Camufiez, Ortega & Perez,

2004, p.158)

Teniendo en cuanta lo anterior, Basulto et al. (2004), describe como Pascal encontrd la
proporcién anterior: 1) el nimero 8 que Pascal utiliza en el parrafo es el nimero de partidas que
le faltan al primer jugador el cual ha ganado la primera partida, es decir, el juego ha sido
interrumpido cuando al primer jugador le faltan 8 partidas por ganar y al segundo 9 partidas, por
lo cual se dice que el juego esté en situacion (8,9); 2) Cuando Pascal dice que “no he podido

demostrarlo por esa otra via”, se refiere a que no ha podido aplicar su método universal.

2.2.2.1 El Tridngulo Aritmético de Pascal.

Para Pascal, el tridngulo aritmético es un instrumento de calculo. EI Tratado del Tridngulo

Aritmético, esta divido en dos partes, a saber:

Parte I: Descripcion del triangulo aritmético y la demostracion de diecinueve propiedades.

Parte 1l: Uso del Triangulo Aritmético. En la seccién 3 de esta parte, aplica el Triangulo a la

solucién del Problema de los Puntos.

Aunque Pascal no sea el creador del triangulo aritmético, siendo casi el Gltimo de una larga

lista de “descubridores”, su nombre estara por siempre ligado al mismo porque fue el primero en
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llevar a cabo un estudio sistematico de las relaciones que en él aparecen. Los méritos del trabajo

de Pascal en ese aspecto son, pues, suficientes como para justificar el uso de su nombre.

En esta seccion, se proporcionaran las definiciones basicas del Triangulo Aritmético y la
ltima consecuencia, debido a que es lo principal que utiliza Pascal para darle solucién al

Problema de los Puntos con este método.

Comenzando, el Triangulo Aritmético es una matriz de nimeros, cuya representacion de las

primeras filas y columnas es la siguiente:

Las filas son representadas por la letra k (k =0,1,2,...)y las columnas mediante [l (I =

1,2,3,...),y el nimero situado en la celda (k, 1) lo representaremos por f (k, 1).

Pues bien, los nimeros del tridngulo estan definidos por:
fUD) = fkl—=1)+ fk - 11,
La siguiente imagen da cuenta de como es la forma del triangulo aritmético de Pascal y en la

cual se puede observar cuales son las filas y las columnas:
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Figura 10: Triangulo Aritmético de Pascal’

% 1 2 3 4 5 6 7 8 9 %L
0
K 1 1 1 1 1 1 1 1 P
il 1 3 4 5 6 7 8 9
2| 1 3 10 15 21 28 36 45
3| 1 4 10 35 56 84 120 | 165
k 4| 1 5 15 35 126 | 210 | 2330 | 495
50 1 6 21 56 126 462 | 792 | 1287
6| 1 7 28 84 210 | 482 1716 | 3003
7] 1 8 36 120 | 330 | 792 | 1716 6435
80 9 45 165 | 495 | 1287 | 3003 | 6435 | 12870

Pascal da la siguiente explicacion: “el nimero de cada celda es igual a aquél de la celda que le
precede en su rango perpendicular mas aquél de la celda que le precede en su rango paralelo”. El
denominaba Rango Perpendicular a lo que se conoce como columna de una matriz, tanto que el

Rango Paralelo es la fila de la misma.

Para el caso de k = 0 tendriamos f(0,1) = f(0,l — 1) + f(—=1,0) y para l = 1,
f(k,1) = f(k,0) + f (k — 1,1). Pues bien, suponemos que fuera del triangulo hay una fila
y una columna de ceros, o sea, f (—1,1) = 0y f (k,0) = 0, con lo que se evita la posible

indefinicion de algunas celdas del tridngulo.

Ahora bien, para introducir la idea de triangulo utilizado por Pascal se recurre a Basulto,
Camuifiez, Ortega & Pérez, (2004), en el capitulo 9: Una férmula casi magica en la resolucién de
Pascal del Problema de los Puntos, debido a que presentan el triangulo aritmético y como éste es

utilizado por Pascal para darle solucion al problema de los puntos:

" Tomado de: Basulto, Camufiez & Pérez (2004)
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Al nimero situado en la primera celda le 1lamo6 “numero generador” y en su definicion
de triangulo aritmético sefiald6 que éste es un numero arbitrario, aunque en el Traité
utilizé la unidad como tal. A lo que entendemos como diagonal principal de una matriz,
Pascal la llam6 “dividente”. Lo que seria la segunda diagonal de la matriz va a ser la
“base” del triangulo aritmético correspondiente... Si en cada cuadrado con vértice el
namero generador trazamos la segunda diagonal (diagonal en sentido matricial) se
obtienen sucesivos triangulos numéricos cuyas bases estardn formadas por los ndmeros
de esa segunda diagonal. Identificaremos esos triangulos por el nimero correspondiente a
la fila desde la cual comienza a trazarse dicha diagonal. A dicho nimero, incrementado
en una unidad (pues él comienza a enumerar las bases desde 1, no desde 0), Pascal le
[laman “exponente”.

Asi, el tridangulo de base n (de exponenten + 1,n = 0,1, 2,...) tendra en la base los
nameros:

{fon—-r+1),r =012,...,n}

0 sea, la base del tridngulo n-ésimo esta formada por n + 1 nimeros. (p. 161)

A continuacién se ilustra lo dicho anteriormente:

Figura 11: llustracion Elementos Importantes del Triangulo Aritmético®

& Tomado del Trabajo de Grado de Parra (2015).
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Para los primeros triangulos, las bases serian:

eParan = 0,f (0,1) = 1.

«Paran = 1,f(0,2) = 1,f (1,1) = 1.
«Paran = 2,f(0,3) = 1,f(1,2) = 2,f (3,1) = 1.
Ademas, una celda cualquiera (k, [) pertenece a la base del tridngulon = k + | — 1, y este
numero es el que se usa como identificador del triangulo al que pertenece la celda. Asi, los
numeros de la base 8 son: 1, 8, 28, 56, 70, 56, 28, 8, 1. En total nueve numeros. Nos fijamos

también en los primeros numeros de la dividente: 1, 2, 6, 20, 70,... dado el interés que tienen esos

numeros para la solucion del problema de los puntos.
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De lo expuesto anteriormente vemos que Pascal define los numeros del triangulo de forma
recurrente o, dicho de otra forma, mediante una ecuacion en diferencias parciales. Dio los
numeros del triangulo hasta k = 8yl = 9.

Ahora bien, como consecuencias del tridngulo se toma en cuenta la Ultima, ya que sirve para

la solucidn del problema en cuestion.

2k

2k —1
flok+1) =4 f(k—1,k)

En palabras de Pascal, esta ultima consecuencia se define de la siguiente manera:
En todo Triangulo Aritmético dos células continuas que estan en la dividente, la inferior es a
la superior tomada cuatro veces, como el exponente de la base de esta superior es a un nimero

mayor que la unidad.

Gréaficamente seria de la siguiente forma:
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Figura 12: Consecuencia tltima®

Ww | 2
3
35| 5
4
'//—3—1
/ 2| 67| 1
]

i

La figura anterior permite que la solucién del problema sea mas comprensible y por ende,

conocer de donde salen los resultados.

2.2.2.2 Solucion Problema de los Puntos

Como se dijo anteriormente, se van a tomar en cuenta el libro de Edwars (1987) y el de
Basulto et al. (2004), debido a que reproducen la solucion de Pascal al Problema de los Puntos
utilizando el tridngulo aritmético.

Pascal y Fermat, ya habian dado solucion al problema de los puntos utilizando el método de
las combinaciones, el cual fue analizado en la correspondencia del verano de 1654. La razon por
la cual Pascal busca una solucion alternativa, diferente a las combinaciones, es quizas por lo

tedioso que es la enumeracion de todas las posibilidades.

° Tomado del Trabajo de grado de Parra (2015)
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En términos actuales, la solucién dada por Pascal implica el andlisis de un arbol de posibles
resultados, desde, hacia atras hasta el inicio, utilizando la forma repetida de que si un jugador en

una partida determinada puede ganar X o Y unidades monetarias teniendo igual probabilidad,
entonces su “ganancia esperada” es %(X + Y); cantidad que seria la que recibiria el jugador si la

partida no se jugara, logrando el reparto de la apuesta si el juego es interrumpido. Este es un
ejemplo claro de como se valora un juego a través de su esperanza.

En el desarrollo del Tratado no se da una solucion general al problema de los puntos
utilizando el método de la esperanza, méas bien, se resuelve una generalizacion parcial, cuando
a=1y b cualquiera, es decir, cuando al primer jugador le hace falta solo una partida y al segundo
jugador le hacen falta varias partidas. Teniendo asi, este caso, para que el jugador B gane el
juego, necesita ganar las siguientes b partidas, lo cual ocurrira con la probabilidad de que la
proporcidn de la apuesta total que recibiria este jugador, en compensacién por la interrupcion del
juego en la situacion (1, b).

Pascal finaliza esta parte con la siguiente conclusion:

Por este método se haran los repartos en toda clase de situaciones, tomando siempre lo
que le pertenece en caso de ganar y lo que le pertenece en caso de perder, y asignando
para el caso del reparto la mitad de estas dos sumas.

He aqui una de las maneras de hacer el reparto.

Hay otras dos, una por medio del Triangulo Aritmético, y la otra por las combinaciones.
(Basulto, et al. 2004, p. 164)

Pascal utiliza el siguiente lema, para resolver el problema de los puntos usando el triangulo
aritmético como instrumento de calculo y en el cual se resume el Método del Valor Esperado que

él ha introducido:
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Si dos jugadores juegan a un juego de puro azar, con la condicién de que, si el primero gana, a
él le pertenecera una porcion cualquiera de la suma que ellos juegan, expresada por una fraccion,
y que, si pierde, le pertenecerd una menor porcién de la misma suma, expresada por otra
fraccion: si ellos quieren separarse sin jugar, la condicion de reparto se encontraré de esta forma.
Sean reducidas las dos fracciones al mismo denominador, si ellas no estan; tomese una fraccion
donde el numerador sea la suma de los dos numeradores, y el denominador doble de los
precedentes: esta fraccion expresa la porcion que pertenece al primero sobre la suma que esta en
juego.

Dicho lo anterior, Pascal modifica el valor esperado de un juego (a, b), donde al primer

(a

jugador le faltan a partidas y al segundo b partidas: E[Z—I’f)], es decir, divide el valor de lo que

espera ganar el primer jugador por el total de lo que han apostado entre ambos jugadores.

En lenguaje actual, esta proporcién es la probabilidad de que el primer jugador gane el juego,
es decir, consiga los a puntos que le faltan antes de que el otro jugador logre los b que le faltan a
él. Si P[(a, b)] es la probabilidad de que gane el primer jugador, y si P[(a — 1,b)] y P[(a,b —
1)] son las probabilidades que tiene el primer jugador de ganar en los juegos (a —
1,b) y (a,b — 1), respectivamente, entonces debe verificarse la siguiente relacion:

P[(a—1,b)] + P[(a,b —1)]

P[(a,b)] =0,5-P[(a—1,b)]+ 0,5 -P[(a,b—1)] = >

Es a partir de esta relacion, donde Pascal decide aplicar el Triangulo Aritmético para obtener
la expresion P [(a, b)], para ello crea un problema que posteriormente se convierte en su primera
proposicion y de donde se obtiene una regla general. EI problema se resume en que si el juego es
(a,b) con a>0 y b>0, es decir, al primer jugador le faltan a partidas y al otro b partidas, Pascal
propone la siguiente solucion:

1. Tomar la base n =a + b — 1 del tridngulo aritmético de Pascal.
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2. Sumar los valores de las b primeras celdas situadas en labasen=a+b — 1.
Es decir, calcular:
a. Bn,b—1)=Ylfr,n—r+1)
b. siendo f(-,-) el valor de la correspondiente celda del tridngulo aritmético.

3. La probabilidad de que gane el primer jugador es

a. Pl(a,b)] ==

b. donde el denominador 2" es el valor de la suma de todas las celdas situadas en la base n =
a+ b — 1 (Consecuencia octava del Triangulo).

Para demostrar la igualdad anterior, donde se calcula la probabilidad de ganar el primer
jugador en cada situacion, Pascal utiliza el Método de Induccion Completa ya que el nimero de
posibilidades es infinito. Para ello considera los dos siguientes lemas'?:

Lema primero.- Hemos de probar que la igualdad es cierta para n = 1 (Pascal comienzaenn =
2 por enumerar sus filas desde la unidad).

Lema segundo.- Suponiendo que la igualdad es cierta para todos los juegos (a’,b’) con
a +b —1=mn-—1, hemos de probar que es cierta para todos los juegos (a, b) con a + b —
1 =n

De esta manera, segun el primer lema tenemos:

Pl[(a—1,b)] + P[(a,b — 1)]

Pl(a,b)] = .

donde los juegos (a — 1,b) y (a,b — 1) estan en la base n — 1, por lo que las probabilidades de
ganar el primer jugador en estos juegos se conocen por hipotesis. Entonces la probabilidad de

que el primer jugador gane el juego (a,b) es:

19| a demostracion de cada uno de los lemas se puede encontrar en Basulto et al. (2004), capitulo 9: Una formula
casi magica en la resolucién de Pascal del Problema de los Puntos.

( )
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Figura 13: Probabilidad de que el primer jugador gane el juego (a,b)

B(n—-1,b—-1) B(n-1b-2 Bn—-1,b—-1)+B(n—1b-2
Plla iy = (B0 LE=D  BO-Lb-2) ) BGr )+ B )

Ahora bien, la consecuencia decima del Tratado demuestra que B(n — 1,b — 1) + B(n —

1,b — 2) = B(n,b — 1).Por lo tanto la probabilidad buscada es P[(a, b)] = Enb-1) que en

2n

pocas palabras, es lo que se queria demostrar.

Para proporcionar la casi “magica” proporcion entre producto de impares y producto de pares
para valorar la primera partida la cual se comentaba al principio, Pascal decide simplificar la
formula anterior considerando juegos del tipo (a,b) con b>a, es decir juegos donde al primer
jugador le hacen falta menos partidos que al segundo.

Si b > a, esta claro que si lo apostado es 2K (pues cada uno apuesta K) entonces lo que espera
ganar el primer jugador sera de la forma E[(a,b)] = K + B - K, es decir, lo apostado por él,
K, més una parte de lo apostado por el otro jugador BK, siendo [ la proporcion de lo apostado por
el segundo jugador que se llevaria el primero.

Aqui Pascal presupone que si b > a, entonces P[(a,b)] > 0,5 para que dicho valor esperado
sea superior a K. De todas formas, a partir del Triangulo se puede demostrar que ese resultado es
cierto.

Dado que E[(a,b)] = 2K - P[(a,b)] = K + B - K y como K > 0, simplificando se
obtiene 2P[(a,b)] = 1 + B. Por tanto, § = 2P[(a,b)] — 1, igualdad que se escribe en la
forma:

B[(a,b)] = 2P[(a,b)] — 1,con b > a,
Entonces B[(a, b)] mide, para cualquier juego (a,b) con b > a, la proporcion que se lleva el

primer jugador de lo apostado por el segundo.
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Por ultimo, Pascal ordena todos los juegos del tipo (0,b), (1,b), (2,b), ... (b —2,b) y (b — 1,b)
para considerar la siguiente funcién diferencia:

W[(r,b)] = Bl(b — 1,b)] = B[(b —7 +1,Db)],

parar =1, 2, ..., b —1,b y donde B[(0,b)] = 1, ya que si al primer jugador no le falta ninguna
partida, entonces debe llevarse todo lo apostado, y, en particular, todo lo apostado por el segundo
jugador.

Esta funcion, W, valora lo que le aporta cada una de las partidas ganadas por el primero, en
forma de proporcion sobre lo apostado por el segundo jugador. Por ejemplo, W[(2,b)] es la
diferencia entre la proporcion que el primer jugador se lleva del otro al haber alcanzado el juego
(b — 2,b), y esta misma cuando llegd al juego (b — 1,b). En este caso, usando el lenguaje de
Pascal, se dice que mide el valor de la segunda partida. Igualmente, W[(1,b)] es el valor de la
primera partida, es decir, compara el juego (b — 1,b) con el juego (b,b). Por tltimo, W(b,b) valora
lo aportado por la dltima partida, es decir, la proporcion que obtendria el primer jugador de la
apuesta del segundo por pasar del juego (1,b) al juego (0,b).

Conforme a esto, Basulto et al. (2004) encuentran un lema que sirve también para la solucion

del problema y el cual uso Pascal con el mismo fin. Tal lema** verifica que W[(r, b)] = fz(zij’_bl),

parar=1, 2,...,b-1,b.

A continuacién, Pascal resuelve una serie de casos particulares (valoraciones de diferentes
partidas) del cual toma interés el que presenta como Problema 111:

Dados dos jugadores que juegan cada uno una misma suma en cierto nimero dado de
partidas, encontrar en el Triangulo Aritmético el valor de la primera partida sobre la apuesta

del perdedor.

! para ver la demostracion del lema, dirigirse a Basulto et al. (2004), capitulo 9, P. 168
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Por el lema anterior, el valor de la primera partida es tomada, como:

b—1,b
wia ) =102

La cual es la fraccion entre el valor de la celda del Triangulo (b — 1,b) y la suma de todas las
celdas de la base n = 2b — 2. Como numerador toma el valor de la celda impar de celdas, y como
denominador, la suma de los valores de todas las celdas de dicha base. Pascal obtiene el

resultado en esta parte del tratado usando el ejemplo (3,4), un juego donde al primer jugador le

. ‘ 20 -
faltan tres partidas y al otro cuatro. El valor que él encuentra es o valor que obtiene toman r=1

F(34) _ 20
64 64

y b=4, obteniendo asi
Se le recuerda al lector que se habia obtenido, como un resultado de la Consecuencia ultima
del Tratado, el valor de f(b — 1,b), dado por

1-3-5--[2(b—1) — 1]

flb—1,b) = 22070 ————= [2(b — 1)]

Donde el numerador de la fraccion es el producto de los b — 1 primeros nimeros impares
(siendo b — 1 el numero de partidas que le falta ganar al primer jugador, el cual ya ha ganado una
partida, mientras que el segundo no ha ganado ninguna) y el denominador es el producto de los b
— 1 primeros nimeros pares. A partir de esta Ultima expresion se obtiene:

_1:3:5-[2(b—1) — 1]
2:4-6--[2(b—1)]

WI(1,b)]

La cual proporciona la casi “magica” proporcion entre producto de impares y producto de
pares para valorar la primera partida y con la cual Pascal da por resuelto el Problema de los

Puntos mediante este método.
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3. Capitulo I11: Historietas Combinatorias

3. 1 Historietas Combinatorias

Una gran parte de los estudiantes asocian la combinatoria con experiencias negativas,
hallando permutaciones y combinaciones, y al final confundiéndolas entre si; la otra parte de los
estudiantes, se podria decir, que no conocen la combinatoria. Pero, ;Qué es la combinatoria?

Sriraman & English (2004) dan la respuesta:

Combinatorics can be defined as the art of counting, or more specifically, as “an area
of mathematics in which we study families of sets (usually finite) with certain
characteristic arrangements of their elements or subsets, and ask what combinations are

posible and how many there are ”. (p. 182)

Los problemas combinatorios han encontrado un lugar bastante importante en la historia de
las matematicas. Algunos ejemplos histéricos que trabajan la combinatoria son los cuadrados
magicos, los problemas de Ramsey, the walking problem, el problema de los puntos, entre otros.

Las Historietas Combinatorias, se les atribuyen a Marta Sved y Doris Schattschneider, debido
a que son maestras insignes de la matematica recreativa. Los profesores Daniel Arbeldez y Diego
Diaz de la Universidad del Valle, han retomado algunas historietas creadas por estas dos
maestras, las cuales han sido utilizadas en el curso de Matematica Recreativa y son sumamente
importantes para el desarrollo de este capitulo. Ademas, se crea una historieta utilizando el
Triangulo Aritmético de Pascal.

Las Historietas Combinatorias han sido creadas en un contexto educativo, para que no sean

ajenas a los estudiantes y se puedan sentir identificados, ademas son una alternativa util y
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didactica para introducirlas dentro del aula de clase, de tal forma que se pueda captar toda la
atencion del estudiantado.

A continuacion se le dar& una breve interpretacion a cada una de la moraleja de las historietas:

3.1.1 Historieta 1: Saludos.

En el curso existe un alumno que siempre llega tarde. Ya todos los estudiantes se han
saludado entre si cuando Juan llega. Al llegar Juan, le toca pasar la mano a cada uno de sus

comparnieros.

Moraleja 1: Saludos(n) = Saludos(n — 1) + (n — 1);

Saludos(2) =1

Interpretacion: Esta primera historieta es una de las mas sencillas. Ella hace alusion al saludo
realizado por una persona en particular. Pero el nimero de saludos distintos no seria ese valor
indicado. Se toma como n el nimero de personas a las que se tiene que saludar, luego, los
primeros saludos (n-1) equivale a los saludos que todos los estudiantes han hecho entre si cuando
llega Juan; se le suma otro (n-1) porque son los saludos que realiza Juan a sus compaferos

cuando él llega.

3.1.2 Historieta 2: Jugando Futbol

Juan es un excelente jugador de fatbol. Reconocido por todo el grupo. La maestra quiere
armar un torneo en el cual los n estudiantes tengan la oportunidad de conocerse y de jugar
entre si en equipos de k jugadores. Todos van a querer jugar con Juan. La maestra piensa: la
primera parte de los torneos los jugaremos sin Juan y al final, cuando los jugadores se hayan

entrenado lo suficiente, meteremos a Juan.

59

—
| —



Moraleja: (Z) = (n ; 1) + (Z _ 1)

., C .y, . . n ,
Interpretacion: Por definicion de combinatoria, tenemos que (k) representa el numero de

estudiantes n combinado con la cantidad de equipos de k jugadores. La primera parte equivale a

que los demés estudiantes jueguen sin Juan en equipos de k jugadores: (n ; 1), al cual se le

suma una segunda parte que es donde Juan juega (Z : 1)

3.1.3 Historieta 3: Baile de Fin de Afo Lectivo

La profesora a cargo de un curso de n nifios y m nifias quiere al final del afio lectivo
organizar un baile. Para ello piensa llevarlo a cabo en tres salones: el salén de los nifios, el
salén de las nifias y el salon del baile propiamente dicho con una orquesta. La profesora piensa
que no es bueno que los nifios y nifias estén todo el tiempo juntos, por eso les ha separado. En
los recesos de la orquesta los nifios tienen la oportunidad de departir entre si y las nifias
departen entre si, eso si separadamente los nifios de las nifias. S6lo cuando la orquesta suena los
nifios salen a buscar sus parejas, y la fiesta dura tanto que todos los nifios bailan con todas las
nifas.

Moraleja: (n -; m) = (121) + (r;) + (n*m)

Interpretacion: Entiéndase (”;m) como el conjunto de nifios mas nifias; luego al conjunto de
solo nifios n se le atribuye (72‘) debido a que solo los nifios departen entre si, y al conjunto de las
nifias m se le atribuye () por las mismas razones. Cuando suena la orquesta y los nifios bailan

con las nifias, se le ha representado por medio de (n * m).
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3.1.4 Historieta 4: Presentacion Solemne.

Para el dia de la presentacion solemne de fin de afio, la profesora piensa en la forma en que
deberia alinear a los nifios y las nifias; piensa que si los separa entre nifios y nifias, primero
pone los nifios y luego las nifias, o primero las nifias y luego los nifios tendria 2n!m! y luego

piensa en presentarlos sin separarlos. Seria excesivo, ni pensarlo!
Moraleja'®: (n +m)! > n!m!

Interpretacion: La solucion de esta historieta va ligada a saber el significado que toma el signo
mayor que >, y la definicion clara de la operacion del factorial. Pensemos, si denominamos a las
nifias por n y a los nifios por m, los sumamos n + m y le realizamos la operacion de factorial,
pues debido a que la maestra quiere saber de cuantas maneras los puede alinear de forma en que
no los separe. Esta operacion resulta muy excesiva para su orden, por ende una manera de

organizar a los nifios es por separado, n! m!
3.1.5 Historieta 5: Canchas de Tenis

En la escuela de Juan también se practica el tenis. Es mas, la escuela tiene n canchas de
tenis. En la escuela hay 2n nifios y nifias. Se quiere armar un gran torneo. ¢De cudntas maneras

se podria armar?

La maestra piensa: para la primera cancha de los 2n nifios puedo seleccionar dos nifios,
para la segunda cancha puedo seleccionar de los (2n-2) nifios restantes otros dos y asi
sucesivamente. Para Juan la cosa es ligeramente distinta: se imagina colocando todos los nifios

en una larga fila, que podria armar de (2n)! A los dos primeros nifios de la fila les asigna la

12 Se le recomienda el lector inventarse una historieta cuya moraleja sea (kn)! > (k!)"
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cancha 1, a los dos siguientes la cancha 2 y asi sucesivamente. Claro, anota Juan, que los

jugadores pueden intercambiar el lado de la cancha.

Moraleja: (Zzn) (an_ 2) (LZL) (g) = (2n)!/2"

Interpretacion: Como se menciona en el enunciado, 2n representa la cantidad de nifios y nifias

2n

que tiene la escuela, motivo por el cual la primera parte es ( 5

), total de estudiantes combinado

2n— 2

con los 2 que se escogen para jugar en la cancha de tenis. Ahora, ( )

) es el total de

estudiantes menos los 2 que ya estan jugando en la primera cancha. Este procedimiento sigue

hasta que se logren ubicar todos los estudiantes para el torneo.

Por ende, se llega a una formula general (2n)!/2", en donde (2n)!hace referencia a la
cantidad de estudiantes con los que se pueden armar el torneo; esa cantidad de estudiantes es
dividida por 2™ ya que n es la cantidad de canchas que hay en la escuela y el 2 representa a la

cantidad de estudiantes por cancha.
3.1.6 Historieta 6: Prueba de Conocimiento

En la escuela que tiene (n+1) cursos, grado 1, grado 2, ..., grado (n+1). La profesora, que

tiene esa mente tan organizativa, pretende realizar la prueba Z. Es una prueba de

conocimientos, uno contra dos, que consiste en colocar a un estudiante en una especie de podio,
y otros dos estudiantes en el piso en la casilla 1y en la casilla 2. El estudiante del podio siempre
debe estar en un grado més alto que los grados de los otros dos estudiantes. La profesora
piensa hacer todos los experimentos posibles. Ella cree, en primer lugar, que en el podio se

puede colocar desde el grado (n+1) hasta el segundo grado. Luego piensa el asunto de otra
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manera: Se obtiene una seleccion de tres grados y se coloca el de mayor grado en el podio y
luego se organizan los dos de menor grado en las dos casillas. Saca luego una seleccion de dos
grados, coloca un estudiante del mayor grado en el podio y coloca dos estudiantes del menor

grado en las casillas 1 y 2.

Moraleja: X7, i = (™ ;L 1) 2+ (" er 1)

Interpretacion: En la sumatoria esta i el cual es igual a 12 + 22 + 32 + 42 + --- + n?, los
cuales representan a los dos estudiantes que ocupan las casillas 1 y 2, el estudiante del podio

queda de manera fija por ser el estudiante de mayor grado.

n+1

Ahora, ( 3

) representa a la cantidad de estudiantes (n+1) combinado los 3 estudiantes que

n+1

la profesora necesita para realizar su prueba Z. Este ( 3

) se le multiplica 2!, ya que son los
dos estudiantes que quedan para ocupar las casillas 1y 2, y por lo cual su posicion varia entre las

nt 1), pues de todos los estudiantes se

dos casillas. Por esa misma razon, se le debe atribuir un (

deben extraer dos al azar para que completen la cantidad de estudiantes que la profesora necesita.
3.1.7 Historieta 7: Juan como Futbolista y Matematico

Juan ha jugado muchos partidos de fatbol en su escuela. Tiene una memoria fantéstica.
Recuerda con precisién y gran detalle todos los partidos que ha jugado o visto jugar; ha
Ilegado a una observacion que tiene dudando a su maestra acerca de su futuro. Cree que podria
ser tanto futbolista como matematico. Juan ha dicho: Cuando ganamos un partido, a veces
tenemos el marcador favorable y en varias ocasiones tenemos en algin momento el marcador

desfavorable. Siempre quisiéramos tener el marcador favorable, por supuesto. “...pero hay una
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cuestion muy curiosa en esos marcadores, en los partidos que hemos ganado, pero que no
siempre mantuvimos el marcador a nuestro favor, siempre hay un juego equivalente, como si el
otro equipo hubiese iniciado el marcador y de alli en adelante hasta que empatamos, es como si
un gol nuestro pudiese haberse atribuido al oponente y los goles del oponente pudiesen haber
sido goles nuestros...”. Veamos un ejemplo: Muchas veces hemos ganado 3-2. Hay 10 maneras

de llegar a esa final, entre equipo A ganador y un equipo B:

AAABB, AABAB, ABAAB, BAAAB, AABBA, ABABA, BAABA,

ABBAA, BABAA, BBAAA

* Asiempre lleva la delantera

Moraleja: EI nimero de partidos donde A es ganador es igual al nimero de partidos donde A
abre el marcador y siempre lleva la delantera més el doble del nimero en que B abre el

marcador.

Interpretacion: la solucién de este problema no es tan inmediata, tiene que ver con el

problema del escrutinio, conteo de votos.

Para saber todas las posibles combinaciones para llegar a la final del partido se hace la
operacion (;) 3 goles del equipo A combinado 2 goles del equipo B, para un total de 10

combinaciones. En esta Historieta es necesario realizar todas las posibles combinaciones, pues se

quiere saber las distintas maneras de llegar a esa final, saber como pueden variar los marcadores.
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3.1.8 Historieta 8: Jugando con el Triangulo

En un curso de matematicas, la profesora decide organizar a los estudiantes en dos grupos. A
los estudiantes del primer grupo les asigna camisas de color azul, les dice que ellos representan
a los nimeros naturales positivos y que ella les asigna sus nimeros. En consecuencia, a los
estudiantes del segundo grupo les asigna camisas de color rojo, les dice que ellos representan

los numeros negativos.

La profesora propone que deben armar un triangulo que comience con un solo estudiante
arriba, luego siguen dos estudiantes, luego 3 y asi sucesivamente hasta formar el triangulo. La
condicion es que deben quedar intercalados los dos grupos, es decir, si el primer estudiante es
del grupo de los positivos y ademas tiene asignado el nimero 1, en la siguiente fila debe
comenzar con un estudiante del equipo de los numeros negativos el cual tiene asignado el
numero 1y a su lado uno del grupo de los positivos al cual se le ha asignado el mismo nimero.

Los colores deben quedar intercalados: azul, rojo-azul, azul-rojo-azul.

Importante: la suma de cada fila, a partir de la segunda, debe ser igual a cero

Moraleja:

Negativos
1 Positivos
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Interpretacion:

Para la solucion de esta historieta, se hace uso del triangulo aritmético de Pascal, de su forma
y numeracion, realizdndole un pequefio ajuste, que es asignandole el signo (-) de numero
negativo para que en cada fila la suma sea igual a cero. Con esta historieta se pretende emplear el
triangulo como una forma de representar las operaciones con nimeros negativos. De igual forma,

se puede para utilizar la multiplicacion.

3.2 Pautas para la ensefianza de Historietas Combinatorias en el Aula de Clase.

En esta parte del capitulo, se crean algunas pautas para ensefiar las Historietas Combinatorias
dentro del aula de clase. No son una guia estructurada, pero se identifican conceptos claves para

poderlas incluir.

Tanto el docente como el estudiante, deben conocer y manejar bien las diferentes técnicas de
conteo, pues son necesarias para poder incluir las Historietas Combinatorias, ademéas se debe
tener conocimiento previo de la combinatoria y de sus propiedades. El estudiante debe manejar
el principio de multiplicacion y el principio de suma, ya que son fundamentales en el analisis

combinatorio.

Para aclarar lo que significa el principio de multiplicacion, se recurre a la proposicion que

explica la utilizacion de este principio:

Si una situacion puede ocurrir de m maneras y otra de k maneras, entonces ambas
situaciones pueden ocurrir de m * k maneras. (Wilhelmi, 2004, p.14)

El mismo autor define el principio de suma de la siguiente manera:
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Si una situacion puede ocurrir de m maneras diferentes y otra de k maneras diferentes,
incompatibles las unas con las otras, entonces existen m + k maneras en las cuales puede

ocurrir la primera o la segunda, mas no ambas. (Wilhelmi, 2004, p.15)

Las anteriores proposiciones, en su trasfondo aluden a que no en todos los casos se puede
utilizar el conteo manual, sacando todas las posibles combinaciones de o formas de, es un
proceso que en algunos casos se torna muy tedioso. Surgen algunos casos en los que se necesitan
métodos de célculo explicitos para encontrar todas las configuraciones posibles, pero que con
certeza sean las configuraciones exactas y es ahi donde se utilizan las diferentes técnicas de
conteo, las cuales en su término global, son conocidas como Combinatoria.

Por otra parte, en el articulo de Kapur, J (1970), se encuentran algunas razones que hacen que
el andlisis combinatorio sea importante en la Educacion Matematica, las cuales seran aplicadas a
las historietas combinatorias, de tal forma que se pueda ver la importancia y estrategia que tienen

para ser integradas en el aula de clase.

1. Las historietas no dependen de un célculo, por ende se pueden apropiar para cualquier
grado de escolaridad, y si se desea, se pueden ilustrar y proponerle a los estudiantes que
creen sus propias historietas con sus debidas ilustraciones.

2. Pueden ser utilizadas para reforzarle a los estudiantes las técnicas de conteo, el uso de
conjuntos, las conjeturas, etc.

3. Se pueden adecuar para diferentes areas del conocimiento, tales como la fisica, la quimica,
la programacion, teoria de numeros, topologia, la misma matematica recreativa. Son
susceptibles a cambios y adaptaciones, desde o mas simple hasta lo mas complejo.

4. La mente e imaginacion de los estudiantes pueden ser usadas para la creacion de nuevas

Historietas y para deducir su respectiva moraleja.
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5. Estas historietas pueden ayudar al desarrollo de la actitud de la mente combinatoria, pues
examina todas las posibilidades, las enumera y descubre la mejor posibilidad, y por tanto,

conduce a un pensamiento ludico.

La contextualizacion de las historietas, ayuda a que los estudiantes se sientan identificados
con cada una de las situaciones, tornando un poco mas facil la utilizacion de los argumentos,

pues los identifican en el interior de cada Historieta.
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Conclusiones

A lo largo de estos tres capitulos, se ha podido evidenciar una problemaética que yace en el
seno de la educacion matematica, la cual es la poca inclusion que ha tenido la combinatoria y en
especial los argumentos combinatorios en el aula de clase.

En primer lugar, se realiza un recorrido historico con el fin de mostrarle al lector, como
iniciaron las combinaciones, el cual gira en torno al problema de los puntos. Ademas este
problema evoca aspectos importantes a considerar para poder utilizar las diferentes técnicas o
formas de resolver un problema que es meramente de conteo; resaltar como este problema atrae
la atencidn de varios personajes que intentan darle solucion tomando a consideracion aspectos y
conceptos importantes de la matematica ayuda a que como futuros docentes, tengamos bases
para construir conocimientos sélidos en nuestros estudiantes.

Después de haber conocido como surgieron las combinaciones, las cuales son unas de las
técnicas de conteo para poder comprender problemas que se resuelven con estas diferentes
técnicas, se llega a la columna vertebral del trabajo, la cual era encontrar a través de un estudio
historico-epistemoldgico el uso de los argumentos combinatorios para darle solucion a
problemas de conteo y una forma de ello es mediante las Historietas Combinatorias, las cuales
son autoria del profesor Daniel Arbeldez guiado por dos maestras insignes de la matematica
recreativa, las cuales son Marta Sved y Doris Schattschneider.

Contextualizar las Historietas con situaciones reales que viven los estudiantes a diario en sus
instituciones, ayuda a tener un interés mayor hacia la combinatoria y los motiva a crear sus
propias Historietas, pues saben, que de ellas puede surgir un argumento combinatorio. Ademas,
esto demuestra que la combinatoria no solo puede ser vista desde lo algoritmico, sino que

también puede ser vista con el uso alternativo de las Historietas Combinatorias, con las cuales los
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estudiantes pueden generar y desarrollar la competencia de resolucion de problemas al manejar
diferentes tipos de argumentos para resolver problemas de conteo.

Se pretende profundizar en los algoritmos combinatorios en otros ambitos a futuro, es
importante resaltar que estas Historietas pueden romper el paradigma de la inclusion de la
combinatoria dentro del aula de clase. Pero para poder romper este paradigma, los docentes
debemos ensefiar la combinatoria, no solamente de forma algoritmica, sino dejando que el
estudiante conceptualice lo que esta aprendiendo, utilice este objeto matematico dentro de su
vida diaria, y como se ha mencionado anteriormente, el analisis combinatorio estd presente en
cada etapa de la vida diaria del estudiante y del mundo en general.

Sin duda alguna, existen innumerables instituciones en donde la combinatoria esta ausente,
(aunque no hayan fuentes que lo comprueben) donde los estudiantes salen de la educacion bésica
sin conocer y distinguir una combinacion de una permutacion, seria interesante que alguien
interesado en ensefar las distintas técnicas de conteo pudiera incluir estas Historietas como parte
de su proceso de ensefianza.

La realizacion de este trabajo, hizo parte de dos encuentros importantes:

1. El X encuentro departamental de semilleros de investigacion, tuvo lugar en Santander de
Quilichao los dias 26 y 27 de mayo de 2016, en el cual se presentd la ponencia “Analisis
historico — epistemol6gico de los argumentos combinatorios para la solucion de
problemas de conteo™.

2. El Segundo Encuentro Colombiano de Educacion Estocastica, tuvo lugar en la ciudad de
Bogota los dias 10, 11 y 12 de octubre de 2016, en el cual se presento la ponencia “Uso

alternativo de los argumentos combinatorios mediante historietas”.
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En ambas ponencias, el trabajo tuvo gran acogida por el colectivo docente, afirmando interés
en que las historietas combinatorias puedan ser replicadas en el aula de clase, afirmaron que es
otra alternativa didactica de incluir la combinatoria dentro del aula de clase. Es un gran insumo

que este trabajo siguiera trascendiendo para apoyar la Educacion Matematica.
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