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LA TRANSFORMACIÓN DE FUNCIONES DE PRODUCCIÓN 

Resumen4' 
En este artículo se examinan las condiciones bajo las cuales la escogencia óptima de 

los insumos intermedios se puede incorporar en un conjunto defunciones de producción 

bruta para relacionar los factores primarios de producción con el producto neto 

máximo de cada sector. Si tales condiciones no se presentan, la descripción funcional 

de la tecnología exige la incorporación explícita de las relaciones tecnológicas insumo-

producto; especialmente si la actividad económica se caracteriza por externalidades 

tecnológicas que cambian el nivel de la eficiencia económica con la reasignación de los 

recursos. 

1 Introducción 
En el mundo real, la actividad productiva 

requiere tanto factores primarios (trabajo, ca­
pital, tierra, etc.) como insumos intermedios. 
La función que relaciona el uso de factores 
primarios e insumos intermedios con la máxi­
ma producción se denomina función de pro­
ducción bruta. Probablemente pocos microe-
cono mis tas rechazarían esta definición general 
de la tecnología; sin embargo, el cuerpo teóri­
co neoclásico se ha construido primordialmen-
te sobre funciones de producción neta, o sea 
funciones de producción cuyos únicos argu­
mentos son factores primarios. 

Para justificar este procedimiento, Sa-
muelson (1966) probó que bajo los supuesto 
de producción no conjunta y rendimientos 
constantes a escala, cada mercancía puede 
pensarse como producida por sus factores pri­
marios totales (factores directos más factores 
indirectos requeridos para la producción de los 
insumos intermedios consumidos en la pro­
ducción de una mercancía). Así, cada sector 
económico se considera como una industria 
integrada que produce sus propios insumos 
intermedios. En un sentido figurado, cada sec­
tor de la economía puede considerarse como 
una especie de "caja negra" cuyos insumos son 
factores primarios totales y cuyos productos 
son mercancías netas de requerimientos de 
insumos intermedios. Esto es lo que entendemos 
por la transformación de funciones de produc­
ción bruta en funciones de producción neta. 

* Este artículo se basa parcialmente en el primer capítulo 
• de mi tesis doctoral (Ortiz, 1993). 

Con esta transformación Samuelson de­
sarrolló el procedimiento, usado originalmen­
te por los economistas clásicos, para expresar 
el valor de las mercancías como una suma del 
trabajo directo e indirecto utilizado en su pro­
ducción. Samuelson, por supuesto, generalizó 
el procedimiento para cualquier número de 
factores primarios que aparezcan como argu­
mentos en las funciones de producción bruta. 

Ahora bien, desarrollos recientes en la 
teoría del crecimiento económico han plantea­
do que las externalidades tecnológicas pueden 
ser elementos fundamentales del mecanismo 
económico que induce crecimiento sostenido 
(el artículo seminal se le debe a Romer, 1986). 
Como es conocido, la presencia de externali­
dades puede generar rendimientos crecientes a 
escala. Por tanto, nos proponemos investigar, 
como problema de fondo, las condiciones bajo 
las cuales la transformación de Samuelson es 
aún válida cuando se presentan externalidades 

Samuelson probó 
que bajo los supuestos; 

de producción no conjunta y 
rendimientos constantes 
a escala, cada mercancía 
puede pensarse como 

producida por sus factores 
primarios totales 
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Nos proponemos estudiar 
las condiciones 
bajo las cuales 

la transformación 
de Samuelson es aún válida 

cuando se presentan 
externalidades tecnológicas 

en la economía 

tecnológicas en la economía. 
El análisis de este problema se desarrolla 

en la sección 3. Primero examinamos, en la 
sección 2, la transformación de Samuelson en 
una economía sin externalidades tecnológicas. 
Terminamos en la sección 4 con algunas bre­
ves conclusiones. 

2. La Transformación sin 
Externalidades Tecnológicas 

2.1 Una Mercancía 
La transformación es trivial cuando sólo 

se considera una función de producción agre­
gada. Sin embargo, es instructivo considerar 
inicialmente este caso para simplificar la ex­
posición posterior. 

Empecemos entonces suponiendo una 
función de producción bruta linealmente ho­
mogénea: 

[1] X=F(N,K,Q). 

donde X denota la producción bruta, N mide 
el tamaño de la fuerza de trabajo, K es el acervo 
de capital y Q es el monto de insumo inter­
medio consumido en el proceso de produc­
ción. Claramente, X y Q son flujos en el 
período de producción, mientras N y K son 
acervos dados. 

El producto neto se define como la dife-
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rencia entre el producto (bruto) y el insumo 
intermedio, 

[2] Y^X-Q. 

El problema es encontrar una función que 
relacione factores primarios, K y N, con el 
producto neto máximo: 

[3] Y = Max(X-Q) =Max[F(N,K,Q)-Q]. 

La condición de primer orden es simple­
mente 

[4] f£ = F f l ( ) - l = 0 , 

donde el subíndice denota una derivada par­
cial. La ecuación [4] define la asignación óp­
tima del insumo intermedio, Q = Q', como una 
función de los parámetros dados, K y N. La 
concavidad de F( ) garantiza que Q' sea un 
máximo bien definido. El producto marginal 
del insumo intermedio propio no puede ser 
mayor (menor) que 1; en tal caso sería conven­
iente asignar una mayor (menor) porción del 
producto bruto como insumo intermedio. 

Ahora bien, la sustitución de Q' en la 
ecuación [3] arroja la función de producción 
neta que buscamos: 

[5] Y = 0(N,K). 

Examinemos las propiedades de esta 
nueva función. Usando el teorema de Euler 
podemos reescribir la función deproducción 
bruta (ecuación [ 1 ]) de la siguientefor ma: 

[6] X = FN( )N + F¿ )K + Fe( )Q, 

y, usando la ecuación [4], también podemos 
reescribir la función de producción neta: 

[7] Y = X-Q' = FNN + FKK, 
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donde las derivadas con asterisco se evalúan 
en Q'. Si N, K y Q se duplican, X se duplica y 
el producto neto, Y, también se duplica1. Las 
derivadas con asterisco en la ecuación [7] no 
varían porque ellas son homogéneas de grado 
cero en N, K y Q. Se deduce que las derivadas 
parciales de la función de producción neta se 
definen por <t>K = F*x y <t>N = F% ; por con­
siguiente, la función de producción neta, 
0 ('"), también es homogénea lineal. 

2.2 Dos Mercancías 
Estamos listos para la transformación 

cuando existen dos mercancías en la econo­
mía. Una economía con dos sectores nos per­
mite capturar la existencias de relaciones inte­
rindustriales. Examinaremos el procedimiento 
de Samuelson de acuerdo con la exposición de 
Gandolfo (1987). 

La producción conjunta se excluye y la 
producción bruta de cada sector se relaciona 
con los factores primarios (trabajo y capital) y 
los insumos intermedios del sector como si­
gue: 

[8] X, = FM.KM, 

[9] X* = G ( A/i. 

1 Para ser rigurosos debemos probar que la duplicación 
de los factores primarios también duplica la asignación 
óptima del insumo intermedio. Dado que FQ ("') es 
homogénea de grado cero en N, K y Q, tenemos: 

FQNN + FQKK+FQQQ=0. 

Diferenciando parcialmente la condición de optimi­
zación (ecuación [4]) con respecto a los parámetros N 
y K obtenemos: 

FQN+FQQ dQ/dN = 0, y 

FQK + FQQdQ/dK=0 

La sustitución de estas ecuaciones en la anterior arroja: 

Q' = ( d Q/d N) N + (d Q/d K) K. 

Así, el insumo intermedio óptimo, Q , es una función 
linealmente homogénea en N y K , Q.E.D. 

2 Note que las ecuaciones [8] y [9] no incluyen los 
insumos intermedios propios como argumentos. Esto 
simplifica el análisis sin pérdidad de generalidad: dado 
que las derivadas con respecto a los insumos propios 
deben igualarse a 1 para maximizar el producto neto, 
como se probó en la sección anterior, podemos nor­
malizar los insumos propios a cero. 

donde Xj es el producto bruto del sector j (j = 
1,2), N¡ es el monto de fuerza de trabajo en el 
sector j, Kj es el acervo de capital en el sector 
j, y X¡j es el monto de insumo intermedio 
i-ésimo utilizado en la producción del sector 
j -és imo ( i* j= 1,2,)2.F( )yG( )sonfuncio-
nes de producción caracterizadas por 
rendimientos constantes a escala. 

Definimos el producto neto del sector i, 
Y¡, como el exceso de la producción bruta 
sobre la fracción usada como insumo interme­
dio: 

[10] r,=x,-x 1 2 > 

[11] Y2 = X1-Xn. 

La metamorfosis de las funciones de pro­
ducción bruta en neta debe restringirse, por 
supuesto, por los acervos de factores primarios 
en el período de producción: 

[12] M + Af, = A? + Ai = N , 

[13] ATi+K, = tf+KÜ = K , 

donde N y K denotan respectivamente los ac­
ervos totales de trabajo y capital en la 
economía, Nj y Kj denotan respectivamente los 
montos directos de trabajo y capital usados en 
el sector j (j = 1,2), y y K] denotan respec­
tivamente los montos totales de trabajo y capi­
tal usados en el sector j. 

Ahora viene el problema. De acuerdo con 
la definición neoclásica de funciónde produc­
ción, la función de producción neta arroja el 
producto máximo que puede obtenerse dados 
los factores primarios totales del sector inte­
grado. Así, pues, la función de producción neta 
de la mercancía 1 se define como sigue: 

[14] F, =Max [F(Nt, K, ,X2l)-Xn ] . 

Desde el punto de vista de la industria 
integrada que produce la mercancía 1, el sector 
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2 es sólo un proveedor de insumos interme­
dios. Por tanto, defuúmos 

[15] X2¡ = G(JVf-Nt ,K]-Ki,Xa) . 

Debemos buscar las asignación óptima de 
Ni, K,, y Nu que maximiza el producto neto de 
la mercancía 1 sujeto a la ecuación [15]. Las 
correspondientes condiciones de maximiza-
ción de primer orden son las siguientes: 

o Ni 

[17] j^ = FK-FaGK = 0, 

[18] ~^- = FX2Gxl-l=0. 
oXn 

Los argumentos de las funciones F( ) y 
G("") han sido suprimidos por simplicidad; las 
derivadas con respecto a trabajo y capital se 
denotan con los subíndices N y K res­
pectivamente; y el producto marginal de un 
bien intermedio se denota con el tipo de insu­
mo de manera que Fn = dF( )/dXlu y 
GaadGO/dXi*. 

La interpretación de estas condiciones es 
intuitiva. Las derivadas con respecto a los fac­
tores primarios (ecuaciones [16] y [17]) impli­
can que la productividad marginal directa debe 
igualarse a la productividad marginal indirecta 
i.e. la productividad marginal de un factor 
primario que es directamente usado en la pro­
ducción del sector j debe ser igual a la produc­
tividad marginal de este factor por medio de la 
producción del insumo intermedio i usado por 
el sector en cuestión. Por otra parte, el produc­
to de las derivadas con respecto a los insumos 
intermedios cruzados (ecuación [18]) debe 
igualar la unidad; i.e. la productividad de una 
mercancía que es usada para producir la misma 
mercancía a través de la producción de su 
insumo intermedio debe ser igual a 1, tal como 
en el caso de las derivadas con respecto a los 
insumos propios. 

Si las condiciones de segundo orden para 
maximización son satisfechas, las ecuaciones 
[16], [17] y [18] definen N,, K, y X 1 2 en térmi­
nos de los parámetros dados, Ni y K\. Por 
tanto, la sustitución de estas variables en las 
ecuaciones [14] y [15] determina la función de 
producción neta de la mercancía 1. Esta es, 
hasta aquí, la versión de Gandolfo de la trans­
formación de Samuelson. 

Ahora bien, dado el supuesto de rendi­
mientos constantes a escala, podemos avanzar 
un poco aplicando el teorema de Euler y rees-
cribiendo las ecuaciones [8] y [15] como si­
gue: 

[19] X1 = F„Ni+FtKl+FxtX]), 

[20] Xn = GN(Nl-N1) 

+ GK(K
T

i-Kl) + GxlXll. 
Sustituyendo estas ecuaciones en la ecua­

ción [14] y usando las condiciones de primer 
orden (ecuaciones [16], [17] y [18]), obtene­
mos 

[21] y, = F„tf+FKK
ri 

= O (JVT , Kl), 
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donde las derivadas con asterisco denotan que 
se evalúan en el punto óptimo, i.e. ellas son 
funciones de los factores primarios totales 
(iVf y K¡). La función 0 ( ) es también una 
función de estos parámetros y muestra 
rendimientos constantes a escala ya que satis­
face el teorema de Euler3. Claramente, 
siguiendo un procedimiento simétrico pode­
mos definir una función de producción neta 
con rendimientos constantes a escala para el 
sector 2: 

[22] 72 = r(A£,#). 

Las ecuaciones [21] y [22] definen el 
conjunto de funciones de producción neta que 
se deduce del conjunto de funciones de pro­
ducción bruta conformado por las ecuaciones 
[8] y [9]. 

De las consideraciones anteriores se de­
duce que el teorema de Samuelson parece jus­
tificar el método neoclásico. Bajo los supues­
tos de producción no conjunta y rendimientos 
constantes a escala, funciones de producción 
neta pueden derivarse de funciones de produc­
ción bruta de tal forma que las primeras con­
servan las propiedades de las últimas, i.e. ho­
mogeneidad lineal y concavidad. Este teorema 
es obviamente muy importante para la escuela 
neoclásica porque los teoremas básicos del 
comercio internacional (Hecksher-Ohlin, 
igualación del precio de las factores, Stolper-
Samuelson, Rybczynsky) no necesitan modi­
ficarse para dar cuenta del rol de los bienes 
intermedios. 

Sin embargo, algunas advertencias son 
necesarias. En primer lugar, aunque el teorema 
está aparentemente basado en supuestos débi­
les, estos no siempre deben ser satisfechos; 
este es el caso, por ejemplo, de la existencia de 

3 Para probar rigurosamente que las funciones de pro­
ducción neta son linealmente homogéneas debemos 
probar que las derivadas con respecto a capital y tra­
bajo no varían con cambios proporcionales de los 
factores totales. Para una prueba formal véase 
Chacholiades (1978). La demostración para el caso de 
un solo bien se encuentra en el pie de página 1. 

Bajo los supuestos 
de producción no conjunta y 

rendimientos constantes 
a escala, funciones de 

producción neta pueden 
derivarse de funciones 
de producción bruta 

de tal forma que las primeras 
conservan las propiedades 

de las últimas, 
Le. homogeneidad lineal y 

concavidad 

rendimientos crecientes a escala y/o la exist­
encia de externalidades tecnológicas, las cua­
les se pueden asimilar en este contexto a la 
existencia de producción conjunta -explorare­
mos estas posibilidades en la siguiente sec­
ción. En segundo lugar, si el fundamento tec­
nológico original de la economía es un 
conjunto de funciones de producción bruta, 
funciones de producción neta pueden definirse 
sólo para industrias integradas y, así, la inten­
sidad factorial directa (observable) puede ser 
un indicador sesgado de la intensidad factorial 
total a nivel sectorial. No obstante, Chacholia­
des (1978) probó que las intensidades factoria­
les totales se jerarquizan de acuerdo con las 
intensidades directas (observables) cuando se 
satisfacen las condiciones de rendimientos 
constantes a escala y de pleno empleo de los 
factores, i.e. bajo las condiciones mencionadas 
las intensidades totales no pueden exhibir re­
versiones con respecto a las intensidades di­
rectas. Desde el punto de vista del economista 
aplicado, la transformación de Samuelson im­
plica que las funciones de producción neta 
pueden estimarse sólo después de que los re­
querimientos factoriales totales han sido cal­
culados, pero esto requiere el conocimiento 
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previo de las funciones de producción bruta. 
En tercer lugar, recordemos que la transforma­
ción de Samuelson arroja relaciones matemá­
ticas entre factores primarios totales y produc­
to neto máximo. Por tanto, el supuesto usual 
de que el valor agregado se relaciona tecnoló­
gicamente con los insumos primarios puede 
ser válido sólo en un modelo agregado donde 
el producto neto es idéntico al valor agregado. 
A nivel sectorial, el producto neto y el valor 
agregado son variables diferentes: el valor 
agregado es la diferencia en valor entre el 
producto bruto y los insumos intermedios de 

Claramente, para definir 
el valor agregado 

a nivel sectorial es necesario 
conocer de antemano un 
vector de precios relativos. 

Por tanto, los modelos 
multisectoriales, que definen 

el valor agregado de un 
sector como la variable 

dependiente de una 
"función de producción " 

cuyos argumentos son los fac­
tores primarios directos del 

sector, son erróneos. 

cada sector, mientras el producto neto es la 
diferencia entre la producción bruta y la absor­
ción de esta mercancía como insumo interme­
dio . Claramente, para definir el valor agregado 
a nivel sectorial es necesario conocer de ante­
mano un vector de precios relativos. Portante, 
los modelos multisectoriales, que definen el 
valor agregado de un sector como la variable 
dependiente de una "función de producción" 
cuyos argumentos son los factores primarios 
directos del sector, son erróneos. El problema 

simplemente se agrava si en vez de factores 
primarios totales se usan como argumentos 
factores primarios directos. Por último, aun­
que no menos importante, es apropiado señalar 
que la forma reducida del conjunto de funcio­
nes de producción neta que surgen de un con­
junto dado de funciones de producción bruta 
no conserva las trazas de los encadenamientos 
interindustriales originales, de manera que las 
ecuaciones originales no pueden recuperarse 
trabajando en sentido inverso. Como conse­
cuencia, las funciones de producción neta no 
pueden dar cuenta del intercambio de bienes 
intermedios entre los sectores (o entre nacio­
nes, si el modelo es de economía abierta). 
Además, las restricciones que la economía en­
frenta debido a la existencia de requerimientos 
de insumos intermedios no pueden ser identi­
ficadas con una tecnología cuyas transaccio­
nes interindustriales son implícitamente in­
corporadas. La tecnología como un conjunto 
de "cajas negras", o funciones de producción 
neta, puede simplificar el análisis económico, 
pero oscurece el análisis de las relaciones in­
tersectoriales. 

Creemos que las anteriores razones justi­
fican una aproximación al análisis multisecto-
rial que evite todos los problemas que la trans­
formación de Samuelson puede enfrentar. La 
forma obvia de hacerlo es modelando la tecno­
logía desde el comienzo con un conjunto de 
funciones de producción bruta. Este procedi­
miento es inevitable si las condiciones de Sa­
muelson no aplican. 

3. La Transformación en 
Presencia de Externalidades 

3.1 Una Mercancía 
La sección anterior supuso explícitamen­

te que no existen externalidades tecnológicas 
en el proceso de producción. Sin embargo, 
desarrollos recientes en la teoría del crecimien­
to han sugerido un rol definitivo para las ex­
ternalidades como una fuente de crecimiento 
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económico endógeno. El problema que quere­
mos enfrentar ahora es si la transformación de 
Samuelson es válida cuando tales externalida-
des se presentan en la economía. 

Arrow (1962), Sheshinski (1967), Romer 
(1986) y otros han mostrado que extemalida-
des de aprendizaje en la práctica ("learning-
by-doing") y de difusión de conocimientos 
pueden ser incorporadas en un modelo compe­
titivo de crecimiento económico si las firmas 
individuales no pueden explotar el proceso de 
creación y transferencia del conocimiento. Es­
tos autores consideran externalidades que sur­
gen del conocimiento agregado de la econo­
mía, el cual puede estar incorporado o no en el 
stock agregado de capital. Tales externalida­
des no afectan la transformación de las funcio­
nes de producción bruta en neta en la medida 
que el acervo de factores primarios está dado 
en el período de producción. Así, la asignación 
de factores y bienes intermedios entre sectores 
no puede afectar los coeficientes tecnológicos. 
Para examinar esta afirmación volvamos a 
nuestra función de producción agregada modi­
ficada con progreso técnico neutral: 

[23] X=AF(N,K,Q), 

donde la notación previa se mantiene y A es el 
coeficiente tecnológico que se define como 
sigue: 

[24] A=A(K) , A\K) >0 . 

Suponemos que A es una función cre­
ciente del nivel agregado de capital. La intui­
ción de este enfoque es la extemalidad de 
aprendizaje en la práctica que se asocia con el 
acervo de capital: entre más capital se acumu­
le, más conocimiento se produce y transfiere 
por efectos de difusión. 

Para calcular la función de producción 
neta seguimos un procedimiento similar al de 
la sección 2.2. Pero entonces es inmeditamente 
claro que este procedimiento no va a ser dife­

rente al anterior a excepción del coeficiente A 
que se toma como una constante. Por tanto, el cál­
culo mencionado arroja la siguiente ecuación: 

[25] Y = A{FNN + FKK), 

donde las derivadas con asterisco se evalúan 
en el óptimo; el resto de la notación ya es 
conocida. Esta función de producción exhibe 
rendimientos constantes a escala anivel de la 
firma -donde el nivel tecnológico se supone 
dado-, pero muestra rendimientos crecientes a 
nivel agregado. Por tanto, la transformación de 
Samuelson es exitosa en este caso. 

Consideremos ahora la aparentemente 
inocente variación de la función de progreso 
técnico A: 

[26] A=A(K,Q), AK >0,Aa > 0 . 

Esta variación podría sustentarse con base en 
la difusión de conocimiento y aprendizaje en 
la práctica. Podríamos argumentar que el capi­
tal agregado, K, incorpora el conocimiento 
social, mientras que el insumo intermedio 
agregado, Q, refleja el proceso de aprendizaje 
en la práctica por difusión de innovaciones 
tecnológicas entre firmas y sectores. Por tanto, 
el coeficiente tecnológico, A, es una función 
creciente en estas dos variables. El problema 
es, de nuevo, encontrar la función que maxi-
miza el producto neto, Y, definido como la 
diferencia entre producción bruta e insumo 
intermedio. Dados el acervo de capital, K, y el 
tamaño de la fuerza de trabajo, N, la condición 
de primer orden para la maxirrúzación del pro­
ducto neto es 

l27J ~=AFe+ABF - 1=0 , 
°Q 

donde los argumentos de la función F () han 
sido suprimidos por simplicidad en la no­
tación. Esta condición muestra que la asig­
nación de insumos intermedios tiene ahora un 
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efecto adicional sobre la productividad mar­
ginal propia que no estaba presente en el caso 
sin cambio tecnológico (véase la ecuación [4]). 
Este es precisamente el efecto del proceso de 
aprendizaje sobre la productividad marginal. 

Ahora, expandiendo la función de pro­
ducción bruta (ecuación [23]), y usando el 
teorema de Euler, la definición de producto 
neto y la ecuación [27], obtenemos: 

[28] Y=X-Q"=A(FNN + KK)+AeQ', 

donde las deñvadas con asterisco se evalúan 
en la asignación óptima del insumo inter­
medio, Q'. Así, la ecuación [28] muestra que 
en este caso no podemos reducir la función de 
produción bruta en una función de producción 
neta que preserve las cualidades de la anterior. 
La transformación de Samuelson en este caso 
todavía es posible si el nivel tecnológico, 
A ("), es una ecuación logarítmica en Q, de 
manera que el término AQQ' en la ecuación 
[28] sea una constante y la función de produc­
ción neta se defina sólo en términos de los 
factores primarios (N y K). Sin embargo, in­
clusive en este caso la transformación pierde 
la propiedad de homogeneidad lineal. 

Porque el insumo intermedio agregado 
contribuye a la producción y también genera 
conocimiento intangible (o habilidad técnica) 
la cual, a su vez, aumenta la productividad total 
de los factores, tenemos una forma particular 
de producción conjunta y rendimientos cre­
cientes a escala. Por tanto, las condiciones de 
Samuelson se violan y la transformación no 
tiene lugar. Este resultado requiere que el in­
sumo intermedio agregado sea una variable de 
escogencia para la maximizacion del producto 
neto (lo cual es parte de la transformación). En 
el caso anterior, donde las externalidades eran 
generadas por el capital agregado o el conoci­
miento agregado, también teníamos produc-

4 Podríamos seguir considerando un crecimiento técnico 
neutral, pero la variación propuesta no modifica la 
esencia de nuestro análisis y simplifica el álgebra. 

ción conjunta y rendimientos constantes a es­
cala; sin embargo, la transformación de Sa­
muelson no se afectó porque ni el capital agre­
gado ni el conocimiento agregado son 
variables de escogencia para la maximizacion 
del producto neto. 

3.2 Dos Mercancías 
Podría arguirse que la falla de la transfor­

mación de Samuelson en el caso anterior se 
encuentra en el hecho de que el insumo inter­
medio es una fuente de externalidades. Pero el 
asunto fundamental es si la transformación 
afecta la asignación de factores e insumos la 
cual, a su vez, afecta el nivel tecnológico. Por 
tanto, una externalidad que tenga un origen 
sectorial invalida la transformación de Sa­
muelson Para mostrar esto, examinemos un 
sistema económico de dos sectores en el cual 
el progreso tecnológico aumenta la capacidad 
productiva del trabajo". Consideremos enton­
ces las siguientes funciones de producción 
brota linealmente homogéneas: 

[29] Xx'tFtANt.KtM , 

y 

[30] X2 = G(BN2,K2,Xl2) , 

donde ANi y BN2 son los insumos de trabajo 
en unidades de eficiencia. Los coeficientes 
tecnológicos A y B se definen como sigue 

[31] A=A (K2) ,A'X), 

y 

[32] B = B(K2) , B'X) . 

Las restricciones del monto total de los 
factores primarios todavía aplican (ecuaciones 
[12] y [13]), y las'definiciones de produción 
neta son por supuesto las mismas (ecuaciones 
[10] y [11]). La justificación para este tipo de 
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sistema puede ser que el conocimiento es ge­
nerado primariamente en un sector (el paradig­
ma que tenemos presente es una economía 
donde el sector manufacturero invierte en nue­
vos conocimientos mientras el sector agrícola 
obtiene la nueva tecnología por aprendizaje y 
efectos de difusión). En cualquier caso, el sis­
tema económico en su conjunto se beneficia de 
la inversión realizada en el sector 2. 

Procediendo como en los casos anterio­
res, definamos la función de producción neta 
de la mercancía 1 como sigue: 

[33] Y^MaxlFQiNt.Ki.Xú-Xa], 

sujeta a 

[34] Xll = G[B(tf-Nl),(K
r

l~Kl),Xa]. 

Las variables de escogencia en este pro­
blema son Ni, K2, y X,2. Las correspondientes 
condiciones de maximización de primer orden 
son las siguientes: 

L 3 5 1 ~^ = FEA-FaGEB = Q, 
o Ni 

[36] ^•=FK-F,NlA' 

-Fx2[G,(tf-N¡)B'+Gx]=0, 

[37] ^ - = FX1GXI-\=Q, 

donde el subíndice E denota la derivada 
parcial con respecto al trabajo en unidades 
deeficiencia. 

Ahora, expandamos las ecuaciones [33] 
y [34] usando el teorema deEuler: 

[38] r, = Fu A N, +FKKl+ FaX2l -Xu . 

5 Usando la ecuación [36] obtenemos 

(F'K-FXIG'K) =FÍNiA'+(.Ñri-Ni)fcG'EB'*0 

Un resultado similar se obtiene para la función de 
producción neta de la mercancía 2. 

[39] Xa = GtBQ^-Nl) 
+ GK(K

r

1-Kl) + GiaXi2. 

Sustituyendo la ecuación [39] en la ecua­
ción [38] y usando las condiciones de maximi­
zación obtenemos 

[40] Y^ffiAtf + iFnGDíZ 
+ (F*K — Fx¡ G'K) K¡. 

Siguiendo un procedimiento paralelo 
también obtenemos 

[41] Y2 = (G'1¡)BNr

2 + (G-xlFK)K¡ 
+ (G-K-G'xtFx)K2. 

En estas dos ecuaciones las variables con 
asterisco se evalúan en el punto óptimo y el 
superíndice "T" denota requerimientos totales 
del factor. Claramente, las funciones de pro­
ducción neta dependen del nivel directo de 
capital. Utilizando la condición de primer or­
den para el capital puede mostrarse que los 
coeficientes asociados a los montos directos de 
capital son diferentes a cero si A'(K2) > 0 o 
B'(K2) > 0 5 . Además, es claro que las funcio-
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nes transformadas no experimentan rendi­
mientos constantes a escala. Por tanto, la trans­
formación de Samuelson falla nuevamente. 

Si alguna intuición debe darse para estos 
resultados es posiblemente la siguiente: cam­
bios tecnológicos asociados a las extemalida-
des que, a su vez, son causados por reasigna­
ciones de factores primarios y/o insumos 
intermedios impiden la reducción de los bienes 
intermedios en términos de factores primarios. 
Por tanto, si tales cambios ocurren la transfor­
mación de Samuelson no tiene lugar. Esta si­
tuación se presenta claramente cuando la tec­
nología de un sector se caracteriza por 
producción conjunta de bienes y conocimien­
to. En este caso cualquier variación en la asig­
nación de recursos tiene un efecto doble sobre 
el nivel tecnológico: un efecto directo, que 
corresponde a la productividad propia de los 
factores, más un efecto indirecto debido a la 

externalidad. Por tanto, es la tecnología cam­
biante lo que impide la expresión de los bienes 
intermedios en términos de factores primarios. 

4. Conclusiones 
Los eslabonamientos interindustriales 

son importantes. Algunas veces podemos evi­
tarlos en el análisis macroeconómico por me­
dio de la transformación de Samuelson, pero 
en otras ocasiones no es posible. Además, 
incluso si el nivel tecnológico es inde­
pendiente del grado de integración tecnológica 
entre los sectores, el análisis de los eslabona­
mientos interindustriales puede ayudarnos a 
entender los efectos de retroalimentación del 
cambio tecnológico entre sectores y entre na­
ciones. Estos objetivos se alcanzan más fácil­
mente con modelos económicos que incorpo­
ran funciones de producción bruta. 
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