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LA TRANSFORMACION DE FUNCIONES DE PRODUCCION

Resumen®

En este articulo se examinan las condiciones bajo las cuales la escogencia Optima de
los insumos intermedios se puede incorporar en un conjunto defunciones deproduccion

bruta para relacionar

los factores primarios de produccién con € producto neto

méximo de cada sector. Si tales condiciones no se presentan, la descripcion funcional
de la tecnologia exige la incorporacion explicita de las relaciones tecnolégicas insumo-

producto; especialmente si

la actividad econémica se caracteriza por externalidades

tecnoldgicas que cambian e nivel de la eficiencia econdmica con la reasignacién de los

recursos.

1 Introduccion

En el mundo real, laactividad productiva
requiere tanto factores primarios (trabgjo, ca-
pital, tierra, etc.) como insumos intermedios.
La funcion que relaciona € uso de factores
primarios e insumos intermedios con la méxi-
ma produccion se denomina funcién de pro-
duccién bruta. Probablemente pocos microe-
cono mistasrechazarian estadefinicion general
de latecnologia; sin embargo, € cuerpo tedri-
co neoclésico se haconstruido primordial men-
te sobre funciones de produccién neta, 0 sea
funciones de produccién cuyos Unicos argu-
mentos son factores primarios.

Para justificar este procedimiento, Sa-
muelson (1966) probd que bgo los supuesto
de produccién no conjunta y rendimientos
constantes a escala, cada mercancia puede
pensarse como producida por sus factores pri-
marios totales (factores directos més factores
indirectos requeridos paralaproduccion de los
insumos intermedios consumidos en la pro-
duccién de una mercancia). Asi, cada sector
econdmico se considera como una industria
integrada que produce sus propios insuMmos
intermedios. Enun sentido figurado, cada sec-
tor de la economia puede considerarse como
unaespecie de "cganegra’ cuyos insumos son
factores primarios totales y cuyos productos
son mercancias netas de reguerimientos de
insumosintermedios. Esto eslo que entendemos
por la transformacion de funciones de produc-
cioén bruta en funciones de produccion neta.

* Estearticulo sebasaparcialmente en el primer capitulo
de mi tesis doctoral (Ortiz, 1993).

Con esta transformacion Samuelson de-
sarroll6 el procedimiento, usado originalmen-
te por los economistas clésicos, paraexpresar
el valor de las mercancias como una sumadel
trabajo directo e indirecto utilizado en su pro-
duccion. Samuelson, por supuesto, generalizd
el procedimiento para cualquier nimero de
factores primarios que aparezcan como argu-
mentos en las funciones de producci6n bruta.

Ahora bien, desarrollos recientes en la
teoriadel crecimiento econdmico han plantea
do que las externalidades tecnol dgi cas pueden
ser elementos fundamentales del mecanismo
econémico que induce crecimiento sostenido
(¢l articulo seminal se le debeaRomer, 1986).
Como es conocido, la presencia de externali-
dades puede generar rendimientos crecientes a
escala. Por tanto, nos proponemos investigar,
como problemadefondo, las condicionesbajo
las cuales la transformacion de Samuelson es
aun vélida cuando se presentan externalidades

Samuelson probo
guebajolossupuestos;
de produccion no conjunta 'y
rendimientos constantes
a escala, cada mercancia
puede pensarse como
producida por sus factores
primarios totales
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Nos proponemos estudiar
las condiciones
bajo las cuales
la transformacion
de Samuelson es alin valida
cuando sepresentan
externalidades tecnologicas
en la economia

tecnol égicas en laeconomia.

El andlisis de este problema se desarrolla
en la seccién 3. Primero examinamos, en la
seccion 2, latransformacion de Samuelson en
unaeconomiasin externalidades tecnol égicas.
Terminamos en la seccién 4 con agunas bre-
ves conclusiones.

2. LaTransformacion sin
Externalidades Tecnoldgicas

2.1 Una Mercancia

Latransformacion es trivial cuando solo
se considera una funcion de produccién agre-
gada. Sin embargo, es instructivo considerar
inicialmente este caso para simplificar la ex-
posicion posterior.

Empecemos entonces suponiendo una
funcién de produccion bruta linealmente ho-
mogénea:

[1] X=F(N,K,Q).

donde X denota la produccion bruta, N mide
el tamafio delafuerzadetrabgjo, K esel acervo
de capita y Q es el monto de insumo inter-
medio consumido en € proceso de produc-
cion. Claramente, X y Q son flujos en €
periodo de produccién, mientras N y K son
acervos dados.

El producto neto se define como ladife-
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rencia entre e producto (bruto) y e insumo
intermedio,

[2] YAX-Q.

El problemaes encontrar unafuncion que
relacione factores primarios, K y N, con €
producto neto maximo:

[3] Y = Max(X-Q) =Max[F(N,K,Q)-Q].

Lacondicién de primer orden es simple-
mente

4 fE =F, ()-1=0,

donde el subindice denota una derivada par-
cial. Laecuacion [4] define la asignacion 6p-
timadel insumo intermedio, Q =Q', como una
funcién de los parametros dados, Ky N. La
concavidad de F( ) garantiza que Q' sea un
maximo bien definido. El producto marginal
del insumo intermedio propio no puede ser
mayor (menor) que 1; ental caso seriaconven-
iente asignar una mayor (menor) porcién del
producto bruto como insumo intermedio.

Ahora hien, la sustitucién de Q' en la
ecuacion [3] arroja la funcion de produccién
neta que buscamos:

(5] Y = O(NK).

Examinemos las propiedades de esta
nueva funcion. Usando el teorema de Euler
podemos reescribir lafuncién deproduccién
bruta(ecuacion[ 1]) delasiguientefor ma:

(6] X = F()IN+F¢ )K+F()Q,

y, usando la ecuacion [4], también podemos
reescribir la funcién de produccién neta

[ Y =XQ = FN+FK
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donde las derivadas con asterisco se evallan
enQ'. Si N, Ky Q seduplican, X seduplicay
el producto neto, Y, también se duplica. Las
derivadas con asterisco en la ecuacion [7] no
varian porque €ellas son homogéneas de grado
ceroenN, Ky Q. Se deduce que las derivadas
parciaes de la funcidn de produccion neta se
definen por <t>, = F*x y <t>, = F% ; por con-
siguiente, la funcién de produccion neta,
0 ("), también es homogénealineal.

2.2 Dos Mercancias

Estamos listos para la transformacion
cuando existen dos mercancias en la econo-
mia. Una economiacon dos sectores nos per-
mite capturar la existencias de relaciones inte-
rindustriales. Examinaremos el procedimiento
de Samuelson de acuerdo con la exposicion de
Gandolfo (1987).

La produccion conjunta se excluye y la
produccion bruta de cada sector se relaciona
con los factores primarios (trabgjo y capita) y
los insumos intermedios del sector como si-
gue:

[8] X, = FM.KM,

[ X* = G( Ak

1 Paraser rigurosos debemos probar que la duplicacion
delos factoresprimariostambién duplicalaasignacion

6ptima del insumo intermedio. Dado que FQ ("') es
homogénea de grado ceroen N, K y Q, tenemos:

FONN  + FQKK+FQQQ=0.

Diferenciando parcialmente la condicion de optimi-

zacion (ecuacion [4]) con respecto alos parametros N
y K obtenemos:

FON+FQQ dQ/dN = 0, y
FQ. + FQQdQ/dK=0
Lasustitucion de estasecuacionesen laanterior arroja:

Q = (dQdN) N+ (d QdK)K.

Asi, el insumo intermedio 6ptimo, Q , es una funcién
linealmente homogéneaen Ny K , Q.E.D.

2 Note que las ecuaciones [8] y [9] no incluyen los
insumos intermedios propios como argumentos. Esto
simplificael andlisissin pérdidad de generalidad: dado
que las derivadas con respecto a los insumos propios
deben igualarse a 1 paramaximizar el producto neto,
como se prob6 en la seccion anterior, podemos nor-
malizar los insumos propios a cero.

donde Xj es e producto bruto del sector j (j =
1,2), Nj es & monto de fuerza de trabgjo en €
sector j, Kj es el acervo de capital en el sector
i, Y Xij es el monto de insumo intermedio
i-ésimo utilizado en la produccién del sector
j-ésimo(i*j= 1,2,)".F( )yG( )sonfuncio-
nes de produccidn caracterizadas por
rendimientos constantes a escala.

Definimos € producto neto del sector i,
Yi, como € exceso de la produccién bruta
sobre lafraccion usada como insumo interme-
dio:

[10]

[11] Y, =

r ) :X ) - X12>

X-X.
Lametamorfosis de las funciones de pro-

duccion bruta en neta debe restringirse, por

supuesto, por los acervos defactores primarios
en el periodo de produccién:

[12] M +Af

A?+ Ai =N,

[13] ATi+K, = th+KU = K,

donde N y K denotan respectivamente los ac-
ervos totales de trabajo y capital en la
economia, Nj y Kj denotan respectivamentelos
montos directos de trabgjo y capital usados en
e sector j (j = 1,2), y y K] denotan respec-
tivamente los montos totales de trabgjo y capi-
tal usados en el sector j.

Ahoraviene €l problema. De acuerdo con
la definicion neoclasica de funcidnde produc-
cion, la funcion de produccion neta arroja e
producto méximo que puede obtenerse dados
los factores primarios totales del sector inte-
grado. Asi, pues, lafuncién de produccion neta
de lamercancia 1 se define como sigue:

[14] F, =Max [F(Nt, K, ,X,)-X, ]
Desde e punto de vista de la industria
integrada que produce lamercancia l, el sector
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2 es sblo un proveedor de insumos interme-
dios. Por tanto, defuiimos

[15] X, = GEVE-Nt K]-Ki,X) .

Debemosbuscar lasasignacién Optimade
Ni, K,, y Nu que maximizael producto neto de
lamercancia 1 sujeto alaecuacion [15]. Las
correspondientes condiciones de maximiza
cion de primer orden son las siguientes:

oNi

[17] j* = F-FG =0,

[18] ~A- = F,GI=0.
oX,

Los argumentos de las funciones F( ) y
G(") han sido suprimidos por simplicidad; las
derivadas con respecto a trabgjo y capital se
denotan con los subindices N y K res-
pectivamente; y €l producto margina de un
bien intermedio se denota con €l tipo de insu-
mo de manera que F, = drF( )/dX, vy
GaadGO/dXi*.
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Lainterpretacién de estas condiciones es
intuitiva. Las derivadas con respecto alosfac-
tores primarios (ecuaciones [16] y [17]) impli-
can que laproductividad marginal directadebe
igualarse alaproductividad marginal indirecta
i.e. la productividad marginal de un factor
primario que es directamente usado en lapro-
duccion del sector j debe ser igual alaproduc-
tividad marginal de este factor por medio de la
produccién del insumo intermedio i usado por
€l sector en cuestién. Por otraparte, €l produc-
to de las derivadas con respecto alos insumos
intermedios cruzados (ecuacion [18]) debe
igualar launidad; i.e. laproductividad de una
mercanciaque esusadaparaproducir lamisma
mercancia a través de la produccion de su
insumo intermedio debe serigual a 1, tal como
en e caso de las derivadas con respecto alos
iNSUMOS Propios.

Si las condiciones de segundo orden para
maximizacion son satisfechas, las ecuaciones
[16], [17] y [18] definenN,, K, y X, entérmi-
nos de los pardmetros dados, Ni y K\. Por
tanto, la sustitucion de estas variables en las
ecuaciones [14] y [15] determinalafuncién de
produccién neta de la mercancia 1. Esta es,
hastaaqui, laversion de Gandolfo de latrans-
formacion de Samuel son.

Ahora bien, dado e supuesto de rendi-
mientos constantes aescala, podemos avanzar
un poco aplicando el teoremade Euler y rees-
cribiendo las ecuaciones [8] y [15] como si-
gue:

[19] X, = F,Ni+FK+F.X,

[20] X, = G,(NI-N))
+ G(K'-K) + GJX,.
Sustituyendo estas ecuaciones en laecua-
cién [14] y usando las condiciones de primer
orden (ecuaciones [16], [17] y [18]), obtene-
mos

[21] y, = F, ti+FKi
= O VT , K,
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donde las derivadas con asterisco denotan que
se evallan en € punto 6ptimo, i.e. ellas son
funciones de los factores primarios totales
@iVf y Kj). La funcién 0() es también una
funcion de estos pardmetros y muestra
rendimientos constantes a escalaya que satis-
face el teorema de Euler’. Claramente,
siguiendo un procedimiento simétrico pode-
mos definir una funcién de produccion neta
con rendimientos constantes a escala para €l
sector 2:

[ 7. = r(AL#).

Las ecuaciones [2] y [2] definen d
conjunto de funciones de produccién netaque
se deduce del conjunto de funciones de pro-
duccion bruta conformado por las ecuaciones

y[9

De las consideraciones anteriores se de-
duce que € teorema de Samuel son parece jus-
tificar el método neoclasico. Bgjo los supues-
tos de produccion no conjuntay rendimientos
constantes a escala, funciones de produccién
netapueden derivarse de funciones de produc-
cion bruta de tal forma que las primeras con-
servan las propiedades de las Ultimas, i.e. ho-
mogeneidad lineal y concavidad. Este teorema
es obviamente muy importante parala escuela
neoclésica porque los teoremas bésicos del
comercio internacional (Hecksher-Ohlin,
igualacién del precio de las factores, Stolper-
Samuelson, Rybczynsky) no necesitan modi-
ficarse para dar cuenta del rol de los bienes
intermedios.

Sin embargo, algunas advertencias son
necesarias. En primer lugar, aunqueel teorema
esta aparentemente basado en supuestos débi-
les, estos no siempre deben ser satisfechos;
estees el caso, por g emplo, delaexistenciade

3 Para probar rigurosamente que las funciones de pro-
duccién neta son linealmente homogéneas debemos
probar que las derivadas con respecto a capital y tra-
bajo no varian con cambios proporcionales de los
factores totales. Para una prueba formal véase
Chacholiades (1978). La demostracion para el caso de
un solo bien se encuentra en el pie de pagina 1.

Bajo los supuestos
de produccion no conjuntay
rendimientos constantes
a escala, funciones de
produccion neta pueden
derivarse de funciones
de produccion bruta
de tal forma que las primeras
conservan las propiedades
delas ultimas,
Le. homogeneidad lineal y
concavidad

rendimientos crecientes a escalay/o la exist-
encia de externalidades tecnolégicas, las cua-
les se pueden asimilar en este contexto a la
existencia de produccion conjunta -explorare-
mos estas posibilidades en la siguiente sec-
cién. En segundo lugar, s € fundamento tec-
noldgico original de la economia es un
conjunto de funciones de produccién bruta,
funciones de produccion neta pueden definirse
solo paraindustrias integradasyy, asi, lainten-
sidad factorial directa (observable) puede ser
un indicador sesgado de laintensidad factorial
total anivel sectoria. No obstante, Chacholia-
des (]9@ probo que lasintensidades factoria-
les totales se jerarquizan de acuerdo con las
intensidades directas (observables) cuando se
satisfacen las condiciones de rendimientos
constantes a escalay de pleno empleo de los
factores, i.e. bgjo las condiciones mencionadas
las intensidades totales no pueden exhibir re-
versiones con respecto a las intensidades di-
rectas. Desde el punto devistadel economista
aplicado, latransformacion de Samuelson im-
plica que las funciones de produccién neta
pueden estimarse sélo después de que los re-
querimientos factoriales totales han sido cal-
culados, pero esto requiere €l conocimiento

87



BOLETIN SOCIOECONOMICO Ne 29

previo de las funciones de produccién bruta
Entercer lugar, recordemos que latransforma-
cién de Samuelson arroja rel aciones matemé
ticasentre factores primariostotal esy produc-
to neto maximo. Por tanto, € supuesto usual
de que € valor agregado se relacionatecnol 6-
gicamente con los insumos primarios puede
ser valido solo en un modelo agregado donde
el producto neto esidéntico al valor agregado.
A nivel sectorial, e producto neto y el valor
agregado son variables diferentes: e valor
agregado es la diferencia en valor entre €
producto bruto y los insumos intermedios de

Claramente, para definir
el valor agregado
a nivel sectorial es necesario
conocer de antemano un
vector de precios relativos.
Por tanto, los modelos
multisectoriales, que definen
el valor agregado de un
sector como la variable
dependiente de una
" funcion deproduccion ™
cuyos argumentos son los fac-
tores primarios directos del
sector, son erroneos.

cada sector, mientras e producto neto es la
diferenciaentre la produccion brutay la absor-
cién de esta mercancia como insumo interme-
dio. Claramente, paradefinir el val or agregado
anivel sectorial es necesario conocer de ante-
mano un vector de precios relativos. Portante,
los modelos multisectoriales, que definen e
valor agregado de un sector como lavariable
dependiente de una "funcién de produccion”
cuyos argumentos son los factores primarios
directos del sector, son erroneos. El problema
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simplemente se agrava s en vez de factores
primarios totales se usan como argumentos
factores primarios directos. Por Ultimo, aun-
gue no menosimportante, es apropiado sefialar
que laformareducidadel conjunto de funcio-
nes de produccion neta que surgen de un con-
junto dado de funciones de produccion bruta
no conservalas trazas de |os encadenamientos
interindustriales originales, de manera que las
ecuaciones originales no pueden recuperarse
trabajando en sentido inverso. Como conse-
cuencia, las funciones de produccion neta no
pueden dar cuenta del intercambio de bienes
intermedios entre los sectores (o entre nacio-
nes, s € modelo es de economia abierta).
Ademés, las restricciones que laeconomia en-
frenta debido ala existenciade requerimientos
de insumos intermedios no pueden ser identi-
ficadas con una tecnologia cuyas transaccio-
nes interindustriales son implicitamente in-
corporadas. La tecnologia como un conjunto
de "cgas negras', o funciones de produccion
neta, puede simplificar € analisis econémico,
pero oscurece €l andlisis de las relaciones in-
tersectoriales.

Creemos que | as anteriores razones j usti-
fican unaaproximacion al andlisis multisecto-
rial que evite todoslos problemas que latrans-
formacion de Samuelson puede enfrentar. La
formaobviade hacerlo es modelando latecno-
logia desde el comienzo con un conjunto de
funciones de produccion bruta. Este procedi-
miento es inevitable s las condiciones de Sa-
muelson no aplican.

3. LaTransformacion en
Presencia de Externalidades

3.1 Una Mercancia

L a seccion anterior supuso explicitamen-
te que no existen externalidades tecnol dgicas
en el proceso de produccién. Sin embargo,
desarrollosrecientesenlateoriadel crecimien-
to han sugerido un rol definitivo para las ex-
ternalidades como una fuente de crecimiento
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economico endégeno. El problemaque quere-
mos enfrentar ahoraes s la transformacién de
Samuel son es vélidacuando tales externalida
des se presentan en la economia.

Arrow (1962), Sheshinski (1967), Romer
(1986) y otros han mostrado que extemalida-
des de aprendizaje en la practica ("learning-
by-doing") y de difusién de conocimientos
pueden ser incorporadas en un model o compe-
titivo de crecimiento econémico s las firmas
individuales no pueden explotar el proceso de
creaciOny transferencia del conocimiento. Es-
tos autores consideran externalidades que sur-
gen del conocimiento agregado de la econo-
mia, €l cual puede estar incorporado o noenel
stock agregado de capital. Tales externalida
des no afectan latransformacion de las funcio-
nes de produccién bruta en neta en la medida
que € acervo de factores primarios esta dado
en el periodo de produccion. Asi, laasignacion
defactoresy hienes intermedios entre sectores
no puede afectar | os coeficientes tecnol dgi cos.
Para examinar esta afirmacion volvamos a
nuestra funcion de produccién agregada modi-
ficada con progreso técnico neutral:

[23] X=AF(N,K,Q),

donde la notacién previa se mantieney A esel
coeficiente tecnolégico que se define como
sigue:
[24] A=AKK) , AK) >0

Suponemos que A es una funcién cre-
ciente del nivel agregado de capital. Laintui-
cion de este enfoque es la extemalidad de
aprendizaje en la practica que se asocia con €l
acervo de capital: entre mas capital se acumu-
le, méas conocimiento se produce y transfiere
por efectos de difusion.

Para calcular la funcion de produccion
neta seguimos un procedimiento similar a de
laseccion 2.2. Pero entonces esinmeditamente
claro que este procedimiento no va a ser dife-

rente a anterior a excepcion del coeficiente A
gue setomacomo una constante. Por tanto, € cal-
culo mencionado arroja la siguiente ecuacion:

[25] Y = A{F.N + FK),

donde las derivadas con asterisco se evallan
en e optimo; € resto de la notacion ya es
conocida. Esta funcion de produccién exhibe
rendimientos constantes a escala anivel de la
firma -donde e nivel tecnolégico se supone
dado-, pero muestrarendimientos crecientes a
nivel agregado. Por tanto, latransformacion de
Samuel son es exitosa en este caso.

Consideremos ahora la aparentemente
inocente variacién de la funcién de progreso
técnico A:

[26] A=A(K,Q), A, >0A, > O

Estavariacién podria sustentarse con base en
la difusion de conocimiento y aprendizaje en
lapréctica. Podriamos argumentar que €l capi-
tal agregado, K, incorpora € conocimiento
social, mientras que el insumo intermedio
agregado, Q, reflgja el proceso de aprendizaje
en la préactica por difusion de innovaciones
tecnol gicas entrefirmasy sectores. Por tanto,
el coeficiente tecnolégico, A, es unafuncién
creciente en estas dos variables. El problema
es, de nuevo, encontrar la funcién que maxi-
miza el producto neto, Y, definido como la
diferencia entre produccion bruta e insumo
intermedio. Dados €l acervo de capital, K,y €
tamafio de lafuerzade trabgjo, N, lacondicion
de primer orden paralamaxirrizacién del pro-
ducto neto es

N ~=AF+AF - 1=0 ,
°Q

donde los argumentos de la funcion F () han

sido suprimidos por simplicidad en la no-

tacién. Esta condicién muestra que la asig-

nacién de insumos intermedios tiene ahora un

89
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efecto adicional sobre la productividad mar-
ginal propia que no estaba presente en el caso
sin cambio tecnol 6gico (véaselaecuacion [4]).
Este es precisamente € efecto del proceso de
aprendizaje sobre la productividad marginal.

Ahora, expandiendo la funcion de pro-
duccién bruta (ecuacion [23]), y usando el
teorema de Euler, la definicion de producto
netoy laecuacién [27], obtenemos:

[28] Y=X-Q"=A(F.N + KK)+AQ',

donde las defivadas con asterisco se evallan
en la asignacion éptima del insumo inter-
medio, Q'. Asi, laecuacion [28] muestra que
en este caso no podemos reducir lafuncién de
producién bruta en una funcién de produccién
netaque preserve las cualidades de laanterior.
Latransformacién de Samuelson en este caso
todavia es posible s e nivel tecnoldgico,
A ("), es una ecuacion logaritmica en Q, de
manera que €l término AQQ' en la ecuacion
[28] seaunaconstantey lafuncion de produc-
cion neta se defina sdlo en términos de los
factores primarios (N y K). Sin embargo, in-
clusive en este caso la transformacion pierde
lapropiedad de homogeneidad lineal.

Porque el insumo intermedio agregado
contribuye a la produccién y también genera
conocimiento intangible (o habilidad técnica)
lacual, asuvez, aumentalaproductividad total
de los factores, tenemos una forma particular
de produccion conjuntay rendimientos cre-
cientes aescala. Por tanto, las condiciones de
Samuelson se violan y la transformacion no
tiene lugar. Este resultado reguiere que € in-
sumo intermedio agregado seaunavariable de
escogencia para la maximizacion del producto
neto (lo cua es parte de latransformacion). En
€l caso anterior, donde las externalidades eran
generadas por €l capital agregado o el conoci-
miento agregado, también teniamos produc-

4 Podriamosseguir considerando un crecimientotécnico
neutral, pero la variacién propuesta no modifica la
esencia de nuestro andlisisy simplifica el algebra.

90
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cién conjuntay rendimientos constantes a es-
cala; sin embargo, la transformacion de Sa
muel son no se afectd porque ni el capital agre-
gado ni el conocimiento agregado son
variables de escogenciapara la maximizacion
del producto neto.

3.2 Dos Mercancias

Podriaarguirse que lafalade latransfor-
macion de Samuelson en el caso anterior se
encuentraen el hecho de que el insumo inter-
medio es unafuente de externaidades. Pero €l
asunto fundamentd es s la transformacion
afecta la asignacion de factores e insumos la
cual, asuvez, afectael nivel tecnoldgico. Por
tanto, una externalidad que tenga un origen
sectorid invalida la transformacion de Sa
muelson Para mostrar esto, examinemos un
sistema econdmico de dos sectores en €l cual
€l progreso tecnolégico aumenta la capacidad
productiva dd trabgo". Consideremos enton-
ces las siguientes funciones de produccion
brota lineal mente homogénesas:

[29] XX tFtANELKtM ,
y
[30] X, = GBN,K.X)

donde ANi y BN, son los insumos de trabgjo
en unidades de eficiencia. Los coeficientes
tecnolégicos A y B se definen como sigue

[31] A=A (K) AX),
y
[32] B=BK) , BX)

Las restricciones del monto total de los
factores primarios todavia aplican (ecuaciones
[12] y [13]), y lasdefiniciones de producion
neta son por supuesto las mismas (ecuaciones
[10] y [11]). Lajustificacion para este tipo de
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sistema puede ser que € conocimiento es ge-
nerado primariamente en un sector (el paradig-
ma que tenemos presente es una economia
donde el sector manufacturero invierte en nue-
VvOS conocimientos mientras el sector agricola
obtiene la nueva tecnologia por aprendizaje y
efectos de difusion). En cualquier caso, € sis-
temaecondmico en su conjunto sebeneficiade
lainversion realizada en el sector 2.

Procediendo como en los casos anterio-
res, definamos la funcion de produccion neta
de lamercancia 1 como sigue:

[33] YAMaxIFQiNt.Ki.Xu-Xa],
sujeta a
[34] X, = G[B(tf-N),(K~K),X].

Las variables de escogencia en este pro-
blemasonNi, K,, y X,2. Las correspondientes
condiciones de maximizacién de primer orden
son las siguientes:

L*°1 . ~" = FA-FGB = Q,
oNi Q
[36] Ne=F -F NA'
-F [G,(tf-N)B'+G]=0,
[37] n - = FXlGX\-\: Ql

donde el subindice E denota la derivada
parcial con respecto al trabajo en unidades
deeficiencia.

Ahora, expandamos las ecuaciones [33]
y [34] usando el teoremadeEul er:

[38] 1, =FuA N, +FK+FX, -X, .

5 Usando laecuacion [36] obtenemos

(F'K-FXIG'K) =FINiA'+(.Ni-NifcG'.B'*0

Un resultado similar se obtiene para la funcién de
produccion neta de lamercancia 2.

(39] X, = GBQ*-N)
+ G(K-K) + GX.

Sustituyendo la ecuacion [39] enlaecua
€ion [38] y usando las condi ciones de maximi-
zacion obtenemos

[40] Y ffiAtf + iIFNGDiZ
+ (F*K—Fxj G') Kj.

Siguiendo un procedimiento paralelo
también obtenemos

[41] Yz = (Gll‘)Ble + (G-XIFK)Ki
+ (GG F)K.

En estas dos ecuaciones lasvariables con
asterisco se evallan en €l punto éptimoy €l
superindice "T" denota requerimientos totales
del factor. Claramente, las funciones de pro-
duccién neta dependen del nivel directo de
capital. Utilizando la condicién de primer or-
den para €l capita puede mostrarse que los
coeficientes asociados alos montos directos de
capital son diferentes acero si A'(K,) >0 o
B'(K,) > 0°. Ademés, esclaro quelasfuncio-
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nes transformadas no experimentan rendi-
mientos constantes a escala. Por tanto, la trans-
formacion de Samuelson falla nuevamente.

Si aguna intuicion debe darse para estos
resultados es posiblemente la siguiente: cam-
bios tecnol 6gicos asociados a las extemalida-
des que, a su vez, son causados por reasigna-
ciones de factores primarios y/o insumos
intermediosimpiden lareduccion delosbienes
intermedios en términos de factores primarios.
Por tanto, s tales cambios ocurren latransfor-
macion de Samuelson no tiene lugar. Estasi-
tuacion se presenta claramente cuando latec-
nologia de un sector se caracteriza por
produccion conjunta de bienes'y conocimien-
to. En este caso cualquier variacion en laasig-
nacion de recursos tiene un efecto doble sobre
el nivel tecnoldgico: un efecto directo, que
corresponde a la productividad propia de los
factores, mas un efecto indirecto debido ala
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externalidad. Por tanto, es latecnologia cam-
biantelo queimpidelaexpresion delosbienes
intermedios en términos de factores primarios.

4. Conclusiones

Los eslabonamientos interindustriales
son importantes. Algunas veces podemos evi-
tarlos en el andlisis macroeconémico por me-
dio de la transformacién de Samuelson, pero
en otras ocasiones no es posible. Ademés,
incluso si el nivel tecnolégico es inde-
pendientedel grado deintegraci éntecnol égica
entre los sectores, €l andlisis de los eslabona-
mientos interindustriales puede ayudarnos a
entender los efectos de retroalimentacion del
cambio tecnol6gico entre sectoresy entre na-
ciones. Estos objetivos se alcanzan més fécil-
mente con modelos econémicos que incorpo-
ran funciones de produccion bruta.
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