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Resumen

Se obtienen expresiones que extienden la teoŕıa de Lifshitz, la cual es una

generalización del efecto que describió Casimir en 1947. Se estudiaron dos casos

particulares: el caso isotrópico y el caso anisotrópico uniaxial [1]. Para el primer

caso, se consideraron las caracteŕısticas de la enerǵıa y la fuerza de Casimir para

los aislantes topológicos haciendo uso del formalismo de la matriz de scattering,

también conocida como matriz de dispersión [2]. Se encontró que, a través del

efecto magnetoeléctrico, los aislantes topológicos pueden mezclar los campos

de inducción eléctrica, E y magnética, B, y, por lo tanto, se encuentra que

las polarizaciones TE y TM se mezclan en la reflexión (transmisión) a través

de una interfaz de aislante topológico, es decir, que si tenemos un campo que

incide con una polarización TE además de la onda reflejada (transmitida) con

las misma polarización TE también tendremos una onda reflejada (transmitida)

con polarización TM y viceversa, para una onda incidente con polarización

TM tenemos ondas reflejadas (transmitidas) con polarización TM y TE. Esto

conduce a nuevos patrones de campo cerca de la superficie de un aislante topológico.

Para el segundo caso, investigamos el carácter del torque y la fuerza de van der Waals

(vdW) entre dos placas aislantes topológicas (TI) coplanares y dieléctricamente

anisotrópicas separadas por una brecha de vaćıo en el ĺımite de no-retardo, donde

los ejes ópticos de las placas son perpendiculares a la dirección normal. Mediante

el uso del Principio del Argumento, se expresó la enerǵıa del sistema con aislante

topológico en forma de una integral de contorno que permite calcular la suma de

los valores de la enerǵıa del sistema en todos los ceros y polos de la relación de

dispersión que incluye el término topológico. Encontramos que además de la fuerza

de acoplamiento magnetoeléctrica, la anisotroṕıa también puede influir en el signo

de la fuerza de vdW, es decir, una fuerza vdW repulsiva puede volverse atractiva si

la anisotroṕıa y/o el término topológico aumentan lo suficiente. Además, la fuerza

vdW oscila en función de la diferencia angular entre los ejes ópticos de las placas de

TI, de tal forma que con una correcta elección de los parámetros podemos tener una

fuerza que oscila entre fuerza repulsiva y atractiva. Encontramos dos configuraciones

en las que es posible obtener fuerzas de carácter repulsivo: la primera consiste

en 2 placas de aislante topológico de igual magnitud, pero signos opuestos y la

segunda configuración consiste en una placa de material dieléctrico convencional que

interactúa con una placa de aislante topológico con término topológico negativo;



4

en esta configuración también es posible obtener fuerzas tanto repulsivas como

atractivas. Finalmente, encontramos que el torque de vdW para placas de TI es

generalmente más débil que el de los materiales dieléctricos convencionales.



Contenido

1 Introducción 9

1.1 Las fuerzas de Van der Waals . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10

1.2 El efecto Casimir . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11

1.2.1 Interacciones Átomo-Placa . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13
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2 La Teoŕıa de Lifshitz 23
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Caṕıtulo 1

Introducción

El efecto Casimir describe la atracción entre dos placas paralelas perfectamente

conductoras y sin carga confinadas en el vaćıo. Fue el f́ısico holandés Hendrik B.

G. Casimir el primero que predijo este fenómeno en su art́ıculo de 1948, que lo

describió como la diferencia de presión en ambos lados de una placa causada por

la diferencia en las fluctuaciones de vaćıo en el exterior y en medio de las placas

[3, 4]. El efecto lo generalizaŕıa luego Lifshitz al caso de 2 medios dieléctricos

semi-infinitos que interactúan a través de una brecha dieléctricamente diferente

a una temperatura finita. Durante mucho tiempo, la opinión predominante fue

que las interacciones Casimir/van der Waals (vdW) entre cuerpos dieléctricamente

similares son siempre atractivas, y de hecho constituyen un problema principal de

fricción sin contacto y fricción en dispositivos micro-śısmicos [5]. Estos problemas

han motivado la búsqueda de formas de hacer que las interacciones Casimir/vdW

sean menos atractivas o incluso repulsivas. Y es que a pesar del desarrollo de útiles

herramientas de cálculo, culminadas por el desarrollo del formalismo de dispersión

[6, 7], la posibilidad de lograr la repulsión en vaćıo entre dos placas de material

todav́ıa es inalcanzable de forma experimental. En el aspecto teórico, se sabe

que dos placas dieléctricas pueden repelerse cuando se sumergen en un medio con

propiedades ópticas muy espećıficas [8, 9] y que ninguna situación simétrica de

espejo puede dar lugar a repulsión [10]. Estas restricciones convierten la búsqueda

del comportamiento repulsivo en el vaćıo en un desaf́ıo dif́ıcil que puede resolver

problemas de fricción en aplicaciones de dispositivos [11, 12].

9
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1.1 Las fuerzas de Van der Waals

Figura 1.1: Descripción gráfica de las fuerzas de Van der Waals se posicionan los
dos dipolos en el eje x para simplificar cálculos (figura sacada de [13]).

Aunque el efecto Casimir es la demostración más palpable de la existencia de ondas

electromagnéticas en el vaćıo, existieron cálculos previos que guiaron a Casimir y

a Polder a este resultado siendo el trabajo más antiguo el efectuado por Van der

Waals [14]. En su modelo de 1873 Van der Waals consideró que la interacción entre

2 átomos se pod́ıa ver como 2 osciladores armónicos separados a una distancia R

(donde R es mucho mayor que radio de los átomos).

Cada oscilador consta de cargas ±e con separación x1 y x2, como se ve en la figura

[1.1]. Entonces el hamiltoniano H0 para el sistema sin perturbar viene dado por

H0 =
1

2m
p2

1 +
1

2
Cx2

1 +
1

2m
p2

2 +
1

2
Cx2

2, (1.1)

donde C es la constante de fuerza de cada oscilador. Por otro lado, el resultado

clásico para la enerǵıa de interacción H1 de dos dipolos de momentos dipolares p1

y p2 separados una distancia R es

H1 =
e2

R
+

e2

R + x1 − x2

− e2

R + x1

− e2

R− x2

; (1.2)

dado que |x1|, |x2| � R, si expandimos la anterior ecuación obtenemos

H1
∼= −

2e2x1x2

R3
. (1.3)

Podemos diagonalizar el hamiltoniano total H0 + H1 aplicando la siguiente
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transformación

xs ≡
1√
2

(x1 + x2); xa ≡
1√
2

(x1 − x2) ⇒ x1 =
1√
2

(xs + xa); x2 =
1√
2

(xs − xa).

ps ≡
1√
2

(p1 + p2); pa ≡
1√
2

(p1 − p2) ⇒ p1 =
1√
2

(ps + pa); p2 =
1√
2

(ps − pa).

Donde s y a denotan los modos simétrico y antisimétrico. Entonces, el hamiltoniano

total H0 + H1 se transforma en

H =

[
1

2m
p2
s +

1

2

(
C − 2e2

R3

)
x2
s

]
+

[
1

2m
p2
a +

1

2

(
C +

2e2

R3

)
x2
a

]
, (1.4)

de tal forma que las frecuencias de los osciladores vienen dadas por

ω =

(
C

m

)1/2 [
1± 2e2

R3

]1/2

= ω0

[
1± 1

2

(
2e2

CR3

)
− 1

8

(
2e2

CR3

)2

+ ...

]
. (1.5)

Entonces la enerǵıa del punto cero del sistema es 1
2
~(ωs + ωa), donde s y a denotan

(como ya se señalo) los modos simétrico y antisimétrico, con ω0 = (C/m)1/2. La

enerǵıa de interacción entre los dipolos se puede escribir entonces como

∆U =
1

2
~(∆ωs + ∆ωa) = −~ω0

8

(
2e2

CR3

)2

= − A

R6
. (1.6)

Esta interacción atractiva es llamada como interacción de Van der Waals, interacción

de London, o interacción inducida dipolo-dipolo [13]. Debido a la dependencia de

R−6, la interacción aumenta rápidamente a distancias cortas. Pero ¿qué sucedeŕıa si

consideramos la distancia entre los dipolos lo suficientemente grande para incluir

los efectos de retardo? Fue Casimir quien en 1947 en una investigación que

llevaba a cabo para Philips, encontró que la interacción entre part́ıculas decáıa más

rápidamente con la distancia (a distancias muy grandes), con la potencia de r−7 en

lugar de la r−6 de la que se deriva la ecuación de Van der Waals.

1.2 El efecto Casimir

Como ya se mencionó el efecto Casimir describe la atracción entre dos placas

paralelas perfectamente conductoras y sin carga confinadas en el vaćıo. Casimir

propuso comparar dos situaciones: la enerǵıa de las fluctuaciones del vaćıo entre
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Figura 1.2: Descripción f́ısica del efecto de Casimir: El vaćıo que interacciona con
las placas acercará las dos placas paralelas que estén muy próximos entre śı (figura
sacada de [15]).

una placa metálica y un gas de electrones y la correspondiente a las fluctuaciones

del vaćıo en presencia de unas “condiciones de contorno”, es decir, cuando el

vaćıo está sometido a ciertos ĺımites, donde las magnitudes f́ısicas han de tomar

valores determinados. La diferencia entre ambas enerǵıas tiene un valor intŕınseco,

independiente de donde hayamos colocado el origen de enerǵıas [Apéndice A].

Para ilustrar el ejemplo más básico del efecto Casimir, consideraremos el mismo

sistema que Casimir demostró en su segundo documento de 1948: la enerǵıa del

vaćıo de dos placas conductoras paralelas muy juntas (figura [1.2]) [3]. En este caso

(que corresponde al efecto que lleva su nombre) Casimir consideró dos placas ideales,

perfectamente conductoras y de extensión infinita (todo en aras de simplificar los

cálculos) colocadas en el vaćıo del campo electromagnético (es decir, en ausencia de

un campo ordinario, generado por algún sistema material). Todo campo, incluso en

su estado vaćıo, ejerce una presión de radiación que es proporcional a la derivada

de la enerǵıa con respecto a la distancia ∂E
∂L

de los distintos modos de vibración.

Resultó, en el caso de las dos placas, que los modos que contribuyen a la fuerza

atractiva dominan ligeramente sobre los modos resonantes que tienden a separar las

placas. Por consiguiente, sumando todos los efectos, las placas tienden a juntarse.

Esa fuerza Fc es inversamente proporcional a la separación entre las placas L elevada

a la cuarta potencia, con una constante de proporcionalidad en la que intervienen

solamente constantes fundamentales, como la de Planck ~ y la velocidad de la luz c.
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Aśı,

Fc = − ~cπ2

240L4
. (1.7)

La magnitud Fc se denomina fuerza de Casimir. Para una separación de 10nm,

(equivalente a cien veces el tamaño caracteristico de un átomo) el efecto Casimir

produce el equivalente a una presión de una atmósfera.

1.2.1 Interacciones Átomo-Placa

En la década de 1940, Verwey y Overbeek, al investigar soluciones coloidales [16],

desarrollaron una teoŕıa de la cohesión de coloides (soluciones ĺıquidas que contienen

una suspensión de part́ıculas) en la cual las fuerzas de London-van der Waals

manteńıan las part́ıculas de dicho ĺıquido juntas. Sin embargo, sus predicciones

para los coloides compuestos de part́ıculas más grandes no fueron confirmadas

experimentalmente: la fuerza de atracción cayó más rápido que el r−7 predicho

por su modelo. Overbeek sugirió que las predicciones de su modelo podŕıan volverse

inexactas a medida que aumentaba la distancia entre las part́ıculas. Para distancias

mayores que las longitudes de onda de transición atómica, la velocidad finita de la

luz perturbará significativamente la enerǵıa de interacción electromagnética entre

part́ıculas, dando lugar a una fuerza de atracción reducida [16]. Las consecuencias

de la propagación de la luz finita, conocidas como ”efectos de retardo”, podŕıan ser

modeladas por la teoŕıa recientemente desarrollada de la electrodinámica cuántica.

En 1948, Casimir y Polder extrapolaron esta ĺınea de pensamiento [3, 4] a dos

placas conductoras paralelas muy juntas, un argumento que finalmente condujo a la

obtención de la fuerza entre dichas placas paralelas. Sin embargo, su primer art́ıculo

ignoró el contexto coloidal aunque, consideró la interacción directa de dos casos: un

átomo cerca de una placa conductora y dos átomos cercanos.

El primer caso consiste en un átomo neutro que se coloca muy cerca del centro

de una placa de una gran cavidad conductora. Casimir comenzó por encontrar los

modos normales para el campo electromagnético dentro de la cavidad, y calcular el

operador Ĝ que describe la interacción átomo-campo. Como en el caso de placas

paralelas, incluso la diferencia de enerǵıas entre el átomo cercano y el lejano son

divergentes y requieren renormalización.

Por otro lado, el ignorar la variación del campo electromagnético dentro del átomo

da lugar a una divergencia infinita en la enerǵıa de interacción. Aśı que en lugar

de modelar rigurosamente la estructura atómica, Casimir y Polder multiplicaron

la enerǵıa por un regulador e−γz. También hay un polo simple en la expresión de
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enerǵıa electrostática, que se elimina al integrarse muy cerca del polo. En ambos

casos, las funciones se renormalizan tomando el ĺımite cuando γ y z se acercan a

cero. La enerǵıa finalmente toma la forma

∂E = − 2

π

∑
n

∫ ∞
0

knu
2du

u2 + k2
n

e2uR

2R
|qn|2

(
1 +

2

2uR
+

2

4u2R2

)
, (1.8)

donde cada n corresponde a la contribución de un nivel de enerǵıa degenerado. Lo

importante para extraer de esta expresión es que la fuerza entre un átomo y un plano

conductor viene dada por R−3 para distancias cortas, pero cambia a R−4 a medida

que aumenta la distancia. De hecho, la enerǵıa para R pequeña es exactamente la

enerǵıa predicha clásicamente por London, mientras que la interacción a grandes

distancias se modifica a medida que los efectos de retardo se vuelven significativos.

La aparición de la enerǵıa de London en el ĺımite de pequeñas distancias sugiere que

el efecto Casimir reemplaza, la teoŕıa existente de interacciones electromagnéticas

que involucran part́ıculas neutras. Este punto de vista también es sugerido por el

segundo caso de Casimir y Polder: la interacción de dos átomos.

1.2.2 Interacciones Átomo-Átomo

Casimir y Polder también trataron la interacción entre dos átomos neutros,

nuevamente usando la teoŕıa de la perturbación pero a diferencia del caso anterior

(en el que utilizaron teoŕıa de perturbación de segundo orden) en este caso usaron

la aproximación de cuarto orden. En calidad de estados no perturbados tomaron los

estados atómicos (independientes del campo y entre śı) y el campo de radiación en el

espacio vaćıo. El operador de la perturbación se calculó sumando las contribuciones

de la interacción electrostática de los dos átomos, y sus respectivas interacciones con

el campo electromagnético.

El cálculo (el cual no es trivial) subsiguiente revela nuevamente que en el ĺımite de

R pequeña, la interacción de campo da lugar a las mismas fuerzas del modelo de

London, en el cual la fuerza decae con R−6. Sin embargo, para R grande, los efectos

de retardo comienzan a afianzarse, y la fuerza comienza a disminuir con R−7.

Lo destacable de estas dos derivaciones es que al tomar en cuenta la velocidad finita

de la luz, Casimir y Polder utilizaron todas las herramientas de la electrodinámica

cuántica para abordar un problema que antes no se teńıa en cuenta, y descubrieron

un resultado inesperado que también podŕıa interpretarse como un efecto del vaćıo

cuántico.



1.3. La Fuerza repulsiva de Casimir (La teoŕıa de Lifshitz) 15

1.3 La Fuerza repulsiva de Casimir (La teoŕıa de

Lifshitz)

Figura 1.3: El efecto Casimir con un medio dieléctrico entre las placas (figura sacada
de [17]).

En 1954 Lifshitz encontró una forma de agrupar todos los resultados obtenidos

por Casimir en una sola teoŕıa, considerando las placas como medios dieléctricos

semi-infinitos, y el medio que separaba dichas placas con una permitividad dieléctrica

diferente del vaćıo. Se encontró que el carácter de la fuerza pod́ıa ser repulsivo, lo

cual fue comprobado experimentalmente muchos años después por Munday, Capasso

y Parsegian [12], que usaron una esfera de oro y un plano de silicio rodeado de

bromobenceno ĺıquido para encontrar estas fuerzas repulsivas.

Para comprender este fenómeno, consideremos una sola placa metálica plana y

delgada de espesor d. Se debe considerar que en la superficie se presentan plasmones

[18]. De esta forma para calcular la presión asociada a los plasmones superficiales,

se debe considerar una placa metálica con una constante dieléctrica

ε(ω) = 1−
ω2
p

ω2
, (1.9)

La ausencia de cargas externas conduce a que la ecuación de continuidad para el

desplazamiento eléctrico tome la forma [19]:

∇ ·D = 0, (1.10)

donde D = εE. A continuación, se sabe que la componente normal de D es continua,

a través de las fronteras y que∇·E = 0, excepto en los ĺımites donde ε es discontinuo.

Entonces al escribir el potencial escalar eléctrico, ~E = −∇Φ, obtenemos la ecuación

de Laplace

∇2Φ = 0 (1.11)

Debido a la simetŕıa relativa al plano z = 0, existen soluciones tanto par como
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impar, pero por simplicidad consideraremos solo los valores positivos de z

Φ =

Φ0 cos
(
~k · ~r + δ

)
(ekz ± e−kz), 0 < z < d/2,

Φ0 cos
(
~k · ~r + δ

)
e−kz(ekd ± 1), z > d/2,

(1.12)

donde ~k y ~r son vectores del plano x − y y δ es una fase arbitraria. Ahora bien,

derivando la componente normal del campo eléctrico E en la frontera obtenemos

Ez =

−kΦ0 cos
(
~k · ~r + δ

)
(ekd/2 ∓ e−kd/2), 0 < z < d/2

kΦ0 cos
(
~k · ~r + δ

)
(ekd/2 ± e−kd/2), z > d/2

(1.13)

Sabiendo que la componente normal de D es continua en la frontera, la expresión

para ε la podemos obtener de las referencias [20, 21]. Y por medio de estas

condiciones de frontera

ε(ω) = −
(
ekd/2 ± e−kd/2

ekd/2 ∓ e−kd/2

)
. (1.14)

Calculando la relación de dispersión obtenemos

ω±(k) =
ωp√

2

√
1∓ e−kd, (1.15)

la enerǵıa del punto cero para los plasmones es entonces

E0(d) = ~
(
L

2π

)2 ∫ [(
ω+(k)− ωp√

2

)
+

(
ω−(k)− ωp√

2

)]
d2k (1.16)

Al igual que en el caso de Casimir tomamos el ĺımite k →∞. Finalmente, la fuerza

por área se puede calcular como:

F (d) = − 1

L2

∂E0(d)

∂d
= 0.0078

~ωp
d3

(1.17)

La propiedad más significativa del resultado no es el número en śı sino su signo, un

número positivo significa una fuerza repulsiva.

Recientemente [1], se encontró que dos placas dieléctricamente similares pueden

repelerse entre śı en el vaćıo a través de las fuerzas de Casimir/vdW, si estas capas

están hechas de aislante topológico (TI) [22, 23, 24, 25]. Estos TI se caracterizan

por tener un parámetro topológico, que puede dar lugar a un comportamiento

electrodinámico exótico como la inducción de un monopolo magnético por una carga

eléctrica cerca de una superficie del TI [24]. Al ajustar este parámetro, se puede

lograr la “repulsión de Casimir”, y f́ısicamente dicha repulsión es una consecuencia
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de la mezcla de polarización inducida por el acoplamiento magneto-eléctrico [26].

1.4 Aislantes Topológicos

En 2016, el Premio Nobel de f́ısica fue otorgado a D.J. Thouless, F.D. Haldane y

J.M. Kosterlitz “por los descubrimientos teóricos de transiciones de fases topológicas

y fases topológicas de la materia” en la década de 1980 [27]. El aspecto notable

de las fases topológicas de la materia es que, a diferencia de la mayoŕıa fases

ordinarias de la materia, no pueden ser clasificadas por la teoŕıa de las transiciones

de fase de Landau. Esta teoŕıa ha sido la base de las clasificaciones en la f́ısica

de estado sólido, afirmando que cada transición de fase está acompañada por la

ruptura repentina de una simetŕıa distinta y continua. Estas transiciones de fase

topológicas, también conocidas como transiciones de fase KT, deben su origen a

los vórtices de Abrikosov, predichos en 1957 y premiados con el Premio Nobel de

F́ısica de 2003 (junto a Ginzburg y Leggett). Los vórtices cuánticos son defectos

topológicos que se observan en superfluidos y superconductores. Onsager predijo

en 1947 que, en superfluidos, estos vórtices cuánticos (en los que está cuantizado

el momento angular) son claves en las transiciones de fase. Feynman en 1955 y

Abrikosov en 1957 descubrieron que el campo magnético en un superconductor de

tipo II también presenta este tipo de vórtices cuánticos (pero lo que está cuantizado

es el flujo magnético) y similares transiciones de fase.

Kosterlitz y Thouless demostraron en 1972 (Berezinskii lo hizo en 1971, pero falleció

en 1980) que pod́ıan existir transiciones de fase mediadas por vórtices cuánticos

en materiales planos 2D, pero que eran transiciones de fase topológicas, en lugar

de transiciones de fase con rotura de simetŕıa, las llamadas transiciones de fase

KT (también BKT). En estas transiciones de fase los vórtices se aparean (algo

inspirado en el apareamiento de electrones en los pares de Cooper que explican la

superconductividad) por debajo de una temperatura cŕıtica.

Por otro lado, en presencia de un campo magnético externo, el campo

electromagnético en un material bidimensional se describe por el llamado

potencial de Berry. La aplicación de la simetŕıa gauge local a dicho campo conduce

a que su circulación esté cuantizada (en función del primer número de Chern);

básicamente, el potencial de Berry sólo puede dar vueltas completas a un defecto

y el número de vueltas completas debe ser un número entero (positivo o negativo

según la dirección), la llamada carga topológica.
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Figura 1.4: Descripción de la teoŕıa de bandas para un material conductor, un
semiconductor y un aislante (figura sacada de [23]).

Pero entonces ¿cómo se define un aislante topológico? para esto recordemos la

diferencia entre conductores y aislantes. Un conductor, presenta una resistencia

muy baja al movimiento de los electrones, los aislantes regularmente no conducen

electricidad a menos que se rompa su constante dieléctrica. Para explicar estos

dos comportamientos recurrimos al modelo de bandas. La banda de valencia es la

región permitida de menor enerǵıa que pueden habitar los electrones, la banda de

conducción, más energética, es en la que los electrones se pueden mover con libertad

produciendo corrientes eléctricas. Descrito desde la teoŕıa de bandas, si las bandas

de conducción y de valencia se solapan o se tocan tenemos un conductor. Si están

separadas por una banda prohibida estrecha tenemos un semiconductor, pero si la

banda prohibida es ancha tenemos un aislante.

La diferencia entre un aislante topológico y uno convencional es el número de

veces que las bandas asociadas a los estados de conducción superficial cruzan el

nivel de Fermi en la semicelda unidad (la mitad de la zona de Brillouin). Si lo

cruzan un número par de veces, tenemos un aislante convencional y estos estados

no son robustos, ya que subiendo o bajando el nivel de Fermi (dopando el material)

desaparecen. En un aislante topológico cruzan el nivel de Fermi un número impar

de veces [28]. Por tanto, son robustos, no se pueden destruir subiendo o bajando el

nivel de Fermi, es decir, tenemos estados topológicamente protegidos.

Esta cantidad que representa el número de veces que se cruza el nivel de Fermi

es conocido como el parámetro de orden topológico Θ (término topológico para

abreviar), el cual si lo extendemos a la electrodinámica de Maxwell da lugar a un
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Figura 1.5: Diferencia entre los aislantes convencionales y los aislantes topológicos.
Dos posibles conectividades, (a) tiene un número par de cruces que no están
topológicamente protegidos, (b) tiene un número impar de cruces, que corresponde
a que está topológicamente protegido (figura sacada de [28]).

Lagrangiano de Axión de la forma

∆LΘ = Θ(α/4π2)E ·B = −Θ

4
(α/4π2)FµνF̂

µν , (1.18)

donde F̂µν = 1
2
εµναβFαβ y εµναβ es el simbolo de Levi-Civita. En general, Θ puede

ser un campo dinámico, sin embargo, en este trabajo lo tomaremos como un escalar

constante, haciendo la Ec. (1.18) un pseudo-escalar. Ádemas, definido en una

variedad en la que hay dos dominios definidos por sus diferentes valores constantes

de Θ que están separados por una interfaz común o ĺımite Σ el término se puede

considerar como un parámetro efectivo que caracteriza las propiedades de un nuevo

vaćıo electromagnético que posiblemente surja de una teoŕıa más fundamental

o, como se aplica a los medios materiales, como un parámetro macroscópico

efectivo para describir nuevos grados cuánticos de libertad de materia aparte de la

permitividad habitual ε y la permeabilidad µ [29].

De esta forma nuestro modelo que se basa en la electrodinámica de Maxwell acoplada

a un término Θ de gauge invariable describe una acción de la forma [29]

S =

∫
M

d4x

[
− 1

16π
FµνF

µν − 1

4
Θ

α

4π2
FµνF̂

µν − jµAµ
]
, (1.19)

donde α = e2/~c es la constante de estructura fina y jµ es una corriente externa.

La constante de acoplamiento para el término Θ, α
4π2 , se elige de tal forma que la
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carga eléctrica total qe = 1
4π

∫
dS ·D tiene que ser un múltiplo entero de la carga del

electrón e, mientras que la carga magnética qe = 1
4π

∫
dS · B debe ser un múltiplo

entero de g = e/2α por la condición de cuantización de Dirac [30].

Hacemos una partición del espacio en dos regiones: U1 y U2 de tal manera que

Figura 1.6: Región sobre la cual se define la teoŕıa del campo electromagnético para
los aislantes topológicos (figura sacada de [29]).

los medios U1 y U2 se cruzan a lo largo de un ĺımite bidimensional común Σ, que

llamaremos el ĺımite Θ, de modo que U = U1 ∪ U2 y Σ = U1 ∩ U2, como se muestra

en la Figura (1.6). También suponemos que el campo Θ es constante por tramos de

tal manera que toma el valor constante Θ = θ1 en la región U1 y el valor constante

Θ = θ2 en la región U2. Esta situación se expresa en la función caracteŕıstica

Θ(x) =

θ1, x ∈ U1

θ2, x ∈ U2.
(1.20)

En este escenario, el término Θ en la acción no es un invariante topológico global

porque se define en una región con el ĺımite Σ. Al variar la acción, se genera un

conjunto de ecuaciones de Maxwell con una corriente adicional efectiva

∂µF
µν = αδ(Σ)nµF̂

µν + 4πjν , (1.21)

donde nµ es la normal hacia fuera de Σ, y α = α(θ1 − θ2)/π, impone la invariancia

de la dinámica clásica bajo los cambios de Θ por cualquier constante,Θ → Θ + C.

De echo la conservación se puede verificar directamente tomando la divergencia en

ambos lados de la ecuación (1.21) y usando propiedades de simetŕıa. Entonces el
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conjunto de Ecs. (1.21) para α se puede escribir como

∇ · E =αδ(Σ)B · n + 4πρ, (1.22)

∇×B− ∂E

∂t
=αδ(Σ)E× n + 4πJ, (1.23)

aqúı n es la normal a Σ que se muestra en la Figura (1.6). Adicionalmente en

este trabajo consideramos una geometŕıa simple correspondiente a una superficie Σ

tomada como el plano z = a.

Como vemos en las Ecs. (1.22-1.23) el comportamiento de Θ en las regiones U1

y U2 es el mismo que en la electrodinámica estándar. El término Θ modifica las

ecuaciones de Maxwell solo en la superficie de Σ. Aqúı Fi0 = Ei, Fij = −εijkBk,

y F̂i0 = Bi, F̂ij = −εijkEk. Las ecuaciones (1.22-1.23) también sugieren que la

respuesta electromagnética de un sistema en presencia de un término Θ se puede

describir en términos de las ecuaciones de Maxwell

∇ ·D = 4πρ , ∇×H = 4πJ, (1.24)

de esta forma las relaciones constitutivas son

D = E +
α

π
θ(z)B , H = B− α

π
θ(z)E, (1.25)

donde θ(z) viene dado por la ecuación (1.20). Volviendo al problema de los valores

permitidos de Θ para describir los aislantes topológicos. La simetŕıa de reajuste

antes mencionada Θ→ Θ+C permitiŕıa establecer Θ igual a cero en el caso clásico.

Sin embargo, desde el punto de vista cuántico, dado que para flujos eléctricos y

magnéticos adecuadamente cuantizados, Sθ/~ es un múltiplo entero de Θ, solo C =

2πn para valores enteros de n es una simetŕıa permitida, de lo contrario resultaŕıan

contribuciones no triviales a la integral de trayectoria [31]. Además, dado que E ·B
es impar bajo transformaciones t→ −t, solo Θ = 0 y Θ = π dan una teoŕıa simétrica

de inversión de tiempo. Por lo tanto, la inversión de tiempo toma Θ en −Θ, entonces

Θ = 0 es invariante de inversión temporal per se, mientras que Θ = π es invariante

después del cambio Θ→ Θ + 2πn para n ∈ Z.





Caṕıtulo 2

La Teoŕıa de Lifshitz

Figura 2.1: geometŕıa considerada por Lifshitz.

La teoŕıa básica que proporciona una descripción unificada de la interacción de van

der Waals y la interacción de Casimir entre dieléctricos planos fue propuesta por

Lifshitz en 1956 [20]. La derivación original de Lifshitz se basó en la suposición de

que los materiales dieléctricos en el estado de equilibrio térmico se caracterizan por

ser fuentes de fluctuaciones aleatorias de campos electromagnéticos de longitud de

onda larga. Formalmente, la suma de dichas fluctuaciones aleatorias en cualquier

conjunto de espacios puede ser descrita como una suma de Fourier de los modos

oscilatorios que se extienden a través del espacio. El “paso inestable” en esta

derivación, es que tratamos los modos que se extienden sobre los medios disipativos

como si fueran oscilaciones sinusoidales puras. Impĺıcitamente, este tratamiento

filtra todas las fluctuaciones y disipaciones para imaginar oscilaciones puras; solo

entonces la derivación transforma estas oscilaciones en perturbaciones suavizadas.

Consideremos la geometŕıa original de Lifshitz de dos medios dieléctricos

23
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semi-infinitos separados por un medio de ancho l. Por simplicidad supondremos

que los dieléctricos se encuentran en el vaćıo a temperatura T = 0, los materiales

son no magnéticos. En ausencia de carga y densidades de corriente, las ecuaciones

de Maxwell toman la forma

∇ ·D(t, r) = 0 , ∇× E(t, r) +
1

c

∂B(t, r)

∂t
= 0,

∇×B(t, r)− 1

c

∂D(t, r)

∂t
= 0 , ∇ ·B(t, r) = 0. (2.1)

Las frecuencias de oscilación del campo EM entre los dieléctricos deben encontrarse

a partir de la solución de la ecuación (2.1), complementada por las condiciones de

frontera de la electrodinámica clásica impuestas en los planos z = ±l/2 [32, 33].

E1,T(t, r) = E2,T(t, r) , D1,n(t, r) = D2,n(t, r),

B1,n(t, r) = B2,n(t, r) , B1,T(t, r) = B2,T(t, r), (2.2)

donde los sub́ındices ”n” y ”T” hacen referencia a las componentes normal y

tangencial, respectivamente (el sub́ındice 1 se refiere al vaćıo y el sub́ındice 2 al

medio dieléctrico). La teoŕıa de Lifshitz ignora la dispersión espacial. En este caso,

la ecuación que conecta D y E toma la forma

D(t, r) =

∫ t

−∞
ε(t− t′, r)E(t′, r)dt′, (2.3)

donde el kernel del operador integral es ε(τ, r) (aqúı consideramos un dieléctrico

isotrópico con propiedades independientes del tiempo). De acuerdo con la ecuación

(2.3), el desplazamiento eléctrico D(t, r) en la posición r y el tiempo t está

determinado por el campo eléctrico E en el mismo punto r pero en diferentes

momentos t′ ≤ t. Esto indica la presencia de la dispersión temporal. Aplicando

transformadas de Fourier,

E(t, r) =

∫ ∞
−∞

E(ω, r)e−iωtdω , D(t, r) =

∫ ∞
−∞

D(ω, r)e−iωtdω, (2.4)

y sustituyendo en la ecuación (2.3), finalmente obtenemos

D(ω, r) = ε(ω, r)E(ω, r), (2.5)
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donde, la permitividad dieléctrica dependiente de ω es,

ε(ω, r) =

∫ ∞
0

ε(τ, r)eiωτdτ. (2.6)

Para el caso de dos medios dieléctricos semi-infinitos idénticos en el vaćıo separados

por una brecha de ancho l

ε(ω, r) =

ε(ω), |z| ≥ l/2,

1, |z| < l/2,
(2.7)

donde ε(ω) viene dado por [34]

ε(ω) = 1 +
N∑
j=1

gj
ω2
j − ω2 − iγjω

, (2.8)

siendo ωj 6= 0 las frecuencias del oscilador. Las magnitudes gj son las fuerzas

del oscilador y expresan la probabilidad de absorción o emisión de radiación

electromagnética en las transiciones entre los niveles de enerǵıa de un átomo

o molécula, γj es el parámetro de frenado, y N es el número de osciladores.

Usualmente, γj � ωj. De la ecuación (2.8), la permitividad dieléctrica para ω = 0

toma la forma [35]

ε0 ≡ ε(0) = 1 +
N∑
j=1

gj
ω2
j

<∞. (2.9)

Para dieléctricos polares que consisten en moléculas que tienen un momento dipolar

intŕınseco, se debe agregar un término adicional en el lado derecho de la ecuación

(2.8).

2.1 Representación de la fórmula de Lifshitz en

términos de frecuencias imaginarias

Consideremos un campo electromagnético monocromático [14]

E(t, r) = E(r)e−iωt , B(t, r) = B(r)e−iωt. (2.10)
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Substituyendo en las ecuaciones de Maxwell (2.1) y usando las ecuaciones (2.5) y

(2.7), obtenemos que las ecuaciones dentro de los medios dieléctricos toman la forma

∇ · E(r) = 0 , ∇× E(r)− i
ω

c
B(r) = 0,

∇×B(r) + iε(ω)
ω

c
E(r) = 0 , ∇ ·B(r) = 0. (2.11)

Entonces las ecuaciones de onda para los campos son

∇2E(r) + ε(ω)
ω2

c2
E(r) = 0 , ∇2B(r) + ε(ω)

ω2

c2
B(r) = 0. (2.12)

El conjunto ortonormal completo de soluciones de la ecuación (2.12) es

E(p),k⊥,ω(r) = e(p)(z, k⊥)exp(ik⊥ · r⊥) , B(p),k⊥,ω(r) = b(p)(z, k⊥)exp(ik⊥ · r⊥),

(2.13)

donde, r = (x, y, z) = (r⊥, z), k⊥ = (kx, ky) y el sub́ındice p = TM,TE representa

cada una de las posibles polarizaciones del campo (transversal magnético y tranversal

eléctrico, respectivamente). Substituyendo la ecuación (2.13) en la ecuación (2.12),

obtenemos las ecuaciones de onda para las funciones e(p) y b(p):

e′′(p)(z, k⊥)− k2e(p)(z, k⊥) = 0 , b′′(p)(z, k⊥)− k2b(p)(z, k⊥) = 0, (2.14)

donde

k2 = k2(ω, k⊥) = k2
⊥ − ε(ω)

ω2

c2
; (2.15)

para el vaćıo k2 debe ser reemplazado con

q2 = q2(ω, k⊥) = k2
⊥ −

ω2

c2
. (2.16)

De manera similar, la primera y cuarta ecuaciones de Maxwell conducen a ecuaciones

para las proyecciones de los vectores e(p) y b(p):

e′(p),z(z, k⊥) + ikye(p),y(z, k⊥) + ikxe(p),x(z, k⊥) = 0,

b′(p),z(z, k⊥) + ikyb(p),y(z, k⊥) + ikxb(p),x(z, k⊥) = 0. (2.17)

Ahora vamos a satisfacer las condiciones de continuidad (2.2). Comenzaremos

considerando el campo eléctrico y el desplazamiento eléctrico. Hay que tener en

cuenta que e(p),z no es igual a cero solo para p = TM, por lo que ahora consideramos

el modo transversal magnético. Al usar las soluciones del campo eléctrico, la primera
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ecuación en la ecuación (2.14) la podemos representar e(TM),z de la forma

e(TM),z(z, k⊥) =


Aexp(kz), z < −l/2,

Bexp(qz) + Cexp(−qz), |z| < l/2,

Dexp(−kz), z > l/2.

(2.18)

Entonces las condiciones de continuidad para el campo eléctrico e(TM),z implica el

siguiente sistema de ecuaciones:

Akexp(−kl/2) = Bqexp(−ql/2)− Cqexp(ql/2),

−Dkexp(−kl/2) = Bqexp(ql/2)− Cqexp(−ql/2), (2.19)

Aεexp(−kl/2) = Bqexp(−ql/2) + Cexp(ql/2),

Dεexp(−kl/2) = Bqexp(ql/2) + Cexp(−ql/2).

Este es un sistema lineal homogéneo de ecuaciones algebraicas con cantidades

desconocidas A, B, C y D. Tiene una solución no trivial bajo la condición de

que el determinante de sus coeficientes sea igual a cero,

∆(TM)(ω, k⊥) ≡ e−kl[(εq + k)2eql − (εq − k)2e−ql] = 0. (2.20)

De manera similar, podemos obtener las condiciones de continuidad (2.2), para

la inducción magnética. La componente b(p),z no es igual a cero para el modo

transversal eléctrico p = TE. Entonces, la solución no trivial bajo la condición de

que el determinante de sus coeficientes (E, F , G y H) sea igual a cero es

∆(TE)(ω, k⊥) ≡ e−kl[(q + k)2eql − (q − k)2e−ql] = 0. (2.21)

Las soluciones de las ecuaciones trascendentales (2.20) y (2.21) son las frecuencias

propias del fotón ω
(TM)
k⊥,n

, n y ω
(TE)
k⊥,n

para la configuración de dieléctricos semi-infinitos

separados por un espacio de vaćıo. Por lo tanto, ∆(TM) y ∆(TE) son las funciones de

generación de modo. Además, hay que tener en cuenta que estas frecuencias propias

son complejas (porque la permitividad dieléctrica en (2.8) es compleja), con partes

imaginarias positivas que son mucho más pequeñas que las partes reales [21].

En términos de las frecuencias propias de los fotones todav́ıa desconocidas, la enerǵıa

del vaćıo del campo electromagnético en equilibrio térmico con las placas dieléctricas
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a temperatura cero viene dada por

E0(l) =
S~
4π

∫ ∞
0

k⊥dk⊥
∑
n

(ω
(TM)
k⊥,n

+ ω
(TE)
k⊥,n

). (2.22)

Figura 2.2: Trayectorias de integración (a) en el plano C1 y (b) C2 en el plano de la
frecuencia compleja. Las frecuencias de Matsubara son ξn y las frecuencias propias
del fotón son ωα [36].

Las sumas sobre las soluciones de las ecuaciones (2.20) y (2.21) se pueden calcular

usando el principio del argumento [Apendice B]. Consideramos un contorno cerrado

que consiste en un semićırculo C+ de radio infinito en la mitad derecha del plano

complejo ω con su centro en el origen, y el eje imaginario [−i∞, i∞] omitido en

sentido contrario a las agujas del reloj (figura [2.2]). Dado que las funciones ∆(TM)

y ∆(TE) no tienen polos dentro de este contorno, obtenemos

∑
n

ω
(TM,TE)
k⊥,n

=
1

2πi

[∫ i∞

−i∞
dωln∆(TM,TE)(ω, k⊥) +

∫
C+

dωln∆(TM,TE)(ω, k⊥)

]
.

(2.23)

La segunda integral en el lado derecho de la ecuación (2.23) se calcula facilmente,

bajo la suposición

lim
ω→∞

ε(ω) = 1 , lim
ω→∞

dε(ω)

dω
= 0. (2.24)
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El resultado es infinito y no depende de l:∫
C+

dωln∆(TM,TE)(ω, k⊥) = 4

∫
C+

dω. (2.25)

Introduciendo una nueva variable ξ = −iω, reorganizamos la ecuación (2.23) a la

forma ∑
n

ω
(TM,TE)
k⊥,n

=
1

2π

∫ ∞
−∞

dξln∆(TM,TE)(ω, k⊥) +
2

π

∫
C+

dξ. (2.26)

La enerǵıa dada por las ecuaciones (2.22) y (2.26) es infinita. La enerǵıa de Casimir

finita por unidad de área se obtiene mediante la resta de E0(l) de la enerǵıa del

sistema [apendice A]:

E(l) =
E0(l)

S
− lim

l→∞

E0(l)

S
. (2.27)

Esto es equivalente a despreciar la integral a lo largo de C+ y la sustitución de

∆(TM,TE)(iξ, k⊥) con ∆(TM,TE)/∆
(TM,TE)
∞ , donde

∆(TM)
∞ (iξ, k⊥) = e(q−k)l(εq + k)2 , ∆(TE)

∞ (iξ, k⊥) = e(q−k)l(q + k)2

q2 = q2(iξ, k⊥) = k2
⊥ +

ξ2

c2
, k2 = k2(iξ, k⊥) = k2

⊥ + ε(iξ)
ξ2

c2
(2.28)

Entonces el resultado finalmente es

E(l) =
~

8π2

∫ ∞
0

k⊥dk⊥

∫ ∞
−∞

dξ

[
ln

∆(TM)(iξ, k⊥)

∆
(TM)
∞ (iξ, k⊥)

+ ln
∆(TE)(iξ, k⊥)

∆
(TE)
∞ (iξ, k⊥)

]
. (2.29)

Integrando la ecuación (2.29) por partes y usando las expresiones expĺıcitas (2.20),

(2.21) y (2.28), llegamos a la fórmula de Lifshitz a temperatura cero,

E(l) =
~

4π2

∫ ∞
0

k⊥dk⊥

∫ ∞
−∞

dξ
[
ln[1−R2

TM(iξ, k⊥)e−2ql] + ln[1−R2
TE(iξ, k⊥)e−2ql]

]
,

(2.30)

donde las cantidades RTM y RTE son los coeficientes de Fresnel para las ondas

transversal magnética y eléctrica respectivamente y vienen dadas como:

RTM(iξ, k⊥) =
ε(iξ)q(iξ, k⊥)− k(iξ, k⊥)

ε(iξ)q(iξ, k⊥) + k(iξ, k⊥)
, RTE(iξ, k⊥) =

q(iξ, k⊥)− k(iξ, k⊥)

q(iξ, k⊥) + k(iξ, k⊥)
,

(2.31)

RTM(ψ0) =
ε cosψ0 −

√
ε− sin2 ψ0

ε cosψ0 −
√
ε+ sin2 ψ0

, RTE(ψ0) =
cosψ0 −

√
ε− sin2 ψ0

cosψ0 −
√
ε+ sin2 ψ0

.

(2.32)
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En las anteriores expresiones ψ0 es el ángulo de incidencia desde la brecha del vaćıo

hacia el dieléctrico. Considerando que para ondas electromagnéticas reales en el

vaćıo, sinψ0 = k⊥c/ω, vemos que RTM(ψ0) y RTE(ψ0) coinciden con RTM(ω, k⊥)

y RTE(ω, k⊥), respectivamente. Sin embargo, una propiedad importante de los

coeficientes (2.31) es que se calculan a lo largo del eje de frecuencia imaginario

y dependen de las dos variables independientes ξ y k⊥. No hay restricciones como

k⊥c ≤ ξ en las dos integraciones con respecto a ξ y k⊥ en la fórmula de Lifshitz

(2.30). Usando la ecuación P (l) = −∂E(l)
∂l

, se obtiene la fórmula de Lifshitz para la

presión de Casimir:

P (l) = − ~
2π2

∫ ∞
0

k⊥dk⊥

∫ ∞
−∞

dξq
[
[R−2

TM(iξ, k⊥)e2ql − 1]−1 + [R−2
TE(iξ, k⊥)e2ql − 1]−1

]
.

(2.33)

En la derivación anterior, se despreciaron las pequeñas partes imaginarias de las

frecuencias propias del fotón [36].

2.2 La fórmula de Lifshitz para pequeñas y

grandes distancias

Aqúı consideraremos el comportamiento caracteŕıstico de la presión P (l) para

pequeñas y grandes separaciones de l en comparación con la longitud de onda λ0 de

absorción caracteŕıstica del material dieléctrico. Para l � λ0, la región ql ∼ 1, en

la integral con respecto a k⊥ en la ecuación (2.33) corresponde a un valor bastante

grande de q. Esta es la región de altas frecuencias ξ, donde q ≈ k y, por lo tanto

RTE � RTM. Al introducir una nueva variable y = 2ql, y al cambiar el orden de

integración con respecto a ξ y a k⊥, obtenemos

P (l) = − ~
16π2l3

∫ ∞
0

dξ

∫ ∞
ξ/ωc

y2dy
[
R−2

TM(iξ, y)ey − 1
]−1

. (2.34)

donde ωc = c/2l es la frecuencia caracteŕıstica. Ahora, en la misma aproximación,

es posible reemplazar el ĺımite inferior de integración ξ/ωc con cero y cancelar los

q y k en el numerador y el denominador en la definición (2.31) del coeficiente de

reflexión RTM. Como resultado se obtiene [37]

P (l) = − H
6πl3

, H =
3~
8π

∫ ∞
0

dξ

∫ ∞
0

y2dy

[(
ε(iξ) + 1

ε(iξ)− 1

)2

ey − 1

]−1

, (2.35)
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donde H es una constante denominada la constante de Hamaker. Esta es la presión

de van der Waals sin efectos de retardo en la configuración de dos placas dieléctricas

semi-infinitas. Es de carácter no relativista y, por lo tanto, no depende de la

velocidad de la luz c.

Ahora consideramos el ĺımite opuesto de grandes distancias, que satisface la

condición l � λ0. Al mismo tiempo, se supone que la separación es lo

suficientemente pequeña como para despreciar los efectos térmicos. En este caso,

las bajas frecuencias proporcionan la contribución dominante a la presión. Como

resultado, la permitividad dieléctrica a lo largo del eje de frecuencia imaginario

puede reemplazarse con ε0 definido en la ecuación (2.9). Introduciendo variables

adimensionales

y = 2ql , ζ =
ξ

ωc
, (2.36)

y utilizando la ecuación (2.31), representamos la presión para grandes distancias de

la siguiente forma

P (l) = − π2

240

~c
l4

Ψ(ε0). (2.37)

Aqúı, la función Ψ(ε0) se define como [36]

Ψ(ε0) =
15

2π4

∫ ∞
0

dζ

∫ ∞
ζ

y2dy


(ε0y +

√
y2 + ζ2(ε0 − 1)

ε0y −
√
y2 + ζ2(ε0 − 1)

)2

ey − 1

−1

+

(y +
√
y2 + ζ2(ε0 − 1)

y −
√
y2 + ζ2(ε0 − 1)

)2

ey − 1

−1 . (2.38)

La ecuación (2.38) incluye efectos de retardo, un factor esencial en separaciones

grandes. El carácter relativista de la ecuación (2.37) se refleja en la dependencia

expĺıcita de la velocidad de la luz c. En el caso ĺımite ε0 →∞, la función Ψ(ε0)→ 1

se obtiene el caso de placas de metal ideal.

2.3 El caso Anisotrópico

Los sistemas considerados en la anterior discusión son isotrópicos. Sin embargo, los

efectos de anisotroṕıa sobre la enerǵıa y fuerza de Casimir pueden ser relevantes

en sistemas con propiedades ópticas complejas. Un componente de la interacción

entre part́ıculas coloidales suspendidas en un fluido son las fuerzas de van der Waals
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(vdW). En el ĺımite de pequeñas separaciones (régimen de no retardo, distancias por

debajo de aproximadamente 100nm), las fuerzas de dispersión están mediadas por

modos longitudinales similares a la materia localizados en las interfaces, mientras

que en el ĺımite de grandes distancias (efectos de retardo) están mediadas por modos

transversales del tipo luz que se encuentran entre las interfaces [35]. El tratamiento

cuántico-mecánico del régimen de no retardo fue iniciado por London y van der Waals

y del régimen que incluye los efectos de retardo por Casimir y Polder [3, 4]. En estos

trabajos se notó un elemento común: la fuerza tiene un signo negativo que indica

que las fuerzas son exclusivamente de carácter atractivo. Lifshitz [20] introdujo

un tratamiento macroscópico del problema donde las propiedades electromagnéticas

de los cuerpos y el medio se caracterizaron a través de funciones de permitividad

dieléctrica. Dzyaloshinskii y Pitaevskii generalizaron la teoŕıa de Lifshitz a cuerpos

no uniformes utilizando el formalismo de las funciones de Green [38]. Más tarde,

van Kampen, Nijboer y Schram desarrollaron un método para calcular la interacción

vdW basada en el conocimiento de los estados de superficie electromagnética, lo

que simplificó el tratamiento de geometŕıas complejas [39]. Se encontró que las

fluctuaciones de carga correlacionadas entre cuerpos anisotrópicos que actúan a

través de un medio anisotrópico crean pares, aśı como fuerzas atractivas o repulsivas.

Figura 2.3: la teoŕıa de Lifshitz para el caso anisotrópico [34].

Para el caso anisotrópico la permitividad dieléctrica ε es un tensor en lugar de un

escalar. Cuando los ejes principales de cada material son perpendiculares, este tensor
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se puede escribir como

ε̂(i) =

ε
(i)
x 0 0

0 ε
(i)
y 0

0 0 ε
(i)
z

 (2.39)

donde (i) = 1, 2, 3 hace referencia al medio. Para mayor claridad, nos limitaremos

al caso en el que el eje z para todos los materiales es perpendicular a las interfaces.

Como se mostró previamente, cada una de las componentes ε
(i)
x , ε

(i)
y y ε

(i)
z depende

de la frecuencia. Adicionalmente, estos materiales se pueden girar, uno respecto al

otro, alrededor del eje z con θ(i) como el ángulo de rotación. Manteniendo fijo θ(1)

se pueden escribir los tensores dieléctricos ε(2)(θ2) y ε(3)(θ3), (j) = 2, 3 [34]:

ε̂(j)(θ(j)) =

ε
(j)
x cos2 θ(j) + ε

(j)
y sin2 θ(j) (ε

(j)
x − ε(j)

y ) sin θ(j) cos θ(j) 0

(ε
(j)
x − ε(j)

y ) sin θ(j) cos θ(j) ε
(j)
y cos2 θ(j) + ε

(j)
x sin2 θ(j) 0

0 0 ε
(j)
z

 (2.40)

Al igual que en la derivación del resultado de Lifshitz, es necesario delimitar los

modos electromagnéticos que dependen de la ubicación de las interfaces. Para el

caso de no retardo, en el que se ignora la velocidad finita de la luz, las ecuaciones

de Maxwell para el campo eléctrico se pueden escribir como

∇ · (ε̂E) = 0 , ∇× E = 0. (2.41)

Por la segunda de estas ecuaciones, sabemos que podemos introducir un potencial

escalar Φ tal que E = −∇Φ. Esto nos permite convertir la primera ecuación en

∇ · (ε̂∇Φ) = 0 (2.42)

que se resolverá sujeto a las condiciones usuales de que Ex, Ey y (ε̂E)z sean continuos

en las fronteras. En cada material, la función potencial Φ(i)(x, y, z) tendrá la forma

Φ(i) = f(i)(z)ei(qxx+qyy), (i) = 1, 2, 3, (2.43)

donde las amplitudes f(i)(z) satisfacen la ecuación

ε(i)
z f

′′
(i)(z)− (ε

(i)
11q

2
x + 2ε

(i)
12qxqy + ε

(i)
22q

2
y)f(i)(z) = 0, (2.44)

en las cuales ε
(i)
pq es el elemento pq (fila/columna) de la matriz rotada dada en la
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ecuación (2.40). Esta ecuación diferencial puede escribirse más sucintamente como

ε(i)
z f

′′
(i)(z)− β2

(i)(θ(i))f(i)(z) = 0, (2.45)

con

β2
(i)(θ(i)) =

ε
(i)
x

ε
(i)
z

(qx cos θ(i) + qy sin θ(i))
2 +

ε
(i)
y

ε
(i)
z

(qy cos θ(i) + qx sin θ(i))
2,

tal que

f(i)(z) = A(i)e
β(i)z +B(i)e

−β(i)z. (2.46)

Debido a que solo los modos de superficie tienen importancia, establecemos B1 =

A3 = 0. Las condiciones de contorno en z = 0 y z = l se convierten en

f(1)(0) = f(2)(0),

ε(1)
z f ′(1)(0) = ε(2)

z f ′(2)(0), (2.47)

f(2)(l) = f(3)(l),

ε(2)
z f ′(2)(l) = ε(3)

z f ′(3)(l).

Entonces la relación de dispersión para las ondas superficiales en el sistema viene

dada por [Apéndice B]:

D(ξ, l, θ) = 1−

[
ε

(1)
z β(1)(0)− ε(2)

z β(2)(θ(2))

ε
(1)
z β(1)(0) + ε

(2)
z β(2)(θ(2))

][
ε

(3)
z β(3)(θ(3))− ε(2)

z β(2)(θ(2))

ε
(3)
z β(3)(θ(3)) + ε

(3)
z β(2)(θ(2))

]
e−2β(2)(θ(2))l = 0.

(2.48)

Análogamente, podemos repetir el mismo procedimiento para las ecuaciones de

Maxwell para el campo magnético. Finalmente nuestra fórmula de Lifshitz para

el caso Anisotrópico queda [33],

E(l) =
~

4π2

∫ ∞
0

k⊥dk⊥

∫ ∞
0

dξln
(
det[1 + R1R2]e−2β(2)(θ(2))l

)
(2.49)

donde ahora las cantidades R1 y R3 son las matrices de los coeficientes de Fresnel

para los medios 1 y 3 y se escriben como:

Ri =

(
Rs,s Rs,p

Rp,s Rp,p

)
.

donde s y p representan las polarizaciones TE y TM respectivamente. Además,

el primer sub́ındice representa la polarización de la onda incidente mientras que
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el segundo representa la polarización de la onda reflejada. De esta forma, para el

segundo término Rs,p tenemos una onda incidente con polarización s y una onda

reflejada con polarización p. En los materiales convencionales se cumple que si la

onda incidente tiene polarización s la onda reflejada tendrá la misma polarización y

lo mismo aplica para la polarización p. De esta forma podemos simplificar la matriz

como:

Ri =

(
Rs,s 0

0 Rp,p

)
.

En los caṕıtulos siguientes observaremos que si las placas son de aislante topológicos

es posible obtener coeficientes con una polarización diferente a la onda incidente, es

decir, Rs,p y Rp,s diferentes de cero.





Caṕıtulo 3

El formalismo de la matriz de

Scattering en TI

Para describir la propagación de ondas y part́ıculas a través de sistemas con

diferentes propiedades, se pueden utilizar dos formalismos que permiten obtener

las amplitudes de reflexión y transmisión. El primer formalismo se conoce como

método de matriz de transferencia (MMT ) y en él se relacionan las amplitudes

de las ondas después de la transmisión con las amplitudes de las ondas antes de

la transmisión [40]. En el segundo formalismo, conocido como método de matriz

de dispersión (MMS ) conocida también como Matriz “S” (por su abreviatura en

ingles de Scattering Matrix) describe las ondas salientes en términos de las ondas

entrantes. La invariancia de inversión temporal y la conservación de la densidad

de corriente imponen condiciones fuertes en la forma de la matriz de transferencia

”M”, independientemente de la forma espećıfica del potencial [41].

Básicamente el método de la matriz S trabaja bajo los mismos principios que el

MMT. El MMT transfiere un número infinito de amplitudes de campo a través

de la estructura analizada. En realidad, cuando se realiza el cálculo numérico,

el valor del vector de este conjunto de amplitudes es truncado para un número

determinado de interfases [41]. Entonces, se puede decir que para un número elevado

de cambio de interfases y profundidad (en el orden de cent́ımetros) el MMT genera

cálculos de amplitud erróneos, porque al no guardar la información necesaria de este

conjunto infinito de amplitudes no cumple la conservación de enerǵıa. Conforme se

incrementan las interfases en el punto donde se empieza a truncar el valor de las

amplitudes, se puede afirmar que los cálculos de transmisión o reflexión presentan

37
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inestabilidades numéricas1. La matriz S permite el estudio de las amplitudes para

cada modo de manera separada, lo que evita las inestabilidades numéricas presentes

por el MMT. La matriz S realiza un producto de manera iterativa de tal manera

que solo realiza el producto conociendo el valor de amplitud anterior.

3.1 El experimento de dispersión

Para ilustrar los principios básicos del formalismo a desarrollar, consideremos

inicialmente el movimiento de una part́ıcula cuántica de masa m en presencia de

un potencial V (x) en una dimensión se rige por la ecuación de Schrödinger

− ~2

2m

∂2Ψ(x)

∂x2
+ [V (x)− E]Ψ(x) = 0.

Aqúı, Ψ(x) es la función de onda y E la enerǵıa del electrón. Por simplicidad,

suponemos que el potencial V (x) es distinto de cero solamente dentro de una región

finita,

V (x) =

V (x) para 0 ≤ x ≤ l,

0 para 0 < x < l.

Se supone que las soluciones de la ecuación de Schrödinger fuera de la región

potencial son conocidas y pueden escribirse como una superposición de ondas planas:

ΨL(x) = Ψ+
L(x) + Ψ−L(x), x ≤ 0,

ΨR(x) = Ψ+
R(x) + Ψ−R(x), x ≥ l.

Aqúı, los sub́ındices L (izquierda) y R (derecha) indican la posición de la part́ıcula

con respecto a la región potencial, y los supeŕındices + (−) determinan la dirección

de propagación: + significa que el electrón se propaga en la dirección positiva ( de

izquierda a derecha) y (−) significa que el electrón se mueve de derecha a izquierda

(figura [3.1]). Por lo tanto, llamamos a Ψ+
L(x) la onda incidente, en contraste con

Ψ−L(x), que es la función de onda del electrón que se propaga desde la muestra hacia

el lado izquierdo.

1Se define inestabilidad numérica como error de procesamiento en los datos de un algoritmo que
se magnifica en el resultado.
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Figura 3.1: Las ondas incidentes Ψ+
L(x) y Ψ−R(x) son dispersadas por la muestra.

Las ondas salientes Ψ−L(x) y Ψ+
R(x) consisten en ondas transmitidas a través de la

muestra, aśı como ondas reflejadas en la muestra. Fuera de la muestra, la función
de onda se puede expresar como una superposición de ondas planas.

Las componentes de las funciones de ondas se pueden expresar como

Ψ+
L(x) = Ae+iqx , Ψ−L(x) = Be−iqx,

Ψ+
R(x) = Ce+iqx , Ψ−R(x) = De−iqx.

Aqúı, q es el vector de onda relacionado con la enerǵıa E del electrón, a través de

la relación de dispersión

E = E(q). (3.1)

La relación de dispersión (3.1) determina las propiedades f́ısicas del electrón en la

región fuera de la muestra (0 > x > l). En particular, la condición de continuidad

de la función de onda y su derivada nos generan relaciones lineales entre las ondas

salientes y entrantes que se pueden escribir como[
Ψ−L(x = 0)

Ψ+
R(x = l)

]
= S

[
Ψ+
L(x = 0)

Ψ−R(x = l)

]
, (3.2)

donde la matriz S,

S =

(
S11 S12

S21 S22

)
,

se denomina matriz de dispersión. Por definición, la matriz S relaciona las

ondas salientes con las ondas entrantes como se muestra en la figura [3.1]. Sus

elementos caracterizan completamente las propiedades de dispersión y transmisión

del potencial unidimensional V (x).
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3.2 Amplitudes de reflexión y transmisión

Para encontrar el significado f́ısico de los elementos de la matriz de dispersión

S, volveremos al experimento de dispersión descrito en la figura [3.1], pero ahora

considerando que solo se tiene una part́ıcula que se acerca a la muestra de la derecha.

Como ninguna part́ıcula viene de la izquierda, tenemos

Ψ+
L = 0.

La condición de normalización para la función de onda entrante significa que

|Ψ−R|
2 = 1.

De la ecuación (3.2), obtenemos que la onda transmitida Ψ−L(x) está dada por

Ψ−L(x = 0) = S12Ψ−R(x = l)

y la onda reflejada está dada por

Ψ+
R(x = l) = S22Ψ−R(x = l)

Llamaremos a S12 la amplitud de transmisión T y S22 a la amplitud de reflexión R:

T = S12, R = S22.

De la misma manera, consideramos la dispersión de la part́ıcula que viene del lado

izquierdo del potencial. Obtenemos R′ = S11 como la amplitud de reflexión, y

T ′ = S21 como la amplitud de transmisión de izquierda a derecha. Finalmente, en

términos de amplitudes de transmisión y reflexión, podemos escribir la matriz de

dispersión S en la forma

S =

(
R′ T

T ′ R

)
,

Los coeficientes de reflexión (transmisión) se definen, respectivamente, como la

probabilidad de que la part́ıcula se refleje (transmita). Además, por la conservación

de la densidad de corriente [40], obtenemos

|T |2 + |R|2 = 1 y |T ′|2 + |R′|2 = 1. (3.3)
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Las ecuaciones (3.3) tienen una interpretación f́ısica simple. Cuando la muestra no

contiene pérdidas ni fuentes, el electrón puede reflejarse o transmitirse a través de

la muestra.

3.3 Coeficientes de transmisión y reflexión para

una Interfaz de Aislante Topológico

Desarrollemos ahora el formalismo anterior en el contexto más complejo de la

transmisión y reflexión de ondas electromagnéticas en la superficie de división de

aislantes topológicos.

Figura 3.2: Geometŕıas de ondas planas incidentes con: (a) polarización p (o TM)
y (b) polarización s (o TE).

Recordemos que la luz es una onda electromagnética que consta de una amplitud

de campo eléctrico (E), una amplitud de campo magnético (H) y una dirección de

propagación de onda plana (k), donde los tres vectores son ortogonales entre śı,

véase Figura [3.2]. Dependiendo de la posición en la que incidan dichos campos

con respecto al plano incidente se dice que están polarizados de manera paralela

(p) o perpendicular (s). El plano incidente se forma entre el vector k y el vector

normal a la interfase (n̂). Se le llama polarización p cuando E es paralelo al plano

de incidencia. Nótese que mientras H es perpendicular al plano de incidencia,

E es transverso a la interfase por lo cual también se conoce como transversal

magnético o polarización TM . Por otro lado, la polarización s se forma cuando

E es perpendicular al plano de incidencia y H esta sobre el plano de incidencia.

A la polarización s también se le conoce como transversal eléctrico o polarización TE.
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Una vez que se tienen los conceptos de luz incidente y polarización, las ecuaciones

de Maxwell en forma puntual dan información detallada de la propagación de una

onda electromagnética. En este estudio, se supone un medio homogéneo, es decir, sin

cambios en la magnitud de la permitividad, permeabilidad y conductividad hacia

cualquier dirección. Adicionalmente en este caṕıtulo se asumirá que el medio es

isotrópico, donde la onda electromagnética tendrá las mismas propiedades f́ısicas a

lo largo del eje de propagación. Aśı las ecuaciones de Maxwell toman la siguiente

forma

∇ ·B(r, ω) = 0 , ∇× E(r, ω) = iωB(r, ω),

∇ ·D(r, ω) = 0 , ∇×H(r, ω) = −iωD(r, ω).

Estas ecuaciones deben ser complementadas con las relaciones constitutivas tal como

se mostró en caṕıtulos anteriores,

D(r, ω) =εE(r, ω) +
α(r, ω)

c
B(r, ω), (3.4)

H(r, ω) =B(r, ω)− α(r, ω)

c
E(r, ω),

Siendo α el término que hace alusión a la topoloǵıa del sistema y viene dado como

α = αΘ/π, donde α es el coeficiente de estructura fina y Θ es el parametro de orden

topológico.

Ahora bien, el sistema a considerar está formado por dos medios isotrópicos

semi-infinitos polarizables separados por una interface en z = 0. El medio en z < 0

posee una permitividad dieléctrica ε1, permeabilidad magnética µ1 y un parámetro

topológico Θ1; El medio en z > 0 tiene permitividad dieléctrica ε2, permeabilidad

magnética µ2 y parámetro topológico Θ2. Una onda electromagnética con vector de

onda k+
1 = (ky, k

+
1z) se aproxima desde la izquierda de la interface, parte de esta onda

es reflejada con un vector de onda k−1 = (ky, k
−
1z). Otra onda electromagnética con

vector de onda k−2 = (ky, k
−
2z) se aproxima desde la derecha de la interface y parte de

ella es reflejada con un vector de onda k+
2 = (ky, k

+
2z). El sistema en consideración

se muestra en la figura [3.3]. La estructura de los campos eléctricos e intensidad

magnética tiene la siguiente forma:[
E(1)x

H(1)x

]
=

[
E+

1x

H+
1x

]
e−ik1zzei(kyy−ωt) +

[
E−1x

H−1x

]
eik1zzei(kyy−ωt), z < 0, (3.5)



3.3. Coeficientes de transmisión y reflexión para una Interfaz de Aislante

Topológico
43[

E(2)x

H(2)x

]
=

[
E+

2x

H+
2x

]
e−ik2zzei(kyy−ωt) +

[
E−2x

H−2x

]
eik2zzei(kyy−ωt), z > 0, (3.6)

Figura 3.3: Interface entre dos aislantes topológicos.

donde k(i)z =
√

ω2

c2
ε(i)µ(i) − k2

y, i = 1, 2. Los signos (+) y (−) en los campos indican

el sentido en que se propaga la onda, (+) hacia la derecha y (−) hacia la izquierda.

Las ecuaciones de Maxwell pueden utilizarse para obtener la forma vectorial de la

ecuación de onda para un aislante topológico, la cual en términos del potencial

vectorial A toma la forma[
ω2

c2
ε(r, ω)− ∂2

∂xλ∂xα
+∇2δαλ

]
Aλ(r, ω) + i

ω

c
εαβλ

∂α(r, ω)

∂xβ
Aλ(r, ω) = 0.

En términos del potencial vectorial A las relaciones constitutivas son:

D =iωεA +
α

c
∇×A, (3.7)

H =∇×A− i
α

c
A.

De aqúı se tiene

H±y = εyjk∇jA
±
k − i

ω

c
α(r, ω)A±y

= εyzx∇zA
±
x − i

ω

c
α(r, ω)A±y

= εyzx(±ikz)A
±
x − i

ω

c
α(r, ω)A±y ,

H±y = ∓ikzA
±
x − i

ω

c
α(r, ω)A±y .
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Analogamente, para H±x se tiene

H±x = εxjk∇jA
±
k − i

ω

c
α(r, ω)A±x

= (εxyz∇yA
±
z + εxzy∇zA

±
y )− i

ω

c
α(r, ω)A±x

H±x = −(∇yA
±
z −∇zA

±
y )− i

ω

c
α(r, ω)A±x

De la ecuación ∇ ·D = 0 se tiene ∇yD
±
y +∇zD

±
z = 0, es decir, kyD

±
y ± kzD±z = 0 y

por lo tanto

D±z = ∓ky
kz
D±y .

De la relación constitutiva para el campo eléctrico D = iωεA + α
c
∇×A se tiene

D±y = iωεA±y ∓ i
kz
c
A±x ,

D±z = iωεA±z + i
ky
c
A±x .

Entonces

D±z =∓ ky
kz
D±y ,

iωεA±z + i
ky
c
A±x =∓ ky

kz

[
iωεA±y ∓ i

kz
c
A±x

]
,

A±z =∓ ky
kz
A±y .

De aqúı que

∇yA
±
z −∇zA

±
y =iky

(
∓ky
kz
A±y

)
∓ ikzA

±
y

∇yA
±
z −∇zA

±
y =∓ i

ω2

c2

ε

kz
A±y

y por lo tanto

H±x = ±i
ω2

c2

ε

kz
A±y − i

ω

c
α(r, ω)A±x , H±y = ∓i

kz
µ
A±x − i

ω

c
α(r, ω)A±y .
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3.4 La matriz de Scattering para una interfaz de

aislante Topológico

Con base en los resultados del punto anterior, se pueden obtener los elementos de

la matriz de dispersión S.

Figura 3.4: Sistema considerado para hallar la matriz de scattering.

Se parte del siguiente sistema de ecuaciones, obtenidos para hallar la matriz de

transferencia:

A+
1y0 + A−1y0 =A+

2y0 + A−2y0, (3.8)
ε1

k1z

A+
1y0 −

ε1

k1z

A−1y0 +
c

ω
α12A

+
1x0 +

c

ω
α12A

−
1x0 =

ε2

k2z

A+
2y0 −

ε2

k2z

A−2y0, (3.9)

A+
1x0 + A−1x0 =A+

2x0 + A−2x0, (3.10)

−k1z

µ1

A+
1x0 +

k1z

µ1

A−1x0 +
ω

c
α12A

+
1y0 +

ω

c
α12A

−
1y0 = −k2z

µ2

A+
2x0 +

k2z

µ2

A−2x0, (3.11)

donde α12 = α2 − α1 y el sub́ındice 0 hace referencia al potencial A evaluado en

z = 0. Ordenando de acuerdo al modelo de la matriz de Scattering

(∣∣Ψ−1 〉∣∣Ψ+
2

〉) = S

(∣∣Ψ+
1

〉∣∣Ψ−2 〉
)
, donde

∣∣Ψ±1 〉 =

(
A±1y0

A±1x0

)
y
∣∣Ψ±2 〉 =

(
A±2y0

A±2x0

)
,
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finalmente se obtiene el siguiente conjunto de ecuaciones:

A−1y0 + 0A−1x0 − A+
2y0 + 0A+

2x0 =− A+
1y0 + 0A+

1x0 + A−2y0 + 0A−2x0,

− ε1

k1z

A−1y0 +
c

ω
α12A

−
1x0 −

ε2

k2z

A+
2y0 + 0A+

2x0 =− ε1

k1z

A+
1y0 −

c

ω
α12A

+
1x0 −

ε2

k2z

A−2y0 + 0A−2x0,

0A−1y0 + A−1x0 + 0A+
2y0 − A+

2x0 =− A+
1y0 + 0A+

1x0 + A−2y0 + 0A−2x0,

ω

c
α12A

−
1y0 +

k1z

µ1

A−1x0 + 0A+
2y0 +

k2z

µ2

A+
2x0 =− ω

c
α12A

+
1y0 +

k1z

µ1

A+
1x0 + 0A−2y0 +

k2z

µ2

A−2x0.

Escrito en forma matricial
1 0 −1 0

− ε1
k1z

c
ω
α12 − ε2

k2z
0

0 1 0 −1
ω
c
α12

k1z
µ1

0 k2z
µ2



A−1y0

A−1x0

A+
2y0

A+
2x0

 =


−1 0 1 0

− ε1
k1z

− c
ω
α12 − ε2

k2z
0

0 −1 0 1

−ω
c
α12

k1z
µ1

0 k2z
µ2



A+

1y0

A+
1x0

A−2y0

A−2x0

 ,

(3.12)
multiplicando a ambos lados por la inversa de la matriz de la izquierda, nuestra
matriz S queda como

S =



(−1+p12)(1+s21)−µ2
ε2

(α12)2

(1+p12)(1+s21)+
µ2
ε2

(α12)2

2 c
ω
k1z
µ1

µ2
ε2
α12

(1+p12)(1+s21)+
µ2
ε2

(α12)2
2(1+s21)

(1+p12)(1+s21)+
µ2
ε2

(α12)2

2 c
ω
k2z
ε2

α12

(1+p12)(1+s21)+
µ2
ε2

(α12)2

−2ω
c
ε1
k1z

µ2
ε2
α12

(1+p12)(1+s21)+
µ2
ε2

(α12)2

(1+p12)(−1+s21)−µ2
ε2

(α12)2

(1+p12)(1+s21)+
µ2
ε2

(α12)2

−2ω
c
µ2
k2z

α12

(1+p12)(1+s21)+
µ2
ε2

(α12)2
2(1+p12)

(1+p12)(1+s21)+
µ2
ε2

(α12)2

2p12(1+s21)

(1+p12)(1+s21)+
µ2
ε2

(α12)2

2 c
ω
k1z
µ1

µ2
ε2
α12

(1+p12)(1+s21)+
µ2
ε2

(α12)2

(−1+p12)(1+s21)+
µ2
ε2

(α12)2

(1+p12)(1+s21)+
µ2
ε2

(α12)2

2 c
ω
k2z
ε2

α12

(1+p12)(1+s21)+
µ2
ε2

(α12)2

−2ω
c
ε1
k1z

µ2
ε2
α12

(1+p12)(1+s21)+
µ2
ε2

(α12)2
2s21(1+p12)

(1+p12)(1+s21)+
µ2
ε2

(α12)2

−2ω
c
µ2
k2z

α12

(1+p12)(1+s21)+
µ2
ε2

(α12)2

(1+p12)(1−s21)−µ2
ε2

(α12)2

(1+p12)(1+s21)+
µ2
ε2

(α12)2


(3.13)

donde s21 = µ2
µ1

k1z
k2z

y p12 = ε1
ε2

k2z
k1z

son las impedancias para las polarizaciones s

(TE) y p (TM) respectivamente. Por otra parte, el parámetro topológico ocasiona

la presencia de nuevos términos en la matriz de dispersión, los cuales dependen

directamente del término α12. De tal forma que si hacemos a α12 = 0 nuestra

matriz S se reduce a la mostrada en el libro de Costas Soukoulis [40] para materiales

convencionales.

3.5 Coficientes de Fresnel para ondas incidentes

con polarización s (TE)

Consideremos el sistema mostrado en la figura [3.5], donde tenemos una onda

incidente con polarización s con amplitud E+
1y. De esta forma las componentes
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Figura 3.5: Sistema considerado para una onda incidente s polarizada con amplitud
E+

1y

cartesianas del potencial vectorial A+
1y0 = A−2x0 = A−2y0 = 0 se anulan y queda el

siguiente sistema de ecuaciones
A−1y0

A−1x0

A+
2y0

A+
2x0

 =


S1,1 S1,2 S1,3 S1,4

S2,1 S2,2 S2,3 S2,4

S3,1 S3,2 S3,3 S3,4

S4,1 S4,2 S4,3 S4,4




0

A+
1x0

0

0

 , (3.14)

se obtienen las ecuaciones

A−1y0 = S1,2A
+
1x0 , A−1x0 = S2,2A

+
1x0,

A+
2y0 = S3,2A

+
1x0 , A+

2x0 = S4,2A
+
1x0. (3.15)

Recordando que en el gauge elegido se tiene E(r, ω) = iωA(r, ω), B(r, ω) =

∇ × A(r, ω), entre las amplitudes de las componentes tangenciales de los campos

obtenemos

E−1y0 = S1,2E
+
1x0 ⇒ E−1y0 = Rs,pE

+
1x0,
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donde Rs,p es la amplitud de reflexión de una onda con polarización s en la onda

incidente y polarización p en la onda reflejada. De manera análoga podemos obtener:

E−1x0 = S2,2E
+
1x0 ⇒ E−1x0 = Rs,sE

+
1x0.

De esta forma

Rs,s = −
(1 + p12)(1− s21) + µ2

ε2
(α12)2

(1 + p12)(1 + s21) + µ2
ε2

(α12)2
, Rs,p =

2 c
ω
k2z
ε2
s21

(1 + p12)(1 + s21) + µ2
ε2

(α12)2
α12.

(3.16)

De manera análoga obtenemos las amplitudes de transmisión

E+
2x0 = S4,2E

+
1x0 ⇒ E+

2x0 = Ts,sE
+
1x0,

E+
2y0 = S3,2E

+
1x0 ⇒ E+

2y0 = Ts,pE
+
1x0.

Aśı

Ts,s =
1

2

[
2(1 + p12)s21

(1 + p12)(1 + s21) + µ2
ε2

(α12)2

]
, Ts,p =

2 c
ω
k2z
ε2
s21

(1 + p12)(1 + s21) + µ2
ε2

(α12)2
α12.

Al igual que con el caso de la reflexión el primer sub́ındice indica la polarización de

la onda incidente y el segundo el de la onda transmitida. Como se puede apreciar

la introducción del termino topológico produce un acople del campo eléctrico con

el campo magnético en los elementos de la matriz de dispersión. Adicionalmente,

el acople de los campos da lugar a la rotación del plano de polarización de las

ondas reflejadas. Este fenómeno es conocido como efecto Kerr. De forma similar,

la presencia del término topológico ocasiona una rotación del plano de polarización

de la onda transmitida, este efecto es conocido como rotación de Faraday o efecto

Faraday. Los coeficientes de Fresnel para el flujo de enerǵıa se pueden encontrar al

comparar la componente z del vector de Poynting,
−→
S = E×B, en cada lado de la

interfaz. Los respectivos coeficientes de reflexión y transmisión son

Ri,j = |Ri,j|2, Ti,j =
1

s21

|Ti,j|2,

donde i, j ∈ TE, TM y el prefactor en el coeficiente de transmisión hace referencia

al cambio del flujo de área cuando los campos pasan a través de la interfaz.
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3.5.1 Resultados

Figura 3.6: Comportamiento de la reflectancia %Rs,s (a) y transmitancia %Ts,s (b)
con respecto al ángulo de incidencia para una onda que incide con polarización s y
se refleja (transmite) con polarización s; el grafico nos muestra el comportamiento
para 3 valores diferentes de ε2: α12 = 1/137, ε2 = 16, ε2 = 20 y ε2 = 40 (ĺıneas
solidas); α12 = 69/137, ε2 = 16 (ĺınea punteada). Donde los parámetros constantes
para los tres gráficos son ε1 = 1 y µ1 = µ2 = 1.

En la figura [3.6(a)] se muestra como crece el porcentaje de reflexión %Rs,s cuando

el ángulo vaŕıa desde cero hasta alcanzar la reflexión total en π/2. Por otro lado, en

la figura [3.6(b)], la transmitancia %Ts,s decrece desde su valor máximo en φinc = 0

hasta llegar a cero en φinc = π/2, el comportamiento para %Ts,s es inverso al de

Rs,s. En la figura [3.6] vemos también como el incremento de la permitividad en el

segundo medio afecta la cantidad de enerǵıa reflejada y transmitida. La cantidad

de enerǵıa reflejada en forma de ondas ss en la figura [3.6(a)], se incrementa cuando

la permitividad ε2 crece. Por el contrario, la cantidad de enerǵıa transmitida en

forma ondas ss en la figura [3.6(b)], disminuye cuando ε2 se hace más grande.

Adicionalmente, si hacemos grandes incrementos en el término topológico, disminuye

muy poco el porcentaje de enerǵıa reflejada, en el caso de la transmitancia los

grandes incrementos en α12 aumentan muy poco porcentaje de enerǵıa transmitida.

Esto se debe a que los coeficientes Rs,s y Ts,s en materiales con aislantes topológicos,

describen el mismo comportamiento presentado para dieléctricos convencionales con

una ligera corrección, dada por (α12)2. Ahora bien, en dielétricos convencionales se

espera que las ondas reflejadas y transmitidas lleven la misma polarización de la onda

incidente, es decir, si hacemos incidir una onda con polarización s (o modo TE),

parte de esta onda se refleja en forma de una onda tipo s, otra parte se transmite en

forma de una onda tipo s y en ciertos casos, cuando el material es disipativo parte de

esta onda es absorbida [40]. De igual forma sucede para ondas incidentes tipo p (o

modo TM). Sin embargo, con la presencia del término topológico, puede aparecer
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Figura 3.7: Comportamiento de la reflectancia %Rs,p (a) y transmitancia %Ts,p (b)
con respecto al ángulo de incidencia para una onda que incide con polarización s y se
refleja (transmite) con polarización p; el gráfico nos muestra el comportamiento para
3 valores diferentes de ε2: ε2 = 16, α12 = 1/137 (ĺınea solida); ε2 = 16, α12 = 3/137
(ĺınea punteada); ε2 = 20 y ε2 = 40. Donde los parámetros constantes para los tres
gráficos son ε1 = 1 y µ1 = µ2 = 1.

una onda p reflejada y una onda p transmitida como resultado de una s incidente

(Rs,p y Ts,p respectivamente). En la figura [3.7] se presenta la dependencia de los

coeficientes de transmisión y reflexión para ondas con polarización s incidente y

onda reflejada (transmitida) con polarización p con respecto al ángulo de incidencia.

Estos coeficientes se hacen cero cuando el ángulo de incidencia es π/2. Esto es, si la

onda incide con la normal a la interface, toda la enerǵıa se refleja en forma de ondas

s, es decir, si incide una onda tipo s (TE) normal a la interface solo se refleja una

onda tipo s. Note que en ausencia de aislante topológico, α12 = 0, Rs,p = Ts,p = 0

se anulan, además, en este caso pequeños cambios en el término topológico aumenta

significativamente los coeficientes Rs,p y Ts,p.

3.6 Coficientes de Fresnel para ondas incidentes

con polarización p (TM)

De forma similar, supongamos ahora una onda electromagnética con polarización

TM con amplitud H+
1y, la cual incide desde la región z < 0. De esta forma las

componentes cartesianas del potencial vectorial A+
1x0 = A−2x0 = A−2y0 = 0 se anulan
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Figura 3.8: Sistema considerado para una onda incidente p polarizada con amplitud
H+

1y

y queda el siguiente sistema de ecuaciones
A−1y0

A−1x0

A+
2y0

A+
2x0

 =


S1,1 S1,2 S1,3 S1,4

S2,1 S2,2 S2,3 S2,4

S3,1 S3,2 S3,3 S3,4

S4,1 S4,2 S4,3 S4,4



A+

1y0

0

0

0

 . (3.17)

De manera análoga al caso anterior podemos obtener las amplitudes de reflexión y

transmisión las cuales vienen dadas de la siguiente forma

Rp,p =
(1− p12)(1 + s21) + µ2

ε2
(α12)2

(1 + p12)(1 + s21) + µ2
ε2

(α12)2
, Rp,s =

2 c
ω
k2z
ε2
s21

(1 + p12)(1 + s21) + µ2
ε2

(α12)2
α12.

Tp,p =
1

2

[
2(1 + s21)p12

(1 + p12)(1 + s21) + µ2
ε2

(α12)2

]
, Tp,s =

2ω
c
µ2
k2z
p12

(1 + p12)(1 + s21) + µ2
ε2

(α12)2
α12.

(3.18)

3.6.1 Resultados

En la figura [3.9(a)] se observa como los coeficientes de reflexión Rp,p primero

disminuyen y luego crecen rápidamente a medida que el ángulo se aproxima a π/2

mientras los coeficientes de transmisión Tp,p en la figura [3.9(b)] se hacen cero bajo el
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Figura 3.9: Comportamiento de la reflectancia %Rp,p (a) y transmitancia %Tp,p (b)
con respecto al ángulo de incidencia para una onda que incide con polarización p y
se refleja (transmite) con polarización p; el gráfico nos muestra el comportamiento
para 3 valores diferentes de ε2: ε2 = 16, ε2 = 30 y ε2 = 60. Donde los parámetros
constantes para los tres gráficos son α12 = 1/137, ε1 = 1 y µ1 = µ2 = 1.

ángulo de incidencia normal a la interface. Los comportamientos que presentan los

coeficientes con respecto al ángulo de incidencia son similares a los mostrados en un

dieléctrico convencional. Sin embargo la inclusión del término topológico introduce

una pequeña corrección del orden de (α12)2. Un resultado importante de este caso,

es cuando el coeficiente Rp,p se aproxima a cero en la figura [3.9(a)] y el coeficiente

de transmisión Tp,p alcanza su valor máximo en la figura [3.9(b)]. Este ángulo en el

cual se presenta transmisión total es conocido como ángulo de Brewster θB [42], el

cual lo podemos obtener despreciando los términos de orden superior a (α12)2. De

esta forma:

tan2 θB ≈

[
1− 2

(
n1n2

n2
1 + n2

2

)2

(α12)2

] [
n2

n1

]2

, (3.19)

donde el ángulo de transmisión viene dado como φtrans = sin−1
(
n1

n2
sin θB

)
, entonces

finalmente obtenemos

φtrans =
π

2
− θB +

n2

n1

(
n1

n2
1 + n2

2

)2

(α12)2, (3.20)

donde µ1 = µ2 = 1 ⇒ n1 =
√
ε1 y n2 =

√
ε2. Este resultado indica que para

el ángulo de incidencia θB, el vector de propagación de la onda reflejada ya no

es perpendicular al de la onda transmitida, lo que concuerda con los resultados

presentados en [12].

Adicionalmente, en la figura [3.9] se presenta el comportamiento de los coeficientes

de reflexión Rp,p y transmisión Tp,p respecto al ángulo de incidencia para diferentes

valores de permitividad dieléctrica. Para un ángulo de incidencia determinado,
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(para ángulos de incidencia por debajo de los cuales el coeficiente alcanza su valor

mı́nimo) la cantidad de enerǵıa reflejada en forma de ondas pp (ondas TM reflejadas

a partir de ondas TM incidentes) se incrementa a medida que la permitividad ε2

aumenta, tal y como se observa en la figura [3.9(a)]. El coeficiente Tp,p en la figura

[3.9(b)], presenta el comportamiento inverso al mostrado por el coeficiente Rp,p,

es decir, a mayor reflexión de ondas pp menor será la transmisión de las mismas

y además, cuanto mayor sea el ı́ndice de refracción del medio 2, menor será la

cantidad de ondas pp transmitidas a este (para ángulos de incidencia por debajo

de los cuales el coeficiente alcanza su valor máximo). Cabe resaltar que, aunque el

pico de transmisión se alcanza para diferentes valores del ángulo incidente, (según

sea la permitividad del medio 2) el máximo siempre es el 100%.

Figura 3.10: Comportamiento de la reflectancia %Rp,s con respecto al ángulo de
incidencia para una onda que incide con polarización p y se refleja con polarización
s; el gráfico nos muestra el comportamiento para 3 valores diferentes de ε2: ε2 = 16,
ε2 = 20 y ε2 = 40. Donde los parámetros constantes para los tres gráficos son
α12 = 1/137, ε1 = 1 y µ1 = µ2 = 1.

Por otro lado, como se mostró anteriormente, el término topológico ocasiona que los

términos cruzados no se anulen es decir, que Rp,s y Tp,s son diferentes de cero.

3.7 Coficientes de Reflexión para aislantes

topológicos puros

Para comprender mejor los coeficientes de mezcla (es decir, los coeficientes donde

la polarización de la onda incidente es diferente a la polarización de la onda

reflejada/transmitida), es relevante observar el caso de un aislante topológico puro

en el que la permitividad y la permeabilidad son las del vaćıo y solo el término
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topológico cambia en la interfaz. Esto permite eliminar los efectos magnetoeléctricos

del sistema y aislar el efecto del acoplamiento del axión. Tomando, k1z = k2z los

coeficientes de reflexión y transmisión se reducen a

Rs,s = −Rp,p =
−(α12)2

4 + (α12)2
, (3.21)

Ts,s = Tp,p =
4

4 + (α12)2
, (3.22)

Rs,p = Rp,s = −Ts,p = Tp,s =
−2α12

4 + (α12)2
. (3.23)

Se puede ver que, en el ĺımite de un TI puro, los coeficientes de reflexión y transmisión

ya no son una función del ángulo incidente y, por lo tanto, la dependencia angular

de los coeficientes es el resultado de las propiedades magnetoeléctricas del material

en lugar de las propiedades axiónicas. Como α12 ≈ α, el flujo de enerǵıa de

los coeficientes de reflexión y transmisión son Ri,i ≈ α4/16 ≈ 10−10 y Ti,i ≈ 1

respectivamente. De este modo se ve que tenemos casi una transmisión perfecta.

Sin embargo, dado que el acoplamiento del axión cambia en la interfaz, uno todav́ıa

tiene términos combinados, cuya magnitud es igual en transmisión y reflexión

Ri,j = Ti,j ≈ α2/4 ≈ 10−5 [43].

Figura 3.11: Comportamiento de la reflectancia %Rii (rojo), la transmitancia %Tii
y mezcla %Rij/%Tij (verde) como una función de α12 para un TI puro, con µ1 =
µ2 = ε1 = ε2 = 1.

De esta forma, consideraremos la reflectancia y transmitancia de modos ss y pp, y
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la mezcla de modos sp y ps para valores grandes de α12 (figura [3.11]). Y aunque

probablemente no se puedan encontrar valores tan grandes de α12 en un aislante

topológico, este ĺımite es útil para comprender el efecto del acoplamiento del axión

y puede tener cierta relación con los tratamientos del acoplamiento del axión como

un campo fundamental.

La figura [3.11] nos muestra el porcentaje de reflexión Rii (rojo), transmisión Tii,
y mezcla Rij/Tij (verde), para las ecuaciones (3.21-3.23) como funciones de α12.

Para α12 → 0 se ve que los coeficientes de reflexión y mezcla se desvanecen mientras

que tenemos transmisión perfecta. Para α12 → ∞, los coeficientes de transmisión

y mezcla se desvanecen mientras la reflexión se acerca a la de un espejo perfecto.

Por lo tanto, para grandes cambios en el acoplamiento del axión, la interfaz se

vuelve puramente reflectiva y no se produce mezcla. Además, uno ve que la mezcla

máxima ocurre cuando los coeficientes de reflexión y transmisión son iguales.

Figura 3.12: Comportamiento de la reflectancia %Rij y la transmitancia %Tij para
modos mezclados como una función de α12 para un TI puro, con µ1 = µ2 = ε1 =
ε2 = 1 (ĺınea punteada purpura); µ1 = µ2 = ε1 = 1, ε2 = 3 (ĺınea solida roja) y
µ1 = ε1 = ε2 = 1, µ2 = 3 (ĺınea sólida azul).

Sin embargo, si uno cambia las impedancias relativas de los medios, este máximo

se modifica. Disminuir la impedancia p12 (es decir, aumentar ε2 con respecto a µ2)

desplaza el pico a valores más bajos que el punto de cruce de reflexión-transmisión

(figura [3.12]), mientras que aumentar la impedancia s21 (aumentar µ2 con

respecto a ε2) desplaza el pico a valores más grandes que el punto de cruce de
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reflexión-transmisión (figura [3.12]). Por lo tanto, vemos que la mezcla es mejorada

por la respuesta magnética del material y suprimida por la respuesta eléctrica.

Finalmente, será conveniente para el resto de este estudio escribir los coeficientes de

Fresnel en forma de matriz

R =

(
Rs,s Rp,s

Rs,p Rp,p

)
, (3.24)

donde hemos escrito solo la matriz de reflexión ya que es la que nos interesa para

los cálculos de Casimir.

3.8 Enerǵıa de Casimir para aislantes topológicos

isotrópicos

Las expresiones obtenidas para los coeficientes de reflexión permiten obtener la

enerǵıa de Casimir entre aislantes topológicos isotrópicos.

Figura 3.13: Configuración de las placas TI con un recubrimiento magnético de
espesor δ � dm (m = 1, 3) [44].

Para lograr la fuerza repulsiva de Casimir entre dos TI, se debe aplicar un

recubrimiento magnético (espesor δ) en la superficie de la TI para eliminar la

degeneración de los estados de superficie, como se muestra en la Figura [3.13]. Este

recubrimiento conduce a un α positivo cuando la magnetización en la superficie

es normal a la placa y negativo cuando la magnetización se invierte [33,34,52].

Enfatizando que el espesor δ del recubrimiento magnético en ambas superficies de
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cada placa de TI debe ser mucho menor que los espesores de cada placa.

Ahora bien, entre dos placas dieléctricas paralelas caracterizadas por funciones

dieléctricas dependientes de la frecuencia ε1(ω) y ε3(ω), la densidad de enerǵıa de

Casimir a temperatura cero se puede escribir como (Ecuación B.6)

G(l)

A
= ~

∫ ∞
0

dξ

2π

∫
d2k‖
(2π)2

ln det(I− R1 · R3e
−2K0l), (3.25)

donde l y A es la separación y el área de las placas respectivamente, k‖ es el vector

de onda paralelo al plano de propagación y K0 =
√

k2
‖ + ξ2/c2 siendo c la velocidad

de la luz en el vaćıo. En el ĺımite de no-retardo y tomando las condiciones iniciales

k1z = k2z, µ1 = µ3 = 1 y ε1 = ε3 = ε tenemos que nuestras matrices de reflexión

quedan definidas como (i = 1, 3)

Ri =
1

α2
i + 2ε+ 2

(
−α2

i 2αi

2αi α2
i + 2ε− 2

)
. (3.26)

Evaluando el determinante, obtenemos

G(l)

A
= ~

∫ ∞
0

dξ

2π

∫
d2k‖
(2π)2

ln

(
1− u1u3 + 8α1α3 + α2

1α
2
3

v1v3

e−2ql

+
α2

1α
2
3

v2
1v

2
3

[u1u3 + 4(u1 + u3) + 16]e−4ql

)
. (3.27)

Donde ui = α2
i + 2ε− 2 y vi = α2

i + 2ε+ 2. Es fácil probar la identidad algebraica

v1v3 = u1u3 + 4(u1 + u3) + 16.

Entonces la enerǵıa libre para dos placas de aislante topológico separadas una

distancia l en el vaćıo es

G(l)

A
= ~

∫ ∞
0

dξ

2π

∫
d2k‖
(2π)2

ln

(
1− u1u3 + 8α1α3 + α2

1α
2
3

v1v3

e−2ql +
α2

1α
2
3

v1v3

e−4ql

)
.

(3.28)

3.8.1 Resultados

En la figura [3.14] se presenta el comportamiento de la enerǵıa libre por unidad

de área G(l)/A con respecto al término topológico α para diferentes valores de

permitividad dielétrica: ε = 1 (naranja), ε = 1.5 (azul), ε = 2 (verde), ε = 2.5



58 Caṕıtulo 3. El formalismo de la matriz de Scattering en TI

(purpura), ε = 5 (negro), ε = 6 (rojo), ε = 7 (gris) y ε = 10 (magenta).

Figura 3.14: Comportamiento de la enerǵıa libre por unidad de área G(l)/A con
respecto al término topológico α.

En estos gráficos se puede observar que hasta ciertos valores de la permitividad

dieléctrica ε la enerǵıa decrece lentamente para luego crecer rápidamente, pero luego,

para valores por encima de ε = 5 la función solo crece.
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Caṕıtulo 4

Fuerzas de Casimir para aislantes

topológicos anisotrópicos

Figura 4.1: Un par de placas de aislantes topológicos planas y coplanares (rotuladas
1 y 3) separadas por un espacio de vaćıo (rotulado como 2) de ancho l. El eje óptico
de las placas 1 y 3 son de color cyan y verde respectivamente, y la diferencia angular
entre las orientaciones de los ejes ópticos es θ (figura sacada de [1]).

En este caṕıtulo estudiaremos el carácter de la fuerza y el torque de Casimir entre

dos placas de aislante topológico (TI) coplanares y dieléctricamente anisotrópicas

separadas por una brecha de vaćıo (figura [4.1]) en el ĺımite de no retardo, donde los

ejes ópticos de las placas son perpendiculares a la dirección normal y a la interfaz

61
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placa-brecha y también orientados de manera diferente entre śı. En la figura solo

se muestra una sección finita de las placas, pero asumiremos que tienen espesores y

áreas de sección transversal infinitamente grandes [1].

En el limite de no retardo (donde c → ∞), las ecuaciones de Maxwell modificadas

para un aislante topológico, no magnetizable y homogéneo vienen dadas por [30, 45,

46]

∇ ·B = 0, (4.1)

∇× E = 0, (4.2)

∇ · (ε̂E) = ∇α ·B, (4.3)

∇×B = −∇α× E, (4.4)

donde al ser placas dieléctricamente anisotrópicas la permitividad dieléctrica es un

tensor ε̂, que viene dado como:

ε̂i(θi) =

ε(i)x cos2 θi + ε(i)y sin2 θi (ε(i)x − ε(i)y) sin θi cos θi 0

(ε(i)x − ε(i)y) sin θi cos θi ε(i)y cos2 θi + ε(i)x sin2 θi 0

0 0 ε(i)z

 .

El sub́ındice (i) = 1, 2, 3 representa el medio en el que se esta considerando,

y θi (que no debe confundirse con el término Θ en el acoplamiento topológico

magnetoeléctrico) denota la orientación del eje óptico de la placa i con respecto

a un eje de referencia. Los śımbolos ε(i)x, ε(i)y e ε(i)z denotan los valores de las

permitividades dieléctricas a lo largo de las tres direcciones principales del TI.

Por otro lado, α denota el término de acoplamiento topológico [47, 48], cuyo valor

es constante en cada región, pero que cambia de forma discontinua a través de una

interfaz dieléctrica y viene dado como α = (2n + 1)α/π donde α es el coeficiente

de estructura fina. Para nuestro sistema (Figura [4.1]), donde el medio 1 se define

como la región z ≤ 0, el medio 2 (la brecha de vaćıo) como la región entre 0 < z < l,

y el medio 3 como la región z ≥ l, α2 = 0 y α1 y α3 tienen valores distintos de

cero. Debido a la rotura de la simetŕıa traslacional a lo largo de la dirección z,

podemos ver que α tiene una dependencia espacial solo en z. Suponiendo que α se

cuantifica (remitimos a una discusión de la validez de este supuesto en la sección

1.4), podemos escribir αi = (2n+ 1)Θi/π (i = 1, 3 son los etiquetas para los medios
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de TI), y haciendo uso del hecho de que la derivada de una función Heaviside es una

función delta de Dirac, tenemos que

∂zα(z) = (2n+ 1)Θδ(z). (4.5)

Retomando nuestro sistema, las dos últimas ecuaciones de Maxwell modificadas

implican que podemos expresar los campos E y B en términos de los potenciales

escalares y vectoriales,

E = −∇Φ, (4.6)

B = ∇×A. (4.7)

Por conveniencia, escogeremos el gauge de Coulomb, ∇ · A = 0. Sustituyendo

las anteriores ecuaciones en el segundo par de ecuaciones de Maxwell modificadas,

obtenemos

−∇ · (ε∇Φ) = ∇α · ∇ ×A, (a) ∇2A = −∇α×∇Φ (b). (4.8)

En el bulk, ∂zα = 0, las ecuaciones para Φ y A se desacoplan y se vuelven ecuaciones

de onda homogeneas de la forma [49]:

Φ(r) =

∫
dq

(2π)2
fi(z)ei(qxx+qyy) A(r) =

∫
dq

(2π)2
hi(z)ei(qxx+qyy)

f1(z) = a1e
ρ1z h1(z) = c1e

qz (z ≤ 0),

f2(z) = a2e
ρ2z + b2e

−ρ2z h2(z) = c2e
qz + d2e

−qz (0 < z < l),

f3(z) = b3e
−ρ3z h3(z) = d3e

−qz (z ≥ l),

donde la solución de la ecuación de onda para el potencial A resulta de resolver la

ecuación diferencial

∂2

∂x2
i

Ai =

∫
dq

(2π)2
[∂2
zhi(z)]ei(qxx+qyy)

+

∫
dq

(2π)2
(−q2

x)∂
2
zhi(z)ei(qxx+qyy) +

∫
dq

(2π)2
(−q2

y)∂
2
zhi(z)ei(qxx+qyy).

En conclusión, obtenemos

∂2
zhi(z)− q2hi(z) = 0, (4.9)
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donde q = (q2
x + q2

y)
1/2.

4.1 El factor de anisotroṕıa γ.

Mientras que la solución para el potencial A es la trivial para un sistema de

ecuaciones diferenciales donde q viene definido como q = (q2
x + q2

y)
1/2, la inclusión

del tensor ε̂ complica los resultados para el potencial Φ. Partiendo de la ecuación

diferencial

∇ · (ε∇Φ) = 0,

la cual se anula por la elección del gauge ∇ ·A = 0, entonces tenemos

∂

∂xi

(
εij
∂Φ

∂xj

)
=

∂

∂xi

(
εix
∂Φ

∂x
+ εiy

∂Φ

∂y
+ εiz

∂Φ

∂z

)
=
∂

∂x
εxx

∂Φ

∂x
+

∂

∂y
εxy

∂Φ

∂x
+

∂

∂z�
�εxz
∂Φ

∂x
∂

∂x
εyx

∂Φ

∂y
+

∂

∂y
εyy

∂Φ

∂y
+

∂

∂z�
�εyz
∂Φ

∂y
∂

∂x�
�εzx
∂Φ

∂z
+

∂

∂y�
�εzy
∂Φ

∂z
+

∂

∂z
εzz
∂Φ

∂z
.

Reemplazando junto a los valores del tensor ε̂(φ) en el ansatz para el potencial

escalar Φ, obtenemos

ε(i)z∂
2
zfi(z) + [2qxqy(ε(i)x − ε(i)y) sin θi cos θi

− q2
x(ε(i)x cos2 θi + ε(i)y sin2 θi)− q2

y(ε(i)y cos2 θi + ε(i)x sin2 θi)]fi(z) = 0.

Ordenando un poco y sacando factor común ε(i)z, se obtiene

∂2
zfi(z)− ρ2

i (θ)fi(z) = 0, (4.10)

donde

ρ2
i (θ) ≡

ε(i)x
ε(i)z

(qx cos θi + qy sin θi)
2 +

ε(i)y
ε(i)z

(qy cos θi − qx sin θi)
2. (4.11)

Al utilizar simetŕıa circular, podemos expresar qx y qy en términos de una nueva

variable angular ψ (que no debe confundirse con la orientación del eje óptico θ), es

decir, qx = q cosψ, qy = q sinψ, donde también obtenemos una relación entre los
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limites de integración correspondientes
∫

dψdqq [49]. Por lo tanto, podemos expresar

ρi en la forma [50]

ρi(θ) = qgi(θi − ψ) donde gi(θ − ψ) ≡
√
ε(i)y
ε(i)z

+
ε(i)x − ε(i)y

ε(i)z
cos2(θ − ψ).

Consideraremos el caso donde ε(i)y = ε(i)z.

γi ≡
ε(i)x
ε(i)z
− 1 ⇒ gi =

√
1 + γi cos2(θ − ψ).

Podemos verificar fácilmente que para una placa dieléctricamente isotrópica, gi → 1

y ρi → q ≡ (q2
x + q2

y)
1/2.

4.2 Condiciones de frontera.

Para obtener la fuerza de Casimir, nuestra siguiente tarea será obtener el

determinante secular de las condiciones de frontera. Las condiciones de frontera

para Φ pueden derivarse integrando la ecuación (4.8a) sobre los ĺımites dieléctricos

de cada interfaz, y se requiere que Φ sea continuo a través de cada ĺımite. Tenemos

Φ1(0) = Φ2(0),

Φ2(l) = Φ3(l),

[ε(1)z∂zΦ1 − ε(2)z∂zΦ2]z=0 = −[α1(∂xA1y − ∂yA1x)]z=0, (4.12)

[ε(2)z∂zΦ2 − ε(3)z∂zΦ3]z=l = [α3(∂xA3y − ∂yA3x)]z=l.

Podemos derivar las condiciones de contorno para A por un método análogo,

A1x(0) =A2x(0),

A1y(0) =A2y(0),

A2x(l) =A3x(l), (4.13)

A2y(l) =A3y(l).

Mediante la integración de la ecuación (4.8b) que requiere la continuidad de A a

través de cada ĺımite dieléctrico. En términos de cada componente, la ecuación
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(4.8b) se convierte en

∇2Ax =αδ(z − zm)∂yΦ,

∇2Ay =αδ(z − zm)∂xΦ, (4.14)

donde zm (m = L,R) denota la posición de las interfaces dieléctricas, es decir, zL = 0

y zR = l. La integración a través del ĺımite en z = 0 conduce a

[∂zA2x − ∂zA1x]z=0 =− α1∂yΦ1(0),

[∂zA2y − ∂zA1y]z=0 =α1∂xΦ1(0). (4.15)

Integrando a través de z = l obtenemos

[∂zA3x − ∂zA2x]z=l =− α3∂yΦ3(l),

[∂zA3y − ∂zA2y]z=l =α3∂xΦ3(l). (4.16)

Las ecuaciones (4.12), (4.13), (4.14), (4.15) y (4.16) se pueden expresar en términos
de los coeficientes a1, a2, b2, b3, c1x, c2x, d2x, d3x, c1y, c2y, d2y y d3y usando las
soluciones para los potenciales. De esta forma se obtiene:



1 −1 −1 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 eρ2l e−ρ2l −eρ3l 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 1 −1 −1 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 eql e−ql −e−ql 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 1 −1 −1 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 eql e−ql −e−ql

ε1zρ1 −ε2zρ2 ε2zρ2 0 −iα1qy 0 0 0 iα1qx 0 0 0

0 ε2zρ2e
ρ2l −ε2zρ2e−ρ2l ε3zρ3e

−ρ3l 0 0 0 iα3qye
−ql 0 0 0 −iα3qxe

−ql
iα1qy
q

0 0 0 −1 1 −1 0 0 0 0 0

0 0 0 −iα3
qy
q

e−ρ3l 0 −eql e−ql −e−ql 0 0 0 0

− iα1qx
q

0 0 0 0 0 0 0 −1 1 −1 0

0 0 0 iα3
qx
q

e−ρ3l 0 0 0 0 0 −eql e−ql −e−ql





a1

a2

b2

b3

c1x

c2x

d2x

d3x

c1y

c2y

d2y

d3y



=



0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0



El sistema tiene una solución no trivial si el determinante de la matriz se anula, es

decir, det|M| = 0. Un cálculo directo muestra que el determinante es proporcional

a D(ω, ql), donde

D(ω, ξ) = 1− 8α1α3ε2zg2

v1v3

e−(1+g2)ξ − u1u3

v1v3

e−2g2ξ − α2
1α

2
3

v1v3

(e−2ξ − e−2(1+g2)ξ). (4.17)

donde los ceros de la función D(ω, ξ) determinan la ley de dispersión de nuestro

sistema. La forma de D es tal que lnD → 0 cuando ξ → ∞. Aqúı ξ = ql la

cual es una variable adimensional, que no debe confundirse con las frecuencias de



4.3. Enerǵıa y fuerza de Van der Waals en aislantes topológicos anisotrópicos. 67

Matsubara, y donde hemos definido (para i = 1, 3)

ui = α2
i + 2[ε(i)zgi(θi)− ε(2)zg2(θ2)], (4.18)

vi = α2
i + 2[ε(i)zgi(θi) + ε(2)zg2(θ2)]. (4.19)

Para γ = 0 las expresiones para ui, vi y D se reducen a las obtenidas para el caso

isotrópico, obtenidas en el caṕıtulo 3.

4.3 Enerǵıa y fuerza de Van der Waals en

aislantes topológicos anisotrópicos.

Por el principio del argumento [Apendice B], la suma sobre las frecuencias permitidas

de las fluctuaciones electromagnéticas entre las placas en la enerǵıa libre (que da

lugar a la interacción de van der Waals) se puede expresar en forma de una integral

de contorno sobre otra función cuyos ceros aparecen en los valores de las frecuencias

permitidas. Esto conduce a la siguiente forma de la enerǵıa libre de interacción de

Van der Waals [Ecuación (B.6)]

E(l) =
A~
2π

∫ ∞
0

dξn

∫ 2π

0

dψ

2π

∫ ∞
0

dq

2π
q lnD(iξn, ql), (4.20)

donde A es el área de las placas y ξn son las frecuencias de Matsubara, definidas

por ξn ≡ 2πnKBT/~, dado que los aislantes topológicos existen a temperaturas

de orden de los nK y el primer término en la suma sobre las frecuencias de

Matsubara es n = 0 le dice a uno que el primer término debe ser multiplicado por

un factor adicional de 1/2. Además, en la práctica, la aproximación de no-retardo

funciona bien si la distancia de separación es menor que todas las longitudes de

onda resonantes del material de la placa [34]. Si consideramos que el material

es un aislante topológico de TlBiSe2, hay dos resonancias posibles, es decir, una

resonancia de fonón cerca de 56 cm−1 (que corresponde a una longitud de onda de

absorción de 180 µm), aśı como una resonancia de plasma cerca de los 800 cm−1

(que corresponde a una longitud de onda de absorción de 12.5 µm) [51]. Por lo

tanto, nuestra aproximación de no-retardo debeŕıa funcionar bien para l 6 12.5 µm.

De la expresión de enerǵıa libre, ec. (4.19), podemos derivar la fuerza de Van der
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Waals (vdW) por unidad de área FvdW a partir de la fórmula FvdW = −∂E/∂l, queda

FvdW =
~

2πl3

∫ ∞
0

dξn

∫ 2π

0

dψ

∫ ∞
0

dξξ lnD(iξn, ξ), (4.21)

centrándonos solo en el comportamiento de la integral finalmente obtenemos

FvdW =

∫ 2π

0

dψ

∫ ∞
0

dξξ lnD(iξn, ξ). (4.22)

Como ya se mencionó en esta sección, estudiaremos el carácter de la fuerza de vdW

entre losas de TI que interactúan a través de una brecha de vaćıo (g2 = 1, ε2z = 1)

en el ĺımite T → 0. Esto significa que podemos aproximar la interacción de vdW

por la contribución de la frecuencia Matsubara n = 0, y reemplazar ε, γ y α, por

sus valores estáticos.

4.3.1 Resultados.

Figura 4.2: Un par de placas de aislantes topológicos planas y coplanares (rotuladas
1 y 3) separadas por un espacio de vaćıo (rotulado como 2) de ancho l. El eje óptico
de las placas 1 y 3 son de color cyan y verde respectivamente, y la diferencia angular
entre las orientaciones de los ejes ópticos es θ. El color gris en la placa 3 hace
referencia a que esta es la que gira con respecto a la placa 1 que permanece estática
(figura sacada de [1]).

Pasaremos a analizar la variación de la fuerza en función del ángulo de desalineación

θ3 entre los ejes ópticos primero para dos placas de aislante topológico con diferente

signo en sus términos topológicos los cuales se representa en las Figuras [4.3]-[4.5],
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luego para una placa de dieléctrico convencional y una placa de TI reprensentada en

las figuras [4.6] y [4.7] y finalmente un caso particular de dos placas de TI de igual

signo en sus términos topológicos. En todos los casos consideraremos que la placa 1

está fija con respecto a la placa 3, que es la que gira; es decir, θ1 = 0.

Dos placas de aislante topológicos con diferentes valores de γ

Figura 4.3: Comportamiento del módulo de la fuerza de vdW FvdW en función del
ángulo de desalineación óptica θ para diferentes valores del término de anisotroṕıa:
γ = 0.5, γ = 1 y γ = 1.5

La figura [4.3] muestra el comportamiento de dos placas de TI con una permitividad

dieléctrica constante εiy = εiz = 1.2 (para i = 1, 3 que representan la etiqueta de cada

placa), un término topológico constante α1 = −α3 = 21/137 y diferentes valores de

anisotroṕıa γ. La elección de los signos para los términos topológicos está motivada

por el hallazgo en la referencia [26] que nos dice que la repulsión de vdW es posible si

las placas de TI poseen acoplamientos magnetoeléctricos de la misma magnitud pero

signos opuestos, y el factor entero en α cuenta el número de estados de superficie en

el TI. En todos los casos, vemos que aumentar la anisotroṕıa por medio del ángulo

θ3 tiene el efecto de hacer que la fuerza de vdW sea más atractiva/menos repulsiva.

En la figura [4.3] también podemos notar que a medida que se aumenta el término

de anisotroṕıa γ aumenta la amplitud del resultado.
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Figura 4.4: Comportamiento del modulo de la fuerza de vdW FvdW en función del
ángulo de desalineación óptica θ para diferentes valores de permitividad dieléctrica:
εiy = εiz = 1.2, εiy = εiz = 1.5 y εiy = εiz = 2

Dos placas de aislante topológicos con diferentes valores de εiy = εiz

La figura [4.4] muestra el comportamiento correspondiente para un término de

anisotroṕıa constante γ = 1, un término topológico constante α1 = −α3 = 21/137

y diferentes valores de permitividad εiy = εiz. En el caso de la figura [4.4] podemos

notar que a medida que se aumenta la permitividad dieléctrica εiy = εiz, la fuerza

se desplaza hacia abajo pasando de esta forma de tener una fuerza que oscila entre

fuerza atractiva y repulsiva a ser una fuerza de carácter estrictamente atractiva.

Dos placas de aislante topológicos con diferentes valores de α

La figura [4.5] muestra el comportamiento correspondiente para un término de

anisotroṕıa constante γ = 1, una permitividad dieléctrica constante εiy = εiz = 1.2

y diferentes valores del término topológico α1 = −α3. En el caso de la figura [4.4]

podemos notar que a medida que se aumenta el acoplamiento magnetoeléctrico α

la fuerza se desplaza hacia arriba pasando de esta forma de tener una fuerza que

oscila entre fuerza atractiva y repulsiva a ser una fuerza con un comportamiento

estrictamente repulsivo. Algo adicional a tener en cuenta es que a diferencia del

caso anterior que la función bajaba rápidamente para pequeños cambios en la

permitividad ε, aqúı la función sube muy lentamente para cambios en el término

α hasta α1 = −α3 = 21/137; luego de este valor, los cambios se vuelven más
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perceptibles.

Figura 4.5: Comportamiento del módulo de la fuerza de vdW FvdW en función
del ángulo de desalineación óptica θ para diferentes valores del término topológico:
α1 = −α3 = 3/137, α1 = −α3 = 21/137, α1 = −α3 = 51/137 y α1 = −α3 = 71/137

Como aumentar la anisotroṕıa tiene el efecto de hacer que la fuerza vdW sea más

atractiva (en este tipo de configuración donde el medio que separa las placas es

el vaćıo), no debemos esperar ver la repulsión de vdW para ningún valor de la

anisotroṕıa γ si la permitividad dieléctrica estática es mayor que 2. Por otro lado,

estos resultados son consistentes con los presentados en la referencia [26], pero en

este trabajo, hemos querido ahondar más en esta condición observando si es posible

obtener fuerzas de carácter repulsivo entre una placa de un material convencional

(es decir α1 = 0) y una de TI si el signo del término topológico α3 es negativo.

Placa de dieléctrico convencional y una de aislante topológico con

diferentes valores de ε1y = ε1z

La figura [4.6] muestra el comportamiento correspondiente para una placa de

material dieléctrico (medio 1) interactuando con una placa de aislante topológico

(medio 3), para un término de anisotroṕıa constante γ = 1.5, término topológico

constante α3 = −21/137, una permitividad dieléctrica constante en la placa de

TI ε3y = ε3z = 1.2 y diferentes valores de la permitividad dieléctrica ε1y = ε1z.

Los resultados para esta configuración 2 son muy interesantes: primero observamos

que a medida que aumentamos ε1 la fuerza se vuelve mas repulsiva en lugar de
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Figura 4.6: Comportamiento del módulo de la fuerza de vdW FvdW en función del
ángulo de desalineación óptica θ en una configuración material dieléctrico-vaćıo-TI,
para diferentes valores de la permitividad dieléctrica en el medio convencional: ε1y =
ε1z = 2.5, ε1y = ε1z = 5, ε1y = ε1z = 10 y ε1y = ε1z = 100.

atractiva en comparación con la configuración 1; Segundo podemos usar valores

altos de permitividad para obtener fuerzas de vdW de carácter netamente repulsivo;

por ultimo, el aumento de la permitividad también cambia la amplitud del resultado.

Placa de dieléctrico convencional y una de aislante topológico con

diferentes valores de γ

La figura [4.7] muestra el comportamiento correspondiente para una placa de

material dieléctrico (medio 1) interactuando con una placa de aislante topológico

(medio 3), para permitividades dieléctricas constantes ε1 = 2.5 y ε3 = 1.2, término

topológico constante α3 = −21/137 y diferentes valores del término de anisotroṕıa

γ. En este resultado podemos notar que análogo a la configuración 1 a medida que

se aumenta el término de anisotroṕıa γ aumenta la amplitud de la oscilación con

ligeros desplazamientos hacia arriba del gráfico.

Sistema formado por dos placas de TI pero con signos iguales en el

término topológico

El último caso de esta sección busca comparar el comportamiento de la fuerza de

vdW FvdW en placas de TI con igual magnitud y signo en el término topológico
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Figura 4.7: Comportamiento del módulo de la fuerza de vdW FvdW en función del
ángulo de desalineación óptica θ en una configuración material dieléctrico-vaćıo-TI,
para diferentes valores del término de anisotroṕıa: γ = 0.5, γ = 1 y γ = 1.5

Figura 4.8: Comportamiento del módulo de la fuerza de vdW FvdW en función del
ángulo de desalineación óptica θ donde se compara el comportamiento de dos placas
con signos iguales en el término topológico es decir α1 = α3 (ĺınea punteada) y
dos placas con signos opuestos α1 = −α3 (ĺınea sólida): α = 3/137, α = 21/137 y
α = 69/137

(α1 = α3). Este caso contrasta con los casos anteriores, donde el signo de α es

diferente. En este caso, se trabajará con valores constantes de ε1 = ε3 = 1.5 y

γ = 1. En este resultado (figura [4.8]), los TI con igual magnitud y signo (ĺınea

punteada) la fuerza FvdW se vuelve más atractiva a medida que aumenta el término

topológico; a diferencia del caso de igual magnitud pero signos contrarios (ĺınea
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sólida), donde la fuerza se vuelve cada vez más repulsiva a medida que se aumenta

el término topológico. Algo también a notar, es que la fuerza repulsiva en el caso

de los signos iguales solo tiene lugar para una cierta elección de los parámetros

constantes y esta fuerza repulsiva solo toma lugar para pequeños intervalos de θ

tomando valores pequeños a comparación de la fuerza atractiva que experimenta el

sistema.

4.4 Torque de Van der Waals en aislantes

topológicos.

Habiendo explorado el comportamiento de la fuerza de vdW, pasamos ahora a

analizar el comportamiento del torque de vdW experimentado por las placas de

TI, que viene dado por

τ(θ, l) = −∂E
∂θ
. (4.23)

Consideremos un tipo de sistema similar al que se acaba de analizar para determinar

la fuerza, donde dos placas de TI del mismo material están separadas por un

espacio de vaćıo. Al igual que en nuestro análisis de la fuerza de vdW, nos

centraremos en el ĺımite T → 0. Para hacer que nuestros cálculos sean anaĺıticamente

manejables, expandiremos lnD de la ecuación (4.17) en potencias de γ y e−2ql en

orden cuadrático, y realizaremos las integraciones para
∫

dψ y
∫
qdψ. Para encontrar

el torque aplicamos la ecuación (4.23). Obtenemos el siguiente resultado:

τ(θ, l) ≈ −
γ2
(
1 + 1

4
α1α3

)
sin 2θ

1024π
(
1 + 1

4
α2

1

)3 (
1 + 1

4
α2

3

)3
l2

(
1 +

1

4
(α2

1 + α2
3) +

3

8
α1α3

+
3

16
α2

1α
2
3 +

1

32
α1α3(α2

1 + α2
3) +

3

128
α3

1α
3
3

)
. (4.24)

Podemos comprobar que en el ĺımite de acoplamiento magnetoeléctrico es decir

para α = 0, obtenemos el resultado conocido para un dieléctrico convencional [49].

4.4.1 Resultados.

Graficamos el comportamiento en la Figura [4.9] para placas de TI con igual valor

de γ = 0.2 y diferentes valores de α1 = −α3 donde el grafico punteado representa
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Figura 4.9: Comportamiento del torque τ en función del ángulo de desalineación
óptica θ para diferentes de α: α1 = −α3 = 0, α1 = −α3 = 21/137 y α1 = −α3 =
69/137.

2 placas de dieléctricos ordinarios. Encontramos que el torque de vdW para un

par de placas TI tiene el mismo comportamiento que para un par de dieléctricos

ordinarios; el signo es tal, que el torque se restaura cuando θ es una pequeña

perturbación a partir de un múltiplo entero de π, y los valores semienteros de

θ representan configuraciones inestables. Para las placas de TI, la magnitud del

torque es generalmente más débil que la de los dieléctricos ordinarios, lo que

podemos interpretar como una consecuencia del acoplamiento magnetoeléctrico.

Para los acoplamientos magnetoeléctricos más débiles, el comportamiento del torque

coincide prácticamente con el de los dieléctricos ordinarios, y las diferencias en el

comportamiento del torque entre las TI y los dieléctricos ordinarios se hacen notorias

solo para los acoplamientos magnetoeléctricos más grandes.

El par de torsión para placas TI con α de la misma magnitud pero signos opuestos

es más débil que el de las placas TI con α de la misma magnitud y signo. El

mayor debilitamiento del torque para el caso donde α1 = −α3 en comparación con

el caso en el que α1 = α3 parece estar asociado con la aparición de una fuerza de

vdW repulsiva en el primer caso (en comparación con una fuerza vdW atractiva que

surge en el segundo caso). F́ısicamente, si las fuerzas fueran atractivas, las placas

experimentarán un momento de fuerza más fuerte que busca restaurarlas al estado

de equilibrio mecánico. De los graficos también podemos deducir que un aumento

en la fuerza del acoplamiento magnetoeléctrico α tiene el efecto de disminuir la

magnitud del torque de vdW.

En el último resultado a presentar, se puede notar que ligeros cambios en el término

de anisotroṕıa γ genera cambios más notorios en la amplitud del torque, esto se
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Figura 4.10: Comportamiento del torque τ en función del ángulo de desalineación
óptica θ para diferentes de α: α1 = α3 = 69/137 y α1 = −α3 = 69/137.

Figura 4.11: Comportamiento del torque τ en función del ángulo de desalineación
óptica θ para diferentes de γ: γ = 0.2, γ = 0.5 y γ = 0.8.

debe al hecho que la existencia del torque está asociada a que haya un parámetro

de anisotroṕıa diferente de cero. La influencia de los demás parámetros (como, por

ejemplo, el parámetro topológico) es más marginal, aunque medible.
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Caṕıtulo 5

Conclusiones y Perspectivas

En este caṕıtulo se presentan las conclusiones de los resultados anaĺıticos del estudio

realizado para los coeficientes de reflexión y transmisión para una interfaz de aislante

topológico, los cuales se han obtenido en este proyecto de investigación mediante el

método de la matriz de dispersión. Se presentan además las conclusiones de los

resultados numéricos del estudio de los comportamientos de la enerǵıa y fuerza de

Casimir para los casos isotrópico y anisotrópico respectivamente. Finalmente, se

presentan las perspectivas, mencionando las preguntas que surgen de la investigación

que se ha realizado; además, se indican los posibles estudios futuros que se pueden

realizar con base en el presente trabajo.

5.1 Conclusiones

• Se encontró que si formulamos un formalismo de la matriz de dispersión

(MMS) para sistemas cuya interfaz es un aislante topológico es posible obtener

los coeficientes de reflexión y transmisión para dichos materiales.

• Se encontró que si el medio sobre el cual incide un campo electromagnético

es un aislante topológico, en las amplitudes de reflexión se obtienen términos

con una polarización diferente a la del campo incidente.

• Uno de los resultados más novedosos de este trabajo se obtuvo al analizar

los coeficientes de reflexión y transmisión para aislantes topológicos puros.
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Se observó que, en el ĺımite de un TI puro, los coeficientes de reflexión y

transmisión ya no dependen del ángulo incidente y pasan a depender de las

propiedades magnéticas y dieléctricas del material.

• Al considerar las placas del efecto Casimir como aislantes topológicos,

obtenemos una expresión más generalizada de la fórmula de Lifshitz que toma

en cuenta la dependencia con la topoloǵıa del sistema.

• Si se consideran las placas de aislante topológico anisotrópicas, con una

correcta elección de los parámetros se puede lograr una modulación entre

fuerza atractiva y repulsiva.

• En dieléctricos convencionales es necesario que el medio que separa las placas

sea anisotrópico si queremos obtener fuerzas de carácter repulsivo, pero en este

trabajo se mostró que, aunque se considere el vaćıo, es posible obtener fuerzas

repulsivas si el material de las placas tiene términos topológico diferentes de

cero de igual magnitud, pero signo opuesto.

• Se demostró que en la configuración consiste de una placa de material

dieléctrico convencional que interactúa con una placa de aislante topológico

con término topológico negativo, es posible obtener fuerzas tanto repulsivas

como atractivas, siendo este uno de los aportes relevantes de este trabajo

• Se encontró que el torque de vdW para un par de placas de aislante topológico

tiene el mismo comportamiento que para un par de dieléctricos convencionales.

Adicionalmente, para las placas de aislante topológico, la magnitud del torque

es generalmente menor que la de los dieléctricos convencionales.

• Finalmente el torque para placas de TI con α de la misma magnitud pero

signos opuestos es más débil que el de las placas de TI con α de la misma

magnitud y signo.
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5.2 Perspectivas

• Extender el formalismo de la matriz de dispersión en aislantes topológicos

para medios anisotrópicos.

• Incluir los efectos de retardo en la enerǵıa y fuerza de Casimir en aislantes

topológicos.

• observar si es posible obtener fuerzas de carácter repulsivo en nuestro sistema

si agregamos un medio anisotrópico en el medio que separa las placas de TI.





Apéndice A

Derivación de la fuerza de Casimir

Sean las ecuaciones de Maxwell para un medio sin fuentes

∇ · E = 0 , ∇× E +
∂B

∂t
= 0,

∇×B− 1

c

∂E

∂t
= 0 , ∇ ·B = 0.

Podemos expresar los campos en términos de los potenciales de la siguiente forma

E = −∇φ− 1

c

∂A

∂t
, B = ∇×A.

Entonces, usando las anteriores expresiones, podemos reescribir el primer par de las

ecuaciones de Maxwell como:

−∇2φ− 1

c

∂

∂t
∇ ·A = 0, ∇(∇ ·A)−∇2A =

1

c

∂

∂t

(
−∇φ− 1

c

∂A

∂t

)
.

El hamiltoniano para el campo electromagnético es entonces

HEM =
1

8π

∫
(E2 + B2)d3r.

asumiendo el gauge φ = 0 finalmente obtenemos

HEM =
1

8π

∫ [(
−1

c

∂A

∂t

)2

+ (∇×A)2

]
d3r.
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Tomamos la cuantización de los modos del campo [52]

Â =
∑
k,λ

c

√
wπ~
ω

(
âk,λη(k, λ)

ei(k·r−ωt)
√
V

+ â†k,λη(k, λ)
e−i(k·r−ωt)
√
V

)
(A.1)

Aqúı, k es un vector de onda en la dirección de propagación cuya magnitud determina

la frecuencia de la onda. λ es un término de polarización, ω es la frecuencia angular,

η es una función que garantiza que los términos tengan el signo y la magnitud

correcta, y â†k,λ y âk,λ son los operadores de creación y aniquilación que satisfacen

[âk,λ, â
†
k′,λ′ ] = δk,k′δλ,λ′ .

Estos operadores actúan sobre el estado del campo electromagnético en la frecuencia

y el esṕın correspondiente a sus k y λ. Cuando â†k,λ actúa sobre un estado, aumenta

la enerǵıa del modo en ~ω. âk,λ invierte el proceso, reduciendo la enerǵıa del modo en

~ω. Por lo tanto, conceptualizamos â† como un operador de creación que agrega un

solo fotón al campo, y â como un operador de aniquilación que elimina un fotón. El

enfoque de creación y aniquilación facilita el análisis del hamiltoniano; sustituyendo

(A.1) en el HEM, encontramos

Ĥ =
1

2

∑
k,λ

~ω
(
âk,λâ

†
k,λ + â†k,λâk,λ

)
=
∑
k,λ

~ω
(
â†k,λâk,λ +

1

2

)
.

El estado fundamental de este hamiltoniano (escrito como |0〉) está definido por

âk,λ |0〉 = 0.

En otras palabras, el estado a partir del cual no se pueden aniquilar más fotones.

Este es un campo electromagnético vaćıo: cada modo no tiene fotones presentes y

se encuentra en su estado de enerǵıa más bajo posible. Debido a que los operadores

de creación y aniquilación conmutan cada vez que k o λ son diferentes, podemos

descomponer |0〉 en el producto de cada oscilador independiente para una k y λ

dadas:

|0〉 = |0k1,λ1〉 ⊗ |0k2,λ2〉 ⊗ |0k3,λ3〉 ⊗ · · ·
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donde el producto tensorial |↑〉 ⊗ |x = 0〉 denota el estado en el que el sistema está

tanto spin arriba como en x = 0. De esta forma podemos calcular el valor esperado

del Hamiltoniano actuando en |0〉

〈E〉 = 〈0|H|0〉 = 〈0|
∑
k,λ

~ωk
(
a†k,λak,λ +

1

2

)
|0〉 =

1

2

∑
k,λ

~ωk

Por lo tanto, la enerǵıa del campo EM en el estado fundamental es la suma de

muchos osciladores armónicos no acoplados, cada uno con enerǵıa ~ω/2.

Sorprendentemente, la enerǵıa de punto cero es infinita, siendo una suma sobre todas

las frecuencias posibles. En condiciones normales, esto no es mensurable f́ısicamente,

ya que está presente en cada punto del espacio. Sin embargo, como se ha visto, la

imposición de condiciones de contorno en el campo EM puede generar diferencias

en la enerǵıa de punto cero, lo que conduce a resultados sorprendentes.

A.1 Tratamiento convencional de la fuerza de

Casimir

La idea de una fuerza que actúa sobre átomos o moléculas neutrales no es nueva en el

mundo de la f́ısica. La llamada Interacción de Van der Waals (VdW) es una fuerza

que actúa entre dos átomos neutros. Uno puede hacer una derivada aproximada

de la fuerza de Casimir basada en las interacciones VdW entre los átomos en dos

espacios medios. Al sumar las interacciones entre todos los átomos y usar la relación

de Clausius y Mossotti, se puede obtener la fuerza total:

F (l) = −23~cN2α2

40l4
= −23

40

~c
l4

(
3

4π

)2(
ε− 1

ε+ 2

)2

Y al tomar el ĺımite para un conductor perfecto (ε→∞) se obtendrá:

F (l) = −23

40

~c
l4

(
3

4π

)2

Este resultado es de aproximadamente 20% exacta dentro de la fuerza de Casimir.

Entonces, ¿por qué no conseguimos exactamente la fuerza de Casimir? La respuesta

es que las fuerzas de VdW no son aditivas por pares debido a la dispersión múltiple.

Teóricamente, es posible realizar el cálculo exacto utilizando el enfoque de VdW,

sin embargo, el cálculo es muy complicado y se debe intentar encontrar una forma
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alternativa. Afortunadamente, la solución se basa en los fenómenos de la mecánica

cuántica conocidos como la enerǵıa de punto cero y la función Zeta de Riemman.

A.2 Regularización de la fuerza de Casimir con la

función ζ

Mientras que la derivación de la “vieja escuela” hecha por Casimir en su art́ıculo de

1948 estaba arraigada en la intuición f́ısica [3, 4], muchas derivaciones modernas del

efecto Casimir hacen uso de una transformación matemática más avanzada conocida

como “Regularización de la función Zeta”. Podemos escribir el promedio de los

modos de enerǵıa entre dos placas como

〈E|E〉 =
~
2

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

A

(2π)2

∞∑
−∞

ωdkxdky (A.2)

Aqúı, los ĺımites toma la consideración de ambos estados de polarización k 6= 0. En

lugar de introducir una frecuencia de corte, forzamos que la suma sea convergente

dividiendo por potencias s de ω. Después de evaluar la integral, volveremos a

normalizar tomando el ĺımite s→ 0, tomando efectivamente el término correctivo a

la unidad. La expresión regularizada será:

〈E(s)|E(s)〉 =
~
2

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

A

(2π)2

∞∑
−∞

ωω−2sdkxdky (A.3)

Cambiando a coordenadas polares y sustituyendo y = Lx
nπ

obtenemos

〈E(s, L)|E(s, L)〉 =
~cA

2(2π)2

∫ ∞
0

y(y2 + 1)1/2−s
∞∑
n=1

(nπ
L

)3−2s

dy (A.4)

Esta expresión se vuelve divergente como s→ 0, pero converge para s ≥ 3/2, por lo

que se debe evaluar cada expresión en su dominio de convergencia y luego continuar

anaĺıticamente hasta s = 0. Podemos calcular para s = 3/2∫ ∞
0

y(y2 + 1)1/2−sdy = −1

2

(
1

3/2− s

) ∣∣∣∣
s=0

= −1

3
(A.5)
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Entonces nos queda

〈E(s, L)|E(s, L)〉 = −~cπ2A

6

1

L3

∞∑
n=1

1

n2n−3
= −~cπ2A

6

1

L3
ζ(2s− 3)

∣∣∣∣
s=0

(A.6)

Finalmente obtenemos que la enerǵıa es

〈E(L)|E(L)〉 = −~cπ2A

720

1

L3
(A.7)

Donde ζ(−3) = 1
120

. El análisis de la función zeta no es óptimo para los métodos

computacionales, ya que la serie p es muy lenta para converger [11]. Sin embargo,

nos permite aprovechar técnicas anaĺıticas ya que en el caso clásico se necesita restar

las enerǵıas entre placas mientras que aqúı no, ademas, se ha aplicado con éxito

a un amplio dominio de problemas en la electrodinámica cuántica. Por ejemplo,

utilizando la continuación anaĺıtica de s = 3/2→ s = 0 en algún sentido corresponde

a restar contribuciones inherentes del campo EM a la enerǵıa del estado base.





Apéndice B

Principio del Argumento

B.1 Funciones Holomorfas

También denominadas funciones anaĺıticas (aunque este último es un concepto

más general) se caracterizan por ser infinitamente diferenciables en cada punto,

y coincidir con su propia serie de Taylor; esta serie a su vez convergerá sobre

cada abierto que se encuentre dentro del dominio de Ω. La serie de Taylor puede

converger en un abierto más grande; por ejemplo, la serie de Taylor para el

logaritmo converge sobre cada abierto que no contenga al 0, incluso en las cercańıas

de la ĺınea real negativa.

En una definición mas estricta. Sean Ω ⊆ C abierto, y f : Ω → C. Se dice que f

es holomorfa en z0 (o diferenciable en sentido complejo en z0) si existe el ĺımite

lim
z→z0

f(z)− f(z0)

z − z0

.

En caso de que exista, se llama al valor de este ĺımite la derivada (compleja) de f

en z0, y se denota

f ′(z0) = lim
z→z0

f(z)− f(z0)

z − z0

,

diremos que la función f es holomorfa en Ω si es holomorfa en todo punto z0 ∈ Ω.

En el caso de una función holomorfa g : C→ C, diremos también que g es entera.

Algunos ejemplos de funciones holomorfas: la función f(z) = z es holomorfa en C,

89
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con f ′(z) = 1. Toda función constante z → c0 es holomorfa en C, con derivada nula.

La función f(z) = 1/z es holomorfa en C \ {0}, con f ′(z) = −1/z2, ya que

lim
h→0

1/(z + h)− 1/z

h
= lim

h→0

−1

z(z + h)
= − 1

z2
.

Como ejemplo básico de función que no es holomorfa tenemos la conjugación C(z) =

z: se cumple que

C(z + h)− C(z)

h
=
h

h
,

y esta expresión no tiene ĺımite cuando h→ 0 (ya que a lo largo de la recta h = t ∈ R
la función es idénticamente 1, mientras que a lo largo de la recta h = it, t ∈ R,

es constantemente −1). Sin embargo, obsérvese que C(z) es una función de clase

C∞(R2,R2), de hecho es incluso R-lineal.

B.1.1 Ceros de funciones holomorfas

La función f(z) = z5− 2z4 + 3z2− 3z+ 1 tiene un cero en z = 1, es decir, f(1) = 0,

y se puede descomponer como

f(z) = (z − 1)2h(z) donde h(z) = z3 − z + 1 y h(1) 6= 0.

Por ello se dice que 1 es un cero de multiplicidad 2 de f .

En general, un número complejo a es un cero de multiplicidad n de una función f

holomorfa en un entorno abierto de a, si f puede descomponerse como

f(z) = (z − a)nh(z)

donde h es una función holomorfa y h(a) 6= 0. Denotaremos por Z(f) el conjunto de

ceros de la función f y si a es un cero de f , entonces su multiplicidad será denotada

por N (f, a).
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B.1.2 Polos de funciones holomorfas

La función f(z) = z5−3z+1
z3−3iz2−z−i

se puede descomponer como

f(z) =
h(z)

(z − i)3
donde h(z) = z5 − 3z + 1 y h(i) 6= 0.

Por ello se dice que i es un polo de multiplicidad 3 de f .

En general, sea Ω ⊆ C un entorno abierto de b y f : Ω \ {b} → C una función

holomorfa. El número complejo b es un polo de multiplicidad n de la función f , si f

puede descomponerse como

f(z) =
h(z)

(z − b)n
,

donde h es una función holomorfa en todo Ω y h(a) 6= 0. Denotaremos por P(f) el

conjunto de polos de la función f y si b es un polo de f , entonces su multiplicidad

será denotada por N (f, b).

B.2 Funciones Meromorfas

Se dice que una función es meromorfa en un abierto Ω de C si f es holomorfa en Ω

excepto quizás en un conjunto aislado de singularidades, en cada una de las cuales

f tiene un polo.

Por ejemplo, todo cociente de polinomios (lo que se llama una función racional)

es meromorfa en C, ya que tiene un número finito de singularidades (los ceros del

denominador, si la fracción es irreducible) que son polos. La función f(z) = 1/ sin z

es meromorfa en C, ya que sus singularidades son los puntos kπ, con k ∈ Z, donde

f tiene polos simples, ya que sin z tiene ceros de orden uno en dichos puntos. Por

otro lado, la función e1/z no es meromorfa en todo el plano complejo, ya que z = 0

es una singularidad esencial, es decir, no existe ni limz→0 f(z) ni limz→0
1

f(z)
.

La suma de funciones meromorfas es meromorfa. Lo mismo ocurre con el producto,

y también con el cociente si el denominador no es idénticamente nulo. Por otra

parte, si f es meromorfa en Ω y denotamos Sf = {w ∈ Ω : f tiene una singularidad
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esencial en w}, entonces Sf es a lo sumo numerable y, en caso de ser infinito, sus

puntos de acumulación están en ∂Ω.

B.3 Principio del argumento para una curva

Sea f una función meromorfa definida en un abierto que contenga a C = {z ∈ C} y

que no tenga polos ni ceros en C.

1

2πi

∮
c

f ′(z)

f(z)
dz = 2πi(N − P ),

donde N y P denotan respectivamente el número de ceros y polos de f(z) en el

abierto limitado por el camino C, contando cada cero y polo tantas veces como

indique su multiplicidad y orden respectivamente.

Figura B.1: Abierto delimitado por la curva C, donde los puntos azules representan
los ceros del conjunto y los rojos los polos.

De manera más general, considérese una curva C, orientada en sentido antihorario,

que se pueda deformar hasta un punto en el interior de un conjunto abierto Ω del

plano complejo. Entonces el principio del argumento nos dice que

1

2πi

∮
c

f ′(z)

f(z)
dz = 2πi

(∑
a

N (C, a)−
∑
b

N (C, b)

)
, (B.1)

donde la primera suma recorre todos los ceros a de f , contados tantas veces como

indiquen sus multiplicidades, y la segunda suma recorre los polos b de f , contados

tantas veces como indiquen sus órdenes.
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B.4 La Teoŕıa de Barash y Ginzburg

Vamos a considerar la geometŕıa original del Lifshitz de 2 medios dieléctricos

semi-infinitos separados por un medio de ancho l. La ley de dispersión D para

las ondas superficiales de dicho sistema viene dada por:

D(k‖, ω) = 1− [ε1(ω)− ε2(ω)][ε3(ω)− ε2(ω)]

[ε1(ω) + ε2(ω)][ε3(ω) + ε2(ω)]
e−2ql = 0 (B.2)

Figura B.2: Geometŕıa considerada por Barash y Ginzburg.

Las ráıces de esta ecuación son las frecuencias ωα(l), las cuales se producen debido

a los “modos de superficie”, entre los diferentes medios. Podemos determinar estos

modos mediante la solución directa de las ecuaciones de Maxwell. Este conjunto

{ωα} depende de las propiedades dieléctricas de cada material, aśı como de la

separación l. Cada oscilación tiene una enerǵıa libre g(ωα); estas enerǵıas se suman

para una enerǵıa libre total,

G(l) =
∑
{ωα}

g(ωα),

G depende de la separación porque ωα(l) es una función de la separación l, ωα =

ωα(l). El primer paso de la derivación es encontrar la forma para g(ωα).

B.4.1 Enerǵıa libre del oscilador g(ωα)

A menudo pensamos que existen dos caracteŕısticas cuánticas separadas de los

osciladores no clásicos, el cambio en los niveles de enerǵıa en las unidades cuánticas



94 Apéndice B. Principio del Argumento

1
2
~ω y la enerǵıa finita de punto cero del oscilador en su estado más bajo. De

hecho, los dos están conectados. La fluctuación del punto de observación es una

consecuencia inmediata del principio de incertidumbre. Observado por un tiempo

inverso a su frecuencia, un modo electromagnético o grado de libertad tiene una

incertidumbre en su enerǵıa correspondiente, una incertidumbre proporcional al

tiempo de observación. La enerǵıa de punto cero es también una consecuencia

inevitable del hecho de que la enerǵıa entra y sale en múltiplos de ~ω. Si el estado

de enerǵıa más bajo no tuviera enerǵıa 1
2
~ω, la enerǵıa del oscilador no iŕıa al ĺımite

clásico de KBT a alta temperatura [34].

La enerǵıa libre g(ωα) de un oscilador con niveles de enerǵıa

Eη =

(
η +

1

2

)
~ωα, η = 0, 1, 2, ... ,

nos da la función de partición

Z(ωα) =
∞∑
η=0

e
− ~ωα
KBT

(η+ 1
2),

donde, finalmente la enerǵıa libre del sistema es [34]

g(ωα) = −KBT ln[Z(ωα)] = −KBT ln

(
e−~ωα/2KBT

∞∑
η=0

e−η~ωα/KBT

)

g(ωα) = KBT ln

[
2sinh

(
~ωα

2KBT

)]
. (B.3)

B.4.2 El principio del argumento en la teoŕıa de Barash y

Ginzburg

Empezaremos usando la definición del principio del argumento

∑
α

ω(aα)−
∑
β

ω(bβ) =
1

2πi

∮
C1

g(ω)
d

dω
ln∆(ω)dω, (B.4)

donde g(ω) es una función anaĺıtica y ∆(ω) es una función meromórfa dentro de un

contorno cerrado C1, donde an y bm son los ceros y polos respectivamente de ∆(ω)

ubicados dentro de C1 (Asumimos que ∆(ω) es anaĺıtica en C1). Tomando g(ω)

como en la ecuación (B.3). Y en la medida en que la suma en (B.3) se realiza sobre

las frecuencias positivas ω, elegimos el contorno de integración C1 a lo largo del eje
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imaginario y lo cerramos con un semićırculo (en el infinito) en el lado derecho del

plano complejo de las frecuencias, para rodear los polos en sentido contrario a las

agujas del reloj, como se muestra en la Figura [B.3(a)]. Aqúı, los dos arcos tienen

un radio infinitamente pequeño δ y un radio infinitamente grande R, y las dos ĺıneas

rectas L1, L2 están inclinadas en ángulos de ±45◦ con respecto al eje real [36].

Por ultimo, ya que la contribución debida a los polos no dependen de l, entonces

Figura B.3: Trayectorias de integración (a) en el plano C1 y (b) C2 en el plano de la
frecuencia compleja. Las frecuencias de Matsubara son ξn y las frecuencias propias
del fotón son ωα [36].

esta se puede omitir, en consecuencia, ∆(ω) = D(k‖, ω). De esta forma, usando las

ecuaciones (B.2) - (B.4), llegamos a

E(l) =
∑
α

~ωα(l)

2

E(l) = − 1

2πi

∫ ∞
−∞

dk‖
(2π)2

∫
C1

dω
~ω
2

∂

∂ω
ln

[
1− [ε1(ω)− ε2(ω)][ε3(ω)− ε2(ω)]

[ε1(ω) + ε2(ω)][ε3(ω) + ε2(ω)]
e−2ql

]
.

(B.5)

Donde k2
‖ = k2

x + k2
y, y sea ξ = iω, entonces

E(l) =
A~

(2π)3

∫ ∞
0

dξ

∫
dk‖lnD(k‖, ξ). (B.6)
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Hay que tener en cuenta que la función g(ω) en la ecuación (B.3) tiene puntos

de derivación en frecuencias imaginarias ωα = iξn, donde ξn ≡ 2πnKBT/~ con

n = 0,±1,±2, ... son las frecuencias de Matsubara. El contorno C1 en la Figura

[B.3(a)] se elige para evitar todos los puntos de ramificación y para encerrar todas

las frecuencias de oscilación ωk‖,n con n ≥ 1. Para calcular la integral de contorno

en la ecuación (7.62), lo representamos como una suma de cuatro integrales a lo

largo de los contornos CR, L1, Cδ y L2. Es fácil verificar que la integral a lo largo

de CR se desvanece cuando R → ∞. Luego integramos las tres integrales restantes

por partes. Se ve que todos los términos, excepto las integrales obtenidas después

de la integración por partes, se cancelan entre śı o son iguales a cero (como en los

puntos A y B en la Figura [B.3(a)]). La integral a lo largo de L1 se puede calcular

utilizando el teorema de Cauchy aplicado al contorno cerrado C2 Figura [B.3(b)]),

dentro del cual la función bajo consideración es anaĺıtica [36].
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