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Resumen

Se obtienen expresiones que extienden la teoria de Lifshitz, la cual es una
generalizacién del efecto que describié Casimir en 1947. Se estudiaron dos casos
particulares: el caso isotrépico y el caso anisotrépico uniaxial [1]. Para el primer
caso, se consideraron las caracteristicas de la energia y la fuerza de Casimir para
los aislantes topoldgicos haciendo uso del formalismo de la matriz de scattering,
también conocida como matriz de dispersién [2]. Se encontré que, a través del
efecto magnetoeléctrico, los aislantes topoldogicos pueden mezclar los campos
de induccion eléctrica, E y magnética, B, y, por lo tanto, se encuentra que
las polarizaciones TE y TM se mezclan en la reflexién (transmisién) a través
de una interfaz de aislante topoldgico, es decir, que si tenemos un campo que
incide con una polarizacion TE ademés de la onda reflejada (transmitida) con
las misma polarizacion T'E también tendremos una onda reflejada (transmitida)
con polarizacion T'M vy viceversa, para una onda incidente con polarizacion
TM tenemos ondas reflejadas (transmitidas) con polarizaciéon TM y TE. Esto

conduce a nuevos patrones de campo cerca de la superficie de un aislante topoldgico.

Para el segundo caso, investigamos el cardcter del torque y la fuerza de van der Waals
(vdW) entre dos placas aislantes topoldgicas (TI) coplanares y dieléctricamente
anisotropicas separadas por una brecha de vacio en el limite de no-retardo, donde
los ejes Opticos de las placas son perpendiculares a la direccion normal. Mediante
el uso del Principio del Argumento, se expresé la energia del sistema con aislante
topolégico en forma de una integral de contorno que permite calcular la suma de
los valores de la energia del sistema en todos los ceros y polos de la relacion de
dispersién que incluye el término topoldgico. Encontramos que ademés de la fuerza
de acoplamiento magnetoeléctrica, la anisotropia también puede influir en el signo
de la fuerza de vdW, es decir, una fuerza vdW repulsiva puede volverse atractiva si
la anisotropia y/o el término topolégico aumentan lo suficiente. Ademds, la fuerza
vdW oscila en funcién de la diferencia angular entre los ejes 6pticos de las placas de
TI, de tal forma que con una correcta eleccion de los parametros podemos tener una
fuerza que oscila entre fuerza repulsiva y atractiva. Encontramos dos configuraciones
en las que es posible obtener fuerzas de caracter repulsivo: la primera consiste
en 2 placas de aislante topoldgico de igual magnitud, pero signos opuestos y la
segunda configuracién consiste en una placa de material dieléctrico convencional que

interactia con una placa de aislante topoldgico con término topoldgico negativo;



en esta configuraciéon también es posible obtener fuerzas tanto repulsivas como
atractivas. Finalmente, encontramos que el torque de vdW para placas de TI es

generalmente mas débil que el de los materiales dieléctricos convencionales.
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Capitulo 1

Introduccion

El efecto Casimir describe la atracciéon entre dos placas paralelas perfectamente
conductoras y sin carga confinadas en el vacio. Fue el fisico holandés Hendrik B.
G. Casimir el primero que predijo este fenémeno en su articulo de 1948, que lo
describié como la diferencia de presién en ambos lados de una placa causada por
la diferencia en las fluctuaciones de vacio en el exterior y en medio de las placas
[3, 4]. El efecto lo generalizaria luego Lifshitz al caso de 2 medios dieléctricos
semi-infinitos que interactian a través de una brecha dieléctricamente diferente
a una temperatura finita. Durante mucho tiempo, la opinién predominante fue
que las interacciones Casimir/van der Waals (vdW) entre cuerpos dieléctricamente
similares son siempre atractivas, y de hecho constituyen un problema principal de
friccién sin contacto y friccién en dispositivos micro-sismicos [5]. Estos problemas
han motivado la busqueda de formas de hacer que las interacciones Casimir/vdW
sean menos atractivas o incluso repulsivas. Y es que a pesar del desarrollo de ttiles
herramientas de célculo, culminadas por el desarrollo del formalismo de dispersién
[6, 7], la posibilidad de lograr la repulsién en vacio entre dos placas de material
todavia es inalcanzable de forma experimental. En el aspecto tedrico, se sabe
que dos placas dieléctricas pueden repelerse cuando se sumergen en un medio con
propiedades Gpticas muy especificas [8, 9] y que ninguna situacién simétrica de
espejo puede dar lugar a repulsién [10]. Estas restricciones convierten la bisqueda
del comportamiento repulsivo en el vacio en un desafio dificil que puede resolver

problemas de friccién en aplicaciones de dispositivos [11, 12].
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1.1 Las fuerzas de Van der Waals

L .
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S

Figura 1.1: Descripcion grafica de las fuerzas de Van der Waals se posicionan los
dos dipolos en el eje x para simplificar célculos (figura sacada de [13]).

Aunque el efecto Casimir es la demostracion mas palpable de la existencia de ondas
electromagnéticas en el vacio, existieron célculos previos que guiaron a Casimir y
a Polder a este resultado siendo el trabajo méas antiguo el efectuado por Van der
Waals [14]. En su modelo de 1873 Van der Waals considerd que la interaccién entre
2 atomos se podia ver como 2 osciladores arménicos separados a una distancia R
(donde R es mucho mayor que radio de los atomos).

Cada oscilador consta de cargas £e con separaciéon ; y o, como se ve en la figura

[1.1]. Entonces el hamiltoniano &) para el sistema sin perturbar viene dado por

1 1 1 1
% = %p%—i- 50%’%4—%]93—1-501’3, (11)
donde C' es la constante de fuerza de cada oscilador. Por otro lado, el resultado
clasico para la energia de interaccién .74 de dos dipolos de momentos dipolares p;

y po separados una distancia R es

2 2 2 2
e e e e
IO = — + - - ; 1.2
'""R"R+x—2; R+x R-u (1.2)
dado que |z;|, |z2| < R, si expandimos la anterior ecuacién obtenemos
o 2e%rimy
SO = % (1.3)

Podemos diagonalizar el hamiltoniano total 75 + 5 aplicando la siguiente
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transformacion
(s + )
; = —F=Ts La)s Tg =
P D) V2 ?
= (4 p) =L iom) = pi= (st p) —
Ds = \/§ D1 D2); Pa = \/i D1 D2 P1 = \/5 Ds Da)s D2 = \/5 DPs

Donde s y a denotan los modos simétrico y antisimétrico. Entonces, el hamiltoniano

total 74 + 7 se transforma en

T, 22\ 1, 1 2%\
%—[Wﬁi(c ﬁ)%]*{%wﬁ Ct g ) 04

de tal forma que las frecuencias de los osciladores vienen dadas por

c\ V2 227 1/2 1/ 2¢2 1/ 22\
S 14+ = = 1+ = - = . 1.
=) =) =ep=s (@) s (@m) v 09

Entonces la energia del punto cero del sistema es %h(ws + w,), donde s y a denotan

(como ya se sefialo) los modos simétrico y antisimétrico, con wy = (C/m)Y2. La

energia de interaccién entre los dipolos se puede escribir entonces como

2\ 2

AU — %h(ms b Aw,) = —% ((;2*23) _ —%. (1.6)
Esta interaccion atractiva es llamada como interaccion de Van der Waals, interaccion
de London, o interaccién inducida dipolo-dipolo [13]. Debido a la dependencia de
R~ la interaccién aumenta rapidamente a distancias cortas. Pero ;qué sucederia si
consideramos la distancia entre los dipolos lo suficientemente grande para incluir
los efectos de retardo? Fue Casimir quien en 1947 en una investigacién que
llevaba a cabo para Philips, encontré que la interaccion entre particulas decaia mas
répidamente con la distancia (a distancias muy grandes), con la potencia de =7 en

lugar de la r=¢ de la que se deriva la ecuacién de Van der Waals.

1.2 El efecto Casimir

Como ya se menciond el efecto Casimir describe la atracciéon entre dos placas
paralelas perfectamente conductoras y sin carga confinadas en el vacio. Casimir

propuso comparar dos situaciones: la energia de las fluctuaciones del vacio entre
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Figura 1.2: Descripcion fisica del efecto de Casimir: El vacio que interacciona con
las placas acercara las dos placas paralelas que estén muy préximos entre si (figura
sacada de [15]).

una placa metalica y un gas de electrones y la correspondiente a las fluctuaciones
del vacio en presencia de unas “condiciones de contorno”, es decir, cuando el
vacio esta sometido a ciertos limites, donde las magnitudes fisicas han de tomar
valores determinados. La diferencia entre ambas energias tiene un valor intrinseco,

independiente de donde hayamos colocado el origen de energias [Apéndice Al.

Para ilustrar el ejemplo mas basico del efecto Casimir, consideraremos el mismo
sistema que Casimir demostré en su segundo documento de 1948: la energia del
vacio de dos placas conductoras paralelas muy juntas (figura [1.2]) [3]. En este caso
(que corresponde al efecto que lleva su nombre) Casimir consideré dos placas ideales,
perfectamente conductoras y de extensién infinita (todo en aras de simplificar los
célculos) colocadas en el vacio del campo electromagnético (es decir, en ausencia de
un campo ordinario, generado por algin sistema material). Todo campo, incluso en
su estado vacio, ejerce una presion de radiacion que es proporcional a la derivada
de la energia con respecto a la distancia ‘g—f de los distintos modos de vibracién.
Resultd, en el caso de las dos placas, que los modos que contribuyen a la fuerza
atractiva dominan ligeramente sobre los modos resonantes que tienden a separar las
placas. Por consiguiente, sumando todos los efectos, las placas tienden a juntarse.
Esa fuerza F, es inversamente proporcional a la separacion entre las placas L elevada
a la cuarta potencia, con una constante de proporcionalidad en la que intervienen

solamente constantes fundamentales, como la de Planck A y la velocidad de la luz c.
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Asi,
her?
Fo=———. 1.7
¢ 24014 (1.7)
La magnitud F, se denomina fuerza de Casimir. Para una separacién de 10nm,
(equivalente a cien veces el tamafio caracteristico de un atomo) el efecto Casimir

produce el equivalente a una presion de una atmosfera.

1.2.1 Interacciones Atomo-Placa

En la década de 1940, Verwey y Overbeek, al investigar soluciones coloidales [16],
desarrollaron una teoria de la cohesién de coloides (soluciones liquidas que contienen
una suspensién de particulas) en la cual las fuerzas de London-van der Waals
mantenian las particulas de dicho liquido juntas. Sin embargo, sus predicciones
para los coloides compuestos de particulas mas grandes no fueron confirmadas
experimentalmente: la fuerza de atraccién cayé més rapido que el r~7 predicho
por su modelo. Overbeek sugirié que las predicciones de su modelo podrian volverse
inexactas a medida que aumentaba la distancia entre las particulas. Para distancias
mayores que las longitudes de onda de transicién atémica, la velocidad finita de la
luz perturbard significativamente la energia de interaccion electromagnética entre
particulas, dando lugar a una fuerza de atraccién reducida [16]. Las consecuencias
de la propagacién de la luz finita, conocidas como ”efectos de retardo”, podrian ser
modeladas por la teoria recientemente desarrollada de la electrodindmica cuantica.
En 1948, Casimir y Polder extrapolaron esta linea de pensamiento [3, 4] a dos
placas conductoras paralelas muy juntas, un argumento que finalmente condujo a la
obtencion de la fuerza entre dichas placas paralelas. Sin embargo, su primer articulo
ignoré el contexto coloidal aunque, considerd la interaccién directa de dos casos: un
atomo cerca de una placa conductora y dos atomos cercanos.

El primer caso consiste en un atomo neutro que se coloca muy cerca del centro
de una placa de una gran cavidad conductora. Casimir comenz6 por encontrar los
modos normales para el campo electromagnético dentro de la cavidad, y calcular el
operador G que describe la interaccién atomo-campo. Como en el caso de placas
paralelas, incluso la diferencia de energias entre el atomo cercano y el lejano son
divergentes y requieren renormalizacion.

Por otro lado, el ignorar la variacion del campo electromagnético dentro del atomo
da lugar a una divergencia infinita en la energia de interaccién. Asi que en lugar
de modelar rigurosamente la estructura atéomica, Casimir y Polder multiplicaron

la energia por un regulador e~7?. También hay un polo simple en la expresién de
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energia electrostatica, que se elimina al integrarse muy cerca del polo. En ambos
casos, las funciones se renormalizan tomando el limite cuando v y z se acercan a

cero. La energia finalmente toma la forma

2 © Louldu et 2 2
OF — _ 2 fpu”du 21— 2 1.8
w;/o 2+ k2 2R %! ( +2uR+4u2R2)’ (18)

donde cada n corresponde a la contribucién de un nivel de energia degenerado. Lo
importante para extraer de esta expresion es que la fuerza entre un atomo y un plano
conductor viene dada por R~3 para distancias cortas, pero cambia a R~* a medida
que aumenta la distancia. De hecho, la energia para R pequena es exactamente la
energia predicha clasicamente por London, mientras que la interacciéon a grandes
distancias se modifica a medida que los efectos de retardo se vuelven significativos.
La aparicion de la energia de London en el limite de pequenas distancias sugiere que
el efecto Casimir reemplaza, la teoria existente de interacciones electromagnéticas
que involucran particulas neutras. Este punto de vista también es sugerido por el

segundo caso de Casimir y Polder: la interaccién de dos atomos.

1.2.2 Interacciones Atomo-Atomo

Casimir y Polder también trataron la interaccién entre dos atomos neutros,
nuevamente usando la teoria de la perturbacién pero a diferencia del caso anterior
(en el que utilizaron teoria de perturbacién de segundo orden) en este caso usaron
la aproximacién de cuarto orden. En calidad de estados no perturbados tomaron los
estados atémicos (independientes del campo y entre si) y el campo de radiacién en el
espacio vacio. El operador de la perturbacion se calculé sumando las contribuciones
de la interaccién electrostatica de los dos atomos, y sus respectivas interacciones con
el campo electromagnético.

El calculo (el cual no es trivial) subsiguiente revela nuevamente que en el limite de
R pequena, la interaccion de campo da lugar a las mismas fuerzas del modelo de
London, en el cual la fuerza decae con R~%. Sin embargo, para R grande, los efectos
de retardo comienzan a afianzarse, y la fuerza comienza a disminuir con R~7.

Lo destacable de estas dos derivaciones es que al tomar en cuenta la velocidad finita
de la luz, Casimir y Polder utilizaron todas las herramientas de la electrodinamica
cuantica para abordar un problema que antes no se tenia en cuenta, y descubrieron
un resultado inesperado que también podria interpretarse como un efecto del vacio

cuantico.
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1.3 La Fuerza repulsiva de Casimir (La teoria de
Lifshitz)

Vacuum Z Casimir plates
A
Metal g ’
Vacuum

Figura 1.3: El efecto Casimir con un medio dieléctrico entre las placas (figura sacada
de [17]).

En 1954 Lifshitz encontré una forma de agrupar todos los resultados obtenidos
por Casimir en una sola teorfa, considerando las placas como medios dieléctricos
semi-infinitos, y el medio que separaba dichas placas con una permitividad dieléctrica
diferente del vacio. Se encontrd que el caracter de la fuerza podia ser repulsivo, lo
cual fue comprobado experimentalmente muchos anos después por Munday, Capasso
y Parsegian [12], que usaron una esfera de oro y un plano de silicio rodeado de
bromobenceno liquido para encontrar estas fuerzas repulsivas.

Para comprender este fenémeno, consideremos una sola placa metalica plana y
delgada de espesor d. Se debe considerar que en la superficie se presentan plasmones
[18]. De esta forma para calcular la presién asociada a los plasmones superficiales,
se debe considerar una placa metalica con una constante dieléctrica

fw)=1-"2 (1.9)

w?’
La ausencia de cargas externas conduce a que la ecuacién de continuidad para el

desplazamiento eléctrico tome la forma [19]:
V-D=0, (1.10)

donde D = €E. A continuacién, se sabe que la componente normal de D es continua,
a través de las fronteras y que V-E = 0, excepto en los limites donde € es discontinuo.
Entonces al escribir el potencial escalar eléctrico, E= —V®, obtenemos la ecuacion
de Laplace

Vi =0 (1.11)

Debido a la simetria relativa al plano z = 0, existen soluciones tanto par como
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impar, pero por simplicidad consideraremos solo los valores positivos de z

—

P, cos(k -+ (5) (b= e k=), 0<2<d/f2,

b =
G cos(k T+ 5>€_kz<€kd +1), z>d/2,

(1.12)

donde k y 7 son vectores del plano x — y y d es una fase arbitraria. Ahora bien,
derivando la componente normal del campo eléctrico E en la frontera obtenemos
—k®, cos(/;- 7+ 6) (eFd/2 3 e7kd/2) 0 < 2 < d/2

E. — \
k®, cos <k P 5) (eF/2 £ ¢~h/2) 2> )2

(1.13)

Sabiendo que la componente normal de D es continua en la frontera, la expresién

para € la podemos obtener de las referencias [20, 21]. Y por medio de estas

okd/2 4 o—kd/2
e(w) = — <€kd/2 e e—kd/z) ' (1.14)
Calculando la relacién de dispersion obtenemos

wa (k) = %\/1 T e kd (1.15)

la energia del punto cero para los plasmones es entonces

Fo(d) = h (%)2/ Ker(k) _ %) + <w_(k) - %)} 2k (1.16)

Al igual que en el caso de Casimir tomamos el limite & — co. Finalmente, la fuerza

condiciones de frontera

por area se puede calcular como:

_LM — 0.0078% (1.17)

Fld) = -1 ad a3

La propiedad més significativa del resultado no es el niimero en si sino su signo, un
nimero positivo significa una fuerza repulsiva.

Recientemente [1], se encontr6 que dos placas dieléctricamente similares pueden
repelerse entre si en el vacio a través de las fuerzas de Casimir/vdW, si estas capas
estan hechas de aislante topolégico (TT) [22, 23, 24, 25]. Estos TI se caracterizan
por tener un parametro topoldgico, que puede dar lugar a un comportamiento
electrodinamico exético como la induccién de un monopolo magnético por una carga
eléctrica cerca de una superficie del TT [24]. Al ajustar este pardmetro, se puede

lograr la “repulsion de Casimir”, y fisicamente dicha repulsién es una consecuencia
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de la mezcla de polarizacién inducida por el acoplamiento magneto-eléctrico [26].

1.4 Aislantes Topolégicos

En 2016, el Premio Nobel de fisica fue otorgado a D.J. Thouless, F.D. Haldane y
J.M. Kosterlitz “por los descubrimientos tedricos de transiciones de fases topoldgicas
y fases topoldgicas de la materia” en la década de 1980 [27]. El aspecto notable
de las fases topoldgicas de la materia es que, a diferencia de la mayoria fases
ordinarias de la materia, no pueden ser clasificadas por la teoria de las transiciones
de fase de Landau. Esta teoria ha sido la base de las clasificaciones en la fisica
de estado solido, afirmando que cada transicion de fase esta acompanada por la
ruptura repentina de una simetria distinta y continua. Estas transiciones de fase
topoldgicas, también conocidas como transiciones de fase KT, deben su origen a
los vértices de Abrikosov, predichos en 1957 y premiados con el Premio Nobel de
Fisica de 2003 (junto a Ginzburg y Leggett). Los vortices cudnticos son defectos
topoldgicos que se observan en superfluidos y superconductores. Onsager predijo
en 1947 que, en superfluidos, estos vortices cuanticos (en los que estd cuantizado
el momento angular) son claves en las transiciones de fase. Feynman en 1955 y
Abrikosov en 1957 descubrieron que el campo magnético en un superconductor de
tipo II también presenta este tipo de vértices cudnticos (pero lo que esta cuantizado
es el flujo magnético) y similares transiciones de fase.

Kosterlitz y Thouless demostraron en 1972 (Berezinskii lo hizo en 1971, pero fallecié
en 1980) que podian existir transiciones de fase mediadas por vértices cudnticos
en materiales planos 2D, pero que eran transiciones de fase topoldgicas, en lugar
de transiciones de fase con rotura de simetria, las llamadas transiciones de fase
KT (también BKT). En estas transiciones de fase los vértices se aparean (algo
inspirado en el apareamiento de electrones en los pares de Cooper que explican la
superconductividad) por debajo de una temperatura critica.

Por otro lado, en presencia de un campo magnético externo, el campo
electromagnético en un material bidimensional se describe por el llamado
potencial de Berry. La aplicacion de la simetria gauge local a dicho campo conduce
a que su circulacién esté cuantizada (en funcién del primer nimero de Chern);
basicamente, el potencial de Berry sélo puede dar vueltas completas a un defecto
y el nimero de vueltas completas debe ser un nimero entero (positivo o negativo

segin la direccién), la llamada carga topoldgica.
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Banda de Conduccién

- Band Gap

...... $ AE<3.2eV Nivel de Fermi

Energia

Banda de Valencia

Metal Semiconductor Aislante

Figura 1.4: Descripcion de la teoria de bandas para un material conductor, un
semiconductor y un aislante (figura sacada de [23]).

Pero entonces jcomo se define un aislante topolégico? para esto recordemos la
diferencia entre conductores y aislantes. Un conductor, presenta una resistencia
muy baja al movimiento de los electrones, los aislantes regularmente no conducen
electricidad a menos que se rompa su constante dieléctrica. Para explicar estos
dos comportamientos recurrimos al modelo de bandas. La banda de valencia es la
regién permitida de menor energia que pueden habitar los electrones, la banda de
conduccién, mas energética, es en la que los electrones se pueden mover con libertad
produciendo corrientes eléctricas. Descrito desde la teoria de bandas, si las bandas
de conduccién y de valencia se solapan o se tocan tenemos un conductor. Si estan
separadas por una banda prohibida estrecha tenemos un semiconductor, pero si la

banda prohibida es ancha tenemos un aislante.

La diferencia entre un aislante topoldgico y uno convencional es el nimero de
veces que las bandas asociadas a los estados de conduccion superficial cruzan el
nivel de Fermi en la semicelda unidad (la mitad de la zona de Brillouin). Si lo
cruzan un numero par de veces, tenemos un aislante convencional y estos estados
no son robustos, ya que subiendo o bajando el nivel de Fermi (dopando el material)
desaparecen. En un aislante topoldgico cruzan el nivel de Fermi un nimero impar
de veces [28]. Por tanto, son robustos, no se pueden destruir subiendo o bajando el

nivel de Fermi, es decir, tenemos estados topolégicamente protegidos.

Esta cantidad que representa el niimero de veces que se cruza el nivel de Fermi
es conocido como el pardmetro de orden topolégico © (término topolégico para

abreviar), el cual si lo extendemos a la electrodindmica de Maxwell da lugar a un
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Figura 1.5: Diferencia entre los aislantes convencionales y los aislantes topolégicos.
Dos posibles conectividades, (a) tiene un ntimero par de cruces que no estan
topolégicamente protegidos, (b) tiene un nimero impar de cruces, que corresponde
a que estd topoldgicamente protegido (figura sacada de [28]).

Lagrangiano de Axién de la forma
2 © 2 [y
A%y =0O(a/dr")E-B = —Z(a/47r JF L F* (1.18)

donde F* = %e‘“’aﬂFag y €% es el simbolo de Levi-Civita. En general, © puede
ser un campo dinamico, sin embargo, en este trabajo lo tomaremos como un escalar
constante, haciendo la Ec. (1.18) un pseudo-escalar. Ademas, definido en una
variedad en la que hay dos dominios definidos por sus diferentes valores constantes
de © que estan separados por una interfaz comin o limite ¥ el término se puede
considerar como un parametro efectivo que caracteriza las propiedades de un nuevo
vacio electromagnético que posiblemente surja de una teoria m&as fundamental
o, como se aplica a los medios materiales, como un pardmetro macroscopico
efectivo para describir nuevos grados cuanticos de libertad de materia aparte de la

permitividad habitual € y la permeabilidad u [29].

De esta forma nuestro modelo que se basa en la electrodinamica de Maxwell acoplada

a un término © de gauge invariable describe una accién de la forma [29]

1 1 .
S = /M diz [—m—ﬁFwF‘“’ - Z@%FWF’“’ — A, (1.19)

donde o = €2/hc es la constante de estructura fina y j* es una corriente externa.

8]

La constante de acoplamiento para el término ©, 1%,

se elige de tal forma que la
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carga eléctrica total ¢, = ﬁ J dS- D tiene que ser un multiplo entero de la carga del
electron e, mientras que la carga magnética q. = ﬁ f dS - B debe ser un muiltiplo
entero de g = e/2a por la condicién de cuantizacién de Dirac [30].

Hacemos una particion del espacio en dos regiones: U; y Us de tal manera que

Figura 1.6: Regién sobre la cual se define la teoria del campo electromagnético para
los aislantes topoldgicos (figura sacada de [29)]).

los medios U; y Uy se cruzan a lo largo de un limite bidimensional comun X, que
llamaremos el limite ©, de modo que U = U; UlUy v 3 = U; N Uy, como se muestra
en la Figura (1.6). También suponemos que el campo © es constante por tramos de
tal manera que toma el valor constante © = 6 en la region U; y el valor constante

© = 05 en la regién Us. Esta situacion se expresa en la funcién caracteristica

04, ceu
ox) =4 " - (1.20)
02, X € Z/{g.

En este escenario, el término © en la accién no es un invariante topoldgico global
porque se define en una region con el limite . Al variar la accién, se genera un

conjunto de ecuaciones de Maxwell con una corriente adicional efectiva
0, F" = a@s(X)n, F* + 4rj”, (1.21)

donde n, es la normal hacia fuera de £, y @ = a(#; — 6,)/m, impone la invariancia
de la dinamica clésica bajo los cambios de © por cualquier constante,© — © + C.
De echo la conservaciéon se puede verificar directamente tomando la divergencia en

ambos lados de la ecuacién (1.21) y usando propiedades de simetria. Entonces el
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conjunto de Ecs. (1.21) para @ se puede escribir como

V-E =a§(X)B - n+4mp, (1.22)
VxB-— %—? —@(S)E x n + 477, (1.23)

aqui n es la normal a ¥ que se muestra en la Figura (1.6). Adicionalmente en
este trabajo consideramos una geometria simple correspondiente a una superficie X

tomada como el plano z = a.

Como vemos en las Ecs. (1.22-1.23) el comportamiento de © en las regiones U
y Us es el mismo que en la electrodindmica estandar. El término © modifica las
ecuaciones de Maxwell solo en la superficie de 3. Aqui F° = Ef, F¥ = —¢kBF
y FiO = B Fi = —¢ikE* Las ecuaciones (1.22-1.23) también sugieren que la
respuesta electromagnética de un sistema en presencia de un término © se puede

describir en términos de las ecuaciones de Maxwell
V:-D=4np , VxH=4n], (1.24)
de esta forma las relaciones constitutivas son
o o
D=E+—-60(z)B , H=B - —0(2)E, (1.25)
T T

donde 6(z) viene dado por la ecuacién (1.20). Volviendo al problema de los valores
permitidos de © para describir los aislantes topologicos. La simetria de reajuste
antes mencionada © — © 4 C' permitiria establecer © igual a cero en el caso clésico.
Sin embargo, desde el punto de vista cuantico, dado que para flujos eléctricos y
magnéticos adecuadamente cuantizados, Sp/h es un multiplo entero de O, solo C' =
2mn para valores enteros de n es una simetria permitida, de lo contrario resultarian
contribuciones no triviales a la integral de trayectoria [31]. Ademads, dado que E - B
es impar bajo transformaciones t — —t, solo © = 0 y © = 7 dan una teoria simétrica
de inversion de tiempo. Por lo tanto, la inversién de tiempo toma © en —O, entonces
© = 0 es invariante de inversion temporal per se, mientras que © = 7 es invariante

después del cambio © — © + 27n para n € Z.






Capitulo 2

La Teoria de Lifshitz

[

Figura 2.1: geometria considerada por Lifshitz.

La teoria bésica que proporciona una descripcion unificada de la interaccién de van
der Waals y la interaccion de Casimir entre dieléctricos planos fue propuesta por
Lifshitz en 1956 [20]. La derivacién original de Lifshitz se basé en la suposicién de
que los materiales dieléctricos en el estado de equilibrio térmico se caracterizan por
ser fuentes de fluctuaciones aleatorias de campos electromagnéticos de longitud de
onda larga. Formalmente, la suma de dichas fluctuaciones aleatorias en cualquier
conjunto de espacios puede ser descrita como una suma de Fourier de los modos
oscilatorios que se extienden a través del espacio. El “paso inestable” en esta
derivacion, es que tratamos los modos que se extienden sobre los medios disipativos
como si fueran oscilaciones sinusoidales puras. Implicitamente, este tratamiento
filtra todas las fluctuaciones y disipaciones para imaginar oscilaciones puras; solo
entonces la derivacién transforma estas oscilaciones en perturbaciones suavizadas.

Consideremos la geometria original de Lifshitz de dos medios dieléctricos

23
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semi-infinitos separados por un medio de ancho [. Por simplicidad supondremos
que los dieléctricos se encuentran en el vacio a temperatura 7' = 0, los materiales
son no magnéticos. En ausencia de carga y densidades de corriente, las ecuaciones

de Maxwell toman la forma

B 10B(t,r)
V- -D(t,r)=0 , VxE(t,r)—l—C 5 = O
VxB(t,r)—éwzo , V-B(t,r)=0. (2.1)

Las frecuencias de oscilacién del campo EM entre los dieléctricos deben encontrarse
a partir de la solucién de la ecuacién (2.1), complementada por las condiciones de

frontera de la electrodindmica cldsica impuestas en los planos z = +[/2 [32, 33].

Eip(t,r) = Eon(t,r) , Din(t,r) = Dyy(t,r),
Bl,n(tu I') = Bgyn(t, I') s BLT(t, I') = BQVT(t, I'), (22)

3477

donde los subindices "n” y ”T” hacen referencia a las componentes normal y
tangencial, respectivamente (el subindice 1 se refiere al vacio y el subindice 2 al
medio dieléctrico). La teoria de Lifshitz ignora la dispersion espacial. En este caso,

la ecuacion que conecta D y E toma la forma

D(t,r) = /t et — ¢, r)E({ r)dt, (2.3)
0
donde el kernel del operador integral es £(7,r) (aqui consideramos un dieléctrico
isotrépico con propiedades independientes del tiempo). De acuerdo con la ecuacién
(2.3), el desplazamiento eléctrico D(t,r) en la posicién r y el tiempo ¢ estd
determinado por el campo eléctrico E en el mismo punto r pero en diferentes
momentos t' < t. Esto indica la presencia de la dispersién temporal. Aplicando

transformadas de Fourier,

E(t,r) = /OO E(w,r)e ™dw , D(t,r)= /OO D(w,r)e “dw, (2.4)

—00

y sustituyendo en la ecuacion (2.3), finalmente obtenemos

D(w,r) = ¢(w,r)E(w, 1), (2.5)
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donde, la permitividad dieléctrica dependiente de w es,

e(w,r) = /000 (7, r)e“dr. (2.6)

Para el caso de dos medios dieléctricos semi-infinitos idénticos en el vacio separados

por una brecha de ancho [

e(w,r) = @) Izl =12, (2.7)
1, 12| < 1/2,

donde &(w) viene dado por [34]

N

e(w) =1+ Z Ji (2.8)

2 _ 2 i
wi — w? — Iyjw

Jj=1

siendo w; # 0 las frecuencias del oscilador. Las magnitudes g; son las fuerzas
del oscilador y expresan la probabilidad de absorcion o emision de radiacion
electromagnética en las transiciones entre los niveles de energia de un atomo
o molécula, v; es el pardmetro de frenado, y N es el ntimero de osciladores.
Usualmente, 7; < w;. De la ecuacién (2.8), la permitividad dieléctrica para w = 0

toma la forma [35]
N
go=¢(0)=1+ g—é < 00. (2.9)
— W
j=1 "
Para dieléctricos polares que consisten en moléculas que tienen un momento dipolar
intrinseco, se debe agregar un término adicional en el lado derecho de la ecuacién

(2.8).

2.1 Representacion de la féormula de Lifshitz en

términos de frecuencias imaginarias

Consideremos un campo electromagnético monocromatico [14]

E(t,r) = E(r)e ™ | B(t,r) = B(r)e " (2.10)



26 Capitulo 2. La Teoria de Lifshitz

Substituyendo en las ecuaciones de Maxwell (2.1) y usando las ecuaciones (2.5) y

(2.7), obtenemos que las ecuaciones dentro de los medios dieléctricos toman la forma

V.-Er)=0 , VxE(@) —i%B(r) — 0,

V x B(r) + ie(w)%E(r) =0, V-B{x)=0. (2.11)

Entonces las ecuaciones de onda para los campos son

V?E(r) + 5(w)w—2E(r) =0 , V°B(r)+ a(w)w—2B(r) = 0. (2.12)

c? c?

El conjunto ortonormal completo de soluciones de la ecuacién (2.12) es

E@)x,w(r) = e (2, ko)exp(ik-rr) By, wlr) = be(2, ku)exp(ik, -ry),
(2.13)
donde, r = (z,y,2) = (r1,2), ki = (ky, k) y el subindice p = TM, TE representa
cada una de las posibles polarizaciones del campo (transversal magnético y tranversal
eléctrico, respectivamente). Substituyendo la ecuacién (2.13) en la ecuacion (2.12),

obtenemos las ecuaciones de onda para las funciones e, y b,):

e’(;,)(z,lﬁ) — k2€(p)(2,]@_) =0 s /(/p)(z,/ﬁ_) — ]fZB(p)(Z,kJ_) = O, (214)
donde
2 2 2 w?
k* =k (w,kl):kl—a(w)g; (2.15)
para el vacio k? debe ser reemplazado con
2 2 . W
q :q(w,/ﬁ):lﬁ—g. (2.16)

De manera similar, la primera y cuarta ecuaciones de Maxwell conducen a ecuaciones

para las proyecciones de los vectores e() y b,):

€p).o (2, kL) +ikyep) (2, k1) +ikee) (2, kL) = 0,
b/(p),z(z’ ki) +ikybep)y (2, k1) + kb (2, k1) = 0. (2.17)

Ahora vamos a satisfacer las condiciones de continuidad (2.2). Comenzaremos
considerando el campo eléctrico y el desplazamiento eléctrico. Hay que tener en
cuenta que ¢, . no es igual a cero solo para p = TM, por lo que ahora consideramos

el modo transversal magnético. Al usar las soluciones del campo eléctrico, la primera
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ecuacion en la ecuacién (2.14) la podemos representar ¢(rap,. de la forma

Aexp(kz), z< —1/2,
e(ra),=(2, k1) = § Bexp(qz) + Cexp(—qz), |z| <1/2, (2.18)
Dexp(—kz), z>1/2.

Entonces las condiciones de continuidad para el campo eléctrico e(rys). implica el

siguiente sistema de ecuaciones:

Akexp(—Fkl/2) = Bqexp(—ql/2) — Cqexp(ql/2),
—Dkexp(—kl/2) = Bgexp(ql/2) — Cqexp(—ql/2), (2.19)

Acexp(—kl/2) = Bgexp(—ql/2) + Cexp(ql/2),

Deexp(—kl/2) = Bgexp(ql/2) + Cexp(—ql/2).

Este es un sistema lineal homogéneo de ecuaciones algebraicas con cantidades
desconocidas A, B, C' y D. Tiene una soluciéon no trivial bajo la condicién de

que el determinante de sus coeficientes sea igual a cero,
A™) (k1) = e ™[(eq + k)% — (eq — k) %] = 0. (2.20)

De manera similar, podemos obtener las condiciones de continuidad (2.2), para
la induccion magnética. La componente by, . no es igual a cero para el modo
transversal eléctrico p = TE. Entonces, la soluciéon no trivial bajo la condiciéon de

que el determinante de sus coeficientes (E, F, G y H) sea igual a cero es
AT (k) = e ™M(g+ k)% — (¢ — k)?e ] = 0. (2.21)

Las soluciones de las ecuaciones trascendentales (2.20) y (2.21) son las frecuencias
propias del foton w,(c?fl), ny ngg para la configuracién de dieléctricos semi-infinitos
separados por un espacio de vacio. Por lo tanto, A™) y A(TE) son las funciones de
generacion de modo. Ademés, hay que tener en cuenta que estas frecuencias propias
son complejas (porque la permitividad dieléctrica en (2.8) es compleja), con partes
imaginarias positivas que son mucho més pequenas que las partes reales [21].

En términos de las frecuencias propias de los fotones todavia desconocidas, la energia

del vacio del campo electromagnético en equilibrio térmico con las placas dieléctricas
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a temperatura cero viene dada por

Sh [~
Eo(l) = o~ /0 krdky Y (w4 wi ). (2.22)
B
\\.\
Ll \1
16 III".
G "
/: ‘ ? f'! ‘
—T< %t ¥R2 [ Cp
—10
.a’/ll
LQ
A

(a) (b)

Figura 2.2: Trayectorias de integracién (a) en el plano C y (b) Cs en el plano de la
frecuencia compleja. Las frecuencias de Matsubara son &, y las frecuencias propias
del fot6n son w, [36].

Las sumas sobre las soluciones de las ecuaciones (2.20) y (2.21) se pueden calcular
usando el principio del argumento [Apendice B]. Consideramos un contorno cerrado
que consiste en un semicirculo C'; de radio infinito en la mitad derecha del plano
complejo w con su centro en el origen, y el eje imaginario [—ioco,ico] omitido en
sentido contrario a las agujas del reloj (figura [2.2]). Dado que las funciones A(™)

v A(TE) 1o tienen polos dentro de este contorno, obtenemos

1 ico
D SR / dwlnATTE) (4 k) 4 / dwln AT (o k) )
LT 2mi Cy

(2.23)
La segunda integral en el lado derecho de la ecuacién (2.23) se calcula facilmente,

bajo la suposicion

d
lim e(w) =1 , lim £w)
w—00 w—>00 w

— 0. (2.24)
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imaginarias
El resultado es infinito y no depende de :
/ dwIn ATMTE) () 1) = 4 / dw. (2.25)
ol Cy

Introduciendo una nueva variable { = —iw, reorganizamos la ecuacién (2.23) a la
forma | oo 5

D wpE = o / dInATETE) () | )+ = / de. (2.26)

’ LS T Jco,

La energia dada por las ecuaciones (2.22) y (2.26) es infinita. La energia de Casimir

finita por unidad de drea se obtiene mediante la resta de Fy(l) de la energia del

sistema [apendice A]:

Ey(l) lim Eo(l>'
S lsoo S

Esto es equivalente a despreciar la integral a lo largo de C, y la sustitucién de

ATMTE)(§¢ k1) con A(TM*TE)/AQM’TE), donde

E(l) =

(2.27)

ATWGE k) =@Ml (eqg+ k)2, ATB(iE k) = e P (g + k)?
2 2
q2=q2<iﬁ,m=ki+§—2 , k2=k2<i§,m>=ki+e<i§>i—2 (2.28)

Entonces el resultado finalmente es

h o0 o
B()= g5 /O kodk, / d¢

Integrando la ecuacién (2.29) por partes y usando las expresiones explicitas (2.20),

APDGE ky) | AT ky)

n 2.29

In

(2.21) y (2.28), llegamos a la formula de Lifshitz a temperatura cero,

E(l) i /OOO kj_dkj_ /OO dé’ [ln[l — RZTM(1€7 ka_)G_qu] + ln[l _ R%E(lf, k,L)e—2ql]:| :

" 42 oo
(2.30)
donde las cantidades Rty v Rrg son los coeficientes de Fresnel para las ondas

transversal magnética y eléctrica respectivamente y vienen dadas como:

e(i&)q(i&, k1) — k(i&, k1) q(i&, k1) — k(& k1)

F e ) = Zehgtie k) + kG k) © TP T e k) 1 k(g R
(2.31)
— — sin? - — sin®
R (th0) = £cos Py — /€ — sin” Yy Ru(to) = cos Py — /€ — sin” ¢y

cos by — \/e + sin? ¢y

(2.32)

ecosthy — /e +sin ey
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En las anteriores expresiones 1y es el angulo de incidencia desde la brecha del vacio
hacia el dieléctrico. Considerando que para ondas electromagnéticas reales en el
vacio, sintYy = kjc/w, vemos que Rry(vo) v Rre(¢o) coinciden con Ryy(w, k)
y Rrg(w, k1), respectivamente. Sin embargo, una propiedad importante de los
coeficientes (2.31) es que se calculan a lo largo del eje de frecuencia imaginario
y dependen de las dos variables independientes & y k. No hay restricciones como
kic < & en las dos integraciones con respecto a £ y k; en la férmula de Lifshitz
(2.30). Usando la ecuacién P(l) = _8{39_10)7 se obtiene la férmula de Lifshitz para la
presién de Casimir:

ho [~ > . _ 9. _
P) =~ | kudbs [ deg[IREHGE ku)e = 17+ [Re2GE k) — 1171,
0 —00
(2.33)
En la derivacion anterior, se despreciaron las pequenas partes imaginarias de las

frecuencias propias del fotén [36].

2.2 La férmula de Lifshitz para pequenas y

grandes distancias

Aqui consideraremos el comportamiento caracteristico de la presién P(l) para
pequenas y grandes separaciones de [ en comparacion con la longitud de onda Ay de
absorcion caracteristica del material dieléctrico. Para [ < Ag, la region gl ~ 1, en
la integral con respecto a k, en la ecuacién (2.33) corresponde a un valor bastante
grande de ¢. Esta es la regiéon de altas frecuencias £, donde ¢ =~ k y, por lo tanto
Rrg < Rry. Al introducir una nueva variable y = 2¢l, y al cambiar el orden de

integracion con respecto a £ y a k,, obtenemos

P(l) = f /0 d¢ y?dy [ReZ (i€, y)e? —1] . (2.34)

].67T2l3 f/wc
donde w. = ¢/2l es la frecuencia caracteristica. Ahora, en la misma aproximacion,
es posible reemplazar el limite inferior de integracién £/w, con cero y cancelar los
q y k en el numerador y el denominador en la definicién (2.31) del coeficiente de

reflexion Rry. Como resultado se obtiene [37]

Pt =t [a [ (B9 ) L e
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donde H es una constante denominada la constante de Hamaker. Esta es la presion
de van der Waals sin efectos de retardo en la configuracion de dos placas dieléctricas
semi-infinitas. Es de cardcter no relativista y, por lo tanto, no depende de la

velocidad de la luz c.

Ahora consideramos el limite opuesto de grandes distancias, que satisface la
condicion I > Xg. Al mismo tiempo, se supone que la separacién es lo
suficientemente pequena como para despreciar los efectos térmicos. En este caso,
las bajas frecuencias proporcionan la contribucién dominante a la presién. Como
resultado, la permitividad dieléctrica a lo largo del eje de frecuencia imaginario
puede reemplazarse con g definido en la ecuacién (2.9). Introduciendo variables

adimensionales

C
y utilizando la ecuacién (2.31), representamos la presién para grandes distancias de
la siguiente forma

7% he

P() = =577 Vo). (2.37)

Aqui, la funcién ¥(ey) se define como [36]

2
W(eo) 15/ dC/C Jdy <Eoy+\/y2+c2(50—1)> o1

2t EO?J—\/?J2+C2(50—1)

-1

Y+ VP T CE -1 -

La ecuacién (2.38) incluye efectos de retardo, un factor esencial en separaciones
grandes. El cardcter relativista de la ecuacién (2.37) se refleja en la dependencia
explicita de la velocidad de la luz c. En el caso limite g — oo, la funcién ¥(gy) — 1

se obtiene el caso de placas de metal ideal.

2.3 El caso Anisotrépico

Los sistemas considerados en la anterior discusion son isotrépicos. Sin embargo, los
efectos de anisotropia sobre la energia y fuerza de Casimir pueden ser relevantes
en sistemas con propiedades Opticas complejas. Un componente de la interaccion

entre particulas coloidales suspendidas en un fluido son las fuerzas de van der Waals
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(vdW). En el limite de pequenas separaciones (régimen de no retardo, distancias por
debajo de aproximadamente 100nm), las fuerzas de dispersién estan mediadas por
modos longitudinales similares a la materia localizados en las interfaces, mientras
que en el limite de grandes distancias (efectos de retardo) estan mediadas por modos
transversales del tipo luz que se encuentran entre las interfaces [35]. El tratamiento
cuantico-mecanico del régimen de no retardo fue iniciado por London y van der Waals
y del régimen que incluye los efectos de retardo por Casimir y Polder [3, 4]. En estos
trabajos se noté un elemento comun: la fuerza tiene un signo negativo que indica
que las fuerzas son exclusivamente de cardcter atractivo. Lifshitz [20] introdujo
un tratamiento macroscopico del problema donde las propiedades electromagnéticas
de los cuerpos y el medio se caracterizaron a través de funciones de permitividad
dieléctrica. Dzyaloshinskii y Pitaevskii generalizaron la teoria de Lifshitz a cuerpos
no uniformes utilizando el formalismo de las funciones de Green [38]. Mas tarde,
van Kampen, Nijboer y Schram desarrollaron un método para calcular la interaccion
vdW basada en el conocimiento de los estados de superficie electromagnética, lo
que simplificé el tratamiento de geometrias complejas [39]. Se encontré que las
fluctuaciones de carga correlacionadas entre cuerpos anisotropicos que actian a

través de un medio anisotropico crean pares, asi como fuerzas atractivas o repulsivas.

gl e (0m) € R(QR)

0 /

Figura 2.3: la teoria de Lifshitz para el caso anisotrépico [34].

Para el caso anisotropico la permitividad dieléctrica € es un tensor en lugar de un

escalar. Cuando los ejes principales de cada material son perpendiculares, este tensor
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se puede escribir como

&(Z ) 0 0
=109 £ o0 (2.39)
0 0 &9

donde (i) = 1,2, 3 hace referencia al medio. Para mayor claridad, nos limitaremos

al caso en el que el eje z para todos los materiales es perpendicular a las interfaces.

Como se mostré previamente, cada una de las componentes 555'), eg) y 59 depende

de la frecuencia. Adicionalmente, estos materiales se pueden girar, uno respecto al

otro, alrededor del eje z con ;) como el déngulo de rotacién. Manteniendo fijo 0y

se pueden escribir los tensores dieléctricos £2)(6,) y e®(683), (§) = 2,3 [34]:

eP cos? 0y + e sin? 0y (e — ) sinb; cosby 0

D (0;)) = (e — DYsin 0j) cos b e cos? ) + e sin? 0y O (2.40)
0 0 e

Al igual que en la derivacién del resultado de Lifshitz, es necesario delimitar los
modos electromagnéticos que dependen de la ubicacion de las interfaces. Para el
caso de no retardo, en el que se ignora la velocidad finita de la luz, las ecuaciones

de Maxwell para el campo eléctrico se pueden escribir como
V-EE)=0 , VxE=0. (2.41)

Por la segunda de estas ecuaciones, sabemos que podemos introducir un potencial

escalar @ tal que E = —V®. Esto nos permite convertir la primera ecuacion en
V- (V®) =0 (2.42)

que se resolverd sujeto a las condiciones usuales de que E,, E, y (éE), sean continuos

en las fronteras. En cada material, la funcién potencial ®;)(z,y, 2) tendra la forma
Dy = fay(z)el@mtay) - (j) =1,2,3, (2.43)
donde las amplitudes f(;)(z) satisfacen la ecuacién

0 11) — 0+ 2000, + ) fio2) =, (2:41)

en las cuales 5;()2 es el elemento pq (fila/columna) de la matriz rotada dada en la
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ecuacién (2.40). Esta ecuacién diferencial puede escribirse mas sucintamente como

eD [ (2) = By (0)) fiy (2) = 0, (2.45)
con
2 Egﬁi) 2 52(/i) 2
B(i)(e(i)) = W(qm cos Oy + qysinb;))” + m(qy cos 0y + ¢ sin0;))”,
gz 62:
tal que

fiy(2) = Awe’0* + Bge Poz, (2.46)

Debido a que solo los modos de superficie tienen importancia, establecemos B; =

Az = 0. Las condiciones de contorno en z = 0 y z = [ se convierten en

Fy(0) = f2)(0),
eM f11y(0) = e £1(0), (2.47)
fioy() = fi (1),
e?) flyy(1) = ¥ fls(1).

Entonces la relacién de dispersién para las ondas superficiales en el sistema viene

dada por [Apéndice B]:

D(&,1,0) = 1—[ "

e By (0) + e¥ By (02) 5,23)5(3)(0(3))+a£)5(2)(9(2))

(2.48)
Anélogamente, podemos repetir el mismo procedimiento para las ecuaciones de
Maxwell para el campo magnético. Finalmente nuestra formula de Lifshitz para

el caso Anisotrépico queda [33],

Bl) = L / kodk, / déln (det[1 + Ry R,Je~ 29 0=)) (2.49)
0 0

472

donde ahora las cantidades R; y R3 son las matrices de los coeficientes de Fresnel

para los medios 1 y 3 y se escriben como:

R; = <RS’S Rs’p>.
vas vap

donde s y p representan las polarizaciones TE y TM respectivamente. Ademas,

el primer subindice representa la polarizacién de la onda incidente mientras que

VB (0) — P8 (9(2))] [523)5(3)( @) — By (02) o=2002)(02)1 _
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el segundo representa la polarizacion de la onda reflejada. De esta forma, para el
segundo término s, tenemos una onda incidente con polarizacién s y una onda
reflejada con polarizacion p. En los materiales convencionales se cumple que si la
onda incidente tiene polarizacion s la onda reflejada tendra la misma polarizacién y
lo mismo aplica para la polarizacion p. De esta forma podemos simplificar la matriz
como:

Rss O

)

i
0 Rp,p

En los capitulos siguientes observaremos que si las placas son de aislante topolégicos

es posible obtener coeficientes con una polarizacion diferente a la onda incidente, es

decir, R, vy R, diferentes de cero.






Capitulo 3

El formalismo de la matriz de

Scattering en T1

Para describir la propagacién de ondas y particulas a través de sistemas con
diferentes propiedades, se pueden utilizar dos formalismos que permiten obtener
las amplitudes de reflexion y transmisién. El primer formalismo se conoce como
método de matriz de transferencia (MMT) y en él se relacionan las amplitudes
de las ondas después de la transmision con las amplitudes de las ondas antes de
la transmision [40]. En el segundo formalismo, conocido como método de matriz
de dispersién (MMS) conocida también como Matriz “S” (por su abreviatura en
ingles de Scattering Matrix) describe las ondas salientes en términos de las ondas
entrantes. La invariancia de inversion temporal y la conservacién de la densidad
de corriente imponen condiciones fuertes en la forma de la matriz de transferencia

”M?”, independientemente de la forma especifica del potencial [41].

Basicamente el método de la matriz S trabaja bajo los mismos principios que el
MMT. El MMT transfiere un ntmero infinito de amplitudes de campo a través
de la estructura analizada. En realidad, cuando se realiza el cdlculo numérico,
el valor del vector de este conjunto de amplitudes es truncado para un ntmero
determinado de interfases [41]. Entonces, se puede decir que para un ntimero elevado
de cambio de interfases y profundidad (en el orden de centimetros) el MMT genera
calculos de amplitud erréneos, porque al no guardar la informacién necesaria de este
conjunto infinito de amplitudes no cumple la conservacion de energia. Conforme se
incrementan las interfases en el punto donde se empieza a truncar el valor de las

amplitudes, se puede afirmar que los cédlculos de transmisiéon o reflexion presentan

37
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inestabilidades numéricas'. La matriz S permite el estudio de las amplitudes para
cada modo de manera separada, lo que evita las inestabilidades numéricas presentes
por el MMT. La matriz S realiza un producto de manera iterativa de tal manera

que solo realiza el producto conociendo el valor de amplitud anterior.

3.1 El experimento de dispersion

Para ilustrar los principios béasicos del formalismo a desarrollar, consideremos
inicialmente el movimiento de una particula cuantica de masa m en presencia de

un potencial V(x) en una dimensién se rige por la ecuacién de Schrodinger

W 0*P(x)
2m  0z2

+ [V(z) — E]¥(z) = 0.

Aqui, ¥(z) es la funcién de onda y E la energia del electrén. Por simplicidad,
suponemos que el potencial V() es distinto de cero solamente dentro de una regién

finita,

Viz ara 0 <z </,
Vie) = (z) p <z<
0 para 0 <z <.

Se supone que las soluciones de la ecuacion de Schrodinger fuera de la regién

potencial son conocidas y pueden escribirse como una superposicion de ondas planas:

() + U, (x), =<0,
() + Ug(x), z>1

Aqui, los subindices L (izquierda) y R (derecha) indican la posicién de la particula
con respecto a la regién potencial, y los superindices + (—) determinan la direccién
de propagacion: + significa que el electrén se propaga en la direccién positiva ( de
izquierda a derecha) y (—) significa que el electrén se mueve de derecha a izquierda
(figura [3.1]). Por lo tanto, llamamos a ¥} () la onda incidente, en contraste con
U, (z), que es la funcién de onda del electrén que se propaga desde la muestra hacia

el lado izquierdo.

1Se define inestabilidad numérica como error de procesamiento en los datos de un algoritmo que
se magnifica en el resultado.
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+ +
5 Vi

Y
Y

vy Muestra wp

A
A

Figura 3.1: Las ondas incidentes ¥} (z) y Wx(z) son dispersadas por la muestra.
Las ondas salientes W (z) y Ui(z) consisten en ondas transmitidas a través de la
muestra, asi como ondas reflejadas en la muestra. Fuera de la muestra, la funcion
de onda se puede expresar como una superposiciéon de ondas planas.

Las componentes de las funciones de ondas se pueden expresar como

Ui (r) = Aet

L (x) = Be™9,
Uh(z) = Cetie™ | =

U
U De™la%

Aqui, ¢ es el vector de onda relacionado con la energia E del electréon, a través de

la relacion de dispersion
E = E(q). (3.1)

La relacion de dispersion (3.1) determina las propiedades fisicas del electrén en la
regién fuera de la muestra (0 > x > [). En particular, la condicién de continuidad
de la funcién de onda y su derivada nos generan relaciones lineales entre las ondas

salientes y entrantes que se pueden escribir como

oo (3.2)

Uy (z = 0)] g

V(2 = o>]

donde la matriz S,

S — Sll Sl2 :
521 522

se denomina matriz de dispersion. Por definicién, la matriz S relaciona las
ondas salientes con las ondas entrantes como se muestra en la figura [3.1]. Sus
elementos caracterizan completamente las propiedades de dispersion y transmision

del potencial unidimensional V' (z).
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3.2 Amplitudes de reflexiéon y transmision

Para encontrar el significado fisico de los elementos de la matriz de dispersion
S, volveremos al experimento de dispersién descrito en la figura [3.1], pero ahora
considerando que solo se tiene una particula que se acerca a la muestra de la derecha.

Como ninguna particula viene de la izquierda, tenemos
T =0,
La condicién de normalizacion para la funcién de onda entrante significa que
Upl* = 1.

De la ecuacion (3.2), obtenemos que la onda transmitida ¥} (z) esta dada por

U (x=0)=5:Ygsx=1I)
y la onda reflejada estda dada por

Uh(x =1) = SouVp(x =1)
Llamaremos a Sis la amplitud de transmision Ty Sss a la amplitud de reflexién R:

T =512, R= 5.

De la misma manera, consideramos la dispersién de la particula que viene del lado
izquierdo del potencial. Obtenemos R’ = Sj; como la amplitud de reflexién, y
T = S; como la amplitud de transmisién de izquierda a derecha. Finalmente, en

términos de amplitudes de transmision y reflexion, podemos escribir la matriz de

S:RT,
T R

Los coeficientes de reflexion (transmisién) se definen, respectivamente, como la

dispersién S en la forma

probabilidad de que la particula se refleje (transmita). Ademads, por la conservacién

de la densidad de corriente [40], obtenemos

IT?P+|R?=1y |T'P+|R|?=1. (3.3)
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Las ecuaciones (3.3) tienen una interpretacion fisica simple. Cuando la muestra no
contiene pérdidas ni fuentes, el electrén puede reflejarse o transmitirse a través de

la muestra.

3.3 Coeficientes de transmision y reflexién para

una Interfaz de Aislante Topolégico

Desarrollemos ahora el formalismo anterior en el contexto mas complejo de la
transmision y reflexion de ondas electromagnéticas en la superficie de divisién de

aislantes topologicos.

(b)
(a)

Interfaz

Figura 3.2: Geometrias de ondas planas incidentes con: (a) polarizacion p (o T'M)
y (b) polarizacién s (o TE).

Recordemos que la luz es una onda electromagnética que consta de una amplitud
de campo eléctrico (E), una amplitud de campo magnético (H) y una direccién de
propagaciéon de onda plana (k), donde los tres vectores son ortogonales entre s,
véase Figura [3.2]. Dependiendo de la posicién en la que incidan dichos campos
con respecto al plano incidente se dice que estan polarizados de manera paralela
(p) o perpendicular (s). El plano incidente se forma entre el vector k y el vector
normal a la interfase (n). Se le llama polarizacién p cuando E es paralelo al plano
de incidencia. Noétese que mientras H es perpendicular al plano de incidencia,
E es transverso a la interfase por lo cual también se conoce como transversal
magnético o polarizacién T'M. Por otro lado, la polarizaciéon s se forma cuando
E es perpendicular al plano de incidencia y H esta sobre el plano de incidencia.

A la polarizacion s también se le conoce como transversal eléctrico o polarizacién TE.
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Una vez que se tienen los conceptos de luz incidente y polarizacion, las ecuaciones
de Maxwell en forma puntual dan informacién detallada de la propagacién de una
onda electromagnética. En este estudio, se supone un medio homogéneo, es decir, sin
cambios en la magnitud de la permitividad, permeabilidad y conductividad hacia
cualquier direccion. Adicionalmente en este capitulo se asumird que el medio es
isotropico, donde la onda electromagnética tendra las mismas propiedades fisicas a
lo largo del eje de propagacién. Asi las ecuaciones de Maxwell toman la siguiente

forma

V:B(r,w)=0 , VxE(r,w)=iwB(r,w),
V-D(r,w)=0 , VxH(r,w)=—iwD(r,w).

Estas ecuaciones deben ser complementadas con las relaciones constitutivas tal como

se mostré en capitulos anteriores,

D(r,w) =eE(r,w) + B(r,w), (3.4)

a(r,w)

H(r,w) =B(r,w) — E(r,w),

c
Siendo @ el término que hace alusién a la topologia del sistema y viene dado como
@ = aO/7, donde « es el coeficiente de estructura fina y © es el parametro de orden
topoldgico.

Ahora bien, el sistema a considerar estd formado por dos medios isotrépicos
semi-infinitos polarizables separados por una interface en z = 0. El medio en z < 0
posee una permitividad dieléctrica 1, permeabilidad magnética p; y un parametro
topoldgico ©1; El medio en z > 0 tiene permitividad dieléctrica e, permeabilidad
magnética g y pardametro topoldgico ©,. Una onda electromagnética con vector de
onda ki = (k,, ki) se aproxima desde la izquierda de la interface, parte de esta onda
es reflejada con un vector de onda ky = (k,, k;,). Otra onda electromagnética con
vector de onda k; = (k,, k;,) se aproxima desde la derecha de la interface y parte de
ella es reflejada con un vector de onda k3 = (k,, k3,). El sistema en consideracién
se muestra en la figura [3.3]. La estructura de los campos eléctricos e intensidad
magnética tiene la siguiente forma:

E+

1z

+
Hlx

By
H1y

By
-

efiklzzei(kyyfwt) + eiklzzei(kyy*“’t)’ < 0’ (35)

1z
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E@9)2

H ),

By,
H,,

o eikgzzei(k:yy—wt)

. 2> 0, (3.6)

Ef . .
2—;:0 e—lkgzzel(kyy—wt) +
]i2w

.
Y
.

l'l‘ e € “\ EodoTs)
=1 Howowns| Medio 2
Hf_\[uduTE)‘/as‘ z>0

E ovodotn

Wine 2“ 0
@x (‘M'e_r&' "-/.' V/(mng

0,8 U,
Medio 1 &
z<0 .~

»Z

’

g vy )

Figura 3.3: Interface entre dos aislantes topoldgicos.

donde k). = %225(1')M(z') — k2,1 =1,2. Los signos (+) y (—) en los campos indican
el sentido en que se propaga la onda, (+) hacia la derecha y (—) hacia la izquierda.
Las ecuaciones de Maxwell pueden utilizarse para obtener la forma vectorial de la
ecuacion de onda para un aislante topoldgico, la cual en términos del potencial
vectorial A toma la forma

2 82

{%s(r,w) + VQ(SM} Ay(r,w) + i%eam

B Ja(r,w)
02,0,

6.’13'5

A,(r,w) =0.
En términos del potencial vectorial A las relaciones constitutivas son:

D —iweA + %v A, (3.7)

H=V x A —i%A.

C

De aqui se tiene

w
t_ . oot Y +
H = e,V A; 1ca(r,w)Ay

= eymVZA;t — iga(r, (,u)A;IE
C
— €yen(Fik) AF — iZa(r, w) A,
C

. LW
HS = Fik. Ay — 1Ea(r,w)A;t.
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Analogamente, para H f se tiene

HE = e,V AF i a(r,w)AE
e
= (€4y2Vy A + €xy V2 A ) — C;]oz(r w)AE
HE = —(V,AF — V.A*) — iZa(r,w) A
c
De la ecuacién V- D = 0 se tiene V,D;- + V.DF = 0, es decir, k,D; +k.DF =0y
por lo tanto

k
+ Y nE
Dz = :Fk’_Dy

z

De la relacion constitutiva para el campo eléctrico D = iwe A + %V X A se tiene

k.
D;t 1w5AjE F 1—AjE
c

k
DF =iweAF +i-2 A
C

Entonces
@
k:z
k

iwe A +i yAi = k_y {waAi Fi— Ai]

ky
—A
k.

De aqui que

y por lo tanto

H* = 1—2—AjE iZa(r,w)AX |, HE = ?igAi —i%a(r,w) A%,
2k, c v H c
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3.4 La matriz de Scattering para una interfaz de

aislante Topoldégico

Con base en los resultados del punto anterior, se pueden obtener los elementos de

la matriz de dispersién S.

(A2 A2,)

z

@ @ g2

Figura 3.4: Sistema considerado para hallar la matriz de scattering.

Se parte del siguiente sistema de ecuaciones, obtenidos para hallar la matriz de

transferencia:
A1+y0 + AIyO :A2+y0 + A5y07 (38)
€1 &1 ,_ Cc__ C__ _ €2 €y, _
k—lefyo - k_lelyO + =l + @A = k_%A;yO - k_2ZA2yO7 (3.9)
A—li_:r:O + AI_:L’O :Ag_x() + AZ_a:O’ (310)
/{312 klz _ k2z k2z

w w
Al o4+ —ZAL+ —apAl  + —apAy,, = ——AL  + — AL, 3.11
) 120 [0 120 c 1243190 c 1243990 [is 220 L1 220 ( )

donde @5 = @y — @ y el subindice 0 hace referencia al potencial A evaluado en

z = 0. Ordenando de acuerdo al modelo de la matriz de Scattering

_ + + :
T7) -5 |\Ijl_> , donde |U7) = Aliyo y |U5) = Aiyo ;
‘\IJ;> |qj2 > ALLo Ao
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finalmente se obtiene el siguiente conjunto de ecuaciones:

Ao+ OAfxo A3, 20 T 043,

A2y0 + OAQ{L‘O

AlyO + 0A},, + A3, 290 T 0A2x07

&1 C
AlyO

c
T AlyO_'_ 0412A1x0
1z

— A+
a12A1x0 -

k; Agyo + 0A5$O7

OA 1y0 + Ala:[) + OAQyO

k k_2z

A;a:O = AlyO + OA 20 T A 240 + 0A2x07

w kZQZ 1{512 k
p —aAy, + AlxD + 0A2y0 + A2x0 =T 0412A1y0 + A1x0 + 045, + — s 220
Escrito en forma matricial
10 -1 0 oo 10 1 0 (A,
Thr w012 T w | _ | TEs 5@~ 0| | Al
0 1 —1] | Ad, 0 -1 0 1 2o |
we ks ko, w— ki ko, —
T E 2= ] \As -0 E s 296(() )
3.12

multiplicando a ambos
matriz S queda como

(—14p12)(14s21)— 22 s 2 (@12)?

lados por la inversa de la matriz de la

k
c k1z poo
2w py ey 12

izquierda, nuestra

oc kaz o
w E9

2(1+s27)

(1+p12)(1+821)+”2 (@12)?

_ow f1 H24
2L1\,1 eg ¥12

(1+p12)(1+821)+”§ (@12)?

(1+P12)(*1+521>*%(512>2

(1+P12)(1+521)+%(512)2 (1+P12)(1+521)+%(512)2

B
—24 k222 @10

2(1+py2)

(1+p12)(1+821)+%(a12)2 (1+P12)(1+821)+%(W12)2 (1+P12)(1+521)+%(512)2

(1+P12)(1+521)+%(512)2

oc k1z B2 4
w Ay s
(1+p12)(1+s21)+ “5 (@12)?

2p12(1+s21) 12

(=1+p12)(Uts21)+E2 (@12)?
(1+P12)(1+S21)+%(512)2

(1+P12)(1+521)+%(512)2

k
c B2z
2% ey Y12

<1+p12)(1+521)+%(512)2

_ow €1 K24
c ki1, ea
(1+p12)(A+s21)+ 3 “2 (@12)?

Cow M2
27 gy 012

(1+P12)(1+521)+“§ (@12)?

@12

(1+P12)(1—521)—%§(312)2
<1+p12)(1+521)+%(512)2
(3.13)

2s21(1+p12)
(1+P12)(1+521)+%(312)2

H2 k1
11 ko

€1 kaz
€2 K1z

donde s9; son las impedancias para las polarizaciones s

y P12
(TE) y p (T'M) respectivamente. Por otra parte, el pardmetro topoldgico ocasiona
la presencia de nuevos términos en la matriz de dispersion, los cuales dependen

directamente del término @ys. 0 nuestra

De tal forma que si hacemos a a9
matriz S se reduce a la mostrada en el libro de Costas Soukoulis [40] para materiales

convencionales.

3.5 Coficientes de Fresnel para ondas incidentes

con polarizacién s (TF)

Consideremos el sistema mostrado en la figura [3.5], donde tenemos una onda

incidente con polarizacion s con amplitud Efy De esta forma las componentes
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Figura 3.5:
E-I—

. . . _l’_ _ —
cartesianas del potencial vectorial A7, = Ay,

siguiente sistema de ecuaciones

Al S11

Ao | | S2a
10| =

A2y0 SS,l

AT S
2%0 471

se obtienen las ecuaciones

- _ +
AlyO_Sl,2Ale )

+ +
A2y0 - 53,214110 )

Recordando que en el gauge elegido se

Si2 Si
Sa2 Sas
S3o Sz
Sio Suia

tiene E(r,w) =

Sistema considerado para una onda incidente s polarizada con amplitud

= Ay, = 0 se anulan y queda el

51,4 0

A+
S24 L0 | (3.14)

53,4 0

3474 0

A;:;:O = S2,2A1+x07
A;rxo — 54’2141;60. (315)

iwA(r,w), B(r,w) =

V x A(r,w), entre las amplitudes de las componentes tangenciales de los campos

obtenemos

- _ +
Elyo = S12E7,0

- +
= Eiy = RspEiy
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donde R, es la amplitud de reflexiéon de una onda con polarizacién s en la onda

incidente y polarizacion p en la onda reflejada. De manera analoga podemos obtener:
B = S22Bfy = Epg=REly.

De esta forma

(1 +p12)(1 = s21) + £2(@12)? 2ok gy _
Rss = — e 0 Dew = y B2 (=~ 2 M2
(L4 pi2) (L + s21) + £2(@12) (1+p12)(1 4 s21) + £2(@1o)

(3.16)

De manera analoga obtenemos las amplitudes de transmisién

+ + + +
Eyo = SipEg =  Egyo=TssET,0,

+ + + +
By = S32E1,0 =  Eyo=TspE .
Asi

T _1 2(1 + p12)sa _ 25%321 _
U2t s) T E@RP] T L) (L) + 2@

€2 €2

Al igual que con el caso de la reflexién el primer subindice indica la polarizaciéon de
la onda incidente y el segundo el de la onda transmitida. Como se puede apreciar
la introduccién del termino topoldgico produce un acople del campo eléctrico con
el campo magnético en los elementos de la matriz de dispersién. Adicionalmente,
el acople de los campos da lugar a la rotacion del plano de polarizacion de las
ondas reflejadas. Este fenémeno es conocido como efecto Kerr. De forma similar,
la presencia del término topoldgico ocasiona una rotacién del plano de polarizacion
de la onda transmitida, este efecto es conocido como rotacién de Faraday o efecto
Faraday. Los coeficientes de Fresnel para el flujo de energia se pueden encontrar al
comparar la componente z del vector de Poynting, § = E x B, en cada lado de la

interfaz. Los respectivos coeficientes de reflexion y transmision son

1
Rij=|Ri;[>, Tij= 8—21|Ti,j|2,

donde ¢,5 € TE,TM y el prefactor en el coeficiente de transmisién hace referencia

al cambio del flujo de area cuando los campos pasan a través de la interfaz.
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3.5.1 Resultados
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Figura 3.6: Comportamiento de la reflectancia %R (a) y transmitancia %7 s (b)
con respecto al angulo de incidencia para una onda que incide con polarizaciéon s y
se refleja (transmite) con polarizacion s; el grafico nos muestra el comportamiento
para 3 valores diferentes de eo: a5 = 1/137, &9 = 16, g9 = 20 y (lineas
solidas); @y = 69/137, e5 = 16 (linea punteada). Donde los pardmetros constantes
para los tres graficos son 1 =1y g = po = 1.

En la figura [3.6(a)] se muestra como crece el porcentaje de reflexién %R s cuando
el dngulo varia desde cero hasta alcanzar la reflexién total en 7 /2. Por otro lado, en
la figura [3.6(b)], la transmitancia %7 ; decrece desde su valor méximo en ¢, =0
hasta llegar a cero en ¢y, = 7/2, el comportamiento para %7, s es inverso al de
Rss. En la figura [3.6] vemos también como el incremento de la permitividad en el
segundo medio afecta la cantidad de energia reflejada y transmitida. La cantidad
de energia reflejada en forma de ondas ss en la figura [3.6(a)], se incrementa cuando
la permitividad €5 crece. Por el contrario, la cantidad de energia transmitida en
forma ondas ss en la figura [3.6(b)], disminuye cuando ey se hace mdas grande.
Adicionalmente, si hacemos grandes incrementos en el término topolégico, disminuye
muy poco el porcentaje de energia reflejada, en el caso de la transmitancia los
grandes incrementos en @ aumentan muy poco porcentaje de energia transmitida.
Esto se debe a que los coeficientes R, s v 75 s en materiales con aislantes topolégicos,
describen el mismo comportamiento presentado para dieléctricos convencionales con
una ligera correccién, dada por (@;2)?. Ahora bien, en dielétricos convencionales se
espera que las ondas reflejadas y transmitidas lleven la misma polarizacion de la onda
incidente, es decir, si hacemos incidir una onda con polarizacién s (o modo TE),
parte de esta onda se refleja en forma de una onda tipo s, otra parte se transmite en
forma de una onda tipo s y en ciertos casos, cuando el material es disipativo parte de
esta onda es absorbida [40]. De igual forma sucede para ondas incidentes tipo p (o

modo T'M). Sin embargo, con la presencia del término topoldgico, puede aparecer
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Figura 3.7: Comportamiento de la reflectancia %R, (a) y transmitancia %7;, (b)
con respecto al angulo de incidencia para una onda que incide con polarizacion s y se
refleja (transmite) con polarizacién p; el grafico nos muestra el comportamiento para
3 valores diferentes de ey: 9 = 16, @5 = 1/137 (linea solida); 5 = 16, a5 = 3/137

I

(linea punteada); e, = 20 y . Donde los pardmetros constantes para los tres
graficos son 1 =1y puy = ps = 1.

una onda p reflejada y una onda p transmitida como resultado de una s incidente
(Rsp v Tsp respectivamente). En la figura [3.7] se presenta la dependencia de los
coeficientes de transmisién y reflexion para ondas con polarizacién s incidente y
onda reflejada (transmitida) con polarizacién p con respecto al &ngulo de incidencia.
Estos coeficientes se hacen cero cuando el dngulo de incidencia es 7/2. Esto es, si la
onda incide con la normal a la interface, toda la energia se refleja en forma de ondas
s, es decir, si incide una onda tipo s (T'E) normal a la interface solo se refleja una
onda tipo s. Note que en ausencia de aislante topoldgico, aia = 0, Rsp = Tsp = 0
se anulan, ademas, en este caso pequenos cambios en el término topolégico aumenta

significativamente los coeficientes R, y T p-

3.6 Coficientes de Fresnel para ondas incidentes

con polarizacién p (TM)

De forma similar, supongamos ahora una onda electromagnética con polarizacion

TM con amplitud Hf;,

. . . Jr o — . — .
componentes cartesianas del potencial vectorial A7, = Ay,g = Ayq = 0 se anulan

la cual incide desde la regién z < 0. De esta forma las
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Figura 3.8: Sistema considerado para una onda incidente p polarizada con amplitud
Hy,
y

y queda el siguiente sistema de ecuaciones

Alyo Si1 Si2 Siz Sia Al
AT S S S S 0
lfo _ | Sz S22 Sa3 Sz ' (3.17)
Asyo Ss1 S32 Szz Sz 0
Ado San Sio2 Saz Sia 0

De manera anéloga al caso anterior podemos obtener las amplitudes de reflexion y

transmision las cuales vienen dadas de la siguiente forma

B (1 —p1a)(1 + s91) + %(@12)2 R - 2%%521 _
PP (T4 pr2) (14 s21) + 22 (a012)? COPT (T4 pro) (14 s21) + £ (a)? =
T 1 2(1 + s91)p12 T _ 2¢ 1 2o T,
PP 2 (T4 pua) (1 + s21) + B2 (ap)?| PP (T4 pr2) (14 sa1) + B (@)
(3.18)

3.6.1 Resultados

En la figura [3.9(a)] se observa como los coeficientes de reflexién R,, primero
disminuyen y luego crecen rapidamente a medida que el dngulo se aproxima a 7/2

mientras los coeficientes de transmisién 7,, en la figura [3.9(b)] se hacen cero bajo el
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Figura 3.9: Comportamiento de la reflectancia %R, (a) y transmitancia %7,, (b)
con respecto al angulo de incidencia para una onda que incide con polarizacion p y
se refleja (transmite) con polarizacién p; el grafico nos muestra el comportamiento
para 3 valores diferentes de e5: ¢5 = 16, 65 =30 y . Donde los parametros
constantes para los tres graficos son @jo = 1/137, 61 =1y g = pg = 1.

angulo de incidencia normal a la interface. Los comportamientos que presentan los
coeficientes con respecto al angulo de incidencia son similares a los mostrados en un
dieléctrico convencional. Sin embargo la inclusién del término topolégico introduce
una pequeiia correccién del orden de (@2)?. Un resultado importante de este caso,
es cuando el coeficiente R, , se aproxima a cero en la figura [3.9(a)] y el coeficiente
de transmisién 7,, alcanza su valor maximo en la figura [3.9(b)]. Este dngulo en el
cual se presenta transmision total es conocido como dngulo de Brewster 0z [42], el

cual lo podemos obtener despreciando los términos de orden superior a (@) De

2 2

ning _ no
tan’fp~ |1 -2 —— 20 = 3.19
R [ (+) ““”Hnl}’ (319

donde el dngulo de transmisién viene dado como Grans = sin~* <Z—; sin 93>, entonces

esta forma:

finalmente obtenemos

2 ny \ nj + nj

2
™ n n
¢trans =_—-—0p+ 2 <2—12) (612)27 (320)

donde p; = pp = 1 = ny = \/e; y no = /€2. Este resultado indica que para
el dangulo de incidencia g, el vector de propagacién de la onda reflejada ya no
es perpendicular al de la onda transmitida, lo que concuerda con los resultados
presentados en [12].

Adicionalmente, en la figura [3.9] se presenta el comportamiento de los coeficientes
de reflexién R, y transmisién 7, , respecto al angulo de incidencia para diferentes

valores de permitividad dieléctrica. Para un angulo de incidencia determinado,
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(para angulos de incidencia por debajo de los cuales el coeficiente alcanza su valor
minimo) la cantidad de energia reflejada en forma de ondas pp (ondas T'M reflejadas
a partir de ondas T'M incidentes) se incrementa a medida que la permitividad e,
aumenta, tal y como se observa en la figura [3.9(a)]. El coeficiente 7,, en la figura
[3.9(b)], presenta el comportamiento inverso al mostrado por el coeficiente R, ,,
es decir, a mayor reflexion de ondas pp menor serd la transmision de las mismas
y ademds, cuanto mayor sea el indice de refraccion del medio 2, menor serd la
cantidad de ondas pp transmitidas a este (para dngulos de incidencia por debajo
de los cuales el coeficiente alcanza su valor méximo). Cabe resaltar que, aunque el
pico de transmision se alcanza para diferentes valores del angulo incidente, (segun

sea la permitividad del medio 2) el méximo siempre es el 100%.

w

%Rps*107°

N

O0.0 0.5 1.0 1.5
‘pinc

Figura 3.10: Comportamiento de la reflectancia %R, s con respecto al dngulo de
incidencia para una onda que incide con polarizacion p y se refleja con polarizacion
s; el grafico nos muestra el comportamiento para 3 valores diferentes de e5: €9 = 16,
g0 = 20y . Donde los parametros constantes para los tres graficos son
Q1o =1/137, 61 =1y pg = po = 1.

Por otro lado, como se mostré anteriormente, el término topolégico ocasiona que los

términos cruzados no se anulen es decir, que R, s y 7, son diferentes de cero.

3.7 Coficientes de Reflexion para aislantes

topoldgicos puros

Para comprender mejor los coeficientes de mezcla (es decir, los coeficientes donde
la polarizacion de la onda incidente es diferente a la polarizacion de la onda
reflejada/transmitida), es relevante observar el caso de un aislante topolégico puro

en el que la permitividad y la permeabilidad son las del vacio y solo el término
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topoldgico cambia en la interfaz. Esto permite eliminar los efectos magnetoeléctricos
del sistema y aislar el efecto del acoplamiento del axién. Tomando, ki, = ks, los

coeficientes de reflexién y transmisién se reducen a

—(@12)?

Res=—Rypp=1—"—""73 3.21
4
Tye=T,) = — 3.9
—20
Ry, =Ry, = —T. o (3.23)

sp T, s T T — o

Se puede ver que, en el limite de un T1 puro, los coeficientes de reflexion y transmision
ya no son una funcion del angulo incidente y, por lo tanto, la dependencia angular
de los coeficientes es el resultado de las propiedades magnetoeléctricas del material
en lugar de las propiedades axionicas. Como ajs ~ «, el flujo de energia de
los coeficientes de reflexién y transmision son R;; ~ o*/16 ~ 107 y T;; ~ 1
respectivamente. De este modo se ve que tenemos casi una transmision perfecta.
Sin embargo, dado que el acoplamiento del axién cambia en la interfaz, uno todavia
tiene términos combinados, cuya magnitud es igual en transmision y reflexion

Ri,j = 7;7j =~ (1/2/4 =~ 1075 [43]

100
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Figura 3.11: Comportamiento de la reflectancia %R;; (rojo), la transmitancia %7T;;
y mezcla %R;j/%T;; (verde) como una funcién de @, para un TI puro, con py =

/L2:€1:€2:1.

De esta forma, consideraremos la reflectancia y transmitancia de modos ss y pp, y
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la mezcla de modos sp y ps para valores grandes de @y, (figura [3.11]). Y aunque
probablemente no se puedan encontrar valores tan grandes de @;s en un aislante
topoldgico, este limite es 1til para comprender el efecto del acoplamiento del axion
y puede tener cierta relacién con los tratamientos del acoplamiento del axién como
un campo fundamental.

La figura [3.11] nos muestra el porcentaje de reflexion R;; (rojo), transmision T,
y mezcla R;;/T;; (verde), para las ecuaciones (3.21-3.23) como funciones de @s.
Para @5 — 0 se ve que los coeficientes de reflexion y mezcla se desvanecen mientras
que tenemos transmision perfecta. Para o, — oo, los coeficientes de transmision
y mezcla se desvanecen mientras la reflexién se acerca a la de un espejo perfecto.
Por lo tanto, para grandes cambios en el acoplamiento del axion, la interfaz se
vuelve puramente reflectiva y no se produce mezcla. Ademds, uno ve que la mezcla

maxima ocurre cuando los coeficientes de reflexién y transmisién son iguales.
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Figura 3.12: Comportamiento de la reflectancia %R;; y la transmitancia %7;; para
modos mezclados como una funcion de ayo para un TI puro, con py = s = 1 =
g9 = 1 (linea punteada purpura); p; = pe = €1 = 1, £o = 3 (linea solida roja) y
p1 =¢e1 = €9 =1, pp = 3 (linea sélida azul).

Sin embargo, si uno cambia las impedancias relativas de los medios, este maximo
se modifica. Disminuir la impedancia pja (es decir, aumentar 5 con respecto a piz)
desplaza el pico a valores mas bajos que el punto de cruce de reflexion-transmision
(figura [3.12]), mientras que aumentar la impedancia sg; (aumentar ps con

respecto a £9) desplaza el pico a valores mas grandes que el punto de cruce de
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reflexién-transmision (figura [3.12]). Por lo tanto, vemos que la mezcla es mejorada
por la respuesta magnética del material y suprimida por la respuesta eléctrica.

Finalmente, sera conveniente para el resto de este estudio escribir los coeficientes de

. (Rs,s Rp,s>7 (3.24)
Rsap Rp:p

donde hemos escrito solo la matriz de reflexién ya que es la que nos interesa para

Fresnel en forma de matriz

los célculos de Casimir.

3.8 Energia de Casimir para aislantes topoldégicos

isotropicos

Las expresiones obtenidas para los coeficientes de reflexion permiten obtener la

energia de Casimir entre aislantes topoldgicos isotrépicos.

Substrate
Substrate

Figura 3.13: Configuracion de las placas TI con un recubrimiento magnético de
espesor 0 < d,,, (m =1,3) [44].

Para lograr la fuerza repulsiva de Casimir entre dos TI, se debe aplicar un
recubrimiento magnético (espesor d) en la superficie de la TT para eliminar la
degeneracién de los estados de superficie, como se muestra en la Figura [3.13]. Este
recubrimiento conduce a un @ positivo cuando la magnetizacién en la superficie
es normal a la placa y negativo cuando la magnetizacién se invierte [33,34,52].

Enfatizando que el espesor ¢ del recubrimiento magnético en ambas superficies de
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cada placa de TI debe ser mucho menor que los espesores de cada placa.
Ahora bien, entre dos placas dieléctricas paralelas caracterizadas por funciones
dieléctricas dependientes de la frecuencia €;(w) y e3(w), la densidad de energia de
Casimir a temperatura cero se puede escribir como (Ecuacién B.6)
G() < d¢ [ Ak
=h — Indet(I — Ry - Rge 2ol 3.25

A /0 or | (2)? (I—Ri R ) (3:25)
donde [ y A es la separacién y el drea de las placas respectivamente, k| es el vector
de onda paralelo al plano de propagacién y Ky = , /kﬁ + £2/¢? siendo ¢ la velocidad
de la luz en el vacio. En el limite de no-retardo y tomando las condiciones iniciales
ki, = koo, 11 = pu3 = 1y €1 = €3 = € tenemos que nuestras matrices de reflexién

quedan definidas como (i = 1, 3)

1 —a? 20y
Ri=———| " . (3.26)
@ +2+2\ 2a; @?+2—2

Evaluando el determinante, obtenemos

@ _ h/oo g d2k“ I (1 _ Uqug + 8aas —I—&%&% o2l
A o 2w ) (2m)? VU3
aja; —4ql
+W[U1U3 + 4(uy + usz) + 16Je q) . (3.27)
103

Donde u; = @? + 2¢ — 2 y v; = @2 + 2¢ + 2. Es facil probar la identidad algebraica
v1v3 = uguz + 4(ug + ug) + 16.

Entonces la energia libre para dos placas de aislante topoldgico separadas una

distancia [ en el vacio es

G(1) _ h/oo d¢ [ d’k I (1 _ wug + 80,3 +a§a§€_2ql N afage_4ql>
0

A 2 ) (2m)? VU3 V13

(3.28)

3.8.1 Resultados

En la figura [3.14] se presenta el comportamiento de la energia libre por unidad
de drea G(I)/A con respecto al término topolégico @ para diferentes valores de

permitividad dielétrica: , € = 1.5 (azul), , € = 2.5
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(purpura), € = 5 (negro), ¢ =

6 (rojo), e = 7 (gris) y e = 10 (magenta).

G()/A

-0.1

0.0 0.5

2.0
a

Figura 3.14: Comportamiento de la energia libre por unidad de area G(l)/A con
respecto al término topoldgico a.

En estos gréficos se puede observar que hasta ciertos valores de la permitividad

dieléctrica € la energia decrece lentamente para luego crecer rapidamente, pero luego,
para valores por encima de € = 5 la funcién solo crece.
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Capitulo 4

Fuerzas de Casimir para aislantes

topoldgicos anisotropicos

(_)E y

Figura 4.1: Un par de placas de aislantes topoldgicos planas y coplanares (rotuladas
1 y 3) separadas por un espacio de vacio (rotulado como 2) de ancho [. El eje ptico
de las placas 1 y 3 son de color cyan y verde respectivamente, y la diferencia angular
entre las orientaciones de los ejes épticos es 6 (figura sacada de [1]).

En este capitulo estudiaremos el caracter de la fuerza y el torque de Casimir entre
dos placas de aislante topoldgico (TI) coplanares y dieléctricamente anisotrépicas
separadas por una brecha de vacio (figura [4.1]) en el limite de no retardo, donde los

ejes Opticos de las placas son perpendiculares a la direcciéon normal y a la interfaz

61
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placa-brecha y también orientados de manera diferente entre si. En la figura solo
se muestra una seccién finita de las placas, pero asumiremos que tienen espesores y

areas de seccion transversal infinitamente grandes [1].

En el limite de no retardo (donde ¢ — 00), las ecuaciones de Maxwell modificadas
para un aislante topolégico, no magnetizable y homogéneo vienen dadas por [30, 45,

46]

V-B=0, (4.1)
V xE=0, (4.2)
V- (éE) = Va- B, (4.3)
VxB=-VaxE, (4.4)

donde al ser placas dieléctricamente anisotropicas la permitividad dieléctrica es un

tensor €, que viene dado como:

€(iyz €0S% 0; + €(i)y sin? 6, (€(i)z — €@i)y) sinb;cost; 0

Ei(0:) = | (eye — €(ipy) sinb; cosb;  €()y cos® b; + €(i)z sinf; 0
0 0 €(i)z
El subindice (i) = 1,2,3 representa el medio en el que se esta considerando,

y 0; (que no debe confundirse con el término © en el acoplamiento topolégico
magnetoeléctrico) denota la orientacién del eje éptico de la placa i con respecto
a un eje de referencia. Los simbolos €., €u)y € €u). denotan los valores de las

permitividades dieléctricas a lo largo de las tres direcciones principales del TI.

Por otro lado, @ denota el término de acoplamiento topoldgico [47, 48], cuyo valor
es constante en cada regién, pero que cambia de forma discontinua a través de una
interfaz dieléctrica y viene dado como @ = (2n + 1)a/m donde « es el coeficiente
de estructura fina. Para nuestro sistema (Figura [4.1]), donde el medio 1 se define
como la regién z < 0, el medio 2 (la brecha de vacio) como la regién entre 0 < z < [,
y el medio 3 como la regién z > [, as = 0 y @1 y a3 tienen valores distintos de
cero. Debido a la rotura de la simetria traslacional a lo largo de la direccién z,
podemos ver que @ tiene una dependencia espacial solo en z. Suponiendo que @ se
cuantifica (remitimos a una discusién de la validez de este supuesto en la seccién

1.4), podemos escribir @; = (2n + 1)0; /7 (i = 1,3 son los etiquetas para los medios
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de TT), y haciendo uso del hecho de que la derivada de una funcién Heaviside es una

funcién delta de Dirac, tenemos que
d.a(z) = (2n+1)04(=). (4.5)

Retomando nuestro sistema, las dos tltimas ecuaciones de Maxwell modificadas
implican que podemos expresar los campos E y B en términos de los potenciales

escalares y vectoriales,

E=-Vo, (4.6)
B=VxA. (4.7)

Por conveniencia, escogeremos el gauge de Coulomb, V - A = 0. Sustituyendo
las anteriores ecuaciones en el segundo par de ecuaciones de Maxwell modificadas,

obtenemos
—V-(eV®)=Va -VxA, (a) VA=-VaxVed (b) (4.8)

En el bulk, 0,@ = 0, las ecuaciones para ® y A se desacoplan y se vuelven ecuaciones

de onda homogeneas de la forma [49]:

d , d .
O(r) = /_qfi(z)el(qquyy) A(r) = / (2732hi(z)61(qx:c+qyy)

)
fi(z) = aye’*? hi(z) = c1e” (2 <0),
fa(z) = age?* + bye™P** hy(z) = cae®” +doe ™ (0 < z <),
f3(2) = bge™"? h3(z) =dse™” (2 >1),

donde la solucion de la ecuacién de onda para el potencial A resulta de resolver la

ecuacion diferencial

0> [ da 5 (qotayy)
@Ai—/w[@hi(z)]e '

dq 2\ A2 j dq -
_ h, i(gzz+aqyy) / _ 2 2hi (gze+ayy)
+ [ ezt [ ot )e

En conclusién, obtenemos

9?h;(z) — q*hy(2) = 0, (4.9)

z
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donde ¢ = (¢; + ¢;)"/*.

4.1 El factor de anisotropia 7.

Mientras que la solucion para el potencial A es la trivial para un sistema de
ecuaciones diferenciales donde ¢ viene definido como ¢ = (g% + qs)l/ 2 la inclusién
del tensor € complica los resultados para el potencial ®. Partiendo de la ecuacion

diferencial
V- (eV®) =0,
la cual se anula por la eleccién del gauge V - A = 0, entonces tenemos

D (00N o (v _ov o
Ox; \ Oz, COx; \ T ox Y Oy 0z

o o0 o0 0 0 0P
:%Exxa—x + a—yEmya—x + &%%
o o0 o0 0 0 09
£€y$a—y + 8_y€yya_y + a%a_y
o o0 o0 0P 0 09
g%g + a—y%g + %Qz%-

Reemplazando junto a los valores del tensor £(¢) en el ansatz para el potencial

escalar @, obtenemos

E(i)zagfi(z) + [QQIQy(E(i)x — 6(¢)y) sin 0; cos 6;
= @ (€Ga c08” 0; + €qiyy sin® 0;) — g, (€yy 0™ 0; + €y sin® 07)] fi(2) = 0.

Ordenando un poco y sacando factor comun €., se obtiene
ag.fi(z) - P?(e)fi(z) =0, (4.10)

donde

€@z . €@ .

p2(0) = © (qu cos b; + q, sin 6;)* + iy (g, cos 0; — q, sin 6;)%. (4.11)
€(3)z €(i)z

Al utilizar simetria circular, podemos expresar ¢, y g, en términos de una nueva

variable angular 1 (que no debe confundirse con la orientacién del eje 6ptico ), es

decir, ¢, = qcosv, g, = gsint, donde también obtenemos una relacién entre los
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limites de integracién correspondientes | didgq [49]. Por lo tanto, podemos expresar

p; en la forma [50]

€ € — €3G
pi(0) = qgi(6; — 1)  donde giw—wz\/”yﬂ’ DY cos2(6 — ).

€(i)z €(i)z

Consideraremos el caso donde €(;), = €.

—1 = gi=+/1+7cos2(f — ).

Podemos verificar facilmente que para una placa dieléctricamente isotropica, g; — 1
ypi = q= (g +ap)"”

4.2 Condiciones de frontera.

Para obtener la fuerza de Casimir, nuestra siguiente tarea serd obtener el
determinante secular de las condiciones de frontera. Las condiciones de frontera
para ® pueden derivarse integrando la ecuacién (4.8a) sobre los limites dieléctricos

de cada interfaz, y se requiere que ® sea continuo a través de cada limite. Tenemos

®,(0) = 2(0),

Dy(1) = Ps(1),

€(1):0:P1 — €2):0.P3].—0 = —[a@1(0x A1y — OyA1a)]:=0, (4.12)
[€(2):0:Pa — €(3):0.P3].—; = [@3(0, Azy — Oy Asy)]o=i

Podemos derivar las condiciones de contorno para A por un método analogo,
, (4.13)

Mediante la integracién de la ecuacién (4.8b) que requiere la continuidad de A a

través de cada limite dieléctrico. En términos de cada componente, la ecuacion
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(4.8b) se convierte en

VA, =ad(z — Zm )0y D,
V2A, =ad(z — 2,)0.9, (4.14)

donde z,, (m = L, R) denota la posicién de las interfaces dieléctricas, es decir, z;, = 0

y zg = . La integracion a través del limite en z = 0 conduce a

[aZA2I - azAla:]zzo = - a1ayq)l<0)7
[aZAQy - aZAly]Z:() :@1890@1(0) (415)

Integrando a través de z = [ obtenemos

[azA&r - azAZx]z:l = - a?)ay(bB(l)?
[82A3y - 8ZA2y]z:l :agaxq)g(l) (416)
Las ecuaciones (4.12), (4.13), (4.14), (4.15) y (4.16) se pueden expresar en términos

de los coeficientes a1, as, ba, bs, Ciz, Coz, doz, d3z, Ciy, Coy, doy y dsy usando las
soluciones para los potenciales. De esta forma se obtiene:

El sistema tiene una solucion no trivial si el determinante de la matriz se anula, es
decir, det|M| = 0. Un célculo directo muestra que el determinante es proporcional
a D(w, ql), donde

— — —2—-9
D(w,&) =1— We—(lﬂh)é _ a3 g _ %(e—% — o 21H92)8y, (4.17)
V1V3 V1U3 V1U3

donde los ceros de la funcién D(w, &) determinan la ley de dispersién de nuestro
sistema. La forma de D es tal que InD — 0 cuando £ — oo. Aqui £ = ¢l la

cual es una variable adimensional, que no debe confundirse con las frecuencias de

1 -1 -1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 er2! e—r2! —ersl 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 -1 -1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 et omdl —e— 4 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1 -1 —1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 et emdl —e—
€12P1 —€22p2 €2202 0 —ia1qy 0 0 0 ia) e 0 0 0
0 €2, poef2! —eg.poe P2l €3, pge” P3! 0 0 0 ia3qye7ql 0 0 0 —iagqge 9!
% 0 0 0 -1 1 -1 0 0 0 0 0
0 0 0 7153‘17%—#’31 0 —ell g4l —e— 4! 0 0 0 0
~o1ge 0 0 0 0 0 0 0 —1 1 -1 0
| o 0 0 iavy Lz e~ P3l 0 0 0 0 0 —edl  emdl —em 4!

az

b2

b3
Clg
C2g
dog
d3e
Cly
C2y

d3y |

O O 0O 0O 00000 0O o o
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Matsubara, y donde hemos definido (para ¢ = 1, 3)

u; = a; + 2e €()29:(0:) — €2)292(02)], (4.18)
v = + 2[e)29:(0:) + €(2)292(02)]. (4.19)

Para v = 0 las expresiones para u;, v; y D se reducen a las obtenidas para el caso

isotrépico, obtenidas en el capitulo 3.

4.3 FEnergia y fuerza de Van der Waals en

aislantes topoldgicos anisotrépicos.

Por el principio del argumento [Apendice B, la suma sobre las frecuencias permitidas
de las fluctuaciones electromagnéticas entre las placas en la energia libre (que da
lugar a la interaccién de van der Waals) se puede expresar en forma de una integral
de contorno sobre otra funcién cuyos ceros aparecen en los valores de las frecuencias
permitidas. Esto conduce a la siguiente forma de la energia libre de interaccion de
Van der Waals [Ecuacién (B.6)]

2T
/ ac, / e A ) (4.20)

donde A es el area de las placas y &, son las frecuencias de Matsubara, definidas
por &, = 2mnKgT/h, dado que los aislantes topoldgicos existen a temperaturas
de orden de los nK y el primer término en la suma sobre las frecuencias de
Matsubara es n = 0 le dice a uno que el primer término debe ser multiplicado por
un factor adicional de 1/2. Ademds, en la practica, la aproximaciéon de no-retardo
funciona bien si la distancia de separacién es menor que todas las longitudes de
onda resonantes del material de la placa [34]. Si consideramos que el material
es un aislante topoldgico de T1BiSey, hay dos resonancias posibles, es decir, una
resonancia de fonén cerca de 56 cm™! (que corresponde a una longitud de onda de
absorcién de 180 wm), asi como una resonancia de plasma cerca de los 800 c¢m ™!
(que corresponde a una longitud de onda de absorcién de 12.5 pm) [51]. Por lo

tanto, nuestra aproximacion de no-retardo deberia funcionar bien para [ < 12.5 um.

De la expresion de energia libre, ec. (4.19), podemos derivar la fuerza de Van der
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Waals (vdW) por unidad de drea Fyqw a partir de la férmula Foqw = —0E/0l, queda

h 0 27 00 ‘
Fuw = 5o /0 ac, /0 d /0 A€ InD(ic, €), (4.21)

centrandonos solo en el comportamiento de la integral finalmente obtenemos

2T [e'e)
Foaw = /0 dy /O AEE D, €). (4.22)

Como ya se menciond en esta seccion, estudiaremos el caracter de la fuerza de vdW
entre losas de TI que interactian a través de una brecha de vacio (go = 1,€9, = 1)
en el limite 7" — 0. Esto significa que podemos aproximar la interaccién de vdW
por la contribucién de la frecuencia Matsubara n = 0, y reemplazar €, v y @, por

sus valores estaticos.

4.3.1 Resultados.

Figura 4.2: Un par de placas de aislantes topolégicos planas y coplanares (rotuladas
1 y 3) separadas por un espacio de vacio (rotulado como 2) de ancho [. El eje éptico
de las placas 1 y 3 son de color cyan y verde respectivamente, y la diferencia angular
entre las orientaciones de los ejes dpticos es 6. El color gris en la placa 3 hace
referencia a que esta es la que gira con respecto a la placa 1 que permanece estatica
(figura sacada de [1]).

Pasaremos a analizar la variacion de la fuerza en funcion del angulo de desalineacion
03 entre los ejes 6pticos primero para dos placas de aislante topoldgico con diferente

signo en sus términos topoldgicos los cuales se representa en las Figuras [4.3]-[4.5],
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luego para una placa de dieléctrico convencional y una placa de TI reprensentada en
las figuras [4.6] y [4.7] y finalmente un caso particular de dos placas de TI de igual
signo en sus términos topoldgicos. En todos los casos consideraremos que la placa 1

estd fija con respecto a la placa 3, que es la que gira; es decir, ¢; = 0.

Dos placas de aislante topoldgicos con diferentes valores de ~

0.15

0.10

|
>

-0.10

63

Figura 4.3: Comportamiento del modulo de la fuerza de vdW F,qw en funcion del
angulo de desalineacién optica € para diferentes valores del término de anisotropia:

v = 0.5, y

La figura [4.3] muestra el comportamiento de dos placas de TT con una permitividad
dieléctrica constante €;,, = ¢;, = 1.2 (para i = 1, 3 que representan la etiqueta de cada
placa), un término topoldgico constante @; = —ag = 21/137 y diferentes valores de
anisotropia 7. La eleccién de los signos para los términos topoldgicos esta motivada
por el hallazgo en la referencia [26] que nos dice que la repulsién de vdW es posible si
las placas de T1 poseen acoplamientos magnetoeléctricos de la misma magnitud pero
signos opuestos, y el factor entero en @ cuenta el nimero de estados de superficie en
el TI. En todos los casos, vemos que aumentar la anisotropia por medio del angulo
05 tiene el efecto de hacer que la fuerza de vdW sea méds atractiva/menos repulsiva.
En la figura [4.3] también podemos notar que a medida que se aumenta el término

de anisotropia v aumenta la amplitud del resultado.
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Figura 4.4: Comportamiento del modulo de la fuerza de vdW F,qw en funcién del
angulo de desalineacién éptica 6 para diferentes valores de permitividad dieléctrica:
€iy = €iz — 127 y

Dos placas de aislante topolégicos con diferentes valores de ¢;, = ¢;.

La figura [4.4] muestra el comportamiento correspondiente para un término de
anisotropia constante v = 1, un término topoldgico constante @; = —az = 21/137
y diferentes valores de permitividad €;, = €;,. En el caso de la figura [4.4] podemos
notar que a medida que se aumenta la permitividad dieléctrica €;,, = €;., la fuerza
se desplaza hacia abajo pasando de esta forma de tener una fuerza que oscila entre

fuerza atractiva y repulsiva a ser una fuerza de caracter estrictamente atractiva.

Dos placas de aislante topolégicos con diferentes valores de @

La figura [4.5] muestra el comportamiento correspondiente para un término de
anisotropia constante v = 1, una permitividad dieléctrica constante €;,, = ¢;, = 1.2
y diferentes valores del término topolégico @3 = —as. En el caso de la figura [4.4]
podemos notar que a medida que se aumenta el acoplamiento magnetoeléctrico a
la fuerza se desplaza hacia arriba pasando de esta forma de tener una fuerza que
oscila entre fuerza atractiva y repulsiva a ser una fuerza con un comportamiento
estrictamente repulsivo. Algo adicional a tener en cuenta es que a diferencia del
caso anterior que la funcion bajaba rdpidamente para pequenos cambios en la
permitividad €, aqui la funciéon sube muy lentamente para cambios en el término

@ hasta @y = —ag = 21/137; luego de este valor, los cambios se vuelven més
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perceptibles.
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Figura 4.5: Comportamiento del médulo de la fuerza de vdW F,qw en funcién
del angulo de desalineacion éptica 6 para diferentes valores del término topoldgico:
@1 - —53 == 3/137, s y 61 — —@3 — 71/137

Como aumentar la anisotropia tiene el efecto de hacer que la fuerza vdW sea més
atractiva (en este tipo de configuracién donde el medio que separa las placas es
el vacio), no debemos esperar ver la repulsién de vdW para ningin valor de la
anisotropia v si la permitividad dieléctrica estatica es mayor que 2. Por otro lado,
estos resultados son consistentes con los presentados en la referencia [26], pero en
este trabajo, hemos querido ahondar mas en esta condicion observando si es posible
obtener fuerzas de caracter repulsivo entre una placa de un material convencional

(es decir @; = 0) y una de TT si el signo del término topoldgico @s es negativo.

Placa de dieléctrico convencional y una de aislante topolégico con

diferentes valores de ¢, = €,

La figura [4.6] muestra el comportamiento correspondiente para una placa de
material dieléctrico (medio 1) interactuando con una placa de aislante topolégico
(medio 3), para un término de anisotropia constante v = 1.5, término topoldgico
constante @3 = —21/137, una permitividad dieléctrica constante en la placa de
TI €3, = €3, = 1.2 y diferentes valores de la permitividad dieléctrica €, = €.
Los resultados para esta configuracién 2 son muy interesantes: primero observamos

que a medida que aumentamos €; la fuerza se vuelve mas repulsiva en lugar de
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Figura 4.6: Comportamiento del modulo de la fuerza de vdW Fiqw en funcién del
angulo de desalineacién 6ptica 6§ en una configuracién material dieléctrico-vacio-TI,
para diferentes valores de la permitividad dieléctrica en el medio convencional: €, =
€1, = 2.5, , y €1y = €1, = 100.

atractiva en comparacion con la configuracion 1; Segundo podemos usar valores
altos de permitividad para obtener fuerzas de vdW de caracter netamente repulsivo;

por ultimo, el aumento de la permitividad también cambia la amplitud del resultado.

Placa de dieléctrico convencional y una de aislante topolégico con

diferentes valores de ~

La figura [4.7] muestra el comportamiento correspondiente para una placa de
material dieléctrico (medio 1) interactuando con una placa de aislante topoldgico
(medio 3), para permitividades dieléctricas constantes €; = 2.5 y €3 = 1.2, término
topoldgico constante @g = —21/137 y diferentes valores del término de anisotropia
~. En este resultado podemos notar que andlogo a la configuracién 1 a medida que
se aumenta el término de anisotropia v aumenta la amplitud de la oscilacién con

ligeros desplazamientos hacia arriba del grafico.

Sistema formado por dos placas de TI pero con signos iguales en el

término topoldgico

El dltimo caso de esta seccion busca comparar el comportamiento de la fuerza de

vdW Fiqw en placas de TI con igual magnitud y signo en el término topoldgico
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Figura 4.7: Comportamiento del modulo de la fuerza de vdW Fiqw en funcién del
angulo de desalineacion 6ptica 6 en una configuracion material dieléctrico-vacio-TI,
para diferentes valores del término de anisotropia: v = 0.5, yv=15

Fuaw

-0.2

Figura 4.8: Comportamiento del médulo de la fuerza de vdW Fiqw en funcion del
angulo de desalineacién optica 6 donde se compara el comportamiento de dos placas
con signos iguales en el término topoldgico es decir @; = @3 (linea punteada) y
dos placas con signos opuestos @; = —ag (linea sélida): @ = 3/137, @ = 21/137 y
a = 69/137

(@r; = @3). Este caso contrasta con los casos anteriores, donde el signo de @ es
diferente. En este caso, se trabajard con valores constantes de e; = €3 = 1.5y
v = 1. En este resultado (figura [4.8]), los TI con igual magnitud y signo (linea
punteada) la fuerza Fqw se vuelve mds atractiva a medida que aumenta el término

topoldgico; a diferencia del caso de igual magnitud pero signos contrarios (linea
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sélida), donde la fuerza se vuelve cada vez mas repulsiva a medida que se aumenta
el término topoldgico. Algo también a notar, es que la fuerza repulsiva en el caso
de los signos iguales solo tiene lugar para una cierta eleccion de los parametros
constantes y esta fuerza repulsiva solo toma lugar para pequenos intervalos de 6
tomando valores pequenos a comparacion de la fuerza atractiva que experimenta el

sistema.

4.4 Torque de Van der Waals en aislantes

topologicos.

Habiendo explorado el comportamiento de la fuerza de vdW, pasamos ahora a
analizar el comportamiento del torque de vdW experimentado por las placas de

TI, que viene dado por

o
00

Consideremos un tipo de sistema similar al que se acaba de analizar para determinar

7(0,1) = (4.23)

la fuerza, donde dos placas de TI del mismo material estan separadas por un
espacio de vacio. Al igual que en nuestro andlisis de la fuerza de vdW, nos
centraremos en el limite 7' — 0. Para hacer que nuestros calculos sean analiticamente
manejables, expandiremos InD de la ecuacién (4.17) en potencias de v y e 24 en
orden cuadrético, y realizaremos las integraciones para [ di y [ ¢di. Para encontrar

el torque aplicamos la ecuacién (4.23). Obtenemos el siguiente resultado:

7(0,1) ~ — 04 (1 + ialag) sin 20 (

1+ 1(52+52) +2aa
n o 13
1024 (1+ 1a?)® (1 + La2)* 12 Y8

4

3 1 3
+Ea§a§ + ﬁalag(af +a@3) + @ai’@) . (4.24)

Podemos comprobar que en el limite de acoplamiento magnetoeléctrico es decir

para @ = 0, obtenemos el resultado conocido para un dieléctrico convencional [49].

4.4.1 Resultados.

Graficamos el comportamiento en la Figura [4.9] para placas de TI con igual valor

de v = 0.2 y diferentes valores de @; = —a3 donde el grafico punteado representa
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Figura 4.9: Comportamiento del torque 7 en funcién del dngulo de desalineacién
6ptica 0 para diferentes de a: a; = —a3 = 0, @y = —az = 21/137 y

2 placas de dieléctricos ordinarios. Encontramos que el torque de vdW para un
par de placas TI tiene el mismo comportamiento que para un par de dieléctricos
ordinarios; el signo es tal, que el torque se restaura cuando € es una pequena
perturbacion a partir de un multiplo entero de 7, y los valores semienteros de
0 representan configuraciones inestables. Para las placas de TI, la magnitud del
torque es generalmente mas débil que la de los dieléctricos ordinarios, lo que
podemos interpretar como una consecuencia del acoplamiento magnetoeléctrico.
Para los acoplamientos magnetoeléctricos mas débiles, el comportamiento del torque
coincide practicamente con el de los dieléctricos ordinarios, y las diferencias en el
comportamiento del torque entre las T1 y los dieléctricos ordinarios se hacen notorias
solo para los acoplamientos magnetoeléctricos mas grandes.

El par de torsion para placas TI con « de la misma magnitud pero signos opuestos
es mas débil que el de las placas TI con @ de la misma magnitud y signo. El
mayor debilitamiento del torque para el caso donde @; = —a3 en comparacién con
el caso en el que a; = @3 parece estar asociado con la apariciéon de una fuerza de
vdW repulsiva en el primer caso (en comparacién con una fuerza vdW atractiva que
surge en el segundo caso). Fisicamente, si las fuerzas fueran atractivas, las placas
experimentaran un momento de fuerza mas fuerte que busca restaurarlas al estado
de equilibrio mecanico. De los graficos también podemos deducir que un aumento
en la fuerza del acoplamiento magnetoeléctrico @ tiene el efecto de disminuir la
magnitud del torque de vdW.

En el dltimo resultado a presentar, se puede notar que ligeros cambios en el término

de anisotropia v genera cambios méas notorios en la amplitud del torque, esto se
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Figura 4.10: Comportamiento del torque 7 en funciéon del angulo de desalineacién
éptica 6 para diferentes de @: a; = @3 = 69/137 y ay = —az = 69/137.
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Figura 4.11: Comportamiento del torque 7 en funciéon del angulo de desalineacién
6ptica 6 para diferentes de v: v = 0.2, y =05y 7 = 0.&.

debe al hecho que la existencia del torque estd asociada a que haya un parametro
de anisotropia diferente de cero. La influencia de los demds pardmetros (como, por

ejemplo, el pardmetro topolégico) es mas marginal, aunque medible.
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Capitulo 5

Conclusiones y Perspectivas

En este capitulo se presentan las conclusiones de los resultados analiticos del estudio
realizado para los coeficientes de reflexion y transmision para una interfaz de aislante
topoldgico, los cuales se han obtenido en este proyecto de investigacion mediante el
método de la matriz de dispersion. Se presentan ademas las conclusiones de los
resultados numéricos del estudio de los comportamientos de la energia y fuerza de
Casimir para los casos isotropico y anisotropico respectivamente. Finalmente, se
presentan las perspectivas, mencionando las preguntas que surgen de la investigacion
que se ha realizado; ademaés, se indican los posibles estudios futuros que se pueden

realizar con base en el presente trabajo.

5.1 Conclusiones

e Se encontré que si formulamos un formalismo de la matriz de dispersion
(MMS) para sistemas cuya interfaz es un aislante topoldgico es posible obtener

los coeficientes de reflexion y transmisién para dichos materiales.

e Se encontrd que si el medio sobre el cual incide un campo electromagnético
es un aislante topoldgico, en las amplitudes de reflexién se obtienen términos

con una polarizacién diferente a la del campo incidente.

e Uno de los resultados mas novedosos de este trabajo se obtuvo al analizar

los coeficientes de reflexién y transmisiéon para aislantes topoldgicos puros.
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Se observo que, en el limite de un TI puro, los coeficientes de reflexion y
transmision ya no dependen del angulo incidente y pasan a depender de las

propiedades magnéticas y dieléctricas del material.

Al considerar las placas del efecto Casimir como aislantes topoldgicos,
obtenemos una expresion mas generalizada de la férmula de Lifshitz que toma

en cuenta la dependencia con la topologia del sistema.

Si se consideran las placas de aislante topoldgico anisotrépicas, con una
correcta eleccion de los pardmetros se puede lograr una modulacién entre

fuerza atractiva y repulsiva.

En dieléctricos convencionales es necesario que el medio que separa las placas
sea anisotropico si queremos obtener fuerzas de caracter repulsivo, pero en este
trabajo se mostré que, aunque se considere el vacio, es posible obtener fuerzas
repulsivas si el material de las placas tiene términos topoldgico diferentes de

cero de igual magnitud, pero signo opuesto.

Se demostré que en la configuracion consiste de una placa de material
dieléctrico convencional que interactia con una placa de aislante topolégico
con término topolégico negativo, es posible obtener fuerzas tanto repulsivas

como atractivas, siendo este uno de los aportes relevantes de este trabajo

Se encontrd que el torque de vdW para un par de placas de aislante topolégico
tiene el mismo comportamiento que para un par de dieléctricos convencionales.
Adicionalmente, para las placas de aislante topoldgico, la magnitud del torque

es generalmente menor que la de los dieléctricos convencionales.

Finalmente el torque para placas de TI con @ de la misma magnitud pero
signos opuestos es mas débil que el de las placas de TI con @ de la misma

magnitud y signo.
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5.2 Perspectivas

e Extender el formalismo de la matriz de dispersiéon en aislantes topoldgicos

para medios anisotropicos.

e Incluir los efectos de retardo en la energia y fuerza de Casimir en aislantes

topologicos.

e observar si es posible obtener fuerzas de caracter repulsivo en nuestro sistema

si agregamos un medio anisotrépico en el medio que separa las placas de TI.






Apéndice A

Derivacion de la fuerza de Casimir

Sean las ecuaciones de Maxwell para un medio sin fuentes

0B
"E=0 E+—=0
\Y , VX +8t ,
VxB—lﬁ—E:() , V-B=0.
c Ot

Podemos expresar los campos en términos de los potenciales de la siguiente forma

c Ot

Entonces, usando las anteriores expresiones, podemos reescribir el primer par de las

ecuaciones de Maxwell como:

o2y 190G A Ay _vea 19 o, 10A
Vip— -2 V-A=0.  V(V-A)-VA=_o (Vo).

El hamiltoniano para el campo electromagnético es entonces
Hey = i /(E2 + B2)d37“
8 '

asumiendo el gauge ¢ = 0 finalmente obtenemos

1 10A\? o
IHEM—Q/[(_EE> +(V><A)]dr.

33
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Tomamos la cuantizacién de los modos del campo [52]

R wrh ei(k-rfo.)t) efi(k-rfwt)
=S (ot N ik NS ) )
27 ( N N

Aqui, k es un vector de onda en la direccion de propagacion cuya magnitud determina
la frecuencia de la onda. A es un término de polarizacién, w es la frecuencia angular,
n es una funcién que garantiza que los términos tengan el signo y la magnitud

correcta, v a ax » son los operadores de creacion y aniquilacion que satisfacen
) k) :
N At _
(i, Qg 3] = OiererOan.

Estos operadores actiian sobre el estado del campo electromagnético en la frecuencia
y el espin correspondiente a sus k y A\. Cuando dL ), actia sobre un estado, aumenta
la energia del modo en Aw. a  invierte el proceso, reduciendo la energia del modo en
hw. Por lo tanto, conceptualizamos a' como un operador de creacién que agrega un
solo foton al campo, y a como un operador de aniquilacion que elimina un fotén. El
enfoque de creacion y aniquilacién facilita el analisis del hamiltoniano; sustituyendo

(A.1) en el Hpm, encontramos

> hw <&k7>\d;r<,)\ + &Tk)\dk)\)
kA
S o () yir +
kA 2
kA

N | —

El estado fundamental de este hamiltoniano (escrito como |0)) estd definido por
ax [0y = 0.

En otras palabras, el estado a partir del cual no se pueden aniquilar mas fotones.
Este es un campo electromagnético vacio: cada modo no tiene fotones presentes y
se encuentra en su estado de energia més bajo posible. Debido a que los operadores
de creacion y aniquilaciéon conmutan cada vez que k o A son diferentes, podemos
descomponer |0) en el producto de cada oscilador independiente para una k y A
dadas:

|O> = ‘Ok1,>\1> ® ‘Okz)\2> ® ‘Oks)\3> &
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donde el producto tensorial |T) ® |z = 0) denota el estado en el que el sistema esta
tanto spin arriba como en z = 0. De esta forma podemos calcular el valor esperado

del Hamiltoniano actuando en |0)

(B) = 01#10) = 0] Y R (o + 5 ) 0) = 5
k,\

K\

Por lo tanto, la energia del campo EM en el estado fundamental es la suma de
muchos osciladores arménicos no acoplados, cada uno con energia fw/2.

Sorprendentemente, la energia de punto cero es infinita, siendo una suma sobre todas
las frecuencias posibles. En condiciones normales, esto no es mensurable fisicamente,
ya que estd presente en cada punto del espacio. Sin embargo, como se ha visto, la
imposicién de condiciones de contorno en el campo EM puede generar diferencias

en la energia de punto cero, lo que conduce a resultados sorprendentes.

A.1 Tratamiento convencional de la fuerza de
Casimir

La idea de una fuerza que actiia sobre atomos o moléculas neutrales no es nueva en el

mundo de la fisica. La llamada Interaccion de Van der Waals (VdW) es una fuerza

que actia entre dos atomos neutros. Uno puede hacer una derivada aproximada

de la fuerza de Casimir basada en las interacciones VAW entre los atomos en dos

espacios medios. Al sumar las interacciones entre todos los a&tomos y usar la relacién

de Clausius y Mossotti, se puede obtener la fuerza total:

F(l)__23th2a2__§@ 3\ [e—1)°
B 4014 401 \4n €+ 2

Y al tomar el limite para un conductor perfecto (¢ — oo) se obtendré:

23he (3’
FW:‘EF(E)

Este resultado es de aproximadamente 20% exacta dentro de la fuerza de Casimir.

Entonces, jpor qué no conseguimos exactamente la fuerza de Casimir? La respuesta
es que las fuerzas de VAW no son aditivas por pares debido a la dispersion multiple.
Tedéricamente, es posible realizar el calculo exacto utilizando el enfoque de VAW,

sin embargo, el calculo es muy complicado y se debe intentar encontrar una forma
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alternativa. Afortunadamente, la solucién se basa en los fenémenos de la mecanica

cuantica conocidos como la energia de punto cero y la funcién Zeta de Riemman.

A.2 Regularizacion de la fuerza de Casimir con la

funcion ¢

Mientras que la derivacion de la “vieja escuela” hecha por Casimir en su articulo de
1948 estaba arraigada en la intuicién fisica [3, 4], muchas derivaciones modernas del
efecto Casimir hacen uso de una transformacion matemética més avanzada conocida
como “Regularizacion de la funcién Zeta”. Podemos escribir el promedio de los

modos de energia entre dos placas como

(E|E) = // GrE dek dk, (A.2)

Aqui, los limites toma la consideracién de ambos estados de polarizacion k # 0. En
lugar de introducir una frecuencia de corte, forzamos que la suma sea convergente
dividiendo por potencias s de w. Después de evaluar la integral, volveremos a
normalizar tomando el limite s — 0, tomando efectivamente el término correctivo a

la unidad. La expresion regularizada sera:

(E(s)|E(s)) = g /_ ) /_ ) (2—;1)2 S w2 dbd, (A.3)

Cambiando a coordenadas polares y sustituyendo y = % obtenemos
hcA 0 > 3— 28

E(s, L)|E(s, L)) = - 1)l/2=s ( ~) Ad

(B(s. DIB(s. 1) = 55055 [l > (A4)

sta expresion se vuelve divergente como s ero converge para § > or lo
Est lve d t — 0, > 3/2, 1
que se debe evaluar cada expresion en su dominio de convergencia y luego continuar

analiticamente hasta s = 0. Podemos calcular para s = 3/2

/Oooy(y L)y = 2 <3/21_ S)

- (A5)

s=0
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Entonces nos queda

hemA 1 O~ 1 hem?A 1
(E(s,L)|E(s, L)) = — E ; mE T g I8 (25 —3) _ (A.6)
Finalmente obtenemos que la energia es
hem?A 1
E(L)|E(L) = ————— Al
(BIEL) = "2 5 (A7)
Donde ¢((—3) = EIO' El andlisis de la funcién zeta no es éptimo para los métodos

computacionales, ya que la serie p es muy lenta para converger [11]. Sin embargo,
nos permite aprovechar técnicas analiticas ya que en el caso clasico se necesita restar
las energias entre placas mientras que aqui no, ademas, se ha aplicado con éxito
a un amplio dominio de problemas en la electrodinamica cuantica. Por ejemplo,
utilizando la continuacién analitica de s = 3/2 — s = 0 en algin sentido corresponde

a restar contribuciones inherentes del campo EM a la energia del estado base.






Apéndice B

Principio del Argumento

B.1 Funciones Holomorfas

También denominadas funciones analiticas (aunque este ultimo es un concepto
mé&s general) se caracterizan por ser infinitamente diferenciables en cada punto,
y coincidir con su propia serie de Taylor; esta serie a su vez convergera sobre
cada abierto que se encuentre dentro del dominio de €2. La serie de Taylor puede
converger en un abierto mas grande; por ejemplo, la serie de Taylor para el
logaritmo converge sobre cada abierto que no contenga al 0, incluso en las cercanias

de la linea real negativa.

En una definicién mas estricta. Sean 2 C C abierto, y f : © — C. Se dice que f
es holomorfa en zy (o diferenciable en sentido complejo en zj) si existe el limite
z) — f(z

o 1) = )

Z—r20 Z — ZO
En caso de que exista, se llama al valor de este limite la derivada (compleja) de f
en 2y, y se denota

z)— f(x
f/(ZO): lim f( ) f( 0)7
Z—r20 Z — 20

diremos que la funcién f es holomorfa en € si es holomorfa en todo punto zy € 2.

En el caso de una funcién holomorfa g : C — C, diremos también que g es entera.

Algunos ejemplos de funciones holomorfas: la funcién f(z) = z es holomorfa en C,

39
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con f'(z) = 1. Toda funcién constante z — ¢q es holomorfa en C, con derivada nula.
La funcién f(z) = 1/z es holomorfa en C\ {0}, con f'(z) = —1/22, ya que

lim YE+h) -1/ = lim -t :—i.
h—0 h h—0 z(z + h) 22

Como ejemplo bésico de funcién que no es holomorfa tenemos la conjugacion C'(z) =

Z: se cumple que

C(z+h)—C(2)
h

_h
==

y esta expresion no tiene limite cuando h — 0 (ya que alo largo de larecta h =t € R
la funcién es idénticamente 1, mientras que a lo largo de la recta h = it, t € R,
es constantemente —1). Sin embargo, obsérvese que C(z) es una funcién de clase
Coo(R?,R?), de hecho es incluso R-lineal.

B.1.1 Ceros de funciones holomorfas

La funcién f(z) = 2° — 22* + 322 — 32 + 1 tiene un cero en z = 1, es decir, f(1) =0,

y se puede descomponer como
f(z)=(2—=1)%h(z) donde h(z)=2*—z+1 y h(1)#£0.

Por ello se dice que 1 es un cero de multiplicidad 2 de f.
En general, un niimero complejo a es un cero de multiplicidad n de una funcién f

holomorfa en un entorno abierto de a, si f puede descomponerse como

f(z) = (z = a)"h(z)

donde h es una funcién holomorfa y h(a) # 0. Denotaremos por Z(f) el conjunto de

ceros de la funcion f y si a es un cero de f, entonces su multiplicidad sera denotada

por N(f,a).
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B.1.2 Polos de funciones holomorfas

., 5__
La funcién f(z) = % se puede descomponer como

donde h(z)=2"—-32z+1 y h(i)#0.

Por ello se dice que i es un polo de multiplicidad 3 de f.
En general, sea 0 C C un entorno abierto de by f : Q\ {b} — C una funcién
holomorfa. El nimero complejo b es un polo de multiplicidad n de la funcion f, si f

puede descomponerse como

h(z)

f(Z):m,

donde h es una funcién holomorfa en todo Q y h(a) # 0. Denotaremos por P(f) el
conjunto de polos de la funcién f y si b es un polo de f, entonces su multiplicidad

serd denotada por N'(f,b).

B.2 Funciones Meromorfas

Se dice que una funcién es meromorfa en un abierto 2 de C si f es holomorfa en €2
excepto quizas en un conjunto aislado de singularidades, en cada una de las cuales

f tiene un polo.

Por ejemplo, todo cociente de polinomios (lo que se llama una funcién racional)
es meromorfa en C, ya que tiene un nimero finito de singularidades (los ceros del
denominador, si la fraccién es irreducible) que son polos. La funcién f(z) = 1/sinz
es meromorfa en C, ya que sus singularidades son los puntos k7w, con k € Z, donde
f tiene polos simples, ya que sin z tiene ceros de orden uno en dichos puntos. Por

1/z

otro lado, la funcién e'/* no es meromorfa en todo el plano complejo, ya que z = 0

es una singularidad esencial, es decir, no existe ni lim,_,o f(z) ni lim,_o ﬁ

La suma de funciones meromorfas es meromorfa. Lo mismo ocurre con el producto,
y también con el cociente si el denominador no es idénticamente nulo. Por otra

parte, si f es meromorfa en Q y denotamos Sy = {w € Q : f tiene una singularidad
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esencial en w}, entonces Sy es a lo sumo numerable y, en caso de ser infinito, sus

puntos de acumulacién estan en 0f).

B.3 Principio del argumento para una curva

Sea f una funcién meromorfa definida en un abierto que contenga a C' = {z € C} y

que no tenga polos ni ceros en C.

1 [f(G)
2mi Jo f(2)

dz = 2mi(N — P),

donde N y P denotan respectivamente el nimero de ceros y polos de f(z) en el
abierto limitado por el camino C', contando cada cero y polo tantas veces como

indique su multiplicidad y orden respectivamente.

Figura B.1: Abierto delimitado por la curva C', donde los puntos azules representan
los ceros del conjunto y los rojos los polos.

De manera més general, considérese una curva C', orientada en sentido antihorario,
que se pueda deformar hasta un punto en el interior de un conjunto abierto €2 del

plano complejo. Entonces el principio del argumento nos dice que

R LC I o
%fiﬂz)dz‘? (;MQ) XbJMGb)), (B.1)

donde la primera suma recorre todos los ceros a de f, contados tantas veces como

indiquen sus multiplicidades, y la segunda suma recorre los polos b de f, contados

tantas veces como indiquen sus érdenes.



B.4. La Teoria de Barash y Ginzburg 93

B.4 La Teoria de Barash y Ginzburg

Vamos a considerar la geometria original del Lifshitz de 2 medios dieléctricos
semi-infinitos separados por un medio de ancho [. La ley de dispersion D para

las ondas superficiales de dicho sistema viene dada por:

[e1(w) —

OE a(w)][ez(w) — ea(w)] o2 _ ) (B.2)

2(w)][es(w) + ea(w)]

YD(k”,uO =1- c
£

<+ l——*

Figura B.2: Geometria considerada por Barash y Ginzburg.

Las raices de esta ecuacién son las frecuencias w, (1), las cuales se producen debido
a los “modos de superficie”, entre los diferentes medios. Podemos determinar estos
modos mediante la soluciéon directa de las ecuaciones de Maxwell. Este conjunto
{wa} depende de las propiedades dieléctricas de cada material, asi como de la
separacion [. Cada oscilacion tiene una energia libre g(w, ); estas energias se suman

para una energia libre total,

G(l) = Z 9(wa),
{Wa}

G depende de la separacién porque w,(l) es una funcién de la separacion [, w, =

wq(l). El primer paso de la derivacién es encontrar la forma para g(w,).

B.4.1 Energia libre del oscilador g(w,,)

A menudo pensamos que existen dos caracteristicas cuanticas separadas de los

osciladores no clésicos, el cambio en los niveles de energia en las unidades cuanticas
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%hw y la energia finita de punto cero del oscilador en su estado mas bajo. De
hecho, los dos estan conectados. La fluctuacién del punto de observacién es una
consecuencia inmediata del principio de incertidumbre. Observado por un tiempo
inverso a su frecuencia, un modo electromagnético o grado de libertad tiene una
incertidumbre en su energia correspondiente, una incertidumbre proporcional al
tiempo de observacién. La energia de punto cero es también una consecuencia
inevitable del hecho de que la energia entra y sale en multiplos de Aw. Si el estado
de energia més bajo no tuviera energia %hw, la energia del oscilador no iria al limite
clasico de KT a alta temperatura [34].

La energia libre g(w,) de un oscilador con niveles de energia

1
gn:(n+§)hwa7 7]:0’1727"'7

nos da la funcién de particion

donde, finalmente la energia libre del sistema es [34]

g(wa) _ —KBTID[Z<MQ)] — _KpThh (ehwa/2KBTZ€nﬁwa/KBT>

n=0

o) = s 1] e

B.4.2 El principio del argumento en la teoria de Barash y

Ginzburg

Empezaremos usando la definicién del principio del argumento

27
o

1 d
Zw(aa) - zﬁ:w(bg) = — }I{q g(w)@lnA(w)dw, (B.4)

donde g(w) es una funcién analitica y A(w) es una funcién meromérfa dentro de un
contorno cerrado C7, donde a,, y b, son los ceros y polos respectivamente de A(w)
ubicados dentro de C; (Asumimos que A(w) es analitica en C). Tomando g(w)
como en la ecuacién (B.3). Y en la medida en que la suma en (B.3) se realiza sobre

las frecuencias positivas w, elegimos el contorno de integracién C; a lo largo del eje
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imaginario y lo cerramos con un semicirculo (en el infinito) en el lado derecho del
plano complejo de las frecuencias, para rodear los polos en sentido contrario a las
agujas del reloj, como se muestra en la Figura [B.3(a)]. Aqui, los dos arcos tienen
un radio infinitamente pequeno ¢ y un radio infinitamente grande R, y las dos lineas
rectas Ly, Ly estan inclinadas en angulos de £45° con respecto al eje real [36].

Por ultimo, ya que la contribucion debida a los polos no dependen de [, entonces

B
\\.\
Ll \"‘ -
: h ‘ .
10 II". 162 f /
~Cs "
e 3 |
/ %) i I |
— 5 wkll ,1 wkH 2 | CR .
—1 ;"‘I ; 51 ¢ )
./ B
L? /
A

(a) (b)

Figura B.3: Trayectorias de integracién (a) en el plano C y (b) Cy en el plano de la

frecuencia compleja. Las frecuencias de Matsubara son &, y las frecuencias propias
del fotén son w, [36].

esta se puede omitir, en consecuencia, A(w) = D(kj,w). De esta forma, usando las
ecuaciones (B.2) - (B.4), llegamos a

. 1 o dkH hw 0O [El(w) —
E(l) = o) (27)2/0 dw——1In {1 —

Donde kﬁ = k2 + k2, y sea £ = iw, entonces

£(l) = (;7;3 /0 e / dk Dk, €). (B.6)
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Hay que tener en cuenta que la funcién g(w) en la ecuacién (B.3) tiene puntos
= 2mnKgT/h con

n = 0,£1,£2,... son las frecuencias de Matsubara. El contorno C; en la Figura

de derivaciéon en frecuencias imaginarias w, = i§,, donde &,

[B.3(a)] se elige para evitar todos los puntos de ramificacién y para encerrar todas
las frecuencias de oscilacion Wy, CONL T > 1. Para calcular la integral de contorno
en la ecuacién (7.62), lo representamos como una suma de cuatro integrales a lo
largo de los contornos Cg, Ly, Cs v Lo. Es facil verificar que la integral a lo largo
de Cr se desvanece cuando R — oco. Luego integramos las tres integrales restantes
por partes. Se ve que todos los términos, excepto las integrales obtenidas después
de la integracién por partes, se cancelan entre si o son iguales a cero (como en los
puntos A y B en la Figura [B.3(a)]). La integral a lo largo de L; se puede calcular
utilizando el teorema de Cauchy aplicado al contorno cerrado Cy Figura [B.3(b)]),

dentro del cual la funcién bajo consideracién es analitica [36].
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