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RESUMEN

La formacion de profesores de matematicas es un tema actual en las distintas
investigaciones en el campo de la Didactica de las Matematicas, de aqui que diversos autores
muestran como la manera para mejorar progresivamente la comprension de la labor docente y
perfeccionar su ensefianza ideal, viene de la mano con la investigacion y desarrollo del curriculo
bien fundado, los cuales han de estar fundamentados en estudios realizados en clases escolares y
diversas experiencias de los profesores. De aqui que el profesor como investigador debe de
preocuparse por entender su practica, para asimismo poder mejorarla (Rico et al, 2013; Bedoya
2002, 2020).

Por lo anterior, la presente investigacion da cuenta de un proyecto de Sistematizacion de
una Experiencia Docente de un profesor-investigador, sobre una propuesta de programa de
formacion inicial de profesores de matematicas, alrededor de una estructura matematica
conceptual relacionada a recta tangente a una curva y su pendiente. Con base en los referentes
tedricos se propone caracterizar a la visualizacion como un organizador didactico y curricular

para la formacion de profesores de matematicas.

Palabras claves: Formacion de profesores de matematicas, analisis didactico, conocimiento

didactico, visualizacion, recta tangente a una curva y su pendiente.
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ABSTRAC

The training of mathematics teachers is a current topic in various research studies in the
field of Mathematics Education. Hence, several authors argue that the progressive improvement
of teaching understanding and the enhancement of ideal teaching go hand in hand with well-
founded curriculum research and development. These endeavors should be grounded in studies
conducted in school classrooms and diverse teacher experiences. Consequently, teachers, as
researchers, must strive to understand their practice in order to improve it (Rico et al, 2013; Bedoya
2002, 2020).

Therefore, this research project presents a Systematization of a Teaching Experience
carried out by a teacher-researcher concerning a proposed program for the initial training of
mathematics teachers. This program revolves around a conceptual mathematical structure related
to the tangent line to a curve and its slope. Based on theoretical references, the visualization is

proposed as a didactic and curricular organizer for the training of mathematics teachers.

Keywords: Training of mathematics teachers, didactical analysis, didactical knowledge,

visualization, tangent line to a curve and its slope.
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INTRODUCCION

La presente memoria escrita es producto de una tesis de investigacion en la cual se muestra
la elaboracion e implementacion de un programa de formacion inicial de profesores de
matematicas, por medio de una sistematizacion de experiencias docente, relacionada con la
visualizacion como un organizador didactico y curricular, basado en el contenido matematico
escolar de la recta tangente a una curva y su pendiente.

Dicha investigacion se desarrollé como requisito para aspirar al titulo de Magister en
Educacién con énfasis en Educacion Matematica de la Universidad del Valle. El interés surge de
las dificultades de los docentes de educacion media para ensefiar contenidos relacionados al
calculo, especificamente la nocidn de derivadas, y la necesidad de buscar propuestas de formacién
alternativas, tanto para profesores en ejercicio, como para profesores en formacion inicial.

En los grupos de investigacion PNA (Pensamiento Numérico Algebraico) y GIFPME
(Grupo De Investigacién y Formacion De Profesores En Torno Al Pensamiento Matematico
Educativo) con Grupolac COL0036156, se sigue la linea de investigacion en Didactica de las
Matemaéticas, donde en la actualidad surge como una alternativa de investigacion la formacion
inicial de profesores de matematicas.

De lo anterior que, con la presente propuesta de investigacion, se busca, a través de la
investigacion y la innovacion curricular y desde la propia experiencia como docente-investigador,
hacer un aporte significativo al campo de la Didactica de las Matematicas, que sirva de referencia
a los profesores de matematicas en ejercicio, y a los docentes en formacion inicial.

Por otra parte, con miras a desarrollar sentido-comprensién, la Educacion Matematica,
especificamente la Didactica de las Matematicas, trata de observar e investigar la diversidad de
dificultades en la ensefianza del célculo, para asi darle un tipo de tratamiento a estas. De aqui

surgen diversas investigaciones que contemplan a la visualizacion como el proceso capaz de
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mediar con dicha problematica de la ensefianza de las matematicas (Zimmermann y Cunningham,
1991; De Guzman, 1996; Presmeg, 2006; Hitt, 1998, 2005; Llorens, 1999; Bedoya, 2002; 2020;
entre otros). Y es de esta manera como Hitt (1998) menciona que algunos de los problemas que se
tiene en la ensefianza del Célculo, destacando que los profesores de matematica hacen poco uso
de diferentes tipos de representacion y se limitan a operaciones algebraicas dejando de un lado el
contenido visual que puede ayudar en el momento de abordar distintos problemas en el aula de
clase.

Es por ello, que el proposito general de la presente investigacion va dirigida a la basqueda
0 construccion de un modelo local de andlisis didactico, con el fin de caracterizar los
conocimientos didacticos del contenido que sostienen el proceso de visualizacion de la recta
tangente a una curva y su pendiente.

De acuerdo con esto, el documento esta organizado en cinco capitulos. EI primer capitulo
hace una delimitacion del problema de investigacion, el cual se soporta desde tres puntos de vistas:
la formacion de profesores, la visualizacion en el campo de la Did4ctica de las Matemaéticas y el
contenido matemaético escolar. Ademas, se concreta el problema en una pregunta, se definen los
objetivos, la hipotesis y se muestran algunos antecedentes de investigacion que sustentan la
problematica.

El segundo capitulo muestra el marco conceptual, el cual se basa en los aportes realizados
por el grupo de investigacion PNA, por lo que surgen tres categorias tedricas; Conocimiento
didactico & analisis didactico en la formacién profesional de profesores de matematicas; Modelos
locales de los organizadores del curriculo, anélisis didactico de contenido y la unidad did&ctica
(unidad de analisis didactico y unidad didactica guia); La visualizacién: un organizador didactico

y curricular para la formacidon del profesor de matematicas (Rico, 2013; Bedoya, 2002).
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Luego, el tercer capitulo presenta la metodologia de investigacidn, teniendo en cuenta el
marco metodoldgico, es decir, las distintas teorias con la que se desarrolla el trabajo, la cual se
basa en cuatro aspectos; la investigacion de disefio; la sistematizacion de experiencias; el analisis
didactico como metodologia de investigacion; la evaluacion de programas de formacién. Ademas,
se describe el disefio metodoldgico, que define la duracion, los participantes, las fases que se
pusieron en marcha y permitieron la ejecucion de este.

Posteriormente, el cuarto capitulo, presenta los resultados obtenidos al desarrollar el
programa de formacién y aplicar los instrumentos propuestos en el disefio metodolégico con su
respectivo analisis. Ademas, en el presente capitulo se muestra la UD (UAD y UDG) como un
resultado de la investigacion, ya que fue desarrollada teniendo en cuenta la recoleccion de
informacion que el equipo investigador desarrolld durante la primera etapa de la investigacion
(revision documental).

Finalmente, el quinto capitulo presenta las conclusiones, reflexiones y recomendaciones
relacionadas con la informacion suministrada por los estudiantes para profesor del programa de
formacidny descrita en el capitulo anterior, en relacion con la pregunta y los objetivos que orientan

este trabajo de investigacion.
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1. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA DE INVESTIGACION

Las reflexiones sistematicas sobre problematicas en las caracteristicas, contenidos y
sentidos de la formacion, los conocimientos, saberes y competencias profesionales de los
profesores de matematicas, han llevado a constituir en el ambito de la Didactica de las Matematicas
el campo de Formacion de Profesores de Matematicas (FPM), el cual se ocupa, en términos
generales, del desarrollo profesional, de los diferentes dominios de conocimiento y saberes sobre
los procesos instruccionales, curriculares y educativos en torno a los distintos contenidos
matematicos escolares (Solano et al, 2013).

En la actualidad, la formacion de docentes se considera un tema de gran relevancia para el
desarrollo docente, ain mas cuando se entiende la formacion docente como el proceso en el que
un sujeto se hace profesional en un campo disciplinar especifico (Edwards et al, 1995 citado en
Corrales, 2013). En palabras de Campillo y Rico (2004), las competencias basicas que se espera
desarrollen los futuros profesores a lo largo de su formacién inicial, estan relacionadas con la
capacidad para planificar su actuacion docente.

Dentro de las decisiones que debe tomar un profesor a la hora de realizar su actividad
docente, aparecen planificaciones curriculares y Didacticas, las cuales orientan dicha actividad
realizada por parte de los maestros. En palabras de Rico (1997), para dicho proceso de
planificacion, se deben tener presentes las directrices curriculares, criterios respecto al contenido,
criterios para la organizacién, desarrollo y control del trabajo en el aula; prioridades en el proceso
de construccion del conocimiento y en la asignacion de significados por parte de los alumnos, para
finalmente, tener presente los criterios para valorar los logros en el aprendizaje y para el
tratamiento adecuado de los errores y las dificultades.

En la investigacion en formacion inicial de profesores de matematicas de secundaria existe

una marcada preocupacion por establecer las competencias que debe desarrollar un futuro profesor
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de matematicas para el ejercicio de su actividad docente (Abbott et al, 2000, citado en Gomez et
al, 2008). En este contexto y desde el punto de vista de formacion del profesor, la competencia de
planificacion de la ensefianza resulta clave tanto como contenido u objetivo de dicha informacion,
como objeto de estudio y conocimiento.

Tal y como lo menciona Rico (2009), existe una ausencia de un plan de formacion de
profesores que contemple los avances curriculares y la incorporacion de las NTICs, generando asi
dificultades en las tareas de planificacion y desarrollo de Unidades Didéacticas basadas en un
Analisis Didactico. Los autores anteriormente mencionados, hablan de la forma en la que, en la
Universidad de Granada, por medio de un curso orientado a la formacion inicial de profesores de
matematicas, se propone la realizacion de un Analisis Didactico y la elaboracion de Unidades
Didacticas en torno a un contenido matematico escolar determinado, como una estrategia adecuada
para el desarrollo de la formacién y de las competencias profesionales de los docentes (Gomez et
al, 2008).

Posteriormente Bedoya (2020), muestra como la manera para mejorar progresivamente la
comprensién de la labor docente y perfeccionar su ensefianza ideal, viene de la mano con la
investigacion y desarrollo del curriculo bien fundado, los cuales han de estar fundamentados en
estudios realizados en clases escolares y diversas experiencias de los profesores. De aqui que el
profesor como investigador debe de preocuparse por entender su préctica, para asimismo poder
mejorarla.

Por otra parte, Hitt (1998; 2003) afirma que uno de los problemas para la comprension de
conceptos del célculo se debe a la falta de acercamiento visual que se hacen de dichos objetos
matematicos (entre los que se encuentra la derivada), pues los profesores de matematicas hacen
énfasis en los trabajos de proceso algebraico y se resta importancia a los procesos visuales. Autores

como Eisenberg y Dreyfus (1990, citado en Hitt, 2003), mencionan que hay una tendencia a pensar
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que las matematicas no son visuales, por lo cual hay una resistencia a aceptar los aspectos positivos
de la visualizacién de los conceptos matematicos. En particular y como lo expresa Godino et al
(2012):
El papel de la visualizacion en el trabajo matematico, profesional o escolar
es complejo ya que esta frecuentemente imbricado con el uso de
inscripciones simbolicas, que, aunque «se vean», su significacion es
puramente convencional. El problema tiene relevancia incluso cuando la
visualizacion se refiere al uso de objetos visuales, los cuales interaccionan
no solo con las inscripciones simbdlicas, sino también y principalmente
con el entramado de objetos conceptuales, procedimentales,
proposicionales y argumentativos que se ponen en juego en las
correspondientes configuraciones.

Presmeg (1997; 2006), muestra que un tema actual e importante en el campo de la
Educacion Matematica es ver como interactia la visualizacion con la Didactica de las
Matematicas, pues considera que dichas investigaciones se han dejado de lado, generando una
devaluacion de la visualizacion en la educacién matematica, lo cual deja poco espacio para que las
practicas en el aula incorporen y valoren la visualizacion como una parte integral de la actividad
matematica (citado en Arcavi, 2003). De lo anterior la autora plantea trece preguntas que pueden
orientar el trabajo investigativo de la visualizacion en la Educacion Matemaética, donde se destaca
el ver coémo pueden los profesores ayudar a los alumnos a establecer conexiones entre lo visual y
lo simbdlico de las distintas nociones matematicas (p. 227).

Por lo anterior, este trabajo de grado pretende reflexionar sobre la planificacion curricular
y didactica del profesor en formacion inicial al desarrollar un modelo local de Anélisis Didactico

del concepto de derivada, con el fin de mostrar que el proceso de visualizacion didactica es un



18

conocimiento didactico valido y especializado del profesor, visto como docente y como
investigador.
De aqui que surge la pregunta que orienta este estudio:
¢ Qué conocimientos didacticos y modelo local de andlisis didactico sostienen el proceso de
visualizacion de la pendiente de la recta tangente a una curva, con miras a la construccion del

concepto de derivada por parte de profesores de matematicas en formacién inicial?

1.1.0BJETIVOS

e Objetivo General

v’ ldentificar y presentar algunos conocimientos didacticos que sostienen el proceso de
visualizacion de la recta tangente a una curva y su pendiente, con miras a la construccion

del concepto de derivada por parte de los profesores en formacion.

e Objetivos especificos
v" Construir un modelo local de Analisis Didactico, basado en la evolucion historico-
epistemoldgica, el analisis fenomenoldgico y el analisis semiotico del concepto de derivada,
con el fin de caracterizar los conocimientos didacticos del contenido que sostienen el proceso
de visualizacién de la recta tangente a una curva y su pendiente.
v Disefiar e implementar un programa de formacién inicial de profesores de matematicas que
permita generar una unidad didactica para la ensefianza y comprension de la derivada basada

en el proceso de visualizacion de la recta tangente a una curva y su pendiente.
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1.2.HIPOTESIS
Un modelo local de analisis didactico entorno al proceso de visualizacién de la recta
tangente a una curva y su pendiente, es un recurso o medio para la ensefianza y comprension del
concepto de derivada en un punto de una funcién. De lo anterior que en la presente investigacion
se aportan conocimientos didacticos que fundamentan al proceso de visualizacion como un
organizador del curriculo, de acuerdo con la propuesta teérica de los organizadores del curriculo
formulada por el grupo de investigacion, formacion e innovacion Pensamiento Numérico y

Algebraico (PNA).

1.3.ANTECEDENTES
Para el presente apartado, se realiz6 una revision de diversos estudios tanto nacionales
como internacionales contemplados dentro del campo de la Didactica de las Matematicas, teniendo
como lineas la formacion inicial de profesores de matematicas y la visualizacion didactica (o
visualizacion en la Didactica de las Matemaéticas), haciendo énfasis en lo trabajado por el grupo
de investigacion PNA. Asi pues, a continuacion, se expondran algunos de los estudios que sirven

como antecedentes a mi investigacion.

1.3.1. FORMACION INICIAL DE PROFESORES DE MATEMATICAS
En palabras de Rico (2004), la principal finalidad de la formacion inicial consiste en
preparar al profesor que comienza su trabajo en el mundo de la educacion para la consideracién
coherente de las multiples tareas que requiere la docencia y su tratamiento coordinado. De aqui
que hay una diversidad de problemas que surgen en el &mbito educativo de las matematicas, lo
cual hace que al interior del campo de la Didactica de las Matematicas aparezcan distintos

paradigmas que concreten programas de formacion docente (Bedoya, 2020).



20

Dentro de los trabajos del grupo PNA (grupo investigativo con mas de 30 afios trabajando
en proyectos sobre la formacién inicial y permanente de profesores de matematicas), se destaca la
tesis doctoral “Formacion inicial de profesores de matematicas: Ensenanza de funciones, sistemas
de representacion y calculadoras graficadoras” (Bedoya, 2002), la cual ha sido, en gran parte,
considerada de manera estructurada en esta investigacion, pues se concreta el disefio, planificacion,
implementacion y evaluacion de un programa de formacion inicial de profesores de matematicas,
teniendo en cuenta el conocimiento didactico que requiere el profesor de matematicas para realizar
un modelo local de andlisis didactico de caracter conceptual y metodoldgico, basado en la
propuesta de los organizadores del curriculo del grupo investigativo anteriormente mencionado.

Finalmente, es importante destacar dos trabajos desarrollados en el ambito local, dentro de la

linea de formacidn inicial de profesores de matematicas, teniendo en cuenta las propuestas
desarrolladas en el grupo PNA:

1. Corrales (2013) desarrolla una sistematizacion de experiencias sobre una propuesta de
unidad de organizacidn y concrecion curricular y didactica (Unidad Did4ctica) en torno a
una estructura conceptual asociada al tema de los nimeros racionales, correspondiente al
grado séptimo (7°) de educacién basica, en el contexto de la Institucion Educativa San
Vicente, del Municipio de Palmira. En dicho trabajo se destaca la implementacion de un
modelo local de andlisis didactico, con el fin de identificar conocimientos didacticos claves
del contenido, para posteriormente estructurar una unidad didactica que dé cuenta de la
planificacion y competencia curricular y didactica de la docente.

2. Solano (2017) desarrolla un andlisis didactico de las concepciones de la derivada que tienen
dos profesores de matematicas (un matematico y un licenciado) de educacion superior, por
medio del conocimiento didactico de la derivada expresado en sus creencias Yy

concepciones. En dicho trabajo se destaca el analisis didactico de contenido de la derivada,
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pues tiene consideraciones historico-epistemologicas, semidticas y fenomenoldgicas de

dicho objeto matematico.

1.3.2. VISUALIZACION EN DIDACTICA DE LAS MATEMATICAS
“El profesor, y previamente los disefiadores curriculares y formadores de profesores,
debe tomar conciencia del papel de la visualizacidn, y en general la ostension, en la
construccion y comunicacion matematica” (Godino, et al, 2012).

En miras del desarrollo del aprendizaje, la Educacién Matematica, especificamente la
Didactica de las Matematicas, trata de observar e investigar la diversidad de dificultades en la
ensefianza del céalculo, para asi darle un tipo de tratamiento a estas. De aqui surgen diversas
investigaciones que contemplan a la visualizacion como el proceso capaz de mediar con dicha
problematica de la ensefianza de las matematicas.

En palabras de Eisenberg y Dreyfus (1990), citado por Hitt (2003), se menciona que hay
una tendencia a pensar que las matematicas no son visuales, por lo cual hay una resistencia a
aceptar los aspectos positivos de la visualizacion de los conceptos matematicos. De aqui que
autores como Zimmermann y Cunningham (1991) consideren que las matematicas deben trabajar
con elementos no estrictamente algebraicos, pues se pueden incluir elementos de caracter espacial,
verbal, 16gico e intuitivo, procurando implementar la visualizacion y restaurarla a partir de
imagenes visuales.

El concepto de visualizacion matemética se desarrolla dentro de las investigaciones
realizadas por Hitt (1998; 2003), resaltando el valor de la visualizacion en la resolucion de
problemas y lo complicado que puede resultar el trabajar con los estudiantes por medio de la
visualizacion matematica, ya que se requieren procesos cognitivos superiores, dejando de lado los

procesos algoritmicos predominantes en la metodologia de ensefianza tradicional en la educacion
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secundaria. Finalmente, el autor en mencion muestra algunos de los problemas que se tiene en la
ensefianza del Célculo, destacando que los profesores de matematica hacen poco uso de diferentes
tipos de representacion y se limitan a operaciones algebraicas dejando de un lado el contenido
visual que puede ayudar en el momento de abordar distintos problemas en el aula de clase.

Por otra parte, Boz (2005), desarrolla la visualizacion dindmica en un articulo que examina
el uso de software con la visualizacién en educacion matematicas, por medio de la revision de
distintas investigaciones sobre dicho término, mostrando inicialmente que no hay un consenso para
definir visualizacion en Educacion Matematica, ademas que dicho concepto juega un papel vital
en el pensamiento matematico, por lo que los entornos de software podrian integrarse en la
ensefianza de las matematicas para fomentar una mayor comprension de los conceptos
matematicos.

Rahim et al (2009), muestra desde el punto de vista de la ensefianza, que la visualizacion
parece ser un método poderoso a utilizar para mejorar la comprension de los estudiantes de una
variedad de conceptos en muchas disciplinas como las matematicas, pues hay muchas razones que
sustentan el uso de la visualizacion para el aprendizaje y la ensefianza de las matematicas en todos
los niveles de la educacion. Por su parte, Guzman (2002) muestra en su investigacion que
introducir procesos de visualizacién dentro de la ensefianza y el aprendizaje de las matemaéticas es
una tarea dificil y esto se debe al proceso de decodificacion que se debe realizar, ya que dicho
proceso, al ser familiar para el profesor se le facilita, mientras que para el estudiante no.

Luego Presmeg (2006), desarrolla un estado del arte sobre la visualizacion en la ensefianza
y el aprendizaje de las matematicas, mostrando que la investigacién sobre visualizacién en la
Educacion Matematica se inici6 a fines de la década de 1970 y principios de la de 1980 y ha ido
creciendo lentamente hasta que en 1990 lleg6 a ser reconocida como un campo importante para la

educacion matematica, pues surgieron investigaciones de desarrollo curricular con contenidos
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particulares, promoviendo la ensefianza con el proceso de visualizacion, por medio del uso de
entornos tecnologicos.

Después, la autora en mencion explica que en el 2000 se amplio el horizonte de la
visualizacion en Educacion Matematica incluyendo aspectos semioticos, al desarrollar
investigaciones sobre el aprendizaje significativo de las matematicas basado en la visualizacion
como un componente esencial en los sistemas de representacién dentro de los procesos de
resolucion de problemas. Asimismo, considera que un tema actual e importante en el campo de la
Educacion Matematica es ver como interactia la visualizacion con la Didactica de las
Matematicas, pues interpreta que dichas investigaciones se han dejado de lado.

Finalmente, Presmeg (2006) plantea trece preguntas que pueden orientar futuras
investigaciones respecto a la visualizacién en la Educacion Matematica, de las cuales resalto cinco
que pueden ser importantes para el desarrollo de la presente investigacion:

7. ¢Cémo pueden los profesores ayudar a los alumnos a establecer conexiones entre

inscripciones simbolicas de las mismas nociones matematicas?

9. (Como puede el uso de imégenes e inscripciones visuales facilitar u obstaculizar la

reificacion de procesos como objetos matematicos?

10. ¢(Cémo se puede aprovechar la visualizacion para promover la abstraccion y

generalizacién matematica?

12. ;Como cambian los aspectos visuales de la tecnologia informética la dindmica del

aprendizaje de las matematicas?

13. ¢Cual es la estructura y cudles son los componentes de una teoria global de

visualizacion para la educacién matematica? (p. 227).

Luego, Guzman (2001) en su obra El rincon de la pizarra: ensayos de visualizacion en

analisis matematico, desarrolla un conjunto de intuiciones visuales que apoyan y en ocasiones han
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dado origen a conceptos y procesos del analisis matematico. En dicho texto muestra lo que €l
define como visualizacién, alejando dicho concepto de la definicidn en psicologia, pues la enfoca
de forma que la visualizacién son aquellas ideas, conceptos y métodos de las matematicas que
tienen una gran riqueza visual y representable intuitivamente, con el fin de resolver problemas, por
medio de la manipulacién de dichas representaciones.

Posteriormente, es importante mencionar como antecedente local, un trabajo de grado
desarrollado por Ordofiez y Ramirez (2014), en el que desarrollan un analisis didactico del proceso
de ensefianza de la derivada en el curso de Célculo | en la Universidad del Valle, buscando
describir y analizar criticamente el papel que los profesores de dicho curso y el papel que le asignan
a la visualizacion en el contexto local o particular del sistema didactico que se implementa en la
clase de Calculo I, cuando se propone ensefiar y aprender el concepto (sistema o estructura
conceptual) de la derivada.

Finalmente, Bedoya (2002), teniendo en cuenta diversas investigaciones (Bishop, 1983;
Zimmermann y Cuningham 1991; Tall 1991; Zaslavsky 1997), muestra el desarrollo que ha tenido
el concepto de visualizacion en la Didactica de las Matematicas, esto con el fin de proponer el
concepto de visualizacion didactica como un proceso estructurado y sistematico, el cual
representa de forma interna y externa los objetos matematicos escolares de forma conceptual y
procedimental, todo con propdsitos didacticos. Es importante aclarar que, dentro del presente

proyecto de investigacion, se espera afinar ain mas el concepto de visualizacion didactica.

2. MARCO CONCEPTUAL
El trabajo investigativo a desarrollar centra la atencion en el proceso de visualizacion como un

conocimiento didactico del contenido especializado del profesor en formacion, es decir, como un
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organizador didactico y curricular. De aqui que, como soporte de la posicién de la investigacion a
desarrollar, se tendran en cuenta varias categorias teodricas (ver figura 1), de las cuales se
puntualizara en tres aspectos, a saber:
e Conocimiento didactico & analisis didactico en la formacion profesional de profesores de
matematicas.
e Modelos locales de los organizadores del curriculo, andlisis didactico de contenido y la
unidad didactica (unidad de analisis didactico y unidad didactica guia).
e La visualizacién: un organizador didactico y curricular para la formacion del profesor de

matematicas.

didéctico
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Figura 1. Categorias tedricas del trabajo de investigacion (Elaboracion propia).
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2.1.CONOCIMIENTO DIDACTICO & ANALISIS DIDACTICO EN LA

FORMACION PROFESIONAL DE PROFESORES DE MATEMATICAS

En el grupo de investigacion PNA surgen distintos intereses investigativos dentro del
campo de la Didactica de las Matematicas, se enmarca la linea de formacion inicial y permanente
del profesorado de matematicas, la cual, en palabras de Rico (2004), debe ser un campo de atencién
prioritario, pues una buena regulacion de los planes de formacion del profesorado de matematicas
contribuira a la resolucion de varios de los problemas educativos.

La formacion profesional del profesor de matematicas concibe al futuro profesor de
matematicas como un profesional formado, autonomo y reflexivo con sus practicas, con dominio
de las matematicas escolares, su didactica y su pedagogia, para lo cual se necesita de un plan de
formacion permanente que le aporte conocimientos, competencias y saberes sobre los fundamentos
tedricos, conceptuales y metodoldgicos del curriculo, las nociones generales y fundamentales de
la Didactica de las Matemaéticas, conocimiento didactico y principios organizadores y analiticos
del conocimiento matematico (Bedoya, 2020).

Dentro de los desarrollos conceptuales y metodolégicos del grupo de investigacion PNA,
Gbémez y Rico (2008), proponen la realizacién de un Analisis Didactico y la elaboracion de
Unidades Didécticas en torno a un contenido matematico escolar determinado, como una estrategia
adecuada para el desarrollo de la formacién y de las competencias profesionales de los docentes.
De aqui, que dichas propuestas deben estar fundamentadas en los conocimientos didacticos
desarrollados a través de procesos y resultados obtenidos mediante distintos tipos de analisis
didacticos (Bedoya, 2020).

Asimismo, Rico (1997), muestra como antes de comenzar la planificacion de las unidades
didacticas, se debe hacer una reflexion amplia sobre el conocimiento didactico del tema a tratar,

el cual se enmarca en los criterios de los organizadores del curriculo. De aqui que el conocimiento
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didactico se constituya como la principal fuente de informacidn didactica profesional, pues permite
al profesor de matematicas disefiar, desarrollar y evaluar las distintas actividades de planificacion
curricular y didactica (Bedoya, 2020).

Finalmente, Rico et al (2013) define el analisis didactico como un método de investigacion
propio del campo de la Didactica de las Matematicas, el cual pretende fundamentar, dirigir y
sistematizar la planificacion de contenidos matematicos especificos segun la comunidad educativa
y el medio escolar. De aqui que el analisis didactico se caracterice como el resultado de la
articulaciéon y concrecion en la practica de los conocimientos didacticos pues se centra en un
contenido y un contexto determinados, con miras tanto al disefio de actividades o unidades de
ensefianza-aprendizaje, como al desarrollo de proyectos curriculares, microcurriculares o de
investigacion. (Bedoya, 2020).

La propuesta de andlisis didactico del grupo PNA, hace que Bedoya (2002) proponga un
modelo local de andlisis didactico como un complemento de la propuesta tedrica de los
organizadores del curriculo, pues tiene en cuenta el contexto nacional, institucional y de aula, asi
como las necesidades especificas del docente investigador que realiza el analisis didactico con
propositos de disefiar e implementar una unidad didactica.

Teniendo en cuenta lo anterior, Bedoya (2020, pag. 2) propone 4 categorias para el modelo
local de andlisis didéactico, a saber:

e Analisis didactico curricular.
e Andlisis didactico de contenido.
e Andlisis didactico cognitivo.

e Anadlisis didactico de instruccion.



28

2.2.MODELOS LOCALES DE LOS ORGANIZADORES DEL CURRICULO,

ANALISIS DIDACTICO DE CONTENIDO Y LAS UNIDADES DIDACTICAS.

Teniendo en cuenta la forma en que se concibe el analisis didactico en la presente
investigacion, Rico (1997) propone como elementos tedrico y metodoldgico, articuladores y
facilitadores de este analisis, la nocion de organizadores del curriculo. Segin Bedoya (2020) el
disefio, planificacion y desarrollo de una propuesta curricular o de una unidad didactica no se
puede reducir a la seleccion y secuenciacion de un conjunto de conceptos y procedimientos sobre
unos tépicos matematicos determinados, pues se deben incorporar otras informaciones, que
aportan diferentes sentidos al conocimiento matematico y que a la vez lo enriquecen (Segovia y
Rico, 2001). Dichas informaciones son lo que definimos como organizadores del curriculo.

Por lo anterior, los organizadores del curriculo constituyen mejoras a las propuestas
generales de organizacion disciplinar, ya que, en palabras de Bedoya (2020), la nueva concepcion
de curriculo de matematicas, de carécter local, sistémico y funcional, exige considerar nuevos
organizadores y nuevas maneras de procesamiento y construccion de significados para el
conocimiento matematico escolar, generando asi la propuesta de los organizadores del curriculo,
cuyas caracteristicas principales las resume Rico (1997) de la siguiente manera:

Vamos a llamar organizadores a aquellos conocimientos que adoptamos como
componentes fundamentales para articular el disefio, desarrollo y evaluacion del
curriculo. Hablamos asi de organizadores del curriculo. Una condicion exigida
para aceptar un tipo de conocimientos como organizador del curriculo de
matematicas debe ser su caracter objetivo y la diversidad de opciones que genere.
Un organizador debe ofrecer un marco conceptual para la ensefianza de las
matematicas, un espacio de reflexion que muestre la complejidad de los procesos

de transmision y comprension del conocimiento matematico y unos criterios para
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abordar y controlar esa complejidad. Los organizadores deben mostrar su
potencialidad para establecer distintos marcos de estructuracion de las unidades
didacticas, con una base objetiva de interpretacion y discusién, para producir
nuevos significados. Los organizadores han de ubicar las distintas opciones de
los profesores para la planificacion, gestiéon y evaluacién de unidades didacticas
y han de situar estas opciones en unas referencias comunes gque permitan precisar
las coincidencias y las discrepancias. El conocimiento didactico sobre cada uno
de los contenidos del curriculo de matematicas ha de quedar estructurado
mediante la aportacion que hacen cada uno de los organizadores a dicho
contenido (Rico, 1997, p.45).

Posteriormente, teniendo en cuenta las nuevas concepciones sobre el curriculo de
matematicas con la propuesta de los organizadores del curriculo, es fundamental aclarar que se
sigue presentando una alta complejidad en los requerimientos de la comunidad de educadores
matematicos, ya que hay una pluralidad de concepciones tedricas, conceptuales y metodoldgicas
que se dan cita, asi como un caracter funcional (teérico-practico), sistémico y contextualizado de
dichos requerimientos (Bedoya, 2020).

Por lo anterior que, en el contexto del grupo PNA se genera la propuesta de modelos locales
de los organizadores del curriculo (Bedoya, 2002), el cual, por su caracter local y parcial, cada
modelo impone una estructura e incluso un tipo de funcionamiento del curriculo. Ademas, se puede
considerar que sélo de este modo, resultara factible el desarrollo gradual de propuestas curriculares
y de formacion didactica de los profesores de matematicas, validadas mediante la préctica

sistematica y reflexiva a través del andlisis didactico (Bedoya, 2020).
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Luego, es importante aclarar que el disefio y desarrollo del modelo local propuesto en la
presente investigacion tiene una contextualizacién y desarrollo inicial desde tres puntos de vista
complementarios o perspectivas, a saber:

1. Los contextos de concrecion, donde lo normativo, lo institucional y el aula seran puntos
de analisis. En este punto de vista se concreta el analisis didactico curricular;

2. EIl anélisis teorico-critico de los conceptos (revision y apropiacion de los referentes
tedricos como fundamento o soporte critico de todo el proceso). En este punto de vista se
concretan los analisis de contenido, cognitivo y parte del instruccional, es decir, la Unidad
de Analisis Didactico (UAD);

3. Y finalmente desde el punto de vista de la practica (como estrategia metodolégica
investigativa y formativa). En este punto de vista se complementa el analisis instruccional
y se concreta el disefio e implementacién del programa de formacion (guiones y la Unidad
Didactica Guia UDG).

Posteriormente, teniendo en cuenta que el analisis didéctico de contenido (o anélisis de
contenido) es un organizador del curriculo, Bedoya (2020) lo define como un analisis disciplinar,
epistemoldgico, fenomenoldgico, histdrico y representacional del contenido matematico escolar.
Es importante tener en cuenta que el anlisis didactico de contenido esta destinado a formular, a
partir de ciertos datos, inferencias atendibles y validas que se puedan aplicar al contexto especifico
(Krippendorff, 1990, citado en Rico et al, 2013).

El desarrollo del analisis didactico de contenido de la derivada se desarrollara teniendo en
cuenta tres aspectos u organizadores, a saber:

1. El analisis de la evolucion histérico-epistemoldgica del concepto de derivada, a fin de

identificar su construccién, los obstaculos dentro de dicho proceso y la importancia de las
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rectas tangentes a curvas para el surgimiento de dicho concepto (Andreu y Riestra, 2005;

Grabiner, 1983; Recalde, 2017; Ortega y Sierra, 1998).

2. El analisis fenomenoldgico y de modelizacidn de la derivada, con el fin de abordar los
fendmenos que dan origen al concepto, los contextos en los que se utilizan y en las cuales
se aplican (Rico, 2013). En el caso de la presente investigacion, se revisara lo referido al
aspecto geométrico de la derivada (recta tangente a una curva por medio del triangulo de
Barrow) y al fendmeno fisico del movimiento.

3. Analisis semiotico (o analisis didactico semidtico) de la derivada, tomado como el analisis
de las representaciones desde el punto de vista de la Didactica y con propositos didacticos
(Bedoya, 2020).

Posteriormente, a modo de cierre del analisis didactico de contenido, se sintetiza una
estructura conceptual del contenido matemaético, para posteriormente, realizar un analisis de
instruccidn, el cual sirve para concretar el analisis de contenido (en la presente propuesta seria el
modelo local) por medio del disefio de la unidad didactica del tema estudiado (Rico, 2013).

Otro aspecto importante que muestra los lineamientos (MEN, 1998) es que el disefio de
una unidad didéactica se relaciona con la seleccion de textos escolares, materiales didacticos y
situaciones problemas coherentes con los logros de aprendizaje propuestos en el curriculo
institucional; sin embargo, es fundamental retomar que la concrecion de una unidad didactica no
es solamente seleccionar y secuenciar un conjunto de conceptos y procedimientos, sino que
incorpora elementos referentes al conocimiento matematico y a la formacion profesional del
profesor investigador, es decir que dicha unidad didactica se concibe como una unidad de
programacion y actuacion docente constituida por un conjunto de actividades que se desarrollan
en un tiempo determinado para la consecucién de unos objetivos especificos (Segovia y Rico,

2001, p. 87).
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Es importante aclarar que en la presente propuesta de investigacion se propone desarrollar
dos categorias de unidades didacticas, una que denominamos unidad de analisis didactico (UAD),
y otras, que denominamos unidad didactica guia (UDG), la cual se concreta teniendo en cuenta la
anterior.

De lo anterior que, en la presente investigacion, la UAD es un producto elaborado a partir
del modelo local de conocimiento didactico y analisis didactico de contenido, de lo anterior que
dicha UAD es para el docente investigador y sera fundamental para el disefio del programa de
formacion inicial de profesores de matematicas. Por otra parte, la UDG constituyen las unidades
guias propuestas a partir de la UAD, con el fin de ser llevadas al aula de clase, es decir que esta
dirigida a los estudiantes. Ambas UD seran consideradas como instrumentos metodoldgicos de
investigacion, formacion docente e innovacion curricular, pues seran Utiles en el contexto de
observacion, recogida y analisis de la informacion durante el proyecto. A continuacion, se muestra
la estructura general de una unidad didactica (Bedoya, 2020), la cual comparten tanto la UAD
como la UDG.

e Titulo.

e Presentacion y descripcion general (Tipo de actividad, temporalizacion, etc.).

e Andlisis curricular (concreciones curriculares, modelo didactico pedagdgico).

e Objetivos (generales y especificos).

e Recursos (humanos, bibliograficos, tecnolégicos, etc.)

e Anélisis didactico de contenido.

e Andlisis cognitivo (competencias, errores y dificultades).

e Analisis de instruccion: Orientaciones didacticas (basadas en el modelo didactico

pedagdgico).
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e Secuencia de actividades (Actividades de introduccidn, motivacién y diagndstico;
actividades de desarrollo; actividades de evaluacién y actividades de apoyo y
ampliacion).

e Reflexion autocritica y evaluacion de la unidad.

e Referencias bibliogréaficas.

En el capitulo 4 Resultados de investigacion, se mostraran algunas de las unidades

didacticas, las demas apareceran como anexo de la presente investigacion.

2.2.1. ANALISIS CURRICULAR

Con el fin de realizar un analisis curricular, es fundamental conocer los contextos de
concrecion del curriculo para de esta manera tener un panorama amplio frente a pretensiones,
modelos, directrices metodoldgicas y objetivos del entorno social frente a la educacion, pues dicho
contexto le da en cierta parte, el caracter local a la presente investigacion. En la presente propuesta
de investigacion, se consideraron como referencia curricular, tres contextos de concrecion y
reflexion sobre el CME en la normatividad: Contexto nacional (la derivada en los documentos del
MEN), contexto institucional (la derivada en los cursos de la malla curricular de la Licenciatura
en Matematicas de la Universidad del Valle) y aula (libros de texto y medios).

J Contexto nacional:

En la presente investigacion se considera el contexto nacional como el primer nivel de
concrecion, pues muestra la politica trazada por el Estado, por medio del Ministerio de Educacion
Nacional. En dichos documentos se muestran las intenciones educativas, asi como distintas
orientaciones metodolodgicas, de contenidos y curriculares para el area. Dicho analisis del contexto

nacional se realizara desde los documentos ministeriales (Lineamientos, Estandares y DBA en
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Matematicas), esto debido a que la presente propuesta de investigacion se piensa para la
comprension de la derivada en la Educacion Media.
I.  Lineamientos curriculares en Matematicas

Con los lineamientos curriculares (MEN, 1998), se pretenden atender a la necesidad de dar
orientaciones y criterios nacionales sobre los curriculos, sobre la funcién de las areas y sobre
nuevos enfoques para comprenderlas y ensefiarlas. De aqui que en dicho documento se proponen
una serie de elementos para el mejoramiento del curriculo de las matematicas escolares; donde se
resalta la importancia de los contenidos basicos, las situaciones problema como contextos para el
aprendizaje y la movilizacion de procesos matematicos generales (Corrales, 2013).

Dicho documento se presenta en tres partes, la primera que muestra algunos antecedentes
gue motivaron a la elaboracion de los lineamientos, unos relacionados con el desarrollo del area
en el pais y otros de politica actual. En la segunda parte se proponen unos referentes curriculares
para orientar a las instituciones educativas en el disefio y desarrollo del curriculo dentro del
respectivo PEI. Dichos referentes tienen que ver con la reflexion sobre la naturaleza de las
matematicas y sus implicaciones pedagdgicas, sobre una nueva vision del conocimiento
matematico escolar, sobre distintas posibilidades de organizar el curriculo y sobre la evaluacion.
La tercera y ultima parte presentan algunas reflexiones sobre la formacion en educacion
matematica de los docentes (MEN, 1998, pag. 4).

Los lineamientos fueron el primer documento normativo en plantear los cinco
pensamientos matematicos que deben ser promovidos por el docente en el aula, a través de los
distintos contenidos matematicos; el pensamiento numerico, el pensamiento espacial, el
pensamiento métrico, el pensamiento aleatorio y el pensamiento variacional. Ademas, muestra

que cada uno de estos requiere de un sistema para su tratamiento, comprension y ensefianza;
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sistemas numéricos, sistemas geométricos, sistemas de medidas, sistemas de datos y los sistemas
algebraicos y analiticos, respectivamente (MEN, 1998).

Los lineamientos proponen también cinco procesos que ayudan a organizar el curriculo de
matematicas como un todo, esto teniendo en cuenta que dichos procesos se relacionan con el
aprendizaje de las matematicas, con el fin de posibilitar al alumno la aplicacién de sus
conocimientos fuera del ambito escolar, donde debe tomar decisiones, enfrentarse y adaptarse a
situaciones nuevas, exponer sus opiniones y ser receptivo a las de los demas. Los procesos son: el
razonamiento, la resolucién y planteamiento de problema, la comunicacién, la modelacion y la
elaboracion, comparacion y ejercitacion de procedimientos (MEN, 1998).

Il.  Estandares basicos de competencia en Matematicas

Inicialmente, es importante aclarar que los Estandares (MEN, 2006) parten de los
lineamientos previamente presentados, pues en dichos estandares, se complementan no solo los
cinco procesos generales, sino también los cinco tipos de pensamiento con sus respectivos
sistemas. Dicho documento selecciona algunos de los niveles de avance en el desarrollo de las
competencias asociadas con los cinco tipos de pensamiento mencionados anteriormente, por lo
que se presentan en cinco columnas que corresponden a cada uno de dichos tipos de pensamiento
y a los sistemas conceptuales y simbdlicos asociados a €l.

Luego, cada estandar de cada columna pone el énfasis en uno o dos de los cinco procesos
generales mencionados anteriormente, pero suele referirse también a otros procesos generales que
pueden practicarse en distintos contextos para contribuir a superar el nivel seleccionado como
estandar (MEN, 2006).

Por otra parte, los estandares (MEN, 2006) se distribuyen en cinco conjuntos de grados:

primero a tercero, cuarto a quinto, sexto a séptimo, octavo a noveno y décimo a undécimo, esto
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con el fin de dar mayor flexibilidad a la distribucion de las actividades dentro del tiempo escolar
y para apoyar al docente en la organizacion de ambientes y situaciones de aprendizaje significativo.

Posteriormente, el documento aclara que el conjunto de estdndares debe entenderse en
términos de procesos de desarrollo de competencias que se desarrollan gradual e integradamente,
con el fin de ir superando niveles de complejidad creciente en el desarrollo de las competencias
matematicas a lo largo del proceso educativo y no como metas que se puedan delimitar en un
tiempo fijo determinado, pues éstos identifican niveles de avance en procesos graduales que,
incluso, no son terminales en el conjunto de grados para el que se proponen. Es decir que, si en un
conjunto de dos grados se proponen doce estandares para un determinado pensamiento, ello no
significa que éstos pueden dividirse por partes iguales entre los grados de dicho conjunto, ni menos
todavia puede pensarse en una separacion por periodos del afio escolar claramente delimitados
para cada uno de esos estandares. Por el contrario, se debe procurar una organizacion del trabajo
escolar que garantice un trabajo integrado de todos los estandares correspondientes a mismo grupo
de grados y que atienda a su conexién con los estdndares de los grados anteriores y de los siguientes
(MEN, 2006).

Luego, el documento muestra la coherencia, tanto vertical como horizontal que hay en cada
estandar, explicando que la coherencia vertical estd dada por la relacion de un estandar con los
demas estdndares del mismo pensamiento en los otros conjuntos de grados, mientras que
coherencia horizontal estd dada por la relacion que tiene un estandar determinado con los
estandares de los deméas pensamientos dentro del mismo conjunto de grados (MEN, 2006), por lo
anterior que se espera que el disefio curricular de cada institucion se desarrolle de manera
integrada, articulando los distintos pensamientos matematicos y no cada uno por separado.

Finalmente, es importante destacar que los Estandares esperan del docente un

conocimiento conceptual, relacionado tanto con el saber qué, como con el saber por qué, por lo
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que, siguiendo nuestro modelo local de andlisis didactico, que el saber queé relaciona al docente
con la consecucion de un analisis didactico conceptual y semiotico de los contenidos matematicos,
mientras que el saber por qué de un analisis fenomenoldgico e histdrico-epistemologico.

I11.  Derechos basicos de aprendizaje en Matematicas

Los DBA (MEN, 2016, pag. 5), son un conjunto de aprendizajes estructurantes, es decir,
un conjunto coherente de conocimientos y habilidades con potencial para organizar los procesos
necesarios en el logro de nuevos aprendizajes, que han de aprender los estudiantes en cada uno de
los grados de educacion escolar, desde transicion hasta once, y en las areas de lenguaje,
matematicas, ciencias sociales y ciencias naturales. De lo anterior que los DBA explicitan los
aprendizajes estructurantes para un grado y un area particular.

Por otra parte, los DBA (MEN, 2016) no constituyen una propuesta curricular y estos deben
ser articulados con los enfoques, metodologias, estrategias y contextos definidos en cada
establecimiento educativo, teniendo en cuenta el PEI, asi como los planes de area y aula. Por lo
anterior, y teniendo en cuenta que los maestros pueden trasladar los DBA de un grado de
escolaridad a otro segun las especificidades de los procesos de aprendizaje, los DBA se constituyen
como una estrategia que promueve la flexibilidad curricular (MEN, 2016, pag. 6).

Los DBA tienen una estructura que se compone de tres elementos; el enunciado, la
evidencia de aprendizaje y el ejemplo (MEN, 2016). Es importante mencionar que los DBA en
Matematicas estan directamente relacionados con los dos documentos ministeriales expuestos
anteriormente (Lineamientos y Estandares).

Finalmente, aclarar que, de los cinco pensamientos matematicos, analizaremos desde los
tres documentos ministeriales mencionados anteriormente y en el orden respectivo (Lineamientos,

Estandares y DBA en Matematicas); el pensamiento variacional y los sistemas algebraicos y
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analiticos, ya que es en este pensamiento en donde estd inmerso nuestro contenido matematico

escolar, la derivada (ver figura 2).

Derechos basicos de
aprendizaje (MEN, 2016)

Estandares basicos de
competencias (MEN,

Lineamientos
curriculares (MEN, 1998)

2006)

¢ Pensamiento ¢ Pensamiento
variacional y los variacional y los

*DBA 5: Interpretala
nocion de derivada como

sistemas algebraicos y
analiticos.

sistemas algebraicos y
analiticos: Este
pensamiento cumple un
papel preponderante en
la resolucién de
problemas sustentados
en el estudio de la
variacién y el cambio, y

razén de cambio y como
valor de la pendiente
de la tangente a una
curva y desarrolla
métodos para hallar las
derivadas de algunas
funciones basicas en
contextos matematicos y

en la modelacion de no matematicos.
procesos de la vida
cotidiana, las ciencias
naturalesy sociales y las
matematicas mismas.

\ J . J . _J

Figura 2. Esquema del analisis curricular normativo nacional (elaboracion propia).

o Contexto institucional: Universidad del Valle, su facultad de Educacion y

Pedagogia, en la Escuela de formacion en ciencias, tecnologias y culturas, con el

programa de Licenciatura en Matematicas, especificamente los estudiantes de los

cursos de Didéactica V: Tépicos de Didactica de las Matematicas.

Inicialmente, es importante aclarar que, aunque en la propuesta de investigacion se piense
en la comprension de la derivada en la educacion media, el experimento didactico (programa de
FIPM) que se realizara serd con estudiantes para profesor de matematicas de la Universidad del
Valle, por lo que el contexto institucional sera desde las resoluciones, programas y documentos
propios de dicha universidad.

El programa de Licenciatura en Matematicas tiene un total de 170 créditos, que se dividen
en dos ciclos de formacioén, el ciclo basico y el ciclo profesional con 72 y 98 créditos
respectivamente. Dentro de dichos ciclos de formacién surgen cuatro componentes: saberes
especificos y disciplinares, pedagogia, Didactica de las disciplinas y formacion general. Cada

componente se encuentra ligado a las distintas lineas de formacion del programa: Matemaéticas;



39

Historia y Filosofia de las Matematicas; Didactica de las Matematicas; Lenguaje, Razonamiento y
comunicacion de saberes matematicos; Tecnologia de la Informacién y la Comunicacién en
Educacion Matematicas.

Como el interés de este trabajo se centra en la recta tangente a una curva con miras a la
construccion del concepto de derivada, es decir, una de las tematicas propias del curso de Célculo
| (posteriormente se realizara el analisis curricular del curso), en lo que sigue se revisaran algunos
Ccursos previos a este, para posteriormente revisar el programa del curso en mencion.

En la Licenciatura en Matematicas el curso de Calculo | aparece en el 1V semestre (segun
la resolucion 239 del 17 de diciembre del 2020), de aqui que los estudiantes deben cursar
previamente unos cursos propios de la linea de formacion en Matematicas: Elementos de ldgica
matematica, Conjuntos numéricos, Matematica fundamental, Geometria y Algebra Lineal.
Asimismo, mencionamos otros cursos que consideramos pueden tener cierta relacion con los
intereses de la propuesta, que son: Historia de las Matematicas Griegas y Algebra Moderna, el cual
este ultimo se espera que los estudiantes lo ven conjuntamente con el curso de Célculo I.

En dicho programa, el Unico prerrequisito para matricular el curso de Célculo | es aprobar
el curso de Matematica fundamental, el cual se encuentra en Il semestre y tiene como objetivos?:

“-Establecer un puente tedrico entre la formacion matematica adquirida en la formacion

basica y media, y la formacion matematica universitaria, a través del estudio de los

conceptos basicos de las matematicas.

-Estudiar los conceptos fundamentales de las matematicas que seran de vital importancia

para abordar los primeros cursos de la linea de formacion en matematicas.

! Estos objetivos son tomados del programa de Matematica fundamental (405129M). Febrero — junio 2021.
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-Presentar los sistemas de numeracion, haciendo particular énfasis en las propiedades de

los numeros reales y sus respectivas demostraciones.

-Estudiar el concepto de funcion, el dominio y rango de una funcion y funciones de R en

R.”

Este curso se centra en los sistemas numéricos y métodos de demostracion, los nimeros
Reales, ecuaciones e inecuaciones en los Reales y las funciones (concepto, graficas en distintos
tipos de funciones como las polinémicas, exponenciales, logaritmicas y trigonométricas).

Luego, aungue el curso de Geometria no es prerrequisito, puede aportar elementos al
contenido de interés en la presente propuesta de investigacion, por lo que mostraremos los aspectos
en los que se centra el curso en mencion, el cual se encuentra ubicado en 111 semestre?:

“-Proporcionar los elementos de la geometria euclidiana y esenciales de la geometria

analitica, en el desarrollo de problemas propios de la geometria y contextualizados.

-Construir el marco teorico pertinente de la geometria euclidiana a partir de sus elementos

y relaciones fundamentales, desarrollando un marco representacional que vincule las

construcciones geométricas (usando la regla-compas fisico-Apps) con la estructuracion de

cadenas simbdlicas en procesos demostrativos.

-Desarrollar competencias en relacion al razonamiento deductivo (explorar, visualizar,

conjeturar, relacionar, inferir y sistematizar) para que los estudiantes aprendan a demostrar

proposiciones dadas dentro de un sistema axiomatico.”

Este curso se centra en las nociones bésicas de la geometria euclidiana, pasando por los

teoremas y postulados de rectas, segmentos, angulos, tridngulos, rectas paralelas, perpendiculares,

2 Estos objetivos son tomados del programa de Geometria (405137M). Febrero — junio 2021.
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la circunferencia, construcciones geométricas y algunos aspectos de la geometria analitica como
los lugares geométricos y transformaciones en el plano.

La resolucion 111 del 26 de octubre del 2017 por lo cual se modifica la resolucion 044 de
abril 12 del 2002 que defini6 la estructura curricular del Programa Académico Licenciatura en
Matematicas y Fisica, se deroga la resolucion No. 051 del 27 de abril de 2017 del Consejo
Académico, y se aprueba la estructura curricular del programa académico de Licenciatura en
Matematicas de la Universidad del Valle, donde el curso de Calculo | aparece dentro de los
componentes de formacion del curriculo de “saberes especificos y disciplinares” en la linea de
Formacion de Matematicas, como un curso obligatorio de 4 créditos.

Posteriormente, la resolucion 239 del 17 de diciembre del 2020 modifica el programa
académico de Licenciatura en Matematicas, cuya estructura curricular fue definida mediante la
resolucién No. 111 de octubre 26 de 2017 mostrada anteriormente, de modo tal que ahora el curso
de Calculo I aparece dentro del ciclo basico, en el componente de “saberes especificos y
disciplinares” en la linea de formacion de Matematicas, como el ultimo curso de dicha linea de
formacién dentro del ciclo basico mencionado anteriormente, ademas de ser obligatorio y contar

con 4 créditos.

Universidad del Valle Licenciatura en Estudiantes de los cursos
Matematicas (3492) de DdM-V.

e Estructura curricular. « Semestralizacién de los

¢ Facultad de Educacién
y Pedagogia. ¢ Programas de los participantes.

e Resolucién 239 del 17 distintos cursos, *Regresoala
de diciembre de 2020 especificamente del presencialidad.
(reglamentay da curso de Calculo [ y los
estructura curricularal previos a éste.
programa de
licenciatura).

« 170 créditos, dos ciclos,
dos componentes con 5

\ lineas de formacién. ) \ ) \ )

Figura 3. Esquema del analisis curricular normativo institucional (elaboracién propia).
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Finalmente, en cuanto al curso en el que se realizé el experimento didactico que fue en el
de Didactica V: Tépicos Didactica de las Matematicas, se debe tener en cuenta que es el ultimo
curso obligatorio de la linea de Didactica de las Matematicas de la licenciatura en matematicas,
por lo que previamente los estudiantes debieron aprobar los prerrequisitos de Didéactica I, 11, 111y
IV (ver anexos con los respectivos programas de los cursos). Dicho curso se encuentra en VIl
semestre y tiene como objetivos®:

“-Reflexionar sistematica y colaborativamente sobre los mas importantes topicos de la

DdM, y sus implicaciones o aportes en el desarrollo historico, reciente y actual, del campo,

reflejado en las propuestas de trabajo de los participantes, como estrategias de formacién

tedrica y practica, de investigacion, de innovacion o desarrollo curricular (sistematizacién
de experiencias didacticas-docentes) y de construccién de la identidad profesional del
profesor de matematicas.

- Promover un espacio de reflexion y formacion colaborativa y critica sobre el estado actual

y desarrollos recientes en torno a los principales topicos (temas, objetos, problemas de

estudio) en la DdM, concebida como disciplina cientifica base de la formacién y desarrollo

profesional del profesor de matematicas.

- Reconocer y desarrollar competencias (conocimientos, habilidades) de anélisis que

permitan a los estudiantes para profesores identificar, formular y estudiar problemas (de

investigacion, formacion e innovacién) relevantes en los campos de la educacion

matematica y de la DdM.

3 Estos objetivos son tomados del programa de Didactica V: Tépicos Didéctica de las Matematicas (405140M).
Abril — agosto 2022.
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- Iniciar a los estudiantes en el desarrollo de una propuesta (proyecto de sistematizacion de
experiencia o de investigacion) de trabajo de grado, o de intervencién educativa desde
perspectivas de la DAM.”

Este curso busca ubicar a los estudiantes en el campo cientifico de la Didactica de las
Matematicas, pues se tiene como proposito formativo general reflexionar sobre los mas
importantes tépicos (principales temas, objetos y problemas de estudio) de la DdM, y sus
implicaciones o aportes en el desarrollo historico, reciente y actual, del campo (reflejado en las

propuestas de trabajo de los participantes).

2.2.2. ANALISIS DIDACTICO COGNITIVO
Autores como Rico (2013), muestra que el analisis cognitivo centra su foco de atencion en

el aprendizaje de las matematicas, pues permite al profesor llevar a cabo una descripcién detallada
de la problemética del aprendizaje de las matematicas de un tema especifico. De lo anterior que
dicho aprendizaje de las matematicas genera muchas dificultades en los alumnos, de aqui que el
presente analisis se centra en el estudiante, especialmente en los aspectos que dificultan la
comprension de las matematicas. Dichas dificultades son de distinta naturaleza, por lo cual se
clasifican en:

e Dificultades asociadas a la complejidad de los objetos matematicos.

e Dificultades asociadas a los procesos de pensamiento matematico.

e Dificultades asociadas a los procesos de ensefianza desarrollados para el

aprendizaje de las matematicas.
e Dificultades asociadas a los procesos de desarrollo cognitivo de los alumnos.
e Dificultades asociadas actitudes afectivas y emocionales hacia las matematicas

(Rico, 1997).
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Luego Bachelard (1938), define obstaculo como estancamientos o regresiones, surgidos de
torpezas de entendimiento y confusiones. Luego los errores, son considerados como la presencia
del estudiante en un esquema cognitivo inadecuado, por lo que Rico (1997) muestra que las
dificultades se concretan en la practica en forma de obstaculos y se manifiestan en los estudiantes
en forma de errores.

Los desarrollos de los grupos de investigacion que se referencian en la presente propuesta
de investigacion han detectado y sistematizado las dificultades mas recurrentes para cada tema de
las matematicas escolares, de tal manera que la pretension en esta categoria de analisis es recurrir
a dichos desarrollos sobre la construccién del concepto de derivada. Lo que pretende esta categoria
de anélisis es ahondar en las dificultades, obstaculos y errores en el aprendizaje de un objeto

matematico especifico, como lo es la derivada en la presente propuesta de investigacion.

2.2.3. ANALISIS DE INSTRUCCION

El analisis de instruccion en palabras de Rico (2013), contempla objetivos de formacion
que el profesor ha de plantear, orientados a la toma de decisiones cuando usa tareas escolares en
el aula, es decir, que dicho analisis aborda la seleccidn, disefio y organizacion de tareas y sesiones
con propositos especificos. De lo anterior que el analisis de instruccion se precisa como el
procedimiento en virtud del cual el profesor analiza y selecciona tareas disponibles para el disefio
de actividades de ensefianza (Gémez, 2007).

Luego, el analisis de instruccion se articula alrededor de distintos componentes, los cuales
dan respuesta a diferentes facetas del proceso de disefio de una unidad, como son la adecuacion de
las tareas a los contenidos, el papel de la resolucion de problemas y modelizacion y el empleo de
materiales y recursos (Rico, 2013). Segun Rico (1997), los materiales, recursos y actividades

generan un campo de problemas en la Educacion Matematica, especialmente desde la practica
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educativa, pero también como tema de investigacion, pues los materiales y recursos demandan la
necesidad que tiene el profesor de matematicas de conocerlos y utilizarlos, teniendo en cuenta que
dichas herramientas tienen una fundamentacion tedrica propia en el campo de la Didactica de las

Matematicas.

2.3.LA VISUALIZACION: UN ORGANIZADOR DIDACTICO Y CURRICULAR

PARA LA FORMACION DEL PROFESOR DE MATEMATICAS.

En matematica muchos conceptos y procesos podrian ligarse a interpretaciones visuales,
lo que ha generado diversas investigaciones en relacion al potencial didactico de la visualizacion,
la forma como ésta puede favorecer al aprendizaje y bajo qué condiciones utilizarla (Di
Domenicantonio et al, 2011). A lo largo de las dos ultimas décadas, distintos autores muestran que
los procesos intuitivos y de visualizacion se estan revelando como un campo de investigacion
enormemente interesante en si mismo (Zimmerman & Cunningham, 1991; Giaquinto, 1994; De
Guzméan, 1996; Hitt, 1998; Duval, 1999; Bedoya, 2002; Mancosu, 2005; Presmeg, 2006; Gémez-
Chacon, 2012; entre otros).

Justamente Mancosu (2005), muestra que a finales del siglo XIX la visualizacién habia
caido en descredito siendo relegada a un papel secundario en las matematicas, debido a que algunas
de las afirmaciones matematicas que parecian obvias debido a una visualizacién intuitiva e
inmediata resultaron ser incorrectas en una inspeccién mas cercana. Sin embargo, en las ultimas
dos décadas se ha renovado el interés por la visualizacion en la I6gica y las matematicas como
consecuencia de desarrollos en distintas &reas, incluidas la informatica, las matematicas, la
Educacion Matematica, la psicologia cognitiva y la filosofia.

Luego Presmeg (2006), desarrolla en su articulo “Research on visualization in learning and

teaching mathematics”, una sintesis de mas de ciento cincuenta estudios distintos sobre el tema de
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la visualizacion en la educacion matematica, mostrando que dichas investigaciones se iniciaron a
fines de la década de 1970 y principios de la de 1980 y ha ido creciendo lentamente hasta que en
1990 llegb a ser reconocida como un campo importante para la Educacion Matematica, pues
surgieron investigaciones de desarrollo curricular con contenidos particulares, promoviendo la
ensefianza con el proceso de visualizacién, por medio del uso de entornos tecnoldgicos.

Después, la autora en mencion explica que en el 2000 se amplio el horizonte de la
visualizacion en Educacion Matematica incluyendo aspectos semioticos, al desarrollar
investigaciones sobre el aprendizaje significativo de las matematicas basado en la visualizacion
como un componente esencial en los sistemas de representacién dentro de los procesos de
resolucién de problemas. Asimismo, considera que un tema actual e importante en el campo de la
Educacion Matematica es ver como interactia la visualizacion con la Didactica de las
Matematicas, pues interpreta que dichas investigaciones se han dejado de lado. De aqui que desde
el 2006 se constata la necesidad de dar consistencia a teorias que puedan unificar todo el campo
de visualizacion dentro de la Educacién Matematica (Gémez-Chacén, 2014).

El término visualizacion se usa de distintas maneras tanto de forma general, como en el
contexto de las matematicas y la Didactica de las Matematicas. En lo que sigue se mostraran
algunas definiciones que se le dan al término, para finalmente mostrar como se entiende la
visualizacion en el desarrollo de la presente investigacion:

Visualizacion es la accion y efecto de visualizar, lo cual a su vez se define como 1. Hacer

visible por algun procedimiento o dispositivo lo que normalmente no se puede ver a simple

vista. 2. Representar algo por medio de imagenes, después de documentarse ampliamente.

3. Formarse en el pensamiento la imagen de algo que no se tiene a la vista o de un concepto

abstracto. 4. Ver la informacién (textual o grafica) que se ofrece en una pantalla, monitor,

visor u otro dispositivo similar (Real Academia Espafiola, s.f.).
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Visualizacion o imagen de un concepto, es la estructura cognitiva total asociada al

concepto, que incluye todas las imagenes mentales y propiedades y procesos asociados

(Tall & Vinner, 1981).

La visualizacion es la capacidad/accion de relacionar distintas representaciones de un

mismo objeto matematico dandole sentido (Duval, 1999).

Cuando una persona crea un arreglo espacial (incluyendo una inscripcién matematica), hay

una imagen visual en la mente de la persona guiando tal creacion. Por tanto, la visualizacion

incluye el proceso de construir y transformar tanto el imaginario visual mental como las
inscripciones de una naturaleza espacial que puedan estar involucradas en el quehacer

matematico (Presmeg, 2006).

En lo que sigue, se muestra como se entiende la visualizacion en la presente investigacion,
teniendo en cuenta dos definiciones del término de una forma global (Zimmermann et al, 1991;
Arcavi, 2003) y otras dos definiciones desde un aspecto matematico (De Guzman, 1996; Mancosu,
2005). Dichas definiciones las consideramos complementarias y muy de la mano con nuestras
ideas de visualizacion:

La visualizacion se toma como la habilidad para trazar con lapiz y papel un diagrama

apropiado, con ayuda de una calculadora o una computadora. El diagrama sirve para

representar un concepto matematico o un problema y ayuda a comprender el concepto o0 a

resolver el problema. La visualizacién no es un fin en si mismo sino un medio para

conseguir entendimiento; visualizar un problema significa entender el problema en
términos de un diagrama o de una imagen. La visualizacién en matematicas es un proceso
para formar imagenes mentales, con lapiz y papel, o con la ayuda de tecnologia y utilizarla
con efectividad para el descubrimiento y comprension de nociones matematicas

(Zimmermann et al, 1991).
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Visualizacion es la capacidad, el proceso y el producto de la creacidn, interpretacion, uso

y reflexion sobre figuras, imagenes, diagramas, en nuestra mente, sobre el papel o con

herramientas tecnoldgicas con el propoésito de representar y comunicar informacion, pensar

y desarrollar ideas y avanzar la comprensién (Arcavi, 2003, p. 217).

Las ideas, conceptos y métodos de las matematicas presentan una gran rigqueza de

contenidos visuales, representables intuitivamente, geométricamente, cuya utilizacion

resulta muy provechosa, tanto en las tareas de presentacion y manejo de tales conceptos y

métodos como en la manipulacién con ellos para la resolucion de los problemas del campo

(De Guzman, 1996).

La visualizacion generalmente se entiende de diferentes maneras, pero para los propositos

de este articulo tomaré un concepto bastante amplio incluyendo tanto la visualizacién por

medio de imé&genes mentales como las visualizaciones por medio de imagenes generadas
por computadora o iméagenes dibujadas en papel, p. e., diagramas, dibujos, figuras,
esquemas, etc. Estos diferentes tipos de visualizacion pueden diferir sustancialmente, pero
estoy interesado en ofrecer una caracterizacion de la visualizacion que sea lo mas amplia

posible (Mancosu, 2005).

De las definiciones inmediatamente anteriores que, se considera la visualizacion en la
presente propuesta orientada hacia lo Didactico y matemaético (en términos de los dos autores
ultimos) como el proceso de crear en la mente (imagenes mentales), a lapiz y papel o con ayuda
de tecnologia, los objetos visuales, espaciales, geométricos e intuitivos de los conceptos
matematicos, tales como figuras, imagenes, diagramas, gréaficas, tablas, entre otros.

Es importante aclarar, teniendo en cuenta lo expuesto por Mancosu (2005) al decir que la
visualizacion resurgio gracias a desarrollos en distintas areas, como la informética, las

matematicas, la Educacion Matematica, la psicologia cognitiva y la filosofia, que la presente
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investigacion no se orienta en la psicologia cognitiva sino en la Educacién Matematica (Didactica
de las Matematicas), tomando algunos aspectos de las matematicas y la filosofia matematica. De
ahi la definicion que se asume de visualizacion y las distintas reflexiones que se muestran en lo
que sigue del documento, como es el sentido didactico y curricular de la visualizacion, los aspectos
visuales de la derivada (contenido matematico escolar) y algunas reflexiones finales.

Teniendo en cuenta lo mencionado en los subcapitulos inmediatamente anteriores (2.1. y
2.2.) frente al andlisis didactico y los organizadores del curriculo (Rico, 1997; 2001; 2013, Bedoya,
2002), en la presente propuesta se le da a la visualizacién la denominacién y concepcién de
visualizacion como organizador didactico y curricular para la formacién tanto tedrica como
practica de los profesores y naturalmente para la ensefianza y comprension de las matematicas.
Esto ademas por la idea que los objetos matematicos por su naturaleza abstracta tienen que ser
necesariamente visualizados y de la riqueza visual, geométrica e intuitiva que esto contiene (De
Guzméan, 1996), tanto en sus sentidos interno como externo, con la diferencia que en la presente
propuesta (y es lo que le da el caracter de organizador didactico y curricular) la visualizacion se
basa o fundamenta en un proceso (local) de analisis didactico de contenido (tratamiento didactico
de la visualizacion o visualizacion didactica).

Finalmente, surge el concepto de visualizacion como organizador didéctico y curricular
(que denominamos proceso de visualizacion didactica o tratamiento didactico de la visualizacion)
como todo el sistema de apoyos del profesor (de tipo tecnoldgicos, materiales manipulativos,
papel, lapiz, pizarra, entre otros) acompafiados de un discurso estructurado del mismo, que
permiten generar en los estudiantes conexiones entre una nocién matematica y sus distintas
representaciones. Lo anterior por medio del aprovechamiento de los contenidos visuales,
geométricos e intuitivos de los conceptos matematicos que surgen de la implementacion de un

modelo local de andlisis didactico desarrollado en torno a un contenido matematico determinado



50

(en nuestro caso, la recta tangente a una curva y su pendiente), buscando que el estudiante

comprenda la nocién matematica a tratar.
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3. METODOLOGIA

En el presente capitulo se abordaran las cuestiones metodolégicas de la propuesta
investigativa, en donde se presenta el marco metodoldgico, enmarcando el presente trabajo como
una investigacién de disefio (Molina et al, 2011) por medio del Andlisis Didactico (Rico et al,
2013), el estudio de caso (Stake, 1998; Martinez, 2011), la sistematizacion de experiencias (Jara,
2012) y la investigacion evaluativa de programas de formacion (Martinez Mediano, 1998; De
Miguel, 1999; Bedoya, 2002). Posteriormente se presenta el disefio metodoldgico, donde
inicialmente se hace una contextualizacion de la investigacion, para posteriormente describir las
técnicas e instrumentos de recoleccion de la informacion a estudiar, basado en los experimentos

didacticos (Mosquera, s.f.).

3.1.MARCO METODOLOGICO

El presente proyecto se enmarcé metodoldgicamente como una investigacion de disefio, la
cual se caracteriza como un paradigma investigativo de orden cualitativo, cuyo objetivo es analizar
la ensefianza y el aprendizaje en contexto mediante el disefio y estudio sistematico de formas
particulares de aprendizaje, estrategias y herramientas de ensefianza (Molina et al, 2011). En
palabras de Gravemeijer & van Eerde (2009), la investigacion de disefio tiene como objetivo
proporcionar teorias sobre como hacer investigacion docente, pues se refiere a caracteristicas mas
generales de la situacion de aprendizaje, de aqui que este tipo de investigacion tiene muchas
similitudes con lo que hacen los profesores cuando planifican, ejecutan y evalGan sus lecciones.

Por otra parte, Steffe y Thompson (2000) citado por Molina et al (2011) definen el término
experimento de ensefianza como una secuencia de episodios de ensefianza cuyo objetivo ultimo es
elaborar un modelo del aprendizaje y/o desarrollo de los alumnos, en relacién con un contenido

especifico. De aqui que en la presente investigacion se readapta dicho concepto como un
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experimento didactico, pues tiene como fin la formacion del profesor y la innovacion curricular,
es decir que, entre las estrategias de formacion del docente como investigador, surja el disefio de
experimentos didacticos.

Teniendo en cuenta lo anteriormente mencionado, en el presente experimento didactico se
tendra en cuenta la siguiente conjetura o hipétesis de trabajo: un modelo local de analisis didactico
entorno al proceso de visualizacion de la recta tangente a una curva y su pendiente, es un recurso
0 medio para la comprension del concepto de derivada en un punto de la funcién. De lo anterior
que la visualizacion se concreta como un organizador del curriculo (teniendo en cuenta la
propuesta del grupo PNA), es decir, que es un conocimiento que adoptamos como componente
fundamental para articular el disefio, desarrollo y evaluacion de una propuesta de formacién (Rico,

1997).

3.1.1. SISTEMATIZACION DE EXPERIENCIAS

La sistematizacion es una de las tantas estrategias de construccién de conocimiento,
surgidas en el contexto del paradigma sociocritico; por ello, los intereses tedricos que la orientan
la ubican en relacién a una practica contextuada que requiere ser conocida para ser reinventada,
transformada y apropiada por los sujetos involucrados, participantes en ella (Ghiso, 2019). De aqui
que Bedoya (2013) citado en Camacho (2017), define la sistematizacion de experiencias docentes
como un proceso mediante el cual uno o méas profesores desarrollan una propuesta curricular o
didactica, mientras que se forman y desarrollan competencias profesionales a través de la reflexion
sistematica y fundamentada de este ejercicio o préactica.

En la presente investigacion entendemos la sistematizacion de experiencias como una
forma de realizar una investigacion a partir de la misma practica docente, esto en el marco de una

formacion continua, es decir que sistematizamos nuestras practicas para aprender criticamente de
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ellas y asi poder: mejorar nuestras propias practicas, compartir nuestros aprendizajes con otras
experiencias similares y para contribuir al enriquecimiento de la teoria (Jara, 2012).

Bedoya (2013), basandose en otros autores propone organizar el proceso metodico de

sistematizacion en cuatro fases, no necesariamente sucesivas:

l. Preparacion y planificacién metodoldgica del proceso de sistematizacion.

I. Recuperacidn/ reconstruccién de la experiencia: documentacion y fundamentacion
conceptual.

1. Analisis e interpretacion de la informacién y del proceso realizado (de tal forma
que se movilicen y desarrollen conocimientos fundamentados sobre la practica o la
experiencia).

V. Potenciacion y socializacién o comunicacion de los resultados asociados con la
experiencia, su sistematizacion (incluyendo propuestas de posibles mejoras) y
fundamentacién conceptual y procedimental.

Lo anterior se propone apoyarse complementariamente en un disefio basado en las

metodologias del anlisis didactico (Rico, 2013; Bedoya, 2002); de estudio de casos (Chetty, 1996;
Stake, 1998; Martinez, 2011) y de investigacién evaluativa de programas de formacion ((Martinez

Mediano, 1998; De Miguel, 1999; Bedoya, 2002).

3.1.2. ANALISIS DIDACTICO COMO METODOLOGIA DE INVESTIGACION
Inicialmente, es importante destacar al AD no solo como un referente tedrico del presente
trabajo, sino también como una metodologia de investigacion, pues permite un fundamento teérico
(conceptual), practico (procedimental) y metodoldgico para el profesor investigador. En palabras

de Rico (2013), el andlisis didactico es un método de investigacion propio de la Didactica de las
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Matematicas cuyo fin es fundamentar, dirigir y sistematizar la planificacion y puesta en préactica
de los procesos de ensefianza y aprendizaje de contenidos matematicos especificos.

Por lo anterior que, el analisis didactico se propone en términos de la formacion profesional
de profesores de matematicas como una estrategia de cualificacion y de desarrollo profesional y
de competencias de los docentes, asi como de innovacion y desarrollo curricular y didactico por
parte de estos (Rico, 1997; Gomez, 2007; Bedoya, 2020).

Gallardo et al (2006) define el analisis didactico como el procedimiento metodol6gico no-
empirico que analiza, relaciona e integra, a través de un proceso secuenciado la informacién
procedente de diversas areas de investigacion interrelacionadas con el objeto de estudio. Luego
Rico et al (2013), muestra que uno de los rasgos relevantes del analisis didactico es que interviene
en la practica por medio de las predicciones que se generan en las investigaciones, pues establece
criterios para la formacién inicial y permanente del profesorado.

En la presente propuesta investigativa, tendremos en cuenta los cinco componentes dentro
del ciclo y estructura del andlisis didactico, expuestos por Rico (2013): el analisis conceptual, el
analisis del contenido, el analisis cognitivo, el analisis de instruccion y el andlisis evaluativo, sin
embargo, la estructura sera diferente, pues tal y como se muestra en el capitulo anterior, el modelo
local desarrollado tendra en cuenta tres aspectos a saber:

e el andlisis de contenido, dentro del cual aparecen el analisis conceptual y el analisis del
contenido;

e ¢l analisis cognitivo;

e yelandlisis de la préactica didactica docente, en el que se unen el analisis de instruccion

y el andlisis evaluativo.
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Teniendo en cuenta lo anterior, la figura 4 muestra un esquema general metodolégico de
la presente propuesta investigativa, el cual esta basado en la estructura presentada por Molina et al
(2011) para la investigacion de disefio y en lo mostrado frente al analisis didactico como

metodologia de investigacion (Rico et al, 2013).

ADdela Ciclos iterativos y analisis didactico retrospectivo
visualizacion de la

e {RT - _
Propuesta de - curvay su
ensefianza de la pendiente) \ -
derivada ‘ l
basadaen la /

visualizacion

Disefio de la unidad
‘ » didactica de analisis (UAD)

FPM & DM

4

Elaboracién del
ML de CD&AD Construccion del ’
de contenido “procepto” de VD.
(oE1)

Resultados tedricos
sobre los elementos
para el disefio de
Unidades Didacticas

Figura 4. Estructura metodoldgica general del trabajo (Elaboracion propia).

Teniendo en cuenta el esquema anterior, en la figura 5 se hara “zoom” al esquema
metodoldgico, teniendo en cuenta el caracter teorico-critico (OE1) y practico (OE2) de la
investigacion, cuyos resultados son respectivamente, una unidad de analisis didactico (UAD) y el
disefio de un experimento didactico, por medio de un programa de formacion inicial de profesores
de matematicas y de una unidad didactica guia (UDG), los cuales permitiran refinar el concepto
de visualizacion como organizador didactico y curricular y validar en cierta medida el ML de AD
planteado. Después, se mostraran detalladamente algunos elementos que se encuentran
referenciados dentro del ciclo iterativo y analisis didactico retrospectivo de la figura 4, como es el
estudio de caso (Stake, 1998; Martinez, 2011) y la investigacion evaluativa de programas de

formacion (Bedoya, 2002).
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Figura 5. Estructura metodoldgica especifica del trabajo (Elaboracion propia).
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3.1.3. ESTUDIO DE CASO

El método de estudio de caso es una herramienta valiosa de investigacion, pues su mayor
fortaleza radica en que a traves de este se mide y registra la conducta de las personas involucradas
en el fendmeno estudiado (Martinez, 2011). Autores como Yin (1994), citado en Chetty (1996),
argumenta que el método de estudio de caso ha sido una forma esencial de investigacion en las
ciencias sociales, asi como en el area de educacion.

Luego, Chetty (1996) citado en Martinez (2011) muestra que hay una gran variedad para
recolectar datos en un estudio de caso, ya que estos pueden ser obtenidos desde una variedad de
fuentes, tanto cualitativas como cuantitativas; esto es, documentos, registros de archivos,
entrevistas directas, observacion directa, observacion de los participantes, entre otros. En palabras
de Martinez (2011):

Las investigaciones realizadas a través del método de estudio de caso

pueden ser: descriptivas, si lo que se pretende es identificar y describir los
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distintos factores que ejercen influencia en el fendbmeno estudiado, y
exploratorias, si a través de las mismas se pretende conseguir un
acercamiento entre las teorias inscritas en el marco teorico y la realidad
objeto de estudio.

El método de estudio de caso se usé en el presente trabajo como una forma de evaluar al
docente-investigador y al programa de formacién de la didactica de la visualizacion (o
visualizacion didactica) como un conocimiento didactico valido del profesor. De lo anterior que
Stake (1998), aclara que todos los estudios de evaluacién son estudios de casos, pues el programa,

la persona o el organismo evaluados constituyen el caso.

3.1.4. INVESTIGACION EVALUATIVA DE PROGRAMAS DE FORMACION

Como hemos venido mostrando, el presente proyecto estara basado en la investigacion de
disefio y en el analisis didactico, con el fin de integrarse para disefiar metodolégicamente un
experimento didactico. De aqui que se quiere presentar un programa de formacion docente e
innovacion curricular basado en la didactica de la visualizacion (o visualizacion didactica) como
recurso educativo.

Teniendo en cuenta lo anterior, consideramos que la metodologia de evaluacion de
programas (Martinez Mediano, 1998; De Miguel, 1999; Bedoya, 2002) ofrece una evaluacion
permanente al experimento didactico (ver ciclo iterativo de la figura 1), es decir que, nos ubicamos
en el andlisis de la practica didactica docente, especificamente en el andlisis evaluativo de Rico
(2013), solo que no seria un componente final del ciclo, ya que se readapta para considerar una
evaluacion iterativa del experimento didactico.

Basado en diversas investigaciones, Bedoya (2002) muestra algunos principios basicos

para estudios con una metodologia de evaluacion de programas, de los cuales destacamos que:
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e Un programa es una intervencion estructurada en la que se han planificado
sistematicamente recursos, tiempos, tareas, contextos, etc.

e Cada programa deberia desarrollar sus propias medidas para la evaluacion de la
intervencion.

e Laevaluacion de un programa debe integrar de manera complementaria, el analisis
del proceso y del producto. La evaluacion debe dar cuenta no sélo de si el programa
tiene éxito en su producto final, sino en todas sus fases, identificando los elementos
(aspectos didacticos, organizacion de contenidos, factores del educador, etc.) que
intervienen en la consecucién de los logros o del éxito final. El analisis de estos
elementos permite inferir las razones, o supuestas lineas de causalidad, por las
cuales un programa obtiene el éxito deseado.

e De los resultados de la evaluacion de un programa se deben generar descripciones
sobre su funcionamiento y recomendaciones 0 prescripciones para Su
mejoramiento.

Teniendo en cuenta los puntos anteriores, en el caso del presente proyecto de investigacion
tomamos como intervencion estructurada al experimento didactico que se desarrollara teniendo en
cuenta el modelo local de andlisis didactico de la derivada. De aqui que dicha intervencion se
evaluara de forma permanente a fin de obtener elementos positivos y por mejorar que generen
redisefios del experimento en cuestion y teoria referente al concepto de visualizacion didactica (o

didactica de la visualizacion).

3.2.DISENO METODOLOGICO
El desarrollo del objetivo especifico ntimero uno, el cual es “Construir un modelo local de

Analisis Didactico, basado en la evolucion historico-epistemologica, el analisis fenomenologico y
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el andlisis semiotico del concepto de derivada, con el fin de caracterizar los conocimientos
didacticos del contenido que sostienen el proceso de visualizacion de la recta tangente a una curva
y su pendiente.” estara basado en el AD como marco metodoldgico de investigacion, el cual da
pautas para la revision y analisis documental, lo que permitira la construccién de una UD de
analisis y generara una primera aproximacion al concepto de visualizacién como organizador
didactico y curricular.

De lo anterior que, la revision y seleccién documental se desarrollara por medio de criterios
histdrico-epistemoldgicos de las matematicas (de la educacion matematica), involucrando aspectos
geométricos, fisicos, asi como de distintos registros de representacion de la derivada,
especificamente de la secante a una curva, la recta tangente a una curva, las pendientes, la nocién
de limite, y la derivada, asi como de aspectos fenomenoldgicos, con el fin de buscar los fendmenos
que le den sentido al concepto matematico en mencion. Esto dara pie a los distintos analisis
involucrados en la construccion del modelo local.

Luego, el desarrollo del objetivo especifico dos, el cual es “Disefiar e implementar un
programa de formacion inicial de profesores de matemaéticas que permita generar una unidad
didactica para la ensefianza y comprension de la derivada basada en el proceso de visualizacion de
la recta tangente a una curva y su pendiente.”, estara basado en el disefio de un experimento
didactico (Mosquera, s.f.), el cual permitira sistematizar la experiencia docente-investigador, esto
teniendo en cuenta la estrategia metodoldgica del AD, al desarrollar e implementar una propuesta
didactica (Guiones del programa de formacién y la UDG), que permita validar el modelo local
construido en el OE1 (validacién de la UAD) y dé informacion para refinar o resignificar el
concepto de visualizacion como organizador didactico y curricular como un conocimiento
didactico especializado del profesor de matematicas concebido como un profesional e investigador

de sus practicas.



La siguiente matriz da un resumen de lo expresado en el anterior disefio metodoldgico,

integrando los distintos marcos metodologicos con los distintos objetivos especificos:

Investigacion

Sistematizacion

proyecciones.

el concepto de visualizacibn como un
organizador.

Analisis, conclusiones y posibles proyecciones.

Anélisis Didéactico OFE’s
de disefio de experiencias
Determinar objeto | Estructuracion del ML de CD&AD de contenido.
Fase 1 de estudio. Revision documental.
OE1l
Planificacién | Definir pregunta
de investigacion
Recoleccion vy | Disefio de la UD (UAD y UDG)
Fase 2 sistematizacion Desarrollo del experimento didactico (guiones y
OE2
Ejecucion | de lainformacién | UDG) para analisis y reflexion sobre la UD
(préctica y observacién).
Interpretacion de | Analisis de la informacion obtenida en entrevistas
la informacion, | y en el ED desarrollado.
conclusiones del | Verificacion del ML de CD&AD, caracterizacion
Fase 3
proyecto y | del conocimiento didactico del profesor y refinar | OE2
Evaluacion

Tabla 1. Matriz metodoldgica (elaboracion propia).

3.2.1. DURACION DE LA APLICACION

El experimento didactico (programa de formacion inicial de profesores de matematicas

FIPM) disefiado, resultado de la fase de planificacion de la investigacion de disefio serd aplicada
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durante 6 sesiones de clases de 180 minutos, sin embargo, como también se debe cumplir con el

programa del curso, en dichas sesiones no se usaran los 180 minutos, sino solo 60 minutos.

SESION DESCRIPCION

I Introduccion general programa FIPM.

Presentacion del modelo  didactico-
I curricular de conocimiento didactico y

analisis didactico del contenido.

Introduccion al CME de la recta tangente a
I una curva y su pendiente, por medio del

analisis cognitivo.

Construccion del analisis fenomenolégico

v

del CME.

Definicion de la visualizacion como
\Y/ organizador didactico y curricular para la

FIPM.

Presentacion y socializacion de la UDG
VI construida durante el desarrollo de la

investigacion.

Tabla 2. Duracidn de la aplicacién (elaboracion propia).

En el siguiente capitulo “Resultados de investigacion”, se mostraran algunos guiones del

programan de formacién, los demas estaran como anexos de la investigacion.
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3.2.2. CONTEXTOY PARTICIPANTES
El contexto en el cual se desarrolla el experimento didactico se concibe en la presente
investigacion como un entorno sociocultural, el cual se encuentra inmerso en las propuestas
curriculares y normativas nacionales, por medio del Ministerio de Educacién Nacional, la
resolucion de la licenciatura, los programas de los distintos cursos vistos previamente y el

programa desarrollado para el curso en el cual se sistematizo la experiencia docente.

Contextualizacién y participante

Institucion Universidad del Valle (sede Meléndez).
Caracter Publica
Zona Urbana
Modalidad Profesional

8 estudiantes de V111 semestre de la Lic. en

Participantes Matematicas (EPP), 5 hombres y 3 mujeres, de

entre 20 y 25 afios de edad.

» Ser estudiantes del curso DdM-V (2022).
+ Afinidad por la ensefianza de las

o ., matematicas en la educacion media.
Criterios de seleccion

 Participacion activa en las reflexiones de

clase.

Tabla 3. Informacidn general institucion educativa y participantes de la investigacién (elaboracion
propia).
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4. PRESENTACION Y ANALISIS DE RESULTADOS

4.1.LAS UNIDADES DIDACTICAS

Desde este trabajo de grado siguiendo a Segovia y Rico (2001) y Bedoya (2020), una
unidad didactica (UD), se concibe como una unidad de programacion y actuacion docente
constituida por un conjunto de actividades seleccionadas para ser desarrolladas en un periodo de
tiempo determinado con el propdsito de obtener unos objetivos especificos, teniendo en cuenta un
enfoque o modelo didactico determinado.

En la presente propuesta, se desarrollan dos categorias de unidades didacticas, una que
denominamos unidad de analisis didactico (UAD) y otras, productos de la anterior, que
denominamos unidades didacticas guias (UDG), las cuales se consideran como estrategia e
instrumento metodoldgico de recogida de y andlisis de informacion.

Teniendo en cuenta lo mencionado en el marco conceptual de la presente propuesta de
investigacion, la UAD es la concrecion del proceso de analisis didactico de un contenido
matematico escolar especifico, realizado por parte de un profesor en formacion. Luego, las UDG
constituyen las unidades guia propuestas cuyo fin es de ser llevadas al aula de clase y presentadas
a los estudiantes por parte del profesor, esto a partir de la UAD realizada en una primera instancia.

Es importante mencionar que las dos unidades didéacticas comparten una estructura general
(ver subcapitulo 2.3. de la presente propuesta de investigacion), sin embargo, la UAD es para el
profesor y la UDG va dirigida a los estudiantes, es decir que la primera da informacion conceptual
y didactica fundamental sobre el contenido matemaético escolar respaldando la concrecién en el

aula de la segunda unidad.
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4.1.1. LA UNIDAD DE ANALISIS DIDACTICO (UAD)

La presente unidad es elaborada por y para el profesor de matematicas, la cual como se
mencionaba anteriormente, contiene el analisis didactico del objeto matematico escolar (AD de
contenido, AD cognitivo y el AD de instruccion) y es fundamental para la posterior elaboracién
de la UDG que se llevara al aula. Ademas, dicha unidad contiene informacién relevante sobre la
contextualizacion curricular, asi como informacién sobre el modelo didactico pedagdgico desde el
cual se plantea los procesos de ensefianza-aprendizaje.

Para elaborar la unidad didactica se ha tenido en cuenta la estructura de una unidad
didactica propuesta por Bedoya (2020) con algunas modificaciones teniendo en cuenta nuestro
modelo local, como por ejemplo dentro de la UAD no se incluye el desarrollo la secuencia de
actividades que si va contenida en la UDG.

Titulo

Recta tangente a una curva y pendiente: introduccion visual, intuitiva y geométrica a la
nocion de derivada.

Presentacion y descripcion general

La derivada es uno de los conceptos fundamentales del calculo, el cual, por su definicion
analitica, precede al concepto de limite de una funcion, sin embargo, consideramos que dicho
manejo de la derivada puede ser problematico. Esta Unidad de Analisis Didactico (UAD) se centra
en la ensefianza de la derivada, para el grado undécimo de educacion media, por medio de un
tratamiento didactico de la visualizacion de la recta tangente a una curvay su respectiva pendiente
y se desarrolla como una formacion permanente e innovacién curricular en el marco de un estudio
posgradual en Educacién con énfasis en Educacion Matematica.

Analisis curricular
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La siguiente tabla hace referencia al eje tematico que esta contenido en la propuesta

curricular en sus tres niveles, nacional, institucional y aula.

Estandar: (pensamiento variacional y los
sistemas algebraicos y analiticos) Interpreto la
nocién de derivada como razon de cambio y
como valor de la pendiente de la tangente a una
curva y desarrollo métodos para hallar las
derivadas de algunas funciones basicas en
contextos matematicos y no matematicos.
DBA: 5. Interpreta la nocion de derivada como
razon de cambio y como valor de la pendiente
de latangente a una curvay desarrolla métodos
Nacional (MEN). para hallar las derivadas de algunas funciones
basicas en contextos matematicos y no
matematicos.
Procesos:

e Formulacion, comparacion y

ejercitacion de procedimientos.

e Modelacion.

e Comunicacion.

e Razonamiento.

e Formulacion, tratamiento y resolucion

de problemas.
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Plan de area de Matematicas: se propone que
dicha unidad se trabaje en el I periodo escolar,
a modo de introduccion al concepto de
Institucional. derivada (aunque también se podria trabajar en
un curso de precalculo universitario).

Modelo pedagdgico de la respectiva

institucién educativa.

Plan de clase de Matematicas de grado
Aula. undécimo.

Materiales y recursos.

Tabla 4. Referentes curriculares de la derivada (elaboracion propia).

Objetivo general

Resignificar la nocion de derivada por medio de la visualizacién de la pendiente de la recta
tangente a una curva.
Objetivo especifico

Proponer actividades significativas relacionadas con la aproximacion de rectas secantes a
la recta tangente a una curva con sus respectivas pendientes, que le permita al estudiante acercarse
a la nocion de derivada de forma visual, geométrica e intuitiva.
Recursos

Profesor, aula de clases, pizarra, marcadores, computador, proyector, GeoGebra, guia de
actividades impresa, regla, lapiz.
Andlisis didactico de contenido de la derivada

A continuacién, se desarrollaran los distintos analisis mencionados anteriormente que

ajustan el analisis didactico de contenido de la derivada.
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Analisis de la evolucidn histérico-epistemolodgica de la derivada

En el presente apartado se desarrollard el analisis de tipo histdrico-epistemoldgico del
concepto de derivada, con el fin de explorar los distintos desarrollos de dicho objeto matematico,
pues nos dara pautas para desarrollar nuestro modelo local de AD y la UD de analisis entorno a la
derivada, teniendo en cuenta el proceso de VD.

Inicialmente Grabiner (1983), menciona que histéricamente la derivada primero fue
utilizada (método de Fermat para hallar maximos y minimos), después descubierta (invencién del
calculo por parte de Leibniz y Newton), luego desarrollada (contribuciones hechas por Lagrange
y Euler) y finalmente definida (inicialmente por Cauchy y corregida posteriormente por
Weierstrass), por lo que dicho concepto aparece ligado, no solo a otros conceptos matematicos,
como el concepto de limite, recta tangente a una curva, entre otros, sino también a distintos
aspectos fenomenoldgicos, como puede ser la velocidad de una particula (fisica) o el triangulo
caracteristico de Barrow (geometria) para hallar rectas tangentes a distintas curvas.

Uno de los primeros antecedentes del concepto de derivada aparece ligado, sin querer, al
concepto de recta tangente a una curva, y se da en las Conicas de Apolonio de Pérgamo (262-190
a.C.), donde se hace un estudio de la manera en que se puede hallar la tangente a algunas cénicas;
no obstante, es Arquimedes (287 —212 a.C.) el precursor de los métodos infinitesimales, pues sus
obras influyeron en el resurgimiento de estos métodos, los cuales, posteriormente, adquirieron
mucha relevancia en los trabajos de Galileo (1564 — 1642) en mecénica, astronomia, arquitectura
y de navegacion, puesto que presentan retos similares (Ortega et al, 1998).

De lo anterior que, a comienzos del siglo XVII, aparecieron problemas que estaban
directamente ligados a lo que hoy conocemos como derivada, como el de hallar rectas tangentes a

distintas curvas y sus puntos maximos y minimos.
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Fermat (1601-1665) crea un método para resolver el problema de hallar los maximos y

minimos sin disponer del concepto de limite. Recalde (2017), muestra los pasos expuestos por

Fermat, a saber:

1.

5.

6.

Se designa por a al término a maximizar, y por E a una cantidad infinitamente
pequena.

Se reemplaza a por a + E, lo que significa que el maximo o el minimo queda
expresado en término de potencias de a'y de E.

Las expresiones de los dos puntos anteriores se hacen aproximadamente iguales
(“casi iguales”, escribe Fermat) y se realizan las respectivas simplificaciones y
reducciones.

Se dividen las expresiones por una misma potencia de E, de tal suerte que al menos
uno de los términos resultantes no contenga E.

Se hace E igual a cero y se igualan las expresiones resultantes.

Se soluciona la ecuacion resultante, obteniendo el valor maximo o minimo relativo.

Como ejemplo, Fermat resuelve el problema de hallar el punto P del segmento AB tal que

el area formada por los dos segmentos resultantes sea maxima. Si se designa por AB=by PB =

a, se trata de maximizar el producto a(b—a). Denominando por el signo “~” a la expresiOn “casi

iguales” y remplazando a por a + E, se obtiene,

Donde,

a(b—a)~(a+ E)(b—(a+E))

ab—a*~(a+E)(b—a—E)

ab — a’*~ab — a? — aE + bE — aE — E?

Luego de realizar las respectivas simplificaciones se llega a:
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Eb~2aE + E?

Finalmente, al simplificar E a ambos lados, y posteriormente hacer E=0, se obtiene que
a=b/2. De manera similar, Fermat aplic6 dicho método para hallar médximos y minimos con el
calculo de tangentes a ciertas curvar algebraicas. En dicho trabajo, sugiere el manejo del cociente
diferencial que se usa actualmente para calcular la pendiente de la recta tangente, ademas, la E que
llama “infinitamente pequefia”, constituye uno de los antecedentes mas importantes al concepto
de limite. Por lo anterior, Laplace (1749-1827) considera a Fermat como el verdadero padre del
calculo diferencial.

Isaac Barrow (1630-1677), maestro de Newton, alternaba gran parte de su vida a la
ensefianza de las matematicas en el Gresham College de Londres y al desarrollo de varias obras,
como la Lectiones Geometricae en 1670, donde en la leccion X, desarrolla su metodo para el
calculo de tangentes, por medio del triangulo caracteristico, denominado asi por Leibniz, usado
por Newton. En lo que sigue, se mostrara la descripcion hecha por Toledano (2017) al método de

Barrow:

Grafica ge 13 cunva iy /=0 con su tangenbe

Fxy)=0

STl &
'

Figura 6. Método de Barrow para el célculo de tangentes (tomado de Toledano, 2017).
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Sean AP y PM dos lineas rectas dadas, PM cortando a la curva dada en M, y supongamos
que MT cortaalacurvaenMyalarecta APenT.

En orden de encontrar el segmento PT, es decir la subtangente, consideremos un arco de la

curva MN infinitamente pequefio. Tracemos NQ y NR paralelas, respectivamente, a MP y

AP. Sean MP=m, PT=t, MR=a y NR=e otros segmentos determinados por la naturaleza de

la curva. Comparamos MR con NR por medio de una ecuacién obtenida por el calculo. A

continuacion, observamos las siguientes reglas:

Regla 1: en el calculo omitiremos todos los términos que contienen potencias superiores a

uno de a o e, 0 productos de ellos.

Regla 2: después de formar la ecuacién, desecharemos todos los términos que consisten en

letras significando cantidades determinadas o conocidas, o términos que no contienen a o

e.

Regla 3: se sustituye m por a y t por e, de aqui se encontrara la cantidad PT. (Toledano,

2017, p. 83).

Teniendo en cuenta el método expuesto, si se denota AP=p, tenemos que las coordenadas
de los puntos M y N seran (p, m) y (p-e, m-a) respectivamente, donde ambos puntos estan sobre la
curva.

En lo que sigue, se aplicara el método para la curva y = x?:

Teniendo en cuenta ahora el plano cartesiano, y lo mencionado anteriormente, las
coordenadas de un punto N sobre la curva son (x-g, y-a), tenemos que

y—a=(x—e)?
Donde, por al resolver el cuadrado y aplicar la regla 1, tenemos que:

y—a=x%—2xe
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Posteriormente, al aplicar la regla 2, quitamos los términos que no contienen a o e, luego
se simplifica el menos, quedando:
a = 2xe
De aqui que, al interpretar la regla 3 por la semejanza de triangulos entre MPT vy el
“triangulo” infinitesimal MRN (ver figura 6), Barrow dice que “si el arco MN es infinitamente
pequetio, podemos sustituir con seguridad dicho arco por un pequefio trozo de la tangente” es decir
que aplica el triangulo caracteristico bajo la idea de que la tangente es la posicion limite de las
secantes, cuando ay e se aproximan a cero, es decir, cuando M se aproxima a N. Luego, como m,
que es la derivada, cumple que m=a, y e tiende a ser cero, se tiene que:
m = 2x
Newton (1642-1717), cuyas bases matematicas provienen de Isaac Barrow y su método
para calcular tangentes, tuvo una vision fenomenoldgica (cinematica) de dicho problema, por
medio del “triangulo caracteristico de Barrow”, el cual lo condujo a su método de fluxiones en
1671, el cual se basaba en que las variables x e y, son cantidades que van fluyendo. Veamos la

descripcién que Rey Pastor y Babini (1985, p. 92):

Figura 7. Calculo de tangentes de Newton, basado en el tridngulo caracteristico de Barrow (tomado de
Ortega et al, 1998).
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“Considera el ‘triangulo caracteristico’ mixtilineo formado por los incrementos MP, PN y
el arco MN que, compara con los triangulos MPN y MPT. Al coincidir N con M, la cuerda y el
arco coinciden con la tangente y el triangulo mixtilineo evanescente MPN en su Gltima forma es
semejante al triangulo MPT, y sus lados evanescentes MP, PN y MN son proporcionales a los
lados del triangulo MPT, de donde las fluxiones de la abscisa, la ordenada y el arco son
proporcionales a los lados del triangulo MPT, o lo que es lo mismo, a los lados del triangulo MRM’
formado por la ordenada, la tangente y la subtangente. Pero esas fluxiones no son otra cosa que las
razones de los elementos evanescentes” (Rey Pastor y Babini, 1985, citado en Ortega et el, 1998).

Recalde (2017), muestra que Newton, en su obra De Quadratura Curvarum, escrita en
1676 y editada en 1704, propone establecer sus resultados evitando los problemas de rigor que
emergian cuando se despreciaban las cantidades infinitesimales en los céalculos, pues las razones
ultimas con las que tales cantidades desaparecen en realidad no son razones de cantidades dltimas,
sino limites a los que tienden a acercarse siempre las razones de cantidades continuamente
decrecientes, limites a los que pueden acercarse mas que una diferencia dada, pero nunca
traspasarlo, ni tampoco alcanzarlo antes de que las cantidades disminuyan in infinitum.

De lo anterior se observa como el calculo de derivadas condujo a Newton hacia el concepto
de limite, ya que éste se intereso por la razén de las cantidades que se aproxima a un limite cuando
las dos cantidades tienden a cero, es decir que, para Newton, la derivada no es una aplicacion del
concepto de limite, sino todo lo contrario (Cornu, 1983, citado en Ortega et al, 1998).

Leibniz (1646-1716) por su parte, desarroll6 el calculo infinitesimal con mucha
preocupacion por la claridad de los conceptos y el aspecto formal de las matematicas, lo que
condujo a que creara el simbolismo adecuado. En 1684 escribié una memoria de apenas seis
paginas en las que introdujo la notacion y propiedades de la diferenciacion, asi como resolucién

de problemas de maximos y minimos, segun su segunda diferencial (Ortega et al, 1998).
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Euler (1707-1783) publicd los primeros tratados del calculo infinitesimal, integrando el
calculo diferencial y el método de fluxiones, mientras que Lagrange (1736-1813) trata de
desarrollar el célculo de forma mas rigurosa, al querer eliminar los infinitamente pequefios,
hallando asi la funcion derivada para aplicar todos sus resultados a la geometria y a la mecanica
(Ortega et al, 1998).

Es Cauchy (1789-1857) el que puso las bases del analisis matematico al prescindir de la
geometria, de los infinitesimales y de las velocidades de cambio, formulando asi la definicién de
limite y a partir de ella la de derivada, junto con sus propiedades fundamentales. Cauchy defini6
la derivada de una funcién y=f(x) con respecto a x, al darle a la variable x un incremento Ax=iy

forma la razon:

Ay fx+D—-f(x)
Ax i

Y al limite cuando i — 0 es lo que define como la derivada de y con respecto a x, la cual
es la definicion de la derivada como la usamos en la actualidad. Gracias a lo anterior, unido con el
uso de la definicion épsilon-delta, Cauchy logré una primera aproximacioén a la demostracion del
Teorema Fundamental del Calculo, sin embargo, la definicién de Cauchy de la derivada tenia una
deficiencia, pues dado un épsilon eligio un delta que supuso que funcionaria para cualquier x. Es
decir, asumié que el cociente de diferencias convergia uniformemente hasta su limite. (Grabiner,
1983).

Sin embargo, Weierstrass (1815-1897) hizo que las desigualdades algebraicas
reemplazaran las palabras en los teoremas en el Analisis, y usd su propia distincion entre
convergencia puntual y uniforme junto con las técnicas delta-épsilon de Cauchy para presentar un
tratamiento sistematico y riguroso del célculo en su obra en 1872, donde muestra un dominio

completo de los conceptos de derivada, la nocion de limite y su existencia (Grabiner, 1983).
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En la siguiente imagen Grabiner (1983), muestra una linea de tiempo en la que presenta las
fechas relevantes en el desarrollo del concepto de derivada y los matematicos que realizaron la
contribucion para definir dicho concepto. Dentro de los intereses de la presente investigacion,
destacar que, entre Descartes y Newton, aparece Barrow (1670) con sus aportes por medio del

triangulo caracteristico para el calculo de rectas tangentes a curvas.

(7%

R. Descartes

s DeAsmlac §

L. Euler J.-L. Lagrange A.-L. Cauchy K. Welerstrass
n " n 2
1755 1797 1823 1861

Figura 8. Linea de tiempo con los matematicos de mayor contribucion a la evolucidn del concepto de
derivada (tomado de Grabiner, 1983).

Analisis fenomenoldgico de la derivada

En el presente apartado se desarrollara el anlisis de tipo fenomenoldgico del concepto de
derivada, esto con el fin de explorar los fendmenos en los que se aplica el concepto a analizar.
Freudenthal (1983), define la fenomenologia como tomar un concepto matematico, estructura
matematica o idea y describirlo en relacion con los fendmenos para los que fue creado y con
aquellos a los que se extendi6 en el proceso de aprendizaje de la humanidad. Ademas, hace claridad
en que cuando esta descripcion tiene que ver con el proceso de aprendizaje de una generacion
joven, es entonces fenomenologia didactica, es decir, es una manera de mostrarle al profesor
aquellos lugares en los que los aprendices pueden involucrarse en el proceso de aprendizaje de la

humanidad (p. ix).
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Posteriormente Puig (1997), utiliza la expresion analisis fenomenoldgico, en el contexto
del andlisis didactico, teniendo en cuenta que: “El analisis fenomenoldgico de un concepto o de
una estructura matematica consiste entonces en describir cuéles son los fendmenos para los que es
el medio de organizacion y qué relacion tiene el concepto o la estructura con esos fendbmenos” (p.
63). De aqui que la fenomenologia de un concepto matematico la componen los fenémenos para
los cuales dicho concepto constituye un medio de representacion y organizacion, es decir que un
analisis de tipo fenomenoldgico consiste en describir fendmenos asociados a los conceptos
matematicos, asi como la relacion que existe entre ellos (Rico, 2001, citado en Solano, 2017).

En cuanto a la derivada, uno de sus propdsitos es representar la razon de cambio en alguna
situacion, como puede ser el cambio del volumen de un globo a lo largo de cierto tiempo, el cambio
de la luminosidad a lo largo de la madrugada, entre otros. Luego, uno de los fendmenos fisicos a
los que se asocia el concepto de derivada es al movimiento, pues por medio de este surge una
dependencia entre el concepto matematico mencionado, y la velocidad (en nuestro caso, visto de
forma gréfica) con la que se mueve algun objeto.

Para los seres humanos, el término movimiento es algo normal, incluso es algo que
generalmente se hace, pues para ir a los distintos lugares de estudio o de trabajo, debe haber algin
tipo de movimiento. Dicho movimiento trae consigo algunos conceptos fisicos importantes, como
el de posicion, desplazamiento, tiempo, velocidad y aceleracién, entre otros. Cuando una persona
se dirige en su vehiculo al trabajo, generalmente hay unos momentos en los que debe aumentar o
disminuir la velocidad (aceleracion o desaceleracion), pues en la carretera hay otros vehiculos,
semaforos o cualquier objeto que hace que esto ocurra.

Por lo anterior que, decir que durante el trayecto de la casa al trabajo se mantiene una
velocidad constante, es falso, por lo que conceptos como velocidad media aparecen con el fin de

analizar cobmo varia la posicion del auto, respecto a un intervalo de tiempo, es decir, saber como
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cambid la posicion de la persona que iba al trabajo, pero solamente entre los 10 y 11 minutos de
haber salido de su casa, por ejemplo, es decir que solo nos interesa saber qué ocurrié en dicho
intervalo de tiempo. Si realizamos una gréafica de la posicion respecto al tiempo de dicha situacion,
y tenemos en cuenta conceptos de secantes y tangentes a curvas, asi como pendiente de una recta,
podemos concretar un poco mas el concepto de derivada, por medio del fendmeno fisico de
movimiento, precisamente del concepto de velocidad instantanea.

Sea una situacién en la que un ciclista profesional se desplaza con velocidad constante
desde una posicion inicial x1 en un instante t; hasta una posicion final x> en un instante t> como lo

muestra la figura 9.

P &
o ol
=

X1 2

Figura 9. Dibujo posicidn respecto al tiempo del movimiento del ciclista (elaboracion propia).

Si con el fin de estudiar la velocidad del ciclista, se modela graficamente el movimiento de

la figura 9, se obtiene una recta en el plano cartesiano, tal y como se observa en la figura 10.

N

Posicién

X2.

x1

T|empo\
t1 2 4

Figura 10. Representacion grafica de la posicion respecto al tiempo del movimiento del ciclista
(elaboracién propia).
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Teniendo en cuenta que la pendiente de la recta de la figura 10 viene dada por:

X2 —Xq
tr =ty

m =

Y que la velocidad se define como el cambio de posicion respecto al cambio de tiempo, es

decir que en la situacion del ciclista:

X2 —Xq
tr =ty

Umedia =

Se tiene que la velocidad del ciclista, que en dicha situacion es constante, es la pendiente
de dicha recta.

Ahora, si la velocidad del ciclista no es constante, lo cual es un poco mas real teniendo en
cuenta los pares, la carretera, semaforos y lo mencionado anteriormente, aparece una situacion en
la que el movimiento del ciclista es acelerado, luego la velocidad entre las posiciones X1 y X2 no
necesariamente es igual a la velocidad en otras dos posiciones, cosa que si pasa cuando la velocidad
del ciclista es constante (caso inmediatamente anterior).

En la figura 11 se modela el movimiento del ciclista en una grafica de posicion contra

tiempo, teniendo en cuenta que ahora la velocidad no sera constante:
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Figura 11. Gréfica posicion contra tiempo del movimiento del ciclista cuando su velocidad es variable
(elaboracion propia).
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La pendiente de la recta da la velocidad media entre los instantes t; y tz, sin embargo, si
acercamos el punto (xo, t2) al punto (x1, t1) como se ve en la figura 12, la diferencia de tiempo
(At = t, — t;) se hace mas pequefia (At — 0), luego la recta purpura que inicialmente es secante
a la grafica posicion contra tiempo del movimiento del ciclista con velocidad variable, pasa a ser
tangente en el tiempo t1, luego esto indica que se esta analizando el movimiento del ciclista, ya no
en un intervalo de tiempo, sino en un instante.

Por lo anterior que, es posible hallar ya no la velocidad media del ciclista dado un intervalo
de tiempo, sino la velocidad en cualquier instante. Como observamos en el caso del movimiento
del ciclista con velocidad constante, la velocidad esta relacionada con la pendiente de la recta,
luego a velocidad variable, la velocidad en el instante t; se relaciona con la pendiente de la recta
que pasa por el punto (t1, X1) y que es tangente a la grafica de posicion contra tiempo en dicho

punto. Luego, la velocidad se define analiticamente como

. X2 —Xq
v = lim ——
At—0 At

Lo cual se relaciona directamente con la definicion analitica de la derivada de una funcién

b ) = fim LE) =G

Ax—>0 Ax

Posicidn

Posicién

1 Tiempo

1 Tiempo

LAl S e '
'

1 Tiempo Tiempo

Figura 12. Acercamiento del punto (X, t2) al punto (X1, t1) (Elaboracién propia).
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Anélisis semiotico

En el presente apartado se desarrollara el analisis de tipo didactico-semidtico del concepto
de derivada, con el fin de explorar los distintos sistemas de representacion de dicho objeto
matematico, pues nos dara pautas para desarrollar nuestro modelo local de AD y la UAD entorno
a la derivada, teniendo en cuenta la visualizacion como un organizador didactico y curricular.

Para el estudio semiotico se tendrd en cuenta la clasificacion de los distintos sistemas de
representacion en representaciones internas y externas (Duval, 1999), mas si consideramos que es
por medio de la visualizacion que el profesor puede crear puentes entre la nocion matematica y las
representaciones anteriormente mencionadas, es decir, que la visualizacion es un organizador
didéactico y curricular para la formacion del profesor de matematicas (o que queremos definir
como visualizacién didactica). De aqui se define:

e Representaciones internas, también denominadas representaciones mentales como
las que permiten mirar el objeto en ausencia total del significante perceptible.

e Representaciones externas son las que se producen de forma visible y observable
por el sujeto con el animo de comunicar. Es importante tener en cuenta que las
representaciones externas cumplen con la funcién no solo de comunicar las
representaciones internas del individuo sino también de actuar como estimulo para
los sentidos en los procesos de construccion de nuevas representaciones mentales
(Duval, 1999).

Posteriormente Rico (2000), afirma que el concepto de representacion se emplea
sistematicamente en la educacion matematica desde la década de los 80. En varios trabajos
desarrollados en dicha época, aparecen alternativas conceptuales similares, mas no equivalentes,
como los simbolos (Skemp, 1980), sistema matematico de signos (Kieran y Filloy, 1989), sistemas

de notacion (Kaput, 1992) y sistema de registros semidticos (Duval, 1993).
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Radford (1998) muestra que hay un gran interés didactico sobre las representaciones, ya
que, mediante dichas representaciones las personas asignan significados y comprenden las
estructuras matematicas. Lo anterior es debido a que las representaciones se definen como todas
aquellas herramientas, signos o graficos, que hacen presentes los conceptos y procedimientos
matematicos y con las cuales los sujetos particulares abordan e interacttan con el conocimiento
matematico, es decir, registran y comunican su conocimiento sobre las matematicas (Rico, 2000).

Luego Duval (2004), afirma que la utilizacion de representaciones semidticas es
primordial para la actividad matematica, puesto que los tratamientos matematicos no pueden ser
ajenos a un sistema semiotico de representacion. Ademas, precisa que un sistema semiético puede
ser un registro de representacion, si permite la presencia de una representacion identificable, si
permite el tratamiento de una representacién (la transformacion de la representacion dentro del
mismo registro donde ha sido formulada) y si permite la conversion de una representacion (la
transformacion de la representacion en otra representacion de otro registro en la que se conserva
la totalidad o parte del significado de la representacion inicial).

En lo que sigue, y con el fin de desarrollar el analisis didactico-semidtico del concepto de
derivada, se mostraran las distintas representaciones semioticas del concepto de derivada, usando
el registro semidtico simbolico, verbal escrito y gréfico.

v" Registro semidtico: lenguaje simbdlico:

FO)—F(x1)

X—Xq

» Definicién algebraica: m =

> Definicién analitica: lim Z&HW=/()
h—0 h

» Definicion trigonométrica: tana = m

» Definicién para funciones: m = f'(x)

e, ., Y. d
> Definicién en notacion Leibniz: d—i =m
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v Registro semidtico: lenguaje verbal escrito:
» Definicién geométrica: La derivada es la pendiente de la recta tangente a la
curva.
» Definicién como tasa de cambio: La derivada es la razon de cambio instantanea.
» Definicion analitica: La derivada es el limite cuando “h” tiende a cero, del
cociente diferencial.
» Definicidn en fisica: La derivada es velocidad instantanea con la que se mueve
una particula.
v Registro semiético: lenguaje grafico:
» Definicidén geométrica: (ver figura 13)

1

tangent at point P

x+ Ax X

Figura 13. Representacion grafica en el plano cartesiano de la derivada de la funcién f en el punto P“.

» Definicion intuitiva: El paso de recta secante a tangente: (ver figura 14)

4 tomado de http://mujeres1101.blogspot.com/2011/07/definicion-analitica-de-derivada-como.html



http://mujeres1101.blogspot.com/2011/07/definicion-analitica-de-derivada-como.html
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T 4

N Ji

yo=f (o)

L 3

Figura 14. Representacion gréafica en el plano cartesiano del paso de recta secante a recta tangente a una
curva®.

Estructura didactico conceptual de la derivada

Del anélisis didactico de contenido, se obtiene todo tipo de informacién frente al objeto
matematico, el cual se sintetiza en una estructura (para nosotros, estructura didactico conceptual),
la cual muestra la riqueza de significados y relaciones entre el concepto, el modo en que se
representa, su funcionalidad y campos de aplicacion. Toda la informacion se puede sintetizar en
un mapa conceptual, para de aqui mostrar prioridades y nociones béasicas de un tema de
matematicas (Rico, 2013).

Por lo anterior que, desde el punto de vista de nuestro modelo local de analisis didactico,
la estructura didactico conceptual relativa al objeto matematico curricular (es decir, al contenido
matematico escolar) es precisamente una construccion que resulta de los andlisis didacticos
curriculares y de contenido realizados previamente. Para el caso de la presente investigacion, la

estructura didactico conceptual de la derivada se presenta como esquema en la siguiente figura:

5 tomado de http://campusdematematicas.com/calculo-infinitesimal/significado-geometrico-de-laderivada-de-una-
funcion/



http://campusdematematicas.com/calculo-infinitesimal/significado-geometrico-de-laderivada-de-una-funcion/
http://campusdematematicas.com/calculo-infinitesimal/significado-geometrico-de-laderivada-de-una-funcion/
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La derivada
Pendiente de la recta
tangente aunacurva |
A\ \J \J l
Analiti Aproximacion Fenomenoldgico Intuiti Grafi
nalitico geométrica g ntuitivo rafico
. flx+h)—f(x) Triangulo o
Lm}) caracteristico Velocidad Limite de Maximos y
-+ rectas

minimos

(diferencial) instantanea

secantes
de Barrow

Figura 15. Estructura didactico conceptual de la derivada (elaboracion propia).

Teniendo en cuenta no solo los analisis que caracterizan nuestro modelo local de analisis
didactico de contenido (analisis historico-epistemoldgico, fenomenoldgico y semidtico) sino
también la estructura de la figura 15, construimos una definicion propia (local) de la derivada, esto
con el fin de caracterizar aun mas nuestro modelo local.

En nuestro modelo local, el concepto de derivada se define de manera intuitiva, por medio
de tres aspectos: pendiente de una recta (secantes, sus pendientes y sus aproximaciones a la recta
tangente y su pendiente); definicion analitica de la derivada; representacion grafica de los dos

aspectos anteriores.
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Figura 16. Esquema de representacion en apoyo a nuestra definicion de la derivada (elaboracién propia,
basado en Ramirez et al, 2014).

En el diagrama de la figura 16 se presenta un esquema de apoyo para definir localmente el
concepto de derivada, es decir se muestra la relacion de los conceptos que tomamos en cuenta para
nuestro esquema didactico conceptual de la derivada.

Interpretando los tres aspectos mencionados anteriormente, tenemos que la pendiente de
una recta es un elemento intuitivo inicial al concepto de derivada, pues se empieza a considerar la
pendiente de una recta secante a una curva, luego se pretende hacer mas pequefia la diferencia que
hay entre los puntos que se encuentran inscritos en la curva, hallando sus respectivas pendientes.

Aqui se da un acercamiento infinito ya que se van a considerar distancias infinitamente pequefias
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hasta llegar a que esa recta sea tangente a la curva (ver figura 14), donde su pendiente se puede
considerar como la aproximacién de las pendientes de las rectas secantes mencionadas
anteriormente. El realizar este proceso lleva directamente a la definicion algebraica de derivada.

Luego, en la definicion analitica se toma el proceso y la definicion algebraica mencionada
anteriormente, ademas del paso al limite, desencadenando a la definicién usual o analitica-
algebraica de la derivada.

Finalmente, en las representaciones graficas de los dos aspectos mencionados
anteriormente, se toman tanto la definicion geométrica (ver figura 13) como la definicién intuitiva
(ver figura 14) y se relacionan con la pendiente de una recta, el paso de rectas secantes a tangente,
permitiendo la evolucion hacia el concepto de derivada; inicialmente presenta la definicion de
pendiente de una recta, posteriormente se relaciona tanto con la pendiente de una recta secante a
una curva, como con la definicion formal de derivada (por paso al limite), finalmente se relaciona
lo anteriormente mencionado, con la aproximacion de recta secantes a la recta tangente y la
definicién geométrica de la derivada (ver figura 16).

Anélisis cognitivo

El analisis cognitivo de la presente propuesta de investigacion se enfoca en los obstéculos,
dificultades y errores, que aparece en el proceso de ensefianza-aprendizaje de la recta tangente a
una curva, con miras a la construccion del concepto de derivada, lo cual no solo se ha documentado
en diferentes investigaciones del grupo PNA, sino también en diversa literatura de la Didactica de
las matematicas.

En la mayoria de las propuestas curriculares nacionales, la ensefianza de la derivada inicia
en el grado undécimo con la definicién analitica, teniendo como punto de partida la nocion de
limite, para pasar lo que resta del afio escolar aplicando reglas y algoritmos para hallar la derivada

de algunas funciones polindmicas, para posteriormente, en algunas ocasiones, intentar hacer una
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interpretacion geométrica de la derivada por medio de la recta tangente a la grafica de una funcion
dada.

El proceso de ensefianza de la derivada privilegia entonces los aspectos algebraicos y
algoritmicos, dificultando la comprension de las distintas definiciones de derivada, haciendo que
sus multiples interpretaciones y aplicaciones, se reduzcan a hallar derivadas de algunas funciones
polindmicas, por medio de diversas reglas de derivacion y propiedades.

Los obstaculos, las dificultades y los errores son en conjunto trabas que afectan la
adquisicion y la consolidacion de los conocimientos matematicos por parte de los estudiantes. En
muchas ocasiones las respuestas equivocadas a problemas son causadas por estas trabas, que
pueden deberse a conocimientos o procedimientos erroneamente adquiridos (Camacho, 2017). En
la presente propuesta de investigacion, concebimos que las dificultades son manifestadas en la
complejidad del entendimiento de un objeto matematico, los errores son manifestaciones patentes
de las dificultades y los obstaculos son situaciones que desfavorecen el proceso de ensefianza-
aprendizaje.

A partir de lo expuesto anteriormente, de un pilotaje de investigacion desarrollado en una
institucion educativa privada de la ciudad y de diversos trabajos, de los cuales se destacan Pascual
(2016) y Séanchez et al (2021) entre otros, recogemos diversos obstaculos, dificultades y errores
del concepto de derivada y su introduccion por medio de la visualizacion de la pendiente de la
recta tangente a una curva.

e Obstéaculos:

- Haber introducido la ensefianza del concepto de derivada a partir de la definicion

analitica.

- No haber trabajado el concepto de pendiente de una recta por medio de pendiente de

rectas secantes a curvas.
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No haber desarrollado una conceptualizacion de recta secante a una curva y de recta
tangente a una curva.

No haber desarrollado la ensefianza de la derivada desde su definicion e interpretacion
visual, espacial y geométrica (recta tangente a una curva).

El poco énfasis que las instituciones educativas ponen a la ensefianza de la derivada en

grado undécimo, pues privilegian aspectos relacionados con la prueba saber.

Dificultades:

Conocimientos y estudios previos de rectas y sus pendientes, rectas secantes, recta
tangente, curvas, sus representaciones graficas y desarrollos algebraicos.

La definicion de tangente a una circunferencia y a una curva en general.

Diversos significados que los profesores le asocian al concepto de pendiente de una
recta (inclinacion, declive, empinada, entre otras).

Identificar la derivada de una funcion en un punto como la pendiente de la recta
tangente a esa funcion en dicho punto.

Dominar los conceptos, simbolos y vocabulario propios del concepto de derivada.
Dominar las reglas y propiedades de la derivada.

Identificar la derivada como la velocidad instantanea con la que se mueve una particula.

Errores:

Errores al utilizar la formula de la pendiente de una recta.

Considerar que la pendiente de una recta es solo un niamero que se le asocia a una recta
sin conocer su definicion.

Confundir recta secante a una curva con una recta tangente a una curva.

Errores al hallar la derivada por medio del limite.

Errores en el uso de las reglas de derivacion y las propiedades.
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Analisis de instruccion (medios, materiales y recursos)

Tal y como se mencion6 en el marco conceptual de la presente propuesta de investigacion,
el presente analisis se considera también como un analisis de medios, materiales, recursos y su
empleo en la planificacion de la instruccion en el aula. Los medios, materiales, recursos, sus
caracteristicas, tipos y usos son contenidos didacticos cuyo dominio por el profesor en cada tema
matematico escolar identifica su competencia profesional, es decir, hacen parte de lo que
denominamos conocimientos didacticos (Rico et al, 2016, pag. 275).

Dentro del presente analisis quedan incluidos los recursos convencionales, como los libros
de texto, cuadernos y pizarra, pero también se incluyen recursos digitales, conocidos también como
nuevas tecnologias, como lo son los softwares informaticos (Geogebra) y los videos en la red
(YouTube). En lo que sigue, me voy a centrar en algunos libros de texto y nuevas tecnologias
(Geogebra y videos de YouTube).

Teniendo en cuenta lo anterior, en la siguiente tabla presento algunos materiales para la
ensefianza de la recta tangente a una curva y su pendiente como introduccion al concepto de
derivada, donde incluso varios de dichos materiales fueron utilizados para el desarrollo de la

unidad didactica guia (UDG):

Materiales Actividades

Instrumentos de dibujo: juego de reglasy Obtener las rectas secantes y tangentes a
compas. algunas curvas como una circunferencia.

Recurso informatico (YouTube): video
introduciendo el concepto de derivada,
iniciando con una introduccion, recordando el
concepto de pendiente de una recta, para luego
mostrar la idea intuitiva de derivada (observar
los primeros 18 minutos del video
https://www.youtube.com/watch?v=_6-

zwdrgD3U).

Observar el video y realizar un informe sobre
la forma inicial en que se concibe la derivada
segun el video. Adicionar en el informe el
concepto de pendiente de una recta y de
tangente a una curva.



https://www.youtube.com/watch?v=_6-zwdrqD3U
https://www.youtube.com/watch?v=_6-zwdrqD3U
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Recurso informatico (GeoGebra): Applet
Recta, variando la pendiente y el punto de
interseccion, tomado del repositorio web del
software
(https://www.geogebra.org/m/p59dza8u#mater
ial/eeBsChSf).

En este applet se trabaja la recta, su pendiente
y su ecuacion, donde se pueden manipular dos
deslizadores, uno con la pendiente y otro con
el corte en el eje y, para que luego el applet te
muestre la ecuacion de la recta segun los
movimientos que hagas. Se pretende recordar
el concepto de pendiente previo a introducir la
derivada.

Recurso informatico (GeoGebra): Applets
Interpretacion geométrica de la derivada,
tomado del repositorio web del software
(https://www.geogebra.org/m/ZM9gmNYA,
https://www.geogebra.org/m/PYCMMSsON,
https://www.geogebra.org/m/yHvnbmxg,
https://www.geogebra.org/m/pFcBuBrj?doneu
rl=%2Fsearch%2Fperform%2Fsearch%?2Frect

a).

Varios applets donde se trabaja la
interpretacion geométrica de la derivada, por
medio del paso de rectas secantes a una recta
tangente. En dichos recursos se tienen una
serie de puntos gque se pueden mover, ya sean
de forma directa o por medio de deslizadores,
con el fin de aproximar sucesivamente la recta
secante a la recta tangente a la curva en un
punto. Se pretenden que dichos applets sean
parte del tratamiento visual de la derivada.

Recurso informatico (GeoGebra): Applet
Pendiente de la recta tangente, tomado del
repositorio web del software
(https://www.geogebra.org/m/UcsxQfJ4).

En este applet se trabaja la pendiente de la
recta tangente a una curva, moviendo un punto
de modo tal que se acerque al punto en que se
quiere hallar la tangencia (al inicio del applet
muestran las instrucciones), para
posteriormente el software regresarte el valor
aproximado de la pendiente. Finalmente se
pide dar el valor de la ecuacion de la recta
tangente al punto en (-1,0). Se pretende que
dicho applet también sea parte de ese
tratamiento visual de la derivada.



https://www.geogebra.org/m/p59dza8u#material/eeBsChSf
https://www.geogebra.org/m/p59dza8u#material/eeBsChSf
https://www.geogebra.org/m/ZM9qmNYA
https://www.geogebra.org/m/PYCMMsQN
https://www.geogebra.org/m/yHvnbmxg
https://www.geogebra.org/m/pFcBuBrj?doneurl=%2Fsearch%2Fperform%2Fsearch%2Frecta
https://www.geogebra.org/m/pFcBuBrj?doneurl=%2Fsearch%2Fperform%2Fsearch%2Frecta
https://www.geogebra.org/m/pFcBuBrj?doneurl=%2Fsearch%2Fperform%2Fsearch%2Frecta
https://www.geogebra.org/m/UcsxQfJ4
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Recurso informatico (GeoGebra): Applet
Triangulo caracteristico de Barrow,
elaboracion propia (en
https://www.geogebra.org/m/yntncxas) .

Recurso informatico (YouTube): video
introduciendo el concepto de derivada, por
medio del concepto gréfico y de la inclinacion
que tiene un auto al andar sobre una carretera
mas inclinada que otra (observa los primeros 6
minutos del video
https://youtu.be/YHIWTFIT6TFg?si=CFNmdah

2A0DabIZk).

En este applet se trabaja la aproximacion de
recta secante y sus pendientes a la recta
tangente y su pendiente en un punto de la
curva, por medio de el "triangulo™ de Barrow y
del movimiento de un punto, en donde se
muestra como a medida que se desliza dicho
punto, y el "triangulo” se hace mas pequefio,
se puede reemplazar (o proyectar) la
"hipotenusa curva” del "triangulo™ de Barrow,
en la hipotenusa sobre la recta secante, y que a
medida que se hace aun mas pequefio
(infinitesimal), dicho trozo de secante se puede
reemplazar por la tangente a la curva en el
punto. Se pretende que dicho applet sea el eje
central del tratamiento visual de la derivada.

Observar los primeros 6 minutos y 17
segundos del video y realizar la actividad #4
de la UDG parte 3 (ver subcapitulo 4.4.).



https://www.geogebra.org/m/yntncxqs
https://youtu.be/YH1WfIT6TFg?si=CFNmdah2A0DabIZk
https://youtu.be/YH1WfIT6TFg?si=CFNmdah2A0DabIZk

91

En este applet se muestra el movimiento de un
carrito sobre la montafia rusa. Teniendo en
cuenta lo anteriormente trabajado con el video
de la velocidad y con el triangulo de Barrow,
se espera mostrar la fenomenologia de la Recta
Tangente por medio de la velocidad de dicho
carro de montafia rusa (ver UDG 3).

Recurso informatico (GeoGebra): Applet
Montafia Rusa, tomado del repositorio web del
software
(https://www.geogebra.org/m/csqcgynn).

Tabla 5. Algunos materiales para la ensefianza de la derivada (elaboracion propia, basado en Rico et al,
2016, pag. 283).

4.1.2. LA UNIDAD DIDACTICA GUIA (UDG)
Como se habia mencionado anteriormente, la UDG es la unidad didactica que se presenta
a los estudiantes, comparte en gran parte la estructura de la UAD, sin embargo, no contiene el
analisis didactico (propio del profesor), ni reflexiones y referencias bibliograficas. En lo que sigue
se presentan algunas actividades de la UDG, las cuales se disefiaron teniendo en cuenta la UAD
realizada por el profesor-investigador y los analisis realizados de la implementacién del programa
de formacion. Las demas actividades seran presentadas como anexo de la propuesta de

investigacion.

4.2.LA VISUALIZACION COMO ORGANIZADOR DIDACTICO Y CURRICULAR:
EL PROGRAMA DE FORMACION INICIAL DE PROFESORES DE
MATEMATICAS.
Desde este trabajo de grado siguiendo a Bedoya (2002), se disefia, implementa y evalta un
programa de formacion de profesores de matematicas, el cual busca desarrollar el concepto de

visualizacion como un organizador didactico y curricular, lo cual permitira disefiar propuestas de


https://www.geogebra.org/m/csqcgynn
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investigacion y actividades de aula (esto es UDG) para introducir visual, geométrica e
intuitivamente un CME especifico, el cual en dicho programa es el de la recta tangente a una curva
y su pendiente.

A continuacidn, presentamos algunos guiones del programa de formacién con el que se
orientd el trabajo del equipo de investigacion. Los guiones restantes del programa se encuentran

en los anexos de la presente memoria.

VISUALIZACION DE LA RECTA TANGENTE A UNA CURVA Y SU PENDIENTE:
INTRODUCCION VISUAL, GEOMETRICA E INTUITIVA A LA NOCION DE

DERIVADA
GUION #1 EXPERIMENTO DIDACTICO.

Profesores: Evelio Bedoya Moreno (Dir.) y Juan Pablo Orozco Garcia.
| sesion (martes 3 y jueves 5 de mayo de 2022, 1 hora): Introduccion general al cursoy a la
propuesta (programa) de FIPM.

Guion de trabajo:
1. Presentacion general del curso y algunas consignas iniciales

e Entregay lectura del programa del curso.

e Observaciones sobre la evaluacion (formativa) del curso y sobre el trabajo final, el cual
debe ser pensado como una cuota inicial a un trabajo de grado.

e Los alumnos deben participar activamente de las distintas discusiones, con el fin de
registrar sus comentarios, asi como enviar constantemente resefias, ensayos y avances
en sus distintas propuestas de trabajo final.

e En términos generales, durante la propuesta se trabajara en grupos pequefios (dos,
maximo tres estudiantes).

2. Introduccion a la propuesta (programa) de FIPM.

e Al pensar en propuestas para los trabajos finales del curso, es fundamental tener en
cuenta una triple perspectiva que da una primera aproximacion a dichas propuestas y
fundamenta los referentes de la misma, que son la perspectiva normativa; es decir los
documentos ministeriales, institucionales, etc., que sitian contextualmente la propuesta,
la perspectiva tedrico-critica; es decir, los documentos que serdn base para sustentar
tedricamente la propuesta, y finalmente la perspectiva préctica; es decir, documentos que
muestren o ejemplifiquen situaciones de aula, asi como las practicas de los estudiantes.

Lo anterior da pie a cinco aspectos puntuales a tener en cuenta para concretar propuestas
o0 programas de formacion, trabajos de grado, incluso unidades didacticas para el aula.
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Dichos aspectos son: el contexto en el que se trabajara la propuesta (locativo, grado de
escolaridad, tipo de pensamiento, etc.), los propositos (metas u objetivos de la
propuesta), el contenido matematico escolar, el modelo o enfoque con en el que se
trabajara la propuesta y finalmente los medios o recursos que se usaran en la realizacion
del programa.

3. Actividad planteada.

e Seabre el espacio para la discusidn y participacion de los estudiantes, teniendo en cuenta
la presentacion realizada previamente y las dudas que puedan aparecer frente a dicha
presentacion.

e Se comparten los documentos “La evolucién de paradigmas y perspectivas en la
investigacion: El caso de la didactica de las matematicas” de Radford (2011), “Entrevista
con Luis Radford sobre la teoria de la objetivacion” de Orisvaldo (2014). y “La
competencia matematica en PISA” de Rico (2007) con el fin de introducir a los
estudiantes, tanto a la teoria sociocultural en la Didactica de las Matematicas (Radford,
2011; Orisvaldo, 2014) como al concepto de competencia en matematicas (Rico, 2007),
ya que estos dan pautar para el modelo didactico-curricular que se implementan en la
propuesta (programa) de FIPM. Realizar una resefia-ensayo de dichas lecturas.

e Se comparte la ficha de caracterizacion, en la cual ademas de enviar algunos datos
personales, se solicitan datos académicos (cursos matriculados, ubicacion semestral,
propuesta de trabajo de grado, etc.) y de igual manera se envian preguntas que pueden
orientar el desarrollo de la resefia-ensayo de las lecturas de los documentos
anteriormente referenciados (ver guion #2).

En lo que sigue, se presentan dos guiones fundamentales para el programa de formacion,
pues el primero es donde se inicia con el topico de la visualizacion en el campo de la Didactica de
las Matematicas (guion #4), y en el otro, es donde ya se generan las bases para considerar a la
visualizacion de la forma en que se tienen planteada desde el equipo de investigadores (guion #5),
dando pie a que en el posterior y ultimo guion se plantee el desarrollo de actividades para el aula
frente al CME en mencion, partiendo de la visualizacion como un organizador didactico y

curricular.

VISUALIZACION DE LA RECTA TANGENTE A UNA CURVA'Y SU PENDIENTE:
INTRODUCCION VISUAL, GEOMETRICA E INTUITIVA A LA NOCION DE

DERIVADA
GUION #4 EXPERIMENTO DIDACTICO.
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Profesores: Evelio Bedoya Moreno (Dir.) y Juan Pablo Orozco Garcia.
IV sesion (martes 24 y jueves 26 de mayo de 2022, 1 hora): Fendbmenos y situaciones que le
dan sentido al CME de la recta tangente a una curva y su pendiente.

Guion de trabajo:

1. Fendmenos y situaciones que le dan sentido al CME de la recta tangente a una curvay
su pendiente.

Una vez mencionados y ejemplificados algunos obstaculos, errores y dificultades del
CME de la recta tangente a una curva y su pendiente, el analisis fenomenoldgico es un
organizador fundamental para realizar propuestas de aula, buscando superar en cierto
modo, los problemas encontrados, es decir, comprender el CME. Dicho andlisis busca
los fendmenos y situaciones que dan origen y sentido al CME, asi como los contextos
en los que se utilizan y en las cuales se aplican (Rico, 2013).

2. Actividad planteada

Teniendo en cuenta el CME de la recta tangente a una curva y su pendiente (se muestra
nuevamente la figura 1 del guion #3), mencione y explique algunos fendmenos,
situaciones y modos de uso que le dan sentido a dicho CME. Se realiza un conversatorio
frente a dicho ejercicio.

Se propone pensar para la proxima sesion en el concepto de visualizacién y su relacion
con el CME de la recta tangente a una curvay su pendiente, por lo que se propone realizar
una resefia-ensayo sobre la visualizacion, teniendo en cuenta los documentos “La
visualizacion: un organizador didéactico y curricular en la FPM” de Orozco (2022), el
capitulo 0 “papel de la visualizacion” del libro “El rincon de la pizarra” de Guzman
(1996) y el documento “visualizaciéon de la recta tangente a una curva” de Llorens
(1999). Para lo anterior, se plantean una serie de preguntas orientadoras para el desarrollo
de dicha la resefia-ensayo frente al tdpico de la visualizacién en la Didactica de las
Matemaéticas (DdM):

¢ Qué papel juega la visualizacion en el campo de la DAM?

¢ Que aspectos del enfoque Didactico de la visualizacion consideras son importantes a la
hora de reflexionar y desarrollar propuestas de ensefianza y comprension del CME de la
recta tangente a una curva y su pendiente? ;Qué aspectos se extrapolan al CME
(geométrico) de sus trabajos finales?

¢Qué medios te aporta el enfoque Didactico de la visualizacion para el desarrollo de
propuestas de ensefianza y comprensién del CME de la recta tangente a una curva y su
pendiente? ;Qué medios para el CME de sus trabajos finales?

¢Como usarian el enfoque Didactico de la Visualizacién con el CME de la recta tangente
a una curvay su pendiente? ;Como lo harian con el CME que cada uno va a desarrollar
en la propuesta de trabajo final? Piense algunos ejemplos.

¢ Qué diferencias pueden aparecer al abordar la ensefianza y comprension de algin CME
(p.e. la recta tangente a una curva y su pendiente o los CME de cada uno) desde el
enfoque Didactico de la visualizacion? ;Qué aspectos positivos y negativos pueden
aparecer?
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» ¢Podria repercutir o incidir la concepcion de la visualizaciébn como un organizador
didactico y curricular en sus practicas? ;cémo?

» ¢Qué aporta o puede aportar la visualizacion a la Didactica de las Matematicas (como
disciplina cientifica, tedrico-practica, base de la formacion y desarrollo profesional de
los docentes de matematicas)?

VISUALIZACION DE LA RECTA TANGENTE A UNA CURVA Y SU PENDIENTE:
INTRODUCCION VISUAL, GEOMETRICA E INTUITIVA A LA NOCION DE

DERIVADA
GUION #5 EXPERIMENTO DIDACTICO.

Profesores: Evelio Bedoya Moreno (Dir.) y Juan Pablo Orozco Garcia.

V sesion (martes 31 de mayo y jueves 02 de junio de 2022, 1 hora): La visualizacién como un
organizador didactico y curricular para la formacion de profesores de matematicas
(FPM).

Guion de trabajo:
1. Visualizacion como organizador didactico y curricular en la FPM.

e Partiendo de algunos obstaculos, errores y dificultades del CME de la recta tangente a
una curva y su pendiente y del analisis fenomenoldgico realizado en la sesion pasada, la
visualizacion entra a jugar un papel importante en la busqueda de realizar propuestas de
aula, con el fin de, en cierto modo, superar los problemas encontrados, es decir,
comprender el CME. Dicha visualizacién, que ahora queremos caracterizar como un
organizador didactico y curricular, se define como todo el sistema de apoyos del profesor
(de tipo tecnoldgicos, materiales manipulativos, papel, lapiz, pizarra, entre otros)
acompafados de un discurso estructurado del mismo, que permiten generar en los
estudiantes conexiones entre una nocién matematica y sus distintas representaciones. Lo
anterior por medio del aprovechamiento de los contenidos visuales, geométricos e
intuitivos de los conceptos matematicos que surgen de la implementacion de un modelo
local de andlisis didactico desarrollado en torno a un contenido matematico determinado
(en nuestro caso, la recta tangente a una curva y su pendiente), buscando que el
estudiante comprenda la nocién matematica a tratar.

2. Actividad planteada

e Teniendo en cuenta la consigna de la sesion anterior, la cual consistia en realizar una
resefia-ensayo de los documentos sobre visualizacién y su relacién con el CME de la
recta tangente a una curva y su pendiente, se realiza un conversatorio frente a las ideas
que lograron extraer de los distintos documentos, partiendo de la lectura de los trabajos
realizados. Con lo anterior, se busca que los estudiantes vean como estamos concibiendo
la visualizacion en el programa de formacion y de qué manera dicha visualizacion aporta
conocimientos (didacticos) para el disefio de actividades que genere en los estudiantes
una conexion entre varios registros de representacion del CME, esto es, que el estudiante
comprenda la nocién matematica de la recta tangente a una curva y su pendiente.
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e Se propone pensar para la proxima sesion en actividades para llevar al aula, basadas en
todo lo trabajado durante el programa de formacion, esto es el modelo local de
conocimiento didactico y analisis didactico, el analisis didactico cognitivo, el analisis
fenomenoldgico y la visualizacién como organizador didactico y curricular para el CME
de la recta tangente a una curva y su pendiente.

4.3.ANALISIS DEL EXPERIMENTO DIDACTICO

En este capitulo se sistematizara y analizard el experimento didactico (programa de
formacion inicial de profesores de matematicas) mencionado en el subcapitulo anterior.
Inicialmente se realizaran algunos comentarios frente a una prueba piloto realizada durante el curso
de Didactica Il: desarrollo del pensamiento geométrico y métrico, por medio de clases virtuales
sincronicas, donde se mostraran aspectos positivos de dicho pilotaje, asi como aspectos que se
mejoraron en el programa de formacion. Realizar el analisis del programa de formacion permitira
mejorar no solo el programa (tal y como pasé con el pilotaje), sino también la UDG, con el fin de
luego ser socializada y llevada al aula en una mejor version y teniendo en cuenta los aportes hechos
por los estudiantes para profesor (EPP) que participaron en la investigacion. Los aspectos
analizados surgen de las distintas grabaciones realizadas en las clases, los escritos en el diario de
campo del equipo investigador y los distintos aportes hechos por los EPP (tanto orales en las

grabaciones, como trabajos escritos entregados en el Classroom del curso).

4.3.1. PILOTAJE EN CURSO VIRTUAL (DIDACTICA Il: DESARROLLO DEL PENSAMIENTO
GEOMETRICO Y METRICO).

Partiendo de lo mencionado frente a la sistematizacién de experiencias en el capitulo 3 de
la presente investigacion, Jara (2012) menciona que la sistematizacion de experiencias es una
forma de realizar una investigacion a partir de la misma practica docente, esto en el marco de una
formacion continua, es decir que, para la presente investigacion se sistematizaron las practicas para

aprender criticamente de ellas, lo que va a permitir la mejora de estas a futuro.
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Por lo anterior que el presente pilotaje da pautas para comprender el problema de

investigacion, pero ya en el campo de accion (aula) y sera atil para identificar aspectos que se

deben mejorar, tanto de la propuesta de plan de formacién, como de la forma de abordarlo. Con

base en Bedoya (2013), el cual propone organizar el proceso metodico de sistematizacion en cuatro

fases (tal como se menciona en el capitulo 3), a continuacion, se presentaran algunos resultados de

la investigacion hasta ese momento:

Preparacion y planificacion metodoldgica del proceso de sistematizacion: en este
punto es importante aclarar que la planificaciéon inicial del proyecto estaba
planteada para desarrollarse con estudiantes de grado once de una institucién
privada de la ciudad; sin embargo, durante el proceso aparecieron varias situaciones
que permitieron el cambio al enfoque actual, es decir, a trabajar con estudiantes
para profesor (FIPM) de V semestre de la Licenciatura en Matematicas.

Por lo anterior que, la planificacion del pilotaje resultd compleja para el equipo
investigador, pues también afectaba el hecho de que se debia pensar en que dicha
experiencia se debia desarrollar en medios virtuales (Google Meet), pues en el
momento que se realizd, no se contaba con garantias ni con un espacio para el
retorno a la presencialidad.

Finalmente, todo lo anterior hizo que la metodologia inicialmente considerada, que
era estudiar el caso del profesor-investigador, se complementara con la
sistematizacion de experiencias, permitiendo asi no solamente ver el caso
mencionado, sino también los aportes que realizan los EPP. En este sentido, con el
presente pilotaje se esperaba desarrollar el ML de AD de la derivada (OE1) y tener
un primer acercamiento al problema de investigacion, es decir, ver cémo los EPP

concebian y plasmaban en una UD la presente propuesta.
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V.

Recuperacidn/reconstruccion de la experiencia: documentacion y fundamentacion
conceptual: en un primer momento se realizé la basqueda de documentos para
profundizar en la metodologia seleccionada, que respondiera al cambio que se hizo
en el enfoque de la investigacion, lo que permitié puntualizar en el marco tedrico-
conceptual y el en contexto en el que se iba a trabajar. Partiendo de esto, se
desarroll6 una planificacion definitiva del curso, en la cual fueron incluidos
aspectos de la presente investigacion. En un segundo momento se llevo a cabo el
trabajo en aula, en el cual se presentd a los estudiantes un ejemplo de UAD y a
partir de esto se les solicité que como trabajo final del curso hicieran algo similar
con un contenido geométrico o con la derivada (se les motivd a que trabajaran con
dicho CME).

Anélisis e interpretacion de la informacion y del proceso realizado (de tal forma
que se movilicen y desarrollen conocimientos fundamentados sobre la practica o la
experiencia): con el fin de disefiar una primera version de la UAD se realizé un

ADC de la derivada, el cual fue el primer CME para la investigacion.

Titulo

Recta tangente a una curva y su pendiente: introduccidn al concepto de derivada
Presentacién y descripcion general

La derivada es uno de los conceptos fundamentales del calculo, el cual. por su definicién
analitica, precede al concepto de limite de una funcidén, sin embargo, consideramos que dicho
manejo de la derivada, puede ser problematico. Esta Unidad de Analisis D|ida'ctico (UAD) se centra
en la ensefianza de la derivada, para el grado undécimo de educacion media. por medio de un
tratamiento didactico de la visualizacién (Visualizacidn didactica) de la recta tangente a una curva

v su respectiva pendiente.

Figura 17. UAD de la derivada, version 1. (Elaboracién propia).

Potenciacion y socializacién o comunicacion de los resultados asociados con la

experiencia, su sistematizacion (incluyendo propuestas de posibles mejoras) y
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fundamentacidn conceptual y procedimental: como se menciond anteriormente se
realiz6 una intervencion en el aula (Google Meet) en la cual se le presento a los
estudiantes del curso la UAD de la derivada y un ejemplo de UDG, extraido de
Pascual (2016) para que presentaran una UD como trabajo final de curso. Al
analizar los trabajos entregados por los estudiantes se evidencié que al momento de
desarrollar el AD de contenido se quedaron mas en lo histérico- epistemoldgico y
fenomenologico del CME que cada grupo decidio trabajar, lo cual iba en contravia
con lo que se quiere impulsar en la presente investigacion, es decir, la visualizacion

como un organizador didactico y curricular.

#®¥ Trabajo Final DdM Il.pdf Abrircon v

. Andlisis curricular

2. Objetivo general 4
3. Objetivos especificos 4
4. Recursos 4
5. Andlisis didactico de contenido del tridngulo y sus propiedades fundamentales 5

6. Analisis historico - epistemologico del tridangulo y sus propiedades fundamentales 5

7. Anilisis fenomenologico del tridangulo y sus propiedades fundamentales 7
8. Estructura didéctica 9
9. Disefio de actividades 14

Figura 18. Tabla de contenido del trabajo final de un grupo de estudiantes.

Finalmente, la informacion recolectada permitio realizar una primera socializacion
del ejercicio investigativo a la comunidad educativa del campo de la educacion
matematica; esto se realiz6 por medio de un poster en el Simposio de Matemaética

y Educacion Matematica (MEM), Universidad de Narifio- 2022.



100

I

CONOCIMIENTO_DID/\CTICO Y VISUALIZACION
EN LA FORMACION INICIAL DE PROFESORES DE
MATEMATICAS: EL CASO DE LA DERIVADA

M. on de diseno

Gepioioa S
y Experimento didactico

Figura 19. Parte del poster presentado en simposio MEM 2022 (Elaboracion propia).

4.3.2. EXPERIMENTO DIDACTICO (DIDACTICA V: TOPICOS DE DIDACTICA DE LAS
MATEMATICAS).
Siguiendo la organizacion del proceso metddico de sistematizacion de experiencias (Jara,
2012) mencionada en el pilotaje anterior, se procede a mostrar algunos resultados y analisis de la
investigacion en las cuatro fases propuestas (Bedoya, 2013):
l. Preparacion y planificacion metodoldgica del proceso de sistematizacion: en esta etapa
de la investigacion se desarrolla como tal el experimento didactico con el curso
Didéctica V, con estudiantes de VIII semestre de la Licenciatura en Matemaéticas, es
decir, estudiantes ad-portas de iniciar su proceso de trabajo de grado. Para este
momento las clases ya se desarrollaban de manera presencial.
Teniendo en cuenta los resultados obtenidos en la etapa de pilotaje, en un primer
momento de esta etapa se cambid el enfoque de derivada a recta tangente a una curva
y su pendiente, considerando que dicho enfoque aportaria el recurso visual, geométrico
e intuitivo que se deseaba destacar. En un segundo momento, se definieron las
intervenciones, es decir se plane6 en qué momentos especificos del curso se iba a

trabajar esta propuesta (ver tabla 2). En un tercer momento se realizaron varias
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versiones de los guiones para las intervenciones, hasta concretar la final (ver
subcapitulo 4.2 y anexos); para la realizacion de estos guiones previamente se revisaron
y analizaron los documentos que se iban a compartir con los EPP.

Finalmente, se disefiaron diversos instrumentos para la recoleccién de datos: una ficha
de caracterizacién con el fin de identificar en los EPP afinidad con el campo de la DdM;
entrevistas semiestructuradas con preguntas orientadoras en los diferentes momentos
del experimento didactico (ver guion 4, subcapitulo 4.2); escritura de un articulo en el
que se resumié la informacion encontrada en la primera parte de la investigacion sobre
la visualizacion como un organizador didactico y curricular, este articulo seria
presentado posteriormente a los estudiantes junto con otros dos articulos: Llorens

(1999) y De Guzman (1996).

Lie
Asign

NOMERE COMPLETO AAA BBB CCC

INSTITUCION
ACTUALMEN

TITULD ACTUAL DE LA PROPUESTA DE

TRABAJO FINAL (O DEL PROYECTO DE
TRABAJO DE GRADO).

PREGUNTA PROBLEMA

OBJETIVO GENERAL.

OBJETIVOS ESPECIFICOS

Figura 20. Ficha de caracterizacion de los EPP. (Elaboracién propia).

Con el desarrollo de este experimento didactico se esperaba culminar el disefio de la
UD, es decir, UAD y guiones, asi como ver las propuestas de actividades que los EPP
presentan teniendo en cuenta la visualizacion como un organizador didactico y

curricular y el CME de la recta tangente a una curva y su pendiente.
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LA VISUALIZACION: UN ORGANIZADOR DIDACTICO Y CURRICULAR
PARA LA FORMACION DEL PROFESOR DE MATEMATICASL
“El profesor, y previamente los disefiadores curriculares y formadores de profesores,
debe tomar conciencia del papel de la visualizacion, y en general la ostension, en la
construccion y comunicacion matematica” (Godino, et al, 2012).
Introduccién

Con miras a desarrollar sentido p 6n, la Educacion M: a pecifi

la Didactica de las Matematicas, trata de observar e investigar la diversidad de dificultades en la
ensefianza del céleulo, para asi darle un tipo de tratamiento a estas. De aqui surgen diversas

investigaci que plan a la visualizacién como el proceso capaz de mediar con dicha

roblematica de la i de las ati Hitt (1998: 2003) muestra algunos de los

Figura 21. Articulo presentado a los EPP (ver completo en los anexos). (Elaboracion propia).

I. Recuperacién/reconstruccion de la experiencia: documentacion y fundamentacion
conceptual: durante las intervenciones en el aula, ademas de aplicar las herramientas
mencionadas en la fase I, la informacion se obtuvo en forma de audio, complementando
esta con las anotaciones en el diario de campo del equipo investigador y en la
observacion del registro de los EPP, es decir, revision de los ensayos, resefias y trabajos
entregados por estos.

En un primer momento se diligenciaron las fichas de caracterizacidn (ver anexos) y se
les asignd a los EPP la tarea de realizar una resefia-ensayo con el fin de introducirlos,
tanto a la teoria sociocultural en la Didactica de las Matematicas (Radford, 2011) como
al concepto de competencia en matematicas (Rico, 2007), ya que estos dan pautas para
el modelo didactico-curricular que se estd implementando en la presente propuesta.

En un segundo momento se recibieron las primeras resefias de los EPP y se realizd un
conversatorio sobre estos documentos, teniendo en cuenta una serie de preguntas
orientadoras y generadoras de discusion; ademas, se presentd el ML de CD&AD del
contenido (Bedoya, 2002) haciendo énfasis en el AD curricular (lo normativo,

institucional), el AD de contenido (fenomenoldgico, histérico y representacional del
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CME), el AD cognitivo (obstaculos, dificultades y errores) y el AD de instruccién
(medios, materiales y recursos).

En un tercer momento se aterrizo la discusion al CME de la recta tangente a una curva
y su pendiente, donde se les presentd a los estudiantes una grafica de una curvay se les
solicitd que mostraran una forma de hallar la recta tangente al punto P y su pendiente
(Ver figura 22), esto con el fin de buscar con los EPP algunos obstaculos, dificultades
y/o errores en la comprension geométrica, visual e intuitiva de dicho CME (AD
cognitivo). Inicialmente los estudiantes propusieron que con la ecuacion que modela la
curva se podia derivar, reemplazar el valor de x del punto P para asi obtener la
pendiente y posteriormente la ecuacion de la recta tangente a ese punto; sin embargo,
se hizo la siguiente aclaracion: “no tenemos la ecuacion de la curva ni las coordenadas
del punto P, pero aun asi buscamos una forma de trazar una recta tangente a dicha curva
en ese punto P”’; de aqui que uno de los EPP coment6: “Se puede hacer otro punto
distinto a P en la curva y trazamos una recta que pase por Py dicho punto, luego se va
acercando ese punto a P hasta que P y ese punto sean el mismo y con eso tendriamos
la recta tangente”. Se le solicitd al estudiante que hiciera el dibujo de lo que estaba
diciendo, obteniendo asi la figura 23. La intervencion concluye proponiéndoles a los
EPP pensar para la proxima sesion en los fendbmenos que dan sentido al CME (AD de

contenido).
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Figura 22. Grafica de una curva y un punto P en ella. (Diario de campo, elaboracion propia).

Figura 23. Acercamiento de dos puntos sobre una curva con el finde hallar la recta tangente (Diario de
campo, elaboracion de un EPP).

En un cuarto momento, se realizd un conversatorio frente al ejercicio de mencionar y
explicar algunos fendmenos, situaciones y modos de uso que le dan sentido a dicho CME;
de este ejercicio se obtuvieron las siguientes intervenciones, donde PI1y P12 corresponden
a Profesor Investigador 1y 2, mientras que EPP1, EPP2, EPP3 y EPP4 corresponden a los
estudiantes para profesor que intervinieron en el conversatorio:
PI1: “A la comprension le agregamos el sentido, es decir, los fendmenos, las
situaciones, los hechos de la vida cotidiana, del mundo real, escolar, cientifico, que
les permiten a los estudiantes comprender con sentido. Preguntémonos entonces,
¢cudles son esos fendmenos y situaciones que le dan sentido al CME de la RT a

una curvay su m?”
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EPP1: “El incremento, pues nosotros lo relacionamos con la pendiente de la recta
y sus aplicaciones desde por ejemplo la fisica en el movimiento parabdlico.”
EPP2: “Entiendo incremento como si la recta creciera.”
P12: “Por mi parte, yo estaba pensando en el incremento de la pendiente, pues no
podemos hablar de RT sinm.”
PI1: “Yo en cambio, no relacioné incremento como EPP2 ni como PI2, pues yo
pensaba que era un incremento sobre la curva, como si fuera un crecimiento y
decrecimiento sobre la curva, el cual se relaciona con laRT y sum.”
EPP3: “Por mi parte, relaciono el incremento con el movimiento por ejemplo sobre
una montafa rusa en la fisica y como en el pasar del carro por la pista y la forma de
esta, incrementa la velocidad del carro.”
EPP4: “Por mi parte no hablaria de incremento sino de variacién, pues por ejemplo
en lo dicho por EPP3 en algunas partes de la pista la velocidad incrementa, pero en
otras disminuye, por lo que relaciono la variacién con la RT y su m.”
Este momento concluyé proponiendo la lectura de los articulos sobre visualizacion
mencionados en la fase 1 (Orozco, 2022; De Guzmaén, 1996; Llorens, 1999) asi como una
serie de preguntas que orientan la lectura (ver anexos guion 4).
En el quinto momento se hizo un conversatorio a partir de las lecturas realizadas, donde se
buscaba que los estudiantes vean como estamos concibiendo la visualizacion en el
programa de formacion y de qué manera dicha visualizacion aporta conocimientos
(didacticos) para el disefio de actividades que genere en los estudiantes una conexion entre
varios registros de representacion del CME, esto es, que el estudiante comprenda la nocién
matematica de la recta tangente a una curva y su pendiente. Este momento concluyé con

dos consignas para la proxima sesion: realizar la resefia-ensayo sobre la visualizacion (ver
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trabajos en anexos) y pensar en actividades para llevar al aula, basadas en todo lo trabajado
durante el programa de formacién, esto es el modelo local de conocimiento didactico y
analisis didactico, el andlisis didactico cognitivo, el analisis fenomenoldgico y la
visualizacion como organizador didactico y curricular para el CME de la recta tangente a
una curvay su pendiente.
De lo anterior se destacan algunas ideas encontradas en los distintos trabajos seleccionados
(R-E1, R-E2, R-E3 y R-E4 hacen alusion a la resefia-ensayo del grupo 1, 2, 3y 4), los
cuales daran pie para el analisis que se realizara posteriormente:
R-E1: “Por un lado, la visualizacién desde un enfoque didactico permite aprovechar
las diversas tecnologias digitales con sistemas de representacion variada, brinda
posibilidades dinamicas e interactivas lo cual permite realizar (profesor-estudiante)
diversas representaciones de un objeto/conocimiento o0 proceso matematico y
considerar y/o deducir propiedades del objeto a través de la manipulaciéon y
observacion completa; por otro lado, el material concreto o manipulativo es
importante porque se centra en un micro-mundo donde el estudiante puede acceder
y desarrollar el pensamiento visual y a la manipulacion fisica del material, por lo
tanto, la visualizacién didéctica dentro de la ensefianza y comprension permite
hacer una aproximacion experimental de algunos conceptos y procedimientos
matematicos escolares.”
R-E1l: “Ademas, es necesario resaltar que los profesores de matematicas en
formacién deben tener conocimiento y aceptar lo esencial que es la visualizacion
en la didactica; es por esto que se considera que el generar en los estudiantes
reflexiones didacticas acerca de cémo se aborda un concepto matematico

fundamental es un hecho necesario que no se puede negar y una salida a esto tiene
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que ver con el uso de procesos de visualizacion por parte del profesor con
propositos didacticos.”

R-E1: “Es decir, considerando la visualizacion en el aprendizaje y su
implementacion en el topico de derivada (la recta tangente a una curva), replantear
las propuestas de clase, en

donde se reflexione y se acepte que la resolucion de un problema se potencializa a
través de la visualizacién; se propone la idea de que las representaciones graficas
de los conceptos

matematicos abren espacio al desarrollo de la comprension por parte del estudiante.
Por ejemplo, hacer una presentacion del concepto por medio de una grafica que sea
plasmada en ambientes digitales, esto se relaciona con la percepcion de
representacion algebraica como base inicial e importante en la concepcion del
estudiante, de igual manera el estudiante debe hacer una exploraciéon de dicho
instrumento y esto le da la posibilidad de generar la manipulacion del concepto
como tal y es asi como se genera un balance y/o equilibrio entre lo visual y los
procesos algebraicos.”

R-E2: “En este sentido se hace necesario una redefinicion explicita de la recta
tangente previamente si se quiere utilizar esta definicion para explicar el concepto
de derivada, y es ahi donde la Visualizacion cumple un papel fundamental como
instrumento eficaz para la mejora en la comprensién de conceptos abstractos y aln
mas potente cuando se utilizan medios tecnolégicos como software de geometria
dinamica.”

R-E2: “En general la Visualizacion potenciado por medios tecnologicos aporta

importantes medios (o recursos de mediacion) Utiles para cada concepto, contenido
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u objeto matematico susceptible de ser tratado visualmente y didacticamente para
la ensefianza y comprension de dicho objeto o contenido matematico.”

R-E3: “De esta manera, consideramos que la visualizacion juega un papel
importante, dado que particularmente en la derivada, el interactuar entre las
distintas representaciones, permite identificar de manera notoria el incremento de
cada punto sobre la grafica. Por lo tanto, podria esperarse que los estudiantes creen
una nocién de derivada en la que graficamente comprendan que es un incremento
puntual y en el procedimiento un incremento numérico.”

R-E3: “De acuerdo a lo anterior y apoyados en la definicion de diferentes autores,
consideramos que la visualizacién es la accion de crear, relacionar, interpretar, usar
y reflexionar sobre diferentes representaciones semiéticas o mentales de un objeto
matematico, sean estas a lapiz y papel o por medio de ambientes de geometria
dinamica, con la cual se puede lograr una comprension de los objetos matematicos,
ya que la principal dificultad que se tiene en matematicas para comprender se debe
a que no se puede acceder a los objetos manera tangible, es por esto que existe la
necesidad de hacer uso de recursos que promuevan la visualizacion como base para
el desarrollo del pensamiento matematico.”

R-E4: “La visualizacion se inscribe claramente en el discurrir de la actividad
matematica en todos sus niveles, es por esto, entre otras razones, que la pertinencia
de los procesos de visualizacion tomen un roll trascendental en la forma en que se
piensa y entiende el curriculo de matematicas, pues sin duda alguna, si aquello que
se piensa y propone como caracter del curriculo de matematicas converge, asocia o
desarrolla la visualizacion en este, el sentido propio de las formas en como se

ensefia y se aprende matematica gira positivamente hacia el desarrollo de diversos
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problemas de aprendizaje y ensefianza, pues sin duda alguna, los procesos de
visualizacion permiten expresar y desarrollar experiencias de aprendizaje
significativos.”
R-E4: “Es asi, que la visualizacion como un organizador didactico y curricular para
la formacion docente se traduce particularmente en la construccién de realidades
en la practica docente, en la forma en cdmo se entiende y se ensefia matematicas,
en el discurso mismo del docente y su relacion con los conceptos matematicos.”
R-E4: “Pensarse la ensefianza y el aprendizaje de las matematicas inscritas en el
desarrollo de procesos de visualizacion, en donde los estudiante y el profesor estan
en camino de desarrollar procesos de creacién de imagenes representativas
asociadas a algln concepto matematico constituye un “cambio” en el curriculo en
general, ademas, atiende a las necesidades del saneamiento de los conflicto y
dificultades al interior de la educacién matemaética, reformulando la idea de que en
las matemaéticas escolar y en general solo es posible acercarse a la comprension de
conceptos y objetos matematicos exclusivamente por medio de definiciones o
desarrollos puramente tedricos y/o procedimentales.”
Finalmente, en el sexto momento los estudiantes socializaron la resefia-ensayo, asi como
las actividades encontradas o disefiadas para llevar al aula (UDG), entre las que se destacan
para el posterior andlisis, las que se muestran a continuacion (A1, A2 y A3 hacen alusién
a laactividad 1, 2y 3):
Al: Momento 3: Reconocer la recta tangente a una curva: En este momento se

prevé que el estudiante pueda graficar la o las rectas tangentes a curvas tales como:
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Foster, J. (1999)

Figura 24. Gréfica de distintas curvas y posibles rectas tangentes. (Actividad propuesta por EPP, tomada
de Foster, 1999).

A2: Tarea 3: ;Como interpretas que la recta tangente a la curva de una funcién sea
positiva?
a) Encuentra un punto en la que la tangente a la curva y = x? -1 sea 4, e interpreta

lo que le ocurre a dicha funcion en el entorno del punto.

b) La funcién y = 1/x tiene como representacion la siguiente grafica:

Figura 25. Grafica de la funcion y=1/x. (Actividad propuesta por EPP, tomada de Pascual, 2016).
¢Existe algin punto de esa funcion con derivada positiva? Razona tu respuesta

mediante la representacion.
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A3: Actividad: Teniendo en cuenta el siguiente applet de Geogebra, dibuje la recta
tangente en distintos puntos por el que pasa el carrito de la montafia rusa. ;Hay

alguna relacion entre dicha recta tangente y el movimiento del carrito? Explica.

Autor: Carlos Sanchez

Tema: Derivada

Velocidad = 2

] Funcisr| | Dervada . - Animacion || Stop Modslo animauoD Ver tangente D Pendients

Signo de la pendiente

Figura 26. Applet montafia rusa. (Actividad propuesta por EPP, tomada de Sanchez, s.f.
https://www.geogebra.org/m/zjF5xh66).

1. Andlisis e interpretacion de la informacion y del proceso realizado (de tal forma que se
movilicen y desarrollen conocimientos fundamentados sobre la préctica o la
experiencia). En este apartado se analizardn, por medio de una serie de tablas, los
altimos cuatro momentos planteados en la fase anterior, ya que estos son los que
inciden directamente en la caracterizacion de la visualizacion como un organizador
didactico y curricular.

Guion 3 (Introduccion al CME):

Datos recolectados Observacion

PI1: hace la gréfica de una curva y un
punto P (figura 22).

PI1: “Teniendo el grafico del tablero
¢Como se puede hallar la recta tangente
al punto P y su pendiente?”

EPP1: “Derivando”

EPP2: “Si, se deriva y se reemplaza el
valor de x del punto P para asi obtener la

Los EPP1 y 2 tienen la claridad frente a
que hay una relacion entre la derivada y
la RT a una curvay su pendiente.

El EPP3 muestra una forma en que por
medio de varias rectas secantes se puede
llegar a la recta tangente a la curva.



https://www.geogebra.org/m/zjF5xh66
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pendiente y con eso hacemos punto-
pendiente”

PI2: “no tenemos la ecuacion de la curva
ni las coordenadas del punto P, pero aun
asi buscamos una forma de trazar una
recta tangente a dicha curva en ese punto
P”.

EPP3: “Se puede hacer otro punto
distinto a P en la curva y trazamos una
recta que pase por Py dicho punto, luego
se va acercando ese punto a P hasta que
Py ese punto sean el mismo y con eso
tendriamos la recta tangente”.

PI1: “muéstrelo”

EPP3: realiza en el tablero la grafica de
la figura 23.

EPP3: “Este punto (sefiala punto de
arriba) se va acercando al punto. Cuando
los dos sean el mismo punto ahi se
obtiene la recta tangente a dicha curva en
p”

Tabla 6. Observaciones frente a los datos recolectados al aplicar el guion 3 (elaboracion propia).

Basados en lo mostrado en la tabla 6, se deduce que se puede acercar de a poco a
conceptos intuitivos y visuales, permitiendo explorar de forma visual el concepto de
RT a una curva.

Por lo anterior que, al omitir algunos aspectos que los EPP conocian por su
formacion matematica (ecuacion de la curva, coordenadas del punto P, derivada de una
ecuacion polindémica, entre otras), los llevd a buscar otra manera para hallar la recta
tangente, de aqui que el EPP3 muestre como poder hacerlo.

Asimismo, se identifica que, si se dan los aspectos matematicos mencionados
anteriormente, los EPP se quedan solo en la parte algebraica y algoritmica, que a modo
resumen es el tipico “derive, reemplace y halle la pendiente”, lo que a modo

introductorio se quiere evitar en la presente propuesta.
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Guion 4 (Fenomenologia didactica del CME):

Datos recolectados

Observacion

PI1: “A la comprension le agregamos el
sentido, es decir, los fendmenos, las

situaciones, los hechos de la vida
cotidiana, del mundo real, escolar,
cientifico, que les permiten a los

estudiantes comprender con sentido.
Preguntémonos entonces, ¢cuales son
esos fendmenos y situaciones que le dan
sentido al CME de laRT auna curvay su
m?”

EPP1: “El incremento, pues nosotros lo
relacionamos con la pendiente de la recta
y sus aplicaciones desde por ejemplo la
fisica en el movimiento parabdlico.”
EPP2: “Entiendo incremento como si la
recta creciera.”

PI2: “Por mi parte, yo estaba pensando en
el incremento de la pendiente, pues no
podemos hablar de RT sin m.”

PIl: “Yo en cambio, no relacioné
incremento como EPP2 ni como PI2,
pues yo pensaba que era un incremento
sobre la curva, como si fuera un
crecimiento y decrecimiento sobre la
curva, el cual se relaciona con la RT y su
m.”

EPP3: “Por mi parte, relaciono el
incremento con el movimiento por
ejemplo sobre una montafia rusa en la
fisica y como en el pasar del carro por la
pista y la forma de esta, incrementa la
velocidad del carro.”

EPP4: “Por mi parte no hablaria de
incremento sino de variacion, pues por
ejemplo en lo dicho por EPP3 en algunas

Los EPP manifiestan que el incremento,
la wvariacion y la velocidad son
fendmenos cotidianos que se relacionan
con la recta tangente a una curva y su
pendiente.

Los PI1 y 2 buscan la forma de que
expliquen mejor la relacion entre dicha
variacion y velocidad con la recta
tangente a una curva y su pendiente, de
aqui que el EPP3 mencione la relacién
con la montafa rusa y la velocidad del
carrito en la misma.
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partes de la pista la velocidad incrementa,
pero en otras disminuye, por lo que
relaciono la variacion con la RT y su m.”
Tabla 7. Observaciones frente a los datos recolectados al aplicar el guion 4 (elaboracién propia).

Con base en lo mostrado en la tabla 7, se deduce que los EPP manejan los
fendmenos de variacion para relacionar la cotidianidad o las situaciones de uso con el
CME de la recta tangente a una curva y su pendiente. Lo anterior, muestra cierto arraigo
de la derivada a la recta tangente a una curva, por lo que asocian que dicha recta
tangente, también tiene una relacion fenomenoldgica con el movimiento y la variacion
de este (fisica).

Por lo anterior que, el EPP3 menciona una actividad que posteriormente mostrara
(montafia rusa) y la cual se redisefiara para incluirse dentro de la UDG de la presente
propuesta. Lo anterior muestra una busqueda de informacion adicional por parte del
estudiante (motivacion en la ensefianza del CME) y una manera de mostrarse receptivo
ante la visualizacién como un organizador didactico y curricular para la ensefianza de
un concepto, en este caso, la recta tangente a una curva y su pendiente.

Asi mismo, se identifica que, los EPP reconocen fenomenoldgicamente la recta
tangente a una curva y su pendiente, ya que mencionan (aunque no en profundidad),
aspectos similares a los desarrollados en la UAD de la presente investigacion; sin
embargo, ningun estudiante mencioné que la recta tangente a una curva y su pendiente
es en si, una fenomenologia (de tipo geométrica) del concepto de derivada, lo cual
refuerza el hecho de que hay un cierto alejamiento al concepto de derivada, tal y como

se propone en la introduccion que se desea mostrar a dicha nocion.



115

Guion 5 (Visualizacion como un organizador didactico y curricular parala FPM):

Datos recolectados

Observacion

R-E1: “Por un lado, la visualizacion
desde un enfoque didactico permite
aprovechar las diversas tecnologias
digitales con sistemas de representacion
variada, brinda posibilidades dindmicas e

interactivas lo cual permite realizar
(profesor-estudiante) diversas
representaciones de un
objeto/conocimiento 0 proceso

matematico y considerar y/o deducir
propiedades del objeto a través de la
manipulacion y observacion completa;
por otro lado, el material concreto o
manipulativo es importante porque se
centra en un micro-mundo donde el
estudiante puede acceder y desarrollar el
pensamiento visual y a la manipulacién
fisica del material, por lo tanto, la
visualizacion didactica dentro de la
ensefianza y comprension permite hacer
una aproximacién experimental de
algunos conceptos y procedimientos
matematicos escolares.”

R-E1: “Es decir, considerando la
visualizacion en el aprendizaje y su
implementacion en el topico de derivada
(la recta tangente a una curva), replantear
las propuestas de clase, en donde se
reflexione y se acepte que la resolucion
de un problema se potencializa a través
de la visualizacion; se propone la idea de
que las representaciones graficas de los
conceptos matematicos abren espacio al
desarrollo de la comprension por parte
del estudiante. Por ejemplo, hacer una
presentacion del concepto por medio de
una grafica que sea plasmada en

Los EPP mencionan la relacion entre la
visualizacion y como esto promueve el
uso de diversos medios, especialmente
los digitales.

Los EPP expresan que se deben
replantear las propuestas de clase por
momentos donde se reflexione y se
acepte que la resolucion de un problema
se potencializa a travées de la
visualizacion; de aqui que se pueda hacer
una presentacion del concepto por medio
de una gréafica que sea plasmada en
ambientes digitales.

Los EPP identifican que se debe redefinir
a la recta tangente a una curva, para
usarla como medio para la comprension
de la derivada, dandole a la visualizacion
la funcion de instrumento para realizar
dicha resignificacion de la RT a una
curvay su pendiente, ademas que mejora
el uso de la visualizacion cuando se
realiza por medio de software.

Los EPP expresan que una base
importante para la comprension de los
estudiantes es la  representacion
algebraica como base inicial e
importante en la concepcién del
estudiante, pues genera un balance y/o
equilibrio entre lo visual y los procesos
algebraicos.
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ambientes digitales, esto se relaciona con
la  percepcion de  representacion
algebraica como base inicial e importante
en la concepcion del estudiante, de igual
manera el estudiante debe hacer una
exploracion de dicho instrumento y esto
le da la posibilidad de generar la
manipulacion del concepto como tal y es
asi como se genera un balance y/o
equilibrio entre lo visual y los procesos
algebraicos.”

R-E2: “En este sentido se hace necesario
una redefinicion explicita de la recta
tangente previamente si se quiere utilizar
esta definicion para explicar el concepto

de derivada, y es ahi donde Ia
Visualizacion ~ cumple un  papel
fundamental como instrumento eficaz

para la mejora en la comprension de
conceptos abstractos y ain mas potente
cuando se utilizan medios tecnoldgicos
como software de geometria dinamica.”
R-E2: “En general la Visualizacion
potenciado por medios tecnologicos
aporta importantes medios (o recursos de
mediacién) Utiles para cada concepto,
contenido u objeto  matematico
susceptible de ser tratado visualmente y
didacticamente para la ensefianza y
comprension de dicho objeto o contenido
matematico.”

R-E1: “Ademas, es necesario resaltar que
los profesores de matematicas en
formacién deben tener conocimiento y
aceptar lo esencial que es la visualizacién
en la didactica; es por esto que se
considera que el generar en los
estudiantes reflexiones didacticas acerca
de coémo se aborda un concepto
matematico fundamental es un hecho

En este punto, los EPP definen la
visualizacion en la DdM como una forma
de reconstruir la practica docente a un
enfoque visual, que permita crear,
mover, usar, entre otros, un concepto
abstracto, buscando la comprension de
este.
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necesario que no se puede negar y una
salida a esto tiene que ver con el uso de
procesos de visualizacion por parte del
profesor con propoésitos didacticos.”
R-E3: “De acuerdo a lo anterior y
apoyados en la definicion de diferentes
autores, consideramos que la
visualizacion es la accion de crear,
relacionar, interpretar, usar y reflexionar
sobre  diferentes  representaciones
semiodticas 0 mentales de un objeto
matematico, sean estas a lapiz y papel o
por medio de ambientes de geometria
dindmica, con la cual se puede lograr una
comprension de los objetos matematicos,
ya que la principal dificultad que se tiene
en matematicas para comprender se debe
a que no se puede acceder a los objetos
manera tangible, es por esto que existe la
necesidad de hacer uso de recursos que
promuevan la visualizacién como base
para el desarrollo del pensamiento
matematico.”

R-E4: “Es asi, que la visualizacion como
un organizador didactico y curricular
para la formacion docente se traduce
particularmente en la construccion de
realidades en la practica docente, en la
forma en como se entiende y se ensefia
matematicas, en el discurso mismo del
docente y su relacion con los conceptos
matematicos.”

R-E4: “La wvisualizacion se inscribe
claramente en el discurrir de la actividad
matematica en todos sus niveles, es por
esto, entre otras razones, que la
pertinencia de los procesos de
visualizacion tomen un roll trascendental
en la forma en que se piensa y entiende el
curriculo de matematicas, pues sin duda

Los EPP muestran cémo la visualizacion
permea el curriculo, haciendo énfasis en
que, en este punto, hay una convergencia
hacia aspectos positivos que mejoren la
ensefianza de las matematicas.

Los EPP expresan que, al desarrollar un
curriculo basado en lo visual, hay un
acercamiento a la comprension de
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alguna, si aquello que se piensa y
propone como caracter del curriculo de
matematicas  converge, asocia 0
desarrolla la visualizacion en este, el
sentido propio de las formas en como se
ensefia y se aprende matemaética gira

conceptos 'y objetos matematicos,
ademé&s mencionan que anteriormente se
creia que dicha comprensién se
conseguia exclusivamente por medio de
definiciones o desarrollos puramente
tedricos y/o procedimentales.

positivamente hacia el desarrollo de
diversos problemas de aprendizaje y
ensefianza, pues sin duda alguna, los
procesos de visualizacion permiten
expresar y desarrollar experiencias de
aprendizaje significativos.”

R-E4: “Pensarse la ensefianza y el
aprendizaje de las matematicas inscritas
en el desarrollo de procesos de
visualizacion, en donde los estudiante y
el profesor estan en camino de desarrollar
procesos de creacion de imagenes
representativas  asociadas a algun
concepto matematico constituye un
“cambio” en el curriculo en general,
ademas, atiende a las necesidades del
saneamiento de los conflicto vy
dificultades al interior de la educacion
matematica, reformulando la idea de que
en las matematicas escolar y en general
solo es posible acercarse a la
comprensién de conceptos y objetos
matematicos exclusivamente por medio
de definiciones o desarrollos puramente
tedricos y/o procedimentales.”

Tabla 8. Observaciones frente a los datos recolectados al aplicar el guion 5 (elaboracién propia).

Con base en lo mostrado en la tabla 8, se deduce que inicialmente, los EPP ven una
relacion directa entre el uso de tecnologias digitales y la visualizacion, pues expresan
que hay una mejora a dichos procesos de visualizacion con el uso de recursos digitales.
De aqui que, en la presente investigacion, las actividades propuestas en la UDG se

desarrollen con el uso de videos y recursos del software Geogebra.
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Luego, los EPP expresan que se debe mantener una relacion entre el aspecto
algebraico y lo visual; sin embargo, aunque consideramos que lo algebraico es
importante, el fin de dar una introduccion visual e intuitiva, disminuye el valor que se
le da a lo algebraico, potenciando asi o geométrico, que en ultimas es lo que se quiere
con la presente propuesta.

Por otra parte, teniendo en cuenta los datos recolectados frente a la definicidn que
los EPP dan de la visualizacién en la DdM, es importante tener en cuenta que hay una
relacion estrecha con el hecho de proponer un curriculo basado en lo visual, pues dicha
definicion recolectada en los trabajos de los EPP, como la definicion que se da en la
presente propuesta, busca que se realice un curriculo basado en lo visual, que permita
generar procesos intuitivos, facilitando el acercamiento y la comprension a un CME
especifico, como en este caso, a la derivada, o dicho de forma visual, geométrica e
intuitiva, a la recta tangente a una curva y su pendiente.

Guion 6 (Actividades para la UDG de la RT a una curvay su pendiente):

Datos recolectados

Observacion

Al: Momento 3: Reconocer la recta
tangente a una curva: En este momento
se prevé que el estudiante pueda graficar
la o las rectas tangentes a curvas tales
como: (ver figura 24).

Los EPP pretenden con la presente
actividad que los estudiantes reconozcan
una recta tangente a una curva.

Los EPP expresan que, en este punto, los
estudiantes ya pueden realizar la grafica
de la recta tangente, teniendo en cuenta
la caracteristica de que toque a la curva
en un punto.

A2: Tarea 3: ;Como interpretas que la
recta tangente a la curva de una funcion
sea positiva?

a) Encuentra un punto en la que la
tangente a la curva y = x% -1 sea 4, e

Los EPP pretenden con la presente
actividad que los estudiantes interpreten,
segun el signo de la pendiente, la recta
tangente a una curva (punto ay c).

Ademas, los EPP, solicitan en el punto b,
hallar una recta tangente con una
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interpreta lo que le ocurre a dicha funcion
en el entorno del punto.

b) La funcion y = 1/x tiene como
representacion la siguiente grafica: (ver
figura 25).

¢Existe algun punto de esa funcién con
derivada positiva? Razona tu respuesta
mediante la representacion.

pendiente dada, sin especificar el método
para dicha actividad.

A3: Actividad: Teniendo en cuenta el
siguiente applet de Geogebra, dibuje la
recta tangente en distintos puntos por el
que pasa el carrito de la montafia rusa.

Los EPP pretenden, con un aspecto
fenomenologico, que reconozcan la recta
tangente a la montafa rusa, en el punto
en el que va el carrito.

¢Hay alguna relacion entre dicha recta
tangente y el movimiento del carrito?
Explica (ver figura 26).

Tabla 9. Observaciones frente a los datos recolectados al aplicar el guion 6 (elaboracién propia).

Teniendo en cuenta lo mostrado en la tabla 9, se deduce que los EPP en la Al se
alejan de una expresion algebraica, quedandose solo en aspectos graficos (geométricos
e intuitivos); sin embargo, una de las formas de entender la recta tangente es mostrando
las diferencias con la recta secante, por lo que una opcion que se podria manejar en la
presente actividad es que previamente a la realizacion de las rectas tangentes,
identifiquen varias rectas secantes, esto también permitiria ver la recta tangente, como
la aproximacion de rectas secantes, tal y como se plantea en la UDG de la presente
investigacion (ver anexos).

Luego, en la A2, los EPP quieren que los estudiantes identifiquen algunas
caracteristicas de la recta tangente a una curva (pendiente positiva), para
posteriormente, dar una expresion algebraica con la cual se pueda hallar la recta
tangente a una curva con una pendiente dada, por lo que, un estudiante avanzado e
interesado en el tema, podria derivar la expresion, igualar la pendiente y hallar dicha

recta tangente, lo cual, va en contravia con la presente propuesta.
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Finalmente, en la A3, los EPP desean trabajar con un aspecto fenomenoldgico,
planteando realizar la recta tangente a una curva en una situacion de una montafia rusa;
sin embargo, la actividad en general tiene varias potencialidades a trabajar a modo
introductorio de la recta tangente a una curva, por lo que, se podria reestructurar, tal y
como se realizé en la presente propuesta (ver UDG, parte 3), buscando un mayor
aprovechamiento del recurso.

Potenciacion y socializacion o comunicacion de los resultados asociados con la
experiencia, su sistematizacion (incluyendo propuestas de posibles mejoras) y
fundamentacién conceptual y procedimental: como se menciond anteriormente se
realizd una intervencion en el aula en la cual se le presentd a los estudiantes del curso
la UAD de la recta tangente a una curvay su pendiente y se socializaron los documentos
mencionados en la fase de preparacion y planificacion del presente subcapitulo, para
que presentaran una UDG como trabajo final de curso. Al analizar los trabajos
entregados por los estudiantes se evidencio que ya hacian propuestas de actividades en
las que presentaban la derivada de forma geomeétrica e intuitiva (ver figura 26), lo cual
cumplia con el objetivo de impulsar con la presente investigacion a la visualizacion
como un organizador didactico y curricular.

Posteriormente, la informacion recolectada permitio realizar una segunda socializacion
del ejercicio investigativo a la comunidad educativa del campo de la educacion
matematica; esto se realiz6 por medio de una ponencia en el 6to Encuentro
Internacional de Investigacion en Educacion Matematica EIEM6, Universidad del
Atlantico- 2022, donde varios estudiantes de la licenciatura en matematicas de dicha
universidad, hicieron presencia, los cuales hicieron comentarios positivos y por mejorar

frente a las actividades para llevar al aula (UDG).
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LA FACULTAD DE CIENCIAS DE LA EDUCACION Y LA
LICENCIATURA EN MATEMATICAS

CERTIFICA QUE:

JUAN PABLO OROZCO

PARTICIPG COMO PONENTE

EN EL “6TO DE EN MATEMATICA” EIEM-6

REALIZADO EN MODALIDAD HIBRIDA (PRESENCIAL-VIRTUAL), ENTRE LOS DIAS 20 Y 21 DEL MES DE OCTUBRE DE 2022
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Figura 27. Certificado de participacién EIEM®.

Finalmente, la tercera y Ultima socializacion del ejercicio investigativo se desarrollara
al momento de realizar la sustentacion de la tesis para optar al titulo de Magister en

Educacion con énfasis en Educacion Matematicas de la Universidad del Valle.
4.4.UNIDAD DIDACTICA GUIA (UDG) DE LA RECTA TANGENTE A UNA CURVA

Y SU PENDIENTE.

En este subcapitulo se muestra las partes 2 y 3 de la Unidad Didactica Guia (UDG) para
llevar al aula (ver completa en anexos), la cual fue disefiada y redisefiada por el equipo
investigador, lo ultimo teniendo en cuenta los aportes realizados por los estudiantes para profesor

que hicieron parte del programa de formacion inicial de profesores de matematicas (FIPM).

RECTA TANGENTE A UNA CURVA'Y SU PENDIENTE: INTRODUCCION
VISUAL, GEOMETRICA E INTUITIVA A LA NOCION DE DERIVADA
UNIDAD DIDACTICA GUIA (parte 2: Andlisis).

Sesidn 2: Triangulo de Barrow: recta tangente y su pendiente en un punto de una curva.

Objetivo:

« Caracterizar el triangulo de Barrow como un medio para la introduccion visual, geométrica e
intuitiva a la nocion de derivada por medio de la recta tangente y su pendiente en un punto a una
curva.

 Mostrar el proceso visual, geométrico e intuitivo de hallar la recta tangente y su pendiente en
un punto a una curva.
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Materiales (recursos y medios):
« Léapiz, colores, papel, regla, calculadora, computador (Tablet o celular con conectividad) y
applet de Geogebra “triangulo de Barrow” (en: https://www.geogebra.org/m/yntncxas).

Enfoque metodoldgico:

« Laactividad se realizara en grupos de dos, maximo tres estudiantes. Se tendran en cuenta, tanto
lo que escriban en los espacios, como las participaciones en las distintas preguntas de las
actividades.

Desarrollo de las actividades:

ACTIVIDAD 3. EL TRIANGULO DE BARROW: APROXIMACION SUCESIVA DE
RECTAS SECANTES Y SUS PENDIENTES ARECTAS TANGENTES Y SU PENDIENTE
EN UN PUNTO DE UNA CURVA.

Isaac Barrow (1630-1677), Te6logo y Matematico britanico, quien ademas hizo las veces de
maestro del famoso Isaac Newton, desarrollé un método para el calculo de tangentes, por medio
del “tridngulo caracteristico”, también conocido como “tridangulo de Barrow”. En lo que sigue,
tomaremos algunos aspectos de dicho método desarrollado por Barrow, con el fin de calcular
tangentes a algunas curvas.

Nota: En este punto, el profesor muestra algunos aspectos de la construccion hecha por Barrow
para hallar rectas tangentes en un punto a una curva, por medio del applet “triangulo de Barrow”.
« Dibuja la recta secante a la grafica de la funcion f(x)=x2 que pase tanto por el punto P(2, 4)
como por el punto Q(4, 16).

Nota: Observa que en rosado (Ay) y en naranja (Ax) aparecen los lados faltantes del triangulo
de Barrow.

o Halla el valor de la pendiente de dicha recta secante. Dicho valor lo Ilamaremos mj.



https://www.geogebra.org/m/yntncxqs
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Valor mi=

e Teniendo en cuenta el método de Barrow, se mueve el punto Q de modo tal que se
acerqgue al punto P, tal y como se muestra en la siguiente figura. Dibuja los lados faltantes
del triangulo de Barrow, asi como la recta secante a la grafica de la funcion f(x)=x2 que
pase por los puntos P(2, 4) y Q(3, 9).

10

Q=(3 49

e Ahora que el punto Q esta mas cerca al punto P, ¢ qué sucedid con el triangulo de Barrow,
comparado con dicho tridngulo en la primera figura?
o Halla el valor de la pendiente de dicha recta secante. Dicho valor lo llamaremos mo.

Valor my=

e Para continuar, se mueve el punto Q de modo tal que se encuentre mas cerca del punto
P, tal y como se muestra en la siguiente figura. Dibuja los lados faltantes del tridngulo
de Barrow, asi como la recta secante a la gréafica de la funcion f(x)=x? que pase por los
nuevos puntos P(2, 4) y Q(2.5, 6.25).
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e Ahora que el punto Q esta més cerca al punto P, ¢qué sucedié con el tridngulo de Barrow,
comparado con dicho triangulo en la primera y segunda figura?
o Halla el valor de la pendiente de dicha recta secante. Dicho valor lo llamaremos ms.

Valor ms=

e Observa la siguiente figura, donde el punto Q se acerc6 ain mas al punto P.

4 -2 0 4 G

e (Es posible dibujar los lados faltantes del tridngulo de Barrow sobre dicha figura? De
ser posible, realizalo y explica qué sucede con dicho tridngulo comparados con los
triangulos de Barrow dibujados en las figuras anteriores. De no ser posible, justifica el
motivo.

e /La recta color uva que pasa por Py Q sigue siendo secante a la grafica de la funcion
f(x)? Explica.

e Halla el valor de la pendiente de la recta color uva. Dicho valor lo Ilamaremos ma.

Valor ms=
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Observa en el video “Aproximacion del punto Q al punto P, triangulo de Barrow” (en
https://youtu.be/pXyj1PLOmyq) lo que sucedio con el triangulo de Barrow y con la recta

secante al realizar el proceso para hallar m1, mz, ms 'y ma. ;Qué puedes concluir frente a
la forma del tridngulo de Barrow a medida que el punto Q se acercaba al punto P? ;Qué
puedes concluir frente a la pendiente o inclinacién de la recta secante a medida que el
punto Q se acercaba al punto P? Explica.

Observa en el video “Zoom aproximacion del punto Q al punto P, tridngulo de Barrow”
(en https://youtu.be/6uV1rémQfV8) lo que sucedio con el triangulo de Barrow al hacer
“Zoom” en el applet. ;Es posible acercar aun mas el punto Q al punto P, de modo tal que
la recta color uva siga siendo secante a la grafica de la funcién? Halla una coordenada
para Q que esté aln mas cerca al punto P, para finalmente obtener otro valor de la
pendiente (ms) de dicha recta secante.

Valor ms=

Consigna los valores de las pendientes m1, mz, m3, m4 y el valor ms en la siguiente tabla:

Nombre Valor
Pendiente m;
Pendiente m;
Pendiente ms
Pendiente mg4
Pendiente ms

En la siguiente imagen vemos que solo esta el punto P, de modo tal que ahora la recta
roja toca a la gréfica de la funcion f(x)=x2 Ginicamente en dicho punto. ¢Qué sucedid con
el triangulo de Barrow? ¢La recta roja es secante? Explica.

5]

-4 -2 o 2 4

Teniendo en cuenta lo que se observa en el video “Tridngulo de Barrow: Proceso
completo, puntos P y Q” (en https://youtu.be/3XFLQg9iPuOs), ¢se puede concluir algo
frente a lo mostrado en el video y lo realizado para hallar mi, my, mz, ms y ms?



https://youtu.be/pXyj1PLOmyg
https://youtu.be/6uV1r6mQfV8
https://youtu.be/3XFLq9iPuOs
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e Sillamamos m a la pendiente de la recta roja que toca a la funcion Unicamente en el
punto P(2, 4), ¢Cual es el valor de la pendiente m de dicha recta roja? Explica la manera
en gue llegaste a concluir su valor.

RECTA TANGENTE A UNA CURVA Y SU PENDIENTE: INTRODUCCION
VISUAL, GEOMETRICA EINTUITIVAALA NOCION DE DERIVADA
UNIDAD DIDACTICA GUIA (parte 3: Deduccion informal e intuitiva).

Sesion 3: Situaciones de uso de la recta tangente a una curvay su pendiente.

Obijetivo:
e Mostrar distintas situaciones de uso de la recta tangente a una curva y su pendiente, con
el fin de hacer una introduccion a dicho concepto de forma visual, geométrica e intuitiva.

Materiales (recursos y medios):

e Lapiz, colores, papel, regla, calculadora, computador (Tablet o celular) y applet de
Geogebra “Montaiia rusa” (en: https://www.geogebra.org/m/yntncxas).

Enfoque metodologico:
e La actividad se realizard en grupos de dos, maximo tres estudiantes. Se tendran en

cuenta, tanto lo que escriban en los espacios, como las participaciones en las distintas
preguntas de las actividades.

Desarrollo de las actividades:
Nota: Para las siguientes actividades, es importante que tengas a la mano totalmente resuelta la
guia anterior.

ACTIVIDAD 4. LA VELOCIDAD DE UN AUTO



https://www.geogebra.org/m/yntncxqs
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Observa los primeros 6 minutos y 17 segundos del video “;Qué es la derivada? El concepto
grafico de derivada. (Qué es doblegar la curva?”’ (en
https://www.youtube.com/watch?v=YHIWfIT6TFQ) y responde:

e Supongamos que la carretera es cada una de las rectas secantes realizadas en la actividad
anterior (Actividad 3: EL TRIANGULO DE BARROW: APROXIMACION
SUCESIVA DE RECTAS SECANTES Y SUS PENDIENTES A RECTAS
TANGENTES Y SU PENDIENTE EN UN PUNTO DE UNA CURVA).

e (En cuél de las cuatro carreteras (mi1, mz, M3, Ms) Se genera una mayor velocidad,
teniendo en cuenta la comparacion que realizan en el video? Explica.

e Observa la siguiente imagen tomada del video.

e (A qué se te asemeja cada triangulo en los que se encuentran los carritos, respecto a lo
trabajado en la guia pasada? Explica.



https://www.youtube.com/watch?v=YH1WfIT6TFg
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e Entre el minuto 5y 6 del video, se muestra la forma en que se puede calcular la velocidad
en un punto, cuando la carretera es curva. Teniendo en cuenta lo mencionado, suponga
que ubicamos un carro en el punto P(2, 4) de la actividad anterior (ver siguiente imagen).

G

-4 -2 [u] 2 4

e ;A qué velocidad va el auto en dicho punto? Explica la manera en que hallaste dicho
valor.

ACTIVIDAD 5. LA MONTARNA RUSA
Nota: Para la siguiente actividad, es importante que tengas a la mano totalmente resuelta la
actividad anterior.

Observa e interacttia con el applet “Montafia Rusa” (en https://www.geogebra.org/m/csgcgynn)
y responde:

e Daclic en el boton “animacion” que se encuentra en la parte de arriba del applet y
observa el movimiento del carrito de la montafia rusa. Compara la velocidad en la que
va el carro en la subida entre x=0 y x=2 (por donde estan los puntos color rojo O, P, Q



https://www.geogebra.org/m/csqcgynn
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y R), con la subida entre x=14 y x=19 (por donde estan los puntos color verde A, By

C). ¢Que hipdtesis puedes dar al respecto? Explica.

Posteriormente, da clic en el botdn “stop” que se encuentra en la parte de arriba y
seguidamente ubica el carrito (punto S) de la montafia rusa sobre el valor x=1, tal y

como se muestra en la siguiente figura:

Realiza un pequefio bosquejo del triangulo de Barrow para cada punto O, P, Q y R,
respectivamente, con el punto S (carrito). ¢ Qué puedes inferir frente a cada triangulo de
Barrow y la inclinacién, segln sea con el punto O, P, Q y R? Explica.
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Teniendo en cuenta los distintos triangulos de Barrow realizados en el punto 3 y las
coordenadas de los puntos O, P, Q, Ry S (carrito), consigna los valores de las pendientes

para cada recta en la siguiente tabla:

Nombre Valor
Pendiente recta SO
Pendiente recta SP
Pendiente recta SQ
Pendiente recta SR

Teniendo en cuenta lo anterior, ¢Cuél es la velocidad aproximada a la que va el carrito
de montafa rusa cuando esta sobre el punto S(1, 3,69)? Dibuja la recta tangente sobre el

punto Sy posteriormente explica la manera como llegaste a concluir su valor.

Posteriormente, ubica el carrito (punto S) de la montafia rusa sobre el valor x=15, tal y

como se muestra en la siguiente figura:

B=(17.465
=(16,3.27

D =(15.45, 2
s:’! z:\-"'J

Realiza un pequefio bosquejo del tridngulo de Barrow para cada punto A, B, C y D,
respectivamente, con el punto S (carrito). ¢ Qué puedes inferir frente a cada tridangulo de

Barrow v la inclinacidn, seguin sea con el punto A, B, Cy D? Explica.
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e Teniendo en cuenta los distintos tridngulos de Barrow realizados en el punto 3 y las
coordenadas de los puntos A, B, C, Dy S (carrito), consigna los valores de las pendientes
para cada recta en la siguiente tabla:

Nombre Valor
Pendiente recta SA
Pendiente recta SB
Pendiente recta SC
Pendiente recta SD

e Teniendo en cuenta lo anterior, ;Cudl es la velocidad aproximada a la que va el carrito
de montafia rusa cuando esta sobre el punto S(15, 2,01)? Dibuja la recta tangente por el
punto S, y posteriormente explica la manera en que llegaste a concluir su valor.

e Teniendo en cuenta la velocidad a la que va el carrito sobre el punto S cuando va en la
zona de los puntos rojos (O, P, Q, R) y cuando va sobre la zona de los puntos verdes (A,
B, C, D), ¢Fue acertada tu hipotesis? Explica.

La anterior UDG, es una construccion realizada por el equipo investigador, teniendo en
cuenta la UAD desarrollada, asi como los aportes realizados por los EPP durante el programa de

formacion inicial de profesores de matematicas.
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Por lo anteriormente mencionado, se destaca que las actividades tienen como fin introducir
de forma geométrica, visual e intuitiva, a la recta tangente a una curva y su pendiente, a estudiantes
de bachillerato y media, lo cual es un inicio para acercarse a la nocién de derivada.

Finalmente, se debe mencionar que dicha UDG no fue llevada al aula, por lo que se espera,
en una futura investigacion, complementar la UDG, aplicarla y analizar dicha aplicacion, para

poder mejorarla.
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5. CONCLUSIONES

En este capitulo se presentan algunas conclusiones, reflexiones y recomendaciones
relacionadas con la informacion suministrada por los estudiantes para profesor del programa de
formacion y descrita en el capitulo anterior, en relacion con la pregunta y los objetivos que
orientaron el trabajo de investigacién. Dichas conclusiones y reflexiones se generan al contrastar
la aproximacién tedrica que proporcionaron los referentes tedricos-conceptuales, en relacién con
la caracterizacion de la visualizaciébn como un organizador didactico y curricular y los
conocimientos didacticos que el profesor-investigador y los estudiantes para profesor ponen en
manifiesto en los encuentros de formacion y en sus propuestas de UD para la introduccion
geométrica, visual e intuitiva de la recta tangente a una curva y su pendiente, para la construccién

de sentido de dicho CME en la educacion media escolar.

5.1.CONCLUSIONES GENERALES
En relacion con el objetivo especifico 1 (OEL), el cual pretendia construir un modelo local
de Andlisis Didactico, basado en la evolucidn histérico-epistemoldgica, el anélisis fenomenoldgico
y el anélisis semiotico del concepto de derivada, con el fin de caracterizar los conocimientos
didacticos del contenido que sostienen el proceso de visualizacién de la recta tangente a una curva
y su pendiente, se puede concluir que:

e El desarrollo de un modelo local de analisis didactico (MLAD) ayuda al docente a
adquirir un conocimiento didactico (CD) que le permite fortalecer sus propuestas
didacticas y curriculares, esto es, innovar en sus practicas profesionales. Lo anterior se
debe a que la construccion de dicho modelo permite caracterizar y reconocer las
relaciones historicas, epistemologicas, fenomenolodgicas, disciplinares, didacticas,

curriculares y (se espera que también las) visuales que el profesor en ejercicio evidencia
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0 requiere en su conocimiento didactico y que expresa a través de discursos y
propuestas educativas que consideran la introduccion geométrica, visual e intuitiva de
la recta tangente a una curva y su pendiente, para la construccion de sentido de dicho
CME en la media escolar.

e Con la construccion del modelo local de conocimiento y analisis didactico (ML de
CD&AD) se fundamenta la visualizacién como un organizador didactico y curricular
el cual, por medio de un analisis de contenido, toma los aspectos visuales, geométricos
e intuitivos de los conceptos matematicos con el fin de desarrollar propuestas
(Programas de FPM, UDG) que permitan dotar de sentido a un contenido matematico
escolar (CME).

e El desarrollo del modelo local de conocimiento y analisis didactico (ML de CD&AD)
en la presente investigacion, permite considerar la elaboracion de dos clases de UD,
una dirigida al profesor, denominada unidad de analisis didactico (UAD), la cual se
realiza basada en las distintas categorias del AD, y la otra dirigida a los estudiantes,
denominada unidad didactica guia (UDG), la cual contiene la secuencia de actividades
y tareas a desarrollar por los estudiantes y contenidos necesarios para la comprension
y el aprendizaje. Esta caracterizacion de UD permite una mejor planificacién para la
aplicacion en el aula.

En relacidn con el objetivo especifico 2 (OE2), el cual pretendia disefiar e implementar un

programa de formacién inicial de profesores de matematicas que permita generar una unidad
didactica para la ensefianza y comprension de la derivada basada en el proceso de visualizacion de

la recta tangente a una curva y su pendiente, se puede concluir que:
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e Una UAD puede ser construida (teniendo en cuenta un ML de CD&AD) por
investigadores y formadores de profesores para que sea presentada tanto a EPP como a
docentes en ejercicio, con el fin de disefiar propuestas de aula (UDG). Lo anterior,
fundamento el programa de formacion inicial desarrollado en la presente investigacion.

e Dentro del programa de formacién inicial de profesores de matematicas, los EPP
mostraron motivacion para tomar los aspectos presentados por el equipo investigador.
Lo anterior permiti6 desarrollar un buen seminario, permitiendo que los EPP realizaran
aportes significativos a la investigacion.

e La visualizacion como un organizador didactico y curricular aporta importantes
medios (o0 recursos de mediacion) Utiles para cada concepto, contenido u objeto
matematico susceptible de ser tratado visual y didacticamente para la ensefianza y

comprension (dotar de sentido) de dicho contenido matematico.

5.2.PERSPECTIVAS PARA DESARROLLOS FUTUROS Y RECOMENDACIONES

La articulacion entre la evaluacion de programas de formacion y el AD como metodologia
de investigacién, generd la posibilidad de una linea o programa de investigacion basado en la
Sistematizacion de Experiencias Docentes con propésitos formativos y de innovacién curricular y
didactica; lo anterior, proponiendo un enfoque metodoldgico de investigacion situada en el
contexto del aula de clase, en este caso, con profesores en formacién inicial.

La presente propuesta de formacion inicial podria contribuir también a la concrecion de
seminario y cursos para EPP, los cuales logren integrar aspectos didacticos y metodoldgicos que
les permita mejorar su formacion inicial, dar unas pautas iniciales e innovadoras para sus futuras

investigaciones en el campo de la DdM.
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Finalmente, mencionar que los resultados de la presente investigacion son una invitacion a
complementar las propuestas de formacion profesional de los profesores de matematicas, con una
orientacion en desarrollo de competencias, teniendo la investigacion como principio fundamental

de su formacidn, su desarrollo profesional, y razén de ser de la practica y quehacer docente.
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A. ANEXOS
Programa de los cursos de Didéactica I, I, 11l y IV de la licenciatura en matematicas de la

Universidad del valle:

1. IDENTIFICACION DE LA ASIGNATURA

Programa académico: Licenciatura en Matematicas

Nombre de la asignatura: Didactica I: Desarrollo de pensamiento numérico
Créditos: 3

Habilitable: No

Validable: No

Periodo: octubre 2021- marzo 2022

2. Enfoque y Descripcién General

Este curso pertenece al Ciclo Basico Especifico de esta Licenciatura y en este se
caracterizan y conceptualizan algunos campos problémicos que aluden a la formacién y
desarrollo de pensamiento matematico autbnomo en ambitos escolares y extraescolares
especificos y que son motivo de investigacion en Educacion Matematica. Campos
problémicos que tienen que ver con fendbmenos que subyacen a la comunicacion de
saberes matematicos en el ambito escolar y extraescolar, esto es, fendbmenos en torno a
los procesos de produccién, circulacion y evaluacién de estos conocimientos y saberes
considerados como objeto de ensefianza y de aprendizaje; para lo cual, se hace
necesario estudiar algunas posturas tedricas y diversas investigaciones en torno a la
conceptualizacion e identificacion de este tipo de problemas. Se inicia este estudio con
el trabajo alrededor de problematicas relacionados con el desarrollo del pensamiento
numeérico en el @mbito de la construccién y significacion de los sistemas numéricos.

Es asi, como el tratamiento de estos campos problémicos relacionados con la ensefianza
de los sistemas numéricos, se abordan desde perspectivas de investigacion de orden
tanto nacional como internacional. Investigaciones que develan la complejidad de la
construccion de diferentes significados del niumero natural, entero, racional, etc.,
asociados al tratamiento y a la conversion en distintos sistemas de representacion, a los
significados segun el contexto de construccion y uso y al papel fundamental que juega el
sistema de numeracion decimal; a la complejidad en la resolucién de problemas aditivos
y multiplicativos tratados desde las conceptualizaciones de estructura aditiva y
multiplicativa, entre otros aspectos y cuyo proposito es revelar los procesos de
razonamiento y contextos, asociados a estas construcciones y usos que potencian el
desarrollo del pensamiento numérico. Como también, las relaciones e interrelaciones
entre el desarrollo de este tipo de pensamiento y el desarrollo de los pensamientos
métrico, geométrico, aleatorio, entre otros.

Estos problemas relacionados con la ensefianza y aprendizaje de la aritmética, en la
escuela, se abordan desde las perspectivas epistemolégicas, cognitivas y didacticas; con
ello se pretende caracterizar la didactica de la aritmética como campo de investigacion
con problematicas propias y con marcos teéricos y metodoldgicos que sustentan los
tratamientos de tales problemas.

Se espera que los estudiantes participen activamente en cada una de las actividades que
se proponen, tales como las lecturas de estudio de los documentos presentados tanto en
clase como los de la bibliografia, exposiciones, discusiones, escritura de resefas y
ensayos, entre otros, con el propésito que se apropien de reflexiones y andlisis de
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situaciones y fendmenos inherentes a la construccién de pensamiento numérico en
ambitos escolares o extraescolares y, que posibiliten la busqueda de propuestas para la
solucién de problemas que se les presentes en su ejercicio profesional e investigativo,
en este campo. Para lograr esto Ultimo, en este curso se continla con alguna practica
que potencie la reflexion alrededor de la finalidad del trabajo como profesor de
matematicas alrededor de las nociones de curriculo, evaluacion, ambientes de
aprendizaje, el papel de los textos escolares, de las actividades de laboratorio, etc.
Practicas asociadas a procesos de observacion y analisis alrededor de los asuntos
enunciados antes.

3. Propdésitos

A través de este curso se espera gue los estudiantes logren:

0 Una apropiacion de fundamentos teoricos sobre problemas de estudio en el campo de
la Educacién Matemética.

0 El reconocimiento de la complejidad en la formacion de pensamiento matematico en
ambientes escolares - dificultades, obstaculos y errores - a partir de los resultados de
investigaciones en Educacion Matemética, particularmente, en el desarrollo de
pensamiento numérico.

0 La reflexion acerca de las concepciones sobre la ensefianza y el aprendizaje de la
aritmética, y cOmo estas concepciones pueden ser fuentes de problemas en la formacion
de pensamiento matematico.

0 El desarrollo de practicas de observacion ligadas a procesos de planificacién curricular,
evaluacion, disefio de ambientes de aprendizaje, mediaciones etc.

4. CONTENIDOS TEMATICOS

CARACTERIZACION Y CONCEPTUALIZACION ACERCA DE PROBLEMAS EN EL
CAMPO EDUCACION MATEMATICA Y EL PENSAMIENTO NUMERICO. En este
apartado se estudia y analiza la Educacién Matematica como un campo de investigacion
activa que durante las ultimas décadas ha permitido la identificacion de mudltiples
problematicas que se revisten en los procesos de ensefianza y de aprendizaje de las
matematicas, asi como propuestas para abordarlas. Para ello se parte estudiando las
caracteristicas y determinacién de un problema en Educacién Matematica y la
conceptualizacion sobre errores, obstaculos y dificultades en el aprendizaje de las
matematicas, como elementos fundamentales en la determinacion de problemas en
educacién matematica, como también, la perspectiva planteada por el Ministerio de
Educacion Nacional (MEN, 1998, 2006) acerca del pensamiento numérico.

PROBLEMAS RELACIONADOS CON EL DESARROLLO DEL PENSAMIENTO
NUMERICO. Son objeto de reflexién y analisis en este eje tematico la complejidad
conceptual, procedimental y las competencias relacionados con el desarrollo del
pensamiento numérico, en particular, las relacionadas con: sentido numérico (como
condicién necesaria para la comprension y desarrollo de pensamiento numérico y el),
significado de los contenidos numéricos (contenido y estructura del curriculo escolar, los
naturales, enteros, racionales, irracionales y sus estructuras conceptuales, los sistemas
de representacion, el campo fenomenologico, entre otros aspectos), Condiciones y
orientacion del aprendizaje numérico (ambientes de aprendizaje, oportunidades de
aprendizaje, mediaciones, entre otros), Planificacion de la ensefianza para el desarrollo
del pensamiento numérico (variables y funciones de las tareas matematicas, materiales
y recursos en el aula, articulaciones entre contenidos, procesos de pensamiento y
contextos, evaluacion y valoracion de los aprendizajes para la toma de decisiones , entre
otros).
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ALGUNAS PRACTICAS DE OBSERVACION SOBRE LO NUMERICO EN LA ESCUELA.
Se trata de que los estudiantes continien con las experiencias de una practica de
observacién sobre ambientes de aprendizaje, propuesta curricular, actividades de aula,
evaluaciones escolares etc., relacionadas con el desarrollo de pensamiento numérico y
sus interrelaciones con otros pensamientos como el métrico, el aleatorio etc.

IDENTIFICACION Y ANALISIS DIDACTICO DE UN PROBLEMA RELACIONADO CON
EL DESARROLLO DEL PENSAMIENTO NUMERICO VS LA PRACTICA DE
OBSERVACION. Se trata de que los estudiantes identifiquen una problemética
relacionada con la ensefianza y el aprendizaje de lo nhumérico la caracterice y aborden
su estudio desde investigaciones realizadas al respecto, desde practicas investigativas y
de observacion. Se espera que durante este tiempo los estudiantes desarrollen el trabajo
final del curso, lo cual evidencie el grado de apropiacion tedrica y reflexiva que lograron
a lo largo del curso.

5. METODOLOGIA

La metodologia se basa en el modelo de seminario — taller como estrategia de trabajo.
Desde esta perspectiva los estudiantes deben adelantar una serie de lecturas para su
posterior puesta en discusion en clase. De igual forma, realizar talleres donde se ponen
en juego los analisis realizados en el trabajo individual o en grupo y producciones
textuales como resefias y ensayos. Ademas, exposiciones donde se ponen en juego sus
estudios y analisis sobre un documento en particular y el seguimiento a préacticas de
observacién. Para todo esto, se hace un acompafiamiento continuo del profesor a los
estudiantes para apoyar sus desarrollos y develar sus inquietudes, para lo cual el correo
institucional y el campus virtual juegan un papel importante.

6. EVALUACION

Los talleres tendran una valoracion del 30% de la nota final, los quices (dos en el
semestre) un 20%, las exposiciones de un 25%, el trabajo final el 25% de la nota
definitiva. El trabajo final consiste en la presentacién de un documento tipo ensayo en el
cual el estudiante selecciona y analiza un problema especifico relacionado con el
desarrollo del pensamiento numérico a la luz de los documentos abordados en clase,
lecturas complementarias que los estudiantes pueden adquirir y establece la relaciéon
con las practicas de observacién realizadas. Oportunamente se daran indicaciones
especificas en relacion con este asunto.
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1. IDENTIFICACION DE LA ASIGNATURA

Programa académico: Licenciatura en Matematicas
Nombre de la asignatura: Didactica Il: Desarrollo de pensamiento geométrico y
métrico

Cadigo: 405136M

Grupo: 01

Nombre del profesor: DIEGO GARZON CASTRO
Horario: miércoles 16 00 a 18: 00; Ed. E23(331), 2073.
Créditos: 3

Habilitable: No

Validable: No

Periodo: Octubre- febrero de 2020

2. Enfoque y Descripcién General

Este curso pertenece al Ciclo Profesional de la Licenciatura en Matematicas. La Didactica
de la Geometria (DG), como parte de la Didactica de las Matematicas se ocupa de
observar, describir, analizar, conocer y explicar los fendmenos y problemas relativos a
las relaciones entre sujeto y objeto que se presenta en el sistema didactico en relacion
con los objetos y conocimientos geométricos y métricos en los distintos contextos y
niveles educativos de la Educacién Basica Secundaria y Media.

El pensamiento espacial y métrico es componente fundamental de las estructuras
analiticas curriculares escolares debido a sus aportes significativos en el desarrollo del




147

pensamiento matematico, el conocimiento de las personas y la sociedad. El desarrollo de
competencias asociadas con el desarrollo de pensamiento espacial y métrico aporta
instrumentos para comprender y describir el espacio y el tiempo en el que vivimos y el
razonamiento. El conocimiento geométrico como parte de una disciplina cientifica se
fundamenta en procesos de generalizacion, abstraccion, formalizacion y rigor. En este
sentido, la formacion en geometria también resulta fundamental para emprender el
estudio y comprensiéon de muchas otras disciplinas escolares, profesionales y cientificas.
En la literatura de investigacion es reconocido como los estudios sobre la formacion en
geometria, han incrementado en lo que refiere al uso de tecnologia y como esta impacta
la ensefanza, el aprendizaje y el pensamiento geométrico de los estudiantes aprendices;
el conocimiento del contenido geométrico por parte de los profesores y el desarrollo
profesional del profesor para la formacion geométrica (Jones y Tzekaki, 2016). Es por
esto por lo que en esta propuesta de curso se integra el uso de distinto tipo de recursos,
pero enfatizando en los recursos digitales.

Whiteley, Sinclair y Davis (2015) describen el razonamiento espacial como una capacidad
vital del pensamiento y la accion humana, que no siempre ha sido identificada y
fundamentada en la escuela. En consecuencia, la relevancia de desarrollar habilidades
en la ensefianza asociadas con este tipo de capacidad.

La investigacion en el campo de la capacidad espacial destaca el bajo desarrollo de las
habilidades relacionadas con la orientacion espacial, las relaciones espaciales y
transformaciones, también la comprension de las dimensiones y la localizacién. Los
aportes de este tipo de investigacion son importantes, porque el razonamiento espacial
MAs que un componente importante del pensamiento y la accién humana se considera
estrechamente conectado con el pensamiento y el desarrollo de conocimiento geométrico
(Jones y Tzekaki, 2016). Esto permite reconocer su importancia para el desarrollo de
habilidades en distintas disciplinas: la ciencia, la ingenieria, el arte, la tecnologia, los
deportes. En consecuencia, la importancia que adquiere el desarrollo de competencias
profesionales de los profesores en formacién para la enseflanza del razonamiento
espacial y la medida.

3. Objetivo General

Promover entre los profesores en formacién un espacio de fundamentacién conceptual y
reflexion, para promover el desarrollo de sus competencias profesionales asociadas con
los conocimientos geométricos, didacticos, curriculares y habilidades para su desempefio
docente.

4. Objetivos especificos

» Capacitar a los estudiantes para profesor para tomar decisiones adecuadas relativas a
la ensefianza de la geometria escolar.

* Desarrollar competencias para identificar problemas de |la ensefanza de la geometria,
analizarlos y disefar actividades para el aprendizaje.

» Desarrollar las competencias del estudiante para profesor en la identificacion,
comprension y el razonamiento respecto a los procesos de aprendizaje, en relacién con
la actividad geométrica de los estudiantes.

* Fundamentar los conocimientos, la configuracion y uso de recursos para el aprendizaje
y la ensefanza de las matematicas.

5. CONTENIDOS TEMATICOS

5.1 LA GEOMETRIA COMO CONTENIDO CURRICULAR

1. Geometria y Educacion. El Curriculo de Geometria (finalidades), la evaluacion desde
un punto de vista de la DG: el Conocimiento Didactico de la Geometria. Conexiones y
relaciones entre los diversos contenidos y asignaturas.

Naturaleza del conocimiento geométrico: Expandir las visiones de la geometria.
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2. Curriculo y Geometria. El pensamiento espacial y métrico y su desarrollo en la
Educacion Basica Secundaria y Media. Las formas en el espacio y en el plano, la
geometria a través de las transformaciones.

5.2 LA GEOMETRIA COMO OBJETO DE APRENDIZAJE

3. La investigacion respecto al aprendizaje de la geometria escolar y la medida.

4. Representacion, modelacion y resolucién de problemas

5. Razonamiento Geométrico. Clasificacion de formas geométricas a partir de sus
propiedades. Razonamiento geométrico y construccion de sentido.

6. Construccion geométrica en entornos de geometria dindmica. La medida en ambientes
de geometria dinamica.

7. Estudio del sentido espacial y la medida.

5.3 LA GEOMETRIA COMO OBJETO DE ENSENANZA

8. La enseflanza de la Geometria en la Educacion Basica y Media. El disefio de tareas,
la planificacién e intervencion en el aula.

9. Recursos para la ensefianza y el aprendizaje de la geometria.

6. METODOLOGIA

El curso se desarrollara en la modalidad de seminario-taller. En algunos momentos el
profesor presentard ideas centrales de algunos temas e igualmente los estudiantes
efectuaran sus respectivas presentaciones. lgualmente, se propondran actividades y
situaciones en la modalidad de taller para realizar por parte de los estudiantes
individualmente, en grupos pequefios 0 conjuntamente por parte de la clase. En el
enfoque de

seminario-taller el estudiante debe realizar la lectura y analisis de algunos documentos
propuestos por el profesor, para su posterior presentacién y discusion en clase.
Igualmente, se realizaran talleres, puestas en comun y tareas donde se pongan de
manifiesto en la practica los resultados de estas lecturas y analisis; es decir actividades
de practica de disefio para la formulacion de tareas o actividades para el aula o la
formacion extraescolar. Periddicamente los estudiantes deben presentar por escrito o/y
oralmente pequefios informes o trabajos sobre estas actividades, que realizaran unas
veces en el aula y otras fuera de los horarios de clases. Todas estas actividades deben
orientarse hacia la elaboracién de un trabajo final del curso.

El eje central del seminario lo configura el disefio de una propuesta de indagacion e
intervencion en el salén de clase, que sera definida en la tercera clase, este proyecto
implicara el reconocimiento de un problema en el aprendizaje de la geometria, la
planificacion y disefio de una secuencia de aprendizaje y la intervencion en dos clases
gque seran videograbadas, analizadas e interpretadas. Los avances de esta propuesta
seran presentados a lo largo de cuatro sesiones de clase. Estara a cargo de tres
estudiantes.

7. EVALUACION

Debido a que en el curso se privilegia como estrategia metodolédgica el seminario taller,
la asistencia y la participacion de los estudiantes es un factor importante para el logro de
las finalidades del curso. Por esta razon la asistencia, el trabajo en clase, la intervencion
en sesiones de puesta en comun y debate, las sustentaciones orales de informes de
lectura, presentacion de pruebas parciales escritas, etc., equivale a un porcentaje del
35% del valor de la nota definitiva. Estas actividades las realizara el estudiante unas
veces individualmente y otras en grupos (integrados por tres estudiantes).
Periddicamente, los estudiantes realizaran individualmente y/o en grupos, lecturas con
sus respectivos informes escritos de documentos elegidos previamente por el profesor.
A partir de esta actividad, complementariamente los estudiantes deben participar
activamente en las sesiones de clases de puesta en comun y debate sobre los contenidos




149

y propuestas de estos documentos. La presentacion por escrito de todos y cada uno de
estos informes de lectura tiene un valor del 20% de la nota definitiva. Para la presentacion
de los informes de lectura se recomienda hacerlo en computador, conservando el archivo
correspondiente, asi como seguir las indicaciones de la guia de lectura propuesta
inicialmente por el profesor durante la primera semana de clases.

El proyecto transversal del curso, lo configura la propuesta de indagacién e intervencion,
respecto a una problematica en el aprendizaje o la ensefianza de la geometria tépico o
contenido geométrico o métrico escolar determinado. basandose en las propuestas
tedricas, practicas desarrolladas en el curso e inquietudes con las que se llega al curso.
Para el desarrollo de esta actividad los estudiantes presentaran avances referidos a la
identificacion del problema, la planificaciéon de intervencion, disefio y resultados obtenidos
en la intervencién. Elinforme final del trabajo, junto con su presentacién previa, tienen un
valor del 45% de la nota final.
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1. IDENTIFICACION DE LA ASIGNATURA

Programa académico: Licenciatura en Matematicas

Nombre de la asignatura: Didactica lll: Desarrollo de pensamiento estocastico
Creditos: 3

Habilitable: No

Validable: No

Periodo: febrero- junio de 2021

2. Enfoque y Descripcion General

Es aceptado en la actualidad, que la estadistica y probabilidad inundan gran parte de nuestro
diario vivir en aquellas situaciones que se presentan para la toma de decisiones. Decisiones
en ocasiones basadas en nuestra experiencia o en cierta regularidad estadistica observada
desde diferentes registros. El proceso de sensibilizar a la comunidad educativa respecto a la
presencia inexorable de la variabilidad y la incertidumbre en todos los fendmenos de la
naturalezay de la sociedad y las consecuencias de ignorar su existencia, deben ser estudiados
por los futuros maestros de matematicas. La Estadistica como paradigma esencial en la
busqueda del conocimiento en la investigacion empirica es un requisito para el analisis y
observacién de los individuos hacia los colectivos como objeto y propdsito de la investigacion.
Se establece entonces como un transito del conocimiento perfecto a la convivencia con el error
y con lo incierto, pero con una medida de la incertidumbre y el error, convenientes para la toma
de decisiones y medicion del riesgo. Mediante este seminario de Didactica de la Estadistica,
se pretenden descubrir algunas aristas de investigacion didactica en el marco de este nuevo
paradigma que permita considerarla como linea de formacién dentro de la Educacion
Matematica.

3. Objetivo General

Elaborar a la luz de los marcos te6ricos de referencia, un proyecto estadistico para ser llevado
al aula

4. Objetivos especificos

Caracterizar los distintos autores de referencia en la comunidad de la Educacion Estocastica.
Generar un pensamiento inductivo en el estudiante para la buena toma de decisiones en el
campo de la estadistica y probabilidad.

Analizar los distintos enfoques tedéricos que en la actualidad modelan los problemas de la
educacion estadistica.

5. CONTENIDOS TEMATICOS

Marco curricular del pensamiento aleatorio (Lineamientos, Estandares, Derechos bésicos de
Aprendizaje)

Elementos tedricos en la investigacion en la Educacion Estocastica: Algunos referentes
nacionales e internacionales.

Educacion Estadistica Critica

Estrategias de trabajo en el aula: El valor de los proyectos y la importancia del juego, las
paradojas y las analogias en la apropiacion del paradigma de la Estadistica.

Elementos histéricos y filoséficos en la estadistica y probabilidad.

6. METODOLOGIA

Las sesiones estan destinadas a desarrollarse mediante la estrategia seminario-taller. Los
estudiantes seran agentes activos participando en presentaciones individuales o grupales con
un tema especifico previamente asignado y socializado, esto con el propdsito de explorar y
consolidar las diferentes habilidades y desempefios propios del pensamiento aleatorio.
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7. EVALUACION

Para efectos de la evaluacién durante estas sesiones, se tendran en cuenta los siguientes
criterios:

1. Desarrollo y aplicacién de las presentaciones de lecturas, informes, tareas, relatorias (40%)
2. Presentacion Final del Proyecto (60%)
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1. IDENTIFICACION DE LA ASIGNATURA

Programa Académico: Licenciatura en Mateméticas

Nombre de La Asignatura: Didactica IV: Desarrollo de pensamiento variacional

Cddigo y Grupo: Grupo 01

Nombre del Profesor: Ligia Amparo Torres R.
ligia.torres@correounivalle.edu.co

Horario y Lugar: viernes de 10:00 a.m. a 1:00 p.m.

Creditos: 3 (tres).

Habilitable: No

Validable: No

Periodo: Agosto — diciembre de 2020

2. DESCRIPCION GENERAL

Este curso con enfoque metodoldgico de seminario pertenece a la linea de formacion en
Didéactica de las Mateméticas, de la componente en Didactica de las disciplinas y al Ciclo
profesional, de la Licenciatura en matematicas. Para su desarrollo cuenta con tres
créditos académicos, dos de los cuales estdn enfocados a la practica pedagdgica de
disefio y experimentacion.

En este seminario se abordan aspectos relacionados con los resultados de la
investigacion, de las ultimas décadas, en didactica del algebra. Aspectos relacionados
con la transicion de la aritmética al algebra en ambitos escolares, la naturaleza de los
pensamientos aritmético y algebraico, las dificultades y obstaculos que se presentan en
dicha transicion; la caracterizacion del razonamiento algebraico y el pensamiento
variacional y sus vinculos; la relacién entre algunos contendidos como las expresiones
algebraicas, ecuaciones y funciones con el el papel de la modelacion y la resolucién de
problemas en la formacion de pensamiento variacional y razonamiento algebraico.

Ademas, atentos a los desarrollos de esta investigacion en didactica del algebra se hace
necesario en este seminario estudiar algunas propuestas de trabajo algebraico en el aula,
que reconocen y sustentan la relacion de éstas con lo histérico — epistemolégico, la
generalizacion de patrones, la resolucién de problemas, la modelacién matematica, entre
otros aspectos.

Para que estos fundamentos de reflexion se constituyan en verdaderas herramientas
para los estudiantes y avancen en la consolidacion de su formacién y proyectos de grado,
los estudiantes realizaran un trabajo de practica pedagdgica, de forma transversal a toda
la formacion, en tanto disefiaran o adaptaran algunas propuestas de aula, de la cuales
haran la implementaciéon de algunos apartados para su posterior andlisis. Todo esto a
través de la identificacion de una problematica particular en la ensefianza y aprendizaje
del algebra en la escuela.

3. PROPOSITOS/ OBJETIVOS
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A través del seminario se espera en los estudiantes:

= Una apropiacion de fundamentos teoricos y metodoldgicos sobre probleméaticas
didacticas en torno al desarrollo del razonamiento algebraico y el pensamiento
variacional en ambitos escolares.

= Integren estos fundamentos de construccibn de razonamiento algebraico y
pasamiento variacional en el andlisis de algunas propuestas sobre la ensefianza y
aprendizaje del algebra en la escuela

= Consoliden procesos de escritura a partir de los trabajos escritos, sobre reflexiones
en las tematicas, objeto de estudio.

4. METODOLOGIA

La metodologia se basa en el modelo de seminario — taller como estrategia de trabajo.
Desde esta perspectiva los estudiantes deben adelantar una serie de lecturas para su
posterior puesta en discusion en clase. De igual forma, se realizaran talleres donde se
ponen en juego los andlisis realizados en el trabajo individual o en grupo, exposiciones y
producciones textuales.

5. EVALUACION

Los talleres y quices tendran una valoracion del 35% de la nota final, las exposiciones de
un 35% y el trabajo final el 30% de la nota definitiva. Eltrabajo final consiste en el analisis
de un problema especifico relacionado con una probleméatica en didactica del algebra.

6. EJES TEMATICOS - contenido y parcelacion.
6.1 LA INVESTIGACION EN DIDACTICA DEL ALGEBRA. UN PANORAMA GENERAL.

En este apartado se estudian algunos trabajos de investigacién que permiten tener una
vision global de la investigacion en didactica del algebra en las Ultimas décadas.
Entendida la didactica del algebra como la disciplina que estudia la problematicas y
fendmenos relacionados con la comunicacién de ideas algebraicas en ambitos escolares
y extraescolares. En decir, que da cuenta de fenbmenos y problemas relacionados con
la ensefianza y aprendizaje del algebra escolar. Trabajos de investigacion
comocompilaciones que organizan la produccion investigativa en algebra escolar desde
diferentes perspectivas: la Agenda de investigacion para la Educacion Matematica, de la
NCTM (1989), sobre el aprendizaje y ensefianza del algebra, editado por Sigrid Wagner
y Caroly Kieran; el analisis que presenta Carolyn Kieran en el Hanbook del PME del 2006,
sobre la investigacion en algebra presente en los 30 afios del PME. Asi mismo algunas
investigaciones analizadas en algunas tesis doctorales, como la de Pilar Bolea y el trabajo
publicado en el volumen 9, numero 3 del 2007 en Mathematical Thinking and Learning,
sobre el apoyo a la transicion del razonamiento aritmético al algebraico, editado por Karen
Koelluer. De igual manera el texto de Eugenio Filloy, Luis Puig y Teresa Rojano sobre el
Algebra educativa, como una aproximacion teérica y empirica en este campo y ttrabajos
como, El aprendizaje y la ensefianza del algebra escolar (Kieran, 1992).

Tiempos: 2 sesiones de 3 horas cada una, 21 y 28 de agosto de 2020.
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6.2 RAZONAMIENTO ALGEBRAICO Y PENSAMIENTO VARIACIONAL EN LA ESCUELA.

Se trata de caracterizar elementos fundamentales del razonamiento algebraico, del
pensamiento variacional y de sus relaciones, desde distintas problematicas relacionadas
con la enseflanza y aprendizaje del algebra en la escuela.

e De laaritmética al algebra en la escuela.

Se analizan en este caso investigaciones que se refieren al estudio sobre el corte
didactico entre el pensamiento aritmético y el algebraico (Chevallard 1980, Gallardo y
Rojano 1988, Filloy 1989), en el momento en que aparece como necesario operar con lo
representado, es decir, aceptar la existencia de lo desconocido para ser representado y
operar sobre ello, e.g, operar la incégnita, en el caso de la resolucion de ecuaciones. Y
algunas que aluden a la construccion de una simbolizacién propia, que permita una
comunicacion mas eficiente de las ideas algebraicas, (Kucheman, 1981; Usinskin, 1988;
Booth, 1984; Enfedaque, 1990; Ursini, 1994; Grupo Pretexto; 1994) y Vergel (2017,
2018).

Tiempo: 2 sesiones de 3 horas, 4 y 11 de septiembre de 2020.
¢ Razonamiento algebraico y pensamiento variacional.

Se trata de caracterizar elementos fundamentales del razonamiento algebraico, del
pensamiento variacional y de sus relaciones, desde distintas perspectivas teéricas. Para
lograr esto se estudia, de una parte, algunos trabajos como Razonamiento algebraico y
su didactica para maestros (Godino y Font, 2003), la postura de los Lineamientos
curriculares de Matematicas (MEN, 1998) y de los Estandares basico de competencias
(MEN, 2006) con relacién al pensamiento variacional.

Tiempo: 4 sesiones de 3 horas cada una, 18 y 25 de septiembre y 2 y 9 de octubre de
2020.

e Expresiones algebraicas, ecuaciones y funciones en la escuela.

Esta problematica es abordada en investigaciones como las de Kieran (1988, 1992,
2006), Filloy y Rojano (1985,1989,), Gallardo y Rojano (1997), Filloy (1998, 2001, 2008)
donde dan cuenta de dificultades y tratamiento escolares en el aprendizaje y ensefianza
de las expresiones algebraicas y ecuaciones y su papel en el desarrollo del razonamiento
algebraico.

Tiempo: 2 sesiones de 3 horas cada una, 16 y 23 de octubre de 2020.

e La resolucion de problemas y la modelacibn como procesos generales de
pensamiento.

En la literatura especializada (Castro, 1997, Janvier, 1996, Salett Biembengut y Hein,
1999) es posible encontrar diversos nombres para designar el proceso de elaboracién de
modelos, y aln en algunos casos, se establecen relaciones y/o diferencias entre ellos.
Algunos de estos nombres son: modelacion, matematizacion, modelacién y modelaje;
términos que se caracterizaran desde varios puntos de vista. En este apartado se
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abordardn algunas de estas posturas y el papel del proceso de modelacion y la
produccién de modelos en el aprendizaje del algebra en la escuela.

De otra parte, se estudiaran trabajos como el de Rojano (1996) sobre el papel de los
problemas y la resolucion de problemas en el desarrollo del dlgebra, se plantea en una
direccién, sobre la intervencion de la historia en los problemas didacticos, distinta a lo
trazado por Puig y Cerdan sobre este asunto. En este sentido, la muy conocida
separacion que los estudiantes tienden hacer entre la manipulacion algebraica y su uso
en la modelacién y la resolucion de problemas tiene su origen en una aproximacion
educativa basada en una vision simplificada del algebra, que oculta el aspecto semantico
de su gramatica.

Tiempo: 3 sesiones de 3 horas cada una, los dias 30 de octubre y 6 y 13 de noviembre
de 2020.

o Perspectivas de investigacién y ensefianza en la iniciacion al algebra escolar.
Los estudios recopilados por Bednarz, Kieran., Lee (1996) permiten determinar diversas
perspectivas de iniciacién al algebra, en las cuales se abordan aspectos fundamentales
de la problemética planteada por las investigaciones antes registradas sobre el paso de
lo aritmético a lo algebraico. Se propone, en estos trabajos el ingreso en una forma mas
natural y constructiva al algebra en la escuela.

Es importante destacar, el énfasis hecho por investigadores como Kieran y Radford sobre
las relaciones que se deben plantear explicitamente entre las diferentes aproximaciones
al algebra. Mientras para Luis Radford (1998) la generalizacibn como norma epistémica
no puede funcionar sola, sino que tiene que estar relacionada con otra probable norma
epistémica, por ejemplo la resolucién de problemas, para Kieran (1996), el paso entre las
diversas componentes son esenciales para el aprendizaje del algebra; segun ella debe
hacerse un minucioso estudio sobre el paso del algebra como una herramienta de
generalizacién al algebra como una herramienta para la resolucion de problemas o para
el algebra como una herramienta de modelacion, fundamentado este estudio en el tipo
de negociaciones que hacen los estudiantes en estos pasajes y sobre el tipo de
dificultades que ellos conllevan tanto en el ambito procedimental como en el ambito de
los conceptos algebraicos involucrados.

Tiempo: 2 sesiones de 3 horas, 20 y 27 de noviembre de 2020.

6.3 ANALISIS DE ALGUNAS PROPUESTAS PARA LA ENSENANZA DEL ALGEBRA EN LA ESCUELA.

Para trabajar este topico se tomen algunos disefios de propuesta para la actividad
matematica en el aula, en particular algunas secuencias didacticas o actividades que
permiten analizar su aportes a la construccion de razonamiento algebraico y pensamiento
variacional en la escuela y se realizan redisefios 0 nuevos disefios para poner en juego
todo lo comprendido en el curso, y realizar esta practica pedagdgica, como un ejercicio
formatico con los futuros profesores de matematicas de este seminario. Lo que significa,
gue en este apartado se analizaran, diseflaran e implementaran, estas propuestas a la
luz de los referentes conceptuales y metodoldgicos abordados en los topicos anteriores.

Tiempo: 2 sesiones de 3 horas, 4y 11 de diciembre de 2020 (Esta actividad es transversal
al seminario)
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Agosto de 2020.

Guiones del experimento didactico # 2, 3y 6:
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VISUALIZACION DE LA RECTA TANGENTE A UNA CURVA Y SU PENDIENTE:
INTRODUCCION VISUAL, GEOMETRICA E INTUITIVA A LA NOCION DE

DERIVADA
GUION #2 EXPERIMENTO DIDACTICO.

Profesores: Evelio Bedoya Moreno (Dir.) y Juan Pablo Orozco Garcia.

Il sesion (martes 10 y jueves 12 de mayo de 2022, 1 hora): Conversatorio teoria objetivacion
de Radford y competencias en matematicas y presentacion el modelo didactico-curricular
(modelo local de conocimiento didactico y analisis didactico del contenido).

Guion de trabajo:
1. Actividad planteada: conversatorio documentos compartidos

e Preguntas orientadoras y generadoras de la discusion:
¢Por qué resulta pertinente (necesario, importante) este paradigma en la EM, en la FPM,
en las propuestas que tienen pensadas?
¢Desde un punto de vista sociocultural, por qué o para qué se ensefia matematicas en la
escuela, por qué es importante este enfoque o prop6sito?
¢Como se puede introducir o tratar este enfoque en la EM, en una propuesta educativa?
(mediante qué estrategias).
¢Cuales son los principales principios, o lineamientos que caracterizan los aportes de
esta perspectiva en la EM, en una propuesta educativa?
¢Como definiria la competencia en matematicas y por qué es importante el trabajo por
competencias en la EM?
¢Como se podria relacionar o integrar en una propuesta educativa la perspectiva
sociocultural de Radford con el trabajo por competencias?

El modelo local de conocimiento didactico y analisis didactico del contenido.
Uno de los cinco aspectos a tener en cuenta para el desarrollo de un programa educativo,
trabajo de grado y/o unidad didactica, es el modelo o enfoque. Un ejemplo de dicho
aspecto es el modelo local de conocimiento didactico y analisis didactico del contenido
(Bedoya, 2002), el cual, por su caracter local y parcial, cada modelo impone una
estructura e incluso un tipo de funcionamiento del curriculo. Ademas, se puede
considerar que sélo de este modo, resultara factible el desarrollo gradual de propuestas
curriculares y de formacion didactica de los profesores de matematicas, validadas
mediante la practica sistematica y reflexiva a través del anlisis didactico (Bedoya,
2020). En lo que sigue se muestra una estructura de un modelo local de CD&AD del
contenido:
I. Contextos de concrecion curricular, donde lo normativo, lo institucional y el aula
seran puntos de analisis. Lo anterior por medio de un analisis didactico curricular
de documentos como los estandares basicos de competencias (MEN, 2006),
lineamientos curriculares (MEN, 1998), los DBA en matematicas (MEN, 2016),
el proyecto educativo institucional del establecimiento educativo, entre otros.
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ii. AD de contenido, el cual Bedoya (2022) lo define como un analisis disciplinar,
epistemoldgico, fenomenoldgico, histérico y representacional del contenido
matematico escolar.

iii. AD cognitivo, donde Rico (2013) muestra que dicho analisis centra su foco de
atencion en el aprendizaje de las matematicas, pues permite al profesor llevar a
cabo una descripcion detallada de la problemaética del aprendizaje de las
matematicas de un tema especifico. De lo anterior que dicho aprendizaje de las
matematicas genera muchas dificultades en los alumnos, de aqui que el presente
analisis se centra en el estudiante, especialmente en los obstaculos, dificultades
y errores en la comprensién de las matematicas.

iv. AD de instruccién, también llamado AD de medios, el cual en palabras de Rico
(2013), contempla objetivos de formacién que el profesor ha de plantear,
orientados a la toma de decisiones cuando usa tareas escolares en el aula, es decir,
que dicho andlisis aborda la seleccion, disefio y organizacion de tareas y sesiones
con propositos especificos, asi como los materiales, recursos y medios utilizados.

VISUALIZACION DE LA RECTA TANGENTE A UNA CURVA Y SU PENDIENTE:
INTRODUCCION VISUAL, GEOMETRICA E INTUITIVA A LA NOCION DE

DERIVADA
GUION #3 EXPERIMENTO DIDACTICO.

Profesores: Evelio Bedoya Moreno (Dir.) y Juan Pablo Orozco Garcia.

I11 sesion (martes 17 y jueves 19 de mayo de 2022, 1 hora): Introduccion al CME de la recta
tangente a una curva y su pendiente, por medio de los obstaculos, dificultades y errores
para su comprension.

Guion de trabajo:
3. Introduccion al CME de la recta tangente a una curvay su pendiente.

e EI CME de la recta tangente a una curva y su pendiente se trabaja normalmente como
interpretacion geométrica de la nocion de derivada, es decir, posterior a la definicion
analitica de dicho concepto, al trabajo algoritmico y con las propiedades de la derivada,
se pretende darle sentido al concepto por medio de dicha interpretacion geométrica, sin
embargo, se debe tener presente que, si los estudiantes no comprenden la definicion
analitica de derivada, mucho menos entenderan posteriormente su interpretacion
geométrica. Lo anterior reafirma lo expuesto por varios autores cuando mencionan que
hay una falta de acercamiento visual a CME como la derivada, pues los profesores de
matematicas hacen énfasis en los trabajos de proceso algebraico y se resta importancia a
los procesos visuales (Hitt 1998; 2003; Arcavi, 2003; Presmeg, 2006; entre otros).
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Figura 1. Gréafica de una curva y un punto P sobre ella.

4. Actividad planteada

e Teniendo en cuenta el CME de la recta tangente a una curva y su pendiente (se muestra
la figura 1), mencione y explique algunos obstaculos, dificultades y/o errores en la
comprension de dicho CME. Se realiza un conversatorio frente a dicho ejercicio,
teniendo en cuenta la pregunta ¢como obtener la recta tangente a la curva que pasa por
el punto P? Lo anterior teniendo en cuenta que no se cuenta con la ecuacion de la curva
ni con las coordenadas del punto P.

e Se propone pensar para la préxima sesion en los fendmenos que dan sentido al CME de
la recta tangente a una curva y su pendiente.

VISUALIZACION DE LA RECTA TANGENTE A UNA CURVA Y SU PENDIENTE:
INTRODUCCION VISUAL, GEOMETRICA E INTUITIVA A LA NOCION DE

DERIVADA
GUION #6 EXPERIMENTO DIDACTICO.

Profesores: Evelio Bedoya Moreno (Dir.) y Juan Pablo Orozco Garcia.
V1 sesion (martes 07 y jueves 09 de junio de 2022, 2 horas): Disefio de la UDG de la recta
tangente a una curvay su pendiente.

Guion de trabajo:
5. Disefio de UD: La unidad didactica guia (UDG).
e Basado en los aportes desde el grupo PNA, se define la unidad didactica como una

unidad de programacion y actuacion docente constituida por un conjunto de actividades
que se desarrollan en un tiempo determinado para la consecucién de unos objetivos
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especificos (Segovia y Rico, 2001, p. 87). Luego, se debe aclarar que Bedoya (2020)
menciona dos categorias de unidades didacticas, una denominada unidad de analisis
didactico (UAD), y otra, denominada unidad didactica guia (UDG), la cual se concreta
teniendo en cuenta la anterior.

e En nuestro caso, el programa de formacién que se esta desarrollando hace las veces (0
es gran parte del desarrollo) de UAD, pues es un producto elaborado a partir del modelo
local de conocimiento didactico y analisis didactico de contenido (realizado por el
profesor-investigador) y puesta en juego en el presente programa de formacion inicial
de profesores de matematicas, ademas que dicha UAD es disefiada por y para el docente
(en este caso, para el profesor-investigador y para los profesores en formacion inicial
que hacen parte del curso).

e Luego, la UDG constituyen las unidades guias propuestas a partir de la UAD (es decir,
a partir del programa de formacion desarrollado), con el fin de ser llevadas al aula de
clase, es decir que esta dirigida a los estudiantes (hipotéticos, que se encuentran en
educacion media de alguna IE). Dicha UDG es la unidad didactica que se presenta a los
estudiantes y con la que se desarrollan las distintas actividades sobre el CME, comparte
en gran parte la estructura de la UAD, sin embargo, no contiene el analisis didactico que
es propio del profesor, ni reflexiones (lo realizado hasta la sesion V del programa de
formacion).

6. Actividad planteada

e Teniendo en cuenta la consigna de la sesion anterior, ademas de lo anteriormente
expuesto, se propone inicialmente disefiar o también presentar una o varias actividades
encontradas en libros de texto o en la red, que puedan ser parte de una UDG sobre la
recta tangente a una curva y su pendiente. Luego, se propone redisefiar las actividades
encontradas inicialmente. Dicho disefio o redisefio de las distintas actividades debe estar
basado en la visualizacion como un organizador didactico y curricular, es decir, en todo
lo trabajado durante el programa de formacién, esto es el modelo local de conocimiento
didactico y analisis didactico, el analisis didactico cognitivo y el analisis
fenomenologico.

Unidad Didéactica Guia #1:

RECTA TANGENTE A UNA CURVA Y SU PENDIENTE: INTRODUCCION
VISUAL, GEOMETRICA EINTUITIVAALA NOCION DE DERIVADA
UNIDAD DIDACTICA GUIA (parte 1: Visualizacion y familiarizacion).

Sesion 1: Exploracion de saberes previos o diagnostico.
Obijetivos:

e Evaluar los conocimientos previos de los estudiantes frente a conceptos como la recta 'y
su pendiente, recta secante y recta tangente a una curva.
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e Caracterizar visualmente conceptos como como la recta y su pendiente, recta secante y
recta tangente a una curva.

Materiales (recursos y medios):
e Lapiz, papel y regla.

Enfoque metodoldgico:

e La actividad se realizard en grupos de dos, maximo tres estudiantes. Se tendran en
cuenta, tanto lo que escriban en los espacios, como las participaciones en las distintas
preguntas de las actividades.

Desarrollo de las actividades:
ACTIVIDAD 1. LARECTAY SU PENDIENTE.

1. ¢Qué es una recta?

2. ¢(Como se define la pendiente de una recta? ;recuerdas la forma de hallar dicha
pendiente? Escribela.

3. En el siguiente espacio, representa una recta de la(s) forma(s) que conozcas.

4. ;Recuerdas la ecuacion de la recta? Escribe dicha ecuacion, identificando cada una de
las letras.

5. Teniendo en cuenta la siguiente gréfica, halla la pendiente y la ecuacion de la recta.
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b

ACTIVIDAD 2. RECTAS SECANTES Y RECTAS TANGENTES A DISTINTAS CURVAS®.

1. Trate de explicar, en palabras simples, lo que esta pensando cuando escucha el término
“recta secante” y el término "recta tangente".

2. Bosqueje algunas rectas secantes que pasen por el punto “A” en las graficas de la
siguiente figura. Justifique su respuesta.

O )(
VN

3. ¢Cudl de las siguientes rectas que estan dibujadas en las siguientes figuras son rectas
tangentes de la respectiva grafica en el punto “A”? justifique su respuesta.

& Algunas actividades se plantean teniendo en cuenta la investigacion realizada por Biza et al (2008).
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e Si existen, bosqueje las rectas tangentes en el punto “A” a las graficas que aparecen en
la siguiente figura. Justifique sus respuestas.

O > )(
AN

e En la siguiente figura, dibuje algunas (al menos dos) rectas secantes que pasen por el
punto “A”.

e Dibuje tantas rectas tangentes de la curva como puedas, que pasen por el punto “A”.

Acrticulo sobre visualizacion como organizador didactico y curricular:
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LA VISUALIZACION: UN ORGANIZADOR DIDACTICO Y CURRICULAR
PARA LA FORMACION DEL PROFESOR DE MATEMATICAS'.
“El profesor, y previamente los disefiadores curriculares y formadores de
profesores, debe tomar conciencia del papel de la visualizacion, y en general la
ostension, en la construccion y comunicacion matematica” (Godino, et al, 2012).
Introduccion
Con miras a desarrollar sentido-comprensiéon, la Educacion Matematica,
especificamente la Didactica de las Matematicas, trata de observar e investigar la diversidad de
dificultades en la ensefianza del calculo, para asi darle un tipo de tratamiento a estas. De aqui
surgen diversas investigaciones que contemplan a la visualizacion como el proceso capaz de
mediar con dicha problematica de la ensefianza de las matematicas. Hitt (1998; 2003) muestra
algunos de los problemas que se tiene en la ensefianza del Calculo, destacando que los profesores
de matematica hacen poco uso de diferentes tipos de representacion y se limitan a operaciones
algebraicas dejando de un lado el contenido visual que puede ayudar en el momento de abordar
distintos problemas en el aula de clase.
En palabras de Eisenberg y Dreyfus (1990), citado por Hitt (2003), se menciona que hay
una tendencia a pensar que las matematicas no son visuales, por lo cual hay una resistencia a
aceptar los aspectos positivos de la visualizacion de los conceptos matematicos. De aqui que
autores como Zimmermann y Cunningham (1991) consideren que las matematicas deben

trabajar con elementos no estrictamente algebraicos, pues se pueden incluir elementos de

" Este documento ha sido elaborado con base en la revision y anélisis documental realizado en el marco de la
investigacion “Conocimiento didactico y visualizacion en la formacion inicial de profesores de matematicas: el caso
de la recta tangente a una curva y su pendiente”, que realiza Juan Pablo Orozco Garcia bajo la direccion del profesor
Evelio Bedoya Moreno, para optar al titulo de Magister en Educacion de la Universidad del Valle.
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caracter espacial, verbal, légico e intuitivo, procurando implementar la visualizacion y
restaurarla a partir de imagenes visuales.

El tema central de este documento y posterior conversatorio — la visualizacion en la
Didactica de las Matematicas — tiene amplios avances en el ambito de investigacion. Reflexionar
hoy en este contexto del SIE-IV, en el que estamos conjuntamente trabajando investigadores en
formacion y profesores, requiere volver a examinar brevemente las conceptualizaciones
trabajadas y mostradas en los resultados parciales de la investigacion (analisis didactico de la

visualizacion), asi como distintas investigaciones que nos han precedido.

Algo de historia sobre visualizacidn y su conceptualizacion

En matematica muchos conceptos y procesos podrian ligarse a interpretaciones visuales,
lo que ha generado diversas investigaciones en relacion al potencial didactico de la
visualizacion, la forma como ésta puede favorecer al aprendizaje y bajo qué condiciones
utilizarla (Di Domenicantonio et al, 2011). A lo largo de las dos ultimas décadas, distintos
autores muestran que los procesos intuitivos y de visualizacion se estan revelando como un
campo de investigacion enormemente interesante en si mismo (Zimmerman & Cunningham,
1991; Giaquinto, 1994; De Guzman, 1996; Hitt, 1998; Duval, 1999; Bedoya, 2002; Mancosu,
2005; Presmeg, 2006; Gomez-Chacdn, 2012; entre otros).

Justamente Mancosu (2005), muestra que a finales del siglo XIX la visualizacion habia
caido en descredito siendo relegada a un papel secundario en las matematicas, debido a que
algunas de las afirmaciones matematicas que parecian obvias debido a una visualizacion
intuitiva e inmediata resultaron ser incorrectas en una inspeccién mas cercana. Sin embargo, en

las Ultimas dos décadas se ha renovado el interés por la visualizacion en la logica y las
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matematicas como consecuencia de desarrollos en distintas areas, incluidas la informatica, las
matematicas, la Educacion Matematica, la psicologia cognitiva y la filosofia.

Luego Presmeg (2006), desarrolla en su articulo “Research on visualization in learning
and teaching mathematics”, una sintesis de mas de ciento cincuenta estudios distintos sobre el
tema de la visualizacion en la educacion matematica, mostrando que dichas investigaciones se
iniciaron a fines de la década de 1970 y principios de la de 1980 y ha ido creciendo lentamente
hasta que en 1990 llegé a ser reconocida como un campo importante para la Educacion
Matematica, pues surgieron investigaciones de desarrollo curricular con contenidos particulares,
promoviendo la ensefianza con el proceso de visualizacion, por medio del uso de entornos
tecnologicos.

Después, la autora en mencion explica que en el 2000 se amplié el horizonte de la
visualizacion en Educacion Matematica incluyendo aspectos semidticos, al desarrollar
investigaciones sobre el aprendizaje significativo de las matematicas basado en la visualizacion
como un componente esencial en los sistemas de representacion dentro de los procesos de
resolucion de problemas. Asimismo, considera que un tema actual e importante en el campo de
la Educacion Matematica es ver como interactia la visualizacion con la Didactica de las
Matematicas, pues interpreta que dichas investigaciones se han dejado de lado. De aqui que
desde el 2006 se constata la necesidad de dar consistencia a teorias que puedan unificar todo el
campo de visualizacion dentro de la Educacién Matematica (Gomez-Chacdn, 2014).

El término visualizacion se usa de distintas maneras tanto de forma general, como en el
contexto de las matematicas y la Didactica de las Matematicas. En lo que sigue se mostraran
algunas definiciones que se le dan al término, para finalmente mostrar como se entiende la

visualizacion en el desarrollo de la presente investigacion:
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Visualizacidn es la accion y efecto de visualizar, lo cual a su vez se define como 1. Hacer
visible por algin procedimiento o dispositivo lo que normalmente no se puede ver a
simple vista. 2. Representar algo por medio de imagenes, después de documentarse
ampliamente. 3. Formarse en el pensamiento la imagen de algo que no se tiene a la vista
0 de un concepto abstracto. 4. Ver la informacion (textual o grafica) que se ofrece en una
pantalla, monitor, visor u otro dispositivo similar (Real Academia Espafiola, s.f.).
Visualizacion o imagen de un concepto, es la estructura cognitiva total asociada al
concepto, que incluye todas las imagenes mentales y propiedades y procesos asociados
(Tall & Vinner, 1981).

La visualizacion es la capacidad/accion de relacionar distintas representaciones de un
mismo objeto matematico dandole sentido (Duval, 1999).

Cuando una persona crea un arreglo espacial (incluyendo una inscripcion matematica),
hay una imagen visual en la mente de la persona guiando tal creacién. Por tanto, la
visualizacion incluye el proceso de construir y transformar tanto el imaginario visual
mental como las inscripciones de una naturaleza espacial que puedan estar involucradas
en el quehacer matematico (Presmeg, 2006).

En lo que sigue, se muestra como se entiende la visualizacion en la presente

investigacion, teniendo en cuenta dos definiciones del término de una forma global

(Zimmermann et al, 1991; Arcavi, 2003) y otras dos definiciones desde un aspecto matematico

(De Guzman, 1996; Mancosu, 2005). Dichas definiciones las consideramos complementarias y

muy de la mano con nuestras ideas de visualizacion:

La visualizacion se toma como la habilidad para trazar con lapiz y papel un diagrama

apropiado, con ayuda de una calculadora o una computadora. El diagrama sirve para
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representar un concepto matematico o un problema y ayuda a comprender el concepto o
a resolver el problema. La visualizacion no es un fin en si mismo sino un medio para
conseguir entendimiento; visualizar un problema significa entender el problema en
términos de un diagrama o de una imagen. La visualizacion en matematicas es un proceso
para formar imagenes mentales, con lapiz y papel, o con la ayuda de tecnologia y
utilizarla con efectividad para el descubrimiento y comprension de nociones matematicas
(Zimmermann et al, 1991).

Visualizacion es la capacidad, el proceso y el producto de la creacion, interpretacion, uso
y reflexidn sobre figuras, imagenes, diagramas, en nuestra mente, sobre el papel o con
herramientas tecnoldgicas con el proposito de representar y comunicar informacion,
pensar y desarrollar ideas y avanzar la comprension (Arcavi, 2003, p. 217).

Las ideas, conceptos y métodos de las matematicas presentan una gran riqueza de
contenidos visuales, representables intuitivamente, geométricamente, cuya utilizacion
resulta muy provechosa, tanto en las tareas de presentacion y manejo de tales conceptos
y métodos como en la manipulacion con ellos para la resolucion de los
problemas del campo (De Guzman, 1996).

La visualizacion generalmente se entiende de diferentes maneras, pero para los
propdsitos de este articulo tomaré un concepto bastante amplio incluyendo tanto la
visualizacion por medio de imagenes mentales como las visualizaciones por medio de
iméagenes generadas por computadora o imagenes dibujadas en papel, p. e., diagramas,
dibujos, figuras, esquemas, etc. Estos diferentes tipos de visualizacion pueden diferir
sustancialmente, pero estoy interesado en ofrecer una caracterizacion de la visualizacion

que sea lo mas amplia posible (Mancosu, 2005).
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De las definiciones inmediatamente anteriores que, se considera la visualizacién en la
presente propuesta orientada hacia lo Didactico y matematico (en términos de los dos autores
altimos) como el proceso de crear en la mente (imagenes mentales), a lapiz y papel o con ayuda
de tecnologia, los objetos visuales, espaciales, geométricos e intuitivos de los conceptos
matematicos, tales como figuras, imagenes, diagramas, graficas, tablas, entre otros.

Es importante aclarar, teniendo en cuenta lo expuesto por Mancosu (2005) al decir que
la visualizacion resurgio gracias a desarrollos en distintas areas, como la informatica, las
matematicas, la Educacion Matematica, la psicologia cognitiva y la filosofia, que la presente
investigacion no se orienta en la psicologia cognitiva sino en la Educacion Matematica
(Didactica de las Matematicas), tomando algunos aspectos de las matematicas y la filosofia
matematica. De ahi la definicidn que se asume de visualizacién y las distintas reflexiones que
se muestran en lo que sigue del documento, como es el sentido didactico y curricular de la

visualizacion y algunas reflexiones finales.

La visualizacion como un organizador didactico y curricular para la formacion del
profesor de matematicas.

Inicialmente Rico et al (2013), define el analisis didactico como un método de
investigacion propio del campo de la Didactica de las Matematicas, el cual pretende
fundamentar, dirigir y sistematizar la planificacion de contenidos matematicos especificos segun
la comunidad educativa y el medio escolar. De aqui que el analisis didactico se caracterice como
el resultado de la articulacion y concrecion en la préctica de los conocimientos didacticos pues

se centra en un contenido y un contexto determinados, con miras tanto al disefio de actividades
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0 unidades de ensefianza-aprendizaje, como al desarrollo de proyectos curriculares,
microcurriculares o de investigacion. (Bedoya, 2020).

De lo anterior que, en la presente investigacion se propone como elementos tedrico y
metodoldgico, articuladores y facilitadores de este analisis, la nocién de organizadores del
curriculo (Rico, 1997). Segun Bedoya (2020) el disefio, planificacion y desarrollo de una
propuesta curricular o de una unidad didactica no se puede reducir a la seleccion y secuenciacion
de un conjunto de conceptos y procedimientos sobre unos topicos matematicos determinados,
pues se deben incorporar otras informaciones, que aportan diferentes sentidos al conocimiento
matematico y que a la vez lo enriquecen (Segovia y Rico, 2001). Dichas informaciones son lo
que definimos como organizadores del curriculo.

Por lo anterior que, los organizadores del curriculo constituyen mejoras a las propuestas
generales de organizacion disciplinar, ya que, en palabras de Bedoya (2020), la nueva
concepcion de curriculo de matematicas, de caracter local, sistémico y funcional, exige
considerar nuevos organizadores y nuevas maneras de procesamiento y construccion de
significados para el conocimiento matematico escolar, generando asi la propuesta de los
organizadores del curriculo, cuyas caracteristicas principales las resume Rico (1997) de la
siguiente manera:

Vamos a llamar organizadores a aquellos conocimientos que adoptamos como

componentes fundamentales para articular el disefio, desarrollo y evaluacion del

curriculo. Hablamos asi de organizadores del curriculo. Una condicidn exigida para
aceptar un tipo de conocimientos como organizador del curriculo de matematicas debe
ser su caracter objetivo y la diversidad de opciones que genere. Un organizador debe

ofrecer un marco conceptual para la ensefianza de las matematicas, un espacio de
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reflexién que muestre la complejidad de los procesos de transmision y comprension del

conocimiento matematico y unos criterios para abordar y controlar esa complejidad. Los

organizadores deben mostrar su potencialidad para establecer distintos marcos de

estructuracion de las unidades didacticas, con una base objetiva de interpretacion y

discusion, para producir nuevos significados. Los organizadores han de ubicar las

distintas opciones de los profesores para la planificacion, gestion y evaluacion de
unidades didacticas y han de situar estas opciones en unas referencias comunes que
permitan precisar las coincidencias y las discrepancias. EI conocimiento didactico sobre
cada uno de los contenidos del curriculo de matematicas ha de quedar estructurado
mediante la aportacion que hacen cada uno de los organizadores a dicho contenido (Rico,

1997, p.45).

De lo anterior que, la presente propuesta se le da a la visualizacion la denominacion y
concepcion de visualizacion como organizador didactico y curricular para la formacion tanto
tedrica como préctica de los profesores y naturalmente para la ensefianza y comprension de las
matematicas. Esto ademas por la idea que los objetos matematicos por su naturaleza abstracta
tienen que ser necesariamente visualizados y de la riqueza visual, geométrica e intuitiva que esto
contiene (De Guzman, 1996), tanto en sus sentidos interno como externo, con la diferencia que
en la presente propuesta (y es lo que le da el caracter de organizador didactico y curricular) la
visualizacion se basa o fundamenta en un proceso (local) de analisis didactico de contenido
(tratamiento didactico de la visualizacion o visualizacion didactica).

Finalmente, surge el concepto de visualizacion como organizador didactico y curricular
(que denominamos proceso de visualizacion didactica o tratamiento didactico de la

visualizacion) como todo el sistema de apoyos del profesor (de tipo tecnolégicos, materiales
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manipulativos, papel, lapiz, pizarra, entre otros) acompafados de un discurso estructurado del
mismo, que permiten generar en los estudiantes conexiones entre una nocion matematica y sus
distintas representaciones. Lo anterior por medio del aprovechamiento de los contenidos
visuales, geométricos e intuitivos de los conceptos matematicos que surgen de la
implementacion de un modelo local de analisis didactico desarrollado en torno a un contenido
matematico determinado (en nuestro caso, la recta tangente a una curva y su pendiente),

buscando que el estudiante comprenda la nocion matematica a tratar.

Algunas reflexiones finales

Es importante destacar el papel que esta tomando en la actualidad la visualizacion en la
ensefianza y aprendizaje de las matematicas, de aqui el hecho de alentar al desarrollo de distintas
investigaciones que muestren el papel que juega la visualizacion dentro de la Didactica de las
Matematicas (Presmeg, 2006).

Atendiendo la complejidad que hay en el desarrollo de investigaciones de este tipo, que
en lo que sigue se dejan algunas preguntas (preguntas que también se hace el equipo de
investigacion en el desarrollo de esta) con el fin de que el profesor de matematicas, investigador,
investigador en formacién, lector, entre otros, pueda complementar sus ideas y conceptos frente
a la visualizacién como un organizador didactico y curricular:

e ;Que diferencias pueden aparecer al abordar la ensefianza y comprension de
algin contenido matemaético escolar (p.e. la recta tangente a una curva y su
pendiente) desde una perspectiva visual, espacial, geométrica e intuitiva? ;Qué

aspectos positivos y negativos pueden aparecer?
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e ;Podria repercutir o incidir esta concepcion de la visualizacion como un
organizador didactico y curricular en sus practicas? ;,como?

e ;Qué aporta o puede aportar la visualizacion a la Didactica de las Matematicas
(como disciplina cientifica, tedrico-practica, base de la formacién y desarrollo
profesional de los docentes de matematicas)?

e /Cbmo se pueden unificar los significados de visualizacién desarrollados por los
matematicos, los psicélogos y los educadores matematicos para en términos de
Presmeg (2006), poder darle estructura a una teoria general de visualizacion para
la educacion matematica?

Finalmente, se puede decir que, ademas de un organizador didactico y curricular en la
Didactica de las Matematicas y la formacion de profesores de matematicas, la visualizacion y el
pensamiento visual y espacial aporta importantes medios (o recursos de mediacion) Utiles para
cada concepto, contenido u objeto matematico susceptible de ser tratado visualmente y
didacticamente para la ensefianza y comprension de dicho objeto o contenido matematico. Se

espera complementar dicha reflexion con el desarrollo final del proyecto de investigacion.
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El paradigma sociocultural... (el método socratico de la pregunta)

“Seis honrados servidores me ensefiaron cuanto sé.
Sus nombres son: cdmo, cuando, donde, qué, quién y por qué”
— R. Kipling

¢Por qué resulta pertinente (necesario, importante) este paradigma en la EM, en
la FPM, en sus Propuestas?

¢(Desde un punto de vista sociocultural), por qué o para qué se ensefia
matematicas en la escuela, por qué es importante este enfoque o propdsito?
[Nota: hoy dia, temas como la innovacion, el desarrollo cientifico y tecnolégico,
asi como el desarrollo de la inteligencia y el conocimiento cientifico se basan en
el conocimiento matematico.]

¢ COmo se puede introducir o tratar este enfoque en la EM, en una propuesta
educativa? (mediante qué estrategias)

¢ Cuales son los principales principios, o lineamientos que caracterizan los
aportes de esta perspectiva en la EM, en una propuesta educativa?

¢Queé diferencias reconoce en las maneras de concebir y abordar fenémenos y
objetos de estudio en un paradigma (o desde una perspectiva) sociocultural? Y
¢cOmMo repercutirian o incidirian estas concepciones emergentes y alternativas en
sus propias concepciones y puntos de vista formativos en relacion con sus
practicas?

[...]

Hacer una breve reflexidn y plantear su experiencia personal al respecto de la
siguiente reflexion (tesis) de Hersh:

One's conception of what mathematics is affects one's conception of how it
should be presented. One's manner of presenting it is an indication of what
one believes to be most essential in it... The issue, then, it is not, what is the
best way to teach? But What is mathematics really about?

(Hersh, 1986, p. 13)

Algunas otras preguntas (generadoras) orientadoras para las lecturas, la
reflexion personal y grupal (colaborativa) y la escritura...




179

Caracterizar el caracter cientifico e interdisciplinario de la Didactica de las
Matematicas.

¢Qué papel juega el (o los) contexto(s) en la actividad educativa matematica?
¢Por qué, cdmo y sobre qué se deben formar las y los docentes de matematicas?

¢En qué consiste o debe consistir la actividad (practica) matematica de un
docente de matematicas?

¢Qué aporta o puede aportar la Didactica de las Matemaéticas (DdM) (como
disciplina cientifica, tedrico-préactica, base de la formacion y desarrollo
profesional de los docentes de matematicas)?

¢Qué desafios afronta la DdM en la actualidad y el futuro préximo?

¢ Qué caracteristicas deberia tener un buen docente de matematicas? ¢La practica
profesional de un docente de matematicas es o deberia ser una técnica, un arte o
una actividad cientifica?

¢Alrededor de qué tdpico(s) o contenido(s) matematico(s) propone desarrollar
sus propuestas (Didacticas) en este seminario (de DdM-V)? Considere de nuevo
la primera pregunta de esta seccion de preguntas guias u orientadoras. ¢Por qué
lo considera este topico importante o fundamental? ¢ Cuél considera es su
potencial formativo en el o en los grados de la escolaridad en el que propone
trabajarlos?

¢ Qué otras preguntas, reflexiones, hipotesis y/o conclusiones le generaron
los textos que ha leido?

Algunas resefias sobre visualizacion entregadas por los EPP (se cambian los datos basicos por

XXX para preservar el anonimato):

Universidad del Valle

Facultad de Educacion y Pedagogia
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Escuela de Educacién en Ciencias, Tecnologias y Culturas
Didactica de las Matematicas V: Topicos de DdM
Profesores: Evelio Bedoya / Juan Pablo Orozco
Estudiantes: xxx Johana xxx / xxx David Xxx

La visualizacion

En el campo de la educacién matematica, la visualizacion anteriormente no se

consideraba como un proceso que permite la comprension de los objetos matematicos, dado
que se pensaba que esta afectaba la rigurosidad matematica. Sin embargo, desde nuestra
experiencia como estudiantes y monitores hemos percibido que la visualizacion es un
herramienta que facilita el entendimiento de los conceptos y procedimientos matematicos,
principalmente en el célculo, ya que al reflexionar sobre los cursos de célculo diferencial e
integral hemos identificado que nuestra experiencia de aprendizaje en cada curso fue
diferente debido a las herramientas utilizadas por las docentes en cada curso.

En célculo diferencial, el enfoque que tenia la docente era promover la mecanizacion,

pues se presentd de manera geométrica la nocion de derivada como recta tangente a la curva,
pero, no se le dié mayor relevancia. Posteriormente, se presentaron las reglas de derivacion,
la relacion entre la derivada y la continuidad de funciones, para luego desarrollar ejercicios.
Durante el proceso de desarrollo de los ejercicios, no solo se pedia resolver derivadas, sino
gue se pedia graficar la recta tangente en los puntos sugeridos, al igual que el hallar
parametros que hacian valida la relacion. Esto nos permitié percatamos del sentido que tenia
el hallar la derivada y su interpretacion en el plano, sin embargo, a lo largo del curso

identificamos que a los demas compafieros se les dificulto encontrar este sentido, dado que la
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docente no promovia herramientas que ayudaran a la visualizacion del objeto.

Por el contrario, en calculo integral, el enfoque que tenia la docente era promover la
comprension de los objetos de estudio por medio de las representaciones graficas y
geométricas, pues a partir de una explicacion intuitiva sobre el area y lo que esta representa

gréficamente, se dio paso a explicar de manera formal y gréfica que es el area bajo la curva,

lo cual nos permitié comprender queé es lo que calculamos realmente al realizar integrales o
al utilizar el Teorema Fundamental del Célculo.

Por otro lado, al tener la oportunidad de ser monitores, principalmente en las

asignaturas de matematicas, hemos tratado de ayudar a los estudiantes a comprender los
conceptos matematicos haciendo uso de diferentes tipos de representaciones semidticas, del
significado de las mismas y cOmo estas se pueden relacionar a su vez con las
representaciones de otros conceptos. Ademas, se promueve que los estudiantes logren hacer
un sistema colores, dado que a lo largo de nuestra experiencia consideramos que los colores
ayudan a diferenciar distintos aspectos en un mismo registro de representacion, por ejemplo,
para sacar las partes de un conjunto con n elementos, se hace uso de un color para
representar los elementos del conjunto y otro color diferente para representar los corchetes
de los subconjuntos del conjunto de partes.

De esta manera, consideramos que la visualizacién juega un papel importante, dado

que particularmente en la derivada, el interactuar entre las distintas representaciones,
permite identificar de manera notoria el incremento de cada punto sobre la grafica. Por lo
tanto, podria esperarse que los estudiantes creen una nocion de derivada en la que

graficamente comprendan que es un incremento puntual y en el procedimiento un
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incremento numeérico.

De acuerdo a lo anterior y apoyados en la definicion de diferentes autores,

consideramos que la visualizacion es la accion de crear, relacionar, interpretar, usar y
reflexionar sobre diferentes representaciones semioticas o mentales de un objeto
matematico, sean estas a lapiz y papel o por medio de ambientes de geometria dinamica, con
la cual se puede lograr una comprension de los objetos matematicos, ya que la principal
dificultad que se tiene en matematicas para comprender se debe a que no se puede acceder a
los objetos manera tangible, es por esto que existe la necesidad de hacer uso de recursos que

promuevan la visualizacion como base para el desarrollo del pensamiento matematico.

Referencias

Llorens, J. (1999, agosto). Visualizacion de la recta tangente a una curva. Educacion
Matematica, (11 - 2), 120-127.
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¢ Qué papel juega la visualizacion en el campo de la DdAM?

Antes de hablar del papel de la visualizacion en el campo de la DdM es importante
aclarar que la didactica de las matematicas trata de observar e investigar las
diferentes dificultades que se presentan en la ensefianza del célculo, esto en el fin
de implementar un tipo de tratamiento que nos permita mejorar estas dificultades.
Es aqui donde se contempla a la visualizacién como un proceso posiblemente
capaz de mejorar las dificultades que se presentan.

Ahora bien, a través del tiempo la visualizacion ha tomado diferentes significados
como: “Visualizacién o imagen de un concepto, es la estructura cognitiva total
asociada al concepto, que incluye todas las imagenes mentales y propiedades y
procesos asociados (Tall & Vinner, 1981). La visualizacion es la capacidad/accion de
relacionar distintas representaciones de un mismo objeto matematico dandole
sentido (Duval, 1999).” (Orozco, 2022) sin embargo en este caso se va a tomar en
cuenta el concepto mas amplio que incluye tanto la visualizacion por medio de
imagenes mentales como las visualizaciones por medio de imagenes generadas por
computadora o imagenes dibujadas en papel, diagramas, dibujos, etc.

Estas definiciones de visualizacion son importantes para establecer la visualizacion
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como un organizador didactico y curricular, pues segin Bedoya (2020) el disefio,

planificacion y desarrollo de una propuesta curricular o de una unidad didactica no

se puede reducir a la seleccion y secuenciacion de un conjunto de conceptos y

procedimientos sobre unos toépicos matematicos determinados, pues se deben

incorporar otras informaciones, que aportan diferentes sentidos al conocimiento

matematico y que a la vez lo enriquecen.

Podemos notar por medio del siguiente ejemplo que traemos a colacion del texto
“Visualizacion de la recta tangente a una curva” (1999) como en algunos casos la
visualizacion, aunque cumple en cierta medida en la superacion de dificultades en el

proceso de aprendizaje matematico es necesario que la parte tedrica también esté bien definida

y no genere problemas de interpretacion al armonizar con el componente visual.

En relaciéon a ello, unas de las dificultades que se manifiestan en estudiantes de un
primer curso de analisis en la universidad es que consideren en la interpretacion
geométrica de la derivada (como en la figura) que la recta no es tangente, puesto
que corta a la curva y por lo tanto la recta es secante. pero cuando se les pide que
halle la derivada de la funciéon y = x"3 en x = 0, no supondran ningun problema
utilizar procesos algebraicos para hallar una solucion.

El origen de esas contradicciones se debe a la omision de la definicidn explicita de
recta tangente a una curva por un punto y por la insistencia excesiva en los
aspectos mecanicos o algebraicos relacionado con el concepto de derivada.

En este sentido se hace necesario una redefinicion explicita de la recta tangente

previamente si se quiere utilizar esta definicion para explicar el concepto de
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derivada, y es ahi donde la Visualizacion cumple un papel fundamental como
instrumento eficaz para la mejora en la comprension de conceptos abstractos y aun
mas potente cuando se utilizan medios tecnoldgicos como software de geometria
dinamica.

Con esta perspectiva geométrica que permite estos medios tecnoldgicos se puede
proponer formas alternativas de introducir el concepto de la recta tangente a una
curva en uno de sus puntos, gracias a la facilidad que brindan para representar
gréficamente toda clase de curvas, la aplicacion de zoom permite visualizar desde
diferentes escalas el comportamiento local de las gréaficas, también permite que los
estudiantes interactien con los objetos de forma dinamica y que ellos mismos
desvelen sus propiedades.

En general la Visualizacion potenciado por medios tecnoldgicos “aporta importantes
medios (o recursos de mediacion) Utiles para cada concepto, contenido u objeto
matematico susceptible de ser tratado visualmente y didacticamente para la
ensefianza y comprension de dicho objeto o contenido matematico.”

Referencia Bibliografica.

e Foster, J. (1999). Visualizacion de la recta tangente a una curva. Educacion
matematica, 11(2), 120-127.
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Resefia-Ensayo: Una mirada acerca de la importancia del enfoque didactico de la
visualizacion.
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La visualizacion ha venido formando una nueva linea de investigacion que estudia

la capacidad de los seres humanos para procesar representaciones visuales; para Burkhard
(2005) es llamada “Visualizacion del Conocimiento”, cuando este conocimiento se utiliza
desde un enfoque didactico y con propositos didacticos por parte del profesor de
matematicas; para Bedoya (2002) este proceso es llamado “visualizacion didactica” y lo
considera parte del conocimiento didactico del contenido y una de las competencias
didacticas profesionales del profesor de matematicas.

De esta manera, dentro de los procesos de ensefianza y aprendizaje de las

matematicas, la visualizacidn es considerada como uno de los procesos mas importantes al
momento de enfrentarse con el desarrollo de propuestas de clase y conceptos matematicos
para su adecuada comprension. Ademas, se podria ver la visualizacion como un medio que
facilita la resolucion de problemas, la creacion de situaciones problemay la creacion de
conocimiento matematico y geométrico, entre otros.

Ahora bien, la integracion del proceso de visualizacion da la posibilidad de

interpretar graficas, imagenes, tablas, diagramas etc., lo que permite que tanto el profesor
como el estudiante profundicen en el concepto matematico que se esté trabajando y de igual
manera facilitando la comprensidn de este, es decir que el pensamiento visual dentro de la
didactica aporta importantes medios que son Utiles para trabajar cada concepto sea a papel y

l&piz, o con herramientas digitales. Por tanto, la visualizacién incluye el proceso de
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construir y transformar tanto el imaginario visual mental, como las inscripciones de una
naturaleza espacial que puedan estar involucradas en el quehacer matematico. (Presmeg,
2006).

Por un lado, la visualizacidn desde un enfoque didactico permite aprovechar las

diversas tecnologias digitales con sistemas de representacion variada, brinda posibilidades
dindmicas e interactivas lo cual permite realizar (profesor-estudiante) diversas
representaciones de un objeto/conocimiento o proceso matematico y considerar y/o deducir
propiedades del objeto a través de la manipulacidn y observacion completa; por otro lado,
el material concreto o manipulativo es importante porque se centra en un micro-mundo
donde el estudiante puede acceder y desarrollar el pensamiento visual y a la manipulacion
fisica del material, por lo tanto, la visualizacion didactica dentro de la ensefianza y
comprension permite hacer una aproximacion experimental de algunos conceptos y
procedimientos matematicos escolares.

En cuanto a la consideracion de la visualizacion desde la Didactica de las

matematicas como un organizador y curricular es importante, ya que para disefiar y poder
desarrollar una propuesta de aula se deben incluir o tener en cuenta diferentes aspectos que
brindan riqueza para la ensefianza del conocimiento matematico, estos aspectos de distintas
formas contienen mejoras a dichas propuestas que podrian facilitar y adecuar una
concepcion de un conocimiento cualquiera desde el pensamiento visual.

Ademas, es necesario resaltar que los profesores de matematicas en formacion

deben tener conocimiento y aceptar lo esencial que es la visualizacion didactica; es por esto
que se considera que el generar en los estudiantes reflexiones didacticas acerca de como se

aborda un concepto matematico fundamental es un hecho necesario que no se puede negar
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y una salida a esto tiene que ver con el uso de procesos de visualizacion por parte del
profesor con propositos didacticos.

De acuerdo a lo anterior, un aspecto importante y que no debe pasar por alto es

entonces, el aporte de la visualizacion a la Didactica de las matematicas, que se puede
observar desde una perspectiva de competencia, es decir, considerar la visualizacion como
proceso de comprension y ensefianza de las matematicas, plasmada como un tipo de
representaciones que permite dar sentido a algunas ideas que se relacionan con el contenido
u objeto matematico que se quiere trabajar.

Por ejemplo, distintos estudios en didactica de las matematicas, realizadas por

diferentes investigadores, han mostrado que el proceso de visualizacion matematica puede
ser implementado como un medio importante para el desarrollo de la intuicién, de
representaciones internas y por lo tanto para la comprension y el aprendizaje significativo
de muchos conceptos matematicos en general, como, por ejemplo: el aprendizaje de los
conceptos fundamentales del célculo.

Es decir, considerando la visualizacion en el aprendizaje y su implementacion en el

topico de derivada (la recta tangente a una curva), replantear las propuestas de clase, en
donde se reflexione y se acepte que la resolucion de un problema se potencializa a través de
la visualizacién; se propone la idea de que las representaciones graficas de los conceptos
matematicos abren espacio al desarrollo de la comprensién por parte del estudiante. Por
ejemplo, hacer una presentacién del concepto por medio de una grafica que sea plasmada
en ambientes digitales, esto se relaciona con la percepcion de representacion algebraica
como base inicial e importante en la concepcién del estudiante, de igual manera el

estudiante debe hacer una exploracién de dicho instrumento y esto le da la posibilidad de
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generar la manipulacion del concepto como tal y es asi como se genera un balance y/o
equilibrio entre lo visual y los procesos algebraicos.

Finalmente, la visualizacion dentro de nuestro topico “area como magnitud” también se
aborda desde una perspectiva importante, teniendo en cuenta las dificultades, erroresy
obstaculos que se presentan para su comprension; por ejemplo, el error que se produce por
el uso no apropiado del mismo sentido visual, es decir lo que sucede al momento de que el
aprendiz se enfrenta a la comparacion de superficies haciendo uso de su pensamiento
visual. Para esto se puede no solo proponer actividades que estén inspiradas en un ambiente
dindmico en donde el estudiante tenga la posibilidad explorar y apropiarse del concepto
como tal por medio de las representaciones de dicho objeto, sino presentar actividades que
se puedan realizar por medio del material concreto, lo que da la oportunidad al estudiante y
abre espacio a la manipulacién y el uso de su pensamiento visual, para que pueda por si
mismo generar una concepcién y consideracion de propiedades de dicho tema.
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