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Resumen

Este trabajo es una monografı́a en la cual se estudian con detalle la teorı́a y los resultados

presentados en el artı́culo, The spectrum problem for abelian l-groups and MV-algebras de A.

Di Nola y G. Lenzi, 2020, [14]. Se presentan los conceptos teóricos básicos y necesarios

sobre MV-álgebras y l-grupos. Se estudia la topologı́a del espectro primo tanto de las

MV-álgebras como de los l-grupos. Se introducen nociones adicionales como los retı́cu-

los de Belluce, las MV-álgebras y los l-grupos libres, poliedros y conos, con el objetivo de

obtener una caracterización topológica de los espectros primos estudiados.

En el caso de las MV-álgebras, el Teorema 2.8.4 establece que un espacio es el espectro

primo de una MV-álgebra, si y solamente si, es espectral y es una imagen epimorfa cerra-

da del retı́culo de poliedros en [0, 1]n para algún n ∈ N. Por otro lado, para los l-grupos,

el Teorema 3.6.4 indica que un espacio coincide con el espectro primo de algún l-grupo

abeliano, si y solamente si, es espectral generalizado y es una imagen epimorfa cerrada

del retı́culo de conos en Rn para algún n ∈ N.

Finalmente, se presentan dos funtores entre las categorı́as de MV-álgebras y l-grupos

abelianos con unidad fuerte, con los cuales se demuestra que forman una equivalencia

categórica y en consecuencia, estas dos estructuras algebraicas representan esencialmen-

te los mismos objetos matemáticos.

Palabras clave: MV-álgebra, l-grupo, espectro primo, retı́culo de Belluce, MV-álgebra li-

bre, función de McNaughton, poliedro, l-grupo libre, cono, funtor de Mundici.
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Introducción

En el año 1969, M. Hochster presentó en [19] un resultado sumamente interesante:

Un espacio topológico es homeomorfo al espectro primo
de un anillo conmutativo, si y solo si, es espectral.

Este resultado revela una conexión significativa entre el álgebra y la topologı́a, lo que dio

paso al planteamiento de este mismo para otras estructuras algebraicas. Particularmente,

en 2011, D. Mundici planteó en [26] una serie de preguntas abiertas, entre las cuales se

cuestionaba de manera similar si existı́an condiciones suficientes y necesarias para que

un espacio topológico fuera homeomorfo al espectro primo de una MV-álgebra (multiva-

lued algebra), un tipo de álgebra definida en 1958 por C. C. Chang en [10] con el fin de

construir una contraparte algebraica para la lógica de Lukasiewicz (lógica multivaluada),

de manera similar a como G. Boole habı́a establecido la relación entre la lógica clásica y

un caso particular de álgebra booleana un siglo atrás.

Mundici también demostró en el año 1986 en [26] que las MV-álgebras tienen una relación

categórica importante con los l-grupos (lattice ordered groups), estructuras algebraicas in-

troducidas inicialmente en 1940 por G. Birkhoff en [6] durante sus investigaciones sobre

los retı́culos y su conexión con diferentes campos de estudio, especialmente con la teorı́a

de conjuntos, la probabilidad y el álgebra. Por esta razón, se planteó la misma pregunta

para los l-grupos. El problema se denominó el problema del espectro primo.

En el año 2020, los matemáticos G. Lenzi y A. Di Nola publicaron en [14] la respuesta a

este problema, y en este trabajo se presenta, de forma detallada, la base teórica requerida

para poder comprender el desarrollo expuesto por ellos. El primer capı́tulo de prelimi-

nares presenta varios conceptos fundamentales útiles para los temas posteriores, que son

retı́culos, topologı́a y teorı́a de categorı́as, suponiendo que el lector ya está familiarizado

con la teorı́a de grupos. El siguiente capı́tulo se centra en las MV-álgebras, estudiando

detalladamente el espectro primo de estas estructuras y mostrando cómo construir un
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retı́culo asociado a cada una, denominado el retı́culo de Belluce. Se introducen paralela-

mente cuatro funtores que son Spec,K(Spec), β, Idc, y desde el punto de vista categórico

se demuestra que

1. Los funtores β,K(Spec), Idc que van de la categorı́a MV de MV-álgebras a la cate-

gorı́a BDL de retı́culos distributivos y acotados, son naturalmente isomorfos.

2. Los funtores SpecMV y SpecBDL ◦ β que van de la categorı́a MV de MV-álgebras a

la categorı́a Top de espacios topológicos, son naturalmente isomorfos.

(La propiedad de que los funtores K(Spec), β, Idc representen esencialmente la misma ac-

ción fue planteada en [1] y en este trabajo se ofrece la prueba de ello.)

Posteriormente, se describen las MV-álgebras libres, las cuales son un caso particular de

estas estructuras que satisfacen un tipo de propiedad universal; y se presenta el concep-

to geométrico de poliedro. Estos elementos son cruciales para abordar el problema del

espectro primo. Como resultado principal de este capı́tulo, se tiene:

Teorema. Un espacio topológico X es el espectro primo de una MV-álgebra, si y solo si,

1. X es espectral.

2. Existe un epimorfismo cerrado π : Cpoly ([0, 1]
n)op −→ K(X), para algún n ∈ N.

En el tercer capı́tulo, se abordan las segundas estructuras algebraicas, los l-grupos abelia-

nos. La solución al problema en este caso requiere las mismas nociones que en el capı́tulo

anterior, con la diferencia de que aquı́ los objetos geométricos a considerar son conos.

En ese sentido, también se tienen los mismos funtores e isomorfismos naturales entre

ellos que se mencionaron antes, siendo definidos sobre la categorı́a UAG de l-grupos

abelianos con unidad fuerte. El resultado más importante de este capı́tulo es:

Teorema. Un espacio topológico X es el espectro primo de una l-grupo abeliano, si y solo si,

1. X es espectral generalizado.

2. Existe un epimorfismo cerrado π : Ccone (Rn)op −→ K(X), para algún n ∈ N.

En el cuarto capı́tulo, se presenta la contrucción de manera especı́fica de dos funtores, Γ

y Ξ, entre las categorı́as MV de MV-álgebras y UAG de l-grupos abelianos con unidad

fuerte, con los que se obtiene consecuentemente:

Teorema. Las categorı́as MV y UAG son equivalentes.
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Lo anterior precisa la razón por la cual se estudian las MV-álgebras y los l-grupos abelia-

nos a la par, puesto que guardan una correspondencia esencial entre sı́.

Finalmente, el último capı́tulo presenta algunas aplicaciones de estas estructuras alge-

braicas, ası́ como investigaciones y resultados obtenidos en los últimos años.
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Capı́tulo 1

Preliminares

Para el desarrollo integral de este trabajo, resultará útil hacer mención de ciertos con-

ceptos y resultados sobre teorı́a de retı́culos, topologı́a y categorı́as, ya que constituyen

una parte fundamental de la base teórica necesaria. Se asumirá que la teorı́a de grupos es

conocida por el lector.

1.1. Retı́culos

Los retı́culos conforman una estructura matemática estrechamente ligada a las dos es-

tructuras algebraicas discutidas en los siguientes capı́tulos, las MV-álgebras y los l-grupos.

Definición 1.1.1. Un retı́culo ⟨L,∨,∧⟩ es un conjuntoL ̸= ∅ junto con dos operaciones binarias
∨,∧ que satisfacen las siguientes condiciones para cualesquiera x, y, z ∈ L:

(i) x ∨ y ≈ y ∨ x y x ∧ y ≈ y ∧ x. (Conmutatividad)

(ii) x ∨ (y ∨ z) ≈ (x ∨ y) ∨ z y x ∧ (y ∧ z) ≈ (x ∧ y) ∧ z. (Asociatividad)

(iii) x ∨ x ≈ x y x ∧ x ≈ x. (Idempotencia)

(iv) x ∧ (x ∨ y) ≈ x y x ∨ (x ∧ y) ≈ x. (Absorción)

Se utiliza el sı́mbolo ≈ para señalar que las expresiones a ambos lados de este representan lo
mismo, aunque su interpretación depende del contexto, lo cual puede evidenciarse en los siguientes
ejemplos.

Ejemplo 1.1.2. El conjunto N de los números naturales con ∨ definido como el mı́nimo común
múltiplo y ∧ como el máximo común divisor, para cada par de elementos en N, conforma un
retı́culo. En este caso, ≈ simboliza la igualdad.

13



CAPÍTULO 1. PRELIMINARES

Ejemplo 1.1.3. El conjunto de las proposiciones en la lógica clásica, considerando ∨ como el
conectivo disyunción y ∧ como el conectivo conjunción, componen un retı́culo. Aquı́, ≈ representa
la equivalencia lógica entre proposiciones.

En adelante, se usará el sı́mbolo = en lugar de ≈ para simplificar la notación.

En algunos textos como [9], el concepto de retı́culo se aborda de la siguiente manera.

Definición 1.1.4. Un conjunto parcialmente ordenado (o poset, del inglés partially ordered set)
⟨L,≤⟩ es un retı́culo, si para cada par a, b ∈ L, los elementos

sup{a, b} := mı́n{c ∈ L | a ≤ c, b ≤ c},

ı́nf{a, b} := máx{d ∈ L | d ≤ a, d ≤ b},

existen en L.

Como es de esperar, las definiciones 1.1.1 y 1.1.4 son equivalentes. En efecto, si ⟨L,∨,∧⟩
es un retı́culo como en la Definición 1.1.1, se construye el orden parcial ≤ ası́:

a ≤ b, si y solo si, a = a ∧ b, si y solo si, b = a ∨ b.

En sentido contrario, si ⟨L,≤⟩ es un retı́culo como en la Definición 1.1.4, se definen las

operaciones ∨,∧ como:

a ∧ b := ı́nf{a, b} y a ∨ b := sup{a, b}.

Observación 1.1.5.

(1) Dado un retı́culo L = ⟨L,∨,∧⟩, existe otro retı́culo asociado Lop = ⟨L,∨op,∧op⟩ denomi-
nado retı́culo dual (también llamado opuesto), donde el conjunto subyacente es el mismo y
las operaciones están definidas ası́:

a ∨op b := a ∧ b, a ∧op b := a ∨ b.

(2) Si L es un conjunto y ∨ es una operación binaria en L cumpliendo las propiedades de
conmutatividad, asociatividad e idempotencia, se dice que L es un join-semiretı́culo. Cla-
ramente, todo retı́culo es un join-semiretı́culo.

(3) Un retı́culo L se denomina 0-retı́culo, si posee un elemento mı́nimo, denotado por 0; y se
dice que es acotado, si tiene mı́nimo y máximo.

14



CAPÍTULO 1. PRELIMINARES

(4) Un tipo particular de retı́culo son los retı́culos distributivos, en los cuales se cumple que
a∨ (b∧c) = (a∨ b)∧ (a∨c) y también a∧ (b∨c) = (a∧ b)∨ (a∧c) para cada terna a, b, c
en el retı́culo. Sin embargo, estas igualdades son equivalentes, por lo que en la práctica, es
suficiente demostrar solo una de las dos para determinar si un retı́culo es distributivo o no.

(5) Un elemento a de un retı́culo L se dice que es compacto, si para cualquier subconjunto
A = {xj | j ∈ J} de L tal que

∨
A existe en L y también a ≤

∨
A, existe B ⊆ A finito

de manera que a ≤
∨
B. La observación 2.2.6 ilustra a manera de ejemplo cuáles son los

elementos compactos del retı́culo de ideales de una MV-álgebra.

Ejemplo 1.1.6. Para todo conjunto X , se tiene que ⟨P(X),∪,∩⟩ es un retı́culo distributivo,
además de ser un 0-retı́culo dado que ∅ es el elemento mı́nimo.

Naturalmente, se introducen las funciones que conservan la estructura de retı́culo, las

cuales son conocidas como homomorfismos de retı́culos.

Definición 1.1.7. Dados dos retı́culos ⟨L1,∨L1 ,∧L1⟩, ⟨L2,∨L2 ,∧L2⟩, una función
f : L1 −→ L2 se dice que es un homomorfismo de retı́culos, si para cada a, b ∈ L1, se
tiene que:

(i) f(a ∨L1 b) = f(a) ∨L2 f(b).

(ii) f(a ∧L1 b) = f(a) ∧L2 f(b).

Si L1 y L2 son retı́culos considerados como posets, entonces una función f : L1 −→ L2 es un
homomorfismo de retı́culos si a ≤L1 b implica f(a) ≤L2 f(b).

Si f es inyectivo (sobreyectivo), se denomina monomorfismo (epimorfismo) de retı́culos. En el
caso en que f sea una biyección, es un isomorfismo, los retı́culos L y M se dicen isomorfos y se
escribe L ∼=M .

Cuando no haya lugar a ambigüedades, se omitirán los subı́ndices de las operaciones y

del orden.

Ejemplo 1.1.8. Los conjuntos L = {a, b} y M = {c, d, e}, ordenados como a ≤ b mientras que
c ≤ d ≤ e, son muestra de 0-retı́culos. Además, es inmediato que la función f : L −→M definida
como f(a) = d, f(b) = e es un homomorfismo de retı́culos.

Como puede evidenciarse en el Ejemplo 1.1.8, un homomorfismo entre 0-retı́culos no

siempre preserva el elemento mı́nimo, lo cual sı́ ocurre en el caso del elemento neutro

en los homomorfismo de grupos. En general, si un homomorfismo f : L −→ M entre

0-retı́culos satisface f (0L) = 0M , entonces f se denomina 0-homomorfismo.
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CAPÍTULO 1. PRELIMINARES

Definición 1.1.9. Un homomorfismo f : L1 −→ L2 entre join-semiretı́culos es una función tal
que f(a∨b) = f(a)∨f(b) para cada par a, b ∈ L1, y es cerrado, si para cualesquiera a0, a1 ∈ L1

y b ∈ L2 de manera que f(a0) ≤ f(a1) ∨ b, existe x ∈ L1 que cumple a0 ≤ a1 ∨ x y f(x) ≤ b.

Note que la condición de ser cerrrado el homomorfismo entre join-semiretı́culos f puede

reescribirse como:

Si a0, a1 ∈ L1 y b ∈ L2 de manera que f(a0) ∨ f(a1) ∨ b = f(a1) ∨ b,
entonces existe x ∈ L1 de manera que a0 ∨ a1 ∨ x = a1 ∨ x y f(x) ∨ b = b.

Esto indica que, intuitivamente, siempre que se tenga una relación entre las imágenes

bajo f de dos elementos del dominio y un elemento del codominio, dada por la igualdad

f(a0) ∨ f(a1) ∨ b = f(a1) ∨ b, se puede encontrar un elemento en el dominio que permi-

ta mantener una relación similar dentro del dominio mismo. Especı́ficamente, se puede

encontrar un elemento x de manera que la combinación a0 ∨ a1 ∨ x se reduzca a a1 ∨ x.

Además, se garantiza que b sea mayor o igual a la imagen de este elemento x bajo f . En

otras palabras, no solo se encuentra un elemento que mantiene la relación deseada en el

dominio, sino que también se asegura que su imagen no exceda el valor b en el codominio.

Ejemplos de homomorfismos entre join-semiretı́culos se presentan en los ejemplos 2.8.7

y 3.6.5.

En los retı́culos se presentan ciertos subconjuntos que tienen algunas caracterı́sticas in-

teresantes, tal es el caso de los subretı́culos e ideales.

Definición 1.1.10. Sea L un retı́culo. Un conjunto I ⊆ L se dice que es un subretı́culo si
a ∨ b, a ∧ b ∈ I para cualquier par a, b ∈ I . Por otra parte, I se denomina ideal si satisface:

(i) Si a ∈ L, b ∈ I y a ≤ b, entonces a ∈ I .

(ii) Si a, b ∈ I , entonces a ∨ b ∈ I .

Además, se dice que el ideal I es primo, si dados a, b ∈ L, a ∧ b ∈ I implica a ∈ I o b ∈ I .
La colección de los ideales primos de L se conoce como el espectro primo de L y se denota por
Spec(L).

Note que todo ideal de un retı́culo es también subretı́culo, pero la afirmación recı́proca

no siempre es cierta, como se expone en el Ejemplo 1.1.13.

Ejemplo 1.1.11. Dado un grupo G, el conjunto S(G) de todos los subgrupos de G es un retı́culo
donde para cada H,K ∈ S(G) se tiene que

H ∨S(G) K := ⟨H ∪K⟩, H ∧S(G) K := H ∩K.
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CAPÍTULO 1. PRELIMINARES

donde ⟨H ∪ K⟩ denota el subgrupo generado por H ∪ K, el cual es el menor subgrupo que lo
contiene. Por otra parte, el conjunto N(G) de todos los subgrupos normales de G también es un
retı́culo, con las operaciones definidas como:

N1 ∨N(G) N2 := N1N2 = {n1n2 | n1 ∈ N1, n2 ∈ N2}, N1 ∧N(G) N2 := N1 ∩N2.

Es evidente que las operaciones ∧S(G) y ∧N(G) coinciden sobreN(G) y no es difı́cil ver que ocurre
lo mismo con las operaciones ∨S(G) y ∨N(G). De esta manera, se tiene queN(G) es un subretı́culo
de S(G).

Ejemplo 1.1.12. Para cada retı́culo L y a ∈ L, el conjunto Ia := {b ∈ L | b ≤ a} es un ideal de
L. En particular, estos tipos de ideales corresponden a los ideales principales de L, esto es, Ia es el
menor ideal de L que contiene al elemento a.

Ejemplo 1.1.13. En el retı́culo L = {a, b, c, d} con a ≤ b ≤ d y también a ≤ c ≤ d, sin
ser comparables b y c, se tiene que L posee 16 subconjuntos y una revisión rápida muestra que
solamente 5 de estos, son ideales primos de L. Especı́ficamente,

Spec(L) = {∅, {a}, {a, b}, {a, c}, L}.

Adicional a esto, observe que L′ := {a, b, d} es un subretı́culo de L, pero no es un ideal puesto que
c ≤ d y c /∈ L′.

Definición 1.1.14. Dado un retı́culo ⟨L,∨,∧⟩, una relación de equivalencia ∼ sobre L se dice
que es una congruencia si para cualesquiera a, b, c, d ∈ L que satisfacen a ∼ b y c ∼ d, se tiene
que (a ∨ c) ∼ (b ∨ d) y también (a ∧ c) ∼ (b ∧ d).

Dada una congruencia ∼ sobre un retı́culo ⟨L,∨L,∧L⟩, el conjunto L/∼ := {[a] | a ∈ L}
de clases de equivalencia también es un retı́culo, donde las operaciones están definidas

como:

[a] ∨L/∼ [b] := [a ∨L b], y [a] ∧L/∼ [b] := [a ∧L b].

Cuando no se presentan ambigüedades, es usual omitir los subı́ndices.

El siguiente teorema es una versión para retı́culos de un resultado fundamental que se

presenta en diversas estructuras algebraicas.

Teorema 1.1.15. (Primer teorema de isomorfismos para retı́culos) Si f : L −→ M es un
homomorfismo de retı́culos, entonces el conjunto ker(f) := {(a, b) ∈ L × L | f(a) = f(b)}
determina una congruencia ∼ sobre L y la función φ : L/∼−→ Im(f) con φ([a]) := f(a) es un
isomorfismo de retı́culos.
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CAPÍTULO 1. PRELIMINARES

L Im(f)

L/∼

f

π
φ

(En este caso, π denota el epimorfismo de retı́culos definido como π(a) = [a].)

Demostración. Es fácil ver que la relación ∼ es una relación de equivalencia, mientras que

para cualesquiera a, b, c, d ∈ L con a ∼ b y también c ∼ d, se tiene que f(a) = f(b)

y f(c) = f(d), de donde f(a ∨ b) = f(a) ∨ f(b) = f(c) ∨ f(d) = f(c ∨ d) y a su vez,

f(a∧ b) = f(a)∧ f(b) = f(c)∧ f(d) = f(c∧ d), lo que significa que (a∨ b) ∼ (c∨ d) y que

(a ∧ b) ∼ (c ∧ d), por lo que ∼ es una congruencia sobre L.

En segundo lugar, para cada par a, b de elementos en L con [a] = [b] en A/∼, se obtiene

que φ([a]) = f(a) = f(b) = φ([b]), por lo que φ está bien definida. Además,

φ([a] ∨ [b]) = φ([a ∨ b]) = f(a ∨ b) = f(a) ∨ f(b) = φ([a]) ∨ φ([b]),

y también,

φ([a] ∧ [b]) = φ([a ∧ b]) = f(a ∧ b) = f(a) ∧ f(b) = φ([a]) ∧ φ([b]),

de donde φ es un homomorfismo de retı́culos. Adicional a esto, si φ([a]) = φ([b]), enton-

ces f(a) = f(b) y a su vez a ∼ b, por lo que [a] = [b] en A/∼ y φ es inyectiva. Por último,

para cada b ∈ Im(f), existe a ∈ L de manera que b = f(a) = φ([a]), lo que hace a φ una

función sobreyectiva.

Por lo tanto, la función φ es un isomorfismo de retı́culos y L/∼ ∼= Im(f).

Para un estudio más detallado de la teorı́a de retı́culos, consulte [9] y [6].

1.2. Topologı́a

Es bien sabido que la topologı́a es una rama de las matemáticas, independiente del álge-

bra abstracta. Sin embargo, esto no implica que estas dos estén completamente aisladas.

Por ejemplo, la topologı́a se conecta con el campo de las ecuaciones diferenciales garanti-

zando la existencia de soluciones mediante teoremas de punto fijo; en el área del análisis,

permite estudiar la continuidad y compacidad de funciones; y en álgebra, se relaciona
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con estructuras como los grupos topológicos. Precisamente, lo que se realizará posterior-

mente es caracterizar ciertos subconjuntos de las MV-álgebras y de los l-grupos, que son

estructuras propias del álgebra, pero desde una perspectiva topológica.

Definición 1.2.1. Una topologı́a sobre un conjunto X es una colección τ ⊆ P(X) que cumple:

(i) ∅, X ∈ τ .

(ii) Si {Ai | i ∈ I} es una familia arbitraria en τ , entonces
⋃
i∈I

Ai ∈ τ .

(iii) Si A,B ∈ τ , entonces A ∩B ∈ τ .

El par (X, τ) se denomina espacio topológico, mientras que los elementos deX y τ son llamados
puntos y conjuntos abiertos, respectivamente. Un conjunto A ⊆ X es cerrado si Ac ∈ τ .

Ejemplo 1.2.2. Dado cualquier conjuntoX , la colección τ1 := {∅, X} se conoce como topologı́a

trivial, mientras que τ2 := P(X) se denomina topologı́a discreta. Evidentemente, (X, τ1) y
(X, τ2) poseen el mismo conjunto subyacente, pero son espacios topológicos diferentes.

Habiendo introducido la noción de espacio topológico, es relevante considerar aplicacio-

nes entre estos espacios que conserven su estructura, al igual que ocurre con los grupos

y los homomorfismos de grupos.

Definición 1.2.3. Una función entre espacios topológicos f : (X, τ) −→ (X ′, τ ′) se dice que es
continua si para cada U ∈ τ ′ se tiene que f−1(U) := {x ∈ X | f(x) ∈ U} ∈ τ .

Se puede observar fácilmente que cualquier función entre espacios topológicos es con-

tinua cuando el dominio tiene la topologı́a discreta. De igual forma, una función será

continua si el codominio tiene la topologı́a trivial.

Dado cualquier espacio topológico, es posible encontrar un subconjunto de la topologı́a,

de tal manera que cada conjunto abierto puede ser construido utilizando elementos del

primero. Formalmente, esto se conoce como base de la topologı́a.

Definición 1.2.4. Sea (X, τ) un espacio topológico. Un conjunto B ⊆ τ es una base para τ , si
para cada A ∈ τ , A =

⋃
j∈J

Bj para algunos Bj ∈ B.

Ejemplo 1.2.5. El conjunto B = {{x} | x ∈ X}∪{∅} es una base para la topologı́a discreta. Por
otre parte, es inmediato que para cada espacio topológico (X, τ), se tiene que τ es una base para sı́
misma.
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Ejemplo 1.2.6. Para cada n ∈ N, la colección de bolas abiertas

Bϵ(x) := {y ∈ Rn : ∥x− y∥ < ϵ},

forma una base para la topologı́a usual τ en Rn. En particular, para cualquier subconjunto A de
Rn, se puede dotar a A de la topologı́a inducida (también llamada usual) por el espacio (Rn, τ),
donde los conjuntos abiertos en A son precisamente las intersecciones A∩U , con U siendo abierto
en Rn.

Definición 1.2.7. Sea (X, τ) un espacio topológico, x ∈ X y A ⊆ X .

Un conjunto U ⊆ X se denomina vecindad de x y se denota como U(x), si contiene un
conjunto abierto del cual x es un elemento.

El punto x se dice adherente a A si cada vecindad de x contiene al menos un punto de A.

El conjunto A = {x ∈ X | ∀U(x), U(x) ∩ A ̸= ∅} de todos los puntos de X adherentes a
A es llamado la clausura de A (también conocida como la adherencia de A).

A se dice compacto, si A ⊆
⋃
{Ui ∈ τ | i ∈ I} implica A ⊆

⋃
{Uj ∈ τ | j ∈ J} para

algún J ⊆ I finito.

Proposición 1.2.8. Sea (X, τ) un espacio topológico.

(i) Para cadaA ⊆ X , se tiene queA es el menor subconjunto cerrado deX que contiene aA, es
decir, corresponde a la intersección de todos los subconjuntos cerrados de X que contienen
a A.

(ii) El interior de A, definido como int(A) :=
⋃
{U ⊆ A | U ∈ τ}, es el mayor conjunto

abierto contenido en A.

Las siguientes definiciones son de suma importancia, ya que más adelante se verá detalla-

damente que los espectros primos de las MV-álgebras y de los l-grupos abelianos cumplen

estas propiedades.

Definición 1.2.9. Dado un espacio topológico (X, τ), se denota como K(X) a la colección de los
subconjuntos de X que son abiertos y compactos a la vez, el cual es un retı́culo con el orden usual
de conjuntos.

Definición 1.2.10. Sea (X, τ) un espacio topológico, se dice que X es sobrio, si cada subcon-
junto no vacı́o, que sea cerrado e irreducible (que no puede descomponerse como unión de dos
subconjuntos propios y cerrados), corresponde a la clausura de un conjunto unitario.
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Definición 1.2.11. Un espacio topológico (X, τ) se dice que es T0, si para cada par de puntos
distintos x, y ∈ X , existe un subconjunto abierto U de X que contiene a un punto y al otro no.

x
y

U X

El concepto que sigue reune las nociones mencionadas anteriormente.

Definición 1.2.12. Un espacio topológico (X, τ) es llamado espectral, si satisface las siguientes
condiciones:

(i) La colección K(X) es una base para la topologı́a y es cerrada bajo intersecciones finitas.

(ii) X es T0.

(iii) X es sobrio.

(iv) X es compacto.

Si (X, τ) cumple (i), (ii) y (iii), se denomina espacio espectral generalizado.

Ejemplo 1.2.13. Sea X = {a, b} y τ = {∅, {b}, X}, el par (X, τ) es conocido como el Espacio de
Sierpinski, en honor al matemático Wacław Sierpinski, quien contribuyó en gran medida en teorı́a
de conjuntos, teorı́a de números y topologı́a. Observe que este espacio es espectral.

En efecto, la finitud de X implica que todo subconjunto de este es compacto, lo que conlleva a que
X es compacto y que K(X) = τ es base para sı́ misma, que además es cerrada bajo intersecciones
finitas. Adicional a esto, X es T0 puesto que {b} ∈ τ es tal que b ∈ {b} y a /∈ {b}. Por último,
note que los conjuntos cerrados en X son ∅, {a} y X , los cuales son evidentemente irreducibles,
en donde {a} = {a} y X = {b}, lo cual indica que X es sobrio. De acuerdo a todo lo anterior, se
concluye que el Espacio de Sierpinski es un espacio espectral.

Ejemplo 1.2.14. Es posible generalizar el Espacio de Sierpinski de la siguiente manera:

Para cada n ∈ Z+, considérese (Y,Ω) como el espacio topológico con Y = {x1, x2, . . . , xn} y
Ω = {∅, Y } ∪ {U ⊆ Y | xn ∈ U}. Análogamente al Ejemplo 1.2.13, la finitud de Y implica que
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el espacio es compacto y que K (Y ) = Ω es una base para sı́ misma, cerrada bajo intersecciones
finitas. Sumado a esto, para cada par de puntos distintos xi, xj ∈ Y se tiene que {xi, xn} ∈ Ω

satisface que xi ∈ {xi, xn} y xj /∈ {xi, xn}, por lo que Y es un espacio T0.

Por otra parte, los conjuntos cerrados en Y son ∅, Y y cualquier subconjunto de Y que no contenga
a al punto xn. Una evaluación rápida muestra que los únicos subconjuntos no vacı́os, cerrados e
irreducibles de Y , son precisamente Y y los conjuntos unitarios {xm} para m = 1, 2, . . . , n− 1,
y a su vez se tiene que {xm} = {xm} y que Y = {xn}, lo que hace a Y un espacio sobrio. De esta
manera, se concluye finalmente que Y es un espacio espectral.

Para profundizar en los conceptos de topologı́a, puede consultarse [7], [15] y [27]. Además,

[29] muestra una representación topológica de un caso especial de retı́culos, lo que evi-

dencia las conexiones entre la topologı́a y otras ramas de las matemáticas.

1.3. Categorı́as

Las categorı́as, un concepto matemático introducido en el siglo pasado, representan una

herramienta innovadora ya que ofrecen una perspectiva distinta al enfoque tradicional

basado en conjuntos, al proporcionar un marco para entender la estructura y las conexio-

nes entre diferentes objetos matemáticos. Particularmente, aunque las MV-álgebras y los

l-grupos son estructuras algebraicas independientes, presentan conexiones interesantes

y gracias a la teorı́a de categorı́as se puede afirmar que estas estructuras son realmente

similares.

Definición 1.3.1. Una categorı́a C consiste de

una colección obj(C) de objetos,

para cada par de objetos A,B en obj(C), una colección HomC(A,B) de morfismos de A a
B, denotados como f : A −→ B oA f−→ B, de tal manera que para cualquier C en obj(C),
existe una asignación

HomC(B,C)× HomC(A,B) −→ HomC(A,C)

(g, f) 7−→ g ◦ f,

llamada composición, sujeta a dos axiomas:

(i) Identidad: Para cada objeto A en C, existe un morfismo 1A ∈ HomC(A,A) tal que
si B,C son otros objetos en C y f ∈ HomC(B,A), g ∈ HomC(A,C), se tiene que
1A ◦ f = f y g ◦ 1A = g.
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(ii) Asociatividad: Si A,B,C,D son objetos en C, f ∈ HomC(A,B), g ∈ HomC(B,C) y
h ∈ HomC(C,D), entonces h ◦ (g ◦ f) = (h ◦ g) ◦ f .

En una categorı́a C, si se tienen los morfismos:

A B

C D
h

i g

f

se dice que el diagrama conmuta si g ◦ f = h ◦ i.

Ejemplo 1.3.2.

(1) SET es la categorı́a cuyos objetos son conjuntos y los morfismos son funciones.

(2) Grp es la categorı́a cuyos objetos son grupos y los morfismos son homomorfismos de grupos.

(3) Ring es la categorı́a cuyos objetos son anillos unitarios y los morfismos son precisamente
homomorfismos de anillos.

(4) Top es la categorı́a cuyos objetos son espacios topológicos y los morfismos corresponden a
las funciones continuas.

(5) POSET es la categorı́a cuyos objetos son conjuntos parcialmente ordenados y los morfis-
mos son funciones que preservan el orden.

(6) VectK es la categorı́a cuyos objetos son K-espacios vectoriales y los morfismos son trans-
formaciones lineales.

Es importante destacar que no todos los objetos en las categorı́as deben ser estrictamente

conjuntos, como se puede evidenciar en los siguientes ejemplos.

Ejemplo 1.3.3. Dado un grupo G, se construye una categorı́a C, donde el único objeto es preci-
samente G, mientras que HomC(G,G) := G, es decir que los morfismos son los elementos de G.
El morfismo identidad es el elemento neutro e y la composición de morfismos está dada ası́:

HomC(G,G)× HomC(G,G) −→ HomC(G,G)

(a, b) 7−→ ab.
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Ejemplo 1.3.4. Si (P,≤) es un poset, se construye la categorı́a C donde obj(C) = P y para cada
par a, b ∈ P , se considera

HomC(a, b) :=


∅, si a, b no son comparables,

{fa,b}, si a ≤ b,

{fb,a}, si b ≤ a.

Como a ≤ a para cada a ∈ P , se tiene que HomC(a, a) = {fa,a} y 1a := fa,a. La composición se
deriva de la transitividad de ≤, en efecto,

HomC(b, c)× HomC(a, b) −→ HomC(a, c)

(fb,c , fa,b) 7−→ fa,c .

Ejemplo 1.3.5. Sea R un anillo con identidad, MatR es la categorı́a cuyos objetos son los núme-
ros enteros positivos, y para cada m,n ∈ Z+,

HomMatR(n,m) := {A | A es una matriz de tamaño m× n con entradas en R}.

Para cada n ∈ Z+, el morfismo identidad 1n corresponde a la matriz identidad In y note que la
composición de morfismos se define como la multiplicación usual de matrices.

HomMatR(m,n)× HomMatR(l,m) −→ HomMatR(l, n)

(A,B) 7−→ BA.

Ejemplo 1.3.6. Dada una categorı́a C, existe una categorı́a asociada a C, denominada categorı́a

dual (también llamada opuesta) y denotada por Cop, la cual consiste en los mismos objetos que C
y los morfismos en Cop se obtienen al invertir los morfismos en C. Esto es, si f : A −→ B es un
morfismo en C, entonces formalmente fop : B −→ A es un morfismo en Cop. (La inversión se rea-
liza de manera formal y no se refiere al sentido usual, puesto que los morfismos no necesariamente
son biyectivos.)

Ejemplo 1.3.7. Si C es una categorı́a, se define una categorı́a D cuyos objetos son todos los
morfismos en C. Si f : A −→ B y g : C −→ D son morfismos en C, entonces HomD(f, g) se
compone de todos los pares (α, β), donde α : A −→ C y β : B −→ D son morfismos en C de
manera que el siguiente diagrama conmuta.

A B

C Dg

α β

f
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CAPÍTULO 1. PRELIMINARES

El morfismo identidad 1f ∈ HomD(f, f) es 1f := (1A, 1B), y la composición está dada por:

HomD(G,G)× HomD(G,G) −→ HomD(G,G)

((α, β), (γ, δ)) 7−→ (α ◦ γ, β ◦ δ).

Ası́ como se han observado los homomorfismos entre retı́culos, que son funciones que

preservan el orden, o las funciones continuas entre espacios topológicos, que mantienen

la estructura topológica, es natural investigar si existen formas de preservar la estructura

de una categorı́a al mapearla a otra. Para abordar esta cuestión, se introduce el concepto

de funtor, una herramienta fundamental en teorı́a de categorı́as que permite formalizar

y analizar los mapeos entre estas.

Definición 1.3.8. Sean C,D dos categorı́as. Un funtor covariante F : C −→ D, también
denotado como C F−→ D, es una aplicación tal que,

(i) asigna a cada A ∈ obj(C) un único objeto F (A) en D,

(ii) para cada par A,B ∈ obj(C) y un morfismo f ∈ HomC(A,B), se tiene un único morfismo
F (f) ∈ HomD(F (A), F (B)),

y que satisface los siguientes axiomas:

(a) Para cada objeto A en C, se tiene que F (1A) = 1F (A).

(b) Si A f−→ B
g−→ C son morfismos en C, entonces F (g ◦ f) = F (g) ◦ F (f).

Por otra parte, una aplicación F : C −→ D se denomina funtor contravariante, si representa
un funtor covariante de la categorı́a C a la categorı́a Dop.

Un ejemplo sencillo de un funtor es el funtor identidad 1C , que actúa como la función

identidad sobre objetos y morfismos. Note también que la composición de funtores tam-

bién es un funtor. A lo largo del trabajo, serán presentados otros ejemplos de funtores de

manera más precisa.

Definición 1.3.9. Dados dos funtores C D
G

F
, una transformación natural α es una

aplicación que asigna a cada objeto A de C un morfismo F (A) G(A),
αA de tal manera que

para cada morfismo A A′,
f

el siguiente diagrama conmuta.
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F (A) F (A′)

G(A) G(A′)

F (f)

αA αA′

G(f)

Si αA es un isomorfismo para cada A ∈ obj(C), se dice que α es un isomorfismo natural, que
F,G son naturalmente isomorfos y se denota como F ∼= G.

Las transformaciones naturales permiten establecer un mapeo coherente entre las accio-

nes de los funtores en diferentes categorı́as. Fundamentalmente, capturan cómo los fun-

tores interactúan de manera consistente con la estructura de los objetos y morfismos de

las categorı́as correspondientes.

Ejemplo 1.3.10. Considere la categorı́a VectK del Ejemplo 1.3.2 y el par de funtores covariantes

VectK VectK ,
F

1VectK

donde F es tal que F (V ) = V ∗∗ indica el espacio dual del correspondiente espacio dual del espacio
vectorial V , esto es:

V ∗ := {T : V −→ K | T es transformación lineal},

V ∗∗ := {T̂ : V ∗ −→ K | T̂ es transformación lineal},

mientras que para cada morfismo T : V −→W en VectK, el morfismo F (T ) : F (V ) −→ F (W )

es construido de la siguiente manera:

1. Se define T ∗ :W ∗ −→ V ∗ como T ∗(ϕ) := ϕ ◦ T ,

2. Ası́ mismo, se establece T ∗∗ : V ∗∗ −→W ∗∗ como T ∗∗(φ) := φ ◦ T ∗.

3. Se toma F (T ) = T ∗∗.

Se quiere mostrar que los funtores 1VectK y F son naturalmente isomorfos. Para ello, ası́gnese
a cada K-espacio vectorial V , el mapeo 1VectK(V ) F (V )

αV , esto es, V V ∗∗αV , de
manera que αV (v) : V ∗ −→ K es tal que αV (v)(ϕ) := ϕ(v), para cada v ∈ V .

Si v = w en V , entonces ϕ(v) = ϕ(w) para toda transformación lineal ϕ ∈ V ∗, lo que
significa que αV (v) = αV (w) y ası́, αV está bien definida.
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Sean v, w ∈ V que satisfacen αV (v) = αV (w), entonces para cada ϕ ∈ V ∗ se sigue que
ϕ(v) = [αV (v)](ϕ) = [αV (w)](ϕ) = ϕ(w), y puesto que v ̸= w en V implica la existencia
de una transformación lineal f tal que f(v) ̸= f(w), la afirmación contrarrecı́proca indica
que v = w. Ası́, αV es inyectiva.

Sea φ ∈ V ∗∗, basta con tomar v ∈ V de manera que para cada ϕ ∈ V ∗ se satisfaga
φ(ϕ) = ϕ(v), pues esto conlleva a que φ = αV (v) y por ende, αV es sobreyectiva.

Para cada par v, w ∈ V y λ ∈ K, se tiene que αV (λv + w) : V ∗ −→ K es tal que

[αV (λv + w)](ϕ) = ϕ(λv + w)

= λϕ(v) + ϕ(w)

= λ[αV (v)](ϕ) + [αV (w)](ϕ)

= [λαV (v) + αV (w)](ϕ),

para cada ϕ ∈ V ∗, teniendo en cuenta la linealidad de ϕ y que αV (v) y αV (w) pertenencen
al K-espacio vectorial V ∗∗. Ası́, αV es una transformación lineal y por ser biyectiva, es un
isomorfismo.

Ahora bien, note que para cada morfismo V W,
T , el siguiente diagrama conmuta.

V W

F (V ) F (W )

T

αV αW

F (T )

En efecto, para cada v ∈ V se tiene que (αW ◦ T )(v) : W ∗ −→ K es tal que ϕ 7→ ϕ(T (v)),
y también (F (T ) ◦ αV )(v) = F (T )(αV (v)) = αV (v) ◦ T ∗ está definida de W ∗ a K, con
ϕ 7→ (φ ◦ T )(v). Luego, F (T ) ◦ αV = αW ◦ T .

De esta manera, se ha demostrado que α es un isomorfismo natural y que los funtores 1VectK y F
son naturalmente isomorfos.

Definición 1.3.11. Dos categorı́as C y D se dicen equivalentes, si existen funtores C D
F

G

de manera que G ◦ F ∼= 1C y también F ◦G ∼= 1D. En este caso, tanto F como G se denominan
equivalencias.

Cuando se habla de que dos partes son idénticas, es importante tener presente qué son

realmente.
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La noción correcta para indicar que dos elementos de un objeto en una categorı́a

son el mismo, es la igualdad. Por ejemplo, a = a en el objeto {a, b, c} en SET.

Para mencionar que dos objetos en una categorı́a coinciden, se emplea el concepto

de isomorfismo. Este es el caso en la categorı́a Grp, donde el grupo aditivo Z es

isomorfo a todo grupo cı́clico infinito.

Dos funtores entre categorı́as son esencialmente iguales cuando se tiene un isomor-

fismo natural entre ellos, como se evidencia en el Ejemplo 1.3.10, donde F ∼= 1VectK .

La equivalencia entre categorı́as sirve para expresar que son lo mismo. El Teore-

ma 4.3.6 establece que las MV-álgebras y los l-grupos abelianos con unidad fuerte,

representan los mismos objetos matemáticos.

Para explorar los conceptos de teorı́a de categorı́as y obtener una visión más amplia, se

pueden consultar [20], [21] y [28].
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Capı́tulo 2

MV-álgebras

En este capı́tulo se introduce el concepto de MV-álgebra, también conocida como álgebra

multivaluada. Esta es un tipo de estructura que nació como la contraparte algebraica de

la lógica multivaluada, de la misma manera en que las álgebras booleanas lo fueron ini-

cialmente para la lógica clásica bivaluada, y fueron definidas en [10] en el año 1958 por

el matemático Chen Chung Chang, quien se destacó por sus contribuciones a la teorı́a de

modelos. En la teorı́a de conjuntos fuzzy, las álgebras multivaluadas son importantes, ya

que sirven para definir el grado de pertenencia de cada elemento a un conjunto.

A continuación, se exponen algunas propiedades que cumplen las MV-álgebras, la es-

tructura de retı́culo que pueden adoptar, los ideales que poseen, similar a los anillos en

matemáticas, y se profundiza en el conjunto de los ideales primos de una álgebra multi-

valuada, conocido como el espectro primo. Se describe detalladamente la construcción de

una cierta topologı́a para este último y se enuncia la caracterización topológica que posee.

Los conceptos básicos de la teorı́a de MV-álgebras, presentados en este capı́tulo, se pue-

den consultar en [11].

Definición 2.0.1. Una MV-álgebra ⟨A,⊕,¬, 0⟩, o simplemente A, es un conjunto junto con
dos operaciones ⊕ : A × A −→ A, ¬ : A −→ A y 0 una constante, que cumple las siguientes
propiedades para cualesquiera a, b ∈ A:

(i) ⟨A,⊕, 0⟩ es un monoide abeliano,

(ii) a⊕ ¬0 = ¬0,

(iii) ¬(¬a) = a,

(iv) a⊕ ¬(a⊕ ¬b) = b⊕ ¬(b⊕ ¬a).
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Ls operaciones ⊕ y ¬ se denominarán suma y negación, respectivamente. La condición

(iv), aunque es menos clara que las demás, es fundamental para demostrar ciertas propie-

dades en una MV-álgebra y garantizará que la operación ∨, que se definirá más adelante,

sea conmutativa.

Ejemplo 2.0.2. Considérese el conjunto [0, 1] ⊆ R, junto con las operaciones definidas como

a⊕ b := mı́n{a+ b, 1}, ¬a := 1− a, 0 := 0.

Claramente a ⊕ b = mı́n{a + b, 1} = mı́n{b + a, 1} = b ⊕ a para todo a, b ∈ [0, 1], y también
a ⊕ 0 = mı́n{a + 0, 1} = mı́n{a, 1} = a. Para probar que ⊕ cumple la propiedad asociativa, se
deben analizar cuatro casos.

Si a⊕ b = mı́n{a+ b, 1} = a+ b y b⊕ c = mı́n{b+ c, 1} = b+ c, entonces

(a⊕ b)⊕ c = mı́n{mı́n{a+ b, 1}+ c, 1}

= mı́n{a+ b+ c, 1}

= mı́n{a+mı́n{b+ c, 1}, 1}

= a⊕ (b⊕ c).

Si a⊕ b = 1 = b⊕ c, entonces

(a⊕ b)⊕ c = mı́n{mı́n{a+ b, 1}+ c, 1}

= mı́n{1 + c, 1}

= 1

= mı́n{a+ 1, 1}

= mı́n{a+mı́n{b+ c, 1}, 1}

= a⊕ (b⊕ c).

Si a⊕ b = a+ b y b⊕ c = 1 ≤ b+ c, entonces 1 ≤ a+ 1 ≤ a+ b+ c y ası́,
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(a⊕ b)⊕ c = mı́n{mı́n{a+ b, 1}+ c, 1}

= mı́n{a+ b+ c, 1}

= 1

= mı́n{a+ 1, 1}

= mı́n{a+mı́n{b+ c, 1}, 1}

= a⊕ (b⊕ c).

Si a⊕ b = 1 ≤ a+ b y b⊕ c = b+ c, entonces 1 ≤ 1 + c ≤ a+ b+ c y ası́,

(a⊕ b)⊕ c = mı́n{mı́n{a+ b, 1}+ c, 1}

= mı́n{1 + c, 1}

= 1

= mı́n{a+ b+ c, 1}

= mı́n{a+mı́n{b+ c, 1}, 1}

= a⊕ (b⊕ c).

De esta manera, (a⊕ b)⊕ c = a⊕ (b⊕ c) para cualesquiera a, b, c ∈ [0, 1], por lo que ([0, 1],⊕, 0)
es un monoide abeliano.

Además, dado a ∈ [0, 1], se tiene que ¬(¬a) = 1 − ¬(a) = 1 − (1 − a) = a, ¬0 = 1 − 0 = 1 y
a⊕¬0 = mı́n{a+1, 1} = 1 = ¬0. Por último, observe que para cualquier tripla x, y, z ∈ [0, 1] se
tiene que x+mı́n{y, z} = mı́n{x+ y, x+ z}, puesto que si se asume sin pérdida de generalidad
que y ≤ z, se sigue que x + y = x + mı́n{y, z} y a su vez, x + y ≤ x + z implica que
mı́n{x+ z, y + z} = x+ y = x+mı́n{y, z}. Teniendo en cuenta esto, resulta:
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a⊕ ¬(a⊕ ¬b) = a⊕ [1− (a⊕ ¬b)]

= a⊕ [1− (a⊕ (1− b))]

= mı́n{a+ 1−mı́n{a+ 1− b, 1}, 1}

= mı́n{−[−a− 1 + mı́n{a+ 1− b, 1}], 1}

= mı́n{−mı́n{(−a− 1) + a+ 1− b, (−a− 1) + 1}, 1}

= mı́n{−mı́n{−b,−a}, 1}

= mı́n{−mı́n{−a,−b}, 1}

= mı́n{−mı́n{(−b− 1) + b+ 1− a, (−b− 1) + 1}, 1}

= mı́n{−[−b− 1 + mı́n{b+ 1− a, 1}], 1}

= mı́n{b+ 1−mı́n{b+ 1− a, 1}, 1}

= b⊕ [1− [b⊕ (1− a)]]

= b⊕ [1− (b⊕ ¬a)]

= b⊕ ¬(b⊕ ¬a).

Por lo tanto, se concluye que [0, 1] es un álgebra multivaluada.

La MV-álgebra del Ejemplo 2.0.2 se conoce como la MV-álgebra estándar y es considera-

da la más importante debido a las consecuencias que se derivan del siguiente resultado.

Teorema 2.0.3. (Teorema de completitud de Chang) En la lógica de Łukasiewicz (o multiva-
luada), una fórmula φ es semánticamente válida si y solo si es sintácticamente derivable. Es decir,
una fórmula φ es verdadera en todos los modelos, si y solo si puede ser derivada mediante las reglas
del sistema deductivo de la lógica de Łukasiewicz.

Demostración. La prueba se presenta en [10], donde el teorema constituye el objetivo más

importante de dicho artı́culo.

Este teorema muestra que el sistema formal de la lógica de Łukasiewicz es completo, lo

que significa que no hay fórmulas que sean verdaderas en todos los modelos pero que

no puedan ser derivadas formalmente. En adición, dado que los modelos algebraicos

para la lógica de Łukasiewicz son las álgebras multivaluadas, las fórmulas se interpretan

como propiedades que se satisfacen en el contexto algebraico, y puesto que la MV-álgebra

[0, 1] actúa como el conjunto de posibles valores de verdad para las proposiciones en esta

lógica, se deduce que una propiedad es válida en cualquier MV-álgebra si y solo si es

válida en la MV-álgebra estándar.
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Ejemplo 2.0.4. Si X es un conjunto no vacı́o y A es una MV-álgebra, entonces AX también es
una MV-álgebra con las operaciones definidas puntualmente, es decir que para f ⊕g y ¬f se tiene
que (f ⊕ g)(x) := f(x)⊕ g(x), (¬f)(x) := ¬f(x) y 0 es la función constante igual a 0.

Sean f, g, h ∈ AX . Para cada x ∈ X ,

((f ⊕ g)⊕ h)(x) = (f ⊕ g)(x)⊕ h(x)

= [f(x)⊕ g(x)]⊕ h(x)

= f(x)⊕ [g(x)⊕ h(x)]

= f(x)⊕ (g ⊕ h)(x)

= (f ⊕ (g ⊕ h))(x),

por lo que (f ⊕ g) ⊕ h = f ⊕ (g ⊕ h). Denotando por 0 ∈ AX a la función constante igual a 0,
se tiene que (f ⊕ 0)(x) = f(x)⊕ 0(x) = f(x)⊕ 0 = f(x), de donde f ⊕ 0 = f y como también
(f ⊕ g)(x) = f(x) ⊕ g(x) = g(x) ⊕ f(x) = (g ⊕ f)(x), significa que f ⊕ g = g ⊕ f y ası́,
(AX ,⊕, 0) es un monoide abeliano.

Por otra parte, ¬(¬f) = f puesto que (¬(¬f))(x) = ¬(¬f)(x) = ¬(¬f(x)) = f(x) para cada
x ∈ X , y (f ⊕¬0)(x) = f(x)⊕ (¬0)(x) = f(x)⊕¬0(x) = f(x)⊕¬0 = ¬0 = ¬0(x) implica
f ⊕ ¬0 = ¬0. Por último,

[f ⊕ ¬(f ⊕ ¬g)](x) = f(x)⊕ [¬(f ⊕ ¬g)(x)]

= f(x)⊕ ¬[(f ⊕ ¬g)(x)]

= f(x)⊕ ¬[f(x)⊕ (¬g)(x)]

= f(x)⊕ ¬[f(x)⊕ ¬g(x)]

= g(x)⊕ ¬[g(x)⊕ ¬f(x)]

= g(x)⊕ ¬[g(x)⊕ (¬f)(x)]

= g(x)⊕ ¬[(g ⊕ ¬f)(x)]

= g(x)⊕ [¬(g ⊕ ¬f)(x)]

= [g ⊕ ¬(g ⊕ ¬f)](x),

ası́ que f ⊕ ¬(f ⊕ ¬g) = g ⊕ ¬(g ⊕ ¬f). Esto concluye la verificación de que AX es un álgebra
multivaluada.

En particular, dado cualquier conjunto X ̸= ∅, se tiene que

[0, 1]X := {f : X −→ [0, 1] | f es función}
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es una MV-álgebra que se relaciona fuertemente con la teorı́a de conjuntos fuzzy, pues

cada función f ∈ [0, 1]X determina el grado de pertenencia de un elemento x ∈ X en el

conjunto fuzzy (X, f), el cual puede pertenecer o no, parcial o totalmente.

Para el siguiente ejemplo, note que si a, b ∈ R, entonces

mı́n{a, b} =
a+ b− |a− b|

2
,

ya que si a ≤ b, implica que a− b ≤ 0, de donde

a+ b− |a− b|
2

=
a+ b− (−(a− b))

2
=
a+ b+ a− b

2
=

2a

2
= a = mı́n{a, b},

mientras que si b ≤ a, resulta 0 ≤ a− b, por lo que

a+ b− |a− b|
2

=
a+ b− (a− b)

2
=
a+ b− a+ b

2
=

2b

2
= b = mı́n{a, b}.

Ejemplo 2.0.5. Sea X un espacio topológico y [0, 1] ⊆ R con la topologı́a usual. Consideremos

C(X) := {f : X −→ [0, 1] | f es una función continua} ⊆ [0, 1]X .

La función 0 constante igual a 0 pertenece a C(X) dado que toda función constante es continua,
e igualmente para la función 1 constante igual a 1. Por otro lado, si f, g ∈ C(X), tenemos que

(f ⊕ g)(x) =
f(x) + g(x) + 1− |f(x) + g(x)− 1|

2
,

por lo que f⊕g también es continua por ser composición de funciones continuas y f⊕g ∈ C(X).
Por último, ¬f = 1 − f es una función continua por ser una combinación lineal de funciones
continuas, ası́ que ¬f ∈ C(X). De esta manera, se concluye que C(X) es una subálgebra de
[0, 1]X .

En una MV-álgebra, se definen auxiliarmente la constante 1 := ¬0 y las operaciones bi-

narias ⊙,⊖ dadas por a ⊙ b := ¬(¬a ⊕ ¬b) y a ⊖ b := a ⊙ ¬b, las cuales se denominan

producto y diferencia, respectivamente.

Proposición 2.0.6. Si A es una MV-álgebra, entonces para cualesquiera a, b, c ∈ A,
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(i) ¬1 = 0.

(ii) a⊕ ¬a = 1.

(iii) a⊙ 1 = a.

(iv) a⊙ 0 = 0.

(v) a⊙ ¬a = 0.

(vi) ¬(a⊙ b) = ¬a⊕ ¬b.

(vii) ¬(a⊕ b) = ¬a⊙ ¬b.

(viii) a⊙ (¬a⊕ b) = b⊙ (¬b⊕ a).

(ix) a⊙ (b⊙ c) = (a⊙ b)⊙ c.

(x) a⊙ b = b⊙ a.

Demostración. Sean A una MV-álgebra y a, b, c ∈ A.

(i) ¬1 = ¬(¬0) = 0.

(ii) a⊕ ¬a = a⊕ ¬(0⊕ a) = a⊕ ¬(¬1⊕ a) = ¬(¬a⊕ 1)⊕ ¬0 = ¬0 = 1.

(iii) a⊙ 1 = ¬(¬a⊕ ¬1) = ¬(¬a⊕ 0) = ¬(¬a) = a.

(iv) a⊙ 0 = ¬(¬a⊕ ¬0) = ¬(¬a⊕ 1) = ¬1 = 0.

(v) a⊙ ¬a = ¬[¬a⊕ ¬(¬a)] = ¬(¬a⊕ a) = ¬1 = 0.

(vi) ¬(a⊙ b) = ¬[¬(¬a⊕ ¬b)] = ¬a⊕ ¬b.

(vii) ¬(a⊕ b) = ¬[¬(¬a)⊕ ¬(¬b)] = ¬a⊙ ¬b.

(viii) a⊙ (¬a⊕ b) = ¬[¬a⊕ ¬(¬a⊕ b)]

= ¬[¬a⊕ (¬(¬a)⊙ ¬b)]

= ¬[¬a⊕ (a⊙ ¬b)]

= ¬[(b⊙ ¬a)⊕ ¬b]

= ¬(b⊙ ¬a)⊙ b

= b⊙ (¬b⊕ a).

(ix) a⊙ (b⊙ c) = ¬a⊕ ¬(b⊙ c)

= ¬a⊕ (¬b⊕ ¬c)

= (¬a⊕ ¬b)⊕ ¬c

= ¬(a⊙ b)⊕ ¬c

= (a⊙ b)⊙ c.

(x) a⊙ b = ¬(¬a⊕ ¬b) = ¬(¬b⊕ ¬a) = b⊙ a.

Esto concluye la prueba.
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Definición 2.0.7. Si A una MV-álgebra y B ⊆ A tal que

(i) 0 ∈ B,

(ii) si a, b ∈ B, entonces a⊕ b ∈ B,

(iii) si a ∈ B, entonces ¬a ∈ B,

entonces B se denomina subálgebra de A.

Observación 2.0.8. Por la clausuratividad de las operaciones ⊕, ¬ y debido a que 0 ∈ B, la
subálgebra B ⊆ A satisface los axiomas de la Definición 2.0.1 y en consecuencia, también es una
MV-álgebra.

Es fácil ver que la intersección de subálgebras de una MV-álgebra A, también es una

subálgebra de A. En ese sentido, para cada X ⊆ A, se define la subálgebra generada

por X como el conjunto sub(X) =
⋂
{B ⊆ A | X ⊆ B, B es subálgebra de A}, el cual

corresponde a la menor subálgebra que contiene a X . Esta noción de subálgebra genera-

da por un subconjunto será importante en la sección de MV-álgebras libres y funciones de
McNaughton.

Proposición 2.0.9. Sea A una MV-álgebra y ∅ ̸= S ⊆ A. Definiendo S0 := S y de manera
inductiva Sn+1 := Sn ∪ {¬x | x ∈ Sn} ∪ {x ⊕ y | x, y ∈ Sn} para cada n ∈ N, se tiene que
sub(S) =

⋃
{Sn | n ∈ N}.

Demostración. Dado que S0 = S ̸= ∅, se sigue que Sn ̸= ∅ para cada n ∈ N y a su vez,⋃
{Sn | n ∈ N} ≠ ∅. Luego, existe nN tal que x ∈ Sn, lo que implica que ¬x ∈ Sn+1 y

también 1 = x⊕ ¬x ∈ Sn+2, de donde 0 = ¬1 ∈ Sn+3. Ası́, 0 ∈
⋃
{Sn | n ∈ N}.

En segundo lugar, si a, b ∈
⋃
{Sn | n ∈ N}, entonces existen m,n ∈ N con m ≤ n

sin pérdida de generalidad, de manera que a ∈ Sm, mientras que b ∈ Sn. De acuerdo

a la construcción recursiva, resulta Sm ≤ Sn, por lo que a ∈ Sn y por consiguiente,

a ⊕ b ∈ Sn+1 ⊆
⋃
{Sn | n ∈ N}. Ası́ mismo, considerando a ∈ Sn, se obtiene que

¬a ∈ Sn+1 ⊆
⋃
{Sn | n ∈ N}, lo que significa que

⋃
{Sn | n ∈ N} es una subálgebra

de A.

A continuación, se verifica que sub(S) =
⋃
{Sn | n ∈ N}.

Claramente, S = S0 ⊆
⋃
{Sn | n ∈ N}, por lo que sub(S) ⊆

⋃
{Sn | n ∈ N} por la

definición de subálgebra. Recı́procamente, se procede por inducción sobre n para mostrar
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que Sn ⊆ sub(S). Es inmediato que S0 = S ⊆ sub(S). Suponga ahora por hipótesis

inductiva que Sk ⊆ S para algún k ∈ N. Dado z ∈ Sk+1, se deben analizar tres casos.

Si z ∈ Sk, entonces z ∈ sub(S) por la hipótesis de inducción.

Si z = ¬x para algún x ∈ Sk ⊆ S, entonces z = ¬x ∈ sub(S) por ser una MV-

álgebra.

Si z = x ⊕ y para algunos x, y ∈ Sk, análogamente, se sigue que x, y ∈ sub(S), de

donde z = x⊕ y ∈ sub(S).

Como consecuencia, Sk+1 ⊆ sub(S), lo que implica que Sn ⊆ sub(S) para todo n ∈ N y

por ende,
⋃
{Sn | n ∈ N} ⊆ sub(S). Con esto, se concluye la prueba.

Denotaremos en adelante 0a := 0, a0 := 1, mientras que para cada n ≥ 1, se definen

na := a⊕ (n− 1)a y an := a⊙ an−1.

Definición 2.0.10. Un elemento a de una MV-álgebra A se dice que tiene orden n y se escribe
ord(a) = n, si n es el menor número natural tal que na = 1. Si n existe, a se denomina de orden

finito y en caso contrario, se denota ord(a) = ∞.

Ejemplo 2.0.11. En la MV-álgebra estándar [0, 1], se tiene que ord(0) = ∞ y para cualquier
a ̸= 0, el orden de a es finito debido a la propiedad arquimediana de los números reales.

2.1. Estructura reticular de una MV-álgebra

Se procede a construir una estructura de retı́culo sobre cualquier álgebra multivaluada,

utilizando para ello las operaciones definidas anteriormente y la siguiente proposición.

Proposición 2.1.1. Si A es una MV-álgebra y a, b ∈ A, entonces las siguientes afirmaciones son
equivalentes.

(i) ¬a⊕ b = 1.

(ii) a⊙ ¬b = 0.

(iii) b = a⊕ (b⊙ ¬a).

(iv) Existe c ∈ A tal que b = a⊕ c.

(v) Existe d ∈ A tal que a = b⊙ d.

Demostración. Sea A una MV-álgebra y a, b ∈ A.
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(i) ⇒ (ii) Si ¬a⊕ b = 1, entonces 0 = ¬1 = ¬(¬a⊕ b) = ¬(¬a⊕ ¬(¬b)) = a⊙ ¬b.

(ii) ⇒ (iii) Si a⊙ ¬b = 0, se sigue que a⊕ (b⊙ ¬a) = b⊕ (a⊙ ¬b) = b⊕ 0 = b.

(iii) ⇒ (iv) Tomando c := b⊙ ¬a, es evidente que a⊕ c = a⊕ (b⊙ ¬a) = b.

(iv) ⇒ (v) Considerando d = a⊕ ¬b, resulta

b⊙ d = b⊙ (a⊕ ¬b)

= a⊙ (¬a⊕ b)

= a⊙ (¬a⊕ (a⊕ c))

= a⊙ ((¬a⊕ a)⊕ c)

= a⊙ (1⊕ c))

= a⊙ 1

= a.

(v) ⇒ (i) ¬a⊕ b = ¬(b⊙ d)⊕ b = (¬b⊕ ¬d)⊕ b = ¬d⊕ (¬b⊕ b) = ¬d⊕ 1 = 1.

Con esto, se finaliza la prueba.

Definición 2.1.2. Dada una MV-álgebra A, se introduce una relación ≤ en A de manera que
a ≤ b, si y solo si, a, b satisfacen alguna de las condiciones de la Proposición 2.1.1.

Proposición 2.1.3. Para cada MV-álgebra A, la relación ≤ definida en 2.1.2 es una relación de
orden.

Demostración. Sea A una MV-álgebra.

(a) Reflexividad: Si a ∈ A, puesto que a = a ⊙ 1, se satisface la condición (v) de la

Proposición 2.1.1 y ası́, a ≤ a.

(b) Antisimetrı́a: Si a, b ∈ A satisfacen a ≤ b y b ≤ a, se sigue que por la condición (ii)

y (iii) de la Proposición 2.1.1, respectivamente, que a ⊙ ¬b = 0 y a = b ⊕ (a ⊙ ¬b).
Luego, a = b⊕ (a⊙ ¬b) = b⊕ 0 = b.

(c) Transitividad: Si a, b, c ∈ A de tal manera que a ≤ b y b ≤ c, entonces por la condi-

ción (iv) de la Proposición 2.1.1, existen w,w′ ∈ A con b = a ⊕ w y c = b ⊕ w′. Por

consiguiente, c = b⊕ w′ = (a⊕ w)⊕ w′ = a⊕ (w ⊕ w′), lo que significa que a ≤ c.
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Cuando ≤ es un orden total, A se denomina MV-cadena. Note que el orden de la MV-

álgebra estándar ≤[0,1] coincide con el orden usual ≤R de los números reales, puesto que

para cada par a, b ∈ [0, 1] se tiene

a ≤[0,1] b⇐⇒ ¬a⊕ b = 1,

⇐⇒ (1− a)⊕ b = 1,

⇐⇒ mı́n{1− a+ b, 1} = 1,

⇐⇒ 1 ≤R 1− a+ b,

⇐⇒ 0 ≤R −a+ b,

⇐⇒ a ≤R b,

lo que significa que ≤[0,1] es un orden total y en consecuencia, [0, 1] es una MV-cadena.

Proposición 2.1.4. Si A una MV-álgebra, entonces para cualesquiera a, b, c ∈ A,

(i) 0 ≤ a ≤ 1.

(ii) a ≤ b, si y solo si, ¬b ≤ ¬a.

(iii) a ≤ b implica a⊕ c ≤ b⊕ c y a⊙ c ≤ b⊙ c.

Demostración. Sea A una MV-álgebra y a, b, c ∈ A.

(i) Como ¬0 ⊕ a = ¬0 = 1, entonces 0 ≤ a. Igualmente, a ⊙ ¬1 = a ⊙ 0 = 0 implica

a ≤ 1 y ası́, 0 ≤ a ≤ 1.

(ii) a ≤ b, si y solo si, ¬a ⊕ b = 1, esto es, 0 = ¬1 = ¬(¬a ⊕ b) = a ⊙ ¬b = ¬b ⊙ ¬(¬a),
lo que significa que, ¬b ≤ ¬a.

(iii) Si a ≤ b, entonces existe w ∈ A tal que b = a⊕ w, lo que implica que

b⊕ c = (a⊕ w)⊕ c = (a⊕ c)⊕ w,

por lo que a ⊕ c ≤ b ⊕ c. Además, a ≤ b equivale a que existe z ∈ A con a = b ⊙ z,

de donde a⊙ c = (b⊙ z)⊙ c = (b⊙ c)⊙ z, ası́ que a⊙ c ≤ b⊙ c.

Ası́, se ha probado que cada MV-álgebra posee elemento mı́nimo y elemento máximo,

que la negación invierte el orden, y que las operaciones suma y producto son compatibles

con la relación de orden.

Introduciendo las operaciones binarias ∨,∧ en cada MV-álgebra A como:

a ∨ b := a⊕ (b⊙ ¬a) y a ∧ b := a⊙ (b⊕ ¬a),

se tiene lo siguiente:
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Proposición 2.1.5. Si A es una MV-álgebra y a, b ∈ A, entonces

(i) 0 ≤ a⊙ b ≤ a ∧ b ≤ a, b ≤ a ∨ b ≤ a⊕ b ≤ 1.

(ii) ¬(a ∨ b) = ¬a ∧ ¬b.

(iii) ¬(a ∧ b) = ¬a ∨ ¬b.

Demostración. Sea A una MV-álgebra y a, b ∈ A.

(i) Por la Proposición 2.1.4 se tiene que 0 ≤ a ⊙ b y a ⊕ b ≤ 1. Por otro lado, por la

condición (v) de la Proposición 2.1.1 se sigue que a∧b ≤ a considerando d := b⊕¬a,

mientras que a ≤ a∨b resulta de considerar c = b⊙¬a en la condición (iv). Observe

también que

(a ∧ b)⊕ ¬(a⊙ b) = [a⊙ (b⊕ ¬a)]⊕ [¬a⊕ ¬b]

= [a⊙ (b⊕ ¬a)⊕ ¬a]⊕ ¬b

= [(b⊕ ¬a)⊕ (¬a⊙ ¬(b⊕ ¬a))]⊕ ¬b

= (b⊕ ¬a)⊕ (¬a⊙ b⊙ a)⊕ ¬b

= (b⊕ ¬a)⊕ (b⊙ 0)⊕ ¬b

= (b⊕ ¬a)⊕ 0⊕ ¬b

= (b⊕ ¬a)⊕ ¬b

= ¬a⊕ (b⊕ ¬b)

= ¬a⊕ 1

= 1,

de donde a⊙ b ≤ a ∧ b. Por último,

¬(a ∨ b)⊕ (a⊕ b) = ¬(a⊕ (b⊙ ¬a))⊕ (a⊕ b)

= (¬a⊙ ¬(b⊙ ¬a))⊕ a⊕ b

= [(¬a⊙ (¬b⊕ a))⊕ a]⊕ b

= [(a⊙ ¬(¬b⊕ a))⊕ (¬b⊕ a)]⊕ b

= (a⊙ b⊙ ¬a)⊕ (¬b⊕ a)⊕ b

= [(a⊙ ¬a)⊙ b]⊕ [(¬b⊕ a)⊕ b]

= (0⊙ b)⊕ [a⊕ (¬b⊕ b)]

= 0⊕ (a⊕ 1)

= a⊕ 1

= 1,
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lo que implica que a ∨ b ≤ a⊕ b.

(ii) ¬(a ∨ b) = ¬(a⊕ (b⊙ ¬a)) = ¬a⊕ ¬(b⊙ ¬a) = ¬a⊙ (¬b⊕ a) = ¬a ∧ ¬b.

(iii) ¬(a ∧ b) = ¬(a⊙ (b⊕ ¬a)) = ¬a⊕ ¬(b⊕ ¬a) = ¬a⊕ (¬b⊙ a) = ¬a ∨ ¬b.

Con lo anterior, se expone que el producto es una cota inferior y la suma es una cota

superior para cada par de elementos en un álgebra multivaluada, además de que los

ı́tems (ii) y (iii) muestran igualdades similares a las Leyes de De Morgan que se presentan

tanto en lógica proposicional como en teorı́a de conjuntos.

La razón por la cual se utilizaron los sı́mbolos ∨ y ∧ para denotar las dos últimas ope-

raciones definidas es que, al igual que en las definiciones equivalentes de retı́culo, estas

operaciones corresponden al supremo y al ı́nfimo de cada par de elementos, respecti-

vamente. Considerando las proposiciones 2.1.4 y 2.1.5, se obtiene el siguiente resultado.

Teorema 2.1.6. Si A es una MV-álgebra, entonces (A,≤) es un retı́culo distributivo y acotado,
donde el primer elemento es 0 y el último es 1. Además, para cada par de elementos a, b ∈ A,

sup{a, b} = a ∨ b y ı́nf{a, b} = a ∧ b.

Demostración. Sea c ∈ A tal que a ≤ c y b ≤ c, entonces c = a ⊕ (c ⊙ ¬a) y ¬b ⊕ c = 1.

Luego,

c⊕ ¬(a ∨ b) = (a⊕ (c⊙ ¬a))⊕ (¬a ∧ ¬b)

= (¬a⊙ c)⊕ a⊕ (¬a ∧ ¬b)

= (¬a⊙ c)⊕ [a⊕ (¬a⊙ (¬b⊕ a))]

= (¬a⊙ c)⊕ [(¬b⊕ a)⊕ (a⊙ ¬(¬b⊕ a))]

= (¬a⊙ c)⊕ [¬b⊕ a⊕ (a⊙ b⊙ ¬a)]

= (¬a⊙ c)⊕ [¬b⊕ a⊕ (0⊙ b)]

= (¬a⊙ c)⊕ (¬b⊕ a⊕ 0)

= (¬a⊙ c)⊕ (¬b⊕ a)

= [(¬a⊙ c)⊕ a]⊕ ¬b

= [c⊕ (a⊙ ¬c)]⊕ ¬b

= (a⊙ ¬c)⊕ (¬b⊕ c)

= (a⊙ ¬c)⊕ 1

= 1.
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Ası́, a ∨ b ≤ c y como consecuencia, sup{a, b} = a ∨ b. Por otra parte, si c ∈ A es tal que

c ≤ a y c ≤ b, significa que ¬a ≤ ¬c y ¬b ≤ ¬c. Luego, sup{¬a,¬b} = ¬a∨¬b ≤ ¬c, lo que

conlleva a que c ≤ ¬(¬a ∨ ¬b) = ¬(¬a) ∧ ¬(¬b) = a ∧ b. De esta manera, ı́nf{a, b} = a ∧ b
y A es un retı́culo, que además es acotado por la Proposición 2.1.4.

Por último, sean a, b, c ∈ A, note que b ≤ b ∨ c y también c ≤ b ∨ c implican que

a ⊙ b ≤ a ⊙ (b ∨ c) y a su vez a ⊙ c ≤ a ⊙ (b ∨ c), por lo que a ⊙ (b ∨ c) es una cota

superior para los elementos a ⊙ b, a ⊙ c. Más aún, si z es cualquier otra cota superior de

estos dos, se sigue que b ≤ b ∨ ¬a = ¬a ⊕ (a ⊙ b) ≤ ¬a ⊕ z y ası́ mismo, c ≤ ¬a ⊕ z,

lo que conlleva a que b ∨ c ≤ ¬a ⊕ z y ası́, a ⊙ (b ∨ c) ≤ a ⊙ (¬a ⊕ z) = a ∧ z ≤ z,

lo que indica que (a ⊙ b) ∨ (a ⊙ c) = a ⊙ (b ∨ c). Teniendo en cuenta esto, observe aho-

ra que a ∧ b ≤ a ∧ (b ∨ c) y también que a ∧ c ≤ a ∧ (b ∨ c), por lo que a ∧ (b ∨ c) es

una cota superior de los elementos a ∧ b, a ∧ c. Además, si w es cualquier otra cota su-

perior de ellos, dado que ¬(b ∨ c) = ¬b ∧ ¬c ≤ ¬b y a su vez ¬(b ∨ c) ≤ ¬c, implica

b⊙ (a⊕¬(b ∨ c)) ≤ b⊙ (a⊕¬b) = a ∧ b ≤ w y de manera análoga c⊙ (a⊕¬(b ∨ c)) ≤ w.

Por consiguiente,

a ∧ (b ∨ c) = (b ∨ c)⊙ (a⊕ ¬(b ∨ c)) = (b⊙ (a⊕ ¬(b ∨ c))) ∨ (c⊙ (a⊕ ¬(b ∨ c))) ≤ w,

y resulta a ∧ (b ∨ c) = (a ∧ b) ∨ (a ∧ c). Se concluye que A es un retı́culo distributivo y

finaliza la prueba.

Como es natural, también existen funciones entre álgebras multivaluadas que preservan

la estructura, al igual que ocurre con los grupos, los anillos o los retı́culos. Estas funciones

se conocen como homomorfismos de MV-álgebras.

Definición 2.1.7. Si A,B son dos MV-álgebras, un homomorfismo entre MV-álgebras (o MV-
homomorfismo) es una función f : A −→ B que satisface:

(i) f(a⊕ b) = f(a)⊕ f(b) para cualquier par a, b ∈ A,

(ii) f(¬a) = ¬f(a) para cada a ∈ A.

Si f es inyectivo (sobreyectivo), se denomina monomorfismo (epimorfismo). En el caso en que
f sea una biyección, es llamado isomorfismo.

Como es de esperarse, la composición de MV-homomorfismos también resulta siendo un

MV-homomorfismo.

Ejemplo 2.1.8. Dado un conjunto X ̸= ∅ y un elemento fijo a ∈ X , considere la función
φ : [0, 1]X −→ [0, 1] tal que φ(f) := f(a). Observe para cualquier par f, g ∈ [0, 1]X , se tiene

φ(f ⊕ g) = (f ⊕ g)(a) = f(a)⊕ g(a) = φ(f)⊕ φ(g),
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y también

φ(¬f) = (¬f)(a) = ¬f(a) = ¬φ(a),

por lo que φ es un MV-homomorfismo. Adicionalmente, para cada b ∈ [0, 1], la función constante
f(x) = b para todo x ∈ X satisface b = f(a) = φ(f), lo que indica que φ es sobreyectiva y por lo
tanto, se concluye que φ es un epimorfismo.

Ejemplo 2.1.9. Si {(Ai,⊕Ai ,¬Ai , 0Ai) | i ∈ Ω} es una familia de MV-álgebras, entonces el
producto cartesiano A =

∏
i∈Ω

Ai cuyos elementos son denotados como {ai}i∈Ω, también es una

MV-álgebra, donde:

{ai}i∈Ω ⊕A {bi}i∈Ω := {ai ⊕Ai bi}i∈Ω,

¬A{ai}i∈Ω := {¬Aiai}i∈Ω,

0A := {0Ai}i∈Ω,

mientras que para cada j ∈ Ω, la función πj : A −→ Aj definida como πj({ai}i∈Ω) = aj es un
epimorfismo de MV-álgebras, puesto que

πj({ai}i∈Ω ⊕A {bi}i∈Ω) = πj({ai ⊕Ai bi}i∈Ω)

= aj ⊕Aj bj

= πj({ai}i∈Ω)⊕Aj πj({ai}i∈Ω),

mientras que,

πj(¬A{ai}i∈Ω) = πj({¬Aiai}i∈Ω)

= ¬Ajaj

= ¬Ajπ({ai}i∈Ω),

y la sobreyectividad es inmediata ya que para todo â ∈ Aj , se tiene que â = πj({ai}i∈Ω) con
aj = â y ai = 0 para cada i ̸= j en Ω.

2.2. Ideales

En esta sección, se presenta una clase especı́fica de subconjuntos dentro de las MV-álge-

bras, conocidos como ideales. A continuación, se analiza en detalle un tipo particular

de estos ideales, llamados ideales primos, cuya colección se denomina espectro primo.

El objetivo a seguir es proporcionar una caracterización topológica del espectro primo,

basada en tres conceptos fundamentales que se discutirán más adelante.

43
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Definición 2.2.1. Dada una MV-álgebra A, un subconjunto I ⊆ A no vacı́o se denomina ideal

de A si satisface las siguientes condiciones:

(i) si a, b ∈ I , entonces a⊕ b ∈ I ,

(ii) si a ∈ A, b ∈ I y a ≤ b, entonces a ∈ I .

Un ideal I es propio si I ̸= A y un ideal P se denomina primo si es propio y además, a⊖b ∈ P o
b⊖a ∈ P para cualquier par a, b ∈ A. El espectro primo de A es el conjunto de todos los ideales
primos en A y se denota por Spec(A), mientras que la colección de los ideales de A se representa
por Id(A). (La notación Id(A) no debe confundirse con el morfismo identidad 1A sobre un objeto
A en una categorı́a, aunque en ocasiones sea denotado de esa manera.)

Adicionalmente, un ideal propio M de A es llamado maximal si para cualquier ideal H con
M ⊆ H ⊆M , se tiene que M = H o H = A.

Un ejemplo de ideal de una MV-álgebra se presenta cuando se tiene un MV-homomorfismo

f : A −→ B, ya que el conjunto ker(f) = {a ∈ A | f(a) = 0}, llamado el kernel de f , se

verifica fácilmente que es un ideal de A.

Observación 2.2.2. Dado un ideal I de una MV-álgebra A, I es propio si y solo si 1 /∈ I . En
efecto, I = A implica 1 ∈ I ; mientras que si 1 ∈ I , entonces a ∈ I para cada a ∈ A puesto que
a ≤ 1, lo que indica que I = A.

Observe que la intersección de ideales también es un ideal. En ese sentido, dado un sub-

conjunto X de una MV-álgebra A, se define el ideal generado por X como

(X] =
⋂

{I ∈ Id(A) | X ⊆ I},

el cual es evidentemente el menor ideal de A que contiene a X . Si X es finito, se dice que

(X] es finitamente generado.

Proposición 2.2.3. Si A es una MV-álgebra y X ⊆ A, entonces

(X] = {a ∈ A | a ≤ x1 ⊕ x2 ⊕ · · · ⊕ xn para algunos x1, x2, . . . , xn ∈ X}.

Demostración. Sea

B := {a ∈ A | a ≤ x1 ⊕ x2 ⊕ · · · ⊕ xn para algunos x1, x2, . . . , xn ∈ X},

se tiene que I es un ideal de A. En efecto, B ̸= ∅ ya que 0 ≤ x para cualquier x ∈ X .

Además, si a, b ∈ B y c ≤ A con c ≤ a, significa que a ≤ x1 ⊕ x2 ⊕ · · · ⊕ xn y también
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b ≤ y1⊕y2⊕· · ·⊕ym para algunos x1, x2, . . . , xn, y1, y2, . . . , ym ∈ X , lo que conlleva a que

a⊕ b ≤ x1 ⊕x2 ⊕ · · · ⊕xn⊕ y1 ⊕ y2 ⊕ · · · ⊕ ym y c ≤ x1 ⊕x2 ⊕ · · · ⊕xn, ası́ que a⊕ b, c ∈ B

y B ∈ Id(A). Más aún, x ≤ x para cada x ∈ X implica que X ⊆ B y a su vez, (X] ⊆ B.

De otro lado, si a ∈ B, es decir, a ≤ x1 ⊕ x2 ⊕ · · · ⊕ xn con x1, x2, . . . , xn ∈ X , se sigue

que x1, x2, . . . , xn ∈ (X], por lo que x1 ⊕ x2 ⊕ · · · ⊕ xn ∈ (X] y a ∈ (X]. De esta manera,

B ⊆ (X] y se concluye que (X] = B. Por lo tanto, se obtuvo una caracterización para los

ideales generados por subconjuntos de un álgebra multivaluada.

Corolario 2.2.4. Sea A una MV-álgebra.

Para cada x ∈ A, (x] = {a ∈ A | a ≤ nx para algún n ∈ N}, donde (x] := ({x}].

Si J ∈ Id(A), entonces (J ∪ {x}] = {a ∈ A | a ≤ b ⊕ nx para algunos b ∈ J, n ∈ N},
para cada x ∈ A− J .

Los ideales en A de la forma (a] se denominan ideales principales y el conjunto de todos

estos se denota por Idc(A). Por otra parte, es fácil ver que Id(A) es un retı́culo con el

orden parcial dado por la contenencia usual de conjuntos, y en consecuencia,

sup{I, J} = (I ∪ J ], ı́nf{I, J} = I ∩ J,

para cualquier par I, J ∈ Id(A). Denotaremos en adelante I ∨ J := sup{I, J} y también

I ∧ J := ı́nf{I, J}.

Observación 2.2.5. Dada A un álgebra multivaluada y (x1, x2, . . . , xn] un ideal finitamen-
te generado en A, note que x1 ∨ x2 ∨ . . . ∨ xn ∈ (x1, x2, . . . , xn] por ser ideal, lo que con-
lleva a que (x1 ∨ x2 ∨ . . . ∨ xn] ⊆ (x1, x2, . . . , xn] por la minimalidad del ideal principal.
Por otro lado, dado que xi ≤ x1 ∨ x2 ∨ . . . ∨ xn para cada i = 1, 2, . . . , n, esto implica que
xi ∈ (x1∨x2∨ . . .∨xn] y nuevamente por la minimalidad del ideal finitamente generado, resulta
(x1, x2, . . . , xn] ⊆ (x1∨x2∨ . . .∨xn]. Esto concluye que todo ideal finitamente generado en una
MV-álgebra, es un ideal principal.

Observación 2.2.6. El subı́ndice c en la notación Idc(A) hace referencia al hecho de que el
conjunto de ideales principales de cada álgebra multivaluada A corresponde exactamente a la
colección de elementos compactos en el retı́culo de ideales Id(A). Efectivamente, si a ∈ A es
tal que (a] ⊆

∨
{Ij | j ∈ Ω} = (

⋃
{Ij | j ∈ Ω}], entonces por la Proposición 2.2.3 se si-

gue que a ≤ x1 ⊕ x2 ⊕ · · · ⊕ xn para algunos x1, x2, . . . , xn ∈
⋃
{Ij | j ∈ Ω}. Para cada

i = 1, 2, . . . , n, se toma un ideal Ii con i ∈ Ω de manera que xi ∈ Ii, lo que conlleva a que
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a ∈ (
⋃
{Ii | i = 1, 2, . . . , n}] y a su vez, (a] ⊆ (

⋃
{Ii | i = 1, 2, . . . , n}], lo que indica que todo

ideal principal es un elemento compacto en el retı́culo de ideales de A.

Por otro lado, si se considera un un elemento compacto en el retı́culo Id(A), puesto que
I = (

⋃
{{a} | a ∈ I}] =

∨
{(a] | a ∈ I}, se puede asegurar la existencia de una colección finita

{ai ∈ I | i = 1, 2, . . . , n} de manera que se cumple que

I =
∨

{(ai] | i = 1, 2, . . . , n}

=
(⋃

{{ai} | i = 1, 2, . . . , n}
]

= (a1, a2, . . . , an]

= (a1 ∨ a2 ∨ · · · ∨ an],

lo que significa que I es un ideal principal.

Proposición 2.2.7. Si A es una MV-álgebra, entonces para cualquier par a, b ∈ A,

(i) Si a ≤ b, entonces (a] ≤ (b].

(ii) (a] ∨ (b] = (a ∨ b] = (a⊕ b].

(iii) (a] ∧ (b] = (a ∧ b].

Demostración.

(i) Sean a, b ∈ A con a ≤ b. Si x ∈ (a], entonces x ≤ na para algún n ∈ N, lo que

conlleva a que x ≤ nb ya que na ≤ nb. Ası́, x ∈ (b] y (a] ⊆ (b].

(ii) Como a ∨ b ∈ (a ∨ b], a ≤ a ∨ b y b ≤ a ∨ b, se sigue que a, b ∈ (a ∨ b], por lo que

(a] ⊆ (a∨b], (b] ⊆ (a∨b] y ası́, (a]∨(b] ⊆ (a∨b]. Recı́procamente, como a, b ∈ (a]∨(b],
entonces a ⊕ b ∈ (a] ∨ (b] y a ∨ b ≤ a ⊕ b implica que a ∨ b ∈ (a] ∨ (b] y por tanto,

(a ∨ b] ⊆ (a] ∨ (b].

(iii) Dado que a ∈ (a], b ∈ (b], a ∧ b ≤ a y a ∧ b ≤ b, resulta a ∧ b ∈ (a], a ∧ b ∈ (b] y

a ∧ b ∈ (a] ∩ (b] = (a] ∧ (b], lo que significa que (a ∧ b] ⊆ (a] ∧ (b]. Por otro lado, si

x ∈ (a] ∩ (b], existen m,n ∈ N de manera que x ≤ ma y x ≤ nb. Luego,

x ≤ ma ∧ nb ≤ mn(a ∧ b),

de donde x ∈ (a ∧ b] y (a] ∧ (b] = (a] ∩ (b] ⊆ (a ∧ b].

De acuerdo con lo anterior, se ha probado que el orden entre dos elementos se preserva

al pasar a los ideales principales que generan, y que tanto el supremo como el ı́nfimo de

dos ideales principales son también ideales principales.
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Los ideales en una MV-álgebra permiten generar otras MV-álgebras. Especı́ficamente,

Proposición 2.2.8. Si I es un ideal de una MV-álgebra A, la relación ∼I definida como

a ∼I b⇐⇒ d(a, b) := (a⊖ b)⊕ (b⊖ a) ∈ I,

es una relación de equivalencia.

Demostración. La reflexividad se sigue de que (a ⊖ a) ⊕ (a ⊖ a) = 0 ⊕ 0 = 0 ∈ I y la

simetrı́a se obtiene por la propiedad conmutativa de la suma. Para la transitividad, note

que si a ∼I b y b ∼I c, significa que (a ⊖ b) ⊕ (b ⊖ a) y también (b ⊖ c) ⊕ (c ⊖ b) son

elementos de I . Luego, (a⊖ c) ≤ (a⊖ b)⊕ (b⊖ c) debido a que

¬(a⊖ c)⊕ ((a⊖ b)⊕ (b⊖ c)) = ¬(a⊙ ¬c)⊕ ((a⊙ ¬b)⊕ (b⊙ ¬c))

= ¬a⊕ c⊕ (a⊙ ¬b)⊕ (b⊙ ¬c)

= (¬a⊕ (a⊙ ¬b))⊕ (c⊕ (b⊙ ¬c))

= (¬a ∨ ¬b)⊕ (c ∨ b)

≥ ¬b⊕ b

= 1,

de donde ¬(a ⊖ c) ⊕ ((a ⊖ b) ⊕ (b ⊖ c)) = 1 y por la Proposición 2.1.1, resulta

(a ⊖ c) ≤ (a ⊖ b) ⊕ (b ⊖ c). Análogamente, se obtiene que (c ⊖ a) ≤ (c ⊖ b) ⊕ (b ⊖ a)

y en consecuencia, (a⊖ c)⊕ (c⊖a) ≤ (a⊖ b)⊕ (b⊖a)⊕ (b⊖ c)⊕ (c⊖a), donde este último

es un elemento de I al ser clausurativo para la suma. Ası́, (a⊖ c)⊕ (c⊖ a) ∈ I y se llega

a que a ∼I c.

De esta manera, se concluye que ∼I es una relación de equivalencia.

De acuerdo a lo anterior, para cada álgebra multivaluada A y un ideal I , el conjunto

A/I := {a/I | a ∈ A} de las clases de equivalencia bajo la relación ∼I tiene estructura de

MV-álgebra, donde las operaciones ⊕, ¬ y la constante se definen como

a/I ⊕ b/I := (a⊕ b)/I,

¬(a/I) := (¬a)/I,

0A/I := 0/I.

Este tipo de MV-álgebras se conocen como MV-álgebras cociente. En particular,

Proposición 2.2.9. En toda álgebra multivaluada A, un ideal P es primo, si y solo si, A/P es
una MV-cadena.
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Demostración. Para cada par de elementos a, b ∈ A, se tiene lo siguiente.

a/P ≤ b/P o b/P ≤ a/P, en A/P ⇐⇒¬(a/P )⊕ (b/P ) = 1/P o ¬(b/P )⊕ (a/P ) = 1/P,

⇐⇒ (¬a⊕ b)/P = 1/P o (¬b⊕ a)/P = 1/P,

⇐⇒ (¬a⊕ b) ∼P 1 o (¬b⊕ a) ∼P 1,

⇐⇒ ((¬a⊕ b)⊖ 1)⊕ (1⊖ (¬a⊕ b)) ∈ P,

o ((¬b⊕ a)⊖ 1)⊕ (1⊖ (¬b⊕ a)) ∈ P,

⇐⇒ a⊖ b ∈ P o b⊖ a ∈ P,

lo que significa que la MV-álgebra cociente A/P es totalmente ordenado, si y solo si, P es

un ideal primo en la MV-álgebra A.

Los siguientes dos resultados serán esenciales para el desarrollo, como se verá más ade-

lante. El primero muestra una función inducida entre los ideales principales de dos MV-

álgebras a partir de una función previamente definida entre ellas. El segundo es un teore-

ma bien conocido en el campo del álgebra, aplicable a homomorfismos de grupos, anillos

o retı́culos.

Observación 2.2.10. Dado un MV-homomorfismo f : A −→ B, se introduce la función
Idc(f) : Idc(A) −→ Idc(B) dada por Idc(f)((x]) := (f(x)], la cual está bien definida puesto
que si x, y ∈ A satisfacen (x] = (y], entonces x ≤ ny y f(x) ≤ nf(y) con n ∈ N, es decir
que (f(x)] ⊆ (f(y)]. Análogamente, y ∈ (x] implica a su vez que (f(y)] ⊆ (f(x)], por lo que
Idc(f)((x]) = (f(x)] = (f(y)] = Idc(f)((y]) y la función Idc(f) está bien definida.

Proposición 2.2.11. Si f : A −→ B es un MV-homomorfismo, entonces la función
Idc(f) : Idc(A) −→ Idc(B) es un homomorfismo cerrado de 0-retı́culos.

Demostración. Note que la Observación 2.2.10 también muestra que Idc(f) es un homo-

morfismo de retı́culos y que Idc(f)((0]) = (f(0)] = (0].

Por otro lado, sean x1, x2 ∈ A y b ∈ B de manera que (f(x1)] ⊆ (f(x2)] ∨ (b], veamos que

existe x ∈ A de manera que (x1] ≤ (x2]∨(x] y (f(x)] ≤ (b]. Dado que f(x1) ≤ n(f(x2)⊕b)
para algún n ∈ N, se sigue que f(x1 ⊕ ¬nx2) = f(x1) ⊕ ¬nf(x2) ≤ nb. Tomando

x := x1 ⊕ ¬nx2, se obtiene x1 = x ⊕ nx2 ≤ n(x ⊕ x2) ∈ (x2] ∨ (x] y f(x) ∈ (b], lo

que significa que (x1] ⊆ (x2] ∨ (x] y (f(x)] ⊆ (b].

Por lo tanto, Idc(f) es un homomorfismo cerrado de 0-retı́culos.
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Teorema 2.2.12. (Primer Teorema de isomorfismos) Si f : A −→ B es un MV-homomorfismo,
entonces A/ ker(f) ∼= Im(f), donde Im(f) es el rango de la función f .

A Im(f)

A/ ker(f)

f

π
ϕ

(En este caso, π denota el MV-homomorfismo definido como π(a) = a/ ker(f).)

Demostración. Sea ϕ : A/ ker(f) −→ Im(f) la función tal que ϕ(a/ ker(f)) := f(a), note

que para cualesquiera a, b ∈ A se tiene que

a/ ker(f) = b/ ker(f) ⇐⇒ d(a, b) ∈ ker(f)

⇐⇒ f(d(a, b)) = 0

⇐⇒ d(f(a), f(b)) = 0

⇐⇒ f(a) = f(b),

por lo que ϕ está bien definida y es inyectiva. Además, ϕ es sobreyectiva, puesto que si

b ∈ Im(f), entonces existe a ∈ A tal que f(a) = b y a su vez, ϕ(a/ ker(f)) = f(a) = b. Más

aún, para cada a, b ∈ A,

ϕ((a/ ker(f))⊕ (b/ ker(f))) = ϕ((a⊕ b)/ ker(f))

= f(a⊕ b)

= f(a)⊕ f(b)

= ϕ(a/ ker(f))⊕ ϕ(b/ ker(f)),

y también,

ϕ(¬(a/ ker(f))) = ϕ((¬a)/ ker(f))

= f(¬a)

= ¬f(a)

= ¬ϕ(a/ ker(f)),

de donde ϕ es un homomorfismo de MV-álgebras y por lo tanto, A/ ker(f) ∼= Im(f).

La noción de homomorfismo cerrado entre retı́culos introducida en la Definición 1.1.9

será fundamental para el siguiente lema, donde se establece una adaptación del Teorema

2.2.12 para ideales principales en un álgebra multivaluada.
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Lema 2.2.13. SeaA una MV-álgebra, S un 0-retı́culo y ϕ : Idc(A) −→ S un join-homomorfismo
sobreyectivo y cerrado. Entonces I := {x ∈ A | ϕ((x]) = 0} es un ideal de A y existe un
isomorfismo ψ : Idc(A/I) −→ S tal que ψ((x/I]) = ϕ((x]), para cada x ∈ A.

Idc(A) S

Idc(A/I)

π

ϕ

ψ

(π denota el epimorfismo canónico, donde π((x]) := (x/I].)

Demostración. Veamos primero que I es un ideal de A. Dado que (0] = {0} ⊆ (x] para

todo x ∈ A y ϕ es un join-homomorfismo, entonces ϕ((x]) = ϕ((x]∨ (0]) = ϕ((x])∨ϕ((0]),
por lo que ϕ((0]) ≤ ϕ((x]) y por ser ϕ sobreyectiva resulta ϕ((0]) ≤ s para todo s ∈ S y ası́,

ϕ((0]) = 0. Luego, 0 ∈ I y I ̸= ∅. Por otro lado, si x, y ∈ I , entonces ϕ((x]) = 0 = ϕ((y]) y

dado que (x⊕ y] = (x] ∨ (y], se obtiene que

ϕ((x⊕ y]) = ϕ((x] ∨ (y]) = ϕ((x]) ∨ ϕ((y]) = 0 ∨ 0 = 0,

y x ⊕ y ∈ I . Además, si x ∈ A y y ∈ I con x ≤ y, se sigue que (x] ⊆ (y], (x] ∨ (y] = (y] y

como consecuencia, 0 = ϕ((y]) = ϕ((x] ∨ (y]) = ϕ((x]) ∨ ϕ((y]) = ϕ((x]) ∨ 0 = ϕ((x]), por

lo que x ∈ I . Ası́, I es un ideal de A.

Ahora, defı́nase la función ψ : IdC(A/I) −→ S como ψ((x/I]) = ϕ((x]). Sean x, y ∈ A, se

tiene que

ψ ((x/I] ∨ (y/I]) = ψ((x/I ∨ y/I])

= ψ(((x ∨ y)/I])

= ϕ((x ∨ y])

= ϕ((x] ∨ (y])

= ϕ((x]) ∨ ϕ((y])

= ψ((x/I]) ∨ ψ((y/I]),
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y también,

ψ ((x/I] ∧ (y/I]) = ψ((x/I ∧ y/I])

= ψ(((x ∧ y)/I])

= ϕ((x ∧ y])

= ϕ((x] ∧ (y])

= ϕ((x]) ∧ ϕ((y])

= ψ((x/I]) ∧ ψ((y/I]),

por lo que ψ es un homomorfismo de retı́culos. Note que ψ hereda la sobreyectividad

de ϕ. Además, si ϕ((x]) = ψ((x/I]) ⊆ ψ((y/I]) = ϕ((y]), entonces dado que ϕ es cerra-

do, existe z ∈ A con (x] ⊆ (y] ∨ (z] = (y ⊕ z] y ϕ((z]) = 0, es decir que z ∈ I . Luego,

x ≤ n(y ⊕ z) = ny ⊕ nz y x/I ≤ n(y/I), lo que significa que (x/I] ⊆ (y/I]. Análo-

gamente, ψ((y/I]) ⊆ ψ((x/I]) implica (y/I] ⊆ (x/I] y ası́, (x/I] = (y/I] siempre que

ψ((x/I]) = ψ((y/I]), de donde ψ es inyectiva. Por lo tanto, ψ es un isomorfismo.

2.3. El espectro primo de una MV-álgebra

En esta sección exploraremos en detalle la construcción de una topologı́a particular para

el espectro primo de una álgebra multivaluada, gracias a un resultado de gran importan-

cia conocido como el Teorema del ideal primo. Este teorema establece las condiciones bajo

las cuales se puede asegurar la existencia de un ideal primo que contenga a un ideal dado.

Enseguida, se discuten algunas propiedades del espectro primo como espacio topológico

y como retı́culo, junto con un ejemplo de un funtor contravariante entre las categorı́as de

las MV-álgebras y los espacios topológicos.

Lema 2.3.1. Si A es una MV-álgebra y a, b ∈ A satisfacen que a ∧ b = 0, entonces na ∧ nb = 0

para todo n ∈ N.

Demostración. Como 2a ∧ b ≤ 2a ∧ (a ⊕ b) = a ⊕ (a ∧ b) = a ⊕ 0 = a, se sigue que

2a∧ b ≤ a∧ b = 0 y 2a∧ b = 0. Ası́ mismo, 2a∧2b ≤ (b⊕2a)∧2b = b⊕ (2a∧ b) = b⊕0 = b,

por lo que resulta 2a ∧ 2b ≤ 2a ∧ b = 0 y 2a ∧ 2b = 0. Por inducción sobre k, se obtiene

que 2ka ∧ 2kb = 0, y dado que para cada n ∈ N existe m ∈ N con n ≤ 2m, se tiene que

na ∧ nb ≤ 2ma ∧ 2mb = 0 y ası́, na ∧ nb = 0 para cada n ∈ N.

Teorema 2.3.2. (Teorema del ideal primo) Sea A una MV-álgebra. Si I es un ideal propio de
A y ∅ ̸= S ⊂ A es un conjunto clausurativo para la operación ∧ de A, de manera que I ∩ S = ∅,
entonces existe un ideal primo P tal que I ⊆ P y P ∩ S = ∅.
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Demostración. Sea J = {J ∈ Id(A) | J ̸= A, I ⊆ J, S ∩ J = ∅} y {Jk | k ∈ K} una cadena

en J , consideremos el conjunto H =
⋃
k∈K

Jk.

Note que H ̸= ∅ puesto que Jk ⊆ H para cada k ∈ K. Luego, si a, b ∈ H , entonces a ∈ Jk1

y b ∈ Jk2 para algunos k1, k2 ∈ K. Sin pérdida de generalidad, Jk1 ⊆ Jk2 dado que es-

tos son elementos de la cadena y pueden ser comparados, lo que implica que a ∈ Jk2 y

a ⊕ b ∈ Jk2 ⊆ H al ser Jk2 un ideal, por lo que a ⊕ b ∈ H . Además, si a ∈ H y x ∈ A con

x ≤ a, se sigue que a ∈ Jk̂ para algún k̂ ∈ K, de donde x ∈ Jk̂ ⊆ H por ser ideal, ası́ que

x ∈ H y de esta manera, H es un ideal de A. Más aún, como Jk ̸= A para todo k ∈ K,

significa que 1 ̸= Jk, 1 ̸= H y esto es, H ̸= A.

Por otro lado, I ⊆ Jk ⊆ H para cualquier k ∈ K, lo que indica que H contiene a I . Adi-

cionalmente, si exisitiese x ∈ S∩H , se tendrı́a que x ∈ S∩Jk̂ para algún k̂, lo que es falso

pues Jk̂ ∈ J y S∩Jk̂ = ∅. Como consecuencia, S∩H = ∅ yH ∈ J , además de que es una

cota superior de la cadena. Luego, por el Lema de Zorn1, J tiene un elemento maximal P .

Veamos que P ∈ Spec(A).

Suponga que existen a, b ∈ A de manera que ni a⊖ b ni b⊖ a están en P , esto implica que

los ideales J = (P ∪ {a⊖ b}] y K = (P ∪ {b⊖ a}] no pertenecen a J puesto que P ⊂ J,K

y de lo contrario, serı́a una contradicción con la maximalidad de P . Esto significa que

J = A o S ∩ J ̸= ∅, y K = A o S ∩K ̸= ∅, por lo que en cualquier caso, existen c ∈ S ∩ J
y d ∈ S ∩K. Denotando µ := a⊖ b y v := b⊖ a, se sigue que c ≤ p1 ⊕ n1µ y d ≤ p2 ⊕ n2v

para algunos p1, p2 ∈ P y n1, n2 ∈ N. Más aún, u ∧ v = 0 y por el Lema 2.3.1, resulta

nu ∧ nv = 0 para todo n ∈ N. Sea p := p1 ∨ p2 y n := máx{n1, n2}, note que p ∈ P ya

que p ≤ p1 ⊕ p2 ∈ P . Luego, se obtiene que c ∧ d ≤ c ≤ p1 ⊕ n1µ ≤ p ⊕ nµ y también

c∧d ≤ d ≤ p2⊕n2v ≤ p⊕nv, de donde c∧d ≤ (p⊕nµ)∧(p⊕nv) = p⊕(nµ∧nv) = p⊕0 = p.

Ası́, c∧d ∈ P por ser P un ideal y c∧d ∈ S pues S es clausurativo bajo ∧ y de esta manera,

c ∧ d ∈ S ∩ J = ∅, lo que es una contradicción.

Por lo tanto, a⊖ b ∈ P o b⊖ a ∈ P , esto es, P es un ideal primo con I ⊆ P y S ∩ P = ∅.

Los corolarios de este teorema serán fundamentales para definir tanto los conjuntos abier-

tos, como los elementos de la base de la topologı́a que se le asignará al espectro primo.

Corolario 2.3.3. Cualquier ideal propio I de A puede ser extendido a un ideal primo.
1Lema de Zorn. Todo conjunto parcialmente ordenado no vacı́o, en el que toda cadena tiene una cota

superior, contiene al menos un elemento maximal.
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Demostración. Como 1∧1 = 1 y ningún ideal propio contiene a 1, basta con tomar S = {1}
en el teorema anterior.

Corolario 2.3.4. Si a ∈ A \ {0}, entonces existe un ideal primo P tal que a /∈ P .

Demostración. Puesto que a ∧ a = a y a ̸= 0, basta con considerar I = {0} y S = {a} en el

teorema anterior.

El Corolario 2.3.4 puede ser enunciado como sigue: En cualquier MV-álgebra A se tiene que⋂
Spec(A) = {0}. Esta propiedad será fundamental para la demostración del Teorema

2.3.6.

Definición 2.3.5. Se dice que un álgebra multivaluada A es un producto subdirecto de una
familia {Ai | i ∈ Ω} de álgebras multivaluadas, si existe un monomorfismo h : A −→

∏
i∈Ω

Ai de

manera que para cada proyección πj :
∏
i∈Ω

Ai −→ Aj con j ∈ Ω, definida como πj({ai}i∈Ω) = aj ,

la composición πj ◦ h es un epimorfismo.

El siguiente teorema es de gran importancia en la teorı́a de MV-álgebras, ya que permite

comprender cualquier MV-álgebra no vacı́a como un producto subdirecto de MV-álge-

bras totalmente ordenadas, lo cual será de gran utilidad en el capı́tulo cuatro.

Teorema 2.3.6. (Teorema de representación subdirecta de Chang) Toda MV-álgebraA ̸= ∅ es
un producto subdirecto de MV-cadenas. Es decir, existe una familia de MV-cadenas
{Ai | i ∈ Ω} y también un monomorfismo h : A −→

∏
i∈ΩAi de manera que para cada

proyección πj :
∏
i∈ΩAi −→ Aj con πj({ai}i∈Ω) := aj , la función πj ◦ h : A −→ Aj es un

epimorfismo.

Demostración. Por la Proposición 2.2.9, se tiene que C := {A/P | P ∈ Spec(A)} es una

familia de MV-cadenas. Considérese la función h : A −→
∏
{A/P | P ∈ Spec(A)} tal que

h(a) = {a/P}P∈Spec(A). Una revisión rápida muestra que h es un MV-homomorfismo.

Por otro lado, si a, b ∈ A con h(a) = h(b), significa que {a/P}P∈Spec(A) = {b/P}P∈Spec(A)

y a su vez, a/P = b/P para cada ideal primo P en A. Como consecuencia, a ∼P b y

(a⊖ b)⊕ (b⊖ a) ∈ P para todo P ∈ Spec(A), y el hecho de que
⋂

Spec(A) = {0} implica

que (a ⊖ b) ⊕ (b ⊖ a) = 0. Luego, a ⊖ b = 0 = b ⊖ a, de donde a ⊙ ¬b = 0 = b ⊙ ¬a y es-

to equivale a que a ≤ b y también b ≤ a, ası́ que se obtiene a = b y h es un monomorfismo.
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CAPÍTULO 2. MV-ÁLGEBRAS

Por último, dado â/Q ∈ A/Q con Q ∈ Spec(A), es inmediato que

(πQ ◦ h)(â) = πQ
(
{â/P}P∈Spec(A)

)
= â/Q,

por lo que cada composición πj ◦ h es un epimorfismo.

La siguiente proposición nos proporciona caracterizaciones muy útiles al momento de

determinar si un ideal en una MV-álgebra es primo.

Proposición 2.3.7. Sea A una MV-álgebra y P un ideal de A. La siguientes afirmaciones son
equivalentes.

(i) P es un ideal primo de A.

(ii) ∀a, b ∈ A, a ∧ b ∈ P implica que, a ∈ P o b ∈ P .

(iii) ∀I, J ∈ Id(A), I ∧ J ⊆ P implica que, I ⊆ P o J ⊆ P .

Demostración.

(i) ⇒ (ii) Sea P un ideal primo y suponga que a, b ∈ A con a ∧ b ∈ P . Sin pérdida

de generalidad, asuma a⊖ b ∈ P . Luego,

(a ∧ b)⊕ (a⊖ b) = (a⊕ (a⊖ b)) ∧ (b⊕ (a⊖ b)) = (a⊕ (a⊖ b)) ∧ (b ∨ a) ∈ P,

y dado que a ≤ (a ⊕ (a ⊖ b)) ∧ (b ∨ a), resulta a ∈ P . Análogamente, b ⊖ a ∈ P

implica b ∈ P y de esta manera, a ∈ P o b ∈ P .

(ii) ⇒ (iii) Sean I, J ∈ Id(A) que satisfacen I∧J ⊆ P y sin pérdida de generalidad

que I ⊈ P , entonces existe z ∈ I de manera que z /∈ P . Luego, para cualquier w ∈ J

se tiene que w ∧ z ≤ w y w ∧ z ≤ z, lo que conlleva a que w ∧ z ∈ I ∧ J y debido

a que I ∧ J ⊆ P , resulta w ∧ z ∈ P y por hipótesis, w ∈ P o z ∈ P , de donde se

obtiene que w ∈ P y J ⊆ P .

(iii) ⇒ (i) Sean a, b ∈ A, considerando los ideales I := (a⊖ b] y J := (b⊖a] se tiene

que I ∧ J = {0}. En efecto, si w ∈ I ∧ J , entonces w ≤ n(a⊖ b), w ≤ m(b⊖ a) para

algunos m,n ∈ N y asumiendo sin pérdida de generalidad que m ≤ n, se sigue que
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w ≤ n(b⊖ a), ası́ que w ≤ n(a⊖ b) ∧ n(b⊖ a) = 0 debido a que

(a⊖ b) ∧ (b⊖ a) = (0 ∨ (a⊖ b)) ∧ ((b⊖ a) ∨ 0)

= ((a⊖ a) ∨ (a⊖ b)) ∧ ((b⊖ a) ∨ (b⊖ b))

= (a⊙ (¬a ∨ ¬b)) ∧ (b⊙ (¬a ∨ ¬b))

= (a ∧ b)⊙ (¬a ∨ ¬b)

= (a ∧ b)⊙ ¬(a ∧ b)

= (a ∧ b)⊖ (a ∧ b)

= 0,

y aplicando el Lema 2.3.1. Ası́, w = 0, I ∧ J = {0} ⊆ P y en consecuencia, resulta

(a⊖ b] = I ⊆ P o (b⊖ a] = J ⊆ P , por lo que a⊖ b ∈ P o b⊖ a ∈ P , y P es un ideal

primo de A.

Con esto, se finaliza la prueba.

Las equivalencias demostradas en la Proposición 2.3.7 serán útiles para lo que sigue,

donde se introducirá la topologı́a asignada al espectro primo de una MV-álgebra, esta-

bleciéndolo como un espacio topológico. Para ello, primero se definen los conjuntos que

corresponderán a los abiertos.

Dado un ideal I ̸= {0} en un álgebra multivaluada A, el Corolario 2,3,4 garantiza que

para cada a ̸= 0 en I , existe un ideal primo P en A de manera que a /∈ P , lo que implica

que I ⊈ P y en consecuencia, el conjunto

O(I) = {P ∈ Spec(A) : I ⊈ P}

está bien definido.

Proposición 2.3.8. Sea A una MV-álgebra.

(i) O({0}) = ∅,

(ii) O(A) = Spec(A),

(iii) O(I) ∩ O(J) = O(I ∧ J), para cada par de ideales I, J en A.

(iv)
⋃
k∈K

O(Ik) = O
( ∨
k∈K

Ik

)
, para cualquier colección de ideales {Ik | k ∈ K} en A.

Demostración. Sea A una MV-álgebra.
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(i) Puesto que 0 ∈ P para todo ideal primo P de A, resulta de manera inmediata

O({0}) = {P ∈ Spec(A) | {0} ⊈ P} = ∅.

(ii) Si P ∈ Spec(A) fuese tal que A ⊆ P , se tendrı́a que P = A, lo que no es cierto ya

que cada ideal primo es propio. Ası́, O(A) = {P ∈ Spec(A) | A ⊈ P} = Spec(A).

(iii) Si P ∈ O(I) ∩O(J), entonces I ⊈ P y J ⊈ P , lo que implica que I ∧ J ⊈ P pues de

lo contrario, por ser P un ideal primo, contendrı́a a I o a J . Luego, P ∈ O(I ∧ J) y

O(I)∩O(J) ⊆ O(I ∧ J). Por otro lado, si P ∈ O(I ∧ J), significa que I ∧ J ⊈ P , ası́

que P no puede contener a I ni a J porque si no fuese ası́, I ∧ J estarı́a contenido

en P por transitividad. Por tanto, P ∈ O(I) ∩ O(J) y O(I ∧ J) ⊆ O(I) ∩ O(J).

(iv) Sea P ∈
⋃
{O(Ik) | k ∈ K}, entonces P ∈ O(Ik′) para algún k′ ∈ K y Ik′ ⊈ P . Como

consecuencia, Ik′ ⊆
∨
{Ik | k ∈ K} implica que

∨
{Ik | k ∈ K} ⊈ P , de donde

P ∈ O(
∨
{Ik | k ∈ K}) y

⋃
{O(Ik) | k ∈ K} ⊆ O (

∨
{Ik | k ∈ K}). Recı́procamente,

si P ∈ O (
∨
{Ik | k ∈ K}), se tiene que

∨
{Ik | k ∈ K} ⊈ P y esto conlleva a que P

no contiene a cada Ik, es decir que existe k′ ∈ K tal que Ik′ ⊈ P y P ∈ O(Ik′). De

esta manera, P ∈
⋃
{O(Ik) | k ∈ K} y O (

∨
{Ik | k ∈ K}) ⊆

⋃
{O(Ik) | k ∈ K}.

De acuerdo a la Proposición 2.3.8, es consecuencia inmediata que la colección

τ := {O(I) | I ∈ Id(A)}

en cada MV-álgebra A, resulta ser una topologı́a sobre Spec(A), la cual es denominada

usualmente como topologı́a espectral o también topologı́a de Zariski. En ese orden, se

procederá a estudiar las propiedades que posee Spec(A) establecido como espacio to-

pológico.

Lema 2.3.9. Sea A una MV-álgebra. Si I, J ∈ Id(A), entonces I ⊆ J si y solo si O(I) ⊆ O(J).

Demostración. Sean A una MV-álgebra y I, J ∈ Id(A). Si I ⊆ J y P ∈ O(I), entonces

P ∈ Spec(A), I ⊈ P y si ocurriese J ⊆ P , se tendrı́a por transitividad que I ⊆ P , lo que

serı́a una contradicción. Ası́, J ⊈ P , P ∈ O(J) y O(I) ⊆ O(J).

Recı́procamente, si O(I) ⊆ O(J) y J = A, es claro que O(I) ⊆ O(A) = Spec(A) implica

I ⊆ A. Sea ahora J ̸= A y suponga que I ⊈ J , es decir que existe a ∈ I − J . Luego, por el

Teorema 2.3.2, existe un ideal primo P tal que J ⊆ P y {a} ∩ P = ∅, lo que significa que

a /∈ P y I ⊈ P . Como consecuencia, P ∈ O(I) pero P /∈ O(J), lo que contradice al hecho

de que O(I) ⊆ O(J). Ası́, I ⊆ J .

56
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Corolario 2.3.10. El retı́culo de ideales Id(A) de una MV-álgebra A es isomorfo al retı́culo de
subconjuntos abiertos τ de Spec(A). Esto es,

Demostración. Considere la función f : Id(A) −→ τ tal que f(I) = O(I). Claramente f es

sobreyectiva y además, inyectiva por el Lema 2.3.9. Más aún,

f(I ∨ J) = O(I ∨ J) = O(I) ∪ O(J) = f(I) ∨ f(J),

f(I ∧ J) = O(I ∧ J) = O(I) ∩ O(J) = f(I) ∧ f(J),

por lo que f es un homomorfismo de retı́culos y ası́, f es un isomorfismo.

Proposición 2.3.11. Para cada MV-álgebra A, el conjunto {O((a]) | a ∈ A} es una base para la
topologı́a del espacio (Spec(A), τ), y es cerrada bajo intersecciones finitas.

Demostración. Sea A una MV-álgebra. Si O(I) ∈ τ , note que O(I) =
⋃
{O((a]) | a ∈ I}. En

efecto, a ∈ I implica (a] ⊆ I y a su vez O((a]) ⊆ O(I) por el Lema 2.3.9, de donde resulta⋃
{O((a]) | a ∈ I} ⊆ O(I); mientras que si P ∈ O(I), significa que P ∈ Spec(A) y I ⊈ P ,

es decir que existe b ∈ I tal que b /∈ P , lo que lleva a que P ∈ O((b]) ⊆
⋃
{O((a]) | a ∈ I}

y a su vez, O(I) ⊆
⋃
{O((a]) | a ∈ I}. De esta manera, {O((a]) | a ∈ A} es una base para

la topologı́a τ .

En adición, para cada par a, b ∈ A se tiene que O((a])∩O((b]) = O((a]∧ (b]) = O((a∧ b]),
por lo que se concluye que la base es cerrada bajo intersecciones finitas.

Proposición 2.3.12. Dada un álgebra multivaluadaA, la colecciónK(Spec(A)) de los conjuntos
abiertos y compactos a la vez en el espacio Spec(A), es precisamente

K(Spec(A)) = {O((a]) | a ∈ A}.

Demostración. Sea A una MV-álgebra. Para cada a ∈ A, el conjunto O(a) := O((a]) es

abierto en el espacio (Spec(A), τ). Por otro lado, si a ∈ A y {O(Iα) | α ∈ Ω} ⊆ τ es una

familia tal que

O(a) ⊆
⋃
α∈Ω

O(Iα) = O

(∨
α∈Ω

Iα

)
= O

((⋃
α∈Ω

Iα

])
,

se sigue por el Lema 2.3.9 que (a] ⊆ (
⋃
{Iα | α ∈ Ω}], por lo que a ≤ x1 ⊕ x2 ⊕ · · · ⊕ xn

con xj ∈ Ij para algunos I1, I2, . . . , In ⊆
⋃
{Iα | α ∈ Ω}. Como consecuencia, se obtiene

que a ∈
⋃
{Ij | 1 ≤ j ≤ n}, lo que significa que (a] ⊆ (

⋃
{Ij | 1 ≤ j ≤ n}] y por el Lema
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2.3.9, O(a) ⊆ O ((
⋃
{Ij | 1 ≤ j ≤ n}]). Ası́, O(a) es compacto para cada a ∈ A.

Más aún, observe que los conjuntos O(a) son los únicos abiertos y compactos a la vez,

puesto que si O(I) ∈ τ es compacto, se tiene por lo mencionado anteriormente que

O(I) =
⋃
{O(a) | a ∈ I} y existen x1, x2, . . . , xn ∈ I de manera que

O(I) =
n⋃
i=1

O(xi) = O

(
n∨
i=1

(xi]

)
= O(x1 ∨ x2 ∨ · · · ∨ xn).

Esto concluye la prueba.

Corolario 2.3.13. Para cada MV-álgebra A, se tiene que Idc(A) ∼= K(Spec(A)).

Demostración. Considerando la función f presentada en el Corolario 2.3.10, restringi-

da como f |Idc(A) : Idc(A) −→ K(Spec(A)), se obtiene un homomorfismo de retı́culos,

que claramente es sobreyectivo, y que es inyectivo por el Lema 2.3.9. Se concluye que

Idc(A) ∼= K(Spec(A)).

Observación 2.3.14. El retı́culo K(Spec(A)) es un retı́culo distributivo y acotado, debido a que
para cada a, b ∈ A se tiene:

O(a) ∨ (O(b) ∧ O(c)) = O(a) ∨ O(b ∧ c)

= O(a ∨ (b ∧ c))

= O((a ∨ b) ∧ (a ∨ c))

= O(a ∨ b) ∧ O(a ∨ c)

= (O(a) ∨ O(b)) ∧ (O(a) ∨ O(c)),

mientras que el elemento mı́nimo es O(0) = ∅ y el elemento máximo es O(1) = Spec(A). De ma-
nera inmediata, el Lema 2.3.13 implica que Idc(A) también es un retı́culo distributivo y acotado.

Lema 2.3.15. Dada una MV-álgebra A, la clausura de un punto en el espacio (Spec(A), τ) coin-
cide con un conjunto de la forma O(I)c, donde I ∈ Spec(A).

Demostración. Sean A una MV-álgebra y J ∈ Spec(A), entonces

{J} =
⋂

{W ⊆ Spec(A) | J ∈W y W es cerrado}

=
⋂

{O(I)c | J ∈ O(I)c}

=
(⋃

{O(I) | J /∈ O(I)}
)c

= O
(∨

{I | J /∈ O(I)}
)c

= O
((⋃

{I | J /∈ O(I)}
])c

.
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Si a ∈ A con a ∧ b ∈ (
⋃
{I | J /∈ O(I)}], se sigue que a ∧ b ≤ x1 ⊕ x2 ⊕ · · · ⊕ xn donde

xi ∈ Ii y J /∈ O(Ii) para ciertos ideales I1, I2, . . . , In, lo que implica que Ii ⊆ J , xi ∈ J y

a ∧ b ∈ J . Luego, por ser J un ideal primo, a ∈ J o b ∈ J . Ahora bien, como J /∈ O(J),

se tiene que J ∈ {I | J /∈ O(I)} y a su vez, J ⊆
⋃
{I | J /∈ O(I)} ⊆ (

⋃
{I | J /∈ O(I)}], lo

que indica que a ∈ (
⋃
{I | J /∈ O(I)}] o b ∈ (

⋃
{I | J /∈ O(I)}] y ası́, (

⋃
{I | J /∈ O(I)}] es

un ideal primo de A.

El siguiente teorema recopila todas las propiedades anteriormente descritas y expone la

caracterı́stica principal del espectro primo de una álgebra multivaluada como espacio

topológico, ser un espacio espectral. Al estudiar las nociones topológicas derivadas del

espectro primo de una MV-álgebra, se plantea naturalmente cuáles son las condiciones

que debe cumplir un espacio para ser homeomorfo al espectro primo de una MV-álgebra.

Este problema se responde en la última sección de este capı́tulo.

Teorema 2.3.16. Si A es una MV-álgebra, entonces (Spec(A), τ) es un espacio espectral.

Demostración. Por las proposiciones 2.3.11 y 2.3.12, se tiene que la colección K(Spec(A))

es una base para la topologı́a del espacio (Spec(A), τ), que además es cerrada bajo inter-

secciones finitas.

Por otra parte, como Spec(A) = O(1), significa que Spec(A) es compacto y también, si

P1, P2 ∈ Spec(A), el conjunto U := O((P c1 ∩ P2]) ∈ τ satisface P1 ∈ U y P2 /∈ U , ya que

P c1 ∩ P2 ⊈ P1 y P c1 ∩ P2 ⊆ P2, lo que indica que Spec(A) es T0.

Por último, veamos que un subconjunto cerrado de Spec(A) es irreducible, si y solo si, es

de la forma O(I)c para algún ideal primo I . Suponga que I es un ideal de A y O(I)c es

irreducible. Si a, b ∈ A con a ∧ b ∈ I , se sigue que O(a) ∩ O(b) = O(a ∧ b) ⊆ O(I) por el

Lema 2.3.9, esto es, O(I)c ⊆ O(a)c ∪ O(b)c, lo que implica que

O(I)c = O(I)c ∩ (O(a)c ∪ O(b)c)

= (O(I)c ∪ O(b)c) ∩ (O(a)c ∪ O(b)c) ∩ O(I)c

= [(O(a)c ∩ O(I)c) ∪ O(b)c] ∩ [(O(a)c ∩ O(I)c) ∪ O(I)c]

= [O(a)c ∩ O(I)c] ∪ [O(b)c ∩ O(I)c] ,

y por ser O(I)c irreducible, resulta O(a)c ∩ O(I)c = O(I)c o O(b)c ∩ O(I)c = O(I)c, es

decir, O(I)c ⊆ O(a)c o O(I)c ⊆ O(b)c y a su vez, O(a) ⊆ O(I) o O(b) ⊆ O(I), por lo que

a ∈ I o b ∈ I , y el ideal I es primo.
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Por otro lado, suponga que I es un ideal primo y O(I)c = O(J)c ∪ O(K)c para algunos

ideales J,K deA. Luego, O(I) = O(J)∩O(K) = O(J ∩K) y por ende, I = J ∩K. Si ocu-

rriese que I ̸= J y I ̸= K, existirian a ∈ J−I y b ∈ K−I de manera que a∧b ∈ J ∩K = I

pues a ∧ b ≤ a y a ∧ b ≤ b, lo que serı́a una contradicción ya que I es un ideal primo. De

esta manera, I = J o I = K, y esto significa que O(I)c = O(J)c o O(I)c = O(K)c, ası́ que

O(I)c es irreducible. Como consecuencia del Lema 2.3.15, Spec(A) es sobrio.

Por lo tanto, (Spec(A), τ) es un espacio espectral. Esto concluye la demostración del teo-

rema.

Hemos visto que a cada MV-álgebraA es posible asociarle un espacio topológico Spec(A).

En realidad, esto puede extenderse también a morfismos, lo que define una acción funto-

rial.

Observación 2.3.17. Para cada MV -homomorfismo f : A −→ B, se define la función
Spec(f) : Spec(B) −→ Spec(A) como Spec(f)(P ) = f−1(P ), la cual está bien definida puesto
que si P ∈ Spec(B), es evidente que f−1(P ) ̸= ∅ ya que f(0) = 0 ∈ P y 0 ∈ f−1(P ). Si
a, b ∈ f−1(P ), entonces f(a), f(b) ∈ P y f(a∨b) = f(a)∨f(b) ∈ P , de donde a∨b ∈ f−1(P ).
Además, si a ∈ A y b ∈ f−1(P ) con a ≤ b, se tiene que f(a) ≤ f(b) y f(b) ∈ P , ası́ que
f(a) ∈ P y a ∈ f−1(P ). Luego, f−1(P ) es un ideal de A.

Ahora bien, si a, b ∈ A y a ∧ b ∈ f−1(P ), significa que f(a ∧ b) ∈ P y como
f(a ∧ b) = f(a) ∧ f(b), se sigue que f(a) ∈ P o f(b) ∈ P por ser P un ideal primo de B,
es decir que a ∈ f−1(P ) o b ∈ f−1(P ), de donde f−1(P ) ∈ Spec(A) y la función Spec(f) está
bien definida.

Proposición 2.3.18. Si f : A −→ B es un homomorfismo entre MV-álgebras, entonces la fun-
ción Spec(f) : Spec(B) −→ Spec(A) es continua.

Demostración. Sea O(I) ⊆ Spec(A), observe que (Spec(f))−1(O(I)) ⊆ Spec(B). En efecto,

(Spec(f))−1(O(I)) = {P ∈ Spec(B) | Spec(f)(P ) ∈ O(I)}

= {P ∈ Spec(B) | I ⊈ Spec(f)(P )}

= {P ∈ Spec(B) | I ⊈ f−1(P )}

= {P ∈ Spec(B) | f(I) ⊈ P}

= O((f(I)]).
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Como consecuencia, (Spec(f))−1(O(I)) ∈ Spec(B). Esto prueba que Spec(f) es una fun-

ción continua.

Además de lo anterior, es claro que si A es una MV-álgebra, entonces Spec(1A) = 1Spec(A)

y para cualquier par de homomorfismos entre MV-álgebras f : A −→ B y g : B −→ C, se

tiene que

Spec(g ◦ f) = (g ◦ f)−1|Spec(C) = (f−1 ◦ g−1)|Spec(C) = Spec(f) ◦ Spec(g).

De esta manera, se tiene el siguiente resultado.

Proposición 2.3.19. Spec define un funtor contravariante de la categorı́a MV de MV-álgebras
a la categorı́a Top de espacios topológicos.

A Spec(A)

B Spec(B)

f Spec(f)

A continuación, se presentarán otros dos ejemplos de acciones funtoriales.

Como consecuencia de la Proposición 2.2.11 y de la Observación 2.3.14, se puede entender

la asociación de una MV-álgebra A con su retı́culo de ideales principales Idc(A) como

una acción funtorial Idc(A). De hecho, para cada álgebra multivaluada A se tiene que

Idc(1A) = 1Idc(A), mientras que para cualquier par de MV-homomorfismos f : A −→ B y

g : B −→ C, resulta

Idc(g ◦ f)(a) = ((g ◦ f)(a)]

= Idc(g)(f(a))

= (Idc(g) ◦ Idc(f))(a),

para todo a ∈ A, lo que implica que Idc(g◦f) = Idc(g)◦Idc(f). De esta manera, se obtiene

lo siguiente.

Proposición 2.3.20. Idc define un funtor covariante de la categorı́a MV de MV-álgebras a la
categorı́a BDL de retı́culos distributivos y acotados.
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A Idc(A)

B Idc(B)

f Idc(f)

El nombre BDL de la categorı́a de retı́culos distributivos y acotados, proviene de sus

siglas en inglés, bounded distributive lattice.

Observación 2.3.21. Dado un MV-homomorfismo f : A −→ B, este induce la función
K(Spec)(f) : K(Spec(A)) −→ K(Spec(B)) dada por K(Spec)(f)(O(a)) = O(f(a)).

Proposición 2.3.22. Si f : A −→ B es un MV-homomorfismo, entonces la función
K(Spec)(f) : K(Spec(A)) −→ K(Spec(B)) es un homomorfismo de retı́culos.

Demostración. Para cada par a, b ∈ A, se tiene que

K(Spec)(f)(O(a) ∨ O(b)) = K(Spec)(f)(O(a ∨ b))

= O(f(a ∨ b))

= O(f(a) ∨ f(b))

= O(f(a)) ∨ O(f(b))

= K(Spec)(f)(O(a)) ∨ K(Spec)(f)(O(b)),

y también,

K(Spec)(f)(O(a) ∧ O(b)) = K(Spec)(f)(O(a ∧ b))

= O(f(a ∧ b))

= O(f(a) ∧ f(b))

= O(f(a)) ∧ O(f(b))

= K(Spec)(f)(O(a)) ∧ K(Spec)(f)(O(b)),

lo que muestra que K(Spec)(f) es un homomorfismo entre retı́culos.

Adicional a esto, es fácil ver que K(Spec(1A) = 1K(Spec(A)), mientras que para cualquier

par de MV-homomorfismos f : A −→ B, g : B −→ C, resulta

K(Spec)(g ◦ f)(O(a)) = O((g ◦ f)(a))

= K(Spec)(g)(O(f(a)))

= (K(Spec)(g) ◦ K(Spec)(f))(O(a)),
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lo que indica que K(Spec)(g ◦ f) = K(Spec)(g) ◦ K(Spec)(f). Por lo tanto, se obtiene:

Proposición 2.3.23. K(Spec) define un funtor covariante de la categorı́a MV de MV-álgebras a
la categorı́a BDL de retı́culos distributivos y acotados.

A K(Spec(A))

B K(Spec(B))

f K(Spec)(f)

La última proposición de esta sección destaca un aspecto interesante de los ideales primos

en una álgebra multivaluada, todo ideal principal puede describirse como la intersección

de todos los ideales primos que contienen a su generador.

Proposición 2.3.24. Sea A una MV-álgebra. Para cada a ∈ A de orden infinito,

(a] =
⋂

(Spec(A)−O(a)) ,

es decir, (a] coincide con la intersección de todos los ideales primos que contienen a a.

Demostración. Note que ord(a) = ∞ implica que (a] ̸= A y, considerando (a] y {1} co-

mo I y S respectivamente en el Teorema 2.3.2, se obtiene que
⋂

(Spec(A)−O(a)) ̸= ∅.

Ahora bien, para cada P ∈ Spec(A)−O(a), P es un ideal primo que contiene a a, lo que

indica que a ∈
⋂
(Spec(A)−O(a)) y ası́, (a] ⊆

⋂
(Spec(A)−O(a)). En sentido contrario,

sea b ∈ A tal que b ∈ (a]c, entonces b /∈ (a] y, tomando (a] y {b} como I y S respectiva-

mente en el Teorema 2.3.2, existe un ideal primo P tal que (a] ⊆ P y P ∩ {b} = ∅, es decir

que a ∈ P y b /∈ P . Luego, b ∈ (
⋂
(Spec(A)−O(a)))c y (a]c ⊂ (

⋂
(Spec(A)−O(a)))c, por

lo que
⋂
(Spec(A)−O(a)) ⊆ (a] y se concluye que (a] =

⋂
(Spec(A)−O(a)).

2.4. El retı́culo de Belluce de una MV-álgebra

Vamos a introducir el primer concepto necesario para establecer la caracterización to-

pológica del espectro primo de una álgebra multivaluada, el retı́culo de Belluce asociado.

Este retı́culo se define como un conjunto cociente de la MV-álgebra, utilizando una re-

lación de equivalencia basada en la pertenencia a los mismos ideales primos. Luego, se

observa que este retı́culo es distributivo y acotado, y que además es isomorfo tanto al
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CAPÍTULO 2. MV-ÁLGEBRAS

retı́culo de ideales principales de la MV-álgebra como al retı́culo de los conjuntos abier-

tos y compactos del espectro primo. Finalmente, se muestra que esto conduce a un funtor

covariante entre las categorı́as de las MV-álgebras y la de los retı́culos distributivos y aco-

tados.

Sea A una MV-álgebra, para cada S ⊆ Spec(A) es posible definir una relación de equiva-

lencia ∼S sobre A, como sigue:

a ∼S b, si y solo si, ∀P ∈ S : a ∈ P si y solo si b ∈ P.

En otras palabras, dos elementos están relacionados siempre que pertenezcan a los mis-

mos ideales primos de S.

Proposición 2.4.1. Para cada S ⊆ Spec(A), la relación ∼S es una congruencia sobre A con
respecto a las operaciones ⊕,∨,∧.

Demostración. Es fácil ver que ∼S es una relación de equivalencia sobre A. Veamos que

∼S es compatible con las operaciones ⊕, ∨ y ∧.

Sean a, b, a′, b′ ∈ A con a ∼S b y a′ ∼S b
′. Si P ∈ S y a ⊕ a′ ∈ P , entonces a, a′ ≤ a ⊕ a′

implica a, a′ ∈ P por ser P un ideal, de donde b, b′ ∈ P y a su vez, b ⊕ b′ ∈ P . Análoga-

mente, b⊕ b′ ∈ P implica a⊕ a′ ∈ P , lo que significa que a⊕ a′ ∼S b⊕ b′.

En segundo lugar, sea P ∈ S tal que a ∨ a′ ∈ P , entonces a, a′ ∈ P pues a, a′ ≤ a ∨ a′, lo

que conlleva a que b, b′ ∈ P , b⊕ b′ ∈ P e igualmente, b ∨ b′ ≤ b⊕ b′ implica b ∨ b′ ∈ P . De

manera análoga, a ∨ a′ ∈ P siempre que b ∨ b′ ∈ P . Ası́, a ∨ a′ ∼S b ∨ b′.

Por último, si P ∈ S es tal que a ∧ a′ ∈ P , por ser P un ideal primo se tiene que a ∈ P o

a′ ∈ P , es decir que b ∈ P o b′ ∈ P y puesto que b∧ b′ ≤ b, b′, resulta b∧ b′ ∈ P . De manera

similar, a ∧ a′ ∈ P si b ∧ b′ ∈ P y ası́, a ∧ a′ ∼S b ∧ b′.

Esto concluye que la relación ∼S e una congruencia con respecto a las operaciones bina-

rias de la suma, supremo e ı́nfimo en una MV-álgebra.

En adelante, consideraremos S = Spec(A) y a la relación ∼Spec(A) como ∼. El conjunto

cociente A/∼ será denotado como β(A), mientras que β(a) := {b ∈ A | a ∼ b} para cada

a ∈ A. La importancia de este procedimiento recae en que a cada MV-álgebra se le puede

asociar un retı́culo distributivo y acotado, tal cual como lo afirma el siguiente teorema.
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Teorema 2.4.2. Si A es una MV-álgebra, ⟨β(A),≤⟩ es un retı́culo distributivo, acotado inferior-
mente por β(0) y superiormente por β(1), donde para cualesquiera a, b ∈ A,

β(a) ∧ β(b) := β(a ∧ b)

β(a) ∨ β(b) := β(a ∨ b) = β(a⊕ b)

β(a) ≤ β(b), si y solo si,β(a ∧ b) = β(a), si y solo si,β(a ∨ b) = β(b).

Demostración. Sea A una MV-álgebra, veamos que β(A) es un retı́culo, definiendo las

operaciones ∨,∧ como en el enunciado. Sean a, b, c ∈ A,

β(a) ∨ β(b) = β(a ∨ b) = β(b ∨ a) = β(b) ∨ β(a).

β(a) ∧ β(b) = β(a ∧ b) = β(b ∧ a) = β(b) ∧ β(a).

(β(a) ∨ β(b)) ∨ β(c) = β(a ∨ b) ∨ β(c)

= β((a ∨ b) ∨ c)

= β(a ∨ (b ∨ c))

= β(a) ∨ β(b ∨ c)

= β(a) ∨ (β(b) ∨ β(c))

(β(a) ∧ β(b)) ∧ β(c) = β(a ∧ b) ∧ β(c)

= β((a ∧ b) ∧ c)

= β(a ∧ (b ∧ c))

= β(a) ∧ β(b ∧ c)

= β(a) ∧ (β(b) ∧ β(c))

β(a) ∨ β(a) = β(a ∨ a) = β(a) = β(a ∧ a) = β(a) ∧ β(a).

β(a) ∨ (β(a) ∧ β(b)) = β(a) ∨ β(a ∧ b) = β(a ∨ (a ∧ b)) = β(a).

β(a) ∧ (β(a) ∨ β(b)) = β(a) ∧ β(a ∨ b) = β(a ∧ (a ∨ b)) = β(a).

Ahora bien, definiendo la relación ≤ en β(A) como

β(a) ≤ β(b), si y solo si,β(a ∧ b) = β(a), si y solo si,β(a ∨ b) = β(b),

se obtiene que ≤ es un orden parcial. Además, β(a) ∧ β(0) = β(a ∧ 0) = β(a) y también

β(a)∨β(1) = β(a∨1) = β(1) para cualquier a ∈ A, indica que β(A) es un retı́culo acotado,
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inferiormente por β(0) y superiormente por β(1). Por último,

β(a) ∨ (β(b) ∧ β(c)) = β(a) ∨ β(b ∧ c)

= β(a ∨ (b ∧ c))

= β((a ∨ b) ∧ (a ∨ c))

= β(a ∨ b) ∧ β(a ∨ c)

= (β(a) ∨ β(b)) ∧ (β(a) ∨ β(c)),

mientras que

β(a) ∧ (β(b) ∨ β(c)) = β(a) ∧ β(b ∨ c)

= β(a ∧ (b ∨ c))

= β((a ∧ b) ∨ (a ∧ c))

= β(a ∧ b) ∨ β(a ∧ c)

= (β(a) ∧ β(b)) ∨ (β(a) ∧ β(c)),

con a, b, c ∈ A, de donde se obtiene que β(A) es un retı́culo distributivo y acotado. Adi-

cionalmente, note que β(a∨ b) = β(a⊕ b), puesto que si P ∈ Spec(A) es tal que a∨ b ∈ P ,

entonces a ≤ a ∨ b y b ≤ a ∨ b implican a, b ∈ P y a⊕ b ∈ P ; y por otro lado, si a⊕ b ∈ P ,

entonces a ∨ b ≤ a⊕ b conlleva a que a ∨ b ∈ P .

Esto concluye la prueba.

Con base en la proposición anterior, para cada MV-álgebra A se define el retı́culo de

Belluce asociado a A, denotado por β(A), como el retı́culo con A/∼ como conjunto sub-

yaciente. El nombre se debe al matemático Lawrence Peter Belluce, quien introdujo esta

noción en [3] en el año 1986 y contribuyó de manera significativa al estudio del álgebra

universal, la lógica y la teorı́a de conjuntos fuzzy.

Observación 2.4.3. Es fácil ver que β(a) = β(b), si y solo si, (a] = (b]. En efecto, si (a] = (b]

y P ∈ Spec(A) es tal que a ∈ P , entonces (b] = (a] ⊆ P y b ∈ P ; análogamente b ∈ P

implica a ∈ P , ası́ que β(a) = β(b). Recı́procamente, β(a) = β(b) implica por definición que
Spec(A)−O(a) coincide con Spec(A)−O(b) y por la Proposición 2.3.24,

(a] =
⋂

(Spec(A)−O(a)) =
⋂

(Spec(A)−O(b)) = (b].

De esta manera se obtiene inmediatamente que β(A) ∼= Idc(A) y además, por el Corolario 2.3.13,
se puede concluir también que β(A) ∼= K(Spec(A)).
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La construcción de la topologı́a espectral es frecuentemente utilizada en ciertas estructu-

ras algebraicas, y en particular, es posible dotar con esta topologı́a al espectro primo de

cualquier retı́culo. Más aún, el funtor Spec expuesto en la Proposición 2.3.19 también se

puede definir de manera contravariante de la categorı́a BDL de retı́culos distributivos y

acotados a la categorı́a Top de espacios topológicos.

Resulta interesante que dada una álgebra multivaluada, su espectro primo coincide con el

espectro primo de su retı́culo de Belluce asociado, enfatizando que esta correspondencia

se entiende desde el punto de vista topológico.

Teorema 2.4.4. Si A es una MV-álgebra, entonces Spec(A) ∼= Spec(β(A)).

Demostración. Sea A una MV-álgebra, defı́nase la función φ : Spec(A) −→ Spec(β(A)) tal

que P 7→ β(P ) := {β(a) | a ∈ P}. Si P es un ideal primo de A, veamos que β(P ) es un

ideal primo del retı́culo β(A). Claramente β(P ) ̸= ∅ ya que 0 ∈ P y β(0) ∈ β(P ). Sean

β(a) ∈ β(A) y β(b) ∈ β(P ) con β(a) ≤ β(b), entonces β(a) = β(a)∧β(b) = β(a∧b) y como

a ∧ b ≤ b, se sigue que a ∧ b ∈ P y β(a) = β(a ∧ b) ∈ β(P ). Además, si β(a), β(b) ∈ β(P ),

puesto que a, b ∈ P implica a⊕ b ∈ P y a su vez, a ∨ b ≤ a⊕ b indica que a ∨ b ∈ P . Ası́,

resulta β(a) ∨ β(b) = β(a ∨ b) ∈ β(P ) y β(P ) es un ideal de β(A).

Adicionalmente, si β(a), β(b) ∈ β(A) y β(a ∧ b) = β(a) ∧ β(b) ∈ β(P ), se obtiene que

a ∧ b ∈ P y al ser P un ideal primo de A, a ∈ P o b ∈ P , por lo que β(a) ∈ β(P ) o

β(b) ∈ β(P ). De esta manera, β(P ) ∈ Spec(β(A)) y φ está bien definida.

En segundo lugar, defı́nase la función ϕ : Spec(β(A)) −→ Spec(A) como

ϕ(W ) =
⋃

{β(a) | β(a) ∈W}.

Veamos que para cada ideal primo W de β(A), ϕ(W ) es un ideal primo de A. Claramente

ϕ(W ) ̸= ∅ pues W ̸= ∅ y si a, b ∈ ϕ(W ), existen c, d ∈ A tales que a ∈ β(c) y b ∈ β(d),

con β(c), β(d) ∈ W , lo que significa que β(a) = β(c) y β(b) = β(d). Luego, se tiene que

β(a ⊕ b) = β(a ∨ b) = β(a) ∨ β(b) = β(c) ∨ β(d) = β(c ∨ d), de donde a ⊕ b ∈ β(c ∨ d) y

β(c ∨ d) = β(c) ∨ β(d) ∈W , ası́ que a⊕ b ∈ ϕ(W ).

Además, si a ∈ A y b ∈ ϕ(W ) son tales que a ≤ b, se sigue que b ∈ β(c) para algún

c ∈ A y β(c) ∈ W , lo que implica que β(a) ≤ β(b) = β(c) y β(a) ∈ W . Como a ∈ β(a),

se tiene que a ∈ ϕ(W ). Más aún, si a, b ∈ A y a ∧ b ∈ ϕ(W ), se tiene que a ∧ b ∈ β(c) con

c ∈ A y β(c) ∈ W , lo cual conlleva a que β(a) ∧ β(b) = β(a ∧ b) = β(c) ∈ W y dado que

W es primo, resulta β(a) ∈ W o β(b) ∈ W , es decir que a ∈ ϕ(W ) o b ∈ ϕ(W ) puesto
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que a ∈ β(a), b ∈ β(b). Como consecuencia, ϕ(W ) es un ideal primo de A y ϕ está bien

definida.

Ahora bien, observe que para cualquier P ∈ Spec(A),

(ϕ ◦ φ)(P ) = ϕ(β(P )) =
⋃

{β(a) | β(a) ∈ β(P )},

y
⋃
{β(a) | β(a) ∈ β(P )} = P pues si b ∈ P , se tiene que b ∈ β(b) con β(b) ∈ β(P ), de

donde b ∈
⋃
{β(a) | β(a) ∈ β(P )}; mientras que si b ∈

⋃
{β(a) | β(a) ∈ β(P )}, significa

que b ∈ β(a) para algún a ∈ P , por lo que β(a) = β(b), a ∼ b y b ∈ P . Ası́, ϕ◦φ = 1Spec(A).

Por otro lado, para cada W ∈ Spec(β(A)),

(φ ◦ ϕ)(W ) = φ
(⋃

{β(a) | β(a) ∈W}
)

= β
(⋃

{β(a) | β(a) ∈W}
)

=
{
β(b) | b ∈

⋃
{β(a) | β(a) ∈W}

}
= {β(b) | ∃a ∈ A, b ∈ β(a), β(a) ∈W},

y {β(b) | ∃a ∈ A, b ∈ β(a), β(a) ∈ W} = W . En efecto, β(b) ∈ W y b ∈ β(a) implica

β(b) ∈ {β(b) | ∃a ∈ A, b ∈ β(a), β(a) ∈ W}, mientras que si β(b) ∈ β(A) es tal que

b ∈ β(a) para algún β(a) ∈ W , se sigue que β(b) = β(a) ∈ W . Ası́, φ ◦ ϕ = 1Spec(β(A)) y

por tanto, φ es una función biyectiva.

En tercer lugar, veamos que tanto φ como ϕ son funciones continuas. Para cada a ∈ A se

tiene que

φ−1(O(β(a))) = {P ∈ Spec(A) | φ(P ) ∈ O(β(a))}

= {P ∈ Spec(A) | β(a) /∈ φ(P )}

= {P ∈ Spec(A) | β(a) /∈ β(P )}

= {P ∈ Spec(A) | a /∈ P}

= O(a),
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y también

ϕ−1(O(a)) = {W ∈ Spec(β(A)) | ϕ(W ) ∈ O(a)}

= {W ∈ Spec(β(A)) | a /∈ ϕ(W )}

=
{
W ∈ Spec(β(A)) | a /∈

⋃
{β(b) | β(b) ∈W}

}
= {W ∈ Spec(β(A)) | ∀β(b) ∈W,a /∈ β(b)}

= {W ∈ Spec(β(A)) | ∀β(b) ∈W,β(a) ̸= β(b)}

= {W ∈ Spec(β(A)) | β(a) /∈W}

= O(β(a)),

lo que conlleva a que

φ−1(O(W )) = φ−1

 ⋃
β(a)∈W

O(β(a))


=

⋃
β(a)∈W

φ−1(O(β(a)))

=
⋃

β(a)∈W

O(a)

= O ({β(a) | β(a) ∈W}) ,

y a su vez,

ϕ−1(O(I)) = ϕ−1

(⋃
a∈I

O(a)

)
=
⋃
a∈I

ϕ−1 (O(a))

=
⋃
a∈I

O(β(a))

= O (β(I)) .

De acuerdo a lo anterior, φ y ϕ son funciones continuas. Finalmente, se concluye que φ es

un homeomorfismo y Spec(A) ∼= Spec(β(A)).

Se tiene que a cada MV-álgebra A es posible asociarle un retı́culo distributivo acotado

β(A). No obstante, esta operación de Belluce puede extenderse a homomorfismos entre

MV-álgebras.

Observación 2.4.5. Si f : A −→ B es un MV-homomorfismo, se introduce la función
β(f) : β(A) −→ β(B) como β(f)(β(a)) := β(f(a)), la cual está bien definida, puesto que
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si a, b ∈ A son tales que β(a) = β(b), la Observación 2.4.3 implica que (a] = (b], por lo que
existen m,n ∈ N de manera que a ≤ mb y también b ≤ na. Luego, f(a) ≤ f(mb) = mf(b)

y a su vez f(b) ≤ f(na) = nf(a), lo que significa que (f(a)] = (f(b)] y esto equivale a que
β(f(a)) = β(f(b)). Esto concluye que la función β(f) está bien definida.

Proposición 2.4.6. Si f : A −→ B es un homomorfismo entre MV-álgebras, entonces la función
β(f) : β(A) −→ β(B) es un homomorfismo de retı́culos.

Demostración. Sean a, b ∈ A,

β(f)(β(a) ∨ β(b)) = β(f)(β(a ∨ b))

= β(f(a ∨ b))

= β(f(a) ∨ f(b))

= β(f(a)) ∨ β(f(b)),

y también,

β(f)(β(a) ∧ β(b)) = β(f)(β(a ∧ b))

= β(f(a ∧ b))

= β(f(a) ∧ f(b))

= β(f(a)) ∧ β(f(b)).

Por lo tanto, β(f) es un homomorfismo de retı́culos.

Más aún, para cada MV-álgebra A y para cada a ∈ A,

β(1A)(β(a)) = β(1A(a)) = β(a) = 1β(A)(β(a)),

por lo que β(1A) = 1β(A). Además, si f : A −→ B y g : B −→ C son homomorfismos

entre MV-álgebras, se sigue que

β(g ◦ f)(β(a)) = β((g ◦ f)(a))

= β(g(f(a)))

= β(g)(β(f(a)))

= β(g)(β(f)(β(a)))

= (β(g) ◦ β(f))(β(a)),

para cada a ∈ A, de donde β(g ◦ f) = β(g) ◦ β(f). De esta manera, se obtiene:
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Proposición 2.4.7. β es un funtor covariante de la categorı́a MV de MV-álgebras a la categorı́a
BDL de retı́culos distributivos acotados.

A β(A)

B β(B)

f β(f)

2.5. Relaciones entre las categorı́as MV, BDL y Top

El Teorema 2.4.4 puede entenderse, desde el punto de vista categórico, como la compo-

sición entre los funtores SpecBDL y β, que termina coincidiendo con el funtor SpecMV

establecido en la Proposición 2.3.19. Especı́ficamente:

Teorema 2.5.1. Los funtores SpecBDL ◦ β y SpecMV son naturalmente isomorfos. Esto es,
SpecMV

∼= SpecBDL ◦ β.

Demostración. Para cada MV-álgebraA, considérese SpecMV(A) SpecBDL(β(A))
αA

el isomorfismo definido como φ en el Teorema 2,4,4. Si f : A −→ B es cualquier

MV-homomorfismo, note que el siguiente diagrama conmuta,

Spec(B) Spec(A)

Spec(β(B)) Spec(β(A))

Spec(f)

αB αA

Spec(β(f))

ya que para cada P ∈ Spec(B), resulta:

(Spec(β(f)) ◦ αB)(P ) = Spec(β(f))(αB(P ))

= Spec(β(f))(β(P ))

= β(f)−1(β(P ))

= {β(a) ∈ β(A) | β(f)(β(a)) ∈ β(P )}

= {β(a) ∈ β(A) | β(f(a)) ∈ β(P )},
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mientras que,

(αA ◦ Spec(f))(P ) = αA(Spec(f)(P ))

= αA(f
−1(P ))

= β(f−1(P ))

= {β(a) ∈ β(A) | x ∈ f−1(P )}

= {β(a) ∈ β(A) | f(a) ∈ P},

y puesto que {β(a) ∈ β(A) | β(f(a)) ∈ β(P )} = {β(a) ∈ β(A) | f(a) ∈ P}, esto implica

que Spec(β(f)) ◦αB = αA ◦ Spec(f). Por lo tanto, se concluye que SpecMV y SpecBDL ◦β
son funtores naturalmente isomorfos.

MV TOP

BDL

β SpecBDL

SpecMV

Ahora, se probará que los funtores Idc, K(Spec), β, establecidos en las proposiciones

2.3.20, 2.3.23 y 2.4.7, respectivamente, son naturalmente isomorfos entre sı́, dando res-

puesta a esta cuestión planteada en [1]. Esto significa que los tres representan la misma

acción funtorial sobre las categorı́as MV y BDL.

Proposición 2.5.2. Los funtores Idc y β son naturalmente isomorfos. Esto es, Idc ∼= β.

Demostración. Para cada MV-álgebra A, considérese la función ηA : Idc(A) −→ β(A)

definida como ηA((a]) = β(a). Por la Observación 2.4.3 se tiene que ηA está bien definida

y es inyectiva, mientras que para cada par a, b ∈ A,

ηA((a] ∨ (b]) = ηA((a ∨ b]) = β(a ∨ b) = β(a) ∨ β(b) = ηA((a]) ∨ ηA((b]),

ηA((a] ∧ (b]) = ηA((a ∧ b]) = β(a ∧ b) = β(a) ∧ β(b) = ηA((a]) ∧ ηA((b]),

de donde ηA es un homomorfismo de retı́culos que evidentemente es sobreyectivo. Ası́,

ηA es un isomorfismo para cada objeto A en MV. En segundo lugar, observe que para

cualquier MV-homomorfismo f : A −→ B, el siguiente diagrama conmuta,
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Idc(A) Idc(B)

β(A) β(B)

Idc(f)

ηA ηB

β(f)

ya que para todo a ∈ A, se sigue que

(ηB ◦ Idc(f))((a]) = ηB((f(a)])

= β(f(a))

= β(f)(β(a))

= (β(f) ◦ ηA)((a]).

Por lo tanto, β(f)◦ηA = ηB ◦Idc(f) y se concluye que Idc y β son naturalmente isomorfos.

Proposición 2.5.3. Los funtores Idc y K(Spec) son naturalmente isomorfos. (Idc ∼= K(Spec)).

Demostración. Para cada MV-álgebra A, considérese Idc(A) K(Spec(A))
αA el iso-

morfismo presentado en el Corolario 2.3.13. Luego, para cada MV-homomorfismo

f : A −→ B, el siguiente diagrama conmuta,

Idc(A) Idc(B)

K(Spec(A)) K(Spec(B))

Idc(f)

αA αB

K(Spec)(f)

debido a que para cada a ∈ A, resulta

(K(Spec)(f) ◦ αA)((a]) = K(Spec)(f)(O(a))

= O(f(a))

= αB((f(a)])

= (αB ◦ Idc(f))((a]),

por lo que K(Spec)(f) ◦ αA = αB ◦ Idc(f) y se concluye que los funtores Idc y K(Spec)

son naturalmente isomorfos.
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Proposición 2.5.4. Los funtores β y K(Spec) son naturalmente isomorfos. Esto es, β ∼= K(Spec).

Demostración. Sea A un álgebra multivaluada, considérese β(A) K(Spec(A))
ωA el

isomorfismo obtenido por la Observación 2,4,3. Luego, MV-homomorfismo f : A −→ B,

el siguiente diagrama conmuta.

β(A) β(B)

K(Spec(A)) K(Spec(B))

β(f)

ωA ωB

K(Spec)(f)

En efecto, para cada a ∈ A, se tiene que

(ωB ◦ β(f))(β(a)) = ωB(β(f(a)))

= O(f(a))

= K(Spec)(f)(O(a))

= (K(Spec)(f) ◦ ωA)(β(a)),

de donde K(Spec)(f) ◦ ωA = ωB ◦ β(f) y se concluye que los funtores β y K(Spec) son

naturalmente isomorfos.

MV BDL

β

K(Spec)

Idc

∼=

∼=

2.6. MV-álgebras libres y funciones de McNaughton

El segundo concepto requerido corresponde al de las MV-álgebras libres. En primer lugar,

se presenta una manera de construir álgebras multivaluadas a partir de otras, denomi-

nadas MV-álgebras de términos en n variables sobre el álgebra inicial. En segundo lugar,

se introducen las MV-álgebras libres, las cuales cumplen una propiedad universal parti-

cular sobre un conjunto generador. Se verifica que la MV-álgebra libre sobre un conjunto

generador de n elementos es isomorfa a la MV-álgebra de términos en n variables sobre
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el álgebra multivaluada [0, 1]. En tercer lugar, se muestran las funciones de McNaugh-

ton, que conforman una MV-álgebra y esencialmente son funciones definidas de [0, 1]n

en [0, 1], continuas con la topologı́a natural y definidas a trozos con polinomios lineales

de coeficientes enteros. Finalmente, se muestra que la MV-álgebra libre sobre un conjun-

to generador de n elementos es isomorfa a la MV-álgebra de funciones de McNaughton

sobre [0, 1]n, lo cual resulta sumamente útil para una mejor manipulación y comprensión

de las MV-álgebras libres.

Definición 2.6.1. Sea X un conjunto no vacı́o, cuyos elementos llamaremos variables, un MV-

término τ en las variables x1, . . . , xn es una expresión formal sobre el alfabeto {⊕,¬, 0, x1, . . . , xn}.

Ejemplos de MV-términos son 0, x1, ¬x1, x1⊕xn, ¬x1⊕xn, mientras que −x2, x51, 3x4, x1x2
son muestra de los que no son MV-términos. Considerando para cada número entero

n > 1, An := A × A × . . . × A, la proyección k-ésima πk : An −→ A corresponde a la

función πk(x) = xk, donde x = (x1, x2 . . . , xn). Además,

ProjAn := {πk : 1 ≤ k ≤ n},

será el conjunto de las proyecciones de An.

Definición 2.6.2. Dada una MV-álgebraA, para cada MV-término τ en las variables {x1, . . . , xn},
se define la función de términos τA : An −→ A como sigue:

(a) xAi := πi, para cada 1 ≤ i ≤ n,

(b) 0A es la función constante 0,

(c) (ρ⊕ σ)A := ρA ⊕ σA,

(d) (¬ρ)A := ¬ρA.

TermA
n denota el conjunto de todas las funciones de términos sobre A.

Note que TermA
n es una subálgebra de la MV-álgebraAA

n
= {f : An −→ A | f es función}

y es especial en el sentido de que TermA
n es la menor subálgebra deAA

n
que contiene cada

proyección en ProjAn . A continuación, introduciremos el concepto de MV-álgebras libres,

las cuales son un cierto tipo de MV-álgebras caracterizadas por poseer una propiedad

universal sobre un conjunto generador.
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Definición 2.6.3. Una MV-álgebra A = sub(X) se dice que es libre sobre el conjunto X , y se
escribe A = FreeX , si para cualquier MV-álgebra B y cualquier función f : X −→ B, existe un
MV-homomorfismo h : A −→ B tal que el siguiente diagrama conmuta.

X A

B

i

f
h

(i denota la función inclusión.)

Observación 2.6.4. Note que el MV-homomorfismo h es único, pues si existiese otro
MV-homomorfismo ĥ : A −→ B con ĥ ◦ i = f , resulta h ◦ i = ĥ ◦ i, ası́ que h|X = ĥ|X y
por la Proposición 2.0.9, se verifica que h, ĥ coinciden sobre A.

Realmente no es relevante sobre cuál conjunto X la MV-álgebra A es libre, sino más bien

cuál es su cardinalidad, por lo que la MV-álgebra queda completamente determinada por

esto, salvo isomorfismos. Esta caracterı́stica se precisa en la siguiente proposición.

Proposición 2.6.5. Sean A1 y A2 MV-álgebras libres sobre los conjuntos generadores X1 y X2,
respectivamente. Si |X1| = |X2|, entonces A1

∼= A2.

Demostración. Dado que |X1| = |X2|, existe una función biyectiva f : X1 −→ X2 y co-

mo A1 y A2 son generadas por X1 y X2, respectivamente, se tienen también funciones

i1 : X1 A1 y i2 : X2 A2 . Luego, si se considera el par de funciones

i2 ◦ f : X1 −→ A2 y i1 ◦ f−1 : X2 −→ A1, se garantiza la existencia de los homomorfismos

g : A1 −→ A2 y h : A2 −→ A1 de manera que los siguientes diagramas conmutan.

X1 A1 X2 A2

A2 A1

i1◦f−1

i2i1

i2◦f g h

Ası́ mismo, teniendo en cuenta el diagrama
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X1

A1 A2 A1

i1

g h

i1
i2◦f

se obtiene que i1 = h ◦ (i2 ◦ f) = h ◦ (g ◦ i1) = (h ◦ g) ◦ i1 y como i1 = 1A1 ◦ i1, se sigue

que h ◦ g = 1A1 por la Observación 2.6.4. Análogamente, del diagrama

X2

A2 A1 A2h g

i1◦f−1
i2 i2

resulta i2 = g ◦ (i1 ◦ f−1) = g ◦ (h ◦ i2) = (g ◦ h) ◦ i2 y i2 = 1A2 ◦ i2 implica g ◦ h = 1A2 . Por

lo tanto, g es un isomorfismo y A1
∼= A2.

Esto termina la prueba.

De acuerdo a lo anterior, no hay ambigüedad al decir que una MV-álgebra es libre sobre
n generadores, y se escribe A = Freen. La proposición que sigue será clave al final de este

capı́tulo y muestra que siempre es posible encontrar un epimorfismo entre una MV-álge-

bra libre sobre n elementos y una MV-álgebra generada por un subcojunto precisamente

de cardinalidad igual a n.

Proposición 2.6.6. Si A es una MV-álgebra generada por un subconjunto X tal que |X| = n,
entonces existe un epimorfismo de MV-álgebras f : Freen −→ A.

Demostración. Puesto que X ⊆ A y Freen es libre sobre X ya que |X| = n, las funciones

inclusiones i : X A y i′ : X Freen implican la existencia de un MV-

homomorfismo f : Freen −→ A de manera que f ◦ i′ = i.

X Freen

A

i

i′

f
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Además, dado que X genera a A, es evidente que f es sobreyectiva.

Un resultado significativo en este punto es la caracterización que se tiene de las MV-

álgebras libres, las cuales pueden entenderse de manera isomorfa como las MV-álgebras

de términos en n variables sobre la MV-álgebra estándar.

Teorema 2.6.7. Para cada número entero n ≥ 1, Freen ∼= Term[0,1]
n .

Demostración. Por la Proposición anterior, basta con probar que Term[0,1]
n es libre sobre

el conjunto Proj[0,1]n . Sea B cualquier MV-álgebra y f : Proj[0,1]n −→ B una función, con-

sideremos b = (b1, b2, . . . , bn) ∈ Bn donde bk := f(πk) para cada 1 ≤ k ≤ n. Defı́nase

φ : Term[0,1]
n −→ B con φ(τ) = τB(b). Por el Teorema 2.0.3, se tiene que τ [0,1] = σ[0,1]

en [0, 1] implica τB = σB en B y φ(τ) = τB(b) = σB(b) = φ(σ), por lo que φ está bien

definida. Además,

φ(τ ⊕ σ) = (τ ⊕ σ)B(b) = τB(b)⊕ σB(b) = φ(τ)⊕ φ(σ),

φ(¬σ) = (¬σ)B(b) = ¬σB(b) = ¬φ(σ),

de donde se obtiene que φ es un homomorfismo. Por último,

(φ ◦ i)(πk) = φ(πk) = πBk (b) = bk = f(πk).

Proj[0,1]n Term[0,1]
n

B

i

φf

Por lo tanto, Term[0,1]
n

∼= Freen y esto concluye la prueba.

Note que las MV-álgebras libres tal como se han definido resultan ser bastantes com-

plejas, aún con la caracterización dada por el teorema anterior. Sin embargo, existe otra

forma de representarlas de tal manera que terminan siendo más fáciles de manipular y

trabajar con ellas.

Definición 2.6.8. Para cada n ≥ 1, una función f : [0, 1]n −→ [0, 1] es llamada una función

de McNaughton sobre [0, 1]n si y solo si satisface las siguientes condiciones:

(i) f es continua con respecto a la topologı́a natural de [0, 1]n.
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(ii) Existen polinomios lineales p1, . . . , pk con coeficientes enteros

pi(x1, . . . , xn) = bi +mi1x1 + . . .+minxn,

tales que para cada punto y = (y1, . . . , yn) ∈ [0, 1]n, existe un ı́ndice j ∈ {1, . . . , k} con
f(y) = pj(y).

Denotando como Mn al conjunto de funciones de McNaughton sobre [0, 1]n, se tiene que

Mn es una MV-álgebra, cuyas operaciones están definidas de manera puntual sobre la

MV-álgebra estándar.

Ejemplo 2.6.9. Las siguientes son funciones de McNaughton sobre [0, 1].

x

y

0 1

4

1

2

1

1

f

f(x) =



0, si 0 ≤ x <
1

4
,

4x− 1 si
1

4
≤ x <

1

2

1, si
1

2
≤ x ≤ 1.

x

y

0 1

6

1

3

2

3

1

1

g
g(x) =



1, si 0 ≤ x <
1

6
,

−6x+ 2 si
1

6
≤ x <

1

3
,

3x− 1 si
1

3
≤ x <

2

3
,

1, si
2

3
≤ x ≤ 1.

Se construye también la función ¬f sobre [0, 1]:
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x

y

0 1

4

1

2

1

1

¬f

(¬f)(x) =



1, si 0 ≤ x <
1

4
,

−4x+ 2 si
1

4
≤ x <

1

2

0, si
1

2
≤ x ≤ 1.

Ası́ mismo, la suma de las funciones f y g en M1 corresponde a la función:

x

y

0 1

6

1

4

1

3

3

7

1

1

3

1

2

1

f ⊕ g

(f ⊕ g)(x) =



1, si 0 ≤ x <
1

6
,

−6x+ 2, si
1

6
≤ x <

1

4
,

−2x+ 1, si
1

4
≤ x <

1

3
,

7x− 2, si
1

3
≤ x ≤ 3

7
,

1, si
3

7
≤ x ≤ 1.

Las funciones f ∧ g y f ∨ g están definidas de tal forma que para cada x ∈ [0, 1], se tiene que
(f ∧ g)(x) := f(x) ∧ g(x) y (f ∨ g)(x) := f(x) ∨ g(x).
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CAPÍTULO 2. MV-ÁLGEBRAS

x

y

0 1

4

3

10

1

3

2

3

1

1

5

1

f ∧ g
(f ∧ g)(x) =



0, si 0 ≤ x <
1

4
,

4x− 1, si
1

4
≤ x <

3

10
,

−6x+ 2, si
3

10
≤ x <

1

3
,

3x− 1, si
1

3
≤ x <

2

3
,

1, si
2

3
≤ x ≤ 1.

x

y

0 1

6

3

10

1

2

1

1

1
5

f ∨ g

(f ∨ g)(x) =



1, si 0 ≤ x <
1

6
,

−6x+ 2, si
1

6
≤ x <

3

10
,

4x− 1, si
3

10
≤ x <

1

2
,

1, si
1

2
≤ x ≤ 1.

Ejemplo 2.6.10. Las siguientes funciones son ejemplos de elementos en M2.

F (x, y) =



0, si 0 ≤ x <
1

4
,

4x− 1, si
1

4
≤ x <

3

10
,

−6x+ 2, si
3

10
≤ x <

1

3
,

3x− 1, si
1

3
≤ x <

2

3
,

1, si
2

3
≤ x ≤ 1.

G(x, y) =



1, si 0 ≤ y ≤ − 1
2 (x− 1),

−x− 2y + 2, si − 1
2 (x− 1) < y ≤ − 1

2x+ 1,

0, si − 1
2x+ 1 < y ≤ 1.
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0 0,25 0,5 0,75 1

0
0,51

0

0,2

0,4

0,6

0,8

1

xy

z

F (x, y)

0 0,25
0,5

0,75
10

0,25 0,5
0,75 1

0

0,2

0,4

0,6

0,8

1

x

y

z

G(x, y)

Note que la función (f ∧g)(x) mostrada en el Ejemplo 2.6.9 es precisamente la proyección

de la función F (x, y) del Ejemplo 2.6.10 sobre uno de los planos coordenados. Sin embar-

go, no todas las funciones en M2 corresponden a este caso particular, lo que se evidencia

con la función G(x, y).
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El resultado más importante de esta sección es el isomorfismo que ya se ha mencionado

anteriormente, el cual no solo reduce significativamente la complejidad al operar con

MV-álgebras libres, sino que también será de gran ayuda para las secciones siguientes.

Teorema 2.6.11. Para cada número entero n ≥ 1, Freen ∼=Mn.

Para la demostración, puede consultarse la Proposición 3.1.8 y el Teorema 9.1.5 de [11].

2.7. Poliedros

En esta sección introduciremos el tercer concepto necesario, una clase de objetos geométri-

cos que son bastantes interesantes por su presencia en isomorfismos que involucran el

retı́culo de Belluce de MV-álgebras libres, además de ser esencialmente los ceros de fun-

ciones de McNaughton, y serán útiles para caracterizar el espectro primo de las MV-álge-

bras.

Definición 2.7.1. Un conjunto A ⊆ Rn se dice convexo si para cualquier par a, b ∈ A, el
conjunto

[a, b] := {(1− t)a+ tb | 0 ≤ t ≤ 1},

está contenido en A.

Por vacuidad, ∅ es un conjunto convexo. Evidentemente, si {Ai | i ∈ I} ⊆ Rn es una

familia de conjuntos convexos, entonces
⋂
i∈I

Ai también lo es, por lo que dado cualquier

conjunto B ⊆ Rn, la envolvente convexa de B se define como

⟨B⟩ :=
⋂

{A ⊆ Rn | A es convexo, B ⊆ A},

que termina siendo el menor conjunto convexo que contiene aB. SiB = {x0, x1, . . . , xm},

se escribe simplemente ⟨x0, x1 . . . , xm⟩.

Proposición 2.7.2. Si A ⊆ Rn, entonces

⟨A⟩ =

{
m∑
i=1

αiai | m ∈ N, ai ∈ A,αi ∈ R+ ∪ {0},
n∑
i=1

αi = 1

}
.

Demostración. Denotando

B :=

{
m∑
i=1

αiai | m ∈ N, ai ∈ A,αi ∈ R+ ∪ {0},
n∑
i=1

αi = 1

}
,
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se tiene que B es convexo. En efecto, sean x :=
m∑
i=1

αiai y y :=
k∑
i=1

βibi elementos de B y

suponga sin pérdida de generalidad que k ≤ m. Si w ∈ [x, y], entonces

w = (1− t)x+ ty

= (1− t)
m∑
i=1

αiai + t
m∑
i=1

βibi

=
m∑
i=1

[(1− t)αiai + tβibi] ,

con 0 ≤ t ≤ 1 y bi = 0 para k < i ≤ m, por lo que (1 − t)αi, tβi ∈ R+ ∪ {0} para cada

0 ≤ i ≤ m y también,

m∑
i=1

[(1− t)αi + tβi] = (1− t)
m∑
i=1

αi + t
m∑
i=1

βi = (1− t) + t = 1,

es decir que w ∈ B y [x, y] ⊆ B. Además, es claro que A ⊆ B y por tanto, ⟨A⟩ ⊆ B.

Recı́procamente, sea H cualquier conjunto convexo en Rn tal que A ⊆ H . Probemos por

inducción sobre m que cada elemento
m∑
i=1

αiai ∈ B está en H . Para el caso base m = 1, si

α1a1 ∈ B, entonces ai ∈ A y necesariamente αi = 1, por lo que αiai ∈ A y como A ⊆ H ,

resulta α1a1 ∈ H . Supongamos ahora por hipótesis inductiva que para un cierto k ∈ N se

tiene que cada suma
m∑
i=1

αiai ∈ B con 0 ≤ m ≤ k, también está en H .

Si x :=
k+1∑
i=1

αiai ∈ B, se tienen dos casos. Si αi = 0 para cada 1 ≤ i ≤ k, se sigue que

αk+1 = 1 y x = ak+1 ∈ A ⊆ H . En caso contrario, existe algún 1 ≤ i ≤ k tal que αi ̸= 0,

por lo que β :=
k∑
i=1

αi ̸= 0. Note además que w :=
k∑
i=1

(
αi
β

)
ai ∈ B ya que

∀ 1 ≤ i ≤ k,
αi
β

∈ R+ ∪ {0} y
k∑
i=1

αi
β

=
1

β

k∑
i=1

αi =

(
1

β

)
β = 1,

y a su vez pertenece a H por hipótesis de inducción. Ası́, por la convexidad de H y

teniendo en cuenta que ak+1 ∈ A ⊆ H , resulta x = βw+αk+1ak+1 ∈ [w, ak+1] ⊆ H . Por lo

tanto,B ⊆ H para cualquier conjunto convexoH ⊆ Rn que contenga aA, y en particular,

B ⊆ ⟨A⟩. Se concluye de esta manera que ⟨A⟩ = B.

Definición 2.7.3. Un conjunto S = {x0, x1, . . . , xm} ⊆ Rn se denomina independientemente

afı́n, si el conjunto de vectores {−−→x0x1,
−−→x0x2, . . . ,

−−−→x0xm} es linealmente independiente.
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Ejemplo 2.7.4. El conjunto S = {x0, x1, x2, x3} ⊆ R3, donde x0 = (0, 1, 0), x1 = (1, 2, 1),
x2 = (1, 4, 0) y x3 = (2, 2, 0), es un conjunto independientemente afı́n, ya que el conjunto
S′ = {−−→x0x1,

−−→x0x2, . . . ,
−−−→x0xm} dado por −−→x0x1 = (1, 1, 1), −−→x0x2 = (1, 3, 0) y −−→x0x2 = (2, 1, 0), es

un conjunto linealmente independiente, debido a que si se tuviesen λ1, λ2, λ3 ∈ R de manera que

λ1(1, 1, 1) + λ2(1, 3, 0) + λ3(2, 1, 0) = (λ1 + λ2 + 2λ3, λ1 + 3λ2 + λ3, λ1) = (0, 0, 0),

se verifica fácilmente que λ1 = λ2 = λ3 = 0.

1
2
3

1 2 3 4

1

2

(1, 1, 1)

(1, 3, 0)

(2, 1, 0)x

y

z

Trivialmente se tiene que ∅ es un conjunto independientemente afı́n. Además, la defini-

ción de independencia afı́n es invariante bajo el punto inicial de los vectores que pueda

tomarse del conjunto S, gracias a la siguiente proposición.

Proposición 2.7.5. Sea V un R-espacio vectorial, entonces

(i) {v1, . . . , vi . . . , xn} ⊆ V es un conjunto de vectores linealmente independientes, si y solo
si, {v1, . . . , λvi, . . . , vn} ⊆ V es linealmente independiente, para cada λ ∈ R− {0}.

(ii) {v1, . . . , vi, . . . , vj , . . . , vn} ⊆ V es un conjunto linealmente independiente, si y solo si,
{v1, . . . , vi + λvj , . . . , vj , . . . , vn} ⊆ V es linealmente independiente, para cada λ ∈ R.

Demostración.

(i) Sea {v1, . . . , vi, . . . , vn} ⊆ V linealmente independiente, λ un escalar real no nulo

y suponga α1, . . . , αi, . . . , αn ∈ R tales que α1v1 + · · · + αi(λvi) + · · · + αnvn = 0,

entonces α1 = · · · = λαi = · · · = αn = 0. Dado que λ ̸= 0 y R es un cuerpo, se

sigue que αi = 0 y de esta manera, el conjunto {v1, . . . , λvi, . . . , vn} ⊆ V también es

linealmente independiente.

Para la implicación contraria, basta con multiplicar el i-ésimo vector por
1

λ
.
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(ii) Sea {v1, . . . , vi, . . . , vj , . . . , vn} ⊆ V un conjunto de vectores linealmente indepen-

diente, λ un número real y suponga α1, . . . , αi, . . . , αj , . . . , αn escalares tales que

0 = α1v1 + · · ·+ αi(vi + λvj) + · · ·+ αjvj + · · ·+ αnvn

= α1v1 + · · ·+ αivi + · · ·+ (αj + αiλ)vj + · · ·+ αnvn,

entonces α1 = · · · = αi = · · · = αj + αiλ = · · · = αn = 0, por lo que αj = 0 y

por tanto, el conjunto {v1, . . . , vi + λvj , . . . , vj , . . . , vn} ⊆ V también es linealmente

independiente.

La otra implicación se obtiene análogamente cambiando el i-ésimo vector vi + λvj

por (vi + λvj) + (−λ)vj .

En conclusión, se ha probado que un conjunto linealmente independiente sigue siéndolo

si se reemplaza un vector por un múltiplo no nulo escalar de él, y también si se sustituye

un vector por una combinación particular.

Observación 2.7.6. Si {−−→xix1, . . . ,−−−−→xixi−1,
−−−−→xixi+1, . . . ,

−−→xixj , . . . ,−−−→xixm} es un conjunto lineal-
mente independiente, se sigue que el conjunto {−−→xjx1, . . . ,

−−→xjxi, . . . ,−−−−→xjxj−1,
−−−−→xjxj+1, . . . ,

−−−→xjxm}
también lo es por la Proposición 2.7.5, puesto que para cada 1 ≤ k ≤ m con k ̸= j se cambia el
vector −−→xixk por −−→xjxk, mientras que si k = j, se cambia −−→xixj por −−−→xixj .

Definición 2.7.7. Un m-sı́mplice (también conocido como m-simplejo) σ es un conjunto tal
que σ = ⟨A⟩, para algún A ⊆ Rn independientemente afı́n y con |A| = m + 1. El número m se
denomina la dimensión del sı́mplice. En el caso en el que A ⊆ Qn, se dice que σ es un sı́mplice
racional.

Adicionalmente, un conjunto τ se dice que es una cara del sı́mplice σ si τ = ⟨B⟩ para algún
B ⊆ A, y se denota como τ ⪯ σ.

Evidentemente, toda cara de un sı́mplice es a su vez un sı́mplice, pues de la Definición

2.7.3 se sigue que todo subconjunto de un conjunto independientemente afı́n, también lo

es. Por otra parte, el conjunto ∅ también es un sı́mplice ya que ∅ = ⟨∅⟩, y se dice que es

un −1-sı́mplice.
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Ejemplo 2.7.8. Los m-sı́mplices para m = 0, 1, 2, 3 son:

0-sı́mplice 1-sı́mplice 2-sı́mplice 3-sı́mplice

Se puede decir que los m-sı́mplices permiten generalizar el concepto de triángulo a dife-

rentes dimensiones, al igual que el hipercubo como objeto geométrico extiende la idea del

cuadrado. Por otra parte, es fácil ver que la cantidad de caras que posee un m-sı́mplice

depende de su dimensión. Más precisamente:

Proposición 2.7.9. El número de caras de un m-sı́mplice es 2m+1.

Demostración. Trivialmente, el −1-sı́mplice ∅ posee solamente una cara, que es este mis-

mo. Sea σ ⊆ Rn un m-sı́mplice con m ≥ 0, se tiene entonces que σ = ⟨x0, x1, . . . , xm⟩,
donde A = {x0, x1, . . . , xm} es un conjunto independientemente afı́n. Luego, si H es el

conjunto de caras de σ y τ ∈ H , resulta τ = ⟨B⟩ con B ⊆ A y como |P(A)| = 2|A| = 2m+1,

significa que |H| = 2m+1.

Ahora estamos en condiciones de introducir lo que se conoce como un poliedro.

Definición 2.7.10. Un poliedro es cualquier unión finita de sı́mplices, y la dimensión de un
poliedro corresponde a la dimensión máxima de los sı́mplices que lo componen. Diremos que un
poliedro es racional, si es unión finita de sı́mplices racionales.

Ejemplo 2.7.11. El conjunto P mostrado en la figura es un poliedro de dimensión 3.

x0 x1

x2

x3

x4

x5

x6

x7

x8
P

A continuación, se generalizará el concepto de poliedro racional para dimensión infinita.
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Definición 2.7.12. Si X es un conjunto con |X| ≤ ℵ0, un poliedro cilı́ndrico racional es un
conjunto C(P0) = {f ∈ [0, 1]X : f |Y ∈ P0}, donde Y ⊆ X es tal que |Y | < ℵ0 y P0 ⊆ [0, 1]Y

es un poliedro racional.

Es fácil ver que si X es finito, entonces el poliedro cilı́ndrico racional termina siendo un

poliedro racional.

Ejemplo 2.7.13. Para cada n ∈ N, el conjunto [0, 1]n es un poliedro cilı́ndrico racional.

Algo interesante para resaltar es que dado un poliedro cilı́ndrico racional P ⊆ [0, 1]n,

la colección de todos los poliedros cilı́ndricos racionales contenidos en P , conforman un

retı́culo ordenado parcialmente por la inclusión usual de conjuntos, y es denotado por

Cpoly(P ).

En adelante, Z(f) denotará el conjunto de ceros de una función f , y Z(f1, f2, . . . , fm) será

el conjunto de ceros en común de las funciones f1, f2, . . . , fm; esto es,

Z(f1, f2, . . . , fm) :=
m⋂
i=1

Z(fi).

(Esta notación es recurrente en el campo de la geometrı́a algebraica.)

Observación 2.7.14. Por el Corolario 2.3.13, se tiene que β(f) = β(g) si y solo si (f ] = (g], para
cualquier par de elementos f, g ∈Mn. Más aún, observe que (f ] = (g] implica que Z(f) = Z(g).
En efecto, si (f ] = (g] y x ∈ Z(g), entonces g(x) = 0 y como f ∈ (f ] = (g], se sigue que
f ≤ ng para algún n ∈ N y 0 ≤ f(x) ≤ ng(x) = n0 = 0, por lo que f(x) = 0, x ∈ Z(f) y
Z(g) ⊆ Z(f). De la misma manera se obtiene que Z(f) ⊆ Z(g) y por tanto, Z(f) = Z(g). La
implicación recı́proca también es cierta y su demostración se encuentra en el Lema 3.4.8 de [11].

Teorema 2.7.15. P ⊆ [0, 1]n es un poliedro cilı́ndrico racional, si y solo si,P = Z(f1, f2, . . . , fm)

para algunos f1, f2, . . . , fm ∈Mn.

Una prueba de este teorema puede consultarse en el Corolario 2.10 de [26].

El artı́culo [4] ha sido fundamental en el desarrollo de esta sección. Para un estudio más

profundo sobre los poliedros, se recomienda consultar [30], [8], [24] y [18].
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2.8. Caracterización del espectro primo de las MV-álgebras

En la última sección de este capı́tulo se presentan algunos resultados preliminares nece-

sarios para enunciar el teorema más importante del capı́tulo, el cual establece las condi-

ciones que debe cumplir un espacio topológico para ser homeomorfo al espectro primo

de alguna MV-álgebra. Posteriormente, se muestra un ejemplo que evidencia la utilidad

de este teorema.

Proposición 2.8.1. El retı́culo de Belluce de Mn es dualmente isomorfo al retı́culo Cpoly ([0, 1]
n).

En otras palabras, Idc(Mn) ∼= K(Spec(Mn)) ∼= β(Mn) ∼= Cpoly ([0, 1]
n)op.

Demostración. Por la proposición 2.7.15, cada poliedro cilı́ndrico coincide con el conjunto

de ceros de ciertas funciones en Mn. Considere la función ϕ : β(Mn) −→ Cpoly ([0, 1]
n)

dada por ϕ(β(f)) := Z(f). La buena definición y la inyectividad de ϕ se sigue de la Ob-

servación 2.7.14.

Note también que β(f) ⊆ β(g) si y solo si (f ] ⊆ (g], y esto implica que

ϕ(β(g)) = Z(g) ⊆ Z(f) = ϕ(β(f)) y por consiguiente, ϕ es un homomorfismo de retı́culos

contravariante. Por último, dado P = Z(f1, f2, . . . , fn) en Cpoly ([0, 1]
n), observe que

ϕ(β(f1 ∨ f2 ∨ . . . ∨ fn)) = ϕ(β(f1 ⊕ f2 ⊕ . . .⊕ fn))

= Z(f1 ⊕ f2 ⊕ . . .⊕ fn)

= Z(f1, f2, . . . , fn)

= P.

En efecto, x ∈ Z(f1, f2, . . . , fn) implica f1(x) = f2(x) = . . . = fn(x) = 0 y

(f1 ⊕ f2 ⊕ . . .⊕ fn)(x) = f1(x)⊕ f2(x)⊕ . . .⊕ fn(x) = 0⊕ 0⊕ . . .⊕ 0 = 0,

de donde x ∈ Z(f1 ⊕ f2 ⊕ . . .⊕ fn); mientras que x ∈ Z(f1 ⊕ f2 ⊕ . . .⊕ fn) conlleva a que

0 ≤ f1(x), f2(x), . . . , fn(x) ≤ (f1 ⊕ f2 ⊕ . . . ⊕ fn)(x) = 0 y x ∈ Z(f1, f2, . . . , fn). Ası́, ϕ es

sobreyectiva.

Por lo tanto, β(Mn) es dualmente isomorfo a Cpoly ([0, 1]
n). Esto concluye la prueba.

Proposición 2.8.2. Un retı́culo L es el retı́culo de Belluce de una MV-álgebra, si y solo si, existe
un 0-homomorfismo sobreyectivo cerrado π : β(Mn) −→ L para algún n ∈ N.

Demostración.
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(=⇒) Si L ∼= β(A) con A una MV-álgebra, entonces existe un epimorfismo f : Mn −→ A

para algún n ∈ N. Luego, Idc(f) : Idc(Mn) −→ Idc(A) es un epimorfismo cerrado

de 0-retı́culos por la Proposición 2.2.11, el cual induce a su vez un 0-homomorfismo

sobreyectivo cerrado β(f) : β(Mn) −→ β(A).

Idc(Mn) Idc(A)

β(Mn) β(A)

Idc(f)

∼= ∼=

β(f)

(⇐=) Suponga que existe un 0-homomorfismo sobreyectivo cerrado π : β(Mn) −→ L

para algún n ∈ N. Teniendo en cuenta el Lema 2.2.13 y la Observación 2,4,3, se

tiene que I := {f ∈Mn | π(β(f)) = 0} es un ideal de Mn y que β(Mn/I) ∼= L.

Esto finaliza la prueba.

Corolario 2.8.3. Un retı́culo L es el retı́culo de Belluce de una MV-álgebra, si y solo si, existe un
0-homomorfismo sobreyectivo cerrado π : Cpoly ([0, 1]

n)op −→ L para algún n ∈ N.

Demostración. Se sigue de las Proposiciones 2.8.1 y 2.8.2.

Teorema 2.8.4. (Caracterización topológica del espectro primo de una MV-álgebra)

Un espacio topológico X es el espectro primo de una MV-álgebra, si y solo si, X es espectral y
existe un epimorfismo cerrado π : Cpoly ([0, 1]

n)op −→ K(X) para algún n ∈ N.

Demostración.

(=⇒) Sea X ∼= Spec(A) para alguna MV-álgebra A, entonces se tiene por el Teorema

2.3.16 que X es espectral. Por otro lado, dado que existen n ∈ N y un epimor-

fismo f : Mn −→ A, resulta a su vez un 0-homomorfismo sobreyectivo cerrado

Idc(f) : Idc(Mn) −→ Idc(A). Puesto que Idc(Mn) ∼= β(Mn) ∼= Cpoly ([0, 1]
n)op

y también Idc(A) ∼= K(Spec(A)) ∼= K(X), se obtiene ası́ un epimorfismo cerrado

π : Cpoly ([0, 1]
n)op −→ K(X).

(⇐=) Sea X un espacio espectral y π : Cpoly ([0, 1]
n)op −→ K(X) un epimorfismo cerrado,

por el Corolario 2.8.3 se tiene que K(X) ∼= β(A) para alguna MV-álgebra A. Luego,

K(X) ∼= β(A) ∼= K(Spec(A)), lo que implica que Spec(K(X)) ∼= Spec(K(Spec(A)))

y por el Teorema 16 de [29], se sigue que todo espacio espectral generalizado es
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homeomorfo al espectro primo de su retı́culo de subconjuntos abiertos compactos,

por lo que se concluye que X ∼= Spec(K(X)) ∼= Spec(K(Spec(A))) ∼= Spec(A).

Esto concluye el teorema.

Vamos a ver un ejemplo para ilustrar mejor el anterior resultado, pero para ello es impor-

tante tener en cuenta las siguientes dos proposiciones.

Proposición 2.8.5. Si A es una MV-cadena, entonces M = {a ∈ A | ord(a) = ∞} es el único
ideal maximal de A.

Demostración. Primero veamos que M es en efecto, un ideal. Note que M ̸= ∅ dado que

ord(0) = ∞ y 0 ∈ M . Sean a, b ∈ M , es decir, ord(a) = ∞ = ord(b) y suponga que

ord(a⊕ b) = m <∞. Luego, por ser A una MV-cadena, obtenemos que a ≤ b o b ≤ a, por

lo que a⊕ b ≤ 2b o a⊕ b ≤ 2a, y a su vez, 1 = m(a⊕ b) ≤ 2mb o 1 = m(a⊕ b) = 2ma, lo

que implicarı́a que ord(a) < ∞ o ord(b) < ∞, lo que es una contradicción. Como conse-

cuencia, ord(a ⊕ b) = ∞ y a ⊕ b ∈ M . Además, si a ∈ A y b ∈ M son tales que a ≤ b, si

ocurriese que ord(a) = m < ∞, se tendrı́a que 1 = ma ≤ mb y ord(b) < ∞, lo que no es

cierto pues b ∈M . Ası́, ord(a) = ∞, a ∈M y M es un ideal de A.

Ahora bien, si I es un ideal de A tal que M ⊂ I ⊆ A, entonces existe un elemento

a ∈ I −M , y esto significa que ord(a) = n <∞ y 1 = na ∈ I , de donde I = A.

Por último, sea M ′ otro ideal maximal de A, entonces M es propio, esto es, ord(a) = ∞
para cada a ∈ M ′, lo que implica inmediatamente que M ′ ⊆ M y por ser M ′ maximal,

resulta M ′ =M . Con esto, se finaliza la demostración.

Proposición 2.8.6. Dada una MV-álgebra A. Si I es un ideal propio de A, entonces existe un
ideal maximal M de A tal que I ⊆M .

Demostración. Por el Teorema 2.3.2, existe un ideal primo P tal que I ⊆ P . Note que el

conjunto J = {J ∈ Id(A) | P ⊆ J, J ̸= A} es totalmente ordenado, puesto que si se

tuviese J1, J2 ∈ J tales que J1 ⊈ J2 y J2 ⊈ J1, existirı́an a ∈ J1 − J2 y b ∈ J2 − J1, y

al ser P primo se tiene que a ⊖ b ∈ P o b ⊖ a ∈ P , de donde a ∨ b = a ⊕ (b ⊖ a) ∈ J1 o

a∨b = b⊕(a⊖b) ∈ J2, lo que implicarı́a que b ∈ J1 o a ∈ J2, lo que serı́a una contradicción.

Como consecuencia, M :=
⋃
{J ∈ Id(A) | J ∈ J } ∈ J , pues si no fuese ası́, se tendrı́a

que 1 ∈ M , por lo que 1 ∈ J para algún J ∈ J y J = A, lo que es una contradicción.

Además, si H es un ideal propio de A y M ⊆ H , se sigue que P ⊆ H y H ∈ J , ası́ que
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la maximalidad de M en el conjunto J implica que H ⊆ M y por tanto, M = H . Se

concluye de esta manera, que I ⊆M y M es un ideal maximal de A.

Ejemplo 2.8.7. Sea X = {a} ⊆ [0, 1] un conjunto unitario, dotado con τ = {∅, X}, la única
topologı́a posible. No es difı́cil notar que (X, τ) es un espacio espectral, con K(X) = τ . Considere
ahora la función ϕ : Cpoly([0, 1])

op −→ K(X) dada por

ϕ(P ) =


∅, si a ∈ P,

X, si a /∈ P.

Note que ϕ es un homomorfismo de retı́culos. En efecto, si P,Q ∈ Cpoly([0, 1])
op, se tiene que

ϕ(P ∨op Q) = ϕ(P ∧Q) = ϕ(P ∩Q) =


∅, si a ∈ P ∩Q,

X, si a /∈ P ∩Q,

=



∅, si a ∈ P ∩Q,

X, si a /∈ P,

X, si a /∈ Q,

= ϕ(P ) ∪ ϕ(Q)

= ϕ(P ) ∨ ϕ(Q),
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mientras que

ϕ(P ∧op Q) = ϕ(P ∨Q) = ϕ(P ∪Q) =


∅, si a ∈ P ∪Q,

X, si a /∈ P ∪Q,

=



∅, si a ∈ P,

∅, si a ∈ Q,

X, si a ∈ (P ∪Q)c,

= ϕ(P ) ∩ ϕ(Q)

= ϕ(P ) ∧ ϕ(Q).

Además, ∅ = ϕ ({a}) y X = ϕ({b}) para cualquier b ̸= a en [0, 1], por lo que ϕ es un epi-
morfismo de retı́culos. Adicionalmente, si P0, P1 ∈ Cpoly([0, 1])

op y B ∈ K(X) son tales que
ϕ(P0) ⊆ ϕ(P1) ∧op B = ϕ(P1) ∨ B = ϕ(P1) ∪ B, considerando P = [0, 1] ∈ Cpoly([0, 1])

op se
tiene que P1 ∧op P = P1 ∨ P = P1 ∪ P = P1 ∪ [0, 1] = [0, 1], por lo que P0 ⊆ P1 ∧op P y
ϕ(P ) = ∅ ⊆ B, lo que indica que ϕ es cerrado.

De esta manera, por el Teorema 2.8.4, X ∼= Spec(A) para alguna MV-álgebra A. Más aún, como
[0, 1] es una MV-cadena, el Teorema 2.8.5 indica que {0} es el único ideal maximal y a su vez,
Spec([0, 1]) = {0} por el Teorema 2.8.6. Por lo tanto, X ∼= {0} = Spec([0, 1]).

En este capı́tulo, se expuso la teorı́a fundamental sobre las MV-álgebras, incluyendo tres

nociones clave: el retı́culo de Belluce asociado, las MV-álgebras libres y los poliedros.

Durante el desarrollo, se definieron funtores entre ciertas categorı́as y se demostró que

esencialmente realizan la misma acción. El principal resultado fue la presentación de la

respuesta en [14] a la pregunta formulada en [26], relacionada con las condiciones to-

pológicas que debe cumplir un espacio para ser homeomorfo al espectro primo de alguna

álgebra multivaluada. Esto facilita en gran medida el estudio de las conexiones entre la

topologı́a y las estructuras algebraicas mencionadas.
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Capı́tulo 3

l-grupos abelianos

En este capı́tulo se ofrece, una breve introducción tanto a la noción de l-grupo, que con-

siste en un grupo provisto de una estructura de retı́culo; como a la unidad fuerte, un

elemento particular que cumple una condición análoga a la bien conocida propiedad ar-
quimediana sobre los números reales. Se exploran algunos aspectos caracterı́sticos que

distinguen estas estructuras y, como resultado significativo, se describe el espectro primo

de estas a partir de conos cilı́ndricos, de manera similar a lo expuesto en el capı́tulo ante-

rior.

Los conceptos básicos de la teorı́a de l-grupos, presentados en este capı́tulo, se pueden

consultar en [5], [17] y [23].

Definición 3.0.1. Un l-grupo (G, ·, e,≤), o simplementeG, es un grupo parcialmente ordenado,
que satiface xz ≤ yz y zx ≤ zy, siempre que x ≤ y, para cualesquiera x, y, z ∈ G. Si G
es abeliano, se dice que G es un l-grupo abeliano y se usará tanto la notación aditiva como la
multiplicativa.

Definición 3.0.2. Denotando G+ := {x ∈ G | e ≤ x}, un elemento u ∈ G+ se denomina
unidad fuerte si para cada x ∈ G existe n ∈ N tal que x ≤ nu. Si G tiene una unidad fuerte u,
se dice que G es un lu-grupo abeliano y se escribe también como (G, u).

Como se mencionó al inicio de este capı́tulo, note que la propiedad que cumple una

unidad fuerte en un grupo con estructura de retı́culo es esencialmente la propiedad ar-

quimediana que se aplica en el conjunto de los números reales.

Recordando que todo conjunto parcialmente ordenado puede ser visto como un retı́culo

con dos operaciones binarias ∨ y ∧, que corresponden al supremo y el ı́nfimo de cada par

de elementos respectivamente, se obtiene lo siguiente.
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Proposición 3.0.3. Si G es un l-grupo, entonces para cualesquiera a, b, c ∈ G,

(i) Si a ≤ b, entonces b−1 ≤ a−1.

(ii) (a ∨ b)−1 = a−1 ∧ b−1 y (a ∧ b)−1 = a−1 ∨ b−1.

(iii) (a ∨ b)c = ac ∨ bc y c(a ∨ b) = ca ∨ cb.

(iv) (a ∧ b)c = ac ∧ bc y c(a ∧ b) = ca ∧ cb.

(v) Si ab = ba, se tiene

(a ∨ b)n = an ∨ an−1b ∨ · · · ∨ abn−1 ∨ bn,

(a ∧ b)n = an ∧ an−1b ∧ · · · ∧ abn−1 ∨ bn.

Demostración. Sea G un l-grupo y a, b, c ∈ G.

(i) Si a ≤ b, entonces a−1a ≤ a−1b y a−1ab−1 ≤ a−1bb−1, por lo que b−1 ≤ a−1.

(ii) Como a ≤ a∨b y b ≤ a∨b, entonces (a∨b)−1 ≤ a−1 y (a∨b)−1 ≤ b−1, lo que conlleva

a que (a∨ b)−1 ≤ a−1 ∧ b−1. De igual manera, a−1 ∧ b−1 ≤ a−1 y a−1 ∧ b−1 ≤ b−1 im-

plica que a ≤ (a−1∧b−1)−1 y b ≤ (a−1∧b−1)−1, esto indica que a∨b ≤ (a−1∧b−1)−1

y a−1 ∧ b−1 ≤ (a ∨ b)−1. Por lo tanto, (a ∨ b)−1 = a−1 ∧ b−1.

Por otra parte, puesto que a∧b ≤ a y a∧b ≤ b, resulta a−1 ≤ (a∧b)−1, b−1 ≤ (a∧b)−1

y a−1 ∨ b−1 ≤ (a ∧ b)−1. Ası́ mismo, a−1 ≤ a−1 ∨ b−1 y b−1 ≤ a−1 ∨ b−1 indi-

can que (a−1 ∨ b−1)−1 ≤ a y (a−1 ∨ b−1)−1 ≤ b, ası́ que (a−1 ∨ b−1)−1 ≤ a ∧ b y

(a ∧ b)−1 ≤ a−1 ∨ b−1. Como consecuencia, (a ∧ b)−1 = a−1 ∨ b−1.

(iii) Dado que a ≤ a ∨ b y b ≤ a ∨ b, se obtiene que ac ≤ (a ∨ b)c y bc ≤ (a ∨ b)c, por

lo que ac ∨ bc ≤ (a ∨ b)c. Por otro lado, como ac ≤ ac ∨ bc y bc ≤ ac ∨ bc, entonces

a ≤ (ac∨ bc)c−1 y b ≤ (ac∨ bc)c−1, de donde a∨ b ≤ (ac∨ bc)c−1 y (a∨ b)c ≤ ac∨ bc.
Por lo tanto, (a ∨ b)c = ac ∨ bc. Análogamente se obtiene c(a ∨ b) = ca ∨ cb.

(iv) Como a ∧ b ≤ a y a ∧ b ≤ b, se sigue que (a ∧ b)c ≤ ac, (a ∧ b)c ≤ bc y ası́,

(a ∧ b)c ≤ ac ∧ bc. Ahora bien, dado que ac ∧ bc ≤ ac y ac ∧ bc ≤ bc, resulta

(ac∧ bc)c−1 ≤ a, (ac∧ bc)c−1 ≤ b y a su vez, (ac∧ bc)c−1 ≤ a∧ b y ac∧ bc ≤ (a∧ b)c.
Por tanto, (a ∧ b)c = ac ∧ bc y de igual manera, c(a ∧ b) = ca ∧ cb.
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(v) Es claro que para n = 1 se cumplen

(a ∨ b)n = an ∨ an−1b ∨ · · · ∨ abn−1 ∨ bn,

(a ∧ b)n = an ∧ an−1b ∧ · · · ∧ abn−1 ∨ bn.

Suponga por hipótesis inductiva que las anteriores igualdades son ciertas para

algún n = k ∈ N. Luego, teniendo en cuenta que ab = ba, resulta

(a ∨ b)k+1 = (a ∨ b)k(a ∨ b)

=
(
ak ∨ ak−1b ∨ · · · ∨ abk−1 ∨ bk

)
(a ∨ b)

= ak(a ∨ b) ∨ ak−1b(a ∨ b) ∨ · · · ∨ abk−1(a ∨ b) ∨ bk(a ∨ b)

= aka ∨ akb ∨ ak−1ba ∨ ak−1bb ∨ · · · ∨ abk−1a ∨ abk−1b ∨ bka ∨ bkb

= ak+1 ∨ akb ∨ ak−1ab ∨ ak−1b2 ∨ · · · ∨ aabk−1 ∨ abk ∨ bka ∨ bk+1

= ak+1 ∨
(
akb ∨ akb

)
∨ ak−1b2 ∨ · · · ∨ a2bk−1 ∨

(
abk ∨ abk

)
∨ bk+1

= ak+1 ∨ akb ∨ ak−1b2 ∨ · · · ∨ a2bk−1 ∨ abk ∨ bk+1.

De manera análoga,

(a ∧ b)k+1 = (a ∧ b)k(a ∧ b)

=
(
ak ∧ ak−1b ∧ · · · ∧ abk−1 ∧ bk

)
(a ∧ b)

= ak(a ∧ b) ∧ ak−1b(a ∧ b) ∧ · · · ∧ abk−1(a ∧ b) ∧ bk(a ∧ b)

= aka ∧ akb ∧ ak−1ba ∧ ak−1bb ∧ · · · ∧ abk−1a ∧ abk−1b ∧ bka ∧ bkb

= ak+1 ∧ akb ∧ ak−1ab ∧ ak−1b2 ∧ · · · ∧ aabk−1 ∧ abk ∧ bka ∧ bk+1

= ak+1 ∧
(
akb ∧ akb

)
∧ ak−1b2 ∧ · · · ∧ a2bk−1 ∧

(
abk ∧ abk

)
∧ bk+1

= ak+1 ∧ akb ∧ ak−1b2 ∧ · · · ∧ a2bk−1 ∧ abk ∧ bk+1.

Por lo tanto, para todo n ∈ N,

(a ∨ b)n = an ∨ an−1b ∨ · · · ∨ abn−1 ∨ bn,

(a ∧ b)n = an ∧ an−1b ∧ · · · ∧ abn−1 ∨ bn.

Esto finaliza la prueba.
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Observación 3.0.4. Note que por la Proposición 3.0.3, si G es un l-grupo y a ∈ G con e ≤ an

para algún n ∈ N, se sigue que an ∧ e = e y

(a ∧ e)n = an ∧ an−1e ∧ · · · ∧ aen−1 ∧ en

= an ∧ an−1 ∧ · · · ∧ a ∧ e

= an−1 ∧ · · · ∧ a ∧ e

= an−1 ∧ an−2e ∧ · · · ∧ aen−2 ∧ en−1

= (a ∧ e)n−1,

por lo que a ∧ e = e y e ≤ a. Más aún, si an = e, se obtiene que (a−1)n = e y en particular,
e ≤ an y e ≤ (a−1)n implican e ≤ a y e ≤ a−1, de donde a = e.

Definición 3.0.5.

1. Dado un grupo G, un elemento g ∈ G se dice que es de torsión si existe n ∈ N tal que
gn = e.

2. El grupoG se denomina libre de torsión si el único elemento de torsión deG es el elemento
neutro.

Por la Observación 3,0,4, se tiene la siguiente proposición.

Proposición 3.0.6. Si G es un l-grupo, entonces G es un grupo libre de torsión.

Del mismo modo, desde la perspectiva de la teorı́a de retı́culos, es importante desta-

car que los l-grupos también poseen una propiedad fundamental y es que siempre son

retı́culos distributivos.

Proposición 3.0.7. Si G es un l-grupo, entonces G es un retı́culo distributivo.

Demostración. Sean a, b, c ∈ G. Puesto que a ≤ a∨b y a ≤ a∨c, entonces a ≤ (a∨b)∧(a∨c).
Ası́ mismo, b ∧ c ≤ b ≤ a ∨ b y b ∧ c ≤ c ≤ a ∨ c implican que b ∧ c ≤ (a ∨ b) ∧ (a ∨ c).
Luego, a ∨ (b ∧ c) ≤ (a ∨ b) ∧ (a ∨ c).

Por otro lado, denotando w := b ∧ c, se tiene que:

Como w ≤ b, resulta e ≤ bw−1 y a su vez, a ≤ bw−1a ≤ bw−1(a ∨ w).

Dado que w ≤ a ∨ w, se obtiene que e ≤ w−1(a ∨ w) y b ≤ bw−1(a ∨ w), de donde

a ∨ b ≤ bw−1(a ∨ w).
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Razonando de la misma manera que en los dos puntos anteriores, se llega a que

a ∨ c ≤ cw−1(a ∨ w).

Como consecuencia,

(a ∨ b) ∧ (a ∨ c) ≤ bw−1(a ∨ w) ∧ cw−1(a ∨ w)

= (b ∧ c)w−1(a ∨ w)

= (b ∧ c)(b ∧ c)−1(a ∨ (b ∧ c))

= e(a ∨ (b ∧ c))

= a ∨ (b ∧ c).

Por lo tanto, a ∨ (b ∧ c) = (a ∨ b) ∧ (a ∨ c) y G es un retı́culo distributivo. Esto termina la

demostración.

Ejemplo 3.0.8. Sea G ̸= ∅ un conjunto totalmente ordenado. El conjunto Aut(G), de todas
las permutaciones sobre G que preservan el orden, es un l-grupo con la composición usual de
funciones, y dados f, g ∈ Aut(G), se define el orden ≤ en Aut(G) como, f ≤ g, si y solo si,
f(x) ≤ g(x) para cada x ∈ G.

Ejemplo 3.0.9. Si X ̸= ∅ es un espacio topológico, el conjunto C(X,R) de las funciones conti-
nuas de X en R, es un l-grupo abeliano, donde para cada f, g ∈ C(X,R), f +g es la función defi-
nida puntualmente como (f+g)(x) = f(x)+g(x), mientras que f ≤ g, si y solo si, f(x) ≤ g(x)

para cada x ∈ X .

Ejemplo 3.0.10. Z es un lu-grupo abeliano con el orden usual y u = 1 es una unidad fuerte
por la propiedad arquimediana. De hecho, cualquier z ∈ Z+ puede ser considerado como unidad
fuerte.

El Ejemplo 3.0.10 muestra que si un l-grupo posee unidad fuerte, no necesariamente es

única. Es precisamente por esta razón, que siempre se especı́fica la unidad fuerte que se

está considerando para el l-grupo.

Como es habitual, también existe una definición para las aplicaciones entre l-grupos que

preservan tanto la estructura de grupo como la de retı́culo.

Definición 3.0.11. SiG,H son l-grupos abelianos, una función f : G −→ H es un l-homomorfismo

si para cualesquiera a, b ∈ G:
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(i) f(a+ b) = f(a) + f(b).

(ii) Si a ≤ b, entonces f(a) ≤ f(b).

Si G es un lu-grupo abeliano y H es un lv-grupo abeliano, una función f : (G, u) −→ (H, v) es
un l-homomorfismo de l-grupos abelianos con unidad fuerte, si cumple (i) y (ii) y además,
f(u) = v.

Naturalmente, una función f : G −→ H es un l-homomorfismo si es un homomorfismo

de grupos y, además, para cada par a, b ∈ G se cumple que f(a ∨ b) = f(a) ∨ f(b) y

f(a ∧ b) = f(a) ∧ f(b).

3.1. l-ideales

Al igual que sucede en cualquier estructura algebraica, en los l-grupos aparecen subcon-

juntos con propiedades destacables. En este sentido, el estudio se centrará en los l-ideales,

una clase especı́fica de subgrupos que merece un análisis detallado debido a que, como

se mencionó anteriormente, el objetivo final de este capı́tulo es caracterizar topológica-

mente el conjunto de los l-ideales que son primos. En adelante, para un l-grupoG y a ∈ G

se usará la notación |a| := a ∨ a−1, a+ := a ∨ e y a− := (a ∧ e)−1. No es difı́cil ver que

e ≤ |a| y que |a| = (a+)(a−).

Definición 3.1.1. Un l-subgrupo N de un l-grupo G es un subconjunto de G que es subgrupo
y subretı́culo. Además, un l-subgrupo N se conoce como convexo o sólido, si para cualesquiera
a, c ∈ N y b ∈ G, a ≤ b ≤ c implica b ∈ N .

Un resultado relevante sobre la caracterización de l-subgrupos convexos es el siguiente.

Proposición 3.1.2. Un l-subgrupo N de un l-grupo G es convexo, si y solo si, dados a ∈ G y
b ∈ N con |a| ≤ |b|, implica a ∈ N .

Demostración. Si N es un l-subgrupo convexo de G y se toman dos elementos a, b ∈ G de

manera que b ∈ N y |a| ≤ |b|, entonces a ≤ a ∨ a−1 ≤ b ∨ b−1 y también a−1 ≤ a ∨ a−1 ≤
b ∨ b−1, lo que implica que b−1 ∧ b = (b ∨ b−1)−1 ≤ (a−1)−1 = a y en consecuencia,

b−1 ∧ b ≤ a ≤ b ∨ b−1. Puesto que N es un l-subgrupo, b−1 ∧ b, b ∨ b−1 ∈ N y por ser

convexo, resulta a ∈ N .

Ahora suponga que N es un l-subgrupo de G y a, b, c ∈ G son tales que a, c ∈ N y

a ≤ b ≤ c. Luego, b−1 ≤ a−1 y por consiguiente, |b| = b∨b−1 ≤ c∨b−1 ≤ c∨a−1 ≤ |c∨a−1|
y dado que N es un l-subgrupo, se obtiene que c ∨ a−1 ∈ N y ası́, b ∈ N y N es convexo.
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De esta manera, se concluye la prueba.

Definición 3.1.3. Un l-ideal de un l-grupo G es un l-subgrupo N normal y convexo. Además,
un l-ideal P es primo si es propio y para cualquier par a, b ∈ G, a ∧ b ∈ P implica a ∈ P o
b ∈ P . El conjunto de todos los l-ideales primos de G se denomina el espectro primo de G y se
denota por Spec(G).

Trivialmente, {e} y G son l-ideales.

Ejemplo 3.1.4. En el l-grupo aditivo Z, los subgrupos son {0}, Z y los subconjuntos de la forma
nZ := {nz | z ∈ Z} para cada n ∈ Z+ mayor a 1. Todos estos subgrupos son también subretı́culos
ya que el orden usual es total, y son normales debido a que Z es un grupo abeliano. Sin embargo,
nZ no es un convexo para n ̸= 1, puesto que entre cada par de múltiplos de n existe al menos un
número entero que no lo es. De esta manera, los únicos l-ideales de Z son {0}, Z y es inmediato
que son primos. En conclusión, Spec(Z) = {{0},Z}.

Puesto que la intersección de l-ideales también es un l-ideal, puede definirse para cada

subconjunto A de G, el l-ideal generado por A, el cual corresponde a la intersección de

todos los l-ideales de G conteniendo a A, y se denota por ⟨A⟩. Es evidente que ⟨A⟩ es el

menor l-ideal de G que contiene a A.

El siguiente lema ofrece una descripción por comprensión para el l-ideal generado por

cualquier subconjunto A de un l-grupo abeliano G.

Lema 3.1.5. Si G es un l-grupo abeliano y ∅ ≠ A ⊆ G, entonces

⟨A⟩ = {g ∈ G | |g| ≤ |x1||x2| · · · |xn| para algunos x1, x2, . . . , xn ∈ A}.

Demostración. Denotando

B = {g ∈ G | |g| ≤ |x1||x2| · · · |xn| para algunos x1, x2, . . . , xn ∈ A},

y puesto que para cada a ∈ A se cumple que |a| ≤ |a|, se tiene que A ⊆ B y ası́, B ̸= ∅.

Si a, b ∈ B, entonces |a| ≤ |x1||x2| · · · |xm| y |b| ≤ |y1||y2| · · · |yn| para algunos m,n ∈ N y

x1, x2, . . . , xm, y1.y2, . . . , yn ∈ A. Luego,

|ab−1| ≤ |a||b−1||a|

= |a||b||a|

≤ |x1||x2| · · · |xm||y1||y2| · · · |yn||x1||x2| · · · |xm|,
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por lo que ab−1 ∈ B. Ası́ mismo, |a ∨ b| ≤ |a| ∨ |b| ≤ |a||b| ≤ |x1||x2| · · · |xm||y1||y2| · · · |yn|
y también,

|a ∧ b| =
∣∣∣(a−1 ∨ b−1

)−1
∣∣∣

=
∣∣a−1 ∨ b−1

∣∣
≤
∣∣a−1

∣∣ ∨ ∣∣b−1
∣∣

≤
∣∣a−1

∣∣ ∣∣b−1
∣∣

= |a||b|

≤ |x1||x2| · · · |xm||y1||y2| · · · |yn|,

ası́ que a ∨ b ∈ B y a ∧ b ∈ B. Como consecuencia, B es un l-subgrupo de G. Además,

por ser G abeliano, resulta siendo B un l-subgrupo normal. Más aún, si a ∈ G y b ∈ B

son tales que |a| ≤ |b|, se sigue que |b| ≤ |x1||x2| · · · |xm| con x1, x2, . . . , xm ∈ A, y por

transitividad, |a| ≤ |x1||x2| · · · |xm|, de donde a ∈ B y B es convexo. De esta manera, B

es un l-ideal de G conteniendo a A, lo cual indica que ⟨A⟩ ⊆ B.

Recı́procamente, si g ∈ B, entonces existen x1, x2, . . . , xm ∈ A con |g| ≤ |x1||x2| · · · |xm|, y

dado que ⟨A⟩ es un l-ideal que contiene a A, se obtiene que |xi| = xi∨x−1
i ∈ IA para cada

1 ≤ i ≤ m, ası́ que |x1||x2| · · · |xm| ∈ ⟨A⟩, también |g| ∈ IA y a su vez, g ∈ ⟨A⟩, de donde

B ⊆ ⟨A⟩. Por lo tanto, ⟨A⟩ = B.

Corolario 3.1.6. Los l-ideales principales (generados por un solo elemento) en un l-grupo abeliano
G son de la forma

⟨g⟩ := ⟨{g}⟩ = {x ∈ G | |x| ≤ n|g|, para algún n ∈ N}.

Se denotará en adelante al conjunto de l-ideales principales de un l-grupoG como Idc(G),

el cual es un retı́culo bajo la inclusión usual de conjuntos. Ası́ mismo, Id(G) denota el

retı́culo de l-ideales de G.

Observación 3.1.7. Dado un l-homomorfismo f : G −→ H , se introduce la función
Idc(f) : Idc(G) −→ Idc(H) tal que Idc(f)(⟨x⟩) = ⟨f(x)⟩, la cual está bien definida, puesto
que si x, y ∈ G son tales que ⟨x⟩ = ⟨y⟩, entonces existen m,n ∈ N que satisfacen |x| ≤ n|y|
y a su vez |y| ≤ m|x|. Luego, |f(x)| = f(|x|) ≤ f(n|y|) = n|f(y)| y de manera análoga
|f(y)| = m|f(x)|, lo que conlleva a que ⟨f(x)⟩ = ⟨f(y)⟩ y Idc(f) está bien definida.

Recuerde que dado un grupo (G,+, 0) y un subgrupo N normal en G, se introduce el

grupo cociente G/N := {x/N | x ∈ G}, donde la operación binaria ∗ está definida como
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x/N ∗ y/N = (x + y)/N y el elemento neutro es 0/N . En adición si G posee un orden

parcial ≤G, entonces G/N tambı́en es un retı́culo, donde x/N ∨ y/N := (x∨G y)/N y a su

vez, x/N ∧G y/N := (x ∧ y)/N . Cuando no se presenten ambigüedades, las operaciones

se denotarán de igual forma.

De manera similar a la Proposición 2.2.11, se tiene lo siguiente.

Proposición 3.1.8. Si f : G −→ H es un l-homomorfismo entre l-grupos, entonces la función
Idc(f) : Idc(G) −→ Idc(H) es un homomorfismo cerrado de 0-retı́culos.

Demostración. La Observación 3.1.7 también muestra que Idc(f) es un homomorfismo de

retı́culos y Idc(f)(⟨eG⟩) = ⟨f(eG)⟩ = ⟨eH⟩.

Ahora bien, si ⟨a0⟩, ⟨a1⟩ ∈ Idc(G) y ⟨b⟩ ∈ Idc(H) son tales que

⟨f(a0)⟩ ⊆ ⟨f(a1)⟩ ∨ ⟨b⟩ = ⟨f(a1) ∨ b⟩,

y asumiendo sin pérdida de generalidad que a0, a1 ∈ G+ y b ∈ H+, significa que existe

n ∈ N de manera que f(a0) ≤ n(f(a1) ∨ b) ≤ n(f(a1) + b) = nf(a1) + nb, lo que implica

que f(a0) − nf(a1) = f(a0 − na1) ≤ nb y f ((a0 − na1)
+) = (f(a0 − na1))

+ ≤ nb. Como

consecuencia, se tiene que ⟨a0⟩ ⊆ ⟨a1⟩ ∨ ⟨(a0 − na1)
+⟩ y Idc(f)(⟨(a0 − na1)

+⟩) ⊆ ⟨b⟩, por

lo que se concluye que Idc(f) es cerrado y termina la prueba.

Ası́ mismo, se tiene una versión del Lema 2.2.13 para l-grupos abelianos.

Lema 3.1.9. Sean G un l-grupo abeliano, S un 0-retı́culo y f : Idc(G) −→ S un join-
homomorfismo sobreyectivo y cerrado; entonces J := {x ∈ G | f(⟨x⟩) = 0} es un l-ideal de
G y la función φ : Idc(G/J) −→ S con φ(⟨x/J⟩) := f(⟨x⟩) es un isomorfismo.

Demostración. En primer lugar, note que e ∈ J ya que para cualquier s ∈ S se tiene que

s = f(⟨x⟩) para algún x ∈ G y ⟨x⟩ = ⟨x⟩ ∨ ⟨e⟩ implica

s = f(⟨x⟩) = f(⟨x⟩ ∨ ⟨e⟩) = f(⟨x⟩) ∨ f(⟨e⟩) = s ∨ f(⟨e⟩),

y f(⟨e⟩) = 0, por lo que J ̸= ∅. Sean ⟨x⟩, ⟨y⟩ ∈ Idc(G) tales que x, y ∈ J , asumiendo sin

pérdida de generalidad que x, y ∈ G+ se sigue que

f(⟨x+ y⟩) = f(⟨x ∨ y⟩) = f(⟨x⟩) ∨ f(⟨y⟩) = 0 ∨ 0 = 0,

mientras que f(⟨−x⟩) = f(⟨x⟩) = 0, por lo que J es un subgrupo deG y es normal debido

a queG es abeliano. Además, si x ≤ y, se tiene que y = x∨y, f(y) = f(x∨y) = f(x)∨f(y) y

f(x) ≤ f(y), de donde J es también un subretı́culo de G. En adición, si x ∈ G y y ∈ J son
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tales que |x| ≤ |y|, significa que x ∈ ⟨y⟩, ⟨x⟩ ⊆ ⟨y⟩, ⟨y⟩ = ⟨x⟩ ∨ ⟨y⟩, 0 = f(⟨y⟩) = 0∨ f(⟨x⟩)
y f(⟨x⟩) = 0, por lo que x ∈ J , J es convexo y en consecuencia, un l-ideal de G.

Por otra parte, es evidente que φ es sobreyectiva por serlo f . Más aún, si se tiene

f(⟨x⟩) = φ(⟨x/J⟩) = φ(⟨y/J⟩) = f(⟨y⟩), entonces f(⟨x⟩) = f(⟨y⟩) ∨ 0 y al ser f cerra-

do, existe ⟨w⟩ ∈ Idc(G) tal que ⟨x⟩ ⊆ ⟨y⟩ ∨ ⟨w⟩ y f(⟨w⟩) ≤ 0. Asumiendo sin pérdida de

generalidad que y, w ∈ G+, de lo anterior se deduce que x ∈ ⟨y⟩∨⟨w⟩ = ⟨y∨w⟩ = ⟨y+w⟩
y |x| ≤ n|y+w| = n(|y|+ |w|+ |y|) = 2n|y|+n|w| para algún n ∈ N, que w ∈ J y por ende

|w| ∈ J . Luego, |x/J | = |x|/J ≤ (2n|y|) + n|w|)/J = (2n|y|)/J = 2n(|y|/J) = 2n|y/J | en

G/J y ası́, ⟨x/J⟩ ⊆ ⟨y/J⟩. Análogamente se llega a que ⟨y/J⟩ ⊆ ⟨x/J⟩, lo que prueba que

φ es una función inyectiva.

Idc(G) S

Idc(G/J)

π

f

φ

Esto finaliza la demostración.

3.2. El espectro primo de un l-grupo abeliano

Para cualquier l-grupo, su espectro primo puede ser dotado de la Topologı́a de Zariski

de manera similar a como se realizó en el capı́tulo anterior para el espectro primo de

las MV-álgebras. Para ello, se mostrará que existe una versión del Teorema 2.3.2 para l-

grupos que permite definir los conjuntos abiertos. Esto implicará que el espectro primo

de cada l-grupo es un espacio espectral generalizado, pero no necesariamente espectral.

Lema 3.2.1. Sea G un l-grupo abeliano.

(i) Si a, b, c ∈ G con e ≤ a ∧ b ∧ c, entonces a ∧ bc ≤ (a ∧ b)(a ∧ c).

(ii) Para cualquier par a, b ∈ G+ y n ∈ N se tiene que a ∧ bn ≤ (a ∧ b)n.

(iii) Para todo x, y ∈ G, |x| ∧ |y| ≤ |x ∧ y|.

Demostración.
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(i) Sean a, b, c ∈ G, tales que e ≤ a ∧ b ∧ c, entonces:

a ∧ bc = ae ∧ bc

≤ a(a ∧ b ∧ c) ∧ bc

= aa ∧ ab ∧ ac ∧ bc

= aa ∧ ac ∧ ba ∧ bc

= a(a ∧ c) ∧ b(a ∧ c)

= (a ∧ b)(a ∧ c).

(ii) Sean a, b ∈ G+, procediendo por inducción sobre n, el caso base n = 1 se cumple

de manera trivial. Suponiendo que a ∧ bk ≤ (a ∧ b)k es cierto para algún k ∈ N, se

sigue del punto anterior que a∧ bk+1 ≤ (a∧ b)(a∧ bk) ≤ (a∧ b)(a∧ b)k = (a∧ b)k+1.

Por lo tanto, a ∧ bn ≤ (a ∧ b)n para todo n ∈ N.

(iii) Para cualquier par x, y ∈ G,

|x| ∧ |y| =
(
x ∨ x−1

)
∧
(
y ∨ y−1

)
=
[(
x ∨ x−1

)
∧ y
]
∨
[(
x ∨ x−1

)
∧ y−1

]
= (x ∧ y) ∨

(
x−1 ∧ y

)
∨
(
x ∧ y−1

)
∨
(
x−1 ∧ y−1

)
≤ (x ∧ y) ∨ x−1 ∨ y−1

= (x ∧ y) ∨ (x ∧ y)−1

= |x ∧ y|.

Se concluye la prueba.

Teorema 3.2.2. Si N es un l-ideal de un l-grupo abeliano G y a /∈ N , entonces existe un l-ideal
primo P tal que N ⊆ P y a /∈ P .

Demostración. Considere el conjunto J = {I ⊆ G | I ∈ Id(G), a /∈ I,N ⊆ I}, el cual no es

vacı́o ya queN ∈ J . Sea C una cadena en J y P =
⋃
I∈C

I , veamos que P es un l-ideal deG.

Si a, b ∈ P , entonces a ∈ Ii y b ∈ Ij para algunos Ii, Ij ∈ C y por ser C una cadena, pode-

mos asumir sin pérdida de generalidad que Ii ⊆ Ij . Luego, a ∈ Ij y a − b ∈ Ij ya que Ij
es un subgrupo de G, lo que indica que a− b ∈ P y P es un subgrupo de G. Ası́ mismo, si

a ∈ G, p ∈ P y ap ∈ aP , entonces p ∈ Ii con Ii ∈ C, lo que implica que ap ∈ aIi = Iia por

ser Ii un subgrupo normal de G. Por consiguiente, existe q ∈ Ii ⊆ J tal que ap = qa ∈ Pa

y ası́, aP ⊆ Pa. Análogamente se obtiene que Pa ⊆ aP y por tanto, P �G (esto es, P es

105
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subgrupo normal de G).

Más aún, si a ∈ G y b ∈ P de manera que |a| ≤ |b|, se sigue que b ∈ Ii con Ii ∈ C, y la

convexidad de Ii implica que a ∈ Ii ⊆ P y P también es convexo. Ası́, P es un l-ideal de

G. Note que si ocurriese a ∈ P , se tendrı́a a ∈ I para algún I ∈ J , lo que no es cierto y

en consecuencia, a /∈ P . Además, N ⊆ I para cada I ∈ J conlleva a que N ⊆ P y de esta

manera P ∈ J . Por el Lema de Zorn, J posee un elemento maximal P ′. Probemos ahora

que P ′ es un ideal primo de G.

Suponga que existen x, y ∈ G tales que x ∧ y ∈ P ′, x /∈ P ′ y y /∈ P ′. Sean H y K los

menores l-ideales de G que contienen a P ′ ∪ {x} y P ′ ∪ {y}, respectivamente. Puesto que

N ⊆ P ′ ⊂ H , N ⊆ P ′ ⊂ K y P es un elemento maximal en J , se tiene que H /∈ J y

K /∈ J , esto es, a ∈ H y a ∈ K. Luego, por el Lema 3.1.5, a ≤ |a| ≤ |p1||p2| · · · |pm||x|k

y a ≤ |a| ≤ |p̂1||p̂2| · · · |p̂n||y|l, donde p1, p2 . . . , pm, p̂1, p̂2, . . . , p̂n ∈ P ′ y k, l ∈ N ∪ {0}.

Tomando p = (|p1||p2| · · · |pm|) ∨ (|p̂1||p̂2| · · · |p̂n|) ∈ P ′ y d = máx{k, l}, resulta |a| ≤ p|x|d

y |a| ≤ p|y|d. Como consecuencia, y teniendo en cuenta el Lema 3.2.1,

|a| ≤
(
p|x|d

)
∧
(
p|y|d

)
= p

(
|x|d ∧ |y|d

)
≤ p

(
|x|d ∧ |y|

)d
≤ p (|x| ∧ |y|)d

2

≤ p|x ∧ y|d2 ,

y puesto que p, x ∧ y ∈ P ′, se sigue que p|x ∧ y|d2 ∈ P ′ y a su vez, |a| ≤ p|x ∧ y|d2 implica

−p|x ∧ y|d2 ≤ a ≤ p|x ∧ y|d2 y a ∈ P ′ por ser convexo, lo que es una contradicción ya que

P ′ ∈ J y a /∈ P ′. Por lo tanto, P ′ es un ideal primo y se finaliza la demostración.

En vista de este resultado importante, tanto las proposiciones 2.3.8 y 2.3.18 como el Co-

rolario 2.3.13 se cumplen también para el caso de los l-grupos abelianos. Es decir,

Observación 3.2.3. Para cada l-grupo abeliano G se tiene:

1. El conjunto O(I) = {P ∈ Spec(G) | I ⊈ P} está bien definido para cada ideal I de G.

2. La colección τ := {O(I) | I ∈ Id(G)} es un topologı́a para Spec(G).

3. Para cada l-homomorfismo entre lu-grupos abelianos f : G −→ H , se tiene que la función
Spec(f) : Spec(H) −→ Spec(G) definida como en la Observación 2.3.17, es continua, lo
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que implica que Spec también es un funtor contravariante de la categorı́a UAG de l-grupos
abelianos con unidad fuerte a la categorı́a Top de espacios topológicos.

Teorema 3.2.4. Si G es un l-grupo abeliano, entonces (Spec(G), τ) es un espacio espectral gene-
ralizado.

Demostración. La prueba de que la colección K(Spec(G)) de los conjuntos abiertos y com-

pactos a la vez, es una base para la topologı́a τ cerrada bajo intersecciones finitas, de

que el espacio Spec(G) es T0 y que también es sobrio, se siguen de manera análoga a las

proposiciones 2.3.11, 2.3.12 y 2.3.16, respectivamente.

En el caso de las MV-álgebras, el espectro primo de estas es un espacio espectral. Sin em-

bargo, el espectro primo de un l-grupo abeliano no siempre es compacto. Una condición

necesaria y suficiente para que lo sea, es la siguiente.

Teorema 3.2.5. G es un lu-grupo abeliano, si y solo si, (Spec(G), τ) es un espacio espectral.

Demostración. Si G es un lu-grupo, entonces O(u) = {P ∈ Spec(G) | u /∈ P} es un con-

junto abierto y compacto a la vez, y note que O(u) = Spec(G) puesto que si existiese

P ∈ Spec(G) con u ∈ P , entonces para cualquier x ∈ G existirı́a n ∈ N tal que x ≤ nu

y x ∈ P , por lo que P = G y esto serı́a una contradicción ya que todo ideal primo es

propio. Ası́, Spec(G) es compacto y por lo tanto, (Spec(G), τ) es un espacio espectral.

Recı́procamente, si G es un l-grupo y (Spec(G), τ) es un espacio espectral, se sigue que

Spec(G) es compacto y a su vez, existe g ∈ G tal que O(g) = Spec(G). Luego, para

cualquier x ∈ G es inmediato que O(x) ⊆ Spec(G) = O(g) y (x] ⊆ (g], de donde x ≤ ng

para algún n ∈ N. Por lo tanto, u := g es una unidad fuerte y G es un lu-grupo. Esto

concluye la demostración.

La sección concluye con un teorema análogo al Teorema 2.3.6, pero aplicable a l-grupos

abelianos. Para ello, primero se presenta la siguiente proposición.

Proposición 3.2.6. Dado un l-grupo abeliano G y P un l-ideal de P , las siguientes afirmaciones
son equivalentes.

(i) El l-grupo abeliano G/P es totalmente ordenado.

(ii) El conjunto JP := {N ∈ Idc(G) | P ⊆ N} es totalmente ordenado por la inclusión.

(iii) Si I,N ∈ JP de manera que P = I ∩N , entonces P = I o P = N .
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(iv) P es un l-ideal primo de G.

Demostración.

(i) =⇒ (ii) Suponga que existen B,C ∈ JP que no se pueden comparar, es decir

que existen b ∈ B+ − C y también c ∈ C+ − B. Asumiendo que b/P ≤ c/P sin

pérdida de generalidad, se obtiene que (b ∧ c)/P = b/P ∧ c/P = b/P , de donde

(b ∧ c)b−1 ∈ P ⊆ C. Como consecuencia, b ∨ c = (b−1 ∧ c−1)−1 = (e ∧ cb−1)c−1 ∈ C

y puesto que 0 ≤ b ≤ b ∨ c, la convexidad de C implica que b ∈ C, lo cual es una

contradicción. Por lo tanto, JP es totalmente ordenado.

(ii) =⇒ (iii) Si I,N ∈ JP con P = I ∩N , se puede asumir sin pérdida de generali-

dad que I ⊆ N , lo que significa que P = I ∩N = I .

(iii) =⇒ (iv) Si a, b ∈ G de manera que a ∧ b ∈ P , entonces

(P ∨ ⟨a⟩) ∩ (P ∨ ⟨b⟩) = P ∨ (⟨a⟩ ∩ ⟨b⟩) = P ∨ ⟨a ∧ b⟩ = P,

lo que implica que P ∨ ⟨a⟩ = P o P ∨ ⟨b⟩, es decir que a ∈ P o que b ∈ P , por lo que

P es un ideal primo de G.

(iv) =⇒ (i) Para cada par a, b ∈ G se tiene que

((a ∨ b)a−1 ∧ ((a ∨ b)b−1) = (a ∨ b)(a−1 ∧ b−1) = (a ∨ b)(a ∨ b)−1 = e ∈ P,

lo que conlleva a que (a ∨ b)a−1 ∈ P o que (a ∨ b)b−1 ∈ P . Asumiendo sin pérdida

de generalidad que (a ∨ b)a−1 ∈ P , se sigue que

e/P = (a ∨ b)a−1/P = ((a ∨ b)/P )((a−1)/P ) = (a/P ∨ b/P )(a/P )−1,

de donde a/P ∨ b/P = a/P y esto es a/P ≤ b/P . Ası́, G/P es totalmente ordenado.

Se concluye la prueba.

Definición 3.2.7. Un l-grupo abeliano G ̸= ∅ es un producto subdirecto de una familia
{Gi | i ∈ Ω} de l-grupos abelianos, si existe un l-monomorfismo φ : G −→

∏
i∈Ω

Gi de mane-

ra que para cada proyección πj :
∏
i∈Ω

Gi −→ Gj con j ∈ Ω, definida como πj({gi}i∈Ω) = gj , la

composición πj ◦ φ es un epimorfismo.

Teorema 3.2.8. (Teorema de representación subdirecta para l-grupos abelianos) Todo
l-grupo abeliano puede ser representado como un producto subdirecto de grupos abelianos to-
talmente ordenados.
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CAPÍTULO 3. l-GRUPOS ABELIANOS

Demostración. Dado un l-grupo abeliano G, se verifica de manera análoga al Teorema

2.3.6 que G es producto subdirecto de la familia C := {G/P | P ∈ Spec(G)}, donde

cada G/P es un l-grupo abeliano totalmente ordenado de acuerdo a la Proposición 3.2.6.

Para ello, no es difı́cil ver que la función φ : G −→
∏
{G/P | P ∈ Spec(G)} tal que

φ(g) = {g/P}P∈Spec(G) es un l-homomorfismo. Ası́ mismo, la condición
⋂

Spec(G) = {0}
implica que φ es inyectiva puesto que si φ(g) = φ(h), significa que g/P = h/P y a su

vez gh−1 ∈ P para cada P ∈ Spec(G), lo que conlleva a que gh−1 = 0 y ası́, g = h.

De manera inmediata, se tiene que cada composición πQ ◦ φ con Q ∈ Spec(G) es un

l-epimorfismo.

Para un análisis más detallado de las diversas propiedades del espectro primo de un

l-grupo abeliano, consulte [16] y [12].

3.3. El retı́culo de Belluce de un l-grupo abeliano

Al igual que se presentó en la sección del retı́culo de Belluce para MV-álgebras, es posible

asociar un retı́culo distributivo a cada l-grupo abeliano. Este retı́culo se define de manera

similar, como el conjunto cociente que se obtiene a partir de la relación de equivalencia

definida por la pertenencia a los mismos l-ideales primos.

No es difı́cil ver que el Corolario 2.3.13, la Proposición 2.3.24 y la Observación 2.4.3 tam-

bién se cumplen para el caso de los lu-grupos abelianos. Especı́ficamente,

Observación 3.3.1. Para cada l-grupo abeliano G,

1. I ⊆ J en Id(G) equivale a que O(I) ⊆ O(J).

2. ⟨a⟩ ∨ ⟨b⟩ = ⟨a ∨ b⟩ y también ⟨a⟩ ∧ ⟨b⟩ = ⟨a ∧ b⟩, para cada par a, b ∈ G.

3. Idc(G) ∼= K(Spec(G)).

4. Cada ideal principal ⟨a⟩ con a ∈ G, corresponde a la intersección de todos los ideales primos
que contienen a a.

5. Por el ı́tem anterior, β(G) ∼= Idc(G).

6. Como consecuencia, β(G) ∼= Idc(G) ∼= K(Spec(G)).

Teorema 3.3.2. Para cada l-grupo abeliano G, Spec(G) ∼= Spec(β(G)).
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Demostración. Sea G un l-grupo abeliano. Dado un l-ideal primo P de G, observe que

β(P ) := {β(a) : a ∈ P} es un ideal primo de β(G). En efecto, β(P ) ̸= ∅ ya que P ̸= ∅
y si x, y ∈ G son tales que β(x) ≤ β(y) y β(y) ∈ β(P ), significa que y ∈ P y como

β(G) ∼= Idc(G), implica que ⟨x⟩ ⊆ ⟨y⟩ ⊆ P y x ∈ P , de donde β(x) ∈ β(P ).

Por otro lado, si β(x), β(y) ∈ β(P ), se tiene que β(x)∨β(y) = β(x∨y) y x∨y ∈ P implica

β(x) ∨ β(y) ∈ P ; mientras que si β(x), β(y) ∈ β(G) fuesen tales que β(x) ∧ β(y) ∈ P ,

entonces β(x)∧ β(y) = β(x∧ y), x∧ y ∈ P y puesto que P es primo, se sigue que x ∈ P o

y ∈ P , es decir que β(x) ∈ β(P ) o β(y) ∈ β(P ) y de esta manera, P es un ideal primo de

β(G).

En sentido contrario, también se tiene que si J es un ideal primo de β(G), el conjunto

Ĵ := {x ∈ G : β(x) ∈ J} resulta ser un l-ideal primo de G. Para ello, es evidente que

Ĵ ̸= ∅ ya que J ̸= ∅ y note que si x ∈ Ĵ , implica que β(−x) = β(x) ∈ J y −x ∈ Ĵ ,

mientras que si x, y ∈ Ĵ , significa que β(x), β(y) ∈ J y

β(x+ y) ≤ β(|x+ y|)

≤ β(|x|+ |y|)

= β(|x| ∨ |y|)

= β(|x|) ∨ β(|y|)

= β(x ∨ (−x)) ∨ β(y ∨ (−y))

= β(x) ∨ β(−x) ∨ β(y) ∨ β(−y)

= β(x) ∨ β(y),

y este último es un elemento de J , ası́ que β(x + y) ∈ J por ser J un ideal y x + y ∈ Ĵ .

Como consecuencia, Ĵ es un subgrupo de G y normal debido a que G es abeliano. Adi-

cionalmente, para cualquier par x, y ∈ Ĵ se cumple que β(x ∧ y) = β(x) ∧ β(y) ∈ J ,

β(x ∨ y) = β(x) ∨ β(y) ∈ J y x ∧ y, x ∨ y ∈ J , y si w ∈ G es tal que x ≤ w ≤ y, conlleva a

que w = w ∧ y, β(w) = β(w ∧ y) = β(w)∧ β(y), β(w) ≤ β(y) y β(w) ∈ J , de donde w ∈ Ĵ .

Finalmente, si x, y ∈ G satisfacen que x∧ y ∈ Ĵ , se deduce que β(x)∧β(y) = β(x∧ y) ∈ J

y por ser J un ideal primo de β(G), resulta β(x) ∈ J o β(y) ∈ J , es decir que x ∈ Ĵ o

y ∈ Ĵ , y por lo tanto, Ĵ es un l-ideal primo de G.

Considerando las funciones φ : Spec(G) −→ Spec(β(G)) y ϕ : Spec(β(G)) −→ Spec(G)

dadas por φ(P ) := β(P ) y ϕ(J) := Ĵ , se llega de igual forma que en el Teorema 2.4.4 a

que Spec(G) ∼= Spec(β(G)). Esto finaliza la prueba.
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Observación 3.3.3. Los resultados presentados en la sección Relaciones entre las categorı́as MV,
BDL y Top del capı́tulo anterior, también son aplicables para la categorı́a de los l-grupos abelianos,
y particularmente sobre los que poseen unidad fuerte.

1. El funtor SpecUAG es naturalmente isomorfo a la composición SpecBDL ◦ β.

UAG TOP

BDL

β SpecBDL

SpecUAG

2. Los funtores β, K(Spec) y Idc definidos sobre la categorı́a UAG, son naturalmente isomor-
fos entre sı́.

UAG BDL

β

K(Spec)

Idc

∼=

∼=

3.4. l-grupos libres

Definición 3.4.1. Un l-grupo G se dice que es libre sobre un subconjunto generador X ̸= ∅ y
se escribe G = l-FreeX si para cualquier l-grupo H y cualquier función f : X −→ H , es posible
construir un l-homomorfismo g : G −→ H tal que el siguiente diagrama conmuta.

X G

H

f
g

i
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Siguiendo la Observación 2.6.4 y la Proposición 2.6.5, se puede concluir igualmente, que

si existe el l-homomorfismo g, entonces es único debido a que X genera a G; y que no

es relevante sobre cuál conjunto es libre un l-grupo sino su cardinalidad, por lo que en

adelante se denotará como l-Freen al l-grupo libre sobre n generadores.

Definición 3.4.2. Para cada número entero n ≥ 1 se introduce el conjunto l-Mn formado por
todas las funciones f : Rn −→ R que satisfacen:

(i) f es continua con respecto a la topologı́a natural de Rn.

(ii) Existen polinomios lineales p1, . . . , pk con coeficientes enteros

pi(x1, . . . , xn) = bi +mi1x1 + . . .+minxn,

tales que para cada punto y = (y1, . . . , yn) ∈ Rn, existe un ı́ndice j ∈ {1, . . . , k} con
f(y) = pj(y).

Considerando la operación + en l-Mn de manera puntual como (f + g)(x) := f(x)+ g(x)

y definiendo el orden parcial f ≤ g si y solo si f(x) ≤ g(x) para cada x ∈ Rn, se tiene que

l-Mn es un l-grupo abeliano.

Ejemplo 3.4.3. Las siguientes funciones f y g pertenecen a l-M1 y se muestran también las
funciones f + g, −f , f ∧ g y f ∨ g, que existen por la observación anterior.

f(x) =



−5− x, si x < −2,

x− 1, si −2 ≤ x < 3,

5− x, si x ≥ 3.

x

y

0 1

1

f

g(x) =



2x+ 6, si x < −1,

4, si −1 ≤ x < 2,

10− 3x, si 2 ≤ x < 3,

x− 2, si x ≥ 3.

x

y

0 1

1

g

112
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(f + g)(x) =



x+ 1, si x < −2,

3x+ 5, si −2 ≤ x < −1,

x+ 3, si −1 ≤ x < 2,

9− 2x, si 2 ≤ x < 3,

3, si x ≥ 3.

x

y

0 1

1

f + g

(−f)(x) =



5 + x, si x < −2,

−x+ 1, si −2 ≤ x < 3,

−5 + x, si x ≥ 3.

x

y

0 1

1

−f

(f ∧ g)(x) =



2x+ 6, si x < −11
3 ,

−5− x, si −11
3 ≤ x < −2,

x− 1, si −2 ≤ x < 11
4 ,

10− 3x, si 11
4 ≤ x < 3,

x− 2, si 3 ≤ x < 7
2 ,

5− x, si x ≥ 7
2 .

x

y

0 1

1

f ∧ g
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(f ∨ g)(x) =



−5− x, si x < −11
3 ,

2x+ 6, si −11
3 ≤ x < −1,

4, si −1 ≤ x < 2,

10− 3x, si 2 ≤ x < 11
4 ,

x− 1, si 11
4 ≤ x < 3,

5− x, si 3 ≤ x < 7
2 ,

x− 2, si x ≥ 7
2 .

x

y

0 1

1

f ∨ g

Ejemplo 3.4.4. Las siguientes funciones pertenecen a l-M2.

F (x, y) =



−5− x, si x < − 11
3 ,

2x+ 6, si − 11
3 ≤ x < −1,

4, si −1 ≤ x < 2,

10− 3x, si 2 ≤ x < 11
4 ,

x− 1, si 11
4 ≤ x < 3,

5− x, si 3 ≤ x < 7
2 ,

x− 2, si x ≥ 7
2 .

G(x, y) =


x+ y, si x+ y ≤ 0,

x− y, si x+ y > 0 y x− y ≤ 0,

−x+ y, si x+ y > 0 y x− y > 0.

−6 −5 −4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4 5 6−2
0

2

−3

−2

−1

0

1

2

3

4

5

x

y

z

F (x, y)
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−6−4−2
0 2 4 6

−6−4−2
0246

−6
−4
−2
0
2
4
6

x
y

z

G(x, y)

Observe que la función (f ∨ g)(x) del Ejemplo 3.4.3 es precisamente la proyección de la

función F (x, y) del Ejemplo 3.4.4 sobre uno de los planos coordenados. No obstante, no

todas las funciones en l-M2 son de este estilo, lo que se observa con la función G(x, y).

De manera análoga a la Proposición 2.6.6 y al Teorema 2.6.11, se tienen los siguientes

resultados en esta sección de l-grupos libres.

Proposición 3.4.5. Si G es un l-grupo generado por un subconjunto X con |X| = n, entonces
existe un epimorfismo de l-grupos f : l-Freen −→ G.

El teorema que sigue, proporciona una herramienta fundamental para poder trabajar con

los l-grupos libres de una forma más sencilla que simplemente con la definición, ası́ como

ocurre con las MV-álgebras libres y las funciones de McNaughton.

Teorema 3.4.6. Para cada número entero n ≥ 1, se tiene que l-Freen ∼= l-Mn.

3.5. Conos

Definición 3.5.1. Un conjunto de vectores C ⊆ Rn se denomina cono simplicial, si para
cualesquiera x1, . . . , xn ∈ C y λ1, . . . , λn ∈ R+ ∪ {0}, se tiene que λ1x1 + · · ·+ λnxn ∈ C.

Al igual que ocurre con la convexidad, si {Ci | i ∈ I} ⊆ Rn es una familia de conos

simpliciales, entonces
⋂
i∈I

Ci también lo es, ası́ que para cualquier conjunto de vectores
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B ⊆ Rn, la envolvente cónica de B se define como

⟨B⟩ :=
⋂

{C ⊆ Rn | C es cono, B ⊆ A},

el cual es el menor cono simplicial que contiene a B. Si B = {x0, x1, . . . , xm}, se escribe

simplemente ⟨x0, x1, . . . , xm⟩ y si B ⊆ Qn, se dice que B es un cono simplicial racional.

Proposición 3.5.2. Si A ⊆ Rn, entonces

⟨A⟩ =

{
m∑
i=1

αiai | m ∈ N, ai ∈ A,αi ∈ R+ ∪ {0}

}
.

Demostración. Denotando

B :=

{
m∑
i=1

αiai | m ∈ N, ai ∈ A,αi ∈ R+ ∪ {0}

}
,

es fácil ver que B es un cono simplicial y que A ⊆ B, de donde ⟨A⟩ ⊆ B. En sentido

contrario, como ⟨A⟩ contiene todas las combinaciones lineales de elementos de A con

escalares no negativos, es inmediato que B ⊆ ⟨A⟩ y por tanto, ⟨A⟩ = B. Esto concluye la

prueba.

Ejemplo 3.5.3. Tomando los vectores u = (2, 1) y v = (3,−1) en R2, la envolvente cónica
σ = ⟨u, v⟩ está formado por todos los vectores cuyo punto inicial es el origen y su punto final está
dentro de la región sombreada.

x

y

2 3

−1

1
u

v

σ

Ejemplo 3.5.4. La figura mostrada corresponde al menor cono simplicial racional en R3 que
contiene a los vectores u = (2, 1, 1), v = (1, 2, 0) y w = (1, 1, 2).
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Definición 3.5.5. Un cono es cualquier unión finita de conos simpliciales, y es racional si todos
los conos simpliciales que lo componen son racionales. Además, siX es un conjunto con |X| ≤ ℵ0,
un cono cilı́ndrico racional es un conjunto C(P0) = {f ∈ RX : f |Y ∈ P0}, donde Y ⊆ X es
tal que |Y | < ℵ0 y P0 ⊆ RY es un cono racional.

Es evidente que si X es finito, entonces el cono cilı́ndrico racional resulta siendo simple-

mente un cono racional. Dado un cono cilı́ndrico racional C, la colección de todos los

subconjuntos de C que también son conos cilı́ndricos racionales constituyen un retı́culo

denotado por Ccone(C).

Ejemplo 3.5.6. La siguiente figura muestra la unión de tres conos simpliciales racionales como
el que se presentó en el Ejemplo 3.5.4, lo que corresponde a un cono racional.

−5

0

5 −4 −2
0 2 4

−5

0

5

x
y

z
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Ejemplo 3.5.7. Para cada n ∈ N, se tiene que Rn es un cono cilı́ndrico racional.

Análogamente que en el capı́tulo anterior, se tiene también en este caso,

Teorema 3.5.8. C ∈ Ccone (Rn), si y solo si, C = Z(f1, f2, . . . , fm) para algunas funciones
f1, f2, . . . , fm en l-Mn.

De igual manera, se tiene el siguiente resultado.

Proposición 3.5.9. ⟨f⟩ = ⟨g⟩ en Idc (l -Mn) equivale a que Z(f) = Z(g) en Rn.

Las demostraciones a estos enunciados puede consultarse en el capı́tulo 2 de [26], donde

se reemplazan los sı́mplejos por conos simpliciales.

3.6. Caracterización del espectro primo de los l-grupos abelianos

Proposición 3.6.1. El retı́culo de ideales principales de un l-grupo abeliano libre sobre n ge-
neradores, es dualmente isomorfo al retı́culo de conos cilı́ndricos racionales en Rn. Es decir,
β(l-Mn) ∼= K(Spec(l-Mn)) ∼= Idc (l -Mn) ∼= Ccone (Rn)op.

Demostración. Definiendo la función ϕ : Idc (l -Mn) −→ Ccone (Rn) con ⟨f⟩ 7→ Z(f), se tie-

ne que ϕ es un monomorfismo de retı́culos contravariante, que además es sobreyectivo ya

que siC = Z(f1, f2, . . . , fm) ∈ Ccone (Rn)op, es fácil ver que |f1|+|f2|+. . .+|fm| pertenece

a l-Mn y que ϕ(⟨|f1|+|f2|+. . .+|fm|⟩) = Z(|f1|+|f2|+· · ·+|fm|) = Z(f1, f2, . . . , fm) = C.

Por lo tanto, se concluye que Idc (l -Mn) ∼= Ccone (Rn)op.

Proposición 3.6.2. Un retı́culo L es el retı́culo de l-ideales principales de un l-grupo abeliano, si
y solo si, existe un 0-epimorfismo cerrado π : Idc(l-Mn) −→ L, para algún n ∈ N.

Demostración.

(=⇒) Sea L ∼= Idc(G) para algún l-grupo G, por la Proposición 3.4.5, existe n ∈ N y un

l-epimorfismo f : l-Mn −→ G, ası́ que siguiendo la Proposición 3.1.8 se obtiene un

0-epimorfismo cerrado Idc(f) : Idc(l-Mn) −→ Idc(G).

l-Mn Idc(l-Mn)

G Idc(G) L

f Idc(f)

∼=
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(⇐=) Si existe un 0-epimorfismo cerrado π : Idc(l-Mn) −→ L para algún n ∈ N, se obtiene

inmediatamente por el Lema 3.1.9 que J := {f ∈ l-Mn | π(⟨f⟩) = 0} es un l-ideal

de l-Mn y que Idc(l-Mn/J) ∼= L.

Esto termina la prueba.

Corolario 3.6.3. Un retı́culo L es el retı́culo de l-ideales principales de un l-grupo abeliano, si y
solo si, existe un epimorfismo cerrado π : Ccone (Rn)op −→ L, para algún n ∈ N.

Teorema 3.6.4. (Caracterización topológica del espectro primo de un l-grupo abeliano)

Un espacio topológico X es el espectro primo de un l-grupo abeliano, si y solo si, X es espectral
generalizado y existe un epimorfismo cerrado π : Ccone (Rn)op −→ K(X) para algún n ∈ N.

Demostración.

(=⇒) SiX ∼= Spec(G) para algún l-grupo abelianoG, entonces por el Teorema 3.2.4, (X, τ)

es un espacio espectral generalizado. Además, dado que Idc(G) ∼= K(Spec(G)), el

corolario anterior indica la existencia de un cierto epimorfismo cerrado

π : Ccone (Rn)op −→ K(Spec(G)) con n ∈ N.

(⇐=) Sea X un espacio espectral generalizado y π : Ccone(Rn)op −→ K(X) un epimor-

fismo cerrado, para algún n ∈ N. Por el corolario anterior se asegura la existen-

cia de un l-grupo abeliano G tal que K(X) ∼= Idc(G) ∼= K(Spec(G)) y a su vez,

Spec(K(X)) ∼= Spec(K(Spec(G))). Teniendo en cuenta el Teorema 16 de [29], resulta

X ∼= Spec(K(X)) ∼= Spec(K(Spec(G))) ∼= Spec(G).

Esto concluye la demostración.

Ejemplo 3.6.5. Sea X = {a} ⊆ R, es evidente que (X, τ) es un espacio espectral generalizado
con la topologı́a trivial. Al igual que en el Ejemplo 2.8.7, la función ϕ : Ccone(R)op −→ K(X)

dada por

ϕ(C) =


∅, si a ∈ C,

X, si a /∈ C,

es un epimorfismo cerrado, por lo que por el Teorema 3.6.4 se sabe que existe un l-grupo abe-
liano G tal que X ∼= Spec(G). Más aún, note que el subgrupo trivial H = {e} satisface que
Spec(H) ∼= {0} ∼= X .
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En general, determinar la existencia de un epimorfismo preciso en un espacio espectral

generalizado, como el que se establece en el Teorema 3.6.4 para garantizar que es ho-

meomorfo al espectro primo de un l-grupo abeliano, puede ser sumamente complejo. La

dificultad principal radica en identificar el valor del número n ∈ N que satisfaga las con-

diciones del teorema. Lo mismo sucede para el caso de las MV-álgebras.

En este capı́tulo, se presentó la base teórica general para un estudio introductorio so-

bre los grupos reticulados, enfocándose principalmente en aquellos que son abelianos y

en algunas propiedades que cumple el espectro primo de estos. De manera análoga al

capı́tulo anterior, se introdujeron tres nociones fundamentales: el retı́culo de Belluce aso-

ciado, los l-grupos libres y los conos. Ası́ mismo, se definieron funtores similares a los

del capı́tulo anterior, pero en este caso aplicados sobre la categorı́a de los l-grupos abe-

lianos con unidad fuerte, demostrando que estos funtores determinan la misma acción.

Finalmente, se expusieron las condiciones topológicas necesarias y suficientes que debe

satisfacer un espacio para ser homeomorfo al espectro primo de algún l-grupo abeliano.

La teorı́a desarrollada en este capı́tulo muestra una gran similitud con la del capı́tulo an-

terior sobre MV-álgebras, y en el siguiente capı́tulo se demostrará que esta conexión se

debe a una relación categórica especial entre estas dos estructuras algebraicas.
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Capı́tulo 4

Equivalencia entre
las categorı́as MV y UAG

En este capı́tulo exploraremos la razón por la cual se estudian las MV-álgebras y los

l-grupos abelianos con unidad fuerte, simultáneamente. Esto se debe a que, desde un

punto de vista categórico, ambos representan esencialmente lo mismo. En ese sentido, se

mostrará que existe un funtor de una categorı́a a la otra y viceversa, de tal manera que las

composiciones de estos dos funtores (Γ y Ξ) son naturalmente isomorfas a los funtores

identidad.

4.1. El funtor Γ

Sea Γ la aplicación que envı́a un lu-grupo abeliano (G,+) al conjunto

[0, u] := {x ∈ G | 0 ≤ x ≤ u}.

Definiendo las operaciones x⊕ y := (x+ y)∧u, ¬x = u−x y 0 := 0 sobre [0, u], se prueba

análogamente que en el Ejemplo 2.0.2, que Γ(G, u) = [0, u] es una MV-álgebra. Ası́ mismo,

si f : (G, u) −→ (H, v) es un homomorfismo entre l-grupos abelianos con unidad fuerte,

la restricción Γ(f) := f |[0,u] de [0, u] en [0, v] es un homomorfismo de MV-álgebras. En

efecto, dados x, y ∈ [0, u],

f(x⊕ y) = f((x+ y) ∧ u)

= f(x+ y) ∧ f(u)

= f(x+ y) ∧ v

= (f(x) + f(y)) ∧ v

= f(x)⊕ f(y),
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y también,

f(¬x) = f(u− x)

= f(u)− f(x)

= v − f(x)

= ¬f(x).

Más aún, Γ(1(G,u)) = 1(G,u)|[0,u] = 1|[0,u] para cada lu-grupo abeliano G, y para cualquier

par de homomorfismos entre l-grupos abelianos con unidad fuerte f : (G, u) −→ (H, v),

g : (H, v) −→ (K,w) y a ∈ [0, u], se tiene que f(a) ∈ [0, v] y (g ◦ f)(a) ∈ [0, w], por lo que

Γ(g ◦ f)(a) = (g ◦ f)|[0,u](a)

= g(f(a))

= g|[0,v](f(a))

= (g|[0,v] ◦ f |[0,u])(a)

= (Γ(g) ◦ Γ(f))(a).

Ası́, se tiene la siguiente proposición.

Proposición 4.1.1. Γ es un funtor covariante de la categorı́a UAG de l-grupos abelianos con
unidad fuerte a la categorı́a MV de MV-álgebras.

(G, u) [0, u]

(H, v) [0, v]

f |[0,u]f

Este funtor es comúnmente llamado el funtor de Mundici, el cual fue introducido por

primera vez en [25] en el año 1986 por el matemático Daniele Mundici, conocido por sus

diversos aportes en lógica matemática, teorı́a informática, álgebra y análisis funcional.

4.2. El funtor Ξ

La construcción del segundo funtor, que opera en la otra dirección, resulta más compleja

en comparación con el funtor de Mundici. Para lograrlo, se requiere primero la formación

de un monoide particular a partir de una MV-álgebra dada, que luego se extiende bajo
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una relación de equivalencia para obtener un grupo. Este grupo finalmente se verifica

que es un l-grupo abeliano con unidad fuerte.

Definición 4.2.1. En una MV-álgebra A, una sucesión a = (a1, a2, . . .) se dice que es buena, si
satisface:

(i) Para cada i ≥ 1, ai ⊕ ai+1 = ai.

(ii) Existe n ∈ N tal que ar = 0 para cada r > n.

Se denota por MA a la colección de todas las sucesiones buenas en A.

En lugar de escribir (a1, a2, . . . , an, 0, 0, . . .), se utiliza la notación (a1, a2, . . . , an). Sobre el

conjunto MA se establecerá una operación binaria con la cual, se mostrará luego que es

un monoide.

Definición 4.2.2. Si a = (a1, a2, . . . , am) y b = (b1, b2, . . . , bn) son buenas sucesiones en una
MV-álgebra A, se define la sucesión a + b = (c1, c2, . . .) como

ci = ai ⊕ (ai−1 ⊙ b1)⊕ · · · ⊕ (a1 ⊙ bi−1)⊕ bi,

para cada i ≥ 1.

Note que, como ap = 0 = bq siempre que m < p y n < q, se tiene que cj = 0 para todo

m+ n < j. Es por esto que no hay ambigüedad en escribir

c = (c1, c2, . . . , cm+n) = (a1, a2, . . . , am) + (b1, b2, . . . , bn).

Además, si i ≥ 1,

ci ⊕ ci+1 = [ai ⊕ (ai−1 ⊙ b1)⊕ · · · ⊕ (a1 ⊙ bi−1)⊕ bi]⊕ [ai+1 ⊕ (ai ⊙ b1)⊕ · · · ⊕ (a1 ⊙ bi)⊕ bi+1]

= [ai ⊕ ai+1]⊕ [(ai−1 ⊙ b1)⊕ (ai ⊙ b1)]⊕ · · · ⊕ [(a1 ⊙ bi−1)⊕ (a1 ⊙ bi)]⊕ [bi ⊕ bi+1]

= ai ⊕ [(ai−1 ⊕ ai)⊙ b1]⊕ · · · ⊕ [a1 ⊙ (bi−1 ⊕ bi)]⊕ bi

= ai ⊕ (ai−1 ⊙ b1)⊕ · · · ⊕ (a1 ⊙ bi−1)⊕ bi

= ci,

de donde se obtiene que a + b también es una buena sucesión y la operación + está bien

definida en MA.

Proposición 4.2.3. Para cada MV-álgebra A, se tiene que (MA,+, 0) con 0 := (0, 0, . . . , 0), es
un monoide abeliano y cancelativo (esto es, a + c = b + c implica a = b).
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Demostración. Sea A una MV-álgebra, observe que para cualesquiera a, b, c ∈MA,

((a + b) + c)i = (a + b)i ⊕ ((a + b)i−1 ⊙ c1)⊕ · · · ⊕ ((a + b)1 ⊙ ci−1)⊕ ci

= [ai ⊕ (ai−1 ⊙ b1)⊕ · · · ⊕ (a1 ⊙ bi−1)⊕ bi]

⊕ [[ai−1 ⊕ (ai−2 ⊙ b1)⊕ · · · ⊕ (a1 ⊙ bi−2)⊕ bi−1]⊙ c1]

⊕ [(a1 ⊕ b1)⊙ ci−1]⊕ ci

= ai ⊕ (ai−1 ⊙ (b1 ⊕ c1))

⊕ · · · ⊕ [a1 ⊙ [bi−1 ⊕ (bi−2 ⊙ c1)⊕ · · · ⊕ (b1 ⊙ ci−2)⊕ ci−1]]

⊕ [bi ⊕ (bi−1 ⊙ c1)⊕ · · · ⊕ (b1 ⊙ ci−1)⊕ ci]

= ai ⊕ (ai−1 ⊙ (b + c)1)⊕ · · · ⊕ (a1 ⊙ (b + c)i−1)⊕ (b + c)i

= (a + (b + c))i

para cada i ≥ 1, de donde (a + b) + c = a + (b + c). Por otro lado,

(a + 0)i = ai ⊕ (ai−1 ⊙ 0)⊕ · · · ⊕ (a1 ⊙ 0)⊕ 0

= ai ⊕ 0⊕ · · · ⊕ 0⊕ 0

= ai,

para cada i ≥ 1, lo que significa que a + 0 = a. Más aún,

(a + b)i = ai ⊕ (ai−1 ⊙ b1)⊕ · · · ⊕ (a1 ⊙ bi−1)⊕ bi

= ai ⊕ (b1 ⊙ ai−1)⊕ · · · ⊕ (bi−1 ⊙ a1)⊕ bi

= bi ⊕ (bi−1 ⊙ a1)⊕ · · · ⊕ (b1 ⊙ ai−1)⊕ ai

= (b + a)i,

de donde a + b = b + a y por lo tanto, MA es un monoide abeliano. La propiedad cance-

lativa se verifica en la Proposición 2.3.1 de [11], donde se hace uso del Teorema 2.3.6.

También es posible establecer un orden parcial en MA como sigue:

a ≤ b, si y solo si, ∀i ≥ 1, ai ≤ bi,

y como consecuencia, se obtiene que

sup{a, b} = (a1 ∨ b1, a2 ∨ b2, . . . , an ∨ bn, . . .),

ı́nf{a, b} = (a1 ∧ b1, a2 ∧ b2, . . . , an ∧ bn, . . .),

las cuales pueden verificarse fácilmente que son buenas sucesiones.En adelante se deno-

tará a ∨ b := sup{a, b} y a ∧ b := ı́nf{a, b}. Más aún, el orden ≤ en MA es invariante bajo
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traslaciones, esto es, a+ c ≤ b+ c siempre que a ≤ b. En efecto, si ai ≤ bi para cada i ≥ 1,

se sigue que ai−1 ⊙ c1 ≤ bi−1 ⊙ c1, . . . , a1 ⊙ ci−1 ≤ b1 ⊙ ci−1, por lo que (a+ c)i ≤ (b+ c)i.

Defı́nase ahora la relación ∼ sobre MA ×MA como

(a, b) ∼ (a’, b’), si y solo si, a + b’ = a’ + b.

Es evidente que ∼ es reflexiva y simétrica. Además, observe que si (a, b) ∼ (a’, b’) y

(a’, b’) ∼ (a”, b”), entonces a + b’ = a’ + b y a’ + b” = a” + b’, de donde

(a + b’) + (a’ + b”) = (a’ + b) + (a” + b’)

(a + b”) + (a’ + b’) = (a” + b) + (a’ + b’)

a + b” = a” + b,

lo que significa que (a, b) ∼ (a”, b”), ∼ es transitiva y a su vez, ∼ es una relación de

equivalencia. La clase de equivalencia de (a, b) se escribe como [a, b]. Habiendo definido

el monoide MA y la relación de equivalencia ∼, el conjunto cociente formado por estas

dos será un grupo abeliano que posteriormente se dotará de estructura reticular a partir

del orden ≤ establecido en MA.

Proposición 4.2.4. Sea A una MV-álgebra. El conjunto GA := (MA ×MA)/ ∼, junto con las
operaciones +,− definidas como

[a, b] + [c,d] := [a + c, b + d],

−[a, b] := [b,a],

es un grupo abeliano, donde el elemento neutro es [0, 0].

Demostración. En primer lugar, veamos que las operaciones están bien definidas. Sean

a, b, c,d,a’, b’, c’,d’ ∈MA tales que [a, b] = [a’, b’] y [c,d] = [c’,d’], entonces a+b’ = a’+b

y c + d’ = c’ + d, por lo que

(a + c) + (b’ + d’) = (a + b’) + (c + d’)

= (a’ + b) + (c’ + d)

= (a’ + c’) + (b + d),

lo que significa que [a, b] + [c,d] = [a + c, b + d] = [a’ + c’, b’ + d’] = [a’, b’] + [c’,d’].

Además, b+a’ = a’+b = a+b’ = b’+a implica que −[a, b] = [b,a] = [b’,a’] = −[a’, b’].
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CAPÍTULO 4. EQUIVALENCIA ENTRE LAS CATEGORÍAS MV Y UAG

Por otra parte, note que si a, b, c,d, e, f ∈MA, se tiene que

([a, b] + [c,d]) + [e, f ] = [a + c, b + d] + [e, f ]

= [(a + c) + e, (b + d) + f ]

= [a + (c + e), b + (d + f)]

= [a, b] + [c + e,d + f ]

= [a, b] + ([c,d] + [e, f ]),

mientras que [a, b] + [0, 0] = [a + 0, b + 0] = [a, b] y también,

[a, b] + (−[a, b]) = [a, b] + [b,a] = [a + b, b + a] = [0, 0],

ya que (a + b) + 0 = a + b = b + a = 0 + (b + a) y (a + b, b + a) ∼ (0, 0). De esta manera,

GA es un grupo. Más aún,

[a, b] + [c,d] = [a + c, b + d] = [c + a,d + b] = [c,d] + [a, b],

por lo que que GA es un grupo abeliano. Esto concluye la prueba.

Se define en GA el orden parcial ≤ de manera que [a, b] ≤ [c,d], si y solo si, a+d ≤ c+b.

Note que el orden en GA es invariante bajo traslaciones, es decir que para cualesquiera

[a, b], [c,d], [e, f ] ∈ MA con [a, b] ≤ [c,d], se cumple que [a, b] + [e, f ] ≤ [c,d] + [e, f ]. En

efecto, [a, b] ≤ [c,d] significa que a + d = c + b y esto conlleva a que

(a + e) + (d + f) = (a + d) + (e + f) ≤ (c + b) + (e + f) = (c + e) + (b + f),

de donde

[a, b] + [e, f ] = [a + e, b + f ] ≤ [c + e,d + f ] = [c,d] + [e, f ].

Adicionalmente, si denotamos como 1 a la buena sucesión (1, 0, 0, . . .), resulta que

uA := [1, 0] es una unidad fuerte enGA, puesto que si [a, b] ∈ GA donde a = (a1, a2 . . . , an)

y b = (b1, b2 . . . , bm), entonces n[1, 0] = [n1, n0] = [(1, 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
n veces

), 0] y esto implica que

[a, b] ≤ [(1, 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
n veces

), 0] = n[1, 0],

puesto que

a + 0 = (a1, a2, . . . , an)

≤ (1, 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
n veces

, b1, b2, . . . , bm)

= b + (1, 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
n veces

),
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debido a que ai ≤ 1 para cada i = 1, 2, . . . , n y que 0 ≤ bj para todo j = 1, 2, . . . ,m. Como

consecuencia, (GA,uA) es un l-grupo abeliano con unidad fuerte.

En este punto, ya ha sido determinado el l-grupo abeliano con unidad fuerte que estará

relacionado con una MV-álgebra dada bajo el funtor Ξ. Ahora, se prosigue a estudiar el

comportamiento que se presenta con respecto a los MV-homomorfismos.

Si h : A −→ B es un MV-homomorfismo, se define la función h∗ : MA −→ MB como

h∗(a) = h∗((a1, a2, . . . , an)) := (h(a1), h(a2), . . . , h(an)). Observe que para cualquier par

a, b ∈MA y i ≤ 1,

(h∗(a + b))i = h((a + b)i)

= h(ai ⊕ (ai−1 ⊙ b1)⊕ · · · ⊕ (a1 ⊙ bi−1)⊕ bi)

= h(ai)⊕ (h(ai−1)⊙ h(b1))⊕ · · · ⊕ (h(a1)⊙ h(bi−1))⊕ h(bi)

= (h∗(a) + h∗(b))i,

lo que significa que h∗(a + b) = h∗(a) + h∗(b). Más aún, si a ≤ b, entonces ai ≤ bi para

cada i ≥ 1, lo que conlleva a que h(ai) ≤ h(bi) y h∗(a) ≤ h∗(b), de donde h∗ también

preserva el orden.

Sea Ξ la aplicación que asigna a cada MV-álgebra A, el l-grupo abeliano con unidad fuer-

te Ξ(A) := (GA,uA), para cada homomorfismo de MV-álgebras h : A −→ B, la función

Ξ(h) : Ξ(A) −→ Ξ(B) con Ξ(h)([a, b]) = [h∗(a), h∗(b)], es un homomorfismo de l-grupos

abelianos con unidad fuerte. En efecto, si [a, b] = [c,d] en GA, se sigue que a + d = b + c,

ası́ que h∗(a) + h∗(d) = h∗(a + d) = h∗(b + c) = h∗(b) + h∗(c), lo que conlleva a que

Ξ(h)([a, b]) = [h∗(a), h∗(b)] = [h∗(c), h∗(d)] = Ξ(h)([c,d]), por lo que la función Ξ(h) está

bien definida.

Sumado a esto, para cualquier par [a, b], [c,d] ∈ GA,

Ξ(h)([a, b]− [c,d]) = Ξ(h)([a, b] + [d, c])

= Ξ(h)([a + d, b + c])

= [h∗(a + d), h∗(b + c)]

= [h∗(a) + h∗(d), h∗(b) + h∗(c)]

= [h∗(a), h∗(b)] + [h∗(d), h∗(c)]

= [h∗(a), h∗(b)]− [h∗(c), h∗(d)]

= Ξ(h)([a, b])− Ξ(h)([c,d]),
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y si [a, b] ≤ [c,d], se sigue que a + d ≤ c + b, por lo que

h∗(a) + h∗(d) = h∗(a + d) ≤ h∗(c + b) = h∗(c) + h∗(b),

y ası́, Ξ(h)([a, b]) = [h∗(a), h∗(b)] ≤ [h∗(c), h∗(d)] = Ξ(h)([c,d]). Además,

Ξ(h)(uA) = [h∗(1A, 0A, 0A, . . .), h
∗(0A, 0A, 0A, . . .)]

= [(h(1A), h(0A), h(0A), . . .), (h(0A), h(0A), h(0A), . . .)]

= [(1B, 0B, 0B, . . .), (0B, 0B, 0B, . . .)]

= uB.

Sumado a esto, Ξ(1A) = 1Ξ(A) puesto que Ξ(1A)([a, b]) = [1∗A(a), 1
∗
A(b)] = [a, b] para

todo [a, b] ∈ Ξ(A), mientras que si f : A −→ B y g : B −→ C son homomorfismos de

MV-álgebras y a = (a1, . . . , am), b = (b1, . . . , bn), se tiene que

Ξ(g ◦ f)([a, b]) = [(g ◦ f)∗(a), (g ◦ f)∗(b)]

= [((g ◦ f)(a1), . . . , (g ◦ f)(am)), ((g ◦ f)(b1), . . . , (g ◦ f)(bn))]

= [g∗(f(a1), . . . , f(am)), g
∗(f(b1), . . . , f(bn))]

= Ξ(g)([f∗(a), f∗(b)])

= Ξ(g)(Ξ(f)([a, b]))

= (Ξ(g) ◦ Ξ(f))([a, b]),

lo que conlleva a que Ξ(g ◦ f) = Ξ(g) ◦ Ξ(f). De esta manera, se obtiene la siguiente

proposición.

Proposición 4.2.5. Ξ es un funtor covariante de la categorı́a MV de MV-álgebras a la categorı́a
UAG de l-grupos abelianos con unidad fuerte.

A (GA,uA)

B (GB,uB)

f Ξ(f)
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4.3. Equivalencia entre MV y UAG

En esta sección se demostrará la existencia de un isomorfismo natural entre los funtores

Γ◦Ξ y 1MV, ası́ como entre los funtores Ξ◦Γ y 1UAG. Esto implicará finalmente que estas

dos categorı́as coinciden.

Lema 4.3.1. Si A es una MV-álgebra, la función ϵA : A −→ Γ(Ξ(A)) con a 7→ [(a), 0], es un
isomorfismo de MV-álgebras.

Demostración. Si A es una MV-álgebra y a, b ∈ A, se tiene que (a) + (b) = (a ⊕ b, a ⊙ b)

es una buena sucesión de acuerdo a la propiedad clausurativa de la operación + en MA.

Luego, (a⊕ b) ≤ (a⊕ b, a⊙ b) y (a⊕ b) ≤ 1 en MA, por lo que (a⊕ b) ≤ (a⊕ b, a⊙ b) ∧ 1.

Además, si c = (c1, . . . , cn) ∈MA es tal que c ≤ (a⊕ b, a⊙ b) y c ≤ 1, entonces c1 ≤ a⊕ b

y ci = 0 para todo i ≥ 2, lo que significa que c ≤ (a⊕ b) y ası́, (a⊕ b) = (a⊕ b, a⊙ b) ∧ 1.

Luego,

ϵA(a⊕ b) = [(a⊕ b), 0]

= [(a⊕ b, a⊙ b) ∧ 1, 0]

= [(a⊕ b, a⊙ b), 0] ∧ uA

= [(a) + (b), 0] ∧ uA

= ([(a), 0] + [(b), 0]) ∧ uA

= [(a), 0]⊕ [(b), 0]

= ϵA(a)⊕ ϵA(b).

Más aún, como (a) + (¬a) = 1, se obtiene que (1, (a)) ∼ ((¬a), 0), [1, (a)] = [(¬a), 0] y a

su vez,

ϵA(¬a) = [(¬a), 0]

= [1, (a)]

= uA + [0, (a)]

= uA − [(a), 0]

= ¬[(a), 0]

= ¬ϵA(a).

Por otra parte, si a, b ∈ A son tales que ϵA(a) = ϵA(b), entonces [(a), 0] = [(b), 0], lo que

indica que (a) = (a) + 0 = (b) + 0 = (b) y a = b, es decir que ϵA es inyectiva.
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Por último, dado [a, b] ∈ Γ(Ξ(A)) = [[0, 0], [1, 0]] con a = (a1, a2 . . . , am) y b = (b1, b2, . . . , bn),

asumiendo m = n (completando con ceros si es necesario) y teniendo en cuenta que

[0, 0] ≤ [a, b] ≤ [1, 0], se sigue que b = 0 + b ≤ a + 0 = a ası́ como también

a = a + 0 ≤ b + 1 = (1, b1, b2, . . . , bn) y resulta a1 ≥ b1 ≥ a2 ≥ b2 ≥ · · · ≥ an ≥ bn,

lo que conlleva a que a = b+((a1 ⊙ ¬b1)⊕ (a2 ⊙ ¬b2)⊕ · · · ⊕ (an ⊙ ¬bn)). De esta mane-

ra,

[a, b] = [((a1 ⊙ ¬b1)⊕ (a2 ⊙ ¬b2)⊕ · · · ⊕ (an ⊙ ¬bn)) , 0]

= ϵA ((a1 ⊙ ¬b1)⊕ (a2 ⊙ ¬b2)⊕ · · · ⊕ (an ⊙ ¬bn)) ,

y ϵA es sobreyectiva. Por lo tanto, la función ϵA es un isomorfismo y con esto, queda

demostrado el lema.

Teorema 4.3.2. ϵ : 1MV −→ Γ ◦ Ξ, con A 7→ ϵA es un isomorfismo natural.

Demostración. Sea f : A −→ B un homomorfismo de MV-álgebras, el siguiente diagrama

conmuta.

A B

Γ(Ξ(A)) Γ(Ξ(B))

ϵA

Γ(Ξ(f))

f

ϵB

En efecto, si a ∈ A, se tiene que

(ϵB ◦ f)(a) = ϵB(f(a))

= [(f(a)), 0]

= [f∗((a)), f∗(0)]

= Ξ(f)([(a), 0])

= Ξ(f)|Γ(Ξ(A))([(a), 0])

= Γ(Ξ(f))(ϵA(a))

= (Γ(Ξ(f)) ◦ ϵA)(a),

de donde ϵB ◦ f = Γ(Ξ(f)) ◦ ϵA. Como consecuencia, ϵ es una transformación natural

y dado que ϵA es un isomorfismo para cada A ∈ obj(MV), se concluye que ϵ es un

isomorfismo natural y 1MV
∼= Γ ◦ Ξ. Esto finaliza la demostración.
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Para el segundo caso, donde se debe construir un isomorfismo entre cada l-grupo abe-

liano con unidad fuerte (G, u) con Ξ(Γ(G, u)), es necesario considerar primero una fun-

ción particular entre G+ y el monoide MΓ(G,u), la cual se deriva a partir de la siguiente

proposición.

Proposición 4.3.3. Sea G un l-grupo abeliano con unidad fuerte u. Para cada x ∈ G+, existe
una única buena sucesión (a1, a2, . . . , an) ∈MΓ(G,u) tal que x = a1 + a2 + · · ·+ an.

Demostración. Sea G un lu-grupo abeliano y x ∈ G+. Se definen los elementos a1 := x∧ u
y am+1 := (x − a1 − · · · − am) ∧ u para cada m ≥ 1. Veamos por inducción sobre m que

x− a1 − · · · − am = (x−mu)+. Para el caso base m = 1 se tiene que

x− a1 = x− (x ∧ u)

= x+ (−x ∨ −u)

= (x− x) ∨ (x− u)

= 0 ∨ (x− u)

= (x− u)+.

Suponga por hipótesis inductiva que existe k ∈ N tal que x − a1 − · · · − ak = (x − ku)+.

Luego,

x− a1 − · · · − ak − ak+1 = (x− ku)+ − ak+1

= (x− ku)+ − ((x− a1 − · · · − ak) ∧ u)

= (x− ku)+ − ((x− ku)+ ∧ u)

= (x− ku)+ + (−(x− ku)+ ∨ −u)

= ((x− ku)+ − (x− ku)+) ∨ ((x− ku)+ − u)

= 0 ∨ ((x− ku)+ − u)

= 0 ∨ [(0 ∨ (x− ku))− u]

= 0 ∨ (−u ∨ (x− (k + 1)u))

= (0 ∨ −u) ∨ (x− (k + 1)u)

= 0 ∨ (x− (k + 1)u)

= (x− (k + 1)u)+.

De esta manera, x−a1−· · ·−am = (x−mu)+ para cadam ∈ N. Observe que esto implica

inmediatamente que ai ∈ [0, u] = Γ(G, u) para todo i ≥ 1. Además, como u es unidad

fuerte, existe n ∈ N tal que x ≤ nu, lo que conlleva a que siempre que j ≥ n, resulta

x ≤ nu ≤ ju, x− ju ≤ 0 y x− a1− · · · − aj = (x− ju)+ = 0, de donde aj+1 = 0 para cada
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j > n. Más aún, x− a1 − · · · − an = (x− nu)+ = 0 implica que x = a1 + · · ·+ an.

En segundo lugar, note que ai ⊕ ai+1 = ai con i ∈ N. En efecto,

ai ⊕ ai+1 = (ai + ai+1) ∧ u

= [(x− a1 − · · · − ai−1) ∧ u+ (x− a1 − · · · − ai) ∧ u] ∧ u

= [[(x− a1 − · · · − ai−1) ∧ u+ (x− a1 − · · · − ai)] ∧ [(x− a1 − · · · − ai−1) ∧ u+ u]] ∧ u

= [(x− a1 − · · · − ai−1) ∧ u+ (x− a1 − · · · − ai)] ∧ [[(x− a1 − · · · − ai−1) ∧ u+ u] ∧ u]

= [(x− a1 − · · · − ai−1) ∧ u+ (x− a1 − · · · − ai)] ∧ u

= (ai + x− a1 − · · · − ai) ∧ u

= (x− a1 − · · · − ai−1) ∧ u

= ai.

Como consecuencia, (a1, a2, . . . , an) ∈MΓ(G,u) y x = a1 + a2 + · · · an. Veamos por último

que esta buena sucesión es única.

Sea (b1, b2, . . . , bm) ∈MΓ(G,u) tal que x = b1 + b2 + · · ·+ bm. Se sigue que

b1 = b1 ⊕ · · · ⊕ bm

= (b1 + · · ·+ bm) ∧ u

= x ∧ u

= a1,

mientras que si se asume por hipótesis inductiva que existe 1 ≤ i < m tal que aj = bj

para cada j ≤ i, resulta

bi+1 = bi+1 ⊕ · · · ⊕ bm

= (bi+1 + · · ·+ bm) ∧ u

= (x− b1 − · · · − bi) ∧ u

= (x− a1 − · · · − ai) ∧ u

= ai+1,

lo que significa que ak = bk para todo k ∈ N y la sucesión es única. Con esto, se ha

demostrado lo que se requerı́a.

A partir de lo anterior, se define la función ω : G+ −→MΓ(G,u) como ω(x) = (a1, a2, . . . , an),

que está bien definida y es inyectiva de acuerdo a la Proposición 4.3.3. Más aún, la función
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ω preserva las operaciones +,∨,∧, lo cual se muestra en el Lema 7.1.5 de [11] haciendo

uso del Teorema 3.2.8.

Lema 4.3.4. Si G es un lu-grupo abeliano, la función η(G,u) : (G, u) −→ Ξ(Γ(G, u)) tal que
x 7→ [ω(x ∨ 0), ω(−x ∨ 0)], es un isomorfismo de l-grupos abelianos con unidad fuerte.

Demostración. Sea x ∈ ker
(
η(G,u)

)
, significa que η(G,u)(x) = [ω(x+), ω((−x)+)] = [0, 0],

por lo que ω(x+) = ω(x+) + 0 = 0 + ω((−x)+) = ω((−x)+) y dado que ω es una función

inyectiva, resulta x+ = (−x)+. Luego,

x ∨ 0 = −x ∨ 0

x ∨ 0 = −(x ∧ 0)

(x ∨ 0) + (x ∧ 0) = 0

[(x ∨ 0) + x]∧[(x ∨ 0) + 0] = 0

[(x+ x) ∨ (0+x)] ∧ [x ∨ 0] = 0

(2x ∨ x)∧(x ∨ 0) = 0

x ∨ (2x ∧ 0) = 0,

ası́ que x ≤ x∨ (2x∧ 0) = 0 y a su vez 2x ≤ x, por lo que se tiene que 2x ≤ 0, 2x∧ 0 = 2x

y en consecuencia, 0 = x ∨ (2x ∧ 0) = x ∨ 2x = x. De esta manera, ker
(
η(G,u)

)
= {0} y

η(G,u) es una función inyectiva.

En segundo lugar, si [a, b] ∈ Ξ(Γ(G, u)), entonces a = (a1, a2, . . . , am) y b = (b1, b2, . . . , bn)

para algunos a1, a2, . . . , am, b1, b2, . . . , bn ∈ [0, u] = Γ(G, u), por lo que se sigue que

[a, b] = [a, 0] + [b, 0]

= [(a1, a2, . . . , am), 0] + [(b1, b2, . . . , bn), 0]

= [ω(a1 + a2 + · · ·+ am), 0] + [ω(b1 + b2 + · · ·+ bn), 0]

=
[
ω
(
(a1 + a2 + · · ·+ am)

+
)
, ω
(
(−a1 − a2 − · · · − am)

+
)]

+
[
ω
(
(b1 + b2 + · · ·+ bn)

+
)
, ω
(
(−b1 − b2 − · · · − bn)

+
)]

=η(G,u)(a1 + a2 + · · ·+ am) + η(G,u)(b1 + b2 + · · ·+ bn)

=η(G,u)(a1 + a2 + · · ·+ am + b1 + b2 + · · ·+ bn),

lo que indica que la función η(G,u) es sobreyectiva y por lo tanto, una biyección. Para

mostrar que η(G,u) es un homomorfismo de grupos, note que para cualquier par x, y ∈ G
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se cumple que:

x+ y = x+ y ⇐⇒ (x+ y)+ − (x+ y)− = (x+ − x−) + (y+ − y−)

⇐⇒ (x+ y)+ − (−(x+ y))+ = x+ + y+ − (−x)+ − (−y)+

⇐⇒ (x+ y)+ + (−x)+ + (−y)+ = x+ + y+ + (−(x+ y))+

⇐⇒ ω
(
(x+ y)+ + (−x)+ + (−y)+

)
= ω

(
x+ + y+ + (−(x+ y))+

)
⇐⇒ ω

(
(x+ y)+

)
+ ω

(
(−x)+ + (−y)+

)
= ω

(
x+ + y+

)
+ ω

(
(−(x+ y))+

)
⇐⇒

[
ω
(
(x+ y)+

)
, ω
(
(−(x+ y))+

)]
=
[
ω
(
x+ + y+

)
, ω
(
(−x)+ + (−y)+

)]
.

Como consecuencia,

η(G,u)(x+ y) =
[
ω
(
(x+ y)+

)
, ω
(
(−(x+ y))+

)]
=
[
ω
(
x+ + y+

)
, ω
(
(−x)+ + (−y)+

)]
=
[
ω
(
x+
)
+ ω

(
y+
)
, ω
(
(−x)+

)
+ ω

(
(−y)+

)]
=
[
ω
(
x+
)
, ω
(
(−x)+

)]
+
[
ω
(
y+
)
, ω
(
(−y)+

)]
= η(G,u)(x) + η(G,u)(y).

La función η(G,u) también es un homomorfismo de retı́culos. En efecto, si x ≤ y en (G, u),

entonces x+ = x∨ 0 ≤ y ∨ 0 = y+ y −y ≤ −x implica (−y)+ = −y ∨ 0 ≤ −x∨ 0 = (−x)+.

Luego,

x+ + (−y)+ ≤ (−x)+ + y+ =⇒ ω
(
x+ + (−y)+

)
≤ ω

(
(−x)+ + y+

)
⇐⇒ ω

(
x+
)
+ ω

(
(−y)+

)
≤ ω

(
(−x)+

)
+ ω

(
y+
)

⇐⇒
[
ω
(
x+
)
, ω
(
(−x)+

)]
≤
[
ω
(
y+
)
, ω
(
(−y)+

)]
⇐⇒ η(G,u)(x) ≤ η(G,u)(y).

Por último, observe que η(G,u)(u) = [ω(u+), ω((−u)+] = [ω(u), ω(0)] = [(u), 0], por lo

que la función η(G,u) preserva la unidad fuerte. Ası́, η(G,u) es un isomorfismo de l-grupos

abelianos con unidad fuerte, lo que concluye la prueba.

Teorema 4.3.5. η : 1UAG −→ Ξ ◦ Γ, con (G, u) 7→ η(G,u) es un isomorfismo natural.

Demostración. Sea f : (G, u) −→ (H, v) un homomorfismo de l-grupos abelianos con
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unidad fuerte, note que para cualquier x ∈ G,

(η(H,v) ◦ f)(x) = η(H,v)(f(x))

= [ω(f(x) ∨ 0), ω(−f(x) ∨ 0)]

= [ω(f(x) ∨ f(0)), ω(−f(x) ∨ f(0))]

= [ω(f(x ∨ 0)), ω(f(−x ∨ 0))]

= [f∗(ω(x ∨ 0)), f∗(ω(−x ∨ 0))]

=
[
f |[0,u]∗(ω(x ∨ 0)), f |[0,u]∗(ω(−x ∨ 0))

]
= Ξ(Γ(f))([ω(x ∨ 0), ω(−x ∨ 0)])

= Ξ(Γ(f))(η(G,u)(x))

=
(
Ξ(Γ(f)) ◦ η(G,u)

)
(x),

por lo que η(H,v) ◦ f = Ξ(Γ(f)) ◦ η(G,u) y el siguiente diagrama conmuta.

(G, u) (H, v)

Ξ(Γ(G, u)) Ξ(Γ(H, v))
Ξ(Γ(f))

f

η(G,u) η(H,v)

De esta manera, η es una transformación natural y ya que η(G,u) es un isomorfismo para

cada (G, u) ∈ obj(UAG), significa que η es un isomorfismo natural y 1UAG
∼= Ξ ◦ Γ.

Con todo lo realizado anteriormente, el resultado final es inmediato.

Teorema 4.3.6. Las categorı́as UAG y MV son equivalentes.

UAG MV

Γ

Ξ

No es difı́cil ver que el funtor Γ es mucho más fácil de construir en comparación con el

funtor Ξ. De hecho, la construcción del l-grupo abeliano con unidad fuerte GA desde el

monoide MA de buenas sucesiones de una MV-álgebra A, se realiza de manera similar

a la construcción del grupo aditivo Z a partir del monoide N, utilizando la misma re-

lación de equivalencia. Además, la equivalencia obtenida entre estas categorı́as permite
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concluir que, en esencia, estas dos estructuras algebraicas representan los mismos objetos

matemáticos.

Nótese que contar con esta equivalencia categórica es sumamente útil, ya que en algu-

nos casos un problema en el contexto de las MV-álgebras puede transformarse en uno

equivalente en el ámbito de los l-grupos abelianos con unidad fuerte, donde la solución

podrı́a ser más sencilla de encontrar y luego aplicarse a las MV-álgebras (o viceversa).

Esta correspondencia permite aprovechar los resultados desarrollados en una de estas

áreas y aplicarlos en la otra, facilitando el análisis y resolución de problemas complejos.

Además, al establecer un puente entre estas dos estructuras algebraicas, se amplı́an las

herramientas disponibles, enriqueciendo las posibilidades de investigación y desarrollo

en ambas teorı́as.

El artı́culo [13] resultó fundamental para el desarrollo de todo este capı́tulo y entender,

la relación entre estas estructuras y la definición de los funtores involucrados.
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Como se puede notar, los ideales juegan un papel fundamental en el estudio exhaustivo

de las MV-álgebras, y en particular, el espectro primo es sumamente útil para ello. Es-

to se evidencia fácilmente ya que forman una gran parte del campo de estudio de estas

estructuras algebraicas. Siguiendo esta idea y para dar cuenta del campo abierto para la

investigación de estas estructuras, se presentan tres artı́culos publicados recientemente y

posteriores al artı́culo [14].

En [2], se expone un problema similar al desarrollado en [14], relacionado con el estu-

dio de las MV-álgebras cuyo espectro primo es dado. Cabe mencionar que si dos MV-

álgebras tienen espectros primos homeomorfos, no implica necesariamente que las dos

estructuras sean isomorfas. Tal es el caso de las MV-álgebras {0, 1} y [0, 1], puesto que

Spec({0, 1}) ∼= {0} ∼= Spec([0, 1]), pero [0, 1] y {0, 1} son diferentes debido a su cardina-

lidad. En ese sentido, dos álgebras multivaluadas se denominan equiespectrales si sus

espectros primos son homeomorfos, y en consecuencia, también lo son si y solo si sus

retı́culos de Belluce (o sus retı́culos de ideales principales) son isomorfos.

Dada cualquier MV-álgebra A, es posible entender a la clase formada por todas las MV-

álgebras equiespectrales a A como una categorı́a, y el resultado principal de [2] es que

este tipo de categorı́as son pequeñas, esto significa que tanto la colección de objetos como

la colección de morfismos para cada par de objetos, son conjuntos1. Debido al paralelis-

mo que se presenta entre las MV-álgebras y los l-grupos abelianos, todo lo mencionado

anteriormente también aplica para estos últimos. Actualmente, estas clases equiespectra-

1El concepto de clase abarca tanto los conjuntos como colecciones más grandes que pueden dar lugar a
contradicciones dentro de la teorı́a de conjuntos. A manera de ejemplo, se sabe que no es posible definirse el
conjunto de todos los conjuntos, puesto que esto conduce a la Paradoja de Russell, pero sı́ existe la noción de
clase de todos los conjuntos.
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les siguen siendo objeto de estudio desde la teorı́a de categorı́as.

Por otro lado, en [22] se pretende mostrar la existencia de una MV-álgebra no contable

cuyo espectro primo coincida con el espectro primo de Free1, vistas bajo isomorfismo,

como las funciones de McNaughton sobre [0, 1]. Para esto, se construye una álgebra mul-

tivaluada A1 compuesta por todas las funciones continuas de [0, 1] en [0, 1], definidas a

trozos por polinomios lineales y de coeficientes racionales. A partir de esto, es inmediato

que Free1 ⊆ A1 y se verifica que estas dos estructuras son equiespectrales, aunque A1

resulta ser contable. En consecuencia, se considera después el conjunto A2 formado por

todas las funciones continuas de [0, 1] en [0, 1] que son racionales en cada segmento ini-

cial de [0, 1], pero que pueden tener un lı́mite irracional en 1. Es con esta última que se

obtiene que Free1 ⊆ A1 ⊆ A2, también que Spec(A1) ∼= Spec(Free1) ∼= Spec(A2) y que

además, es no contable. Como consecuencia de este estudio, surge una pregunta abierta

que corresponde a la existencia de una MV-álgebra no contable y equiespectral a cual-

quier MV-álgebra dada.

En ese mismo artı́culo, pero por separado, se estudian también los l-grupos abelianos.

Particularmente, un l-grupo abelianoG se dice que es divisible si para todo x ∈ G y para

cualquier n ∈ N, existe y ∈ G tal que ny = x. Es fácil ver que si tal elemento y existe,

entonces es único, puesto que si existiese otro ŷ ∈ G con nŷ = x, se sigue que ny = nŷ,

n(y − ŷ) = ny − nŷ = 0 y dado que todo l-grupo es libre de torsión, resulta y − ŷ = 0

y y = ŷ. Por esta razón, se denota y := x/n. En esta parte del artı́culo, se prueba que

todo l-grupo abeliano divisible tiene estructura de Q-espacio vectorial, y que si m ∈ Z
y n ∈ N, entonces (m/n)x := (mx)/n. No está de más mencionar que el hecho de que

estos objetos puedan verse como espacios vectoriales permite que el campo de estudio

sea mucho más grande y puedan existir más aplicaciones apoyándose en el álgebra lineal.

Finalmente, en [25] se presenta un desarrollo más detallado del Funtor de Mundici, ası́

como una demostración diferente a la desarrollada en este trabajo sobre la equivalencia

entre las categorı́as de los l-grupos abelianos con unidad fuerte y las MV-álgebras, puesto

que se exhibe que el funtor Γ es plenamente fiel (la asignación de morfismos es biyectiva)

y esencialmente sobreyectivo sobre objetos (la asignación de objetos es sobreyectiva), lo que

implica la equivalencia. Allı́ mismo, se puede evidenciar también la utilidad que posee el

Funtor de Mundici en el estudio de la mecánica cuántica, una conexión muy interesante

y un tanto inesperada entre esta área y el estudio de las dos estructuras algebraicas aquı́

mostradas.
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En este trabajo se han recopilado las definiciones, propiedades y resultados más signi-

ficativos de la teorı́a de MV-álgebras y de los l-grupos abelianos, con el fin de crear un

documento autocontenido y de fácil interpretación para el lector. En los capı́tulos dos y

tres, se logró obtener una caracterización topológica del espectro primo de las MV-álge-

bras y de los l-grupos abelianos, comparable al desarrollo realizado por M. Hochster en

[19] con respecto a los espacios espectrales y el espectro primo de los anillos conmu-

tativos. Este aspecto es crucial, dado que el problema central en topologı́a es clasificar

los espacios que comparten los mismos invariantes topológicos. En el cuarto capı́tulo, se

expuso la razón fundamental por la cual las MV-álgebras y los l-grupos abelianos con

unidad fuerte están estrechamente relacionados, y la teorı́a de categorı́as fue esencial pa-

ra establecer formalmente esta conexión. Esta equivalencia es extremadamente útil, ya

que cualquier cuestión planteada en una de estas categorı́as puede traducirse a la otra,

donde la resolución puede ser más accesible, facilitando ası́ la obtención de resultados

deseados.
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Aportes relevantes

1. Este trabajo se llevó a cabo con el objetivo de ofrecer un documento autocontenido

y accesible, diseñado para facilitar el estudio introductorio tanto de la teorı́a de MV-

álgebras como de los l-grupos. Además, se presentan de manera clara la mayorı́a de

las demostraciones y ejemplos ilustrativos, acompañados de gráficos que facilitan

una mejor interpretación de los temas abordados.

2. El Ejemplo 1.2.14 fue elaborado de manera propia debido a la falta de ejemplos de

espacios espectrales en la literatura. Aunque no se tiene certeza de si puede consi-

derarse una contribución novedosa, se decidió incluirlo para ilustrar el concepto.

3. Se incluyó una breve explicación en el sentido de la lógica, que justifica por qué toda

propiedad que se cumple en [0, 1] también se satisface en cualquier MV-álgebra.

4. Se realizaron las demostraciones de la Proposición 2.2.11, el Lema 2.2.13 y el Teo-

rema 2.8.4, ya que en [14] no se incluı́an. Además, se detalló la prueba del Teore-

ma 3.2.2, pues la versión proporcionada en dicho artı́culo no se presentó completa.

También se desarrollaron las demostraciones de los resultados en la sección Carac-
terización del espectro primo de los l-grupos abelianos, dado que no aparecı́an en [14].

5. Se introdujeron los funtores Spec, K(Spec), Idc y β, los cuales no se definieron en

[14], pero sı́ en [1]. Ası́ mismo, se demostró que la composición Spec ◦ β es natu-

ralmente isomorfa a Spec, y que K(Spec), Idc y β también son isomorfos de manera

natural. Cabe resaltar que en la página 17 de [1], se plantea la pregunta de si estos

funtores son isomorfos, aunque no se ofrece una demostración. Todos estos resul-

tados son válidos también para la categorı́a UAG de los l-grupos abelianos con

unidad fuerte, lo que permitió presentar un enfoque categórico en el trabajo.

6. Los ejemplos en las secciones sobre MV-álgebras libres y funciones de McNaughton,
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Poliedros, l-grupos libres y conos fueron desarrollados de manera independiente. Del

mismo modo, se incluyeron las gráficas en dos y tres dimensiones para mejorar

la comprensión de las definiciones respectivas, ya que es poco común encontrar

ejemplos gráficos en tres dimensiones. Estas imágenes fueron agregadas siguiendo

la recomendación del profesor Diego Velasco.

7. Los ejemplos 2.8.7 y 3.6.5 fueron planteados con el propósito de resaltar la impor-

tancia de la caracterización topológica del espectro primo de ambas estructuras, da-

do que no se encontraron ejemplos ilustrativos en la literatura. Si bien estos ejem-

plos son algo sencillos, esto se debe a la dificultad de encontrar un epimorfismo

cerrado adecuado y el número n que satisfaga los teoremas pertinentes.

8. La equivalencia categórica entre las MV-álgebras y los l-grupos abelianos con uni-

dad fuerte fue presentada por primera vez en [25], donde se muestra que el funtor

de Mundici Γ es plenamente fiel y esencialmente sobre los objetos. Posteriormente,

en [11] se describe la equivalencia mediante la definición del funtor Ξ en sentido

contrario al de Γ, demostrando que las composiciones de ambos son naturalmente

isomorfas a los funtores identidad. En este trabajo, se desarrolló con mayor detalle

esta equivalencia, siguiendo el segundo enfoque mencionado.

9. Finalmente, en la sección Aplicaciones, se describen algunos artı́culos que destacan

estas estructuras como objetos de estudio.
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