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Resumen

Este trabajo es una monografia en la cual se estudian con detalle la teoria y los resultados
presentados en el articulo, The spectrum problem for abelian I-groups and MV-algebras de A.
Di Nola y G. Lenzi, 2020, [14]. Se presentan los conceptos tedricos basicos y necesarios
sobre MV-dlgebras y [-grupos. Se estudia la topologia del espectro primo tanto de las
MV-élgebras como de los I-grupos. Se introducen nociones adicionales como los reticu-
los de Belluce, las MV-dlgebras y los [-grupos libres, poliedros y conos, con el objetivo de

obtener una caracterizacion topolégica de los espectros primos estudiados.

En el caso de las MV-dlgebras, el Teorema 2.8.4 establece que un espacio es el espectro
primo de una MV-dlgebra, si y solamente si, es espectral y es una imagen epimorfa cerra-
da del reticulo de poliedros en [0, 1] para algtin n € N. Por otro lado, para los I-grupos,
el Teorema 3.6.4 indica que un espacio coincide con el espectro primo de algtn [-grupo
abeliano, si y solamente si, es espectral generalizado y es una imagen epimorfa cerrada

del reticulo de conos en R" para algtin n € N.

Finalmente, se presentan dos funtores entre las categorias de MV-algebras y [-grupos
abelianos con unidad fuerte, con los cuales se demuestra que forman una equivalencia
categdrica y en consecuencia, estas dos estructuras algebraicas representan esencialmen-

te los mismos objetos mateméticos.

Palabras clave: MV-élgebra, [-grupo, espectro primo, reticulo de Belluce, MV-dlgebra li-
bre, funcién de McNaughton, poliedro, I-grupo libre, cono, funtor de Mundici.
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Introduccion

En el ano 1969, M. Hochster present6 en [19] un resultado sumamente interesante:

Un espacio topoldgico es homeomorfo al espectro primo

de un anillo conmutativo, si y solo si, es espectral.

Este resultado revela una conexién significativa entre el dlgebra y la topologia, lo que dio
paso al planteamiento de este mismo para otras estructuras algebraicas. Particularmente,
en 2011, D. Mundici plante6 en [26] una serie de preguntas abiertas, entre las cuales se
cuestionaba de manera similar si existian condiciones suficientes y necesarias para que
un espacio topoldgico fuera homeomorfo al espectro primo de una MV-dlgebra (multiva-
lued algebra), un tipo de algebra definida en 1958 por C. C. Chang en [10] con el fin de
construir una contraparte algebraica para la lI6gica de Lukasiewicz (16gica multivaluada),
de manera similar a como G. Boole habia establecido la relacién entre la légica cldsica y

un caso particular de dlgebra booleana un siglo atras.

Mundici también demostré en el afio 1986 en [26] que las MV-dlgebras tienen una relaciéon
categodrica importante con los [-grupos (lattice ordered groups), estructuras algebraicas in-
troducidas inicialmente en 1940 por G. Birkhoff en [6] durante sus investigaciones sobre
los reticulos y su conexién con diferentes campos de estudio, especialmente con la teoria
de conjuntos, la probabilidad y el dlgebra. Por esta razén, se plante6 la misma pregunta

para los [-grupos. El problema se denominé el problema del espectro primo.

En el afio 2020, los matematicos G. Lenzi y A. Di Nola publicaron en [14] la respuesta a
este problema, y en este trabajo se presenta, de forma detallada, la base teérica requerida
para poder comprender el desarrollo expuesto por ellos. El primer capitulo de prelimi-
nares presenta varios conceptos fundamentales ttiles para los temas posteriores, que son
reticulos, topologia y teoria de categorias, suponiendo que el lector ya est4 familiarizado
con la teoria de grupos. El siguiente capitulo se centra en las MV-élgebras, estudiando

detalladamente el espectro primo de estas estructuras y mostrando cémo construir un

9
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reticulo asociado a cada una, denominado el reticulo de Belluce. Se introducen paralela-
mente cuatro funtores que son Spec, K(Spec), 3,1d., y desde el punto de vista categorico

se demuestra que

1. Los funtores /3, K(Spec),Id. que van de la categoria MV de MV-élgebras a la cate-

goria BDL de reticulos distributivos y acotados, son naturalmente isomorfos.

2. Los funtores Specy v, Y Specgpy, © 5 que van de la categoria MV de MV-élgebras a

la categoria Top de espacios topolégicos, son naturalmente isomorfos.

(La propiedad de que los funtores K(Spec), 3, Id. representen esencialmente la misma ac-

cién fue planteada en [1] y en este trabajo se ofrece la prueba de ello.)

Posteriormente, se describen las MV-algebras libres, las cuales son un caso particular de
estas estructuras que satisfacen un tipo de propiedad universal; y se presenta el concep-
to geométrico de poliedro. Estos elementos son cruciales para abordar el problema del

espectro primo. Como resultado principal de este capitulo, se tiene:

Teorema. Un espacio topoldgico X es el espectro primo de una MV-dlgebra, si y solo si,
1. X es espectral.

2. Existe un epimorfismo cerrado 7 : Cyoyy, ([0, 1]")* — K(X), para algiin n € N.

En el tercer capitulo, se abordan las segundas estructuras algebraicas, los I-grupos abelia-
nos. La solucién al problema en este caso requiere las mismas nociones que en el capitulo
anterior, con la diferencia de que aqui los objetos geométricos a considerar son conos.
En ese sentido, también se tienen los mismos funtores e isomorfismos naturales entre
ellos que se mencionaron antes, siendo definidos sobre la categoria UAG de [-grupos

abelianos con unidad fuerte. El resultado mds importante de este capitulo es:
Teorema. Un espacio topoldgico X es el espectro primo de una I-grupo abeliano, si y solo si,
1. X es espectral generalizado.

2. Existe un epimorfismo cerrado 7 : Ceone (R™)? — K(X), para algiin n € N.

En el cuarto capitulo, se presenta la contruccién de manera especifica de dos funtores, I'
y Z, entre las categorias MV de MV-élgebras y UAG de [-grupos abelianos con unidad

fuerte, con los que se obtiene consecuentemente:

Teorema. Las categorias MV y UAG son equivalentes.

10
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Lo anterior precisa la razén por la cual se estudian las MV-élgebras y los I-grupos abelia-

nos a la par, puesto que guardan una correspondencia esencial entre si.

Finalmente, el dltimo capitulo presenta algunas aplicaciones de estas estructuras alge-

braicas, asi como investigaciones y resultados obtenidos en los tltimos afios.

11
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Capitulo 1

Preliminares

Para el desarrollo integral de este trabajo, resultard ttil hacer mencién de ciertos con-
ceptos y resultados sobre teoria de reticulos, topologia y categorias, ya que constituyen
una parte fundamental de la base teérica necesaria. Se asumira que la teoria de grupos es

conocida por el lector.

1.1. Reticulos

Los reticulos conforman una estructura matematica estrechamente ligada a las dos es-

tructuras algebraicas discutidas en los siguientes capitulos, las MV-dlgebras y los [-grupos.

Definicion 1.1.1. Un reticulo (L,V, \) es un conjunto L # () junto con dos operaciones binarias

V, A que satisfacen las siguientes condiciones para cualesquiera x,y,z € L:
(i) xVy=yVze y xAyxyAuz. (Conmutatividad)
(i) xV(yVz)=(xVy)Vz v zAN(yAz)=(xAy)Az (Asociatividad)
(iii) xkVe~=zx Yy xAr=2. (Idempotencia)
(iv) xN(zVy)=z y zV(zAy) =~ (Absorcion)

Se utiliza el simbolo ~ para sefialar que las expresiones a ambos lados de este representan lo
mismo, aunque su interpretacion depende del contexto, lo cual puede evidenciarse en los siguientes

ejemplos.

Ejemplo 1.1.2. El conjunto N de los niimeros naturales con V definido como el minimo comiin
muiltiplo y A como el mdximo comiin divisor, para cada par de elementos en N, conforma un

reticulo. En este caso, ~ simboliza la igualdad.

13



CAPITULO 1. PRELIMINARES

Ejemplo 1.1.3. El conjunto de las proposiciones en la l6gica cldsica, considerando \/ como el
conectivo disyuncién y A como el conectivo conjuncion, componen un reticulo. Aqui, ~ representa

la equivalencia 16gica entre proposiciones.

En adelante, se usara el simbolo = en lugar de ~ para simplificar la notacién.

En algunos textos como [9], el concepto de reticulo se aborda de la siguiente manera.

Definicién 1.1.4. Un conjunto parcialmente ordenado (o poset, del inglés partially ordered set)

(L, <) es un reticulo, si para cada par a,b € L, los elementos

sup{a,b} :=min{ce L |a <e¢, b<c},
inf{a,b} :=max{d e L |d<a, d<b},

existen en L.

Como es de esperar, las definiciones 1.1.1 y 1.1.4 son equivalentes. En efecto, si (L, V, A)

es un reticulo como en la Definicion 1.1.1, se construye el orden parcial < asi:
a<b,siysolosi,a=aAb, siysolosi,b=aVb.

En sentido contrario, si (L, <) es un reticulo como en la Definicién 1.1.4, se definen las

operaciones V, A como:
aAb:=inf{a,b} yaVb:=sup{a,b}.
Observacién 1.1.5.

(1) Dado un reticulo L = (L, V, N\), existe otro reticulo asociado L°P = (L, V op, Nop) denomi-
nado reticulo dual (también llamado opuesto), donde el conjunto subyacente es el mismo y

las operaciones estin definidas asi:

aVopb:=aANb, alopb:=aVb.

(2) Si L es un conjunto y V es una operacion binaria en L cumpliendo las propiedades de
conmutatividad, asociatividad e idempotencia, se dice que L es un join-semireticulo. Cla-

ramente, todo reticulo es un join-semireticulo.

(3) Un reticulo L se denomina 0-reticulo, si posee un elemento minimo, denotado por 0; y se

dice que es acotado, si tiene minimo y mdximo.

14
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(4) Un tipo particular de reticulo son los reticulos distributivos, en los cuales se cumple que
aV(bAc) = (aVb)A(aVc)ytambién aN(bVe) = (aAb)V (aAc) para cada terna a, b, c
en el reticulo. Sin embargo, estas igualdades son equivalentes, por lo que en la prictica, es

suficiente demostrar solo una de las dos para determinar si un reticulo es distributivo o no.

(5) Un elemento a de un reticulo L se dice que es compacto, si para cualquier subconjunto
A={x;|je J}delL tal que\/ A existe en Ly también a < \/ A, existe B C A finito
de manera que a < \/ B. La observacion 2.2.6 ilustra a manera de ejemplo cudles son los

elementos compactos del reticulo de ideales de una MV-dlgebra.

Ejemplo 1.1.6. Para todo conjunto X, se tiene que (P(X),U,N) es un reticulo distributivo,
ademds de ser un O-reticulo dado que () es el elemento minimo.

Naturalmente, se introducen las funciones que conservan la estructura de reticulo, las

cuales son conocidas como homomorfismos de reticulos.

Definicion 1.1.7. Dados dos reticulos (L1,Vr,,Ar,), (L2,ViL,,ALy), una funcion
[+ L1 — Ly se dice que es un homomorfismo de reticulos, si para cada a,b € Ly, se

tiene que:
(i) flaV, b) = f(a) Vi, f(b).
(ii) f(aAr, b) = f(a) AL, f(D).

Si Ly y Lo son reticulos considerados como posets, entonces una funcion f : L1 — Lo es un

homomorfismo de reticulos si a <y, bimplica f(a) <r, f(b).

Si f es inyectivo (sobreyectivo), se denomina monomorfismo (epimorfismo) de reticulos. En el
caso en que f sea una biyeccion, es un isomorfismo, los reticulos L y M se dicen isomorfos y se
escribe L = M.

Cuando no haya lugar a ambigiiedades, se omitiran los subindices de las operaciones y

del orden.

Ejemplo 1.1.8. Los conjuntos L = {a,b} y M = {c,d, e}, ordenados como a < b mientras que
c < d < e, son muestra de O-reticulos. Ademds, es inmediato que la funcién f : L — M definida

como f(a) =d, f(b) = e es un homomorfismo de reticulos.

Como puede evidenciarse en el Ejemplo 1.1.8, un homomorfismo entre 0O-reticulos no
siempre preserva el elemento minimo, lo cual si ocurre en el caso del elemento neutro
en los homomorfismo de grupos. En general, si un homomorfismo f : L — M entre

O-reticulos satisface f (0r,) = 0ps, entonces f se denomina 0-homomorfismo.

15



CAPITULO 1. PRELIMINARES

Definicién 1.1.9. Un homomorfismo f : Ly — Lo entre join-semireticulos es una funcion tal
que f(aVvb) = f(a)V f(b) para cada par a,b € L1,y es cerrado, si para cualesquiera ag, a1 € Ly
y b € Ly de manera que f(ao) < f(a1) Vb, existe x € Ly que cumple agp < a1 Vzy f(x) < b.

Note que la condicién de ser cerrrado el homomorfismo entre join-semireticulos f puede

reescribirse como:

Siap,a1 € L1y b € Ly de manera que f(ap) V f(a1) Vb= f(a1) VD,
entonces existe x € Ly de manera que apV a1 Ve =aVz y f(x)Vb=h.

Esto indica que, intuitivamente, siempre que se tenga una relaciéon entre las imégenes
bajo f de dos elementos del dominio y un elemento del codominio, dada por la igualdad
f(ao) V f(a1) Vb= f(a1) V b, se puede encontrar un elemento en el dominio que permi-
ta mantener una relacién similar dentro del dominio mismo. Especificamente, se puede
encontrar un elemento = de manera que la combinacién ag V a1 V x se reduzca a a; V .
Ademas, se garantiza que b sea mayor o igual a la imagen de este elemento x bajo f. En
otras palabras, no solo se encuentra un elemento que mantiene la relaciéon deseada en el

dominio, sino que también se asegura que su imagen no exceda el valor b en el codominio.

Ejemplos de homomorfismos entre join-semireticulos se presentan en los ejemplos 2.8.7
y 3.6.5.

En los reticulos se presentan ciertos subconjuntos que tienen algunas caracteristicas in-

teresantes, tal es el caso de los subreticulos e ideales.

Definicién 1.1.10. Sea L un reticulo. Un conjunto I C L se dice que es un subreticulo si

aV b,a ANb € I para cualquier par a,b € I. Por otra parte, I se denomina ideal si satisface:
(i) Siae L,be Iya<b, entoncesa € I.
(ii) Sia,b e I, entoncesa Vb e I.

Ademds, se dice que el ideal I es primo, si dados a,b € L,a Nb € I implicaa € T ob € I.
La coleccion de los ideales primos de L se conoce como el espectro primo de L y se denota por

Spec(L).
Note que todo ideal de un reticulo es también subreticulo, pero la afirmacién reciproca

no siempre es cierta, como se expone en el Ejemplo 1.1.13.

Ejemplo 1.1.11. Dado un grupo G, el conjunto S(G) de todos los subgrupos de G es un reticulo
donde para cada H, K € S(G) se tiene que

H\/S(G)K: <HUK>, HAs(G)K:HﬁK

16
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donde (H U K) denota el subgrupo generado por H U K, el cual es el menor subgrupo que lo
contiene. Por otra parte, el conjunto N(G) de todos los subgrupos normales de G también es un

reticulo, con las operaciones definidas como:
N1 \/N(G) Ny := N1 Ny = {n1n2 | n1 € Ny, ng € NQ}, Ny /\N(G) Ny := N1 N Ns.

Es evidente que las operaciones \s(a) Y An(q) coinciden sobre N (G) y no es dificil ver que ocurre

lo mismo con las operaciones V gy y V n(a)- De esta manera, se tiene que N (G) es un subreticulo

de S(G).

Ejemplo 1.1.12. Para cada reticulo L y a € L, el conjunto I, := {b € L | b < a} es un ideal de
L. En particular, estos tipos de ideales corresponden a los ideales principales de L, esto es, 1, es el

menor ideal de L que contiene al elemento a.

Ejemplo 1.1.13. En el reticulo L = {a,b,c,d} con a < b < dy también a < ¢ < d, sin
ser comparables b y c, se tiene que L posee 16 subconjuntos y una revision rapida muestra que

solamente 5 de estos, son ideales primos de L. Especificamente,

Spec(L) = {0,{a},{a,b},{a,c}, L}.

Adicional a esto, observe que L' := {a, b, d} es un subreticulo de L, pero no es un ideal puesto que
c<dycg¢lL.

Definicién 1.1.14. Dado un reticulo (L,V, \), una relacion de equivalencia ~ sobre L se dice
que es una congruencia si para cualesquiera a,b, c,d € L que satisfacen a ~ by c ~ d, se tiene
que (aV ¢) ~ (bV d)y también (a A c) ~ (bAd).

Dada una congruencia ~ sobre un reticulo (L, V, Ar), el conjunto L/~ := {[a] | a € L}
de clases de equivalencia también es un reticulo, donde las operaciones estdn definidas

como:
la] Vi)~ [b] :==[a VL b], y [a] Apj~ [b] == [a AL D).

Cuando no se presentan ambigiiedades, es usual omitir los subindices.

El siguiente teorema es una version para reticulos de un resultado fundamental que se

presenta en diversas estructuras algebraicas.

Teorema 1.1.15. (Primer teorema de isomorfismos para reticulos) Si f : L — M es un
homomorfismo de reticulos, entonces el conjunto ker(f) := {(a,b) € L x L | f(a) = f(b)}
determina una congruencia ~ sobre L y la funcion ¢ : L/~— Im(f) con ¢([a]) := f(a) es un

isomorfismo de reticulos.
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L/~
( En este caso, w denota el epimorfismo de reticulos definido como m(a) = [a].)

Demostracién. Es facil ver que la relacion ~ es una relacién de equivalencia, mientras que
para cualesquiera a,b,c,d € L con a ~ by también ¢ ~ d, se tiene que f(a) = f(b)
y f(c¢) = f(d), de donde f(a VvV b) = f(a) V f(b) = f(c) V f(d) = f(cV d)y asu vez,
flanbd) = f(a)A f(b) = f(c)A f(d) = f(cAd),lo que significa que (a V b) ~ (cV d)y que

(a Ab) ~ (¢ Ad), porlo que ~ es una congruencia sobre L.

En segundo lugar, para cada par a, b de elementos en L con [a] = [b] en A/~, se obtiene

que ¢([a]) = f(a) = f(b) = ¢([b]), por lo que ¢ estd bien definida. Ademas,

p(lal v [B]) = ¢(la Vb)) = flaVb) = f(a) V f(b) = @(la]) vV e ([b]),

y también,

p(lal A [B]) = e(la A b)) = flanb) = fla) A f(b) = @(lal) A e((b]),

de donde ¢ es un homomorfismo de reticulos. Adicional a esto, si ¢([a]) = ¢([b]), enton-
ces f(a) = f(b) yasuveza ~ b, porlo que [a] = [b] en A/~ y ¢ es inyectiva. Por tltimo,
para cada b € Im(f), existe a € L de manera que b = f(a) = ¢([a]), lo que hace a ¢ una

funcién sobreyectiva.

Por lo tanto, la funcién ¢ es un isomorfismo de reticulos y L/~ = Im( f). O

Para un estudio mas detallado de la teoria de reticulos, consulte [9] y [6].

1.2. Topologia

Es bien sabido que la topologia es una rama de las matematicas, independiente del alge-
bra abstracta. Sin embargo, esto no implica que estas dos estén completamente aisladas.
Por ejemplo, la topologia se conecta con el campo de las ecuaciones diferenciales garanti-
zando la existencia de soluciones mediante teoremas de punto fijo; en el drea del analisis,

permite estudiar la continuidad y compacidad de funciones; y en algebra, se relaciona
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con estructuras como los grupos topolégicos. Precisamente, lo que se realizard posterior-
mente es caracterizar ciertos subconjuntos de las MV-algebras y de los I-grupos, que son

estructuras propias del dlgebra, pero desde una perspectiva topoldgica.
Definicién 1.2.1. Una topologia sobre un conjunto X es una coleccion v C P(X) que cumple:
(i) 0, X €.

(ii) Si{A; | i € I} es una familia arbitraria en T, entonces | A; € 7.
icl

(iii) Si A, B € 1, entonces ANB € .

Elpar (X, ) se denomina espacio topoldgico, mientras que los elementos de X y T son llamados

puntos y conjuntos abiertos, respectivamente. Un conjunto A C X es cerrado si A° € T.

Ejemplo 1.2.2. Dado cualquier conjunto X, la coleccién Ty := {0, X } se conoce como topologia
trivial, mientras que T := P(X) se denomina topologia discreta. Evidentemente, (X, 1) y
(X, 72) poseen el mismo conjunto subyacente, pero son espacios topolégicos diferentes.

Habiendo introducido la nocién de espacio topoldgico, es relevante considerar aplicacio-
nes entre estos espacios que conserven su estructura, al igual que ocurre con los grupos

y los homomorfismos de grupos.

Definicién 1.2.3. Una funcion entre espacios topolégicos f : (X, 7) — (X', 7’) se dice que es

continua si para cada U € 7' se tiene que f~1(U) :={x € X | f(x) e U} € 7.

Se puede observar facilmente que cualquier funcién entre espacios topoldgicos es con-
tinua cuando el dominio tiene la topologia discreta. De igual forma, una funcién sera

continua si el codominio tiene la topologia trivial.

Dado cualquier espacio topoldgico, es posible encontrar un subconjunto de la topologia,
de tal manera que cada conjunto abierto puede ser construido utilizando elementos del

primero. Formalmente, esto se conoce como base de la topologia.

Definicion 1.2.4. Sea (X, ) un espacio topolégico. Un conjunto B C T es una base para 7, si

paracada A € 7, A= \J Bj para algunos B; € B.
JjeJ

Ejemplo 1.2.5. El conjunto B = {{z} | x € X} U{(} es una base para la topologia discreta. Por
otre parte, es inmediato que para cada espacio topoldgico (X, T), se tiene que T es una base para si

misma.
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Ejemplo 1.2.6. Para cada n € N, la coleccién de bolas abiertas
B(x):={y e R": |x -yl < €},

forma una base para la topologia usual T en R"™. En particular, para cualquier subconjunto A de
R™, se puede dotar a A de la topologia inducida (también llamada usual) por el espacio (R™, ),
donde los conjuntos abiertos en A son precisamente las intersecciones ANU, con U siendo abierto
en R™.

Definicion 1.2.7. Sea (X, 7) un espacio topolégico, v € X y A C X.

» Un conjunto U C X se denomina vecindad de x y se denota como U (z), si contiene un

conjunto abierto del cual x es un elemento.
» El punto x se dice adherente a A si cada vecindad de x contiene al menos un punto de A.

» Elconjunto A = {x € X | VU(x),U(x) N A # 0} de todos los puntos de X adherentes a

A es llamado la clausura de A (también conocida como la adherencia de A).

» A se dice compacto, si A C \J{U; € 7| i € I} implica A C \J{U; € 7| j € J} para
algiin J C [ finito.

Proposicion 1.2.8. Sea (X, 7) un espacio topolégico.

(i) Paracada A C X, se tiene que A es el menor subconjunto cerrado de X que contienea A, es
decir, corresponde a la interseccion de todos los subconjuntos cerrados de X que contienen
aA.

(ii) El interior de A, definido como int(A) := |J{U C A | U € 7}, es el mayor conjunto

abierto contenido en A.

Las siguientes definiciones son de suma importancia, ya que méas adelante se vera detalla-
damente que los espectros primos de las MV-dlgebras y de los [-grupos abelianos cumplen

estas propiedades.

Definicion 1.2.9. Dado un espacio topolégico (X, ), se denota como K(X) a la coleccion de los
subconjuntos de X que son abiertos y compactos a la vez, el cual es un reticulo con el orden usual

de conjuntos.

Definicién 1.2.10. Sea (X, 7) un espacio topoldgico, se dice que X es sobrio, si cada subcon-
junto no vacio, que sea cerrado e irreducible (que no puede descomponerse como unién de dos

subconjuntos propios y cerrados), corresponde a la clausura de un conjunto unitario.
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Definicion 1.2.11. Un espacio topolégico (X, T) se dice que es Ty, si para cada par de puntos

distintos x,y € X, existe un subconjunto abierto U de X que contiene a un punto y al otro no.

X

El concepto que sigue reune las nociones mencionadas anteriormente.

Definicién 1.2.12. Un espacio topoldgico (X, ) es llamado espectral, si satisface las siguientes

condiciones:
(i) La coleccion K(X) es una base para la topologia y es cerrada bajo intersecciones finitas.
(ii) X es Ty.
(iii) X es sobrio.
(iv) X es compacto.

Si (X, ) cumple (i), (ii) y (iii), se denomina espacio espectral generalizado.

Ejemplo 1.2.13. Sea X = {a,b}y 7 = {0,{b}, X'}, el par (X, ) es conocido como el Espacio de
Sierpinski, en honor al matemdtico Wactaw Sierpinski, quien contribuyé en gran medida en teoria

de conjuntos, teoria de niimeros y topologia. Observe que este espacio es espectral.

En efecto, la finitud de X implica que todo subconjunto de este es compacto, lo que conlleva a que
X es compacto y que K(X) = 7 es base para si misma, que ademds es cerrada bajo intersecciones
finitas. Adicional a esto, X es Tq puesto que {b} € 7 es tal que b € {b} y a ¢ {b}. Por tiltimo,
note que los conjuntos cerrados en X son (), {a} y X, los cuales son evidentemente irreducibles,
en donde {a} = {a} y X = {b}, lo cual indica que X es sobrio. De acuerdo a todo lo anterior, se

concluye que el Espacio de Sierpinski es un espacio espectral.

Ejemplo 1.2.14. Es posible generalizar el Espacio de Sierpinski de la siguiente manera:

Para cada n € 7%, considérese (Y, ) como el espacio topologico con Y = {x1,xa,...,2p} Y
Q={0,Y}u{U C Y| x, € U}. Andlogamente al Ejemplo 1.2.13, la finitud de Y implica que
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el espacio es compacto y que K(Y) = Q es una base para st misma, cerrada bajo intersecciones
finitas. Sumado a esto, para cada par de puntos distintos z;,x; € Y se tiene que {x;,xn} € Q

satisface que x; € {x;, xpn} y x; & {x;, xn}, por lo que Y es un espacio Ty.

Por otra parte, los conjuntos cerrados en'Y son (), Y y cualquier subconjunto de’Y” que no contenga
a al punto x,,. Una evaluacion rapida muestra que los tinicos subconjuntos no vacios, cerrados e
irreducibles de Y, son precisamente Y y los conjuntos unitarios {x,,} param = 1,2,....,n — 1,
Yy a su vez se tiene que {x, } = {zm} yqueY = {z}, lo que hace a Y un espacio sobrio. De esta

manera, se concluye finalmente que Y es un espacio espectral.

Para profundizar en los conceptos de topologia, puede consultarse [7], [15] y [27]. Ademés,
[29] muestra una representacion topoldgica de un caso especial de reticulos, lo que evi-

dencia las conexiones entre la topologia y otras ramas de las matematicas.

1.3. Categorias

Las categorias, un concepto matematico introducido en el siglo pasado, representan una
herramienta innovadora ya que ofrecen una perspectiva distinta al enfoque tradicional
basado en conjuntos, al proporcionar un marco para entender la estructura y las conexio-
nes entre diferentes objetos matematicos. Particularmente, aunque las MV-dlgebras y los
l-grupos son estructuras algebraicas independientes, presentan conexiones interesantes
y gracias a la teoria de categorias se puede afirmar que estas estructuras son realmente

similares.
Definicién 1.3.1. Una categoria C consiste de
= una coleccion obj(C) de objetos,

» para cada par de objetos A, B en obj(C), una coleccion Hom¢ (A, B) de morfismos de A a
B, denotados como f : A — Bo A i> B, de tal manera que para cualquier C en obj(C),

existe una asignacion
Home (B, C) x Home (A, B) — Home (A, C)
(9, f) —  gof,
llamada composicion, sujeta a dos axiomas:

(i) Identidad: Para cada objeto A en C, existe un morfismo 14 € Home (A, A) tal que
si B, C son otros objetos en C y f € Home(B,A), g € Homc(A,C), se tiene que
laof=fygela=g
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(ii) Asociatividad: Si A, B, C, D son objetos en C, f € Hom¢(A, B), g € Home(B,C)y
h € Hom¢(C, D), entonces ho (go f) = (hog)o f.

En una categoria C, si se tienen los morfismos:

A—L B
ZJ hg
¢ ——FD

se dice que el diagrama conmutasigo f = hoi.
Ejemplo 1.3.2.
(1) SET es la categoria cuyos objetos son conjuntos y los morfismos son funciones.
(2) Grp es la categoria cuyos objetos son grupos y los morfismos son homomorfismos de grupos.

(3) Ring es la categoria cuyos objetos son anillos unitarios y los morfismos son precisamente

homomorfismos de anillos.

(4) Top es la categoria cuyos objetos son espacios topoldgicos y los morfismos corresponden a

las funciones continuas.

(5) POSET es la categoria cuyos objetos son conjuntos parcialmente ordenados y los morfis-

mos son funciones que preservan el orden.

(6) Vecty es la categoria cuyos objetos son K-espacios vectoriales y los morfismos son trans-

formaciones lineales.

Es importante destacar que no todos los objetos en las categorias deben ser estrictamente

conjuntos, como se puede evidenciar en los siguientes ejemplos.

Ejemplo 1.3.3. Dado un grupo G, se construye una categoria C, donde el tinico objeto es preci-
samente G, mientras que Home (G, G) := G, es decir que los morfismos son los elementos de G.

El morfismo identidad es el elemento neutro e y la composicion de morfismos estd dada asi:

Hom¢(G, G) x Home (G, G) — Home (G, G)

(a,b) —  ab.
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Ejemplo 1.3.4. Si (P, <) es un poset, se construye la categoria C donde obj(C) = Py para cada

par a,b € P, se considera

0, si a,bmno son comparables,
Home(a,b) := § {fap}, si a<b,
{fb,a}; si b S a.
Como a < a para cada a € P, se tiene que Home(a,a) = {fa,a} ¥ 1o := fa,a- La composicion se

deriva de la transitividad de <, en efecto,
Homg (b, ¢) x Homeg(a,b) — Homg(a, c)

(fb,cv fa,b) — fa,c .

Ejemplo 1.3.5. Sea R un anillo con identidad, Mat g es la categoria cuyos objetos son los niime-

ros enteros positivos, y para cada m,n € 77,
Homwpat,, (n, m) := {A | A es una matriz de tamafio m x n con entradas en R}.

Para cada n € 7, el morfismo identidad 1,, corresponde a la matriz identidad I,, y note que la

composicion de morfismos se define como la multiplicacion usual de matrices.

Homwtat, (m, n) x Homupat, (I, m) —  Homimag, (1, 1)

(A, B) — BA.

Ejemplo 1.3.6. Dada una categoria C, existe una categoria asociada a C, denominada categoria
dual (también llamada opuesta) y denotada por C°P, la cual consiste en los mismos objetos que C
y los morfismos en C°P se obtienen al invertir los morfismos en C. Estoes, si f : A — B es un
morfismo en C, entonces formalmente f° : B — A es un morfismo en C°P. (La inversion se rea-
liza de manera formal y no se refiere al sentido usual, puesto que los morfismos no necesariamente

son biyectivos.)

Ejemplo 1.3.7. Si C es una categoria, se define una categoria D cuyos objetos son todos los
morfismosen C. Si f : A — By g : C — D son motrfismos en C, entonces Homp(f, g) se
compone de todos los pares («, 3), donde o« : A — C'y  : B — D son morfismos en C de

manera que el siguiente diagrama conmuta.

A—7 B
a hﬁ
CﬁD
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El morfismo identidad 1y € Homp(f, f) es 14 := (14, 1R), y la composicién estd dada por:

Homp(G,G) x Homp(G,G) — Homp(G, Q)
((a, 8), (7,9)) — (aon,f00).

Asi como se han observado los homomorfismos entre reticulos, que son funciones que
preservan el orden, o las funciones continuas entre espacios topolégicos, que mantienen
la estructura topoldgica, es natural investigar si existen formas de preservar la estructura
de una categoria al mapearla a otra. Para abordar esta cuestion, se introduce el concepto
de funtor, una herramienta fundamental en teoria de categorias que permite formalizar

y analizar los mapeos entre estas.

Definicién 1.3.8. Sean C,D dos categorias. Un funtor covariante F' : C — D, también

denotado como C i> D, es una aplicacion tal que,
(i) asigna a cada A € obj(C) un tinico objeto F'(A) en D,

(ii) para cada par A, B € obj(C) y un morfismo f € Homc(A, B), se tiene un tinico morfismo
F(f) € Homp(F(A), F(B)),

y que satisface los siguientes axiomas:
(a) Para cada objeto A en C, se tiene que F'(14) = 1p(y).
) SiA-Ls B2 Cson morfismos en C, entonces F'(g o f) = F(g) o F(f).

Por otra parte, una aplicacion F : C — D se denomina funtor contravariante, si representa

un funtor covariante de la categoria C a la categoria DP.

Un ejemplo sencillo de un funtor es el funtor identidad 1¢, que acttia como la funcién
identidad sobre objetos y morfismos. Note también que la composicién de funtores tam-
bién es un funtor. A lo largo del trabajo, serdn presentados otros ejemplos de funtores de

manera mas precisa.

F
Definicién 1.3.9. Dados dos funtores C ——= D , una transformacion natural o es una
G

aplicacién que asigna a cada objeto A de C un morfismo F(A) —2

para cada morfismo A RN , el siguiente diagrama conmuta.

G(A), de tal manera que
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G(A) — g GA)

Si ay es un isomorfismo para cada A € obj(C), se dice que o es un isomorfismo natural, que

F, G son naturalmente isomorfos y se denota como F' = G.

Las transformaciones naturales permiten establecer un mapeo coherente entre las accio-
nes de los funtores en diferentes categorias. Fundamentalmente, capturan cémo los fun-
tores interacttian de manera consistente con la estructura de los objetos y morfismos de

las categorias correspondientes.

Ejemplo 1.3.10. Considere la categoria Vect i del Ejemplo 1.3.2 y el par de funtores covariantes

1Vect
Vect ﬁ Vectg,
F

donde F es tal que F'(V') = V** indica el espacio dual del correspondiente espacio dual del espacio

vectorial V', esto es:

V*:={T:V — K | T es transformacién lineal},

V** = {T:V* — K | T es transformacion lineal},

mientras que para cada morfismo T : V. — W en Vecty, el morfismo F(T) : F(V) — F(W)
es construido de la siguiente manera:

1. Sedefine T* : W* — V* como T*(¢) :== ¢ o T,
2. Asimismo, se establece T** : V** — W** como T**(p) := ¢ o T™*.
3. Setoma F(T) = T*".

Se quiere mostrar que los funtores lvecty, ¥ F' son naturalmente isomorfos. Para ello, asignese
a cada K-espacio vectorial V, el mapeo lvectyx (V) v, F(V) ,estoes, V Vv de
manera que vy (v) : V* — K es tal que ay (v)(¢) := ¢p(v), para cada v € V.

» Siv = wenV,entonces ¢p(v) = ¢(w) para toda transformacion lineal ¢ € V*, lo que

significa que ay (v) = ay (w) y ast, vy estd bien definida.
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» Sean v,w € V que satisfacen oy (v) = ay(w), entonces para cada ¢ € V* se sigue que

o(v) = [ay(v)](¢) = [av(w)](¢) = ¢p(w), y puesto que v # w en V implica la existencia
de una transformacion lineal f tal que f(v) # f(w), la afirmacién contrarreciproca indica

que v = w. Asi, oy es inyectiva.

» Sea ¢ € V**, basta con tomar v € V de manera que para cada ¢ € V* se satisfaga

(@) = ¢(v), pues esto conlleva a que p = oy (v) y por ende, vy es sobreyectiva.

» Para cada par v,w € V y X € K, se tiene que oy (Av + w) : V* — K es tal que

[av (Av +w)](9) = ¢(Av + w)
= A¢(v) + o(w)
= Alav (0))(¢) + [av (w)](¢)
= [Aay (v) + av (w)](¢),
para cada ¢ € V*, teniendo en cuenta la linealidad de ¢ y que cvy (v) y ooy (w) pertenencen

al K-espacio vectorial V**. Asi, ooy es una transformacion lineal y por ser biyectiva, es un

isomorfismo.

. . T . . .
Ahora bien, note que para cada morfismo V. —— W, , el siquiente diagrama conmuta.

v—T  .w

F(V) i FOV)

En efecto, para cada v € V se tiene que (ayw o T)(v) : W* — K es tal que ¢ — ¢(T(v)),
y también (F(T') o ay)(v) = F(T)(ay(v)) = ay(v) o T* estd definida de W* a K, con
¢+ (poT)(v). Luego, F(T) oy = apy o T..

De esta manera, se ha demostrado que « es un isomorfismo natural y que los funtores lvecty, Y F

son naturalmente isomorfos.

F
Definicién 1.3.11. Dos categorias C y D se dicen equivalentes, si existen funtores C *HT D

de manera que G o F' = 1¢ y también F o G = 1p. En este caso, tanto F' como G se denominan

equivalencias.

Cuando se habla de que dos partes son idénticas, es importante tener presente qué son

realmente.
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» La nocién correcta para indicar que dos elementos de un objeto en una categoria

son el mismo, es la igualdad. Por ejemplo, @ = a en el objeto {a, b, c} en SET.

» Para mencionar que dos objetos en una categoria coinciden, se emplea el concepto
de isomorfismo. Este es el caso en la categoria Grp, donde el grupo aditivo Z es

isomorfo a todo grupo ciclico infinito.

» Dos funtores entre categorias son esencialmente iguales cuando se tiene un isomor-

fismo natural entre ellos, como se evidencia en el Ejemplo 1.3.10, donde F' = 1yecty -

» La equivalencia entre categorias sirve para expresar que son lo mismo. El Teore-
ma 4.3.6 establece que las MV-algebras y los I-grupos abelianos con unidad fuerte,

representan los mismos objetos matematicos.

Para explorar los conceptos de teoria de categorias y obtener una visién mas amplia, se
pueden consultar [20], [21] y [28].
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Capitulo 2
MV-dlgebras

En este capitulo se introduce el concepto de MV-algebra, también conocida como algebra
multivaluada. Esta es un tipo de estructura que nacié como la contraparte algebraica de
la 16gica multivaluada, de la misma manera en que las dlgebras booleanas lo fueron ini-
cialmente para la l6gica cldsica bivaluada, y fueron definidas en [10] en el afio 1958 por
el matemético Chen Chung Chang, quien se destacé por sus contribuciones a la teorfa de
modelos. En la teoria de conjuntos fuzzy, las dlgebras multivaluadas son importantes, ya

que sirven para definir el grado de pertenencia de cada elemento a un conjunto.

A continuacién, se exponen algunas propiedades que cumplen las MV-élgebras, la es-
tructura de reticulo que pueden adoptar, los ideales que poseen, similar a los anillos en
matematicas, y se profundiza en el conjunto de los ideales primos de una algebra multi-
valuada, conocido como el espectro primo. Se describe detalladamente la construccién de

una cierta topologia para este tiltimo y se enuncia la caracterizacion topoldgica que posee.
Los conceptos basicos de la teoria de MV-dlgebras, presentados en este capitulo, se pue-
den consultar en [11].

Definicién 2.0.1. Una MV-dlgebra (A, ®,—,0), o simplemente A, es un conjunto junto con
dos operaciones ® : A x A — A, - : A — Ay 0 una constante, que cumple las siguientes

propiedades para cualesquiera a,b € A:
(i) (A, ®,0) es un monoide abeliano,
(i) a ® -0 = -0,
(iii) —(—a) = a,
(iv) a®—(a®-b) =bd—(bd —a).
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Ls operaciones @ y — se denominardn suma y negacion, respectivamente. La condiciéon
(iv), aunque es menos clara que las demds, es fundamental para demostrar ciertas propie-
dades en una MV-dlgebra y garantizara que la operacién V, que se definird més adelante,

sea conmutativa.

Ejemplo 2.0.2. Considérese el conjunto [0,1] C R, junto con las operaciones definidas como

a®b:=min{a+0b,1}, -a:=1-a, 0:=0.

Claramente a & b = min{a + b,1} = min{b+ a,1} = b @ a para todo a,b € |0, 1], y también
a® 0 =min{a+ 0,1} = min{a, 1} = a. Para probar que & cumple la propiedad asociativa, se

deben analizar cuatro casos.

" Sia@b=min{a+b,1} =a+by bdc=min{b+c,1} = b+ ¢, entonces

(a®b) ® c=min{min{a+b,1} + ¢, 1}
=min{a+b+c, 1}
= min{a + min{b+¢,1},1}
=a® (b® ).

m Sia®b=1=0b® ¢, entonces

(a®b) ®c=min{min{a+0,1} + ¢, 1}
=min{l +¢, 1}
=1
=min{a +1,1}
= min{a + min{b+¢,1},1}
=a® (bdc).

" Sia®b=a+bybdc=1<b+centoncesl <a+1<a+b+cyasi,
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(a®b) ® c=min{min{a+b,1} + ¢, 1}
=min{a+b+c,1}
=1
=min{a + 1,1}
= min{a + min{b+¢,1},1}
=a® (bdo).

s Sia®db=1<a+bybdc=b+centoncesl <l+c<a+b+cyasi,

(a®b) ®c=min{min{a+0,1} + ¢, 1}
=min{l +¢,1}
=1
=min{a+b+c,1}
= min{a + min{b+¢,1},1}
=a® (bdc).

De esta manera, (a®b) ®c = a® (b® ¢) para cualesquiera a, b, c € [0, 1], por lo que ([0, 1], B, 0)
es un monoide abeliano.

Ademds, dado a € [0, 1], se tiene que ~(—a) =1 ——=(a) =1—-(1—a)=a, 0=1-0=1y
a®—-0 = min{a+1,1} = 1 = =0. Por tiltimo, observe que para cualquier tripla z,y, z € [0, 1] se
tiene que x + min{y, z} = min{z + y, x + =}, puesto que si se asume sin pérdida de generalidad
que y < z,sesique que x +y = = + min{y,z} yasuvez, x +y < x + z implica que

min{x + z,y + z} = = + y = x + min{y, z}. Teniendo en cuenta esto, resulta:
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a®—(a®-b)=a®[l—(ad D)
=a®[l1—(a®(1-0))]
=min{a +1—min{a+1-10,1},1}
=min{—[—a— 1+ min{a+1—b,1}],1}
=min{—-min{(—a—1)+a+1-0b,(—a—1)+1},1}
= min{— min{—b, —a}, 1}
= min{— min{—a, —b}, 1}
=min{-min{(-b—-1)+b+1—a,(-b—1)+1},1}
=min{—-[-b—1+min{b+1—a,1}],1}
=min{b+1—min{b+1—a,l},1}
=ba[1-b0&(1—-a)]
=08 [1— (b® —a)]
=b® (b® —a).

Por lo tanto, se concluye que [0, 1] es un dlgebra multivaluada.

La MV-algebra del Ejemplo 2.0.2 se conoce como la MV-dlgebra estandar y es considera-

da la mas importante debido a las consecuencias que se derivan del siguiente resultado.

Teorema 2.0.3. (Teorema de completitud de Chang) En la l6gica de Lukasiewicz (o multiva-
luada), una férmula o es semdnticamente vilida si y solo si es sintdcticamente derivable. Es decir,
una férmula o es verdadera en todos los modelos, si y solo si puede ser derivada mediante las reglas

del sistema deductivo de la 16gica de Lukasiewicz.

Demostracion. La prueba se presenta en [10], donde el teorema constituye el objetivo més

importante de dicho articulo. O

Este teorema muestra que el sistema formal de la l6gica de Lukasiewicz es completo, lo
que significa que no hay férmulas que sean verdaderas en todos los modelos pero que
no puedan ser derivadas formalmente. En adicién, dado que los modelos algebraicos
para la l6gica de Lukasiewicz son las dlgebras multivaluadas, las férmulas se interpretan
como propiedades que se satisfacen en el contexto algebraico, y puesto que la MV-algebra
[0, 1] acttia como el conjunto de posibles valores de verdad para las proposiciones en esta
l6gica, se deduce que una propiedad es valida en cualquier MV-dlgebra si y solo si es

véalida en la MV-algebra estandar.
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Ejemplo 2.0.4. Si X es un conjunto no vacio y A es una MV-dlgebra, entonces AX también es

una MV-dlgebra con las operaciones definidas puntualmente, es decir que para f © gy —f se tiene

que (f & g)(x) :== f(z) ® g(x), (=f)(z) == ~f(z) y 0es la funcién constante igual a 0.

Sean f,g,h € AX. Para cada z € X,

(f@g)®h)(x) = (f®g)(x)® h(x)
[f(x) @ g(x)] @ h(z)

) ® [g(x) © h(z)]
z) © (9 @ h)(x)
= (fe(goh) (),

I
I

enotando por 0 € AX a la funcion constante igual a 0,
f(x)® 0= f(x),dedonde f & 0= fy como también

f(x) = (9 ® f)(x), significaque f S g =g & fyasi,

porloque (f®g)®h=f®&(gdh).D
se tiene que (f @ 0)(z) = f(z) ® 0(x)
(feg)(x) = flz)®g(z) = g(z) ®

(AX, @, 0) es un monoide abeliano.

Por otra parte, =(—f) = f puesto que (=(—f))(x) = =(=f)(x) = =(=f(z)) = f(z) para cada
e X, y(fe-0)(z)=f(z)® (20)(x) = f(x) ®-0(z) = f(z) -0 = -0 = —0(z) implica
f @ —0 = —0. Por 1iltimo,

[f &~ (f&-g)l@) = f(z)®[~(f&g)(z)]
= f(z) & ~[(f & ~g)(2)]
= f(z) @ ~[f(z) & (—g)(z)]
= f(z) ® -[f(2) ® —g(v)]
= g(z) @ ~[g(z) © ~ f(2)]
= g(z) & ~[g(z) & (=f)(z)]
= g(z) ® (g & ~f)(z)]
= g(z) ® [~(9 & ~f)(z)]
=[g®-(g®~f)l(z),

asi que f © —(f ® —g) = g ® —(g ® —f). Esto concluye la verificacion de que A~ es un dlgebra
multivaluada.

En particular, dado cualquier conjunto X # (), se tiene que
0,1 := {f: X — [0,1] | f es funcién}
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es una MV-élgebra que se relaciona fuertemente con la teorfa de conjuntos fuzzy, pues
cada funcién f € [0,1]% determina el grado de pertenencia de un elemento z € X en el

conjunto fuzzy (X, f), el cual puede pertenecer o no, parcial o totalmente.

Para el siguiente ejemplo, note que si a, b € R, entonces

min{a,b} = a+b—2|a—b]7

ya que si a < b, implica que a — b < 0, de donde
at+b—la—b a+b—(—(a—b) a+bta—-b 2a

5 5 = 5 5 =a= min{a, b},

mientras que si b < a, resulta 0 < a — b, por lo que

atb—Ja—b a+b—(a—D) :“+b_a+b:27b:b:mfn{a,b}.
9 2 2 2

Ejemplo 2.0.5. Sea X un espacio topolégico y [0, 1] C R con la topologia usual. Consideremos
C(X):={f: X —[0,1]| f es una funcion continua} C [0,1]*.

La funcion 0 constante igual a 0 pertenece a C(X) dado que toda funcién constante es continua,

e igualmente para la funcién 1 constante igual a 1. Por otro lado, si f, g € C(X), tenemos que

fl) +g(x) +1—|f(x) +g(x) - 1|7

(f & 9)x) = .

por lo que f @ g también es continua por ser composicion de funciones continuasy f@®g € C(X).
Por ultimo, ~f = 1 — f es una funcién continua por ser una combinacion lineal de funciones
continuas, asi que ~f € C(X). De esta manera, se concluye que C(X) es una subdlgebra de
[0, 1]X.

En una MV-élgebra, se definen auxiliarmente la constante 1 := -0 y las operaciones bi-
narias ®, 6 dadas por a ® b := =(-a ® —b) y a © b := a ® —b, las cuales se denominan

producto y diferencia, respectivamente.

Proposicién 2.0.6. Si A es una MV-ilgebra, entonces para cualesquiera a, b, c € A,
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(i) =1 =0. (vi) —(a ®b) = —a & —b.

(i) a® —a =1 (vii) —(a ® b) = —a ® —b.

(iii) a® 1= a. (wiii) a® (~a®b) =bO (-bD a).
(iv) a®0=0. (ix) a®(boec)=(a®b)Oc
(v) a®—a=0. (x) a®b=0b0a.

Demostracion. Sean A una MV-dlgebray a,b,c € A.
(i) -1 =—=(=0) = 0.
(i) a®a=a®-0®a)=a@(-1®a)=—(-a®1)®-0=-0=1.
(i) a®1 = —(~a®-1) = ~(-a @ 0) = ~(-a) = a.
(iv) a®0=(-a®—0)=—(~a®1)=-1=0.
(V) a®-a==[-a®-(-a)]==(-ada)=-1=0.
(vi) =(a ®b) = —=[~(—a & —b)] = —a & —b.
(vil)) ~(a ®b) = ~[~(—a) ® ~(=b)] = —a © —b.

(viii) a® (ma®b) = —[-a D ~(—-aDb)]

—[-a @ (—(—a) © —b)]
a® (a® b))

[(b® —a) @ —b]

—(b®—a)®b

bo (b a).

[~

I
J

(ix) a®©boc)=—a®-(bOc)
=-a® (-b@ —c)
= (—a & —b) & ~¢
==(a®b) ®—c
=(a®b)Oc.

xX) a®@b==(-a®-b) =—(-bd-a)=>bOa.

Esto concluye la prueba.
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Definicién 2.0.7. Si A una MV-ilgebray B C A tal que
(i) 0 € B,
(ii) sia,b € B, entoncesa ® b € B,
(iii) si a € B, entonces ~a € B,

entonces B se denomina subdlgebra de A.

Observacién 2.0.8. Por la clausuratividad de las operaciones ®, — y debido a que 0 € B, Ia
subdlgebra B C A satisface los axiomas de la Definicion 2.0.1 y en consecuencia, también es una
MV-dlgebra.

Es facil ver que la interseccién de subalgebras de una MV-édlgebra A, también es una
subdlgebra de A. En ese sentido, para cada X C A, se define la subalgebra generada
por X como el conjunto sub(X) = (\{B € A | X C B, B essubdlgebrade A}, el cual
corresponde a la menor subalgebra que contiene a X. Esta nocién de subélgebra genera-
da por un subconjunto sera importante en la seccién de MV-dlgebras libres y funciones de
McNaughton.

Proposicién 2.0.9. Sea A una MV-ilgebra y ) # S C A. Definiendo Sy := S y de manera
inductiva Sp41 = S, U{-z |z € Sp}U{zdy | z,y € Sy} para cada n € N, se tiene que
sub(S) = U{Sn | n € N}.

Demostracion. Dado que Sy = S # 0, se sigue que S,, # () para cadan € Ny a su vez,
U{Sn | n € N} # 0. Luego, existe nN tal que = € S,, lo que implica que ~z € Sp4+1y
también 1 = 2 & -z € S, 19, de donde 0 = =1 € S,43. Asi, 0 € | J{S, | n € N}.

En segundo lugar, si a,b € [J{S, | n € N}, entonces existen m,n € N con m < n
sin pérdida de generalidad, de manera que a € S,,, mientras que b € S,,. De acuerdo
a la construccién recursiva, resulta S,, < S,, por lo que a € S, y por consiguiente,
a®be S € U{S, | n € N}. Asi mismo, considerando a € S, se obtiene que
—a € Spt1 € U{Sn | n € N}, lo que significa que | J{S, | n € N} es una subdlgebra
de A.

A continuacién, se verifica que sub(S) = (J{S, | n € N}.

Claramente, S = Sy C J{S, | n € N}, por lo que sub(S) C [J{Sn | » € N} por la

definicién de subélgebra. Reciprocamente, se procede por induccién sobre n para mostrar
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que S, € sub(S). Es inmediato que Sy = S C sub(S). Suponga ahora por hipétesis

inductiva que S;, C S para algtin k£ € N. Dado z € Si1, se deben analizar tres casos.
» Siz e Sk, entonces z € sub(S) por la hipétesis de induccién.

» Si z = -z para algin z € S, C S, entonces z = —x € sub(S) por ser una MV-

algebra.

» Siz = x @y para algunos z,y € Sj, andlogamente, se sigue que z,y € sub(S), de
donde z = z @ y € sub(S).

Como consecuencia, Si4; C sub(S), lo que implica que S,, C sub(S) para todon € Ny
por ende, [ J{S, | n € N} C sub(.S). Con esto, se concluye la prueba. O

Denotaremos en adelante Oa := 0, a® := 1, mientras que para cada n > 1, se definen

na:=a®(n—1aya" :=a®a" 1

Definicién 2.0.10. Un elemento a de una MV-dlgebra A se dice que tiene orden n y se escribe
ord(a) = n, si n es el menor niimero natural tal que na = 1. Si n existe, a se denomina de orden

finito y en caso contrario, se denota ord(a) = cc.

Ejemplo 2.0.11. En la MV-ilgebra estindar [0, 1], se tiene que ord(0) = oo y para cualquier
a # 0, el orden de a es finito debido a la propiedad arquimediana de los niimeros reales.

2.1. Estructura reticular de una MV-dlgebra

Se procede a construir una estructura de reticulo sobre cualquier dlgebra multivaluada,

utilizando para ello las operaciones definidas anteriormente y la siguiente proposicién.

Proposicién 2.1.1. Si A es una MV-dlgebray a,b € A, entonces las siguientes afirmaciones son

equivalentes.
(i) ~a®b=1
(ii) a ® —b=0.

(iii) b=a® (b ® —a).

(iv) Existec € Atal queb =a ® c.

(v) Existed € Atal quea =b®d.
Demostracion. Sea A una MV-algebray a,b € A.
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(i) = (i1) Si—a@®b=1,entonces 0 = =1 = =(-a P b) = =(—a @ —=(—b)) = a ® —b.
(13) = (tii) Sia® —b=0,sesiguequea® (b® —a) =b&H (a®—-b) =bH0=0.
(13i) = (iv) Tomando ¢ :=b® —a, es evidente que a dc=a® (b ® —a) =b.

(iv) = (v) Considerando d = a & —b, resulta

(V)= (i) "a®b=-(bOd)Pb=(-0D~d) Bb=-dD(-bdb)=—-dd1=1.
Con esto, se finaliza la prueba. O

Definicién 2.1.2. Dada una MV-ilgebra A, se introduce una relacion < en A de manera que

a < b, siysolo si, a, b satisfacen alguna de las condiciones de la Proposicién 2.1.1.

Proposicion 2.1.3. Para cada MV-dlgebra A, la relacion < definida en 2.1.2 es una relacion de

orden.

Demostracion. Sea A una MV-algebra.

(a) Reflexividad: Si a € A, puesto que a = a ® 1, se satisface la condicién (v) de la

Proposicion 2.1.1y asi, a < a.

(b) Antisimetria: Si a,b € A satisfacen a < by b < q, se sigue que por la condicién (i)
y (7it) de la Proposicion 2.1.1, respectivamente, que a ©® b =0y a = b & (a ©® —b).
Luego,a=b® (a®-b) =bd0=0.

(c) Transitividad: Si a, b, c € A de tal manera que a < by b < ¢, entonces por la condi-
cién (iv) de la Proposicion 2.1.1, existen w,w’ € Aconb=a®wyc = b® w'. Por

consiguiente, c=b B w' = (e w) B w =a® (w Ew'), lo que significa que a < c.
0
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Cuando < es un orden total, A se denomina MV-cadena. Note que el orden de la MV-
algebra estandar <[0,1] coincide con el orden usual <g de los ntiimeros reales, puesto que

para cada par a,b € [0, 1] se tiene

a<pybs= -adb=1,
— (1l—-a)®b=1,
< min{l —a+b1} =1,
<— 1<gl—a+hb,
<— 0 <g —a-+b,

< a <pb,
lo que significa que <[y ;] es un orden total y en consecuencia, [0, 1] es una MV-cadena.
Proposicion 2.1.4. Si A una MV-dlgebra, entonces para cualesquiera a,b,c € A,
(i) 0<a<l
(ii) a < b, si y solo si, =b < —a.
(iii) a < bimplicaa®c<bdcyadc<bOec
Demostracion. Sea A una MV-algebray a,b,c € A.

(i) Como -0 @ a = -0 = 1, entonces 0 < a. Igualmente, a ©® -1 = a © 0 = 0 implica
a<lyasi,0<a<1.

(i) a < b,siysolosi, na®b=1,estoes,0 =—-1==(-adb) =a®-b=-bO —(-a),
lo que significa que, =b < —a.

(iii) Sia < b, entonces existe w € A tal que b = a @ w, lo que implica que
bdc=(adw)dc=(aPc)Dw,

porloquea®c < b® c. Ademads, a < bequivale a que existe z € Acona =b0 z,
dedondea®c=(b©2)0c=(0boc) Oz asiquea®c<bOec.

Asi, se ha probado que cada MV-dlgebra posee elemento minimo y elemento méaximo,
que la negacion invierte el orden, y que las operaciones suma y producto son compatibles

con la relaciéon de orden. O

Introduciendo las operaciones binarias V, A en cada MV-élgebra A como:
aVb=a®(bo-a) y aANb:=a® (bD —a),

se tiene lo siguiente:

39



CAPITULO 2. MV-ALGEBRAS

Proposicién 2.1.5. Si A es una MV-ilgebray a,b € A, entonces
(i) 0<aob<aAb<ab<aVb<adb<l.
(ii) =(a VvV b) = —a A —b.
(iii) =(a Ab) = —a V —b.
Demostracion. Sea A una MV-dlgebray a,b € A.

(i) Por la Proposiciéon 2.1.4 se tiene que 0 < a ® by a ® b < 1. Por otro lado, por la
condicién (v) de la Proposicion 2.1.1 se sigue que aAb < a considerando d := bd—a,
mientras que a < aVbresulta de considerar ¢ = b® —a en la condicién (iv). Observe

también que

(anNb)®-(a®b) =[a® (bd —a)] ®[-a® —b]
=[a® (b®—a)® —a] © b
= [(0®-a) @ (~a ©® ~(b & —a))] ® b
=0b@&-a)B(a®bOa)® b
=b®-a)d(Dbe0)D b
=(b®-a)Be0d b
=(b® —-a)® b
=-a® (bd —b)
=-a®d1
=1,

dedonde a ® b < a A b. Por ultimo,
—(aVb)®(a®b)=—(a®(b®—a))® (a®b)
=(a®-(b®—a)®adb

O-(-b®a)) ®(-bd a)] Sb

)
(ma® (-~b®a))Da)lBb
(a ) &
a®b®-a)®(-bDa)®
(a®-a) bl & [(-b® a) ® b
00b) @ [ad® (—ba b)]

=0®(ad1)
@1

[
[
= (
[
= (

=a
=1,
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lo que implicaquea Vb <a®b.
(i) “(avd)==(a®d (b -a))=-a®-(b®-a)=-a0 (-b®da)=-aA-b.
(iii)) =(aAb)==(a® (b -a)) =-a®~(bd —a)=-a® (-bOa)=—aV -b.

Con lo anterior, se expone que el producto es una cota inferior y la suma es una cota
superior para cada par de elementos en un algebra multivaluada, ademds de que los
items (ii) y (iii) muestran igualdades similares a las Leyes de De Morgan que se presentan

tanto en légica proposicional como en teoria de conjuntos. O

La razén por la cual se utilizaron los simbolos V y A para denotar las dos tltimas ope-
raciones definidas es que, al igual que en las definiciones equivalentes de reticulo, estas
operaciones corresponden al supremo y al infimo de cada par de elementos, respecti-

vamente. Considerando las proposiciones 2.1.4 y 2.1.5, se obtiene el siguiente resultado.

Teorema 2.1.6. Si A es una MV-dlgebra, entonces (A, <) es un reticulo distributivo y acotado,

donde el primer elemento es 0 y el tiltimo es 1. Ademds, para cada par de elementos a,b € A,
sup{a,b} =aVbd y inf{a,b} =aAb.

Demostracion. Sea c € Atalquea < cyb < ¢, entoncesc =a® (c® -a)y b c = 1.
Luego,

=(-a®c)®ad(—-aA-b)
=(-a®c)®a® (-a® (-bda))
= (a0 @ [(-b®a)®(a®~(-b&a))
=(a0c)®[bDa® (a®bO —a)]
=(na@c)®[bBad (00D)]
=(~a®c)®(-bDa®0)
=(7a©c)® (-bda)

[
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Asi, a V b < ¢y como consecuencia, sup{a,b} = a V b. Por otra parte, si c € A es tal que
¢ <ay c < b,significa que —a < =¢y —b < —c. Luego, sup{—a, =b} = —aV —b < —¢, lo que
conlleva a que ¢ < =(—a V —b) = =(—a) A =(—b) = a A b. De esta manera, inf{a,b} =a Ab

y A es un reticulo, que ademas es acotado por la Proposicién 2.1.4.

Por udltimo, sean a,b,c € A, note que b < bV cy también ¢ < bV ¢ implican que
a®b<a®((bVe)yasuveza®c < a® (bVc), porloquea® (bVc)es una cota
superior para los elementos a ©® b, a ® c. Mds atn, si z es cualquier otra cota superior de
estos dos, se sigue que b < bV —a = —a® (a ®b) < —a @ zy asi mismo, ¢ < —a & z,
lo que conllevaaque bVe < ~a@zyasi,a® (bVe) <a®(-adz) =alz <z
lo que indica que (¢ ®b) V (a ® ¢) = a ® (b V ¢). Teniendo en cuenta esto, observe aho-
raqueaAb < aA(bVc)ytambiénqueaAc < aA (bVec) porloquean (bVc)es
una cota superior de los elementos a A b, a A c. Ademas, si w es cualquier otra cota su-
perior de ellos, dado que —(bV¢) = =bA —c < =byasuvez ~(bVc) < —¢, implica
b®(a®~(bVe) <bO (a®—b) =aANb<wydemaneraanalogac® (a® ~(bVc)) < w.

Por consiguiente,
aN(bVe)=bVe)®(@d-(bVe)=0bo@d-(bVe))Vco(@d-(bVe)) <w,
yresultaa A (bV c) = (a Ab)V (a A c). Se concluye que A es un reticulo distributivo y

finaliza la prueba. O

Como es natural, también existen funciones entre dlgebras multivaluadas que preservan
la estructura, al igual que ocurre con los grupos, los anillos o los reticulos. Estas funciones

se conocen como homomorfismos de MV-dlgebras.

Definicién 2.1.7. Si A, B son dos MV-ilgebras, un homomorfismo entre MV-ilgebras (o MV-
homomorfismo) es una funcion f : A — B que satisface:

(i) fla®b) = f(a)® f(b) para cualquier par a,b € A,
(ii) f(—a) = —f(a) para cada a € A.

Si f es inyectivo (sobreyectivo), se denomina monomorfismo (epimorfismo). En el caso en que

[ sea una biyeccion, es llamado isomorfismo.

Como es de esperarse, la composiciéon de MV-homomorfismos también resulta siendo un

MV-homomorfismo.

Ejemplo 2.1.8. Dado un conjunto X # () y un elemento fijo a € X, considere la funcion
¢ :[0,1]X —[0,1] tal que p(f) := f(a). Observe para cualquier par f, g € [0,1]%, se tiene

o(f©g)=(f@g)(a) = fla) D gla) = o(f) ® e(g),
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y también
p(=f) = (=f)(a) = =f(a) = ~¢(a),
por lo que ¢ es un MV-homomorfismo. Adicionalmente, para cada b € [0, 1], la funcién constante

f(z) = bpara todo x € X satisface b = f(a) = p(f), lo que indica que ¢ es sobreyectiva y por lo
tanto, se concluye que @ es un epimorfismo.

Ejemplo 2.1.9. Si {(Ai,®a,,4,,04,) | i € Q} es una familia de MV-dlgebras, entonces el

producto cartesiano A = [[ A; cuyos elementos son denotados como {a;}icq, también es una

S
MV-ilgebra, donde:

{aitico ®a {bitica = {a; D4, bi}ica,
_‘A{ai}ieﬂ = {ﬁAiai}i€Q7
04 := {04, }ica,

mientras que para cada j € Q, la funcion n; : A — A; definida como 7;({a;}ic) = a;j es un

epimorfismo de MV-dlgebras, puesto que

mi({aitica ®a {bi}ica) = mj({a: © 4, bi}ica)
=a; Da;, b
= mj({aiticn) ®a, mj({aitica),
mientras que,
mi(ma{aitieq) = mi({—a;aitica)
= —\Ajaj
== ﬁA]‘7.‘-({&7;}7;69)7

y la sobreyectividad es inmediata ya que para todo a € A;, se tiene que & = m;({a;}icq) con

a; = aya; =0paracadai # jen Q.

2.2. Ideales

En esta seccidn, se presenta una clase especifica de subconjuntos dentro de las MV-dlge-
bras, conocidos como ideales. A continuacion, se analiza en detalle un tipo particular
de estos ideales, llamados ideales primos, cuya coleccién se denomina espectro primo.
El objetivo a seguir es proporcionar una caracterizacion topolégica del espectro primo,

basada en tres conceptos fundamentales que se discutirdn méas adelante.
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Definicién 2.2.1. Dada una MV-dlgebra A, un subconjunto I C A no vacio se denomina ideal

de A si satisface las siguientes condiciones:
(i) sia,b € I, entoncesa @b e 1,
(ii) sia € A,be Tya<b, entoncesa € I.

Un ideal I es propio si I # Ay unideal P se denomina primo si es propio y ademds, a ©b € P o
bea € P para cualquier par a,b € A. El espectro primo de A es el conjunto de todos los ideales
primos en A y se denota por Spec(A), mientras que la coleccion de los ideales de A se representa
por Id(A). (La notacién Id(A) no debe confundirse con el morfismo identidad 14 sobre un objeto
A en una categoria, aunque en ocasiones sea denotado de esa manera.)

Adicionalmente, un ideal propio M de A es llamado maximal si para cualquier ideal H con
M C H C M,setieneque M = Ho H = A.

Un ejemplo de ideal de una MV-élgebra se presenta cuando se tiene un MV-homomorfismo
[+ A — B, yaque el conjunto ker(f) = {a € A | f(a) = 0}, llamado el kernel de f, se

verifica facilmente que es un ideal de A.

Observacion 2.2.2. Dado un ideal I de una MV-ilgebra A, I es propio siy solosi 1 ¢ I. En
efecto, I = A implica 1 € I; mientras que si 1 € I, entonces a € I para cada a € A puesto que
a <1, lo que indica que I = A.

Observe que la interseccion de ideales también es un ideal. En ese sentido, dado un sub-

conjunto X de una MV-dlgebra A, se define el ideal generado por X como
(X] = (I € 1d(A4) | X € I},

el cual es evidentemente el menor ideal de A que contiene a X. Si X es finito, se dice que

(X] es finitamente generado.

Proposicion 2.2.3. Si A es una MV-dlgebray X C A, entonces
X]={acAla<z1®220 - & xy para algunos x1,x2,...,x, € X}.
Demostracion. Sea
B:={acA|la<z1®22®--- D x, paraalgunos x,z,..., T, € X},

se tiene que I es un ideal de A. En efecto, B # () ya que 0 < z para cualquier z € X.
Ademas, sia,b € By c < Aconc < a, significa quea < 1 ® 22 @ --- ® z,, y también

44



CAPITULO 2. MV-ALGEBRAS

b<y1®y2®---Dym paraalgunos z1, 22, ..., Tn, Y1, Y2, - - -, Ym € X, lo que conlleva a que
abb<T1PX2D - DT YN DY D BYnyc< 21 Pr2® - Dy, asiqueadb,c € B
y B € Id(A). Més atn, « < z para cada z € X implica que X C By asuvez, (X] C B.

De otro lado, si a € B, esdecir, a < 21 @ x2 ® --- ® z, CcON 1, 22,...,%, € X, se sigue
que z1,%2,...,%, € (X],porloquezi @ z2 & --- Bz € (X]|ya € (X]. De esta manera,
B C (X] y se concluye que (X] = B. Por lo tanto, se obtuvo una caracterizacion para los

ideales generados por subconjuntos de un dlgebra multivaluada. O

Corolario 2.2.4. Sea A una MV-ilgebra.
» Paracadax € A, (z] = {a € A | a < nz paraalgiin n € N}, donde (z] :== ({z}].

w SiJ € Id(A), entonces (J U {z}] = {a € A|a < b nxparaalgunosb € J,n € N},
paracadax € A—J.

Los ideales en A de la forma (a] se denominan ideales principales y el conjunto de todos
estos se denota por Id.(A). Por otra parte, es facil ver que Id(A) es un reticulo con el

orden parcial dado por la contenencia usual de conjuntos, y en consecuencia,
sup{/,J} = (I UJ], Wf{l,J}=1INJ,

para cualquier par I, J € Id(A). Denotaremos en adelante I vV J := sup{I, J} y también
INJ:=inf{l,J}.

Observacion 2.2.5. Dada A un dlgebra multivaluada y (x1,x2, ..., x,] un ideal finitamen-
te generado en A, note que x1 V x2 V ...V x, € (z1,%2,...,x,] por ser ideal, lo que con-
lleva a que (x1 V x2 V ...V x,] C (21,%2,...,2,] por la minimalidad del ideal principal.
Por otro lado, dado que x; < x1 V 22 V ...V &y, para cada i = 1,2,...,n, esto implica que
x; € (x1Vaa V...V, ynuevamente por la minimalidad del ideal finitamente generado, resulta
(x1,T2,...,2n] C (1 Va2 V...V ] Esto concluye que todo ideal finitamente generado en una

MV-dlgebra, es un ideal principal.

Observacion 2.2.6. El subindice c¢ en la notacién Id.(A) hace referencia al hecho de que el
conjunto de ideales principales de cada dlgebra multivaluada A corresponde exactamente a la
coleccion de elementos compactos en el reticulo de ideales Id(A). Efectivamente, si a € A es
tal que (a] € V{I; | j € Q} = (U{I; | j € Q}], entonces por la Proposicion 2.2.3 se si-
gue que a < x1 @ T2 ® -+ Oz, para algunos x1,x2,...,x, € J{I; | j € Q}. Para cada

i = 1,2,...,n, se toma un ideal I; con i € §) de manera que x; € I;, lo que conlleva a que
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aec (UHLli=12,...,n}yasuvez (a] C (U{Li|i=1,2,...,n}| lo que indica que todo

ideal principal es un elemento compacto en el reticulo de ideales de A.

Por otro lado, si se considera un un elemento compacto en el reticulo 1d(A), puesto que
I = (U{{a} | a €I} = V{(a] | a € I}, se puede asegurar la existencia de una coleccion finita

{a; € I'|i=1,2,...,n}de manera que se cumple que
1=\/{(a]li=12....n)
= (Utlait li=1,2,...,n}]

= (a1,a9,...,a,]

= (a1 VagV---Vay,
lo que significa que I es un ideal principal.
Proposicién 2.2.7. Si A es una MV-ilgebra, entonces para cualquier par a,b € A,
(i) Sia < b, entonces (a] < (b].
(ii) (a]V (b] = (aVb] = (a & b).
(iii) (a] A (b] = (a A Db].
Demostracion.

(i) Sean a,b € Acona < b.Siz € (a], entonces z < na para algin n € N, lo que

conlleva a que x < nbya que na < nb. Asi, z € (b] y (a] C (b].

(i) ComoaVbe (aVd,a<aVbyb<aV, sesigue quea,b € (aV b], por lo que
(a] C (aV], (b] C (aVb]yasi, (a]V(b] C (aVb]. Reciprocamente, como a, b € (a]V (b],
entonces a b € (a] vV (b]yaVb < adbimplicaquea Vb e (a] vV (b]y por tanto,
(a V] C (a] Vv (b].

(iii) Dado que a € (a],b € (b, anb <ayaAb<bresultaaAbe (a,aNbe (by
aAb e (a] N (b] = (a] A (b], 1o que significa que (a A b] C (a] A (b]. Por otro lado, si

x € (a] N (b], existen m,n € N de manera que x < may = < nb. Luego,
x <ma Anb<mn(aAb),
dedonde z € (a A by (a] A (b] = (a] N (b] C (a A D]

De acuerdo con lo anterior, se ha probado que el orden entre dos elementos se preserva
al pasar a los ideales principales que generan, y que tanto el supremo como el infimo de

dos ideales principales son también ideales principales. ]
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Los ideales en una MV-élgebra permiten generar otras MV-algebras. Especificamente,

Proposicion 2.2.8. Si I es un ideal de una MV-dlgebra A, la relacién ~ definida como
a~rb<=d(a,b):=(aeb) @ (bea)ecl,

es una relacion de equivalencia.

Demostracion. La reflexividad se sigue de que (e ©a) @ (a©a) =000=0¢c Iyla
simetria se obtiene por la propiedad conmutativa de la suma. Para la transitividad, note
quesia ~y by b ~y ¢ significa que (a ©b) & (b S a) y también (b & ¢) & (c © b) son
elementos de /. Luego, (a & ¢) < (a ©b) ® (b & ¢) debido a que

—(a6e)® ((aob)@ (b)) ==(a®-c)® ((a®-b)® (bO —c))
=-a®c®(a®b) @ (bO —c)
=(—a® (a®-b) B (cH (b®—c))
= (-aV -b)@(cVD)
>-bdb

L

de donde —(a ©¢) & ((a e b) & (b o ¢)) = 1y por la Proposicién 2.1.1, resulta
(acc) < (aeb) ® (b6 c). Andlogamente, se obtiene que (c© a) < (cob) & (b S a)
y en consecuencia, (aSc¢) @ (coa) < (aob)®(boa)® (boc)® (c©a), donde este dltimo
es un elemento de [ al ser clausurativo para la suma. Asi, (e ©¢c) ® (c© a) € I y se llega

aquea ~y c.

De esta manera, se concluye que ~; es una relaciéon de equivalencia. O

De acuerdo a lo anterior, para cada dlgebra multivaluada A y un ideal I, el conjunto
A/I :={a/I | a € A} de las clases de equivalencia bajo la relaciéon ~; tiene estructura de

MV-élgebra, donde las operaciones &, — y la constante se definen como

a/I®b/T:= (a®b)/I,
~(a/I) = (ma)/1,
OA/I = O/I

Este tipo de MV-dlgebras se conocen como MV-dlgebras cociente. En particular,

Proposicion 2.2.9. En toda dlgebra multivaluada A, un ideal P es primo, si y solo si, A/P es

una MV-cadena.
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Demostracién. Para cada par de elementos a,b € A, se tiene lo siguiente.

a/P<b/P o b/P <a/P, en A/P < —(a/P)® (b/P) =1/P o —(b/P)® (a/P) =1/P,
s (~a®b)/P=1/P o (-b@®a)/P =1/P,
< (ma®b)~pl o (-bBa)~pl,
= ((radb)cl)d(l1e(-adb)) € P
o (-bda)el)d (1o (-bda)) € P,
< aSbeP oboacP,

lo que significa que la MV-algebra cociente A/P es totalmente ordenado, si y solo si, P es

un ideal primo en la MV-élgebra A. O

Los siguientes dos resultados serdn esenciales para el desarrollo, como se verd més ade-
lante. El primero muestra una funcién inducida entre los ideales principales de dos MV-
algebras a partir de una funcién previamente definida entre ellas. El segundo es un teore-
ma bien conocido en el campo del dlgebra, aplicable a homomorfismos de grupos, anillos

o reticulos.

Observacién 2.2.10. Dado un MV-homomorfismo f : A — B, se introduce la funcién
Id.(f) : Id.(A) — Id.(B) dada por Id.(f)((z]) := (f(x)], la cual estd bien definida puesto
que si x,y € A satisfacen (xz] = (y], entonces x < nyy f(x) < nf(y) con n € N, es decir
que (f(z)] C (f(y)]. Andlogamente, y € (x| implica a su vez que (f(y)] C (f(x)], por lo que
Id.(f)((z]) = (f(x)] = (f(y)] = 1d.(f)((y]) y la funcion Id.(f) estd bien definida.

Proposicién 2.2.11. Si f : A — B es un MV-homomorfismo, entonces la funcion
Id.(f) : 1d.(A) — Id.(B) es un homomorfismo cerrado de O-reticulos.

Demostracion. Note que la Observacion 2.2.10 también muestra que Id.(f) es un homo-
morfismo de reticulos y que Id.(f)((0]) = (f(0)] = (0].

Por otro lado, sean =1, 22 € Ay b € B de manera que (f(x1)] C (f(z2)]
existe v € A de manera que (z;1] < (x2]V (2] y (f(z)] < (b]. Dado que f(x1) < n(f(z2)®b)
para algin n € N, se sigue que f(z; & —~nz2) = f(z1) & nf(z2)

V (b], veamos que
< nb. Tomando
x = x1 @ —nxg, se obtiene x; = x D nry < n(r ® x2) € (2] V (] y f(z) € (b, lo

que significa que (z1] C (x2] V (z] y (f(x)] C (b].

Por lo tanto, Id.(f) es un homomorfismo cerrado de 0-reticulos. O
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Teorema 2.2.12. (Primer Teorema de isomorfismos) Si f : A — B es un MV-homomorfismo,
entonces A/ ker(f) = Im(f), donde Im(f) es el rango de la funcién f.

A—T

-
-,

A/ ker(f)

( En este caso, w denota el MV-homomorfismo definido como 7w(a) = a/ ker(f).)

Demostracion. Sea ¢ : A/ ker(f) — Im(f) la funcién tal que ¢(a/ker(f)) := f(a), note

que para cualesquiera a,b € A se tiene que

a/ker(f) = b/ ker(f) <= d(a,b) € ker(f)

<= f(d(a,b)) =0

< d(f(a), f(b)) =0

= fla) = f(b),

por lo que ¢ estd bien definida y es inyectiva. Ademads, ¢ es sobreyectiva, puesto que si
b € Im(f), entonces existe a € A tal que f(a) = byasuvez, ¢(a/ker(f)) = f(a) =b. Més

aun, para cada a,b € A,

¢((a/ ker(f)) © (b/ ker(f)))

¢((a @ )/ ker(f))

(

(a®b)
(a) @ f(b)
(a/ker(f)) @ ¢(b/ ker(f)),

I
S = =

y también,

de donde ¢ es un homomorfismo de MV-élgebras y por lo tanto, A/ ker(f) = Im(f). O

La nocién de homomorfismo cerrado entre reticulos introducida en la Definicién 1.1.9
serd fundamental para el siguiente lema, donde se establece una adaptacién del Teorema

2.2.12 para ideales principales en un algebra multivaluada.
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Lema 2.2.13. Sea A una MV-dlgebra, S un O-reticuloy ¢ : Id.(A) — S un join-homomorfismo
sobreyectivo y cerrado. Entonces I := {x € A | ¢((x]) = 0} es un ideal de A y existe un
isomorfismo ) : Id.(A/I) — S tal que ¢((x/1I]) = ¢((z]), para cada x € A.

.(A/1)
(7 denota el epimorfismo canénico, donde 7 ((z]) := (z/I].)

Demostracién. Veamos primero que I es un ideal de A. Dado que (0] = {0} C (z] para
todo z € Ay ¢ es un join-homomorfismo, entonces ¢((z]) = ¢((z] V (0]) = ¢((x]) V ¢((0]),
por lo que ¢((0]) < ¢((z]) y por ser ¢ sobreyectiva resulta ¢((0]) < s paratodo s € Sy asi,
#((0]) = 0. Luego, 0 € I y I # (). Por otro lado, si z,y € I, entonces ¢((z]) =0 = ¢((y]) y
dado que (z ¢ y] = (z] V (y], se obtiene que

¢((z @ y]) = ¢((z] v (9]) = o((2]) V o((y]) =0V O =0,
yr@®y € l. Ademds,siz € Ayy € I conz <y, se sigue que (z] C (y], (z] V (y] = (y] y

(y
como consecuencia, 0 = ¢((y]) = ¢((z] V (y]) = ¢((z]) V ¢((y]) = ¢((z]) V 0 = &((z]), por
lo que z € I. Asi, I es un ideal de A.

Ahora, definase la funcién ¢ : Id¢(A/I) — S como ¥((z/I]) = ¢((z]). Sean z,y € A, se

tiene que

(/1 v (y/1]) = ¢
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y también,

(/T A (y/1]) = o((x/T Ay/T))

por lo que 7 es un homomorfismo de reticulos. Note que v hereda la sobreyectividad
de ¢. Ademas, si ¢((z]) = ¥ ((x/I]) C ¥((y/I]) = ¢((y]), entonces dado que ¢ es cerra-
do, existe z € A con (z] C (y] V (2] = (y ® 2] y ¢((z]) = 0, es decir que z € I. Luego,
< nlydz) =nyenzyaz/l < n(y/I), lo que significa que (z/I] C (y/I]. Andlo-
gamente, ¥((y/1))  v((x/1)) implica (y/1] C (¢/1] y asi, (x/I] = (y/I] siempre que
Y((z/1]) =¥ ((y/I]), de donde 1 es inyectiva. Por lo tanto, 1) es un isomorfismo. O

2.3. El espectro primo de una MV-dlgebra

En esta seccién exploraremos en detalle la construcciéon de una topologia particular para
el espectro primo de una édlgebra multivaluada, gracias a un resultado de gran importan-
cia conocido como el Teorema del ideal primo. Este teorema establece las condiciones bajo
las cuales se puede asegurar la existencia de un ideal primo que contenga a un ideal dado.
Enseguida, se discuten algunas propiedades del espectro primo como espacio topolégico
y como reticulo, junto con un ejemplo de un funtor contravariante entre las categorias de

las MV-élgebras y los espacios topolégicos.

Lema 2.3.1. Si A es una MV-ilgebray a,b € A satisfacen que a A b = 0, entonces na A nb =0
para todon € N.

Demostracion. Como 2a Ab < 2a A (a®b) = a® (aANb) = a® 0 = a, se sigue que
2aAb<aANb=0y2aAb=0.Asimismo,2aA2b < (bH2a)A2b =bBH (2aNb) =bp0 =1,
por lo que resulta 2a A 2b < 2a Ab = 0y 2a A 2b = 0. Por induccién sobre k, se obtiene
que 2%a A 2%b = 0, y dado que para cada n € N existe m € N con n < 2™, se tiene que
na Anb <2ma A2™b = 0y asi, na A nb= 0 paracadan € N. O

Teorema 2.3.2. (Teorema del ideal primo) Sea A una MV-dlgebra. Si I es un ideal propio de
Ay # S C Aesun conjunto clausurativo para la operacion A de A, de manera que I NS = 0,
entonces existe un ideal primo P tal que I C Py PN S = 0.
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Demostracion. Sea J = {J € Id(A) | J # A, 1 C J,SNJ =0}y {Jx | k € K} una cadena
en J, consideremos el conjunto H = |J Jj.
kEK

Note que H # () puesto que J, C H paracada k € K. Luego, sia,b € H, entonces a € Ji,
y b € Ji, para algunos ki, ks € K. Sin pérdida de generalidad, J, C Jj, dado que es-
tos son elementos de la cadena y pueden ser comparados, lo que implica que a € J;, y
a®be J,, CHalser Ji, unideal, porloquea ® b € H. Ademads,sia € H yz € Acon
r < a, se sigue que a € J; para algtn k € K,dedonde z € J . € H por ser ideal, asi que
x € H y de esta manera, H es un ideal de A. Mds atn, como Jj, # A para todo k € K,
significa que 1 # Ji, 1 # H y estoes, H # A.

Por otro lado, I C J, C H para cualquier k£ € K, lo que indica que H contiene a I. Adi-
cionalmente, si exisitiese x € SN H, se tendria que x € SN .J; para algin k, 1o que es falso
pues J; € Jy SN.J; = 0. Como consecuencia, SNH = () y H € J, ademés de que es una
cota superior de la cadena. Luego, por el Lema de Zorn', J tiene un elemento maximal P.

Veamos que P € Spec(A).

Suponga que existen a,b € A de manera que ni a © bni b © a estan en P, esto implica que
los ideales J = (PU{a© b}y K = (PU{b©& a}] no pertenecen a J puesto que P C J, K
y de lo contrario, serfa una contradiccién con la maximalidad de P. Esto significa que
J=AoSNJ#0,yK=A0SNK # 0, por lo que en cualquier caso, existen c € SN .J
yde SNK.Denotando i :=a©byv:=bOa,sesiguequec < py ®nipuyd< pr ®ngv
para algunos pi,p2 € Py ni,ng € N. Mds atn, u A v = 0y por el Lema 2.3.1, resulta
nu Anv = 0 para todon € N. Sea p := p; V p2 y n := max{n;,na}, note que p € P ya
que p < p1 @ p2 € P. Luego, se obtiene que cAd < ¢ < p1 @ nip < p® npy también
cNd < d < pa®ngv < p@nv, de donde cAd < (pdnu)A(pdnv) = pd(nuAnv) = pd0 = p.
Asi, cA\d € P porser Punideal y cAd € S pues S es clausurativo bajo A y de esta manera,

cANde SnJ =10, loqueesuna contradiccion.

Porlo tanto,a©b € PobSa € P, estoes, P es un ideal primocon I C Py SN P = 0.
O

Los corolarios de este teorema seran fundamentales para definir tanto los conjuntos abier-

tos, como los elementos de la base de la topologia que se le asignaré al espectro primo.

Corolario 2.3.3. Cualquier ideal propio I de A puede ser extendido a un ideal primo.

Lema de Zorn. Todo conjunto parcialmente ordenado no vacio, en el que toda cadena tiene una cota

superior, contiene al menos un elemento maximal.
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Demostracion. Como 1A1 = 1y ningtin ideal propio contiene a 1, basta con tomar S = {1}

en el teorema anterior. O

Corolario 2.3.4. Sia € A\ {0}, entonces existe un ideal primo P tal que a ¢ P.

Demostracién. Puesto que a Aa = ay a # 0, basta con considerar I = {0}y S = {a} enel

teorema anterior. O

El Corolario 2.3.4 puede ser enunciado como sigue: En cualquier MV-dlgebra A se tiene que
() Spec(A) = {0}. Esta propiedad serd fundamental para la demostracién del Teorema
2.3.6.

Definicién 2.3.5. Se dice que un dlgebra multivaluada A es un producto subdirecto de una
familia {A; | i € Q} de dlgebras multivaluadas, si existe un monomorfismo h : A — [] A; de
manera que para cada proyeccion m; : [[ A; — Aj con j € , definida como Trj({ai}i;is; = a;,
la composicion 7y o h es un epimorfiséieog.2

El siguiente teorema es de gran importancia en la teoria de MV-algebras, ya que permite
comprender cualquier MV-dlgebra no vacia como un producto subdirecto de MV-alge-

bras totalmente ordenadas, lo cual serd de gran utilidad en el capitulo cuatro.

Teorema 2.3.6. (Teorema de representacion subdirecta de Chang) Toda MV-ilgebra A # () es
un producto subdirecto de MV-cadenas. Es decir, existe una familia de MV-cadenas
{A; | i € Q} y también un monomorfismo h : A — [[,cq A:i de manera que para cada
proyeccion m; : [[;cq Ai — Aj con mj({a;}ieq) = aj, la funcion mjoh : A — Aj es un
epimorfismo.

Demostracién. Por la Proposiciéon 2.2.9, se tiene que C' := {A/P | P € Spec(A)} es una
familia de MV-cadenas. Considérese la funcién h : A — [[{A/P | P € Spec(A)} tal que

h(a) = {a/ P} pespec(4)- Una revision répida muestra que h es un MV-homomorfismo.

Por otro lado, si a,b € A con h(a) = h(b), significa que {a/P} pespec(a) = {0/ P} Pespec(a)
y a su vez, a/P = b/P para cada ideal primo P en A. Como consecuencia, a ~p by
(a©b) ® (bea) € Pparatodo P € Spec(A), y el hecho de que (| Spec(A) = {0} implica
que (a©b)® (boa)=0.Luego,a©b=0=b6a,dedondea®-b=0=>b0O —ay es-

to equivale a que a < by también b < q, asi que se obtiene a = by h es un monomorfismo.
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Por ultimo, dado a/Q € A/Q con Q € Spec(A), es inmediato que

(WQ © h)(d) =TQ ({d/P}PGSpec(A)) = &/Qa

por lo que cada composicion 7; o h es un epimorfismo. O

La siguiente proposicién nos proporciona caracterizaciones muy ttiles al momento de

determinar si un ideal en una MV-élgebra es primo.

Proposicion 2.3.7. Sea A una MV-dlgebra y P un ideal de A. La siguientes afirmaciones son
equivalentes.

(i) P es un ideal primo de A.
(i) Ya,b € A, a Nb € Pimplicaque,a € Pobec P.

(iii) ¥1,J € 1d(A), I N J C P implica que, I C Po J C P.

Demostracion.

(1) = (i7) Sea P un ideal primo y suponga que a,b € Acona Ab € P. Sin pérdida
de generalidad, asuma a © b € P. Luego,

(anNb)®(aob)=(a®(@cb)ANb@®(a0b)=(a®(@acb)A(bVa)cP,

y dado que @ < (a ® (a © b)) A (bV a), resulta a € P. Anadlogamente, b© a € P
implica b € Py de esta manera,a € Pob € P.

(73) = (iii) Sean I, J € Id(A) que satisfacen I AJ C P y sin pérdida de generalidad
que I ¢ P, entonces existe z € I de manera que z ¢ P. Luego, para cualquier w € J
se tieneque w Az < wy w Az < z 1o que conllevaa que w Az € I AJydebido
aquelAJ C P,resultaw A z € Py por hipétesis, w € P o z € P, de donde se
obtiene que w € Py J C P.

(#4i) = (i) Seana,b € A, considerando los ideales I := (a©b]y J := (b&al se tiene
que I A J = {0}. En efecto, siw € I A J, entonces w < n(a ©b), w < m(b & a) para
algunos m,n € Ny asumiendo sin pérdida de generalidad que m < n, se sigue que
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w < n(bea),asi que w < n(asb) An(bs a) =0 debido a que

(aeb)AN(bca)=(0V(aob)A((boa)V0)
(@ea)V@eb)A((bea)V(bob))
©® (ma Vv =b)) A (b® (—a Vb))
Ab)® (maV —b)

AD) ® —=(aADb)

=(aNb)o (aND)

:0’

a
a

(
(
= (a
(
(

y aplicando el Lema 2.3.1. Asi, w = 0, I A J = {0} C P y en consecuencia, resulta
(acbj=ICPo(bcal=JCP,porloqueacbe Poboae€ P,y Pesunideal
primo de A.

Con esto, se finaliza la prueba. O

Las equivalencias demostradas en la Proposiciéon 2.3.7 serdn ttiles para lo que sigue,
donde se introducird la topologia asignada al espectro primo de una MV-dlgebra, esta-
bleciéndolo como un espacio topolégico. Para ello, primero se definen los conjuntos que

corresponderdn a los abiertos.

Dado un ideal I # {0} en un dlgebra multivaluada A, el Corolario 2.3,4 garantiza que
para cada a # 0 en I, existe un ideal primo P en A de manera que a ¢ P, lo que implica

que I ¢ Py en consecuencia, el conjunto
(I' ={P €Spec(A) : I ¢ P}
estd bien definido.

Proposicion 2.3.8. Sea A una MV-ilgebra.
(i) O({0}) =
(ii) O(A) = Spec(A),
(iii) O(I)NO(J) = O(I N J), para cada par de ideales I, J en A.

(iv) U O(Ix)=0 ( V Ik), para cualquier coleccion de ideales {I, | k € K} en A.
keK keK

Demostracion. Sea A una MV-algebra.
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(i) Puesto que 0 € P para todo ideal primo P de A, resulta de manera inmediata

O({0}) = {P € Spec(4) | {0} & P} = 0.

(ii) Si P € Spec(A) fuese tal que A C P, se tendria que P = A, lo que no es cierto ya
que cada ideal primo es propio. Asi, O(A4) = {P € Spec(A) | A ¢ P} = Spec(A).

(iii) SiP € O(I)NO(J), entonces I ¢ Py J ¢ P,lo que implica que I A J ¢ P pues de
lo contrario, por ser P un ideal primo, contendriaa I oa J. Luego, P € O(I A J)y
O(I)NO(J) CO(I AJ).Por otro lado, si P € O(I A J), significa que I A J ¢ P, asi
que P no puede contener a I ni a J porque si no fuese asi, I A J estaria contenido
en P por transitividad. Por tanto, P € O(I) N O(J)yOI AJ) COI)NO(J).

(iv) Sea P € U{O(Iy) | k € K}, entonces P € O(I) paraalgin k¥’ € K y Iy ¢ P.Como
consecuencia, Iy C \/{I; | k € K} implica que \/{I | k € K} ¢ P, de donde
PeOWN{I; | ke K})ylU{OU) | k€ K} C O(V{Ix | k € K}). Reciprocamente,
siPeO(\N{I;|keK}), setiene que \/{I; | k € K} ¢ Py esto conlleva a que P
no contiene a cada Iy, es decir que existe ¥’ € K tal que I;y ¢ Py P € O(I}s). De
estamanera, P € | J{O(I}) |k € K}y O (V{Ix | k€ K}) CU{O}) | k € K}.

De acuerdo a la Proposicién 2.3.8, es consecuencia inmediata que la coleccién
7:={0) | I €ld(A)}

en cada MV-dlgebra A, resulta ser una topologia sobre Spec(A), la cual es denominada
usualmente como topologia espectral o también topologia de Zariski. En ese orden, se
procederd a estudiar las propiedades que posee Spec(A) establecido como espacio to-

polégico.

Lema 2.3.9. Sea A una MV-dlgebra. Si I, J € Id(A), entonces I C J siysolosi O(1) C O(J).

Demostracién. Sean A una MV-dlgebray I,J € Id(A).SiI C Jy P € O(I), entonces
P € Spec(A), I ¢ Py siocurriese J C P, se tendria por transitividad que I C P, lo que
seria una contradiccion. Asi, J ¢ P, P € O(J)y O(I) C O(J).

Reciprocamente, si O(I) C O(J) y J = A, es claro que O(I) C O(A) = Spec(A) implica
I C A.Seaahora J # Ay suponga que I ¢ J, es decir que existe a € I — J. Luego, por el
Teorema 2.3.2, existe un ideal primo P tal que J C Py {a} N P = (), lo que significa que
a¢ PyI¢ P.Como consecuencia, P € O(I) pero P ¢ O(J), lo que contradice al hecho
deque O(I) CO(J). Asi, I C J. O
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Corolario 2.3.10. EI reticulo de ideales Id(A) de una MV-dlgebra A es isomorfo al reticulo de

subconjuntos abiertos T de Spec(A). Esto es,

Demostracién. Considere la funcién f : Id(A) — 7 tal que f(I) = O([). Claramente f es

sobreyectiva y ademds, inyectiva por el Lema 2.3.9. Mds atn,

fIvJ)=0vJ)=0I)uo) = f)V (),

por lo que f es un homomorfismo de reticulos y asi, f es un isomorfismo. O

Proposicion 2.3.11. Para cada MV-ilgebra A, el conjunto {O((a]) | a € A} es una base para la
topologia del espacio (Spec(A), T), y es cerrada bajo intersecciones finitas.

Demostracion. Sea A una MV-dlgebra. Si O(I) € 7, note que O(I) = | J{O((a]) | a € I'}. En
efecto, a € I implica (a] C I yasuvez O((a]) € O(I) por el Lema 2.3.9, de donde resulta
U{O((a]) | a € I} C O(I); mientras que si P € O(I), significa que P € Spec(A)y I ¢ P,
es decir que existe b € I tal que b ¢ P, lo que llevaa que P € O((b]) C U{O((a]) | a € I}
yasuvez, O(I) C |J{O((a]) | a € I}. De esta manera, {O((a]) | a € A} es una base para

la topologia 7.

En adicién, para cada par a,b € A se tiene que O((a]) NO((b]) = O((a] A (b]) = O((a A D)),

por lo que se concluye que la base es cerrada bajo intersecciones finitas. O

Proposicién 2.3.12. Dada un dlgebra multivaluada A, la coleccion K (Spec(A)) de los conjuntos
abiertos y compactos a la vez en el espacio Spec(A), es precisamente

K (Spec(A)) = {O((a]) | a € A}.

Demostracién. Sea A una MV-dlgebra. Para cada a € A, el conjunto O(a) := O((a]) es
abierto en el espacio (Spec(A), 7). Por otro lado, sia € Ay {O(1,) | « € Q} C 7 es una

familia tal que
O C |JOL) =0 (\/ Ia> =0 ((U Ia]> ,
a€ell ac) acfl

se sigue por el Lema 2.3.9 que (a] C (U{lo | € Q}], porloquea < z1 B z2® --- Sz
con x; € I; para algunos I, I, ..., I, C J{l, | « € ©}. Como consecuencia, se obtiene

que a € |J{I; | 1 < j < n}, lo que significa que (a] C (U{I; | 1 < j < n}]y por el Lema
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2.3.9,0(a) C O ((U{L; | 1 £j < n}]). Asi, O(a) es compacto para cada a € A.

Mads atin, observe que los conjuntos O(a) son los tinicos abiertos y compactos a la vez,
puesto que si O(I) € 7 es compacto, se tiene por lo mencionado anteriormente que

O(I) =U{O(a) | a € I} y existen x1, 22, ..., 2z, € I de manera que

n

= O O(x;) =0 <\/(ZL‘1]> =0(z1Vaa V- V).
i=1

i=1
Esto concluye la prueba. O

Corolario 2.3.13. Para cada MV-ilgebra A, se tiene que Id.(A) = K(Spec(A)).

Demostracion. Considerando la funcién f presentada en el Corolario 2.3.10, restringi-
da como flig,(4) : Ide(A) — K(Spec(A)), se obtiene un homomorfismo de reticulos,
que claramente es sobreyectivo, y que es inyectivo por el Lema 2.3.9. Se concluye que
Id.(A) = K(Spec(A)). O

Observacion 2.3.14. El reticulo K(Spec(A)) es un reticulo distributivo y acotado, debido a que
para cada a,b € A se tiene:

= (O(a) v O(b)) A (O(a) v O(c)),

mientras que el elemento minimo es O(0) = 0 y el elemento miximo es O(1) = Spec(A). De ma-

nera inmediata, el Lema 2.3.13 implica que Id.(A) también es un reticulo distributivo y acotado.

Lema 2.3.15. Dada una MV-dlgebra A, la clausura de un punto en el espacio (Spec(A), ) coin-
cide con un conjunto de la forma O(I)¢, donde I € Spec(A).

Demostracion. Sean A una MV-dlgebray J € Spec(A), entonces
{J} =W C Spec(A) | J € Wy W es cerrado}
=[ow*|J o)}
= (Utom 17 g o)’
=o(\Vir|J¢om})
=o((Utr1sgomy])
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Sia e Aconanbe (U{I|J ¢ O()}], sesiguequea ANb < x1 a2 - Pz, donde
xz; € I y J ¢ O(I;) para ciertos ideales I3, I, ..., I,, lo que implicaque I; C J, z; € Jy
aANb e J.Luego, por ser J un ideal primo, a € J o b € J. Ahora bien, como J ¢ O(J),
setieneque J € {I | J ¢ O(I)} yasuvez, JCJ{I|J¢OU)} C(U{I|J ¢ OU)}] 1o
que indicaquea € (J{I | J ¢ OU)}obe (U{I|J¢O)} yasi, (U{I|J ¢ O)}] es
un ideal primo de A. O

El siguiente teorema recopila todas las propiedades anteriormente descritas y expone la
caracteristica principal del espectro primo de una 4lgebra multivaluada como espacio
topoldgico, ser un espacio espectral. Al estudiar las nociones topoldgicas derivadas del
espectro primo de una MV-dlgebra, se plantea naturalmente cuédles son las condiciones
que debe cumplir un espacio para ser homeomorfo al espectro primo de una MV-algebra.

Este problema se responde en la tltima seccién de este capitulo.

Teorema 2.3.16. Si A es una MV-ilgebra, entonces (Spec(A), T) es un espacio espectral.

Demostracion. Por las proposiciones 2.3.11 y 2.3.12, se tiene que la coleccién K(Spec(A))
es una base para la topologia del espacio (Spec(A), 7), que ademads es cerrada bajo inter-
secciones finitas.

Por otra parte, como Spec(A) = O(1), significa que Spec(A) es compacto y también, si
Py, P, € Spec(A), el conjunto U := O((Pf N P,]) € 7 satisface P, € Uy P, ¢ U, ya que
PN Py ¢ Py PfN Py, C P, lo que indica que Spec(A) es Tj.

Por dltimo, veamos que un subconjunto cerrado de Spec(A) es irreducible, si y solo si, es
de la forma O(I)¢ para algun ideal primo /. Suponga que I es un ideal de Ay O(I)¢ es
irreducible. Sia,b € Acona Ab € I, se sigue que O(a) N O(b) = O(a Ab) C O(I) por el
Lema 2.3.9, esto es, O(I)¢ C O(a)® U O(b)¢, lo que implica que

O(1)* = O(1) N (O(a)" U O(b)*

= (O) uO®)) N (0(a)*UOb)) NOI)*
[(O(@)*NOI)*) U OB)]N[(O(a)*NOI)) UOI)]

[O(a)*NOI)TU[O0b)*NOI)T,

y por ser O(I)¢ irreducible, resulta O(a)° N O(1)¢ = O(I)¢ 0 O(b)* N O(I)¢ = O(I)¢, es
decir, O(1)¢ € O(a) 0 O(1)¢ C O(b)° yasuvez, O(a) C O(I) o O(b) C O(I), por lo que
aclobel, yelideal I es primo.
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Por otro lado, suponga que I es un ideal primo y O(1)¢ = O(J)¢ U O(K)¢ para algunos
ideales J, K de A. Luego, O(I) = O(J)NO(K) = O(JNK)yporende, I = JNK.Siocu-
rrieseque I # Jy I # K, existiriana € J—1yb € K—Idemaneraquearbe JNK =1
puesaAb < ayaAb<b,loqueseria una contradiccién ya que I es un ideal primo. De
esta manera, [ = J o [ = K, y esto significa que O(1)° = O(J)° 0 O(I)¢ = O(K)¢, asi que
O(I)¢ es irreducible. Como consecuencia del Lema 2.3.15, Spec(A) es sobrio.

Por lo tanto, (Spec(A), 7) es un espacio espectral. Esto concluye la demostracién del teo-

rema. O

Hemos visto que a cada MV-algebra A es posible asociarle un espacio topoldgico Spec(A).
En realidad, esto puede extenderse también a morfismos, lo que define una accién funto-

rial.

Observacién 2.3.17. Para cada MV -homomotfismo f : A — B, se define la funcién
Spec(f) : Spec(B) — Spec(A) como Spec(f)(P) = f~1(P), la cual estd bien definida puesto
que si P € Spec(B), es evidente que f~*(P) # 0 ya que f(0) = 0 € Py 0 € f~Y(P). Si
a,b € f~1(P), entonces f(a), f(b) € Py f(aVb) = f(a)V f(b) € P,dedondeaVbe f~1(P).
Ademds, sia € Ay b € f~Y(P) con a < b, se tiene que f(a) < f(b) y f(b) € P, asi que
f(a) € Pya e f~1(P). Luego, f~1(P) es un ideal de A.

Ahora bien, si a,b € Ay aAb € fYP), significa que fla ANb) € P y como
flanb) = f(a) A f(b), se sigue que f(a) € P o f(b) € P por ser P un ideal primo de B,
es decir que a € f~Y(P)ob € f~1(P), de donde f~1(P) € Spec(A) y la funcion Spec(f) estd
bien definida.

Proposicién 2.3.18. Si f : A — B es un homomorfismo entre MV-dlgebras, entonces la fun-
cion Spec(f) : Spec(B) — Spec(A) es continua.

Demostracién. Sea O(I) C Spec(A), observe que (Spec(f))~1(O(I)) C Spec(B). En efecto,

(Spec(f)) "' (O(I)) = {P € Spec(B) | Spec(f)(P) € O(I)}
— {PeSpec(B) | ¢ Spec < )}
— (P e Spec(B) | T sz =
={P € Spec(B) | f(I) ¢ P}

= O((f(D))-
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Como consecuencia, (Spec(f))~*(O(I)) € Spec(B). Esto prueba que Spec(f) es una fun-

cion continua. O

Ademas de lo anterior, es claro que si A es una MV-dlgebra, entonces Spec(14) = lgpec(a)
y para cualquier par de homomorfismos entre MV-dlgebras f : A — By g: B — C, se

tiene que
SpeC(g of)=1(go f)71|SpeC(C) = (fil o 971)‘Spec(C) = Spec(f) ° Spec(g).
De esta manera, se tiene el siguiente resultado.

Proposicién 2.3.19. Spec define un funtor contravariante de la categoria MV de MV-ilgebras
a la categoria Top de espacios topoldgicos.

/R > Spec(A)
f Spec(f)
R — + Spec(B)

A continuacioén, se presentardn otros dos ejemplos de acciones funtoriales.

Como consecuencia de la Proposiciéon 2.2.11 y de la Observacion 2.3.14, se puede entender
la asociacion de una MV-algebra A con su reticulo de ideales principales Id.(A) como
una accién funtorial Id.(A). De hecho, para cada dlgebra multivaluada A se tiene que
Id.(14) = 1yq,(4), mientras que para cualquier par de MV-homomorfismos f : A — By
g: B — C, resulta

Id.(g o f)(a) = ((g © f)(a)]
=1d.(9)(f(a))
= (Idc(g) © Idc(f))(a)a

para todo a € 4, lo que implica que Id.(go f) = Id.(g) oId.(f). De esta manera, se obtiene

lo siguiente.

Proposicién 2.3.20. Id. define un funtor covariante de la categoria MV de MV-dlgebras a la

categoria BDL de reticulos distributivos y acotados.
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e > 1d.(A)
f Idc(f)
B - » Id.(B)

El nombre BDL de la categoria de reticulos distributivos y acotados, proviene de sus

siglas en inglés, bounded distributive lattice.

Observacion 2.3.21. Dado un MV-homomorfismo f : A — B, este induce la funcion
K(Spec)(f) : K(Spec(A)) — K(Spec(B)) dada por K(Spec)(f)(O(a)) = O(f(a)).

Proposiciéon 2.3.22. Si f : A — B es un MV-homomorfismo, entonces la funcién
K(Spec)(f) : K(Spec(A)) — K(Spec(B)) es un homomorfismo de reticulos.

Demostracién. Para cada par a,b € A, se tiene que
K(Spec)(f)(O(a) v O(b)) = K(Spec)(f)(O(a v b))
flavb))
fla) v f(0))
f(a)) v O(f(b))
(Spec)(f)(O(a)) v K(Spec)(f)(O(b)),

I
A~ G C O

(
(f(a) v
(f(a)

y también,

K(Spec)(f)(O(a) A O(b))

K(Spec)(f)(O(a A b))
flanb)

fla)nf )

f(a)) NO(f(b))

(Spec)(f)(O(a)) AK(Spec)(f)(O(b)),

lo que muestra que K(Spec)(f) es un homomorfismo entre reticulos. O

~—

(
(f(a)
(f(a)

Il
A~ S C O

Adicional a esto, es facil ver que K(Spec(14) = Ik(spec(4)), mientras que para cualquier
par de MV-homomorfismos f : A — B, g : B — C, resulta
K(Spec)(g o f)(O(a)) = O((g o f)(a))
= K(Spec)(9)(O(f(a)))
= (K(Spec)(g) o K(Spec)(f))(O(a)),
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lo que indica que K(Spec)(g o f) = K(Spec)(g) o K(Spec)(f). Por lo tanto, se obtiene:

Proposicion 2.3.23. K(Spec) define un funtor covariante de la categoria M'V de MV-dlgebras a

la categoria BDL de reticulos distributivos y acotados.

A ooy » K(Spec(A4))
f K(Spec)(f)
B —ceeeeeeee + K(Spec(B))

La dltima proposicién de esta seccién destaca un aspecto interesante de los ideales primos
en una algebra multivaluada, todo ideal principal puede describirse como la interseccion

de todos los ideales primos que contienen a su generador.

Proposicién 2.3.24. Sea A una MV-ilgebra. Para cada a € A de orden infinito,

(a] = () (Spec(4) — O(a)),
es decir, (a] coincide con la interseccion de todos los ideales primos que contienen a a.

Demostracion. Note que ord(a) = oo implica que (a] # Ay, considerando (a] y {1} co-
mo I y S respectivamente en el Teorema 2.3.2, se obtiene que (] (Spec(A) — O(a)) # 0.
Ahora bien, para cada P € Spec(A) — O(a), P es un ideal primo que contiene a a, lo que
indica que a € () (Spec(A) — O(a)) y asi, (a] € () (Spec(A4) — O(a)). En sentido contrario,
seab € Atal que b € (a]°, entonces b ¢ (a] y, tomando (a] y {b} como I y S respectiva-
mente en el Teorema 2.3.2, existe un ideal primo P tal que (a] C Py PN {b} = 0, es decir
quea € Pyb ¢ P.Luego, b € ([ (Spec(A) — O(a)))°y (a]® C (N (Spec(4) — O(a)))¢, por
lo que () (Spec(A4) — O(a)) C (a] y se concluye que (a] =) (Spec(A) — O(a)). O

2.4. Elreticulo de Belluce de una MV-dlgebra

Vamos a introducir el primer concepto necesario para establecer la caracterizacién to-
pologica del espectro primo de una algebra multivaluada, el reticulo de Belluce asociado.
Este reticulo se define como un conjunto cociente de la MV-élgebra, utilizando una re-
laciéon de equivalencia basada en la pertenencia a los mismos ideales primos. Luego, se

observa que este reticulo es distributivo y acotado, y que ademads es isomorfo tanto al
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reticulo de ideales principales de la MV-dlgebra como al reticulo de los conjuntos abier-
tos y compactos del espectro primo. Finalmente, se muestra que esto conduce a un funtor
covariante entre las categorias de las MV-dlgebras y la de los reticulos distributivos y aco-

tados.

Sea A una MV-dlgebra, para cada S C Spec(A) es posible definir una relacion de equiva-

lencia ~g sobre A, como sigue:
a~gb,siysolosi, VP € S:ac Psiysolosibec P.

En otras palabras, dos elementos estan relacionados siempre que pertenezcan a los mis-

mos ideales primos de S.

Proposicion 2.4.1. Para cada S C Spec(A), la relacion ~g es una congruencia sobre A con

respecto a las operaciones @, V, A.

Demostracién. Es facil ver que ~g es una relacion de equivalencia sobre A. Veamos que

~g es compatible con las operaciones ®, V y A.

Sean a,b,a’,b' € Acona ~gbyad ~sV.SiP e Syadad € P,entonces a,a’ < a® d
implica a,a’ € P por ser P un ideal, de donde b,b' € Py asuvez, b @b € P. Analoga-
mente, b @ b’ € P implicaa @ o’ € P, lo que significaquea® a’ ~5bd V.

En segundo lugar, sea P € S tal que a V ¢’ € P, entonces a,a’ € P pues a,a’ < aVd,lo
que conllevaa que b,b' € P,b@ b’ € P eigualmente, bV b < bV implicabVd € P.De

manera andloga, a V a’ € P siempre que bV b’ € P. Asi,aVad ~gbV.

Por ultimo, si P € S es tal que a A a’ € P, por ser P un ideal primo se tiene que a € P o
a' € P,esdecirqueb € Pob' € PypuestoquebAl <b,b,resultabAl’ € P. De manera
similar,a Aa’ € PsibAb € Pyasi,aNad ~gbAD.

Esto concluye que la relacién ~g e una congruencia con respecto a las operaciones bina-

rias de la suma, supremo e infimo en una MV-dlgebra. O

En adelante, consideraremos S = Spec(4) y a la relacién ~gpec(4) como ~. El conjunto
cociente A/~ serd denotado como (A), mientras que 3(a) := {b € A| a ~ b} para cada
a € A. Laimportancia de este procedimiento recae en que a cada MV-élgebra se le puede

asociar un reticulo distributivo y acotado, tal cual como lo afirma el siguiente teorema.

64



CAPITULO 2. MV-ALGEBRAS

Teorema 2.4.2. Si A es una MV-dlgebra, (3(A), <) es un reticulo distributivo, acotado inferior-

mente por 3(0) y superiormente por (1), donde para cualesquiera a,b € A,

Bla) NB(b) := Bla Ab)
Bla) v B(b) := BlaVb) = fla®b)
B(a) < B(b), siysolosi, f(a ANb) = B(a), siysolosi, 3(aVb) = B(b).

Demostracion. Sea A una MV-dlgebra, veamos que 3(A) es un reticulo, definiendo las

operaciones V, A como en el enunciado. Sean a,b,c € A,
= Bla) V() =BlaVb)=p5(0bVa)=pB(0b)VHSa)
= B(a) AB(b) = BlaAb) = B(bAa)=pB(b) ABa).

= (B(a) VB()VB(c) = BlaVvb)VB(c)
(aVb)Vc)
aV(bVec))
a)V B(bVec)

a) vV (B(b) vV B(c))

~—~~ Y~ I~

B
B

» B(a) Vv B(a) =B(aVa) = p(a) = Blana)=pB(a) AB(a).
= B(a) Vv (B(a) A B(b)) = B(a) vV Bland) = B(aV (aAb)) = B(a).
» B(a) A (B(a) vV B(b) = B(a) A B(aV b) =B(an(aVb) = Ba)
Ahora bien, definiendo la relacién < en 5(A) como
Bla) < B(b), siy solosi, B(a A b) = S(a), siy solosi, 5(a Vv b) = B(b),

se obtiene que < es un orden parcial. Ademas, 3(a) A (0) = S(a A 0) = S(a) y también
B(a)Vvp(1) = B(aVl) = B(1) para cualquier a € A, indica que $(A) es un reticulo acotado,
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inferiormente por 3(0) y superiormente por 3(1). Por tltimo,

mientras que

(@Nb)V(aNc))

g
=p
BlaAb)V B(aAc)
= (B(a) AB(b)) V (B(a) A B(c)),

con a,b,c € A, de donde se obtiene que 5(A) es un reticulo distributivo y acotado. Adi-
cionalmente, note que 5(aVb) = S(a®b), puesto que si P € Spec(A) estalquea Vb e P,
entoncesa < aVbyb<aVbimplicana,b € Pya®b € P;y por otrolado,sia® b € P,
entonces a Vb < a® bconllevaaqueaVbec P.

Esto concluye la prueba. O

Con base en la proposicién anterior, para cada MV-édlgebra A se define el reticulo de
Belluce asociado a A, denotado por 3(A), como el reticulo con A/~ como conjunto sub-
yaciente. El nombre se debe al matematico Lawrence Peter Belluce, quien introdujo esta
nocién en [3] en el afio 1986 y contribuy6é de manera significativa al estudio del dlgebra

universal, la l6gica y la teorfa de conjuntos fuzzy.

Observacion 2.4.3. Es ficil ver que 3(a) = B(b), si y solo si, (a] = (b]. En efecto, si (a] = (D]
y P € Spec(A) es tal que a € P, entonces (b] = (a] C Py b € P; andlogamente b € P
implica a € P, ast que 3(a) = B(b). Reciprocamente, 5(a) = [(b) implica por definicion que
Spec(A) — O(a) coincide con Spec(A) — O(b) y por la Proposicion 2.3.24,

(a] = ) (Spec(A) — O(a)) =[] (Spec(A) — O(b)) = (b].

De esta manera se obtiene inmediatamente que 3(A) = Id.(A) y ademds, por el Corolario 2.3.13,
se puede concluir también que 5(A) = K(Spec(A)).
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La construccién de la topologia espectral es frecuentemente utilizada en ciertas estructu-
ras algebraicas, y en particular, es posible dotar con esta topologia al espectro primo de
cualquier reticulo. Mds atn, el funtor Spec expuesto en la Proposicién 2.3.19 también se
puede definir de manera contravariante de la categoria BDL de reticulos distributivos y

acotados a la categoria Top de espacios topolégicos.

Resulta interesante que dada una dlgebra multivaluada, su espectro primo coincide con el
espectro primo de su reticulo de Belluce asociado, enfatizando que esta correspondencia

se entiende desde el punto de vista topolégico.
Teorema 2.4.4. Si A es una MV-dlgebra, entonces Spec(A) = Spec(/5(A)).

Demostracién. Sea A una MV-algebra, definase la funcién ¢ : Spec(A) — Spec(/5(A)) tal
que P — [(P) := {f(a) | a € P}. Si P es un ideal primo de A, veamos que 3(P) es un
ideal primo del reticulo 5(A). Claramente 3(P) # () ya que 0 € Py 5(0) € 5(P). Sean
B(a) € B(A)y B(b) € B(P) con (a) < B(b), entonces B(a) = S(a) AB(b) = S(aAb) y como
aANb<b sesiguequeaAbe Py f(a) =p(aNb) € (P). Ademads, si B(a), 5(b) € B(P),
puesto que a,b € Pimplicaa ®b € Pyasuvez,aVb<a®bindicaqueaVbe P. Asi,
resulta 3(a) V B(b) = B(a VvV b) € B(P)y B(P) es unideal de 5(A).

Adicionalmente, si 5(a), 3(b) € B(A) y B(a Ab) = [(a) A B(b) € B(P), se obtiene que
aANb € Pyalser Punideal primode A, a € Pob € P, por lo que f(a) € 5(P) o
B(b) € B(P). De esta manera, 3(P) € Spec(8(A)) y ¢ esta bien definida.

En segundo lugar, definase la funcién ¢ : Spec(5(A)) — Spec(A) como

(W) = J{B(a) | Bla) € W},

Veamos que para cada ideal primo W de 3(A), (W) es un ideal primo de A. Claramente
d(W) # D pues W # D ysia,b e ¢(W), existen ¢,d € A tales que a € f(c) y b € 5(d),
con f(c), B(d) € W, lo que significa que 5(a) = S(c) y B(b) = B(d). Luego, se tiene que
Bla@b) =B(aVvbd) =p(a)VEbd) =p5(c)VE(d =p(cvd),dedondea®be B(cVd)y
Blevd)=p(c)V p(d) e W,asiquea &b € p(W).

Ademéds, sia € Ay b € ¢(IW) son tales que a < b, se sigue que b € [(c) para algin
ce Ay B(c) € W, 1o que implica que B(a) < B(b) = B(c) y B(a) € W.Como a € ((a),
se tiene que a € ¢(W). Mas atin,sia,b € AyaAb e ¢(IV), se tiene que a A b € f(c) con
ce Ay B(c) € W, 1o cual conlleva a que 5(a) A B(b) = B(a A b) = B(c) € Wy dado que
W es primo, resulta 3(a) € W o 5(b) € W, es decir que a € ¢(W) o b € ¢(W) puesto
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que a € B(a), b € B(b). Como consecuencia, ¢(W) es un ideal primo de Ay ¢ estd bien
definida.

Ahora bien, observe que para cualquier P € Spec(4),

(¢o9)(P) = Jts(a) B(P)},

y U{B(a) | B(a) € B(P)} = P puessib € P, se tiene que b € 5(b) con 5(b) € 5(P), de
donde b € | J{5(a) | B(a) € B(P)}; mientras que si b € |J{B(a) | B(a) € B(P)}, significa
que b € B(a) paraalgtina € P, porlo que B(a) = B(b),a ~byb € P. Asi, pop = lgpec(a)-
Por otro lado, para cada W € Spec(5(A4)),

P

8

{B(b)leU{ﬁ Bla) € W1}
{8(b) | 3a € A,b € B(a), B(a) € W},

y{B(®) | Ja € A,b € B(a),B(a) € W} = W. En efecto, 5(b) € W y b € S(a) implica
B(b) € {B®) | da € A,b € [(a),B(a) € W}, mientras que si 3(b) € [(A) es tal que

b € B(a) para algtn 3(a) € W, se sigue que B(b) = B(a) € W. Asi, p 0 ¢ = lgpec(s(a)) ¥
por tanto, ¢ es una funcién biyectiva.

En tercer lugar, veamos que tanto ¢ como ¢ son funciones continuas. Para cada a € A se

tiene que

¢ 1 (O(B(a))) = {P € Spec(A
(

(

= {P € Spec(A

= O(a),
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y también
67 (0(a)) = {W € Spec(B(4)) | (W) € O(a)}
= {W & Spec(5(4)) | a ¢ 6(W)}
— {W e Spec(Ba)) o ¢ J(8) | 80) € W}}
= {W € Spec(B(4)) | YB(b) € W,a ¢ B(b)}
= {W & Spec(5(4)) | ¥5(b) € W, 5(a) # 5(b)}
= {W € Spec(5(4)) | (o) ¢ W}
= O(B(a),

lo que conlleva a que

sol(O(W))s01< U O(ﬂ(a)))

B(a)eW

I
-
S|
S
™
g

Bla)eWw

— O ({8(a) | Bla) € W}),

y asuvez,

o~ (O1) = ¢! (U 0(@))

acl

=Jo¢ ™ (0(a))

acl

= J 0(5(a))

acl

=0 (B(I))-

De acuerdo a lo anterior, ¢ y ¢ son funciones continuas. Finalmente, se concluye que ¢ es

un homeomorfismo y Spec(A4) = Spec(3(A)). O

Se tiene que a cada MV-élgebra A es posible asociarle un reticulo distributivo acotado
B(A). No obstante, esta operacién de Belluce puede extenderse a homomorfismos entre
MV-éalgebras.

Observaciéon 2.4.5. Si f : A — B es un MV-homomorfismo, se introduce la funcién
B(f) : B(A) — B(B) como B(f)(B(a)) = B(f(a)), la cual estd bien definida, puesto que
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si a,b € A son tales que 3(a) = [(b), la Observacion 2.4.3 implica que (a] = (b], por lo que
existen m,n € N de manera que a < mby también b < na. Luego, f(a) < f(mb) = mf(b)
yasuvez f(b) < f(na) = nf(a), lo que significa que (f(a)] = (f(b)] y esto equivale a que
B(f(a)) = B(f(b)). Esto concluye que la funcion B(f) estd bien definida.

Proposicién 2.4.6. Si f : A — B es un homomorfismo entre MV-dlgebras, entonces la funcion
B(f) : B(A) — B(B) es un homomorfismo de reticulos.

Demostracion. Sean a,b € A,

y también,

Por lo tanto, 3(f) es un homomorfismo de reticulos. O]

Mads atin, para cada MV-dlgebra A y para cada a € 4,

B(1a)(B(a)) = B(1a(a)) = B(a) = 15(4)(B(a)),

por lo que 3(14) = 1g(4). Ademds, si f : A — By g : B — C son homomorfismos

entre MV-algebras, se sigue que

para cada a € A, de donde (g o f) = B(g) o B(f). De esta manera, se obtiene:
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Proposicién 2.4.7. (3 es un funtor covariante de la categoria M'V de MV-dlgebras a la categoria

BDL de reticulos distributivos acotados.

A ey B(A)
f B(f)
- > B(B)

2.5. Relaciones entre las categorias MV, BDL y Top

El Teorema 2.4.4 puede entenderse, desde el punto de vista categérico, como la compo-
sicién entre los funtores Specy ;. v 8, que termina coincidiendo con el funtor Specy v,

establecido en la Proposicion 2.3.19. Especificamente:

Teorema 2.5.1. Los funtores Specgpyp, © B Y Specyyy, son naturalmente isomorfos. Esto es,

Specypyv = Specgpy, © B.

Demostracion. Para cada MV-dlgebra A, considérese Specy,(A) 24, SpecgpL(B(A))
el isomorfismo definido como ¢ en el Teorema 2,44. Si f : A — B es cualquier

MV-homomorfismo, note que el siguiente diagrama conmuta,

Spec(B) L(f)> Spec(A)

ap oA

Spec(5(B)) Spec(5(A))

—_
Spec(B(f))

ya que para cada P € Spec(B), resulta:

(Spec(5(f)) o ap)(P) = Spec(5(f)

B(A) | B(f)(B(a)) € B(P)}
B(A) | B(f(a)) € B(P)},
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mientras que,

y puesto que {5(a) € B(A) | B(f(a)) € B(P)} = {B(a) € B(A) | f(a) € P}, esto implica
que Spec(S(f)) cap = a4 oSpec(f). Por lo tanto, se concluye que Specy+, Y Specgpy, © 5
son funtores naturalmente isomorfos. O

Specy v
—_—

,8\\ /S‘pecBDL

Ahora, se probara que los funtores Id., K(Spec), 3, establecidos en las proposiciones
2.3.20, 2.3.23 y 2.4.7, respectivamente, son naturalmente isomorfos entre si, dando res-
puesta a esta cuestion planteada en [1]. Esto significa que los tres representan la misma

accion funtorial sobre las categorias MV y BDL.

Proposicién 2.5.2. Los funtores Id. y 3 son naturalmente isomorfos. Esto es, Id. = f.

Demostracién. Para cada MV-édlgebra A, considérese la funcién n4 : Id.(A) — B(A)
definida como 74 ((a]) = B(a). Por la Observacion 2.4.3 se tiene que 14 estd bien definida

y es inyectiva, mientras que para cada par a,b € A,

na((al v (b)) = na((a v b)) = B(aVb) = (a) v 5(b)
na((al A (b)) = na((a nb]) = B(a nb) = B(a) A B(b)

na((al) v na((b)),
na((al) Ana((b)),

de donde 74 es un homomorfismo de reticulos que evidentemente es sobreyectivo. Asf,
14 es un isomorfismo para cada objeto A en MV. En segundo lugar, observe que para

cualquier MV-homomorfismo f : A — B, el siguiente diagrama conmuta,
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1d,(4) —4Y, 14.(B)

NA nB

Por lo tanto, 8(f)ona = npold.(f) y se concluye que Id. y 5 son naturalmente isomorfos.
O]

Proposicién 2.5.3. Los funtores Id. y K(Spec) son naturalmente isomorfos. (Id. = K(Spec)).

Demostracion. Para cada MV-algebra A, considérese Id.(A) —2+ K(Spec(A)) el iso-
morfismo presentado en el Corolario 2.3.13. Luego, para cada MV-homomorfismo

[+ A— B, el siguiente diagrama conmuta,

Idc(f)

Id.(4) Id.(B)

K(Spec(4)) gy K(Spec(B))

debido a que para cada a € A, resulta

(K(Spec)(f) o aa)((al) = K(Spec)(f)(O(a))
O(f(a))
= ap((f(a)])
= (ap old.(f))((a]),

por lo que K(Spec)(f) o aa = ap oId.(f) y se concluye que los funtores Id. y K(Spec)

son naturalmente isomorfos. O
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Proposicion 2.5.4. Los funtores 3 y K(Spec) son naturalmente isomorfos. Esto es, 5 == K(Spec).

Demostracion. Sea A un &lgebra multivaluada, considérese 3(A4) —2+ K(Spec(A)) el
isomorfismo obtenido por la Observacién 2,4,3. Luego, MV-homomorfismo f : A — B,

el siguiente diagrama conmuta.

B(A) » B(B)
K(Spec(4)) ~speay’ K(Spec(B))

En efecto, para cada a € A, se tiene que

(wp o B(f))(B(a)) = wr(B(f(a)))
= O(f(a))
= K(Spec)(f)(O(a))
= (K(Spec)(f) o wa)(B(a)),

de donde K(Spec)(f) owa = wp o B(f) y se concluye que los funtores 5 y K(Spec) son

naturalmente isomorfos. O

>m

MV

~

1

K (Spec)

2.6. MV-dlgebras libres y funciones de McNaughton

El segundo concepto requerido corresponde al de las MV-élgebras libres. En primer lugar,
se presenta una manera de construir algebras multivaluadas a partir de otras, denomi-
nadas MV-dlgebras de términos en n variables sobre el dlgebra inicial. En segundo lugar,
se introducen las MV-algebras libres, las cuales cumplen una propiedad universal parti-
cular sobre un conjunto generador. Se verifica que la MV-dlgebra libre sobre un conjunto

generador de n elementos es isomorfa a la MV-dlgebra de términos en n variables sobre
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el dlgebra multivaluada [0, 1]. En tercer lugar, se muestran las funciones de McNaugh-
ton, que conforman una MV-dlgebra y esencialmente son funciones definidas de [0, 1]
en [0, 1], continuas con la topologia natural y definidas a trozos con polinomios lineales
de coeficientes enteros. Finalmente, se muestra que la MV-dlgebra libre sobre un conjun-
to generador de n elementos es isomorfa a la MV-dlgebra de funciones de McNaughton
sobre [0,1]", lo cual resulta sumamente ttil para una mejor manipulacién y comprension
de las MV-dlgebras libres.

Definicién 2.6.1. Sea X un conjunto no vacio, cuyos elementos llamaremos variables, un MV-

término 7 en las variables x1, . . ., x,, es una expresion formal sobre el alfabeto {®, -, 0, z1, ...,z }.

Ejemplos de MV-términos son 0, 1, =21, 1 ®xy, ~1 2y, mientras que —z2, 23,324, 1122
son muestra de los que no son MV-términos. Considerando para cada nimero entero
n>1 A" .= Ax Ax...x A, laproyeccién k-ésima 7, : A" — A corresponde a la
funcién i (x) = x, donde x = (21,22 ..., T,). Ademads,

Proj;? ={mp:1<k<n},

serd el conjunto de las proyecciones de A”".

Definicion 2.6.2. Dada una MV-ilgebra A, para cada MV-término 7 en las variables {z1, ..., zp},

se define la funcion de términos 74 : A™ — A como sigue:
(a) z{ :==m;, paracadal <i<n,
(b) 04 esla funcién constante 0,
© (p@o)=prtaocs,
(@) () =

Term?} denota el conjunto de todas las funciones de términos sobre A.

Note que Term?! es una subdlgebra de la MV-algebra A" = {f : A" — A| f es funcién}
y es especial en el sentido de que Term?, es la menor subalgebra de A4" que contiene cada
proyeccién en Projf. A continuacién, introduciremos el concepto de MV-dlgebras libres,
las cuales son un cierto tipo de MV-dlgebras caracterizadas por poseer una propiedad

universal sobre un conjunto generador.
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Definicion 2.6.3. Una MV-dlgebra A = sub(X) se dice que es libre sobre el conjunto X, y se
escribe A = Freex, si para cualquier MV-dlgebra B y cualquier funcion f : X — B, existe un

MV-homomorfismo h : A — B tal que el siguiente diagrama conmuta.

— A

7
X
s
’
’
s
’
s
e
’
f n
7
’
’
’
Y
B

Observacion 2.6.4. Note que el MV-homomorfismo h es iinico, pues si existiese otro

(i denota la funcion inclusion.)

MV-homomorfismo h : A —s B con hoi = f, resulta hoi = h o, asi que h|x = h|x y
por la Proposicion 2.0.9, se verifica que h, h coinciden sobre A.

Realmente no es relevante sobre cudl conjunto X la MV-dlgebra A es libre, sino mds bien
cudl es su cardinalidad, por lo que la MV-élgebra queda completamente determinada por

esto, salvo isomorfismos. Esta caracteristica se precisa en la siguiente proposicion.

Proposicién 2.6.5. Sean Ay y Ay MV-dlgebras libres sobre los conjuntos generadores X1 y Xo,
respectivamente. Si | X | = | X3, entonces Ay = A,.

Demostracién. Dado que | X;| = | X2/, existe una funcién biyectiva f : X; — Xs y co-
mo A; y As son generadas por X; y Xy, respectivamente, se tienen también funciones
in: X1 —— Ay yia: Xo —— Ay . Luego, si se considera el par de funciones
igof: Xy — Agyijof 1. Xy — Ay, se garantiza la existencia de los homomorfismos

g: Ay — Ay y h: Ay — A; de manera que los siguientes diagramas conmutan.

i1 2
X —m 4 Xy ——— Ay
izof g irof~! S
L{/ L{/
A2 Al

Asi mismo, teniendo en cuenta el diagrama
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X1

il 'il

igof

Ay As Ay

g h
se obtiene que i1 = ho (ig0 f) = ho(goi;) = (hog)oi; ycomoi; = 14, 01y, se sigue

que h o g = 14, por la Observacion 2.6.4. Andlogamente, del diagrama

Xo

iQ ’l'2

ijof !

Aa Ay As

h g

resultais = go (iyo f~1) = go(hoiy) = (goh)oiyyis = 1a,0iyimplicagoh = 14,. Por

lo tanto, g es un isomorfismo y 4; = A,.

Esto termina la prueba. O

De acuerdo a lo anterior, no hay ambigtiedad al decir que una MV-algebra es libre sobre
n generadores, y se escribe A = Free,,. La proposicion que sigue serd clave al final de este
capitulo y muestra que siempre es posible encontrar un epimorfismo entre una MV-alge-
bra libre sobre n elementos y una MV-algebra generada por un subcojunto precisamente

de cardinalidad igual a n.

Proposicién 2.6.6. Si A es una MV-dlgebra generada por un subconjunto X tal que | X| = n,
entonces existe un epimorfismo de M\V-ilgebras f : Free,, — A.

Demostracién. Puesto que X C Ay Free,, es libre sobre X ya que | X| = n, las funciones
inclusiones i : X «—— A yi : X —— Free, implican la existencia de un MV-

homomorfismo f : Free,, —> A de manera que f oi’ = 1.

-/
X «—— - Free,
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Ademas, dado que X genera a A, es evidente que f es sobreyectiva. O

Un resultado significativo en este punto es la caracterizaciéon que se tiene de las MV-
algebras libres, las cuales pueden entenderse de manera isomorfa como las MV-élgebras

de términos en n variables sobre la MV-algebra estandar.

Teorema 2.6.7. Para cada niimero enteron > 1, Free,, = Termg) ’1].

Demostracién. Por la Proposicién anterior, basta con probar que Term!>" es libre sobre
[0,1]
sideremos b = (b1,b2,...,b,) € B™ donde b, := f(m) para cada 1 < k < n. Definase

¢ : Terml>') — B con () = 75(b). Por el Teorema 2.0.3, se tiene que 711 = (0.1

el conjunto Proj}”*!. Sea B cualquier MV-dlgebra y f : Proj 1[3’1] — B una funcién, con-

en [0, 1] implica 78 = B en By ¢(1) = 78(b) = 0B (b) = ¢(0), por lo que ¢ est4 bien
definida. Ademas,

p(=0) = (=0)%(b) = 0" (b) = —¢(0),
de donde se obtiene que ¢ es un homomorfismo. Por dltimo,
(¢ 0 i)(me) = (m) = m (b) = by, = f(m).

Projg?’l] <t TermL?’l]

Por lo tanto, Termb" = Free,, y esto concluye la prueba. O

Note que las MV-algebras libres tal como se han definido resultan ser bastantes com-
plejas, atin con la caracterizacion dada por el teorema anterior. Sin embargo, existe otra
forma de representarlas de tal manera que terminan siendo mds faciles de manipular y

trabajar con ellas.

Definicién 2.6.8. Para cada n > 1, una funcion f : [0,1]" — [0,1] es llamada una funcién

de McNaughton sobre [0, 1]" si y solo si satisface las siguientes condiciones:
(i) f es continua con respecto a la topologia natural de [0, 1]".
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(ii) Existen polinomios lineales p1, . .., py con coeficientes enteros
pi(:I,‘l, - ,l’n) = bl +my, 1+ ...+ My, Ty,

tales que para cada puntoy = (y1,...,yn) € [0,1]", existe un indice j € {1,...,k} con

fy) =)
Denotando como M, al conjunto de funciones de McNaughton sobre [0, 1]", se tiene que

M,, es una MV-algebra, cuyas operaciones estdn definidas de manera puntual sobre la
MV-élgebra estandar.

Ejemplo 2.6.9. Las siguientes son funciones de McNaughton sobre [0, 1].

Yy
17_
0 st 0< <1
) —x 47
f
1 1
= 4r — 1 < —
f(CC) X S1 4_m<2
1
1, si <zr<l1
2
\ 1 —
0 1 1 T
4 2
Yy
1 i 0< 1 "
si < =,
b —‘/I" 6
1 1
—6xr+2 si —<x<-—,
6 3 q
g(z) =
3 1 si 1< <2
T — T < —,
3~ 3
2
1, si —<x<l1
3 — 1 —
011 2 !
6 3 3

Se construye también la funcion — f sobre [0, 1]:
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Y
17
1 si 0< <1
) ST 4,
—f
1 1
(—f)x) =4 —dz+2 si <xr<-—
4 2
0 1< <1
. ) st 2_37_
| | !
0 1 1 1 7z
4 2
Asi mismo, la suma de las funciones f y g en My corresponde a la funcion:
( , 1 (]
1, si 0<z<—,
6 -
6042, si 2 <a<-
€T s 6_;1; 4,
f&y
(fog@) = —2w+1, si ~<a<s Lo
) 4_ 3, B
11
o1 3 3
Tr—2, si —<z<~—,
x 3_56_7
3 ——— |
Loosi gswsl 0 1113 1!
) 7 6 4 3 7

Las funciones f A gy f \V g estin definidas de tal forma que para cada x € [0, 1], se tiene que
(fAg)e) = f(@) Ag(x)y (fV g)(x) = f(z)V g(2).
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( 1 Yy
0, si 0<z<—,
4 1L
1 3
4r —1 - < el
x ) St 4_113<1O,
. 3 1 A
(fAg)z)=Q —6x+2, si —<z<-, fNg
10 3
| 2 1
3x — 1, si —<zx< =, L
! 3=7°3 5
| | |
I I T
) 3 4 10 3 3
Y
( 1 1-
I, si 0<z<—,
6
o1 3
—6 2’ st~ <x< o, T Vg
Tt 6—x 10 [ g
(fVg)(z)=
3 1
4dr — 1 T — < -
x , St 10_ZE<2,
11
5
1
L, si —<z<1
2 H—— —
o 1 3 1 1
6 10 2

Ejemplo 2.6.10. Las siguientes funciones son ejemplos de elementos en M.

0, si 0<z<—,
.1 3
dz—1, st 2<z<ih, 1, si 0<y<—3(z—1),
.3 1 ' . )
F(z,y) ={ —6x+2, si 5S7<3 Gla,y)={ —z—2+2, si —L@—-1)<y<-tz+1,
; 1
3z —1, si 1<1:<g7 0, si —sx+1l<y<1.
3 3
2
1, si —<x<1
3="=
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Note que la funcién (f A g)(z) mostrada en el Ejemplo 2.6.9 es precisamente la proyecciéon
de la funcién F'(z, y) del Ejemplo 2.6.10 sobre uno de los planos coordenados. Sin embar-
go, no todas las funciones en M, corresponden a este caso particular, lo que se evidencia

con la funcién G(z,y).

82



CAPITULO 2. MV-ALGEBRAS

El resultado mds importante de esta seccién es el isomorfismo que ya se ha mencionado
anteriormente, el cual no solo reduce significativamente la complejidad al operar con

MV-élgebras libres, sino que también serd de gran ayuda para las secciones siguientes.

Teorema 2.6.11. Para cada niimero entero n > 1, Free,, = M,,.

Para la demostracién, puede consultarse la Proposicion 3.1.8 y el Teorema 9.1.5 de [11].

2.7. Poliedros

En esta seccién introduciremos el tercer concepto necesario, una clase de objetos geométri-
cos que son bastantes interesantes por su presencia en isomorfismos que involucran el
reticulo de Belluce de MV-dlgebras libres, ademads de ser esencialmente los ceros de fun-
ciones de McNaughton, y seran ttiles para caracterizar el espectro primo de las MV-alge-

bras.

Definicién 2.7.1. Un conjunto A C R" se dice convexo si para cualquier par a,b € A, el

conjunto
[a,b] :={(1 —t)a+tb [0 <t <1},
estd contenido en A.

Por vacuidad, () es un conjunto convexo. Evidentemente, si {4; | i € I} C R" es una

familia de conjuntos convexos, entonces (| A; también lo es, por lo que dado cualquier
i€l
conjunto B C R"”, la envolvente convexa de B se define como

(B) = ﬂ{A CR" | Aesconvexo, B C A},

que termina siendo el menor conjunto convexo que contiene a B. Si B = {zg, z1,...,Zm},

se escribe simplemente (g, z1 ..., Tm,).

Proposicién 2.7.2. Si A C R", entonces

(A) = {ZaiailmeN,aieA,aieRJrU{O},Zai:l}.

i=1 =1

Demostracién. Denotando

B := {ZaiaimEN,aiEA,aiE]RJFU{O},Zai:l},

i=1 =1
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m

se tiene que B es convexo. En efecto, sean z := ) a;a; y y := Z Bib; elementos de By
=1 =1

suponga sin pérdida de generalidad que k£ < m. Si w € [z, y], entonces

w=(1—-t)z+ty

= (1 — t)iaiai —i—tiﬂibi
=1 =1

= [(1 = t)ea; + tBibi]
i=1
con0 <t <1lyb; =0parak < i < m,porloque (1—t)a,t3 € R" U{0} para cada
0 <7 < my también,

m

Dol =t + 6] = (1 1) ZaﬂrtZBZ— (1—t)+t=1,

=1

es decir que w € By [z,y] C B. Ademas, es claro que A C By por tanto, (4) C B.

Reciprocamente, sea H cualquier conjunto convexo en R” tal que A C H. Probemos por
m
induccién sobre m que cada elemento ) «;a; € B estd en H. Para el caso base m = 1, si

i=1
ajai € B, entonces a; € A y necesariamente «; = 1, por lo que oya; € Ay como A C H,

resulta aja; € H. Supongamos ahora por hip6tesis inductiva que para un cierto k € N se

m
tiene que cada suma Y aja; € Bcon 0 < m < k, también estd en H.
i=1
k+1
Siz := ) waa; € B, se tienen dos casos. Si o; = 0 para cada 1 < i < k, se sigue que
i=1
apy1 = 1yx = a1 € A C H. En caso contrario, existe algin 1 < ¢ < k tal que a; # 0,
k k[
porlo que 5 := ) «; # 0. Note ademds que w := ) <ﬁl> a; € Byaque
i=1

i=1

\V/1<'L<kE€R+U{O} y Z Zaz—<> =1,

y a su vez pertenece a H por hipétesis de induccién. Asi, por la convexidad de H y
teniendo en cuenta que ay1; € A C H, resulta z = fw+ agy1a5+1 € [w, ar+1] € H.Porlo

tanto, B C H para cualquier conjunto convexo H C R" que contenga a A, y en particular,

B C (A). Se concluye de esta manera que (A) = B. O
Definicion 2.7.3. Un conjunto S = {xg, z1,...,zm} C R" se denomina independientemente
afin, si el conjunto de vectores {Toxi, ToT3,...,ToTm } €s linealmente independiente.
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Ejemplo 2.7.4. El conjunto S = {xg,x1, 72,23} C R3, donde zo = (0,1,0), 21 = (1,2,1),
zo = (1,4,0) y 3 = (2,2,0), es un conjunto independientemente afin, ya que el conjunto

S" = {xoxt, x0x3, ..., ToTm} dado por xoxi = (1,1,1), zoxs = (1,3,0) y Zozs = (2,1,0), es

un conjunto linealmente independiente, debido a que si se tuviesen \1, A2, A3 € R de manera que
)\1(17 1, 1) + )\Q(L 3, 0) + )\3(23 1, O) = (>\1 + A2 + 2)\3; A1+ 33X + )\33 )‘1) = (07 0, 0)>

se verifica facilmente que \; = Ay = A3 = 0.

Trivialmente se tiene que ) es un conjunto independientemente afin. Ademas, la defini-
cién de independencia afin es invariante bajo el punto inicial de los vectores que pueda

tomarse del conjunto S, gracias a la siguiente proposicién.

Proposicién 2.7.5. Sea V' un R-espacio vectorial, entonces

(i) {v1,...,v;...,x,} C V es un conjunto de vectores linealmente independientes, si y solo
si, {vi,...,Avi, ..., v} C V es linealmente independiente, para cada X\ € R — {0}.
(ii)) {v1,...,0;,...,05,...,v,} C V es un conjunto linealmente independiente, si y solo si,
{vi, ..., vi + vy, ..., 05, ..., 0, } CV es linealmente independiente, para cada X € R.
Demostracion.
(i) Sea {vi,...,vi,...,v,} C V linealmente independiente, A un escalar real no nulo

y suponga ai,...,q;,...,a, € Rtales que cqvi + -+ + o;(Avy) + -+ + apv, =0,
entonces oy = -+ = Aa; = -+ = ap, = 0. Dado que A # 0 y R es un cuerpo, se
sigue que o; = 0 y de esta manera, el conjunto {vy,...,Av;,...,v,} CV también es

linealmente independiente.

Para la implicacién contraria, basta con multiplicar el i-ésimo vector por %
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(ii) Sea {vi,...,v;,...,vj,...,v,} C V un conjunto de vectores linealmente indepen-

diente, A un ntimero real y suponga a1, ..., q;,...,qj,. .., escalares tales que

0=oqv1i 4+ 0 (v + Avj) + -+ vj + -+ + apvy
= v + -+ v+ -+ (0 F A+ -+ apop,

entonces v = - = = -+ = aj+ai)\ = .. =q, = Olporloqueaj =0y
por tanto, el conjunto {v1,...,v; + Avj,...,vj,...,v,} € V también es linealmente
independiente.

La otra implicacién se obtiene andlogamente cambiando el i-ésimo vector v; + Av;

por (vi + )\vj) + (—)\)Uj.

En conclusién, se ha probado que un conjunto linealmente independiente sigue siéndolo

si se reemplaza un vector por un multiplo no nulo escalar de él, y también si se sustituye

un vector por una combinacién particular. ]

Observacién 2.7.6. Si {Z;Z1,...,Ti%i—1,TiTiq1,---,TiLj, ..., LTiTm} €5 Un conjunto lineal-
. . . . N

mente independiente, se sigue que el conjunto {x;x1,...,T;Tj, ..., T;Tj—1, LjTjq1,- .-, LjTm}

también lo es por la Proposicion 2.7.5, puesto que para cada 1 < k < m con k # j se cambia el

vector Tz}, por T;x}, mientras que si k = j, se cambia T;z; por —T;z).

Definicién 2.7.7. Un m-simplice (también conocido como m-simplejo) o es un conjunto tal
que o = (A), para algiin A C R"™ independientemente afin y con |A| = m + 1. El niimero m se
denomina la dimensién del simplice. En el caso en el que A C Q", se dice que o es un simplice

racional.

Adicionalmente, un conjunto T se dice que es una cara del simplice o si T = (B) para algiin

B C A,y se denota como T = 0.

Evidentemente, toda cara de un simplice es a su vez un simplice, pues de la Definiciéon
2.7.3 se sigue que todo subconjunto de un conjunto independientemente afin, también lo
es. Por otra parte, el conjunto () también es un simplice ya que 0 = (0), y se dice que es

un —1-simplice.
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Ejemplo 2.7.8. Los m-simplices para m = 0,1, 2, 3 son:

[ ] o ——0

0-simplice 1-simplice 2-simplice 3-simplice

Se puede decir que los m-simplices permiten generalizar el concepto de triangulo a dife-
rentes dimensiones, al igual que el hipercubo como objeto geométrico extiende la idea del
cuadrado. Por otra parte, es facil ver que la cantidad de caras que posee un m-simplice

depende de su dimensién. Mds precisamente:

Proposicién 2.7.9. El niimero de caras de un m-simplice es 21,

Demostracion. Trivialmente, el —1-simplice () posee solamente una cara, que es este mis-
mo. Sea ¢ C R" un m-simplice con m > 0, se tiene entonces que 0 = (xg, Z1,...,Tm),
donde A = {z¢,z1,...,2n} es un conjunto independientemente afin. Luego, si H es el
conjunto de caras de o y 7 € H, resulta 7 = (B) con B C Ay como |P(A)| = 2l4l = 2m+1,
significa que |H| = 2™+, O

Ahora estamos en condiciones de introducir lo que se conoce como un poliedro.

Definicién 2.7.10. Un poliedro es cualquier union finita de simplices, y la dimension de un
poliedro corresponde a la dimension mdxima de los simplices que lo componen. Diremos que un

poliedro es racional, si es union finita de simplices racionales.

Ejemplo 2.7.11. El conjunto P mostrado en la figura es un poliedro de dimensién 3.

xI9 L7

A continuacion, se generalizaré el concepto de poliedro racional para dimensién infinita.
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Definicion 2.7.12. Si X es un conjunto con | X| < Rg, un poliedro cilindrico racional es un
conjunto C(Py) = {f € [0,1)% : fly € Py}, dondeY C X es tal que |Y| < Roy Py C [0,1]¥
es un poliedro racional.

Es facil ver que si X es finito, entonces el poliedro cilindrico racional termina siendo un

poliedro racional.
Ejemplo 2.7.13. Para cada n € N, el conjunto [0, 1]" es un poliedro cilindrico racional.

Algo interesante para resaltar es que dado un poliedro cilindrico racional P C [0,1]",
la coleccién de todos los poliedros cilindricos racionales contenidos en P, conforman un

reticulo ordenado parcialmente por la inclusién usual de conjuntos, y es denotado por
Cpoly(P )

En adelante, Z( f) denotard el conjunto de ceros de una funcién f,y Z(f1, fo, ..., fm) serd

el conjunto de ceros en comun de las funciones fi, fa, ..., fm; esto es,

m

Z(fl)f?v"')fm) = ﬂ Z(fl)

=1

(Esta notacion es recurrente en el campo de la geometria algebraica.)

Observacion 2.7.14. Por el Corolario 2.3.13, se tiene que B(f) = [(g) siy solosi (f] = (g|, para
cualquier par de elementos f, g € M,,. Mds aiin, observe que (f| = (g] implica que Z(f) = Z(g).
En efecto, si (f] = (9] y x € Z(g), entonces g(z) = 0y como f € (f] = (g|, se sigue que
f <ngparaalginn € Ny 0 < f(z) < ng(z) =n0 =0, por lo que f(z) =0,z € Z(f)y
Z(g) € Z(f). De la misma manera se obtiene que Z(f) C Z(g) y por tanto, Z(f) = Z(g). La
implicacién reciproca también es cierta y su demostracion se encuentra en el Lema 3.4.8 de [11].

Teorema 2.7.15. P C |0, 1] es un poliedro cilindrico racional, si y solo si, P = Z(f1, f2, ..., fm)
para algunos f1, fa, ..., fm € M,.

Una prueba de este teorema puede consultarse en el Corolario 2.10 de [26].

El articulo [4] ha sido fundamental en el desarrollo de esta seccién. Para un estudio més

profundo sobre los poliedros, se recomienda consultar [30], [8], [24] y [18].
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2.8. Caracterizacion del espectro primo de las MV-dlgebras

En la dltima seccién de este capitulo se presentan algunos resultados preliminares nece-
sarios para enunciar el teorema mas importante del capitulo, el cual establece las condi-
ciones que debe cumplir un espacio topolégico para ser homeomorfo al espectro primo
de alguna MV-élgebra. Posteriormente, se muestra un ejemplo que evidencia la utilidad

de este teorema.

Proposicién 2.8.1. El reticulo de Belluce de M,, es dualmente isomorfo al reticulo C,, ([0, 1]™).
En otras palabras, Id.(M,) = K(Spec(M,)) = B(M,) = Cpay, ([0, 1]™)?.

Demostracién. Por la proposicion 2.7.15, cada poliedro cilindrico coincide con el conjunto
de ceros de ciertas funciones en M,,. Considere la funcién ¢ : (M) — Cpay ([0,1]")
dada por ¢(5(f)) := Z(f). La buena definicién y la inyectividad de ¢ se sigue de la Ob-

servacion 2.7.14.

Note también que [(f) < pB(g) si y solo si (f] C (g], y esto implica que
o(B(g9)) = Z(g) C Z(f) = ¢(B(f)) y por consiguiente, ¢ es un homomorfismo de reticulos
contravariante. Por ultimo, dado P = Z(f1, fa, ..., fn) en Cpaly ([0, 1]"), observe que

BV 2oV V) =0B(LDfa®...® fn))
(1D fe®...D fa)

Z
Z(f1: f2,- -5 fn)
p

En efecto, x € Z(f1, fa, ..., fn) implica fi(z) = fa(z) = ... = fu(z) =0y
(fiefd..®f))=[fi(z)d f(2)®...0 fo(z)=080&...40=0,

dedondez € Z(f1 ® fo®...® fn); mientrasque z € Z(f1 ® fo @ ... fp) conlleva a que

0 S f1($)7f2(x)?afn($) S (fl ®f2 ... @fn)(‘r) = ny € Z(f17f2a-"7fn)-ASi/¢es
sobreyectiva.

Por lo tanto, 3(My) es dualmente isomorfo a Cpy ([0, 1]"). Esto concluye la prueba. [

Proposicién 2.8.2. Un reticulo L es el reticulo de Belluce de una MV-dlgebra, si y solo si, existe

un 0-homomorfismo sobreyectivo cerrado 7 : (M) — L para algiin n € N.
Demostracion.
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(=)

(=)

Si L = 5(A) con A una MV-dlgebra, entonces existe un epimorfismo f : M,, — A
para algtin n € N. Luego, Id.(f) : Id.(M,,) — Id.(A) es un epimorfismo cerrado
de O-reticulos por la Proposicién 2.2.11, el cual induce a su vez un 0-homomorfismo
sobreyectivo cerrado 5(f) : f(M,) — B(A).

1do(M,) —=L 1d,(4)

R
R

M, A

B(Msy) T B(A)

Suponga que existe un 0-homomorfismo sobreyectivo cerrado = : f(M,) — L
para algtin n € N. Teniendo en cuenta el Lema 2.2.13 y la Observacioén 2.4,3, se
tiene que I := {f € M,, | 7(5(f)) = 0} es un ideal de M,, y que 5(M,,/I) = L.

Esto finaliza la prueba. O

Corolario 2.8.3. Un reticulo L es el reticulo de Belluce de una MV-dlgebra, si y solo si, existe un

0-homomorfismo sobreyectivo cerrado 7 : Cpoy, ([0, 1]")*” — L para algiin n € N.

Demostracion. Se sigue de las Proposiciones 2.8.1y 2.8.2. O

Teorema 2.8.4. (Caracterizacion topoldgica del espectro primo de una MV-dlgebra)

Un espacio topoldgico X es el espectro primo de una MV-dlgebra, si y solo si, X es espectral y

existe un epimorfismo cerrado  : Cpoyy, ([0, 1]")% — K(X) para algiin n € N,

Demostracion.

(=)

(=)

Sea X = Spec(A) para alguna MV-dlgebra A, entonces se tiene por el Teorema
2.3.16 que X es espectral. Por otro lado, dado que existen n € N y un epimor-
tismo f : M, — A, resulta a su vez un 0-homomorfismo sobreyectivo cerrado
Ide(f) : 1de(My) — 1dc(A). Puesto que Id.(M,) = B(M,) = Cpyay ([0,1]")%
y también Id.(A) = K(Spec(4)) = K(X), se obtiene asi un epimorfismo cerrado

7 Cpaty ([0, 1]")% — K(X).

Sea X un espacio espectral y 7 : Cpoly ([0, 1]")” — K(X) un epimorfismo cerrado,
por el Corolario 2.8.3 se tiene que K(X) = 3(A) para alguna MV-élgebra A. Luego,
K(X) = B(A) = K(Spec(A)), lo que implica que Spec(K(X)) = Spec(K(Spec(A)))
y por el Teorema 16 de [29], se sigue que todo espacio espectral generalizado es

90



CAPITULO 2. MV-ALGEBRAS

homeomorfo al espectro primo de su reticulo de subconjuntos abiertos compactos,

por lo que se concluye que X = Spec(K(X)) = Spec(K(Spec(A))) = Spec(A).
Esto concluye el teorema. O

Vamos a ver un ejemplo para ilustrar mejor el anterior resultado, pero para ello es impor-

tante tener en cuenta las siguientes dos proposiciones.

Proposicion 2.8.5. Si A es una MV-cadena, entonces M = {a € A | ord(a) = oo} es el tinico

ideal maximal de A.

Demostracién. Primero veamos que M es en efecto, un ideal. Note que M # () dado que
ord(0) = coy 0 € M. Sean a,b € M, es decir, ord(a) = oo = ord(b) y suponga que
ord(a @ b) = m < co. Luego, por ser A una MV-cadena, obtenemos que a < bo b < a, por
loquea®b<2boa®db<2qyasuvez,1=m(a®b) <2mbol=m(a®b)=2ma,lo
que implicarfa que ord(a) < oo 0 ord(b) < oo, lo que es una contradiccién. Como conse-
cuencia, ord(a ®b) = ococya @b € M. Ademds,sia € Ay b € M son tales que a < b, si
ocurriese que ord(a) = m < oo, se tendria que 1 = ma < mby ord(b) < oo, lo que no es
cierto pues b € M. Asi, ord(a) = 00, a € M y M es un ideal de A.

Ahora bien, si I es un ideal de A tal que M C I C A, entonces existe un elemento

a € I — M,y esto significa que ord(a) =n < ooy 1 =na € I,de donde I = A.

Por ultimo, sea M’ otro ideal maximal de A, entonces M es propio, esto es, ord(a) = oo
para cada a € M’, lo que implica inmediatamente que M’ C M y por ser M’ maximal,

resulta M’ = M. Con esto, se finaliza la demostracién. O

Proposicién 2.8.6. Dada una MV-ilgebra A. Si I es un ideal propio de A, entonces existe un
ideal maximal M de A tal que I C M.

Demostracion. Por el Teorema 2.3.2, existe un ideal primo P tal que I C P. Note que el
conjunto J = {J € Id(A) | P C J,J # A} es totalmente ordenado, puesto que si se
tuviese Ji, Jo, € J talesque J1 € Joy Jo € Ji, existiiana € Jy — Joyb € Jo — Ji,y
al ser P primo se tieneque a ©b € Poboa € P,dedondeaVb=a® (bSa) € Jio

aVb = b (acb) € Jo,lo que implicaria que b € J; 0 a € Jy, lo que seria una contradiccién.

Como consecuencia, M := |J{J € Id(A) | J € J} € J, pues si no fuese asi, se tendria
quel € M,porloquel € Jparaalgin J € Jy J = A, lo que es una contradiccién.
Ademas, si H es un ideal propiode Ay M C H,sesigueque P C Hy H € J, asi que
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la maximalidad de M en el conjunto J implica que H C M y por tanto, M = H. Se
concluye de esta manera, que I C M y M es un ideal maximal de A. ]

Ejemplo 2.8.7. Sea X = {a} C [0,1] un conjunto unitario, dotado con 7 = {0, X'}, la tinica
topologia posible. No es dificil notar que (X, T) es un espacio espectral, con K(X) = 7. Considere
ahora la funcion ¢ : Cpop ([0, 1])°P — K(X) dada por

Note que ¢ es un homomorfismo de reticulos. En efecto, si P, Q € Cypy/([0, 1])%, se tiene que

0, si a€cPNQ,
P(PVop Q) =p(PANQ)=¢(PNQ) =
X, si a¢ PNQ,

0, si acPNQ,

=q¢ X, si a¢ P,

X, si aé¢Q,
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mientras que

0, si ac PUQ,
(P Nop Q) = (P V Q) =d(PUQ) =
X, si a¢ PUQ,

0, si a€ P,

=4q 0, si a € Q,

X, si ae(PUQ),

= ¢(P)N¢(Q)

= ¢(P) A p(Q).

Ademids, ) = ¢ ({a}) y X = ¢({b}) para cualquier b # a en [0,1], por lo que ¢ es un epi-
morfismo de reticulos. Adicionalmente, si Po, P1 € Cpo([0,1])P y B € K(X) son tales que
¢(Po) € ¢(P1) Nop B = ¢(P1) V B = ¢(P1) U B, considerando P = [0,1] € Cpy, ([0, 1])°P se
tiene que Py Nop P = PV P = PLUP = Py U|0,1] = [0,1], por lo que Py C Py Nop Py
#(P) =0 C B, lo que indica que ¢ es cerrado.

De esta manera, por el Teorema 2.8.4, X = Spec(A) para alguna MV-dlgebra A. Mds aiin, como
[0,1] es una MV-cadena, el Teorema 2.8.5 indica que {0} es el tinico ideal maximal y a su vez,
Spec(]0, 1]) = {0} por el Teorema 2.8.6. Por lo tanto, X = {0} = Spec(]0, 1]).

En este capitulo, se expuso la teorfa fundamental sobre las MV-dlgebras, incluyendo tres
nociones clave: el reticulo de Belluce asociado, las MV-dlgebras libres y los poliedros.
Durante el desarrollo, se definieron funtores entre ciertas categorias y se demostré que
esencialmente realizan la misma accién. El principal resultado fue la presentacién de la
respuesta en [14] a la pregunta formulada en [26], relacionada con las condiciones to-
polégicas que debe cumplir un espacio para ser homeomorfo al espectro primo de alguna
algebra multivaluada. Esto facilita en gran medida el estudio de las conexiones entre la

topologia y las estructuras algebraicas mencionadas.
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Capitulo 3

[-grupos abelianos

En este capitulo se ofrece, una breve introduccién tanto a la nocién de I-grupo, que con-
siste en un grupo provisto de una estructura de reticulo; como a la unidad fuerte, un
elemento particular que cumple una condicién andloga a la bien conocida propiedad ar-
quimediana sobre los nimeros reales. Se exploran algunos aspectos caracteristicos que
distinguen estas estructuras y, como resultado significativo, se describe el espectro primo
de estas a partir de conos cilindricos, de manera similar a lo expuesto en el capitulo ante-

rior.

Los conceptos bésicos de la teoria de [-grupos, presentados en este capitulo, se pueden
consultar en [5], [17] y [23].

Definicion 3.0.1. Un I-grupo (G, -, e, <), o simplemente G, es un grupo parcialmente ordenado,
que satiface xz < yz y zx < zy, siempre que x < y, para cualesquiera v,y,z € G. Si G
es abeliano, se dice que G es un l-grupo abeliano y se usard tanto la notacién aditiva como la

multiplicativa.

Definicion 3.0.2. Denotando G* := {x € G | e < z}, un elemento uw € G se denomina
unidad fuerte si para cada x € G existe n € N tal que x < nu. Si G tiene una unidad fuerte u,

se dice que G es un lu-grupo abeliano y se escribe también como (G, u).

Como se mencioné al inicio de este capitulo, note que la propiedad que cumple una
unidad fuerte en un grupo con estructura de reticulo es esencialmente la propiedad ar-

quimediana que se aplica en el conjunto de los ntimeros reales.

Recordando que todo conjunto parcialmente ordenado puede ser visto como un reticulo
con dos operaciones binarias V y A, que corresponden al supremo y el infimo de cada par

de elementos respectivamente, se obtiene lo siguiente.
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Proposicién 3.0.3. Si G es un [-grupo, entonces para cualesquiera a,b,c € G,

(i)
(i)
(iii)
(iv)
(v)

Sia <b,entonces b= < a1l
(avb)t=atAbty(anb)t=a"tvb L
(aVbe=acVbcy claVb)=caVch.
(aNb)c=acNbcy claNb)=caAch.

Si ab = ba, se tiene

(aVb)"=a"Va" bV .- Vab"l v,
(@AD" =a" Aa" " thA - Aab"Th v b,

Demostracién. Sea G un l-grupoy a,b,c € G.

(i)

(i)

(iii)

Sia < b,entoncesa ta<a'byaltab™! <albb7!, porloquedb ! <a 7l

Comoa < aVbyb < aVb,entonces (aVbh)™t <aly(avb)~t < b7l loqueconlleva
aque (avb)! <a 'Abl.Deigual manera,a ' Ab" ! <alya ' Ab7! <b7!im-
plicaquea < (a™*Ab7Y)"Lyb < (a1 Ab™1) 7!, estoindicaque aVb < (a1 Ab™1)7E
ya P Ab~ < (aVvb)~l Porlotanto, (aVb)t=a"tAbL.

Por otra parte, puesto que aAb < ayaAb < b,resultaa™! < (aAb)~L, b7 < (anb)~!
yatvbt < (anb)7l Asi mismo, a7t < atvbty bl < atvblindi-
canque (a”!vb )t <ay(atve )t <basique (atVH Tl <anby
(aAb)™t <a=! Vbt Como consecuencia, (a Ab) ™t =a"t Vbl

Dadoquea < aVbyb < aVb, seobtiene que ac < (a VvV b)cy be < (aV b)c, por
lo que ac V bc < (a V b)c. Por otro lado, como ac < ac V bey be < ac V be, entonces
a < (acVbc)etyb < (acVbe)e™t, dedondeaVb < (acVbe)e ™ty (aVb)e < acVbe.
Por lo tanto, (a V b)c = ac V be. Andlogamente se obtiene c(a V b) = ca V cb.

ComoaAb < ayaAb < b sesigue que (a Ab)c < ac, (a Ab)e < bey asi,
(a AN b)e < ac A be. Ahora bien, dado que ac A be < ac'y ac A be < be, resulta
(acAbc)e™! < a, (acAbe)e™! < byasuvez, (acAbc)e <aAbyacAbe < (aAb)e.
Por tanto, (a A b)c = ac A be y de igual manera, c(a A b) = ca A cb.
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(v) Es claro que para n = 1 se cumplen

(aVb)"=a"Va" bV - vab"l v,
(aAb)*=a" Aa" DA Aab"T Vb

Suponga por hipétesis inductiva que las anteriores igualdades son ciertas para

algin n = k € N. Luego, teniendo en cuenta que ab = ba, resulta

(a Vb = (aVvb)*aVb)
= (ak vabFthv . vabhTly b’“) (a VD)
=a*(aVvb)vaTlb(aVvb) V- vab T (a Vv b) v bF(a VD)
=d*aVvad'bva*tba v a b v - v abh e v abt e v bra v bR
=d""tvadbvaFTlab v aF TP v v aab® Tt v ab® v bRa v bR
=attv (akb Vv akb> Va"e?t v va? (abk Vv abk> v i
=a" vab v a T v v a?bh T v abt v bR

De manera andloga,

(a AB)ETL = (a Ab)*(a Ab)
= (ak AP TTh A AabPTEA b’“) (a A D)
=a*(a Ab) AaFTIb(a Ab) A Aab T (@ A b) A BF(a A D)
=dfa na"b A b AT A - A abTra A ab® e A bR a A BFD
=ad""PAdfb A dFTtab A dFTI? A - A aab® T A ab® A bR a A DR
= a1t A (akb A akb> Ad" A AP A (abk A abk> A bR

= a" TP A A FTIE A A QBT A ab® A DR
Por lo tanto, para todon € N,

(aVD)"=a"Va" bV Vab"l v,
(aAD)" =a" Aa" ThA - Aab™h v b

Esto finaliza la prueba. O
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Observacion 3.0.4. Note que por la Proposicion 3.0.3, si G es un l-grupoy a € G con e < a”
para algiin n € N, se sigue que a™ Ne =ey
(ane)" =a" Na" e A Aae" Tt Ae"
=a"ANa" VA AaNe
=ad"'A--AaNe
=a" tAa"%e N Nae" P et

= (ane)" !,
porloqueaNe =eye < a. Mis aiin, si a" = e, se obtiene que (a=')" = e y en particular,
e<aye< (a )" implicane < aye < a~!,dedondea = e.
Definicién 3.0.5.

1. Dado un grupo G, un elemento g € G se dice que es de torsion si existe n € N tal que

g

" =e.

2. El grupo G se denomina libre de torsion si el tinico elemento de torsion de G es el elemento

neutro.
Por la Observacion 3,04, se tiene la siguiente proposicion.
Proposicion 3.0.6. Si G es un [-grupo, entonces G es un grupo libre de torsion.

Del mismo modo, desde la perspectiva de la teoria de reticulos, es importante desta-
car que los I-grupos también poseen una propiedad fundamental y es que siempre son

reticulos distributivos.

Proposicion 3.0.7. Si G es un [-grupo, entonces G es un reticulo distributivo.

Demostracion. Seana,b,c € G.Puestoquea < aVbya < aVc¢, entonces a < (aVb)A(aVe).
Asimismo, bAc<b<aVbybAc<c<aVcimplicanquebAc < (aVb)A(aVec).
Luego,aV (bAc) < (aVb)A(aVe).

Por otro lado, denotando w := b A ¢, se tiene que:

» Comow < b, resultae < bw 'yasuvez,a <bw la <bw l(aVw).

» Dado que w < a V w, se obtiene que ¢ < w(aVw)yb < bw !(aV w), de donde
aVb<bwlaVw).
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» Razonando de la misma manera que en los dos puntos anteriores, se llega a que
aVe<cwl(aVvw).

Como consecuencia ’

(aVDb)A(aVe)<bw HaVw)Acw HaVw)
=(bAJw(aVw)
=(bA)bA)HaV (bAC)
=e(aV (bAc)

=aV(bAc).

Por lo tanto, a V (b A ¢) = (aV b) A (aV ¢) y G es un reticulo distributivo. Esto termina la

demostracion. O

Ejemplo 3.0.8. Sea G # () un conjunto totalmente ordenado. EIl conjunto Aut(G), de todas
las permutaciones sobre G que preservan el orden, es un l-grupo con la composicion usual de
funciones, y dados f,g € Aut(G), se define el orden < en Aut(G) como, f < g, si y solo si,
f(z) < g(z)paracada x € G.

Ejemplo 3.0.9. Si X # () es un espacio topolégico, el conjunto C(X,R) de las funciones conti-
nuas de X en R, es un I-grupo abeliano, donde para cada f,g € C(X,R), f + g es la funcion defi-
nida puntualmente como (f +g)(x) = f(x)+g(x), mientras que f < g, siysolosi, f(z) < g(x)
paracada x € X.

Ejemplo 3.0.10. Z es un lu-grupo abeliano con el orden usual y uw = 1 es una unidad fuerte
por la propiedad arquimediana. De hecho, cualquier z € Z* puede ser considerado como unidad

fuerte.

El Ejemplo 3.0.10 muestra que si un [-grupo posee unidad fuerte, no necesariamente es
tnica. Es precisamente por esta razén, que siempre se especifica la unidad fuerte que se

estd considerando para el [-grupo.

Como es habitual, también existe una definicién para las aplicaciones entre [-grupos que

preservan tanto la estructura de grupo como la de reticulo.

Definicién 3.0.11. Si G, H son l-grupos abelianos, una funcién f : G — H es un l-homomorfismo

si para cualesquiera a,b € G:
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(i) fla+b) = f(a) + f(b).
(ii) Sia < b, entonces f(a) < f(b).

Si G es un lu-grupo abeliano y H es un lv-grupo abeliano, una funcién f : (G,u) — (H,v) es
un l-homomorfismo de l-grupos abelianos con unidad fuerte, si cumple (i) y (ii) y ademds,

f(u) =w.

Naturalmente, una funcién f : G — H es un [-homomorfismo si es un homomorfismo
de grupos y, ademads, para cada par a,b € G se cumple que f(a Vb) = f(a)V f(b) y
flanb) = fla) A f(b).

3.1. I-ideales

Al igual que sucede en cualquier estructura algebraica, en los I-grupos aparecen subcon-
juntos con propiedades destacables. En este sentido, el estudio se centrara en los l-ideales,
una clase especifica de subgrupos que merece un andlisis detallado debido a que, como
se mencion6 anteriormente, el objetivo final de este capitulo es caracterizar topolédgica-
mente el conjunto de los [-ideales que son primos. En adelante, para un l-grupoGya € G
se usard la notacién |a| := aVal,at :=aVeya := (aAe)t. No es dificil ver que

e < laly que |a| = (a™)(a”).

Definicién 3.1.1. Un l-subgrupo N de un l-grupo G es un subconjunto de G que es subgrupo
y subreticulo. Ademds, un l-subgrupo N se conoce como convexo o sdlido, si para cualesquiera
a,ce Nybe G,a <b<cimplicabe N.

Un resultado relevante sobre la caracterizacion de [-subgrupos convexos es el siguiente.

Proposicién 3.1.2. Un [-subgrupo N de un l-grupo G es convexo, si y solo si, dados a € Gy
be N con |a| < |b|, implicaa € N.

Demostracion. Si N es un [-subgrupo convexo de G y se toman dos elementos a,b € G de
manera que b € N y |a| < ||, entoncesa < aVa ! <bVb!ytambiéna ! <aVval<
bV b1, lo que implica que b™' Ab = (bv b 1)~ < (a7!)7! = a y en consecuencia,
b1 Ab < a < bVb L Puesto que N es un [-subgrupo, b1 A b,bV b~ € N y por ser

convexo, resultaa € N.

Ahora suponga que N es un I-subgrupo de G y a,b,c € G son tales que a,c € Ny
a <b<cLuego, b=t < a~lyporconsiguiente, [b| = bVl <cvbl <cvaTl <levaT!

y dado que N es un I-subgrupo, se obtiene que cVa~! € Nyasi, b € Ny N es convexo.
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De esta manera, se concluye la prueba. O

Definicién 3.1.3. Un l-ideal de un l-grupo G es un l-subgrupo N normal y convexo. Ademds,
un l-ideal P es primo si es propio y para cualquier par a,b € G, a ANb € P implica a € P o
b € P. El conjunto de todos los l-ideales primos de G se denomina el espectro primo de G y se
denota por Spec(G).

Trivialmente, {e} y G son l-ideales.

Ejemplo 3.1.4. En el I-grupo aditivo Z, los subgrupos son {0}, Z y los subconjuntos de la forma
nZ :={nz | z € Z} para cadan € Z* mayor a 1. Todos estos subgrupos son también subreticulos
ya que el orden usual es total, y son normales debido a que 7 es un grupo abeliano. Sin embargo,
nZ no es un convexo para n # 1, puesto que entre cada par de miiltiplos de n existe al menos un
niimero entero que no lo es. De esta manera, los tinicos l-ideales de 7 son {0}, Z y es inmediato

que son primos. En conclusion, Spec(Z) = {{0},Z}.

Puesto que la interseccién de l-ideales también es un [-ideal, puede definirse para cada
subconjunto A de G, el I-ideal generado por A, el cual corresponde a la interseccién de
todos los l-ideales de G conteniendo a 4, y se denota por (A). Es evidente que (A) es el

menor [-ideal de G que contiene a A.

El siguiente lema ofrece una descripcién por comprensién para el [-ideal generado por

cualquier subconjunto A de un I-grupo abeliano G.
Lema 3.1.5. Si G es un l-grupo abeliano y ) # A C G, entonces

(A) ={g € G|l|g| < l|zi||z2| - - - |xn| para algunos x1, z2, . .., z, € A}.
Demostracién. Denotando

B={gecG||g| <|zi1|lx2|--|zy| para algunos x1,z2,...,z, € A},

y puesto que para cada a € A se cumple que |a| < |al, se tiene que A C By asi, B # (.
Sia,b € B, entonces |a| < |z1||z2] - |zm| v [b] < |y1lly2|- - |yn| para algunos m,n € Ny
T1,%2, -+, Tm, Y1.Y2, - - -, Yn € A. Luego,
jab™"| < [al[b™"lal
= |al[b]al

< lzaflzz] - lzmllyillyal - - [ynl|z1|[z2] - - |2m],
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por lo que ab™! € B. Asi mismo, |a V b| < |a| V [b] < |a||b] < |z1]|z2| - - [2m||y1]|y2] - - - |ynl

y también,

la Ab| = ‘(a_l \/b‘l)*l‘
=la"t v
<ot v ]p |
SUNIE
= lal[b]

<lzallze] - - |lzmllyilly2l - - - lynl,

asiquea Vb e ByaAbe B.Como consecuencia, B es un [-subgrupo de G. Ademas,
por ser G abeliano, resulta siendo B un [-subgrupo normal. Més atin,sia € Gy b € B
son tales que |a| < |b|, se sigue que |b| < |z1||z2]| - |zpm| con z1,22,...,2m € A,y por
transitividad, |a| < |z1||z2| - - ||, de donde a € By B es convexo. De esta manera, B

es un l-ideal de G conteniendo a A, lo cual indica que (4) C B.

Reciprocamente, si g € B, entonces existen z1, x2, ..., 2T, € Acon |g| < |z1||x2| - |zm|, ¥
dado que (A) es un I-ideal que contiene a 4, se obtiene que |z;| = z; Vx; ! € I4 para cada
1 < i <m,asique |zi||z2| - |xm| € (4), también |g| € 4 y asuvez, g € (A), de donde
B C (A). Por lo tanto, (A) = B. O

Corolario 3.1.6. Los [-ideales principales (generados por un solo elemento) en un l-grupo abeliano

G son de la forma

(9) = ({g}) = {z € G | [z] < nlg|, para algiin n € N}.

Se denotard en adelante al conjunto de [-ideales principales de un I-grupo G como Id.(G),
el cual es un reticulo bajo la inclusién usual de conjuntos. Asi mismo, Id(G) denota el

reticulo de [-ideales de G.

Observaciéon 3.1.7. Dado un l-homomorfismo f : G — H, se introduce la funcién
ld.(f) : 1d.(G) — Id.(H) tal que Id.(f)({(x)) = (f(z)), la cual estd bien definida, puesto
que si x,y € G son tales que (x) = (y), entonces existen m,n € N que satisfacen |z| < n|y|
yasuvez ly| < mlal. Luego, |f(z)| = f(2l) < f(nlyl) = nlf(y)| y de manera andloga
|f(y)| = m|f(x)]|, lo que conlleva a que {f(x)) = (f(vy)) y Id.(f) estd bien definida.

Recuerde que dado un grupo (G, +,0) y un subgrupo N normal en G, se introduce el

grupo cociente G/N := {z/N | z € G}, donde la operacién binaria * estd definida como
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z/N xy/N = (z + y)/N y el elemento neutro es 0/N. En adicién si G posee un orden
parcial <g, entonces GG/N tambien es un reticulo, donde /N Vy/N := (zVgy)/N yasu
vez, /N Ag y/N := (z A y)/N. Cuando no se presenten ambigiiedades, las operaciones

se denotaran de igual forma.

De manera similar a la Proposicién 2.2.11, se tiene lo siguiente.

Proposicién 3.1.8. Si f : G — H es un l-homomorfismo entre [-grupos, entonces la funcion
Id.(f):1d.(G) — 1d.(H) es un homomorfismo cerrado de O-reticulos.

Demostracién. La Observacion 3.1.7 también muestra que Id.(f) es un homomorfismo de

reticulos y Id.(f)({ec)) = (f(eq)) = (en)-

Ahora bien, si (ap), (a1) € Id.(G) y (b) € Id.(H) son tales que

(f(a0)) € (far)) Vv (b) = (f(a1) V b),

y asumiendo sin pérdida de generalidad que ap,a1 € Gt y b € HT, significa que existe
n € N de manera que f(ap) < n(f(a1) Vb) < n(f(a1) +b) = nf(ar) + nb, lo que implica
que f(ag) —nf(ar) = flap —nay) < nby f ((ap —na1)™) = (f(ap — nay))* < nb. Como
consecuencia, se tiene que (ag) C (a1) V {(ap — na1)t) y Id.(f)({(ap — na1)*)) C (b), por

lo que se concluye que Id.(f) es cerrado y termina la prueba. O
Asi mismo, se tiene una version del Lema 2.2.13 para [-grupos abelianos.

Lema 3.1.9. Sean G un Il-grupo abeliano, S un O-reticulo y f : Id.(G) — S un join-
homomorfismo sobreyectivo y cerrado; entonces J = {x € G | f((z)) = 0} es un l-ideal de
G y la funcién ¢ : 1d.(G/J) — S con p((x/J)) := f({(z)) es un isomorfismo.

Demostracion. En primer lugar, note que e € J ya que para cualquier s € S se tiene que

s = f((z)) paraalgin x € Gy (x) = (z) V (e) implica

s = f((x)) = F((z) v (&) = f({x)) V f({e)) = s V f({e)),

y f({e)) = 0, por lo que J # 0. Sean (z), (y) € Id.(G) tales que z,y € J, asumiendo sin
pérdida de generalidad que z,y € G se sigue que

flz+y) = fzVvy) = f(x) VvV F(y) =0v0=0,

mientras que f((—xz)) = f((z)) = 0, por lo que J es un subgrupo de G y es normal debido
a que G es abeliano. Ademds, siz < y, setiene quey = zVy, f(y) = f(zVy) = f(x)Vf(y)y
f(z) < f(y), de donde J es también un subreticulo de G. En adicién,siz € Gyy € J son
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tales que |z| < |y|, significa que z € (y), (x) C (y), (y) = (z) V(y), 0= f((y)) =0V f((x))
y f({(z)) =0, porlo que z € J, J es convexo y en consecuencia, un /-ideal de G.

Por otra parte, es evidente que ¢ es sobreyectiva por serlo f. Mdas atn, si se tiene

(@) = »((2/J)) = ¢({y/J)) = [((y)), entonces f((z)) = f({y)) v Oy al ser f cerra-
do, existe (w) € Id.(G) tal que (z) C (y) V (w) y f({(w)) < 0. Asumiendo sin pérdida de

generalidad que y, w € G, de lo anterior se deduce que = € (y) V (w) = (yVw) = (y+w)
y |z| < nly+w| = n(ly|+|w|+|y|) = 2n|y| +n|w| paraalginn € N, que w € J y por ende
[l € J. Luego, [2/J] = |2l/] < (2nly]) + nlwl)/.] = (2nlyl)/] = 2n(|yl/.J) = 2nly/J| en
G/Jyasi, (xz/J) C (y/J). Andlogamente se llega a que (y/J) C (z/J), lo que prueba que

¢ es una funcién inyectiva.

Esto finaliza la demostracion. O

3.2. El espectro primo de un /-grupo abeliano

Para cualquier I-grupo, su espectro primo puede ser dotado de la Topologia de Zariski
de manera similar a como se realiz6 en el capitulo anterior para el espectro primo de
las MV-algebras. Para ello, se mostrard que existe una versién del Teorema 2.3.2 para [-
grupos que permite definir los conjuntos abiertos. Esto implicard que el espectro primo

de cada I-grupo es un espacio espectral generalizado, pero no necesariamente espectral.

Lema 3.2.1. Sea G un l-grupo abeliano.
(i) Sia,b,c € Geone <aAbAc, entoncesa Abc < (aAb)(aAc).
(ii) Para cualquier par a,b € Gt yn € N se tiene que a A b™ < (a A b)"™.
(iii) Para todo x,y € G, |x| A ly| < |z Ayl
Demostracion.
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(i) Sean a,b,c € G, tales que e < a A b A ¢, entonces:

a Abc=aeAbc
<alaNbAc)Abe
=aa AabAacAbc
=aa A acAba A bc
=alaNc)ANblaAc)
= (aAb)(aAec).

(ii) Sean a,b € G, procediendo por induccién sobre n, el caso base n = 1 se cumple
de manera trivial. Suponiendo que a A b¥ < (a A b)* es cierto para algtn k € N, se
sigue del punto anterior que a A b1 < (a Ab)(a AVF) < (aAD)(aAb)K = (a AR
Por lo tanto, a A b™ < (a A b)" para todo n € N.

(iii) Para cualquier par z,y € G,

) Ayl v [(@vaT) Ay
(x_ A y) V (x A y_l) V (:c_l A\ y_l)

Se concluye la prueba. O

Teorema 3.2.2. Si N es un l-ideal de un I-grupo abeliano G y a ¢ N, entonces existe un l-ideal
primo P tal que N C Py a ¢ P.

Demostracion. Considere el conjunto 7 ={I C G | I € Id(G),a ¢ I, N C I}, el cualno es
vacioyaque N € J.SeaC unacadenaen J y P = |J I, veamos que P es un l-ideal de G.
IeC
Sia,b € P,entoncesa € I; y b € I para algunos I;, I; € C y por ser C una cadena, pode-
mos asumir sin pérdida de generalidad que I; C I;. Luego,a € I; ya — b € I; ya que I;
es un subgrupo de G, lo que indica que a —b € Py P es un subgrupo de G. Asi mismo, si
a€G,pe Pyap € aP,entonces p € I; con I; € C,lo que implica que ap € al; = I;a por
ser I; un subgrupo normal de G. Por consiguiente, existe g € I; C J tal que ap = qa € Pa

y asi, aP C Pa. Andlogamente se obtiene que Pa C aP y por tanto, P <1 G (esto es, P es
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subgrupo normal de G).

Mis atin, sia € Gy b € P de manera que |a| < |b], se sigue que b € I; con I; € C,y la
convexidad de I; implica que a € I; C Py P también es convexo. Asi, P es un [-ideal de
G. Note que si ocurriese a € P, se tendria a € I para algtin I € J, lo que no es cierto y
en consecuencia, a ¢ P. Ademds, N C [ paracada I € J conllevaaque N C Py deesta
manera P € J. Por el Lema de Zorn, J posee un elemento maximal P’. Probemos ahora

que P’ es un ideal primo de G.

Suponga que existen =,y € G talesquez Ay € P, ¢ P'yy ¢ P'.Sean H y K los
menores [-ideales de G que contienen a P’ U {x} y P’ U {y}, respectivamente. Puesto que
N C P Cc H N CP C Ky P esun elemento maximal en 7, se tiene que H ¢ J y
K ¢ J,estoes,a € Hya € K.Luego, por el Lema 3.1.5, a < |a| < |p1||p2|- - - |pm]||z|*
ya < la| < |pi||p2] - |[Pullyl', donde p1,pa....pm, D1, P2, ..., 60 € P’y k,l € NU{0}.
Tomando p = (|p1]|p2| - [pm|) V (|P1]|P2] - - - |Pn]) € P’y d = méx{k, 1}, resulta |a| < p|z|?

y la] < p|y|¢. Como consecuencia, y teniendo en cuenta el Lema 3.2.1,
af < (plat?) A (plyl?)
=p (le" Alyl)
d
< p (Jal* Alyl)

d2
<p(lzlAlyl)
d2
< plz Ayl®,

y puesto que p,z A y € P, se sigue que p|z Ay|? € P'yasuvez, |a| < plz Ay|? implica
—plz Ayl” < a <plzAyl” yae P porser convexo, lo que es una contradiccién ya que

P' € Jya¢ P'.Porlotanto, P’ es un ideal primo y se finaliza la demostracion. O

En vista de este resultado importante, tanto las proposiciones 2.3.8 y 2.3.18 como el Co-

rolario 2.3.13 se cumplen también para el caso de los I-grupos abelianos. Es decir,

Observacion 3.2.3. Para cada I-grupo abeliano G se tiene:
1. El conjunto O(I) = {P € Spec(G) | I ¢ P} estd bien definido para cada ideal I de G.
2. La coleccion T := {O(I) | I € Id(G)} es un topologia para Spec(G).

3. Para cada I-homomorfismo entre lu-grupos abelianos f : G — H, se tiene que la funcién
Spec(f) : Spec(H) — Spec(G) definida como en la Observacion 2.3.17, es continua, lo
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que implica que Spec también es un funtor contravariante de la categoria UAG de l-grupos

abelianos con unidad fuerte a la categoria Top de espacios topoldgicos.

Teorema 3.2.4. Si G es un I-grupo abeliano, entonces (Spec(G), T) es un espacio espectral gene-

ralizado.

Demostracién. La prueba de que la coleccion K(Spec(G)) de los conjuntos abiertos y com-
pactos a la vez, es una base para la topologia 7 cerrada bajo intersecciones finitas, de
que el espacio Spec(G) es Ty y que también es sobrio, se siguen de manera andloga a las
proposiciones 2.3.11, 2.3.12 y 2.3.16, respectivamente. ]

En el caso de las MV-dlgebras, el espectro primo de estas es un espacio espectral. Sin em-
bargo, el espectro primo de un /-grupo abeliano no siempre es compacto. Una condiciéon

necesaria y suficiente para que lo sea, es la siguiente.

Teorema 3.2.5. G es un lu-grupo abeliano, siy solo si, (Spec(G), T) es un espacio espectral.

Demostracién. Si G es un lu-grupo, entonces O(u) = {P € Spec(G) | u ¢ P} es un con-
junto abierto y compacto a la vez, y note que O(u) = Spec(G) puesto que si existiese
P € Spec(G) con u € P, entonces para cualquier € G existirfa n € N tal que z < nu
y x € P, por lo que P = G y esto serfa una contradiccién ya que todo ideal primo es

propio. Asi, Spec(G) es compacto y por lo tanto, (Spec(G), 7) es un espacio espectral.

Reciprocamente, si G es un l-grupo y (Spec(G), 7) es un espacio espectral, se sigue que
Spec(G) es compacto y a su vez, existe g € G tal que O(g) = Spec(G). Luego, para
cualquier x € G es inmediato que O(x) C Spec(G) = O(g) y (z] C (g], de donde z < ng
para algan n € N. Por lo tanto, v := ¢ es una unidad fuerte y G es un lu-grupo. Esto

concluye la demostracion. O

La seccién concluye con un teorema andlogo al Teorema 2.3.6, pero aplicable a I-grupos

abelianos. Para ello, primero se presenta la siguiente proposicion.

Proposicién 3.2.6. Dado un l-grupo abeliano Gy P un l-ideal de P, las siguientes afirmaciones

son equivalentes.
(i) Ell-grupo abeliano G/ P es totalmente ordenado.
(ii) El conjunto Jp := {N € Id.(G) | P C N} es totalmente ordenado por la inclusion.
(iii) Si I, N € Jp de manera que P =1 N N, entonces P=10P = N.
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(iv) P es un l-ideal primo de G.
Demostracion.

(1) = (ii) Suponga que existen B,C € Jp que no se pueden comparar, es decir
que existen b € BT — C'y también ¢ € C* — B. Asumiendo que b/P < ¢/P sin
pérdida de generalidad, se obtiene que (b A ¢)/P = b/P AN ¢/P = b/P, de donde
(bAc)b~t € P C C.Como consecuencia, bVec= (b"' Ac )L =(encb et e C
y puesto que 0 < b < bV ¢, la convexidad de C' implica que b € C, lo cual es una

contradiccion. Por lo tanto, Jp es totalmente ordenado.

(1) = (43i) SiI, N € Jp con P = I N N, se puede asumir sin pérdida de generali-
dad que I C N, lo que significaque P=INN = 1.

(#91) = (iv) Sia,b € G de manera que a A b € P, entonces
(PV{a))N(PV (b)) =PV ({(a)n (b)) =PV {(aNb) =P,

lo que implica que PV (a) = P o PV (b), es decir que a € P o que b € P, por lo que
P es un ideal primo de G.

(tv) = (i) Para cada par a, b € G se tiene que
((avbaA(lavb)db™)=(avb)(a ' Adb ) =(aVvb)(aVvb) ' =cc P,

lo que conlleva a que (a V b)a~! € P oque (aVb)b~! € P. Asumiendo sin pérdida
de generalidad que (a V b)a™! € P, se sigue que

e/P = (aVb)a'/P=((aVb)/P)((a")/P)=(a/PVb/P)(a/P)"",
dedonde a/PVb/P =a/Pyestoesa/P <b/P. Asi, G/P es totalmente ordenado.

Se concluye la prueba. O

Definicién 3.2.7. Un I[-grupo abeliano G # 0 es un producto subdirecto de una familia
{Gi | i € Q} de l-grupos abelianos, si existe un l-monomotfismo ¢ : G — ] Gi de mane-
ra que para cada proyeccion m; : [] Gi — Gj con j € Q, definida como Wj({.’bqeii’:‘eg) =gj la
composicion m; o  es un epimorﬁ%s%n%o.

Teorema 3.2.8. (Teorema de representacion subdirecta para l-grupos abelianos) Todo
l-grupo abeliano puede ser representado como un producto subdirecto de grupos abelianos to-

talmente ordenados.
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Demostracién. Dado un [-grupo abeliano G, se verifica de manera andloga al Teorema
2.3.6 que G es producto subdirecto de la familia C := {G/P | P € Spec(G)}, donde
cada G/P es un I-grupo abeliano totalmente ordenado de acuerdo a la Proposicién 3.2.6.
Para ello, no es dificil ver que la funcién ¢ : G — [[{G/P | P € Spec(G)} tal que
©(9) = {9/ P} pespec(c) €s un I-homomorfismo. Asi mismo, la condicién [ Spec(G) = {0}
implica que ¢ es inyectiva puesto que si p(g) = ¢(h), significa que g/P = h/Py asu
vez gh™! € P para cada P € Spec(G), lo que conlleva a que gh™! = 0y asi, g = h.
De manera inmediata, se tiene que cada composicién mg o ¢ con Q € Spec(G) es un

l-epimorfismo. O

Para un andlisis méas detallado de las diversas propiedades del espectro primo de un

l-grupo abeliano, consulte [16] y [12].

3.3. Elreticulo de Belluce de un I-grupo abeliano

Aligual que se presento en la seccién del reticulo de Belluce para MV-dlgebras, es posible
asociar un reticulo distributivo a cada I-grupo abeliano. Este reticulo se define de manera
similar, como el conjunto cociente que se obtiene a partir de la relacién de equivalencia

definida por la pertenencia a los mismos /-ideales primos.

No es dificil ver que el Corolario 2.3.13, la Proposicién 2.3.24 y la Observacién 2.4.3 tam-

bién se cumplen para el caso de los lu-grupos abelianos. Especificamente,

Observacion 3.3.1. Para cada l-grupo abeliano G,
1. I C Jenld(G) equivale a que O(I) C O(J).
2. (a) vV (b) = (a V b) y también (a) N (b) = (a A\ b), para cada par a,b € G.
3. Id.(G) = K(Spec(@)).

4. Cada ideal principal (a) con a € G, corresponde a la interseccion de todos los ideales primos

que contienen a a.
5. Por el item anterior, 3(G) = Id.(G).

6. Como consecuencia, 5(G) = Id.(G) = K(Spec(G)).

Teorema 3.3.2. Para cada I-grupo abeliano G, Spec(G) = Spec(B(G)).
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Demostracion. Sea G un l-grupo abeliano. Dado un [-ideal primo P de G, observe que
B(P) := {B(a) : a € P} es un ideal primo de 5(G). En efecto, 5(P) # () ya que P # 0
y si z,y € G son tales que 5(z) < B(y) y B(y) € B(P), significa que y € Py como
B(G) = Id.(G), implica que (z) C (y) C Py« € P,de donde 3(z) € B(P).

Por otro lado, si B(x), B(y) € B(P), se tiene que B(x) V B(y) = B(xVy) yzVy € Pimplica
B(x) V B(y) € P; mientras que si 5(z), 5(y) € B(G) fuesen tales que B(x) A B(y) € P,
entonces 5(z) A B(y) = B(z ANy), z Ay € Py puesto que P es primo, se sigue que x € P 0o
y € P, es decir que 5(z) € B(P) o B(y) € B(P)y de esta manera, P es un ideal primo de

p(G).

En sentido contrario, también se tiene que si .J es un ideal primo de 5(G), el conjunto
J:={z € G: B(x) € J} resulta ser un I-ideal primo de G. Para ello, es evidente que
J # 0 yaqueJ # 0 ynote que si € J, implica que B(—z) = B(z) € Jy —x € J,
mientras quesiz,y € J, significa que §(z), 5(y) € Jy

y este tltimo es un elemento de J, asi que f(z +y) € J por ser J unidealy z +y € J.
Como consecuencia, J es un subgrupo de G y normal debido a que G es abeliano. Adi-
cionalmente, para cualquier par z,y € J se cumple que B(z A y) = B(z) A B(y) € J,
Bleavy) =px)VBy) e JyzAhy,zVy e J, ysiwe Gestal quexz <w <y, conlleva a
que w = w Ay, B(w) = BwAy) = B(w) AB(y), Bw) < B(y) y B(w) € J, de donde w € J.
Finalmente, si z, y € G satisfacen que z Ay € J, se deduce que 3(z) A B(y) = Bz Ay) € J
y por ser J un ideal primo de 3(G), resulta 3(z) € J o B(y) € J, es decir que z € J o
y € J,y por lo tanto, J es un l-ideal primo de G.

Considerando las funciones ¢ : Spec(G) — Spec(8(G)) y ¢ : Spec(8(G)) — Spec(G)

dadas por ¢(P) := B(P)y ¢(J) := J, se llega de igual forma que en el Teorema 2.4.4 a
que Spec(G) = Spec(B(G)). Esto finaliza la prueba. O
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Observacion 3.3.3. Los resultados presentados en la seccion Relaciones entre las categorias MV,
BDL y Top del capitulo anterior, también son aplicables para la categoria de los l-grupos abelianos,

y particularmente sobre los que poseen unidad fuerte.

1. El funtor Specy; o es naturalmente isomorfo a la composicion Specgpy, © 5.

Specyag
UAG _—

ﬁ\ /S‘peCBDL

2. Los funtores 3, K(Spec) y Id. definidos sobre la categoria UAG, son naturalmente isomor-
fos entre si.

>m

UAG

v

1

K (Spec)

3.4. I-grupos libres

Definicién 3.4.1. Un I-grupo G se dice que es libre sobre un subconjunto generador X # 0y
se escribe G = I-Freex si para cualquier I-grupo H y cualquier funcién f : X — H, es posible
construir un l-homomorfismo g : G — H tal que el siguiente diagrama conmuta.

i
X—@G
’
’
’
’
s
s
L
’
f g
L
’
s
’
'3
H
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Siguiendo la Observacion 2.6.4 y la Proposicién 2.6.5, se puede concluir igualmente, que
si existe el [-homomorfismo g, entonces es tinico debido a que X genera a G; y que no
es relevante sobre cudl conjunto es libre un I-grupo sino su cardinalidad, por lo que en

adelante se denotara como [-Free" al I-grupo libre sobre n generadores.

Definicién 3.4.2. Para cada niimero entero n > 1 se introduce el conjunto I-M,, formado por
todas las funciones f : R™ — R que satisfacen:

(i) f es continua con respecto a la topologia natural de R™.
(ii) Existen polinomios lineales p1, . .., py, con coeficientes enteros
pi(x1,. . k) =bi +my 1+ ..+ My, T,

tales que para cada puntoy = (y1,...,yn) € R, existe un indice j € {1,...,k} con

fy) = pi(y).

Considerando la operacién + en I-M,, de manera puntual como (f + g)(z) := f(z) + g(x)
y definiendo el orden parcial f < gsiy solosi f(z) < g(x) para cada z € R", se tiene que

[-M,, es un [-grupo abeliano.

Ejemplo 3.4.3. Las siguientes funciones f y g pertenecen a I-M; y se muestran también las

funciones f + g, —f, f Ngy fV g, que existen por la observacion anterior.

Y

—5—ux, si T < =2, /

Y
2z +6, si < —1, g
4, si —1<x<2, 1
g(z) = S .
10 —3x, si 2<x<3, /
r—2, si x> 3.
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(f +9)(x)

r+1, si T < -2,

3r+5, si —2<x<-—1,

r+3, si —-1<z<2,

9—2x, si 2<x<3,

54z, si x < =2,

—x+1, si —2<zxz<3,

—54x, si x> 3.

(2246, si a:<—1—317
—5—z, si —%§x<—2,
r—1, si —-2<z<il

10-3z, si L <a<3,
r—2, si 3<z<I

; 7
5 —, st T 2> 5.

113

f+yg
1 x
—f

AN /
N\V// x
Yy

Y

1 /\/\
o/ N




CAPITULO 3. I-GRUPOS ABELIANOS

Yy
; 11
—5—x, Si r< =%, fivg
2¢ 4+ 6, si —1—31§1‘<—1,
4, si —1<x<2, \ 1
x—1, si %§x<3,
5—x, si 3§x<%,
x—2, si :L‘Z%.
Ejemplo 3.4.4. Las siguientes funciones pertenecen a l-Ms.
~5—2x, si x<—13—1,
20 +6, si —13—1§:L‘<—1,
4, si —1<x<2, T +vy, si z4+y<0,
Fz,y) =14 10-3z, si 2<z<il, Glr,y)=% z—-vy, si z+y>0yz—y<O0,
-1, si L<a<3y, —z+y, si r+y>0yz—y>0.
5—u, si 3§x<%,
T — 2, si ng

Yy o9 -
—6-5—-4-3-2-1

xT
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G(z,y)

Xy 00000 00

K00 CRY

XXX ﬁt
KX XKEXERS

A t &5 "'&"t"‘ Q‘

XY

OO0
’%&}%»,’

Observe que la funcién (f V g)(x) del Ejemplo 3.4.3 es precisamente la proyeccién de la
funcién F(x,y) del Ejemplo 3.4.4 sobre uno de los planos coordenados. No obstante, no

todas las funciones en [-)M> son de este estilo, lo que se observa con la funcién G(z, y).

De manera andloga a la Proposicién 2.6.6 y al Teorema 2.6.11, se tienen los siguientes

resultados en esta seccién de I-grupos libres.

Proposicion 3.4.5. Si G es un l-grupo generado por un subconjunto X con |X| = n, entonces

existe un epimorfismo de l-grupos f : -Free,, — G.

El teorema que sigue, proporciona una herramienta fundamental para poder trabajar con
los I-grupos libres de una forma mas sencilla que simplemente con la definicién, asi como

ocurre con las MV-dlgebras libres y las funciones de McNaughton.

Teorema 3.4.6. Para cada niimero entero n > 1, se tiene que l-Free,, = [-M,,.

3.5. Conos

Definicién 3.5.1. Un conjunto de vectores C C R"™ se denomina cono simplicial, si para
cualesquiera xq,...,x, € CYy Ay,..., Ay € RT U {0}, se tiene que \yzy + -+ - + Az, € C.

Al igual que ocurre con la convexidad, si {C; | ¢ € I} € R" es una familia de conos

simpliciales, entonces (] C; también lo es, asi que para cualquier conjunto de vectores
i€l
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B C R", la envolvente cénica de B se define como
(B) :== ﬂ{C’ CR"™| Cescono, BC A},

el cual es el menor cono simplicial que contiene a B. Si B = {zg,x1,...,Zm}, se escribe

simplemente (zg, x1,...,2n,) ysi B C Q", se dice que B es un cono simplicial racional.

Proposicién 3.5.2. Si A C R", entonces

(4) = {Z%‘aimEN,aieAvaiGWU{O}}'

=1

Demostracion. Denotando

B := {Zaiai |lmeN,aq; € A, a; € R+U{O}},
i=1
es facil ver que B es un cono simplicial y que A C B, de donde (A) C B. En sentido
contrario, como (A) contiene todas las combinaciones lineales de elementos de A con
escalares no negativos, es inmediato que B C (A) y por tanto, (A) = B. Esto concluye la
prueba. O

Ejemplo 3.5.3. Tomando los vectores u = (2,1) y v = (3,—1) en R?, la envolvente cénica
o = (u, v) estd formado por todos los vectores cuyo punto inicial es el origen y su punto final estd

dentro de la regién sombreada.

v
8

Ejemplo 3.5.4. La figura mostrada corresponde al menor cono simplicial racional en R? que
contiene a los vectores u = (2,1,1), v = (1,2,0) y w = (1,1, 2).
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Definicién 3.5.5. Un cono es cualquier union finita de conos simpliciales, y es racional si todos
los conos simpliciales que lo componen son racionales. Ademads, si X es un conjunto con | X| < X,
un cono cilindrico racional es un conjunto C(Py) = {f € RX : fly € Py}, donde Y C X es

tal que |Y| < Roy Py C RY es un cono racional.

Es evidente que si X es finito, entonces el cono cilindrico racional resulta siendo simple-
mente un cono racional. Dado un cono cilindrico racional C, la coleccién de todos los
subconjuntos de C' que también son conos cilindricos racionales constituyen un reticulo

denotado por Ceone(C).

Ejemplo 3.5.6. La siquiente figura muestra la union de tres conos simpliciales racionales como

el que se presenté en el Ejemplo 3.5.4, lo que corresponde a un cono racional.

ot
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Ejemplo 3.5.7. Para cada n € N, se tiene que R™ es un cono cilindrico racional.

Anédlogamente que en el capitulo anterior, se tiene también en este caso,

Teorema 3.5.8. C' € Ceope (R™), si y solo si, C = Z(f1, fa,..., fm) para algunas funciones
f17f27' . '7fm en l_Mn

De igual manera, se tiene el siguiente resultado.

Proposicion 3.5.9. (f) = (g) en Id. (I- M,,) equivale a que Z(f) = Z(g) en R™.

Las demostraciones a estos enunciados puede consultarse en el capitulo 2 de [26], donde

se reemplazan los simplejos por conos simpliciales.

3.6. Caracterizacion del espectro primo de los /-grupos abelianos

Proposicién 3.6.1. El reticulo de ideales principales de un l-grupo abeliano libre sobre n ge-
neradores, es dualmente isomorfo al reticulo de conos cilindricos racionales en R". Es decir,
B(1-M,,) = K(Spec(I-M,)) = Id. (1- M) = Ceone (R™)P.

Demostracién. Definiendo la funcién ¢ : Id. (I- M,,) — Ceone (R™) con (f) — Z(f), se tie-
ne que ¢ es un monomorfismo de reticulos contravariante, que ademads es sobreyectivo ya
quesiC = Z(f1, fo,-- -, fm) € Ceone (R™), es facil ver que | f1|+|f2|+. ..+ | fm| pertenece

al-Myyque o({|fil+|fol+- .. +|fm]) = Z(| il +1fol + -+ fm]) = Z(f1, fos oo ) = C.
Por lo tanto, se concluye que Id, (I- M;,) = Ceone (R™). O

Proposicién 3.6.2. Un reticulo L es el reticulo de l-ideales principales de un l-grupo abeliano, si

y solo si, existe un 0-epimorfismo cerrado w : Id.(I-M,,) — L, para algiin n € N.

Demostracion.

(=) Sea L = Id.(G) para algtin I-grupo G, por la Proposicién 3.4.5, existe n € Ny un
l-epimorfismo f : [-M,, — G, asi que siguiendo la Proposicién 3.1.8 se obtiene un
0-epimorfismo cerrado Id.(f) : Id.(I-M,,) — 1d.(G).

I-My, ~--mmm- > 1d.(1-M,,)
f 1de(/)
o) \\>(
G -3 1dy(G) ————— L
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(«<=) Si existe un 0-epimorfismo cerrado 7 : Id.(I-M,,) — L paraalginn € N, se obtiene
inmediatamente por el Lema 3.1.9 que J := {f € [-M,, | n({f)) = 0} es un l-ideal
de i-M,, y que Id.(I-M,,/J) = L.

Esto termina la prueba. O

Corolario 3.6.3. Un reticulo L es el reticulo de l-ideales principales de un I-grupo abeliano, si y

solo si, existe un epimorfismo cerrado w : Ceope (R™)Y — L, para algiin n € N.

Teorema 3.6.4. (Caracterizacion topoldgica del espectro primo de un [-grupo abeliano)
Un espacio topoldgico X es el espectro primo de un I-grupo abeliano, si y solo si, X es espectral

generalizado y existe un epimotfismo cerrado 7 : Ceone (R™)? — K(X) para algiin n € N.

Demostracion.

(=) Si X = Spec(G) para algin [-grupo abeliano G, entonces por el Teorema 3.2.4, (X, 7)
es un espacio espectral generalizado. Ademads, dado que Id.(G) = K(Spec(G)), el
corolario anterior indica la existencia de un cierto epimorfismo cerrado
7 Ceone (R™)”? — K(Spec(G)) conn € N.

(«<=) Sea X un espacio espectral generalizado y 7 : Ceone(R™)?? — K(X) un epimor-
fismo cerrado, para algiin n € N. Por el corolario anterior se asegura la existen-
cia de un [/-grupo abeliano G tal que K(X) = 1d.(G) = K(Spec(G)) y a su vez,
Spec(K(X)) = Spec(K(Spec(G))). Teniendo en cuenta el Teorerma 16 de [29], resulta
X = Spec(K(X)) = Spec(K(Spec(G))) = Spec(G).

Esto concluye la demostracion. O]

Ejemplo 3.6.5. Sea X = {a} C R, es evidente que (X, T) es un espacio espectral generalizado
con la topologia trivial. Al igual que en el Ejemplo 2.8.7, la funcién ¢ : Ceone(R)? — K (X)
dada por
0, si acC,
¢(C) =
X, si a¢C,

es un epimorfismo cerrado, por lo que por el Teorema 3.6.4 se sabe que existe un l-grupo abe-
liano G tal que X = Spec(G). Mds atin, note que el subgrupo trivial H = {e} satisface que
Spec(H) = {0} = X.
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En general, determinar la existencia de un epimorfismo preciso en un espacio espectral
generalizado, como el que se establece en el Teorema 3.6.4 para garantizar que es ho-
meomorfo al espectro primo de un [-grupo abeliano, puede ser sumamente complejo. La
dificultad principal radica en identificar el valor del nimero n € N que satisfaga las con-

diciones del teorema. Lo mismo sucede para el caso de las MV-élgebras.

En este capitulo, se present6 la base tedrica general para un estudio introductorio so-
bre los grupos reticulados, enfocdndose principalmente en aquellos que son abelianos y
en algunas propiedades que cumple el espectro primo de estos. De manera analoga al
capitulo anterior, se introdujeron tres nociones fundamentales: el reticulo de Belluce aso-
ciado, los I-grupos libres y los conos. Asi mismo, se definieron funtores similares a los
del capitulo anterior, pero en este caso aplicados sobre la categoria de los I-grupos abe-
lianos con unidad fuerte, demostrando que estos funtores determinan la misma accién.
Finalmente, se expusieron las condiciones topolégicas necesarias y suficientes que debe
satisfacer un espacio para ser homeomorfo al espectro primo de algtn [-grupo abeliano.
La teoria desarrollada en este capitulo muestra una gran similitud con la del capitulo an-
terior sobre MV-dlgebras, y en el siguiente capitulo se demostrara que esta conexién se

debe a una relacién categorica especial entre estas dos estructuras algebraicas.
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Capitulo 4

Equivalencia entre
las categorias MV y UAG

En este capitulo exploraremos la razén por la cual se estudian las MV-élgebras y los
l-grupos abelianos con unidad fuerte, simultdneamente. Esto se debe a que, desde un
punto de vista categérico, ambos representan esencialmente lo mismo. En ese sentido, se
mostrard que existe un funtor de una categoria a la otra y viceversa, de tal manera que las
composiciones de estos dos funtores (I' y =) son naturalmente isomorfas a los funtores
identidad.

4.1. El funtor’

Sea I' la aplicacion que envia un lu-grupo abeliano (G, +) al conjunto
0,u] :={x € G|0<z<u}.

Definiendo las operaciones &y := (z +y) Au, 7z = u— 2y 0 := 0 sobre [0, u], se prueba
andlogamente que en el Ejemplo 2.0.2, que I'(G, u) = [0, u] es una MV-algebra. Asi mismo,
si f:(G,u) — (H,v) es un homomorfismo entre [-grupos abelianos con unidad fuerte,
la restriccion I'(f) := f|j,,) de [0,u] en [0,v] es un homomorfismo de MV-élgebras. En

efecto, dados x,y € [0, u],

flaoy) = f((z+y)Au)
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y también,

Mas atn, I'(1(¢,4)) = 1(G,u)l[0,u] = 1lj0,u] Para cada lu-grupo abeliano G, y para cualquier
par de homomorfismos entre [-grupos abelianos con unidad fuerte f : (G,u) — (H,v),
g:(H,v) — (K,w)ya e [0,u], se tiene que f(a) € [0,v]y (go f)(a) € [0,w], por lo que

L(go f)la) = (g floula)
= 9(f(a))
= gljo,v(f(a))
= (90,0 © fljo,u)) (@)
= (I'(g) o T(f))(a).
Asi, se tiene la siguiente proposicion.

Proposicion 4.1.1. T" es un funtor covariante de la categoria UAG de [-grupos abelianos con

unidad fuerte a la categoria MV de MV-dlgebras.

(Gyu) —=-=------ > [0,u]
! flio,u)
(H,v) ---------- > [0,v]

Este funtor es comtinmente llamado el funtor de Mundici, el cual fue introducido por
primera vez en [25] en el afio 1986 por el matemético Daniele Mundici, conocido por sus

diversos aportes en l6gica matematica, teoria informaética, dlgebra y anélisis funcional.

4.2. El funtor =

La construccién del segundo funtor, que opera en la otra direccién, resulta mas compleja
en comparacién con el funtor de Mundici. Para lograrlo, se requiere primero la formaciéon

de un monoide particular a partir de una MV-édlgebra dada, que luego se extiende bajo
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una relacién de equivalencia para obtener un grupo. Este grupo finalmente se verifica

que es un [-grupo abeliano con unidad fuerte.

Definicién 4.2.1. En una MV-dlgebra A, una sucesion a = (a1, az, . . .) se dice que es buena, si

satisface:
(i) Paracadai>1,a; D a;jr1 = a;.
(ii) Existen € N tal que a, = 0 para cada r > n.

Se denota por M 4 a la coleccion de todas las sucesiones buenas en A.

En lugar de escribir (a1, as, ..., ay,0,0,...), se utiliza la notacién (a1, ag, . . ., a,). Sobre el
conjunto M4 se establecerd una operacion binaria con la cual, se mostrara luego que es

un monoide.

Definicién 4.2.2. Sia = (a1,a2,...,am) y b = (b1,ba, ..., by) son buenas sucesiones en una

MV-ilgebra A, se define la sucesion a + b = (c1, ¢z, . . .) como
ci=0a;®(ai—10b) D@ (a1 ©bi—1) D by,
para cada i > 1.

Note que, como a, = 0 = b, siempre que m < py n < g, se tiene que ¢; = 0 para todo
m +n < j. Es por esto que no hay ambigiiedad en escribir

C = (61,62,...,Cm+n) = (al,ag,...,am)—{-(bl,bg,...,bn).

Ademads, sit > 1,

i ®ciy1 =[a; B (ai—1Ob) D D (a1 ©bi—1) Db ® [ai+1 D (a; ©b1) D -+ D (a1 © b;) D bjy1]
=[ai ® aiy1] ® [(ai-1 ©b1) @ (a; ©b1)] D -+ @ [(a1 © bi—1) D (a1 © b;)] © [bs © by 1]
=a;®[(ai—1®a;) Ob1] D @D [a1 ® (bi—1 D b;)] B b;
=a;®(ai—10b1) DB (a1 O bi—1) Db;
= G,

de donde se obtiene que a + b también es una buena sucesion y la operaciéon + esta bien
definida en M 4.

Proposicion 4.2.3. Para cada MV-dlgebra A, se tiene que (M, +,0) con 0 := (0,0,...,0), es

un monoide abeliano y cancelativo (esto es, a + ¢ = b + c implica a = b).
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Demostracién. Sea A una MV-élgebra, observe que para cualesquiera a,b,c € My,

(a+b)+c)i=(a+b);®(a+b)i10c)® @ ((a+b)i@ci1)de
=[a; ® (ai_1 O b)) & D (a1 ©bi_1) D b;]
@ [[ai—1 @ (ai20b1) @@ (a1 © bi2) Dbi—1] © 1]
@ (a1 ®b) ©cim1] B
=a; ® (ai-1 © (b1 © c1))
@ Bla1Obi—1 B (bi2®@c1) BB (b1 ©ci—2) D ci—1]]
Db ®(bi—1 @)D D (b ©cim1) D
=a;®(a—10b+c))d - P(a1®©(b+c)i—1) ®(b+c);
=(a+(b+c)))

para cadai > 1, de donde (a +b) + ¢ = a + (b + ¢). Por otro lado,

(a+0)i=0a;®(@-100)& - P (a1 ©0)BO
=a;408---®060
= Qq,

para cada ¢ > 1, lo que significa que a + 0 = a. Més aun,

(@+b)i=a;®(ai10b) DD (a1 Obi—1) DY
=a; b1 0ai—1)®--B(bi—1©a1)db;
=b®(bi—10a1)® - D (b1 ®aj—1) Da;
= (b + a);,

de donde a + b = b + a y por lo tanto, M4 es un monoide abeliano. La propiedad cance-
lativa se verifica en la Proposicién 2.3.1 de [11], donde se hace uso del Teorema 2.3.6. [
También es posible establecer un orden parcial en M4 como sigue:

a<b,siysolosi, Vi > 1,a; <b,
y como consecuencia, se obtiene que

sup{a,b} = (a1 V by,a2 Vba,...,anVby,...),
inf{a,b} = (a1 ANby,ag ANba,...,an Aby,...),

las cuales pueden verificarse facilmente que son buenas sucesiones.En adelante se deno-

tard a vV b :=sup{a,b} ya Ab := inf{a,b}. Mas atn, el orden < en M4 es invariante bajo
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traslaciones, esto es, a 4+ ¢ < b + c siempre que a < b. En efecto, si a; < b; paracadai > 1,

sesigueque a;—1 ®c1 < b1 ®c1,...,a1 Oci—1 < by ®c¢i—1,porloque (a+c); < (b+c);.

Definase ahora la relacién ~ sobre M4 x M4 como
(a,b) ~ (a’,b’), siysolosi,a+b" =a"+b.

Es evidente que ~ es reflexiva y simétrica. Ademads, observe que si (a,b) ~ (a’,b") y

(a’,b’) ~ (a”,b”),entoncesa +b"=a’+bya’+b” =a” + b’, de donde

(a+b) + (@' +b") = (@' +b) + (a” +b)
(a+b")+(a’"+b')=(a"+b)+(a’"+b’)
a—i—b”:a”—i-b,

lo que significa que (a,b) ~ (a”,b”), ~ es transitiva y a su vez, ~ es una relacién de
equivalencia. La clase de equivalencia de (a, b) se escribe como [a, b]. Habiendo definido
el monoide M4 y la relaciéon de equivalencia ~, el conjunto cociente formado por estas
dos serd un grupo abeliano que posteriormente se dotara de estructura reticular a partir

del orden < establecido en M4.

Proposicion 4.2.4. Sea A una MV-dlgebra. El conjunto G4 := (Ma x Ma)/ ~, junto con las

operaciones +, — definidas como

[a,b] + [c,d] :==[a+c,b+d],
—[a,b] := [b, a],

es un grupo abeliano, donde el elemento neutro es [0, 0].

Demostracion. En primer lugar, veamos que las operaciones estdn bien definidas. Sean
a,b,c,d,a’,b’,c’,d’” € My tales que [a,b] = [a’,b’] y [c,d] = [¢’,d’], entonces a+b" = a’+Db
yc+d =c +d, porloque

(a+c)+ U +d)=(a+b)+ (c+d)
— (@’ +b)+ (' +d)
=(a"+c)+ (b+4d),

lo que significa que [a,b] + [c,d] = [a+c,b+d] = [a"+c',b"+d’| = [a’,b’] + [c’,d"].
Ademéds,b+a’=a’+b=a+b" = b’+aimplica que —[a,b] = [b,a] = [b",a’] = —[a’,b’].
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Por otra parte, note que sia, b, c,d, e, f € My, se tiene que
(la,b] + [e,d]) + le.f] = [a+c,b +d] + [e, f]
=[(a+c)+e (b+d) +f]
=[a+(c+e),b+(d+f)]
=[a,b]+ [c+e,d+f]
= [a,b] + ([e,d] + [e.f]),
mientras que [a,b] + [0,0] = [a + 0,b + 0] = [a, b] y también,
[a,b] 4 (—[a,b]) = [a,b] + [b,a] = [a+b,b+ a] = [0,0],
yaque (a+b)+0=a+b=b+a=0+(b+a)y(a+b,b+a)~ (0,0). De esta manera,
G 4 es un grupo. Més atn,

[a,b] +[c,d|=[a+c,b+d =[c+a,d+Db]=][cd+[ab],

por lo que que G 4 es un grupo abeliano. Esto concluye la prueba. ]

Se define en G 4 el orden parcial < de manera que [a,b] < [c,d]|, siy solosi,a+d < c+b.
Note que el orden en G 4 es invariante bajo traslaciones, es decir que para cualesquiera
[a,b],[c.d],[e,f] € M4 con [a,b] < [c,d], se cumple que [a,b] + [e,f] < [c,d] + [e,f]. En
efecto, [a,b] < [c, d] significa que a + d = ¢ + b y esto conlleva a que
(ate)+(d+f)=(a+d)+(e+f)<(c+b)+(e+f)=(c+e)+(b+f),
de donde
[a,b] +[e.f] =[a+eb+f] <[c+ed+f]=]|cd+[ef]

Adicionalmente, si denotamos como 1 a la buena sucesién (1,0,0,...), resulta que

u, := [1,0] es una unidad fuerte en G 4, puesto quesi [a,b] € G4 dondea = (ay,az. .., ay,)
b= (b1,bs...,by), entonces n[1,0] = [n1,n0] = [(1,1,...,1),0] y esto implica que
y b= (b1,bs ) [1,0] =1 | = )01y plica q
n veces
a,b] <[(1,1,...,1),0] = n[1,0],
[a,b] < [( ), 0] = n[1,0]
n veces
puesto que
a+0=(ay,az,...,a)
< (1,1,...,1,b1,b, ..., bm)
—
n veces
=b+(1,1,...,1),
N——

n veces
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debidoaquea; < 1paracadai =1,2,...,nyque0 < b; paratodoj =1,2,...,m. Como

consecuencia, (G 4,u4) es un [-grupo abeliano con unidad fuerte.

En este punto, ya ha sido determinado el /-grupo abeliano con unidad fuerte que estara
relacionado con una MV-édlgebra dada bajo el funtor =. Ahora, se prosigue a estudiar el

comportamiento que se presenta con respecto a los MV-homomorfismos.

Sih: A — B esun MV-homomorfismo, se define la funciéon h* : M4 — Mp como
h*(a) = h*((a1,a2,...,ay)) = (h(a1),h(az),...,h(a,)). Observe que para cualquier par
abeMyyi<l,

(h*(a+b))i = h(
=h(a; ® (ai-1 O b1) &+ @ (a1 © bi—1) D by)
h(a;) © (h(ai—1) © h(b1)) ® --- @ (h(a1) © h(bi-1)) © h(b;)
= (h*(a) + h*(b))s,
lo que significa que h*(a + b) = h*(a) + h*(b). Més atn, si a < b, entonces a; < b; para

cada i > 1, lo que conlleva a que h(a;) < h(b;) y h*(a) < h*(b), de donde h* también

preserva el orden.

Sea = la aplicacién que asigna a cada MV-dlgebra A, el [-grupo abeliano con unidad fuer-
te Z(A) := (G4,u,), para cada homomorfismo de MV-élgebras i : A — B, la funcién
=(h) : E(A) — Z(B) con E(h)([a,b]) = [h*(a), h*(b)], es un homomorfismo de /-grupos
abelianos con unidad fuerte. En efecto, si [a,b] = [c,d] en G4, se siguequea+d =b +¢,
asi que h*(a) + h*(d) = h*(a+d) = h*(b + ¢) = h*(b) + h*(c), lo que conlleva a que
=(h)([a,b]) = [h*(a), h*(b)] = [h*(c), h*(d)] = Z(h)([c, d]), por lo que la funcién Z(h) estd

bien definida.

Sumado a esto, para cualquier par [a,b], [c,d] € G 4,

E(h)([ll,b] - [Cv d]) =2
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y si[a,b] < [c,d], se sigue que a+d < c+ b, por lo que
h*(a) + h*(d) = h*(a + d) < h*(c +b) = h*(c) + h*(b),
y asi, Z(h)([a, b]) = [h*(a), h*(b)] < [h*(c), h*(d)] = E(h)([c, d]). Ademas,

E(h)(ua) =[h"(14,04,04,...),h"(04,04,04,...)]

= [((14),7(04),h(04),--.), (h(04), h(04), h(0a), . ..)]
=[(13,03,03,...),(05,0p,03,...)]
=upg.

Sumado a esto, Z(14) = 1z(4) puesto que Z(14)([a,b]) = [1%(a),1%(b)] = [a,b] para

todo [a,b] € Z(A), mientras quesi f : A — By g : B — C son homomorfismos de
MV-élgebrasy a = (ai,...,am), b = (b1,...,b,), se tiene que

E(go f)([a,b]) = [(go f)*(a), (g f)(b)]
(9o f)(ar),---, (g f)lam)), ((go f)br),.... (g0 [)(bn))]

v fam), g" (f(b1), ..o, f(bn))]

lo que conlleva a que Z(g o f) = =Z(g) o Z(f). De esta manera, se obtiene la siguiente

proposicion.

Proposicion 4.2.5. = es un funtor covariante de la categoria MV de MV-dlgebras a la categoria
UAG de I-grupos abelianos con unidad fuerte.

N > (Ga,ua)
f E(f)
B —ceeeeo > (Gp,up)
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4.3. Equivalencia entre MV y UAG

En esta seccidn se demostrard la existencia de un isomorfismo natural entre los funtores
o=y Imv, asi como entre los funtores ZoI' y 1yag. Esto implicard finalmente que estas

dos categorias coinciden.

Lema 4.3.1. Si A es una MV-ilgebra, la funcién e4 : A — T'(E(A)) con a — [(a), 0], es un
isomorfismo de MV-ilgebras.

Demostracién. Si A es una MV-dlgebray a,b € A, se tiene que (a) + (b) = (a ® b,a ® b)
es una buena sucesiéon de acuerdo a la propiedad clausurativa de la operaciéon + en M 4.
Luego, (a®b) < (a®b,a®b)y(a®b) <1en My, porloque(a®b) < (a®ba®b)Al.
Ademés, sic = (c1,...,¢p) € Maestalquec < (a @ b,a®b)yc <1,entoncesc; <a®b
y ¢; = 0 para todo ¢ > 2, lo que significa quec < (a @ b) yasi, (a®b) = (a® b,a ® b) A 1.
Luego,

cala®b)

b), 0]
@®b,a®b)N1,0]

(a&
(a
(a®b,a®b),0] Nuy
(
[
(

a)+(b),0] ANua
(a),0] + [(b),0]) Nua
a), 0] & [(b), 0]

eala) @ ea(b).

[
[
[
[
(
[

Maés aan, como (a) + (—a) = 1, se obtiene que (1, (a)) ~ ((—a),0), [1,(a)] = [(—a),0] y a

su vez,
ea(—a) = [(=a), 0]
= [1,(a)]
=ua+10,(a)]
=t — [(a), 0]
= —[(a), 0]
= —e4(a).
Por otra parte, si a,b € A son tales que e4(a) = €4(b), entonces [(a),0] = [(b), 0], lo que

indica que (a) = (a) + 0 = (b) + 0 = (b) y a = b, es decir que €4 es inyectiva.
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Por dltimo, dado [a,b] € ['(Z(A)) = [[0,0],[1,0]] cona = (a1,az...,an)yb = (b1,ba,...,by),

asumiendo m = n (completando con ceros si es necesario) y teniendo en cuenta que
[0,0] < [a,b] < [1,0], se sigue que b = 0+ b < a+ 0 = a asi como también
a=a+0<b+1=(1,b,by,....,b,) yresultaa; > by > as > by > --- > a, > by,
lo que conllevaa que a = b+ ((a1 © =b1) ® (a2 © —b2) & - - - & (a, © —by)). De esta mane-

ra,

[a,b] = [((a1 ® —b1) B (a2 © —=b2) ® -+ - @ (an, ©® —by)) , 0]
=€ ((a1 ® ﬁbl) D (az ® —'bz) b---bD (an © _'bn)) ;

y €4 es sobreyectiva. Por lo tanto, la funcién e4 es un isomorfismo y con esto, queda
demostrado el lema. O
Teorema 4.3.2. € : Ingqy — ' 0 E, con A — €4 es un isomorfismo natural.

Demostracion. Sea f : A — B un homomorfismo de MV-élgebras, el siguiente diagrama

conmuta.

€A €B

En efecto, sia € A, se tiene que

(ep o f)(a) = ep(f(a)

de donde e o f = I'(E(f)) o e4. Como consecuencia, ¢ es una transformacién natural
y dado que €4 es un isomorfismo para cada A € obj(MV), se concluye que € es un

isomorfismo natural y Inrv = I' o =. Esto finaliza la demostracién. ]
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Para el segundo caso, donde se debe construir un isomorfismo entre cada /-grupo abe-
liano con unidad fuerte (G, u) con Z(I'(G, u)), es necesario considerar primero una fun-
cién particular entre G* y el monoide My (g ), la cual se deriva a partir de la siguiente

proposicion.

Proposicion 4.3.3. Sea G un I-grupo abeliano con unidad fuerte u. Para cada x € G, existe

una tinica buena sucesion (a1, ag, ..., a,) € My tal que x = ay + az + - - + a.

Demostracion. Sea G un lu-grupo abeliano y € G™. Se definen los elementos a; := x A u
Y Gm+1 = (¢ — a1 — -+ — amy) A u para cada m > 1. Veamos por induccién sobre m que

x—ay — - — ay = (r —mu)T. Para el caso base m = 1 se tiene que

r—a;=x— (rAu)
=z+ (—zV —u)
=(rx—2)V(r—u)
=0V (x—u)

=(z—u)t.

Suponga por hipoétesis inductiva que existe k € Ntal que z —a; — -+ — a, = (v — ku) ™.
Luego,

T—ap —- = 0 = Qg41 =

De esta manera, x —aj —- - - — a, = (x—mu)" para cadam € N. Observe que esto implica
inmediatamente que a; € [0,u] = I'(G,u) para todo i > 1. Ademads, como u es unidad
fuerte, existe n € N tal que = < nu, lo que conlleva a que siempre que j; > n, resulta

r<nu<juzr—ju<0yz—a — --—a; = (x—ju)t =0,dedonde aji; = 0 paracada
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j>n.Masaun, x —ay — - —a, = (r —nu)t = 0implica que z = a1 + - - - + ay.

En segundo lugar, note que a; ® a;+1 = a; con i € N. En efecto,

a; @ ajr1 = (a; + ai+1) Nu
=[(z—a1—-—ai-1)) ANu+(z—a; —---—a;)) Nu| Au
=lz—a1——ai—)ANu+(x—a1—-—a) ] N[(xr—a1 — - —ai—1) Nutu]] Au
=lrz—ar—-—a_)ANu+(x—ar— - —a)|AN[[(z—a1 — —aj—1) Nu+u] Auj
=lz—a1—-—ai-1) Nu+(z—a1— - —a)] Au
=(ai+xr—a—-—a)Au
=(@x—a— - —ai—1)A\u
= a;.

Como consecuencia, (a1, ag,...,a,) € MrGu y = a1+ az + -+ ap. Veamos por tltimo

que esta buena sucesion es tnica.

Sea (b1,b2,...,by) € My G,y tal que £ = by + by + - - - + by, Se sigue que

by =b1®- - Dby
=i+ +bn)Au
=T ANu

= ai,

mientras que si se asume por hipétesis inductiva que existe 1 < ¢ < m tal que a; = b;

para cada j < i, resulta

bit1 =0biy1 D Dby
= (big1+ -+ bn)Au

:(:c—bl—---—bi)/\u
=(x—a——a)Au
:ai—‘rla

lo que significa que a;, = by, para todo k € N y la sucesién es tnica. Con esto, se ha

demostrado lo que se requeria. O

A partir de lo anterior, se define la funcion w : G — Mrp(g,,) comow(z) = (a1, az, . . ., an),

que estéd bien definida y es inyectiva de acuerdo a la Proposicién 4.3.3. Mas atin, la funcién
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w preserva las operaciones +, V, A, lo cual se muestra en el Lema 7.1.5 de [11] haciendo

uso del Teorema 3.2.8.

Lema 4.3.4. Si G es un lu-grupo abeliano, la funcion 1 ) : (G,u) — Z(I(G,u)) tal que

x> [w(z V0),w(—=z V0)], es un isomorfismo de -grupos abelianos con unidad fuerte.

Demostracion. Sea x € ker (1)), significa que g ) (z) = [w(z™),w((—z)")] = [0,0],
porlo que w(zt) =w(z™) + 0 =0+ w((—2)") = w((—z)*) y dado que w es una funcién

inyectiva, resulta 27 = (—x)". Luego,

zV0=—-2V0
xV0=—(zA0)
(xVv0)+ (xAN0)=0
[(zV0)+z]A[(xV0)+0]=0
[(z+2)V (0+2)|A[zV0]=0
2z Vx)A(zV0)=0
V (22 A0) =0,

asiquexz < zV (2zAN0) =0yasuvez2z <z, porlo que se tiene que 2z < 0,2z A0 = 2z
y en consecuencia, 0 = z V (22 A 0) = 2 V 2z = z. De esta manera, ker (1)) = {0} y

N(G,u) €8 una funcién inyectiva.

En segundo lugar, si [a,b] € Z(I'(G, u)), entonces a = (a1, az, ..., an)yb = (b1,b2,...,by)
para algunos ai, ag, . .., am, b1, b2, ..., b, € [0,u] = (G, u), por lo que se sigue que

[a,b] =[a, 0] + [b, 0]
=[(a1,a2,...,am),0] + [(b1,ba, ..., by),0]

= [w(ar +az + -+ am), 0] + [w(b1 +ba + -+ bn), 0]
=[w((ar+az+-+am)),w((—a1 —az = —am)")]
+[w (b1 + b2+ 4 b)h) yw ((=br — by — - — b)) F)]
=N (a1 +az + -+ am) + 0w b1 + b2 + -+ by)

=N(Gu (a1 + a2 + -+ apm + b1 + b+ -+ by),

lo que indica que la funcién 7, es sobreyectiva y por lo tanto, una biyeccion. Para

mostrar que 7)) s un homomorfismo de grupos, note que para cualquier par z,y € G
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se cumple que:

r+y)T —(z+y) =@ —2T)+ @y —y)
+y) = (—+y) =2 +y" - ()" = (—y)*
)T+ ()T (—y)T =Tyt (—(ry)T
)T+ ()T ) =w (@t Y+ (—(
N+w(a)'+ (-9 =w @ +y") + o (- +y)7)
c+y)t),w((—@+y)T)] =wkEt+y"),w((2)"+(-y)T)].

r+y=z+y<=(
= (

+y
x +
<~ (r+vy

La funcién 1n(G,u) también es un homomorfismo de reticulos. En efecto, si x < y en (G, u),
entonces 2t =2 V0 <yVv0=y"y—y < —zimplica (-y)T = —yv0< —2Vv0=(—x)".
Luego,

()T <)yt = w @+ (y)T) <w ()T +yT)
—w@) +tw((-y)") <w((2)") +w(y")
= nGw (@) < 6w W)
Por tdltimo, observe que 7 ) (u) = [w(u®), w((—u)*] = [w(u),w(0)] = [(u),0], por lo

que la funcion 7(q,,) preserva la unidad fuerte. Asi, g, es un isomorfismo de I-grupos

abelianos con unidad fuerte, lo que concluye la prueba. ]

Teorema 4.3.5. n: lyag — Zo T, con (G, u) = 1 ) s un isomorfismo natural.

Demostracion. Sea f : (G,u) — (H,v) un homomorfismo de l-grupos abelianos con
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unidad fuerte, note que para cualquier z € G,

(M w) © (@) = 1m,0)(f(2))
= [w(f(z) vV 0),w(—f(z) vV 0)]
= [w(f(x) vV £(0)),w(=f(z) V f(0))]
= [w(f(zV0)),w(f(—z V0))]
)

por lo que 0. o f = Z(I'(f)) o n,u) ¥ el siguiente diagrama conmuta.

f

(G,u) (H,v)

NG,u) N(H,v)

=E(I'(G,u)) —=——— E(I'(H,v))

De esta manera, 7 es una transformacién natural y ya que 7, €s un isomorfismo para

cada (G, u) € obj(UAG), significa que 7 es un isomorfismo natural y lyag = =ol. O

Con todo lo realizado anteriormente, el resultado final es inmediato.

Teorema 4.3.6. Las categorias UAG y MYV son equivalentes.

UAG MV

T
/\
\/

No es dificil ver que el funtor I' es mucho mads facil de construir en comparacién con el
funtor =. De hecho, la construccién del I-grupo abeliano con unidad fuerte G 4 desde el
monoide M4 de buenas sucesiones de una MV-élgebra A, se realiza de manera similar
a la construccion del grupo aditivo Z a partir del monoide N, utilizando la misma re-

lacion de equivalencia. Ademds, la equivalencia obtenida entre estas categorias permite
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concluir que, en esencia, estas dos estructuras algebraicas representan los mismos objetos

matematicos.

Noétese que contar con esta equivalencia categérica es sumamente ttil, ya que en algu-
nos casos un problema en el contexto de las MV-élgebras puede transformarse en uno
equivalente en el &mbito de los [-grupos abelianos con unidad fuerte, donde la solucién
podria ser mads sencilla de encontrar y luego aplicarse a las MV-élgebras (o viceversa).
Esta correspondencia permite aprovechar los resultados desarrollados en una de estas
areas y aplicarlos en la otra, facilitando el andlisis y resoluciéon de problemas complejos.
Ademas, al establecer un puente entre estas dos estructuras algebraicas, se amplian las
herramientas disponibles, enriqueciendo las posibilidades de investigacién y desarrollo

en ambas teorias.

El articulo [13] result6é fundamental para el desarrollo de todo este capitulo y entender,

la relacion entre estas estructuras y la definicién de los funtores involucrados.
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Aplicaciones

Como se puede notar, los ideales juegan un papel fundamental en el estudio exhaustivo
de las MV-élgebras, y en particular, el espectro primo es sumamente ttil para ello. Es-
to se evidencia facilmente ya que forman una gran parte del campo de estudio de estas
estructuras algebraicas. Siguiendo esta idea y para dar cuenta del campo abierto para la
investigacion de estas estructuras, se presentan tres articulos publicados recientemente y

posteriores al articulo [14].

En [2], se expone un problema similar al desarrollado en [14], relacionado con el estu-
dio de las MV-dlgebras cuyo espectro primo es dado. Cabe mencionar que si dos MV-
algebras tienen espectros primos homeomorfos, no implica necesariamente que las dos
estructuras sean isomorfas. Tal es el caso de las MV-dlgebras {0,1} y [0, 1], puesto que
Spec({0,1}) = {0} = Spec([0,1]), pero [0,1] y {0, 1} son diferentes debido a su cardina-
lidad. En ese sentido, dos dlgebras multivaluadas se denominan equiespectrales si sus
espectros primos son homeomorfos, y en consecuencia, también lo son si y solo si sus

reticulos de Belluce (o sus reticulos de ideales principales) son isomorfos.

Dada cualquier MV-élgebra A, es posible entender a la clase formada por todas las MV-
algebras equiespectrales a A como una categoria, y el resultado principal de [2] es que
este tipo de categorias son pequefias, esto significa que tanto la coleccién de objetos como
la coleccién de morfismos para cada par de objetos, son conjuntos'. Debido al paralelis-
mo que se presenta entre las MV-dlgebras y los [-grupos abelianos, todo lo mencionado

anteriormente también aplica para estos tltimos. Actualmente, estas clases equiespectra-

!El concepto de clase abarca tanto los conjuntos como colecciones més grandes que pueden dar lugar a
contradicciones dentro de la teoria de conjuntos. A manera de ejemplo, se sabe que no es posible definirse el
conjunto de todos los conjuntos, puesto que esto conduce a la Paradoja de Russell, pero si existe la nocién de

clase de todos los conjuntos.
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les siguen siendo objeto de estudio desde la teoria de categorias.

Por otro lado, en [22] se pretende mostrar la existencia de una MV-édlgebra no contable
cuyo espectro primo coincida con el espectro primo de Free;, vistas bajo isomorfismo,
como las funciones de McNaughton sobre [0, 1]. Para esto, se construye una algebra mul-
tivaluada A; compuesta por todas las funciones continuas de [0, 1] en [0, 1], definidas a
trozos por polinomios lineales y de coeficientes racionales. A partir de esto, es inmediato
que Free; C A; y se verifica que estas dos estructuras son equiespectrales, aunque A;
resulta ser contable. En consecuencia, se considera después el conjunto As formado por
todas las funciones continuas de [0, 1] en [0, 1] que son racionales en cada segmento ini-
cial de [0, 1], pero que pueden tener un limite irracional en 1. Es con esta tltima que se
obtiene que Free; C A; C Ay, también que Spec(A4;) = Spec(Free;) = Spec(A42) y que
ademds, es no contable. Como consecuencia de este estudio, surge una pregunta abierta
que corresponde a la existencia de una MV-élgebra no contable y equiespectral a cual-

quier MV-élgebra dada.

En ese mismo articulo, pero por separado, se estudian también los I-grupos abelianos.
Particularmente, un [-grupo abeliano G se dice que es divisible si para todo z € Gy para
cualquier n € N, existe y € G tal que ny = x. Es facil ver que si tal elemento y existe,
entonces es Uinico, puesto que si existiese otro § € G con ng = z, se sigue que ny = ny,
n(y —y) = ny —ny = 0y dado que todo I-grupo es libre de torsién, resultay — y = 0
y y = 3. Por esta razén, se denota y := z/n. En esta parte del articulo, se prueba que
todo I-grupo abeliano divisible tiene estructura de Q-espacio vectorial, y que si m € Z
y n € N, entonces (m/n)x := (mx)/n. No estd de mds mencionar que el hecho de que
estos objetos puedan verse como espacios vectoriales permite que el campo de estudio

sea mucho mas grande y puedan existir mds aplicaciones apoyandose en el dlgebra lineal.

Finalmente, en [25] se presenta un desarrollo mds detallado del Funtor de Mundici, asi
como una demostracién diferente a la desarrollada en este trabajo sobre la equivalencia
entre las categorias de los I-grupos abelianos con unidad fuerte y las MV-algebras, puesto
que se exhibe que el funtor I' es plenamente fiel (la asignacién de morfismos es biyectiva)
y esencialmente sobreyectivo sobre objetos (la asignacién de objetos es sobreyectiva), lo que
implica la equivalencia. Alli mismo, se puede evidenciar también la utilidad que posee el
Funtor de Mundici en el estudio de la mecénica cuantica, una conexién muy interesante
y un tanto inesperada entre esta area y el estudio de las dos estructuras algebraicas aqui

mostradas.
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En este trabajo se han recopilado las definiciones, propiedades y resultados mas signi-
ficativos de la teoria de MV-dlgebras y de los [-grupos abelianos, con el fin de crear un
documento autocontenido y de facil interpretacién para el lector. En los capitulos dos y
tres, se logré obtener una caracterizacion topolégica del espectro primo de las MV-alge-
bras y de los [-grupos abelianos, comparable al desarrollo realizado por M. Hochster en
[19] con respecto a los espacios espectrales y el espectro primo de los anillos conmu-
tativos. Este aspecto es crucial, dado que el problema central en topologia es clasificar
los espacios que comparten los mismos invariantes topolégicos. En el cuarto capitulo, se
expuso la razén fundamental por la cual las MV-dlgebras y los I-grupos abelianos con
unidad fuerte estan estrechamente relacionados, y la teoria de categorias fue esencial pa-
ra establecer formalmente esta conexién. Esta equivalencia es extremadamente til, ya
que cualquier cuestién planteada en una de estas categorias puede traducirse a la otra,
donde la resolucién puede ser mas accesible, facilitando asi la obtencién de resultados

deseados.
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Aportes relevantes

1. Este trabajo se llevé a cabo con el objetivo de ofrecer un documento autocontenido
y accesible, disefiado para facilitar el estudio introductorio tanto de la teoria de MV-
algebras como de los [-grupos. Ademads, se presentan de manera clara la mayoria de
las demostraciones y ejemplos ilustrativos, acompafiados de gréficos que facilitan

una mejor interpretacién de los temas abordados.

2. El Ejemplo 1.2.14 fue elaborado de manera propia debido a la falta de ejemplos de
espacios espectrales en la literatura. Aunque no se tiene certeza de si puede consi-

derarse una contribucién novedosa, se decidi6 incluirlo para ilustrar el concepto.

3. Seincluy6 una breve explicacién en el sentido de la 16gica, que justifica por qué toda

propiedad que se cumple en [0, 1] también se satisface en cualquier MV-algebra.

4. Se realizaron las demostraciones de la Proposicién 2.2.11, el Lema 2.2.13 y el Teo-
rema 2.8.4, ya que en [14] no se incluian. Ademds, se detall6 la prueba del Teore-
ma 3.2.2, pues la version proporcionada en dicho articulo no se presenté completa.
También se desarrollaron las demostraciones de los resultados en la seccién Carac-

terizacion del espectro primo de los I-grupos abelianos, dado que no aparecian en [14].

5. Se introdujeron los funtores Spec, K(Spec), Id. y §, los cuales no se definieron en
[14], pero si en [1]. Asi mismo, se demostré que la composicién Spec o 3 es natu-
ralmente isomorfa a Spec, y que K(Spec), Id. y 8 también son isomorfos de manera
natural. Cabe resaltar que en la pagina 17 de [1], se plantea la pregunta de si estos
funtores son isomorfos, aunque no se ofrece una demostracién. Todos estos resul-
tados son validos también para la categoria UAG de los [-grupos abelianos con

unidad fuerte, lo que permitié presentar un enfoque categorico en el trabajo.
6. Los ejemplos en las secciones sobre MV-dlgebras libres y funciones de McNaughton,
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Poliedros, I-grupos libres y conos fueron desarrollados de manera independiente. Del
mismo modo, se incluyeron las gréficas en dos y tres dimensiones para mejorar
la comprensién de las definiciones respectivas, ya que es poco comun encontrar
ejemplos graficos en tres dimensiones. Estas imdgenes fueron agregadas siguiendo

la recomendacién del profesor Diego Velasco.

7. Los ejemplos 2.8.7 y 3.6.5 fueron planteados con el propésito de resaltar la impor-
tancia de la caracterizacion topolégica del espectro primo de ambas estructuras, da-
do que no se encontraron ejemplos ilustrativos en la literatura. Si bien estos ejem-
plos son algo sencillos, esto se debe a la dificultad de encontrar un epimorfismo

cerrado adecuado y el ntimero n que satisfaga los teoremas pertinentes.

8. La equivalencia categdrica entre las MV-dlgebras y los I-grupos abelianos con uni-
dad fuerte fue presentada por primera vez en [25], donde se muestra que el funtor
de Mundici I' es plenamente fiel y esencialmente sobre los objetos. Posteriormente,
en [11] se describe la equivalencia mediante la definicién del funtor = en sentido
contrario al de I', demostrando que las composiciones de ambos son naturalmente
isomorfas a los funtores identidad. En este trabajo, se desarroll6 con mayor detalle

esta equivalencia, siguiendo el segundo enfoque mencionado.

9. Finalmente, en la seccién Aplicaciones, se describen algunos articulos que destacan

estas estructuras como objetos de estudio.
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