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Resumen

Siguiendo resultados similares en [2] para toros planos y esferas redondas, en este tra-
bajo se demuestra que, para condiciones iniciales “arbitrarias” fy, la soluciéon f; en el
tiempo t de la ecuacion del calor en espacios proyectivos reales y complejos eventual-
mente se convierte en (y permanece siendo) una funcién de Morse minimal con valores
criticos distintos. Ademads, se muestra que la solucién se vuelve una funcién estable.
Se establecen también condiciones suficientes que son simples y generales para que el
resultado anterior sea cierto en variedades compactas arbitrarias.
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Introduccion

La ecuacion del calor, que es el modelo matemético para el flujo del calor y en su forma
mas simple se escribe como

af
S =Af,

donde A es el operador de Laplace-Beltrami, es una de las ecuaciones diferenciales
parciales mas relevantes en matematicas y fisica, y tiene propiedades verdaderamente
notables. Por ejemplo, si una condicién inicial arbitraria fy es sometida a esta ecuacion,
entonces la solucién f;, para cada instante de tiempo ¢ > 0, serd una funcién infini-
tamente diferenciable. A la luz de estos hechos, la ecuacién del calor se presenta a si
misma como un proceso regularizador fundamental.

En un articulo reciente [2], un resultado en esta direccién fue establecido, evidenciando
importantes propiedades regularizadoras de la ecuacion en cuestion. Dada una funciéon f
definida en una variedad M, un indicador de regularidad para f es que todos sus puntos
criticos sean no-degenerados, o lo que es lo mismo, que f sea una funcién de Morse. Los
autores mostraron que, al menos en el caso de esferas redondas n-dimensionales y toros
planos, condiciones iniciales suaves “arbitrarias” fy son transformadas eventualmente
por la ecuacion del calor en funciones de Morse minimales; funciones de Morse que
tienen el minimo nimero de puntos criticos posible en la variedad. En concreto, los
resultados de ese articulo pueden resumirse en el siguiente teorema:

Teorema 0.0.1. Sea M =T" o M = S". Existe un subconjunto denso y abierto S de
C>®(M) tal que para cada fo € S, existe unT > 0 tal que para todot > T, la solucion f;
de la ecuacion del calor con condicion inicial fy es una funcion de Morse minimal en M.

Investigando la pregunta de si esto es un fenémeno mas general presentandose en otras
variedades Riemannianas compactas, en este trabajo se formulan condiciones suficientes
que son simples y generales para que el resultado general sea cierto en una variedad
(Lema 2.2.1) y se demuestra dicho resultado para espacios proyectivos reales y complejos
de dimension arbitraria. Observaremos ademés que en estos espacios, la solucién f;
adquiere una propiedad fundamental denominada estabilidad, que grosso modo significa
que funciones cercanas a f; seran “idénticas” a f; mdédulo un cambio de coordenadas



adecuado!. Este es el contenido de los siguientes dos teoremas.

Teorema 0.0.2. Eriste un conjunto S C C*®(RP"), que es denso y abierto® en la
topologia C*°, tal que para cada condicion inicial f = fo € S, si f; es la solucion
correspondiente a la ecuacion del calor en RP" en el tiempo t, entonces existe T > 0
tal que parat > T, f; es una funcion de Morse minimal estable en RP™.

Teorema 0.0.3. Existe un conjunto S C C*(CP"), que es denso y abierto en la
topologia C*°, tal que para cada condicion inicial f = fo € S, si f; es la solucion
correspondiente a la ecuacion del calor en CP" en el tiempo t, entonces existe T > 0
tal que para t > T, f; es una funcion de Morse minimal estable en CP".

Los resultados de esta investigacién se encuentran publicados en [1].

!Cercanas en el sentido estandar de la topologia C> de Whitney, que mide las funciones por su
tamano y el de sus derivadas parciales de todos los 6rdenes.

20bsérvese que esta es una manera topolégica de precisar que las funciones que no cumplen el
enunciado caben en un conjunto de tamano despreciable; un cerrado nunca denso.
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Capitulo 1

Preliminares

1.1. Teorema espectral

Para comenzar los preliminares del trabajo, se presentan los dos resultados elementales
de diagonalizacion para operadores simétricos y hermitianos en dimension finita, junto
con dos respectivos corolarios sobre formas cuadraticas que seran utilizados en el desa-
rrollo para estudiar los primeros espacios propios del operador de Laplace-Beltrami en
los espacios proyectivos.

Teorema 1.1.1 (Teorema espectral real). Sea A una matriz real simétrica. Entonces A
tiene todos sus valores propios reales y es diagonalizable mediante una matriz ortogonal.

Para la demostracion del teorema ver capitulo 7 de [4].

Corolario 1.1.1. Sea f : R* — R definida por f(z) = f(z1,...,20) = >, ; aijTix;
una forma cuadrdtica real en n variables, donde A = (a;;) es una matriz simétrica.
Entonces existe un cambio de coordenadas ortogonal y = Bx tal que f(y) = >, NiyZ,
donde los \; son los valores propios de A. *

Demostracion. Como A es simétrica podemos escribir f(x) = Az, donde
r = (x1,...,x,). Por el teorema espectral real, existe una matriz ortogonal B tal
que A = BTDB, siendo D = diag(\1,...,\,). Asf, f = 27Ax = 2"BT"DBz =
(Bx)"D(Bz) = y"Dy = >, \jy?, lo cual completa la prueba. O

Teorema 1.1.2 (Teorema espectral complejo). Sea A una matriz compleja Hermitiana.
Entonces A tiene todos sus wvalores propios reales y es diagonalizable mediante una
matriz unitaria.

Para la demostracion del teorema ver capitulo 7 de [4].

LAqui, como es usual, se estd abusando de la notacién al escribir f(y) para referirse a la expresiéon
de f en términos de las coordenadas .



Corolario 1.1.2. Sea f : C* — C definida por f(z) = f(z1,...,20) = >, ; @ij2i%,
donde A = (a;;) es una matriz Hermitiana. Entonces eziste un cambio de coordenadas

unitario w = Bz tal que f(w) = >, Nilwi|?, donde los \; son los valores propios de

La demostracion de este corolario es esencialmente la misma del Corolario 1.1.1.

1.2. Teorema de Rouché

El propdsito de esta seccién es enunciar con precisién y presentar una demostracién de
un hecho que es intuitivamente claro, bien conocido y que serd necesario en el desarrollo
del problema: las raices de un polinomio dependen continuamente de sus coeficientes.
Para ello la herramienta bésica es el teorema de Rouché (ver [15] para una demostra-
cién).

Teorema 1.2.1 (Teorema de Rouché). Sean f y g funciones analiticas en el interior
y en la frontera de un contorno cerrado . Entonces, si |f(z) —g(2)| < |f(2)| para z en
la frontera de v, f y g tienen el mismo numero de ceros en el interior de vy, contando
multiplicidades.

Corolario 1.2.1 (Dependencia continua de raices de un polinomio respecto a sus co-
eficientes). Sea
f(z)=2"+a, 12" "+ + a1z + ag

un polinomio ménico de grado n > 1 con raices ry,...,r, (contando multiplicidades).
Entonces para cada € > 0 existe § > 0 tal que, sity,...,t, son las raices del polinomio
monico

g(2) = 2"+ b, 12"+ bz + by,

con |a; — b;| < d, entonces, mddulo un reordenamiento de indices, se tiene

|7’Z—t2’ < €

Demostracion. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que € es suficientemente
pequefio para que las bolas B(r;,€), B(rj,€) tengan clausuras disjuntas siempre que
r; #rj. Sea R = max;_(|r;| + ¢€), y sea

M = min 2)|,
zeUi, 0B(ri,e) |f( )|

(M existe por continuidad de f y es positivo porque por construccién no hay ceros en

la frontera de las bolas). Ahora, témese

M

0 < ———.
n—1 pg
k=0 R
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Entonces, si z € 0B(ry, €), se tiene

Luego |f(2) — g(2)| < |f(2)| para z € OB(r;,€). De esto, por el teorema de Rouché, f
y ¢ tienen el mismo numero de ceros en el interior de B(r;, €), lo cual evidentemente
completa la demostracion. O

1.3. Teorema de estabilidad

1.3.1. Topologias C* y C*

En esta subseccién daremos las definiciones basicas que permiten medir la cercania entre
dos funciones suaves de valor real definidas en una variedad M. El contexto natural
para hacer esto son las topologias C*, que miden dicha distancia por la diferencia entre
los valores puntuales y entre sus derivadas de orden < k (en adelante k& denota un entero
no-negativo). En el caso general, este asunto tiene sutilezas considerables y hay varias
topologias posibles, pero cuando M es una variedad compacta, todas las definiciones
naturales para una topologia en el espacio C*°(M) coinciden, y esta unica topologia
resulta tener propiedades muy deseables como la de ser un espacio de Banach segundo
contable [8]. Una manera sencilla de definirla es especificando una norma para ella,
llamada la norma C*.

Definicién 1.3.1 (Norma y Topologia C*). Sea M una variedad suave compacta de
dimensiéon m, sea (U;, ¢;); un atlas finito fijo que recubre a M, con cada U; pre-
compacto, y sea f € C®(M). Se define la norma C* de f como
[[£[]s = sup ID'(f oo )(2),

donde i varia desde 1 hasta n, x varfa sobre los elementos de ¢;(U;), I varia sobre todos
los multi-indices (j1,...,75m) con |(Ji,---ydm)| = j1 + - + jm < k, y D! denota la
derivada parcial asociada al multi-indice I.2 Se define la topologia C* de M como la
topologia inducida por esta norma.

2Notemos que el supremo existe en virtud de la pre-compacidad de los Uj;.
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En otras palabras, la norma de f es el valor supremo de todas sus derivadas parciales
de orden < k, visto en ciertas coordenadas fijas. El hecho de que esto define una norma
sobre el espacio vectorial C*°(M) es consecuencia obvia de la desigualdad triangular
para la norma uniforme en los niimeros reales. Notese que si bien es claro que la defini-
ci6én de la norma depende de la escogencia del atlas (de lo cual existen muchas normas
C*), es facil demostrar que en este caso todas las posibles normas son equivalentes vy,
por tanto, la topologia es la misma:

Sea (Vj, ;) otro atlas fijo de la misma naturaleza que el anterior y denotemos tempo-
ralmente a su norma asociada por || f|[;.. Por simetria basta ver que || f||}, < O(1)||f]x-
Cuando k = 0 la afirmacién es clara pues ambas normas denotan simplemente el valor
maximo de f en M y por tanto son iguales, y para el caso £ > 0 el resultado se sigue
por inducciéon en virtud del calculo indicado a continuacién. Suponiendo cierta la equi-

valencia de las normas C*~! de ambos atlas, sea p € U; NV, I = (Ji, .-+, Jss -+, Jm)
un multi-indice con j; > 0, |I| < k, entonces I' = (j1,...,js — 1,...,jm) satisface
|I'l =|I| =1 < k —1, y asi, denotando las coordenadas de p; como (z1,...,Z,,) y las
de v; como (yi,...,Ym), tenemos

[D(f ou; ) (W (p))| = ‘Dl’ <M> (w(m)‘

ous

O evi)

<l ouis ¥;|[4_; (Definicién de la norma C*)

Afou?
<o<1>|\—(f b

=0o(1 )H Hk 1

81‘ of
( )Hayha Zuk :

ZO

o j||k—1 (Hipétesis inductiva)

f%)

—— |l

D||f||& (Definicién de la norma C*)

(

ks

y variando 7,p,I obtenemos la desigualdad buscada, lo cual completa la induccion,
mostrando que la topologia es independiente de la escogencia del atlas.

Definicién 1.3.2 (Topologia C'*). Sea M una variedad suave compacta de dimensién
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m. Se define la topologia C'*° de M como la topologia generada por la unién de todas
las topologias C* de M.

Observemos que la subbase usada en la definicién de la topologia C*° (la unién de las
topologias C*) es en realidad una base en virtud del hecho obvio de que By, 1(f,r) C
By(f,r), donde r > 0y B(f,r) es la bola de radio r centrada en f en la topologia C*.

1.3.2. Funciones de Morse y funciones estables

Se daradn ahora las definiciones de funcién de Morse y funcién estable, y se enunciara

una profunda caracterizacién de las funciones estables de una variedad; el teorema de
estabilidad.

Definicién 1.3.3 (Punto critico no-degenerado). Sea f € C°°(M) una funcién suave
de una variedad M, sea p € M un punto critico de M y sea (U, ¢) una carta en M. Se
dice que p € U es un punto critico no-degenerado de f si la matriz Hessiana de la
funcién f o ¢~! es invertible en el punto ¢~1(p).

Para justificar esta definicion, hace falta notar que no dependa de la escogencia de
la carta (U, ). La justificaciéon es un simple célculo: sean (z1,...,2,) ¥ (Y1,---,Yn)
coordenadas alrededor del punto critico p € M. Lo que se debe verificar es que las

. . 2 2 . .
matrices Hessianas B = (%b) y C = (%b) son ambas invertibles o ambas

singulares. En efecto, sea A = (g—;’jj]p) la matriz de cambio de coordenadas en el punto
critico p, tenemos

9% f

Y Qrioxd )

o (o 0r
Oyt \ Oyl Oxr »

0%t Of +8x“ o (of
~ Oytdyd Oxn , Oy Oyt \Oz+ ) |

o (o) |
dy? Oy* \ 9z ) |,

Ozt dx” O°f
oyl Oyt dxvOxt

=(ATCA),,

B

p

y como A es invertible, se sigue que B es invertible si y sélo si C' es invertible, lo cual
termina de mostrar que la definicién es correcta. Con esto se puede dar la definicién de
funcién de Morse.



Definicién 1.3.4 (Funcién de Morse y funciéon de Morse minimal). Se dice que una
funcion f € C*°(M) es una funcién de Morse si todos sus puntos criticos son no-
degenerados. Decimos ademas que f es una funcién de Morse minimal si su niimero
de puntos criticos es el minimo posible para una funcién de Morse definida en la varie-
dad.

Ahora definiremos estabilidad para funciones C*°. En términos intuitivos, las funciones
estables son aquellas que permanecen idénticas médulo difeomorfismo bajo perturba-
ciones pequenas (el tamafio de estas perturbaciones se mide con las métricas C* que se
definieron arriba).

Definicién 1.3.5. Sea M una variedad suave compacta, y sea f € C*°(M). f se dice
estable si existe una vecindad Wy de f en la topologia C* tal que para cada " € W,
existen difeomorfismos g, h tales que el siguiente diagrama conmuta:

ML Rr

| |n

M — R
El teorema de estabilidad, debido a John Mather, caracteriza de manera extremada-
mente simple las funciones estables. La forma original del teorema puede encontrarse en

el articulo de Mather [10]. La versién dada a continuacién (més débil) y su demostracién
se encuentran en [9] (pp. 79-80).

Teorema 1.3.1 (Teorema de estabilidad). Sea M wuna variedad compacta suave, y
f € C®(M). Entonces [ es una funcion de Morse con valores criticos distintos si y
sélo si es estable.?

Corolario 1.3.1. St M es una variedad suave compacta y f una funcion de Morse con
valores criticos distintos, entonces existe una vecindad de f en la topologia C'* tal que
g es una funcion de Morse minimal con valores criticos distintos y el mismo niumero
de puntos criticos de f en dicha vecindad. Esto es, existen r y € > 0 tales que g es una
funcion de Morse con valores criticos distintos y el mismo numero de puntos criticos
que f siempre que ||f — gl < €, siendo || - ||, una norma fija para la topologia C”.

Demostracion. Basta observar que la propiedad de ser una funciéon de Morse y el niimero
de puntos criticos son invariantes bajo cambio de coordenadas. O]

3Que los valores criticos sean distintos significa que si p # ¢ son valores criticos, entonces f(p) #

f(q)
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1.3.3. Grupos de Lie y variedades cociente

En esta subseccion daremos la definicién de grupo de Lie, concepto que sirve para
definir las variedades cociente, de las cuales los espacios proyectivos reales y complejos
son ejemplos particulares.

Definicién 1.3.6. Un grupo de Lie es una variedad suave G que es también un grupo,
con la propiedad de que la multiplicacién m : G X G — G y la inversion 1 : G — G son
funciones suaves.

Definicién 1.3.7. Sea G un grupo de Lie y M una variedad. Una accién continua de
G sobre M se dice propia si la funcién de G x M — M x M que envia (g,p) — (g-p, p)
es propia (en el sentido topoldgico usual).

La demostracién del siguiente teorema puede encontrarse en el capitulo 21 de [13].

Teorema 1.3.2 (Teorema de las variedades cociente). Sea G un grupo de Lie con una
accion suave, propia y libre sobre la variedad suave M. Entonces el espacio de orbitas
M/G (con la topologia cociente) es una variedad topoldgica de dimension dim M —
dim G y tiene una unica estructura suave con la propiedad de que la proyeccion na-
tural m : M — M/G es una submersién suave. Ezisten ademds coordenadas cibicas*

(T1,. o Ty Y1, - - -5 Yk) Para M que intersecan a cada G-drbita en el conjunto vacio o en
un slice (y1,...,yx) = (c1,...,¢c) y tales que (yi,...,yx) son coordenadas ciubicas para
M/G.

El teorema de las variedades cociente permite definir los espacios proyectivos reales y
complejos como variedades suaves.

Definicién 1.3.8 (Espacio proyectivo real). Si en el teorema 2.2.2 tomamos G como el
grupo discreto {1, —1} de dos elementos generado por la funcién antipodal (o reflexién
simétrica respecto al origen), y M = S", entonces se define el espacio proyectivo real
como RP" = M/G.

Definicién 1.3.9 (Espacio proyectivo complejo). Si tomamos G = U(1) como el grupo
de ntimeros complejos de norma 1 actuando sobre M = S***! ¢ C"*! por multiplicacién
coordenada a coordenada, entonces se define el espacio proyectivo complejo como
CP" = M/G.

El nimero de puntos criticos de una funcién de Morse minimal en cada uno de estos
espacios es conocido, y se describe en el teorema a continuacion.

Teorema 1.3.3. El numero de puntos criticos de una funcion de Morse minimal en
RP" y en CP" esn+ 1.

4Es decir, coordenadas cuya carta correspondiente es un cubo en el espacio euclidiano.
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Observacion 1.3.1. Con respecto a la justificacion de este resultado: para el espacio
proyectivo complejo, es conocido [11] que la suma de ciertos invariantes topoldgicos
conocidos como los numeros de Betti son una cota inferior para este valor; es también
conocido (y de hecho se prueba en este trabajo en la demostracion de la proposicion
2.4.1) que esta cota de n+1 se alcanza, de lo cual se sigue el resultado. Para el espacio
proyectivo real, la cota de los nimeros de Betti no es dptima (no es n+1) y se requiere
un argumento distinto, ver [12].

Como es bien conocido, estas dos variedades compactas pueden definirse también de
manera mas estandar utilizando coordenadas homogéneas, construccién totalmente ele-
mental que se asumird como bien conocida, pero que puede verse por ejemplo en el
primer capitulo de [13].

1.4. Ecuacion del calor en variedades

Para definir con precisién el operador A (y a posteriori la ecuacién del calor) en una
variedad diferenciable M, se requiere imponerle una estructura métrica adicional.

Definicién 1.4.1. Una métrica Riemanniana en una variedad diferenciable M es
una correspondencia g que asocia a cada punto p € M un producto interno ( , ), en el
espacio tangente T, M que varfa suavemente en el siguiente sentido: si (z',...,2") es un
sistema de coordenadas locales para M, entonces las funciones p — ( aii . % p>p son
suaves. Decimos entonces que (M, g) es una variedad Riemanniana. Un difeomorfismo
(resp. difeomorfismo local) entre variedades Riemannianas se llama isometria (resp.
isometria local) si es puntualmente coherente con el producto interno en el sentido

obvio.

Definicion 1.4.2. Una conexién afin V en una variedad diferenciable M es una funcion
V:X(M)xX(M)— X(M)
denotada por (X,Y) v xY, que satisface las siguientes propiedades:
1. VixigvZ = fVxZ +gVyZ
2. Vx(Y+2)=VxY +VxZ
3. Vx(fY) = fVxY + X(f)Y
donde X, Y, Z € X(M) y f,g € C°(M).

Observacion 1.4.1. Es fdcil verificar, usando coordenadas locales, que la nocion de
conexion afin es en realidad un concepto local, en el sentido de que VxY (p) depende
unicamente de X (p),Y (p) y de los valores de Y a lo largo de una curva tangente a X
en p. Esto permite darle sentido a expresiones como V,Y donde v € T,M yY es un
campo vectorial definido en una vecindad de p.

12



Las conexiones afines permiten definir la nocion de derivada covariante. Para la demos-
tracién de los siguientes dos teoremas, ver [3].

Teorema 1.4.1. Sea M una variedad diferenciable con una conexion afin V. FExiste
una unica correspondencia que asocia a cada campo vectorial a lo largo de la curva
diferenciable ¢ : I — M otro campo vectorial % a lo largo de c, llamado la deriwada
covariante de V' a lo largo de c, tal que:

D _ DV DW
1. %(V—FW)—W-FW

2. BV = 4V fBY (f € C=(M)).

3. SiV(t) = X(c(t)) donde X € X(M), entonces 2 = VieX.
Definicién 1.4.3. Sea M una variedad Riemanniana, y V una conexién afin en M.
Decimos que V es compatible con la métrica de M si para cualquier par de campos

vectoriales V, W con derivada covariante nula, (V, W) es una funcién constante. Decimos
que V es simétrica si VxY — Vy X = XY - Y X.

Teorema 1.4.2 (Levi-Civita). Dada una variedad Riemanniana M, existe una tinica
conexion afin V en M, llamada la conexion de Levi-Chvita, que es simétrica y compatible
con la métrica.

Por el teorema de representacién de Riesz, la siguiente definiciéon de gradiente tiene
sentido:

Definicién 1.4.4. Sea M una variedad Riemanniana y sea f : M — R una funciéon
suave. Definimos el campo vectorial grad(f) en M mediante la igualdad

(grad f(p),v), = df,(v) para todo v € T,,M
Definimos también el operador de Laplace-Beltrami A mediante la férmula
A(f) = trace(¢ = V gradf),

donde V es la conexién de Levi-Civita.

Ahora, dada la definicién del operador de Laplace-Beltrami, podemos dar la definicién
de la ecuacién del calor.

Definicién 1.4.5. Si M es una variedad Riemanniana, la ecuacién del calor en M
es la ecuacion diferencial parcial
of

Ahora, diremos que una solucién al problema de valor inicial

vy
{f(-70> — jy e L) (L)

es una funcién continua f : M x (0,00) — R tal que
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» fes C? en la variable “espacial” x, variando sobre M,y C! en la variable “temporal” ¢,

variando sobre (0, c0).

= F=Afy

t—0t

i [ S @V = [ favav)

para toda ¢ € C*°(M).
Teorema 1.4.3. Si M es compacta, la solucion al problema de valor inicial 1.1 es
fi=ho+hie™ + hge ™ 4|

donde 0 = A\g < A1 < Ay < --- son los valores propios para —A y los h; son las
proyecciones ortogonales de fy sobre los espacios propios correspondientes®.

Bosquejo de la demostracion. Es claro que dada la libertad para derivar término a
término, o aplicar el operador de Laplace término a término (convergencia uniforme
en esencia), esta expresion resuelve la ecuacion. Para las sutilezas analiticas involucra-
das y la caracterizacién del espectro de —A que estd implicita en el enunciado, ver [6]
y [14]. m

Ambos espacios proyectivos, como cocientes de esferas, tienen métricas naturales indu-
cidas por la métrica redonda usual de la esfera (la obtenida simplemente restringiendo
la métrica del espacio euclidiano ambiente). Por ejemplo, puede observarse que en el
caso del espacio proyectivo real, al ser un cociente por un grupo discreto de dos ele-
mentos, la proyeccion candnica resulta ser un difeomorfismo local que permite definir
la métrica simplemente requiriendo que sea una isometria local. En el caso del espacio
proyectivo complejo, la métrica natural (que puede ser inducida por la esfera de mas
de una forma) se denomina la métrica de Fubini-Study. Sin embargo, para propésitos
del problema a trabajar, el tinico hecho relevante sobre estas métricas es el siguiente:

Teorema 1.4.4. Sea M = RP" (resp. M = CP"). Entonces las funciones propias de
A en M son los pushforward® de las funciones propias de S™ (resp. S**1) que son
constantes en las drbitas de la accidn de {1,—1} sobre S™ (resp. U(1) sobre S*"*1).

Para la prueba del teorema anterior, ver [14] (pp. 145-146). En esta misma linea, se
tiene la siguiente caracterizacion de las funciones propias de A en RP" y CP".

Esto, en particular, dice que existe una base ortonormal del espacio de Hilbert L?(M) formada
por funciones propias del operador de Laplace-Beltrami y que todos los valores propios son positivos.

5Es decir, si f es una funcién propia en S™ que es constante en érbitas, su pushforward es la funcién
f tal que f = f o, donde 7 : S™ — RP" es la proyeccién natural.
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Teorema 1.4.5. Los wvalores propios de —A en RP" son \; = 2j(2j +n — 1), con
el espacio propio correspondiente siendo el espacio de (pushforwards de) polinomios
homogéneos armonicos de grado 25 en n + 1 variables. Los valores propios para CP"
son los nimeros de la forma 4j(n + j), el espacio propio correspondiente siendo el de
(pushforwards de) los polinomios armdnicos bi-homogéneos en (z,%Z) de bi-grado (7, 7)

(j=012..).

Este resultado se sigue de aplicar el teorema anterior y el conocimiento del espectro del
operador de Laplace-Beltrami en la esfera (los llamados arménicos esféricos) para ana-
lizar los respectivos espacios propios en los cocientes, ver [14], Cap. III, secciones C. IT y
C.III. Por ultimo, se tiene una estimacién para la norma C* de un polinomio armdnico
en la esfera (de interés debido a que dichos polinomios constituyen las funciones propias
de A en esta variedad). Ver seccién 10 de [5].

Teorema 1.4.6. Sea f un polinomio armodnico homogéneo de grado j definido en S™,
sea k> 0y sea A\; = j(j +n —1). Entonces

n+j 1/2 12\ "
k=0 (™ F7) " (14 A7) Wl
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Capitulo 2

Ecuacion del calor y funciones de
Morse minimales y estables en
espacios proyectivos reales y
complejos

2.1. Estrategia global de la solucion

La estrategia basica para la demostracion de los teoremas 0.0.2 y 0.0.3 en ambos espacios
puede ser bosquejada como sigue: en variedades Riemannianas compactas, segun el
teorema 1.4.3, la solucion de la ecuacion del calor tiene la forma

fi=ho+hie™ M + hge ™ 40|

donde 0 = A\g < A1 < Ay < --- son los valores propios de —A y los h; son las proyecciones
de fp sobre los espacios propios correspondientes. La idea global consiste en explotar
el decaimiento exponencial de los términos de la solucién para aproximar f; por los
primeros dos términos de la suma para tiempos grandes. Nuestro conjunto .S consistira
entonces de aquellas funciones para las cuales estos dos términos tengan como suma una
funcién de Morse minimal estable. Como la estabilidad es, por definicién, una propiedad
invariante bajo perturbaciones pequenas, es claro que el resultado buscado se seguira
siempre que

(i) S sea denso y abierto, y
(ii) se acoten exitosamente los términos restantes para que la aproximacién funcione.

En la seccion 2.2, se estableceran condiciones simples para que el resultado principal sea
cierto en una variedad, asi como una afirmacién técnica que se usard méas adelante para
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verificar dichas condiciones en los dos espacios en cuestion. Por otra parte, las secciones
2.3 y 2.4 estan, respectivamente, dedicadas a las demostraciones de los teoremas 0.0.2
y 0.0.3.

2.2. Resultados basicos

El siguiente lema da dos condiciones suficientes concretas para que las condiciones
(i) y (ii) de la seccién anterior se cumplan y, tras esto, vuelve rigurosa la estrategia
previamente bosquejada para probar (usando algunos estimativos simples y la profunda
caracterizacién del concepto de estabilidad dada por el teorema 1.3.1) que el teorema
buscado se seguird en variedades Riemannianas compactas en que los valores propios
crezcan al menos linealmente, siempre que se tengan las dos condiciones mencionadas.

Lema 2.2.1. Sea M una variedad Riemanniana compacta y conexa, sean 0 = Ay <
A1 < Ay < -+ los wvalores propios distintos del operador de Laplace-Beltrami y sea
B ={p; |1 <i<di} una base arbitraria (no necesariamente ortonormal) para el A;-
espacio. Suponga que los valores propios crecen al menos linealmente', que el 0—espacio
es trivial® y se tienen las siquientes dos condiciones:

(C1) El conjunto B de las dy-tuplas (c1,...,cq,) tales que Y . cip; es una funcion de
Morse minimal en M con valores criticos distintos es un subconjunto denso vy
abierto de R% .

(C2) Para cada f € C*(M), existen N, C tales que la proyeccion h; = m;(f) de f
sobre el j—ésimo espacio propio satisface

ksl < CL+5%).

Entonces existe un conjunto S C C*°(M), que es denso y abierto en la topologia C*,
tal que para cada condicion inicial fo € S, si f; es la solucion correspondiente a la
ecuacion del calor en M en el tiempo t, entonces existe T' > 0 tal que parat > T, f; es
una funcion de Morse minimal con distintos valores criticos en M.

Demostracion. Sea S el conjunto de funciones f cuya proyeccion m(f) sobre el A;-
espacio es una funcion de Morse minimal con valores criticos distintos. Sea f € S.
Por compacidad, || - [[z2(ary = O(|| - ||0), luego funciones en una vecindad suficientemente
pequena U de f en la topologia C° (que estd contenida en la topologia C*°) tendran sus
coeficientes de Fourier (con respecto a cualquier base ortonormal fija) tan cercanos como

IEsto significa que existe r > 0 tal que Aj > g
2Esto es iste sol te de funci tantes. Se sab t iert 1 i
, que consiste solamente de funciones constantes. Se sabe que esto es cierto en los espacios
proyectivos reales y complejos, basicamente porque lo es en la esfera. Esta condicién no es esencial en
lo absoluto; ver la siguiente anotacién.
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se quiera a los de f. Observando que los coeficientes con respecto a 8 son funciones
continuas de los coeficientes de Fourier para el A\;—espacio, la condicién (C1) implica
que si U es suficientemente pequenio, U C S, luego S es abierto.

Ahora sea f € C®°(M) y sea g obtenida de f tal que m;(g) = m(f) (i # 1) y m1(g) se
obtiene de modificar ligeramente los coeficientes de m;(f) con respecto a ‘B de tal suerte
que 71 (g) sea una funcién de Morse minimal con valores criticos distintos (nuevamente
esto es posible por la condicién (C1)). Por compacidad de M, si la modificacion es
suficientemente pequena, g estard tan cerca como se quiera a f en cualquier topologia
C" (y por tanto en la topologia C*). Asi S es denso.

Ahora verificamos que si f € Sy f = hg+ hy + -+ con h; = m;(f), entonces f; =
ho + e M*hy + --- es una funcién de Morse minimal con valores criticos distintos para
t suficientemente grande. Como h( es constante, es suficiente mostrar lo mismo para
(fy — ho)eMt = hy 4+ ety ...y por el corolario 1.3.1 es suficiente probar que
para cada r, ||(f; — ho)eM! — hy||, — 0 cuando t — co. Se tiene

1(fs = ho)eMt — hylly =||hae® 22 4.1,

— (Al—)\g)t Z ()\Q_Aj)th'
(& (& j
i>2 .
Se()qf)\z)t Z e()\zf)\j)t”thT
7>2
Se()\l—)\g)tOZ(l +jN)e(>\2_)\j)t'
Jj=2

Como los A; crecen al menos linealmente, la serie de la derecha es claramente conver-
gente y funcion decreciente de t, y el primer factor tiende a cero cuando t — oo, esto
completa la demostracién.? O

Como se observa facilmente que los espacios proyectivos, salvo las condiciones (C1)
y (C2), satisfacen las hipdtesis del lema anterior (el crecimiento lineal de los valores
propios se observa del teorema 1.4.5), el resto del trabajo estd dedicado a probar que
las condiciones mencionadas también se tienen en estos espacios, de lo cual se siguen
los dos teoremas a demostrar. Terminamos esta seccién con un enunciado técnico que
se necesitara mas adelante para este propédsito.

Lema 2.2.2. Sea M wuna variedad suave y sea G un grupo de Lie con una accion
diferenciable, propia y libre sobre M. Sea h € C>®(M) constante en cada G-drbita,
de tal suerte que descienda a h € C*®(M/G). Entonces existen coordenadas suaves

3Es facil ver que con los mismos argumentos se pueden probar condiciones completamente anslogas
en las cuales se aproxima f; por (digamos) los primeros n espacios propios en lugar de sélo los dos
primeros.

18



(X1, o Ty Y1, -+, yk) para M tales que (Y1, ..., yx) son coordenadas para G /M y

3i1+~-~+ish ai1+~~+isﬁ
Oy, -+ Oy, o Oy, -+ Oy,

para indices cualesquiera iy, ..., %s.

Demostracion. Recordando el teorema 1.3.2 se tiene que existen coordenadas cibicas
(T1,. .., Tn,Y1,---,Yk) para M que intersecan a cada G-6rbita en el conjunto vacio o en
un slice (y1,...,yx) = (c1,...,¢x) y tales que (yi,...,yx) son coordenadas para M/G.
En estas coordenadas es claro que

Py, Xy Yty -5 YUk) :E(yl,...,yk),

y la afirmacién se sigue derivando ambos lados de la igualdad. O]

2.3. Espacios proyectivos reales

En esta seccién demostraremos nuestro resultado para el espacio proyectivo real RP";
el teorema 0.0.2. Por construccion, el espacio de funciones en RP" se puede identificar
(via pullback) con las funciones en S™ para las cuales

y en virtud del teorema 1.4.4 vemos que las funciones propias para el operador de
Laplace-Beltrami en esta variedad son precisamente aquellas en S” que cumplen f(z) =
f(—x). Ademas, segun el teorema 1.4.5, los valores propios son A\; = 2j(2j+n—1), con el
espacio propio correspondiente siendo el espacio de polinomios homogéneos armoénicos
de grado 27 en n + 1 variables. La siguiente proposiciéon es un andlisis detallado del

primer espacio propio no trivial, cuyo propédsito final es la verificacion de la condicion
(C1) del lema 2.2.1.

Proposicién 2.3.1. Sea f(z) = 3, ; ajzir; una forma cuadrdtica real en n + 1 va-
riables, siendo A = (a;;) una matriz simétrica.* Entonces f es una funcién de Morse
manimal en RP" con valores criticos distintos si y sdlo si la matriz A = (a;;) tiene
valores propios distintos.

Demostracion. En virtud del corolario 1.1.1, podemos diagonalizar esta forma cuadrati-
ca mediante un cambio de coordenadas ortogonal y = Bx y escribir f(y) = My +---+
Ans1Yzs 1, donde los \; son los valores propios de A. Escribamos D = diag(A1, ..., Apt1).

4Es facil ver que cualquier forma cuadritica puede ser expresada de esta forma simétrica, basta
reemplazar a;; y a;; por (a;; + aji)/2.
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El gradiente de f en estas coordenadas (vista como una funcién en R"*1) es entonces
V f(y) = 2Dy. La prueba estard lista cuando mostremos que f tiene exactamente n + 1
puntos criticos (ver teorema 1.3.3) en RP", todos ellos no-degenerados, si y sélo si A
tiene valores propios distintos. Como RP" es el cociente de S™ por un grupo de Lie de
dimension 0, por el teorema 1.3.2 vemos que la proyecciéon natural es un difeomorfis-
mo local, luego un elemento de S™ es punto critico de f si y sélo si su proyeccion en
RP" lo es (obsérvese la identificacion de f y su pullback), y asi basta contar el nimero
n de puntos criticos para f en la esfera, para después contar el nimero de clases de
equivalencia que resultan. Como cada punto de la esfera tiene érbita 2 bajo la funcién
antipodal, la respuesta serd 1/2, luego debemos probar que n = 2(n + 1). Ahora, los
puntos criticos de f en la esfera seran aquellos y que satisfacen

Vf(y)-v =0 para todo v € T,(S") = ()™,
lo cual significa que
2Dy - v = 0 para todo v € T,,(S") = (y)™,

o equivalentemente (y)~ C (Dy)t, y esto simplemente dice que Dy es un miiltiplo
por escalar de y. Como D es la matriz de A en las coordenadas y, los puntos criticos
buscados son justamente los vectores propios de la transformacién A que se encuentran
en la esfera.

Si A tuviera un valor propio repetido, entonces intersecando un espacio propio de di-
mension 2 con la esfera vemos que existiria una circunferencia completa de puntos
criticos, implicando que f no es una funcién de Morse en la esfera (pues las funciones
de Morse tienen sélo puntos criticos aislados, al ser no-degenerados), y esto prueba que
el segundo enunciado de la equivalencia por probar implica el primero.

Para la implicacién reciproca, supongamos que los valores propios son todos distintos,
de tal suerte que todos los espacios propios son lineas rectas. Entonces los puntos criticos
buscados son justamente las 2(n+1) intersecciones de estas lineas con la esfera (dos por
cada linea), que en nuestra eleccién de coordenadas son justamente los vectores canéni-
cos {£eyq,...,xe,1}, entonces n = 2(n+1), como se querfa. Los valores criticos son dis-
tintos porque son precisamente los A\;. Ahora, falta ver que estos puntos criticos 4e; son
todos no-degenerados. Para probar esto, calculamos la matriz Hessiana en coordenadas
locales y verificamos que es invertible. Fijamos ¢ y escribimos f en las coordenadas lo-
cales para S™ alrededor de te; definidas por (uy, ..., u,) = (Y1, Yio1, Yit1s - -+ » Ynil)-
Se obtiene:

Flun, ) = XN+ > (0 = Mu?
Luego, el gradiente esta dado por

Vf(u) = 2diag(A1 — Ais -5 Nict — Ais i1 — Ais oo A — Aiu
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y la Hessiana de f en el punto e; para estas coordenadas es la matriz
2diag( A1 — Aoy i — A g — Ay A — ),
que es invertible porque los A; son distintos. O

Esta seccién termina con la demostracién del primero de los dos teoremas principales.

Demostracion del teorema 0.0.2. Para demostrar este teorema verificamos que las con-
diciones (C1) y (C2) del Lema 2.2.1 se satisfacen. Por los comentarios al principio de
esta seccidn, una funcién genérica en el A\j-espacio tiene la forma de f en la proposicién
2.3.1, con la condicién adicional de que tr(A) = 0, es decir api1 41 = — (@114 -+ Gnn).
Luego, el siguiente conjunto es una base para este espacio propio:

%:{%xixj‘l§i<j§n+1}u{$?i_xi+1,n+1|1§i<n+1}.

Los coeficientes de f en esta base (de tamafio (n? + 3n)/2) son los a;; para i < j
04 = j < n+ 1. Diagonalizando A = QTdiag(\1, ..., \ny1)@ vemos que dejando @
fija y variando ligeramente ); (manteniendo la condicién de traza nula), puede hacerse
que los valores propios sean distintos; luego, por continuidad (dada por la ecuacién
matricial) y la proposicién 2.3.1, el conjunto B de la condicién (C1) en el Lema 2.2.1
que corresponde a nuestro B es denso en R +3m)/2,

Para mostrar que B es abierto, notamos primero que los coeficientes del polinomio
caracteristico p de A son funciones continuas de los a;; (en el sentido usual), y los \;
dependen continuamente de los coeficientes de p segun el teorema 1.2.1. Esto implica
(junto con el hecho de que A es simétrica lo cual obliga a que las raices sean reales)
que si p tiene raices reales distintas, variaciones pequenas de los a;; no afectaran esta
propiedad, como se queria.

Ahora para verificar la condicién (C2), sea hy; = 7;(f) la proyeccién de f sobre el
J-ésimo espacio propio, siendo hy; el polinomio arménico homogéneo de grado 2j co-
rrespondiente obtenido por pullback. Por el lema 2.2.2, ||h;|, = O(1)||h;]|, Del teorema
1.4.6, obtenemos entonces

- n+2j 1/2 r
el =0 (") (L A) ez

Como tanto A\; = 2j(2j +n — 1) como ("j;]) son polinomios en j (de grados 2 y n, res-
pectivamente) y || hoj|lr2@sny < || f]l22(sn), la desigualdad buscada se sigue de inmediato,

completando la demostracion. O
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2.4. Espacios proyectivos complejos

Esta subseccién esta dedicada a demostrar el teorema 0.0.3 para el espacio proyectivo
complejo CP". En adelante identificamos C" con R?" como espacios vectoriales reales
y variedades mediante la correspondencia

(z1, .-y zn) = (1 +V=1y1, .. ., 20 +V—=1yn) = (X1, Y1, -, Ty Yn)-

La variedad Riemanniana CP" con la métrica de Fubini-Study puede ser realizada
entonces como el cociente S?"*1 /U(1), y las funciones propias (de valor complejo) para el
operador de Laplace-Beltrami son las funciones propias para la esfera que son invariantes
bajo multiplicacién por elementos de U(1). La forma més conveniente de caracterizarlas
para nuestro propdsito es (segun el teorema 1.4.5) como los polinomios arménicos bi-
homogéneos en (z,%) de bi-grado (4, ), con valores propios correspondientes 4j(n + j)
(j = 0,1,2,...). Ahora, esto implica que las funciones propias de valor real para el
primer valor propio 4(n + 1) son precisamente las funciones f descritas en la siguiente
proposicion en el caso en que A tiene traza nula, pues la condiciéon de que tengan valores
reales obliga a la matriz de coeficientes a ser Hermitiana. Este resultado juega entonces
un papel andlogo al de la proposicién 2.3.1 en la seccién anterior.

Proposicién 2.4.1. Sea f: C"™\{0} — R definida como

Dy A

f(Z)—T,

siendo A = (a;;) una matriz Hermitiana. Entonces f desciende a una funcidn de Morse
minimal con valores criticos distintos en CP" (realizado como el cociente de C™"\{0}
obtenido de identificar puntos en una misma linea) si y solo si la matriz A = (a;;) tiene
valores propios distintos.

Demostracion. Es claro que f es 0-homogénea, luego podemos considerarla como una
funcién en CP". Similarmente a la demostracion de la proposicion 2.3.1, el hecho de
que A es Hermitiana nos permite usar, segin el corolario 1.1.2, el teorema espectral
para diagonalizar a A mediante un cambio de coordenadas unitario w = Bz. En estas
coordenadas f toma la forma

’ 2

_ Zl§i§n+l Ailw;
|wl?

f(w) ,
donde los A; son los valores propios de A. Reemplazando a B con una permutacién de
sus columnas, podemos asumir que A\; < ... < \,41. La suma de los nimeros de Betti
(ver observacién 1.3.1) para CP" es n+ 1; luego basta mostrar que f tiene n+ 1 puntos
criticos en CP" y que todos ellos son no-degenerados, si y solo si los valores propios
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de A son distintos. Los conjuntos U; = {[w] € CP" | w; # 0}, junto con las funciones
coordenadas inhomogéneas w = (wy, ..., w;_1, Wit1,...,Ww,) son una familia de cartas
suaves que cubren a CP", luego podemos proceder calculando los puntos criticos en cada
U; mediante el uso de las coordenadas locales correspondientes. En estas coordenadas
inhomogéneas, f toma entonces la forma

flw Wiy, w wy) = A Y Al X 3 N+ A
1yeoeyWi—1, Wit1,y...,Wy) = — ‘
1"’2;’;&1’ |w;[? 1+Z#ix?+y]2~

Esto nos da
Z#i 2x;dx; + 2y;dy; <
(1 + 2k T 932')2
| Qg 27 ()\j =X+ 20, = M) (@ + y?)) dx;
(1 +2 T+ ya2>2
> e 2Yj (/\j =X+ 20, = M) (@ + y?)) dy;

2
(14 Sy} +45)

df =— A+ Nt 4 Ay

> n Zj;ﬁi 2>\j$jdxj + >\j2yjdyj
J#

Vb D] +y;

Luego df = 0 significa que para cada j # 1,

; <>\j — X+ Y (= A+ yf)) =0,

r#i
y
Yi <>\j — X+ > (= A)(Ed + yf)) = 0.
r#£i
Si \; fuese un valor propio repetido, digamos \; = \;;1, entonces haciendo z; = ... =
Til=Tiyo=...=Tp, =0y Yy = ... =Yi—1 = Yiy2 = ... = Yny1 = 0 se sigue que

las ecuaciones anteriores se cumplen para cualquier escogencia de x;11, ¥;+1, luego los
puntos criticos de f no son aislados y asi f no es una funcién de Morse; queda entonces
demostrado que el segundo enunciado de la equivalencia a probar implica el primero.

Reciprocamente, supongamos A\; < ... < A,y1. Haciendo j = 1 en las dos ecuaciones
anteriores y usando el hecho de que los A, estan en orden creciente, se sigue 1 = y; = 0.
Inductivamente se obtiene zo,ys,...,x;—1,y;—1 = 0. Similarmente empezando con j =
n+1 y haciendo induccién hacia atras se concluye z; = y; = 0 para cada j # i. Luego el
tinico punto critico de f en U; es [0,...,1,...,0], donde el 1 se encuentra en la i—ésima
posicion. Entonces hay n + 1 puntos criticos en total y sus valores correspondientes
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son distintos (son los )\;). Para verificar la no-degeneracion, se sigue facilmente de los
célculos anteriores que el determinante de la matriz Hessiana en [0,...,1,...,0] en las
1—ésimas coordenadas inhomogéneas es

27 (A1 = A% (Nimt = A2 N — A) - (g — A2,
que es no-nulo pues los A; son distintos. O

El analisis precedente nos permite demostrar el segundo y tltimo teorema.

Demostracion del teorema 0.0.3. Como en la prueba del teorema 0.0.2, debemos veri-
ficar las condiciones (C1) y (C2) del Lema 2.2.1. Esta vez la funcién genérica en el
A1-espacio tiene la forma de f en la proposicién 2.4.1, con la condicién tr(A) = 0, o
s€a Upyini1 = —(a11 +  + any). Escribamos a;; = b;; + /—1¢;;. Como aj; = aj;,
escribiendo

CL,']‘Z,'Z_J‘ + ajisz« = b,](ZZZ_] + iji) + —1Cij (ZZZ — ij_i),
vemos que la dimensién en este caso es n(n + 2) y una base es:

{zZi+ 27 |1<i<j<n+1}U{V-1zz—2z7) | 1<i<j<n+1}
U{zi =2l | 1<i<n+1}.

Los coeficientes de f para esta base son los b;; y los ¢;; para ¢ < j, y los b; para
i <n-+1 (pues ¢; = 0). Notando que los b;;,¢;; v los a;; estdn relacionados biyectiva
y bi-continuamente, podemos diagonalizar A = @Q*diag(A1,..., A\y41)Q y terminar de
verificar la condicién (C1) con el mismo argumento de la prueba del teorema 0.0.2.
Ahora, para la condicién (C2), el argumento del teorema 0.0.2 (apelando nuevamente
al lema 2.2.1 y al teorema 1.4.6) da el estimativo

- 2n+1425 1/2 12\
Il = 0 (L) (1) g

para la proyeccién de f sobre j—ésimo espacio propio, y el resultado se sigue de la
misma forma puesto que \; = 4j(n + j) y (2”;7;?“12]) son polinomios (de grados 2 y
2n+1) en j. O
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Conclusiones

= Se logré demostrar, aproximando las soluciones de la ecuacién del calor mediante
el primer espacio propio no trivial, que en espacios proyectivos reales y comple-
jos de dimension arbitraria dichas soluciones se transforman eventualmente en
funciones de Morse minimales estables.

= Se demostraron condiciones suficientes que son simples y generales para que lo
anterior sea cierto en variedades compactas, lo cual aporta herramientas para el
estudio del mismo problema en el contexto de otras variedades Riemannianas.
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