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Septiembre de 2017



Resumen

Siguiendo resultados similares en [2] para toros planos y esferas redondas, en este tra-
bajo se demuestra que, para condiciones iniciales “arbitrarias”f0, la solución ft en el
tiempo t de la ecuación del calor en espacios proyectivos reales y complejos eventual-
mente se convierte en (y permanece siendo) una función de Morse minimal con valores
cŕıticos distintos. Además, se muestra que la solución se vuelve una función estable.
Se establecen también condiciones suficientes que son simples y generales para que el
resultado anterior sea cierto en variedades compactas arbitrarias.
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Introducción

La ecuación del calor, que es el modelo matemático para el flujo del calor y en su forma
más simple se escribe como

∂f

∂t
= ∆f,

donde ∆ es el operador de Laplace-Beltrami, es una de las ecuaciones diferenciales
parciales más relevantes en matemáticas y f́ısica, y tiene propiedades verdaderamente
notables. Por ejemplo, si una condición inicial arbitraria f0 es sometida a esta ecuación,
entonces la solución ft, para cada instante de tiempo t > 0, será una función infini-
tamente diferenciable. A la luz de estos hechos, la ecuación del calor se presenta a śı
misma como un proceso regularizador fundamental.
En un art́ıculo reciente [2], un resultado en esta dirección fue establecido, evidenciando
importantes propiedades regularizadoras de la ecuación en cuestión. Dada una función f
definida en una variedad M , un indicador de regularidad para f es que todos sus puntos
cŕıticos sean no-degenerados, o lo que es lo mismo, que f sea una función de Morse. Los
autores mostraron que, al menos en el caso de esferas redondas n-dimensionales y toros
planos, condiciones iniciales suaves “arbitrarias” f0 son transformadas eventualmente
por la ecuación del calor en funciones de Morse minimales; funciones de Morse que
tienen el mı́nimo número de puntos cŕıticos posible en la variedad. En concreto, los
resultados de ese art́ıculo pueden resumirse en el siguiente teorema:

Teorema 0.0.1. Sea M = Tn o M = Sn. Existe un subconjunto denso y abierto S de
C∞(M) tal que para cada f0 ∈ S, existe un T > 0 tal que para todo t ≥ T , la solución ft
de la ecuación del calor con condición inicial f0 es una función de Morse minimal en M .

Investigando la pregunta de si esto es un fenómeno más general presentándose en otras
variedades Riemannianas compactas, en este trabajo se formulan condiciones suficientes
que son simples y generales para que el resultado general sea cierto en una variedad
(Lema 2.2.1) y se demuestra dicho resultado para espacios proyectivos reales y complejos
de dimensión arbitraria. Observaremos además que en estos espacios, la solución ft
adquiere una propiedad fundamental denominada estabilidad, que grosso modo significa
que funciones cercanas a ft serán “idénticas” a ft módulo un cambio de coordenadas
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adecuado1. Este es el contenido de los siguientes dos teoremas.

Teorema 0.0.2. Existe un conjunto S ⊂ C∞(RPn), que es denso y abierto2 en la
topoloǵıa C∞, tal que para cada condición inicial f = f0 ∈ S, si ft es la solución
correspondiente a la ecuación del calor en RPn en el tiempo t, entonces existe T > 0
tal que para t ≥ T , ft es una función de Morse minimal estable en RPn.

Teorema 0.0.3. Existe un conjunto S ⊂ C∞(CPn), que es denso y abierto en la
topoloǵıa C∞, tal que para cada condición inicial f = f0 ∈ S, si ft es la solución
correspondiente a la ecuación del calor en CPn en el tiempo t, entonces existe T > 0
tal que para t ≥ T , ft es una función de Morse minimal estable en CPn.

Los resultados de esta investigación se encuentran publicados en [1].

1Cercanas en el sentido estándar de la topoloǵıa C∞ de Whitney, que mide las funciones por su
tamaño y el de sus derivadas parciales de todos los órdenes.

2Obsérvese que esta es una manera topológica de precisar que las funciones que no cumplen el
enunciado caben en un conjunto de tamaño despreciable; un cerrado nunca denso.

4



Caṕıtulo 1

Preliminares

1.1. Teorema espectral

Para comenzar los preliminares del trabajo, se presentan los dos resultados elementales
de diagonalización para operadores simétricos y hermitianos en dimensión finita, junto
con dos respectivos corolarios sobre formas cuadráticas que serán utilizados en el desa-
rrollo para estudiar los primeros espacios propios del operador de Laplace-Beltrami en
los espacios proyectivos.

Teorema 1.1.1 (Teorema espectral real). Sea A una matriz real simétrica. Entonces A
tiene todos sus valores propios reales y es diagonalizable mediante una matriz ortogonal.

Para la demostración del teorema ver caṕıtulo 7 de [4].

Corolario 1.1.1. Sea f : Rn → R definida por f(x) = f(x1, . . . , xn) =
∑

i,j aijxixj
una forma cuadrática real en n variables, donde A = (aij) es una matriz simétrica.
Entonces existe un cambio de coordenadas ortogonal y = Bx tal que f(y) =

∑
i λiy

2
i ,

donde los λi son los valores propios de A. 1

Demostración. Como A es simétrica podemos escribir f(x) = xTAx, donde
x = (x1, . . . , xn). Por el teorema espectral real, existe una matriz ortogonal B tal
que A = BTDB, siendo D = diag(λ1, . . . , λn). Aśı, f = xTAx = xTBTDBx =
(Bx)TD(Bx) = yTDy =

∑
i λiy

2
i , lo cual completa la prueba.

Teorema 1.1.2 (Teorema espectral complejo). Sea A una matriz compleja Hermitiana.
Entonces A tiene todos sus valores propios reales y es diagonalizable mediante una
matriz unitaria.

Para la demostración del teorema ver caṕıtulo 7 de [4].

1Aqúı, como es usual, se está abusando de la notación al escribir f(y) para referirse a la expresión
de f en términos de las coordenadas y.
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Corolario 1.1.2. Sea f : Cn → C definida por f(z) = f(z1, . . . , zn) =
∑

i,j aijzizj,
donde A = (aij) es una matriz Hermitiana. Entonces existe un cambio de coordenadas
unitario w = Bz tal que f(w) =

∑
i λi|wi|2, donde los λi son los valores propios de

A = (aij).

La demostración de este corolario es esencialmente la misma del Corolario 1.1.1.

1.2. Teorema de Rouché

El propósito de esta sección es enunciar con precisión y presentar una demostración de
un hecho que es intuitivamente claro, bien conocido y que será necesario en el desarrollo
del problema: las ráıces de un polinomio dependen continuamente de sus coeficientes.
Para ello la herramienta básica es el teorema de Rouché (ver [15] para una demostra-
ción).

Teorema 1.2.1 (Teorema de Rouché). Sean f y g funciones anaĺıticas en el interior
y en la frontera de un contorno cerrado γ. Entonces, si |f(z)− g(z)| < |f(z)| para z en
la frontera de γ, f y g tienen el mismo número de ceros en el interior de γ, contando
multiplicidades.

Corolario 1.2.1 (Dependencia continua de ráıces de un polinomio respecto a sus co-
eficientes). Sea

f(z) = zn + an−1z
n−1 + · · ·+ a1z + a0

un polinomio mónico de grado n ≥ 1 con ráıces r1, . . . , rn (contando multiplicidades).
Entonces para cada ε > 0 existe δ > 0 tal que, si t1, . . . , tn son las ráıces del polinomio
mónico

g(z) = zn + bn−1z
n−1 + · · ·+ b1z + b0,

con |ai − bi| < δ, entonces, módulo un reordenamiento de ı́ndices, se tiene

|ri − ti| < ε

.

Demostración. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que ε es suficientemente
pequeño para que las bolas B(ri, ε), B(rj, ε) tengan clausuras disjuntas siempre que
ri 6= rj. Sea R = máxni=1(|ri|+ ε), y sea

M = mı́n
z∈

⋃n
i=1 ∂B(ri,ε)

|f(z)|,

(M existe por continuidad de f y es positivo porque por construcción no hay ceros en
la frontera de las bolas). Ahora, tómese

δ <
M∑n−1
k=0 R

k
.
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Entonces, si z ∈ ∂B(ri, ε), se tiene

|f(z)− g(z)| =|
n−1∑
k=0

(ak − bk)zk|

≤
n−1∑
k=0

δ|zk|

≤δ
n−1∑
k=0

Rk

<M

Luego |f(z) − g(z)| < |f(z)| para z ∈ ∂B(ri, ε). De esto, por el teorema de Rouché, f
y g tienen el mismo número de ceros en el interior de B(ri, ε), lo cual evidentemente
completa la demostración.

1.3. Teorema de estabilidad

1.3.1. Topoloǵıas Ck y C∞

En esta subsección daremos las definiciones básicas que permiten medir la cercańıa entre
dos funciones suaves de valor real definidas en una variedad M . El contexto natural
para hacer esto son las topoloǵıas Ck, que miden dicha distancia por la diferencia entre
los valores puntuales y entre sus derivadas de orden ≤ k (en adelante k denota un entero
no-negativo). En el caso general, este asunto tiene sutilezas considerables y hay varias
topoloǵıas posibles, pero cuando M es una variedad compacta, todas las definiciones
naturales para una topoloǵıa en el espacio C∞(M) coinciden, y esta única topoloǵıa
resulta tener propiedades muy deseables como la de ser un espacio de Banach segundo
contable [8]. Una manera sencilla de definirla es especificando una norma para ella,
llamada la norma Ck.

Definición 1.3.1 (Norma y Topoloǵıa Ck). Sea M una variedad suave compacta de
dimensión m, sea (Ui, ϕi)

n
i=1 un atlas finito fijo que recubre a M , con cada Ui pre-

compacto, y sea f ∈ C∞(M). Se define la norma Ck de f como

||f ||k = sup
i,x,I
|DI(f ◦ ϕ−1i )(x)|,

donde i vaŕıa desde 1 hasta n, x vaŕıa sobre los elementos de ϕi(Ui), I vaŕıa sobre todos
los multi-́ındices (j1, . . . , jm) con |(j1, . . . , jm)| = j1 + · · · + jm ≤ k, y DI denota la
derivada parcial asociada al multi-́ındice I.2 Se define la topoloǵıa Ck de M como la
topoloǵıa inducida por esta norma.

2Notemos que el supremo existe en virtud de la pre-compacidad de los Ui.
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En otras palabras, la norma de f es el valor supremo de todas sus derivadas parciales
de orden ≤ k, visto en ciertas coordenadas fijas. El hecho de que esto define una norma
sobre el espacio vectorial C∞(M) es consecuencia obvia de la desigualdad triangular
para la norma uniforme en los números reales. Nótese que si bien es claro que la defini-
ción de la norma depende de la escogencia del atlas (de lo cual existen muchas normas
Ck), es fácil demostrar que en este caso todas las posibles normas son equivalentes y,
por tanto, la topoloǵıa es la misma:
Sea (Vj, ψj) otro atlas fijo de la misma naturaleza que el anterior y denotemos tempo-
ralmente a su norma asociada por ||f ||′k. Por simetŕıa basta ver que ||f ||′k ≤ O(1)||f ||k.
Cuando k = 0 la afirmación es clara pues ambas normas denotan simplemente el valor
máximo de f en M y por tanto son iguales, y para el caso k > 0 el resultado se sigue
por inducción en virtud del cálculo indicado a continuación. Suponiendo cierta la equi-
valencia de las normas Ck−1 de ambos atlas, sea p ∈ Ui ∩ Vj, I = (j1, . . . , js, . . . , jm)
un multi-́ındice con js > 0, |I| ≤ k, entonces I ′ = (j1, . . . , js − 1, . . . , jm) satisface
|I ′| = |I| − 1 ≤ k − 1, y aśı, denotando las coordenadas de ϕi como (x1, . . . , xm) y las
de ψj como (y1, . . . , ym), tenemos

|DI(f ◦ ψ−1j )(ψ(p))| =

∣∣∣∣∣DI′

(
∂(f ◦ ψ−1j )

∂ujs

)
(ψ(p))

∣∣∣∣∣
≤||

∂(f ◦ ψ−1j )

∂ujs
◦ ψj||′k−1 (Definición de la norma Ck)

≤O(1)||
∂(f ◦ ψ−1j )

∂ujs
◦ ψj||k−1 (Hipótesis inductiva)

=O(1)|| ∂f
∂yjs
||k−1

=O(1)|| ∂x
i

∂yjs
∂f

∂xi
||k−1

≤O(1)
m∑
i=1

O(1)|| ∂f
∂xi
||k−1

=
m∑
i=1

O(1)||∂(f ◦ ϕ−1i )

∂ui
||k−1

≤
m∑
i=1

O(1)||f ||k (Definición de la norma Ck)

=O(1)||f ||k,

y variando j, p, I obtenemos la desigualdad buscada, lo cual completa la inducción,
mostrando que la topoloǵıa es independiente de la escogencia del atlas.

Definición 1.3.2 (Topoloǵıa C∞). Sea M una variedad suave compacta de dimensión
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m. Se define la topoloǵıa C∞ de M como la topoloǵıa generada por la unión de todas
las topoloǵıas Ck de M .

Observemos que la subbase usada en la definición de la topoloǵıa C∞ (la unión de las
topoloǵıas Ck) es en realidad una base en virtud del hecho obvio de que Bk+1(f, r) ⊂
Bk(f, r), donde r > 0 y Bk(f, r) es la bola de radio r centrada en f en la topoloǵıa Ck.

1.3.2. Funciones de Morse y funciones estables

Se darán ahora las definiciones de función de Morse y función estable, y se enunciará
una profunda caracterización de las funciones estables de una variedad; el teorema de
estabilidad.

Definición 1.3.3 (Punto cŕıtico no-degenerado). Sea f ∈ C∞(M) una función suave
de una variedad M , sea p ∈M un punto cŕıtico de M y sea (U,ϕ) una carta en M . Se
dice que p ∈ U es un punto cŕıtico no-degenerado de f si la matriz Hessiana de la
función f ◦ ϕ−1 es invertible en el punto ϕ−1(p).

Para justificar esta definición, hace falta notar que no dependa de la escogencia de
la carta (U,ϕ). La justificación es un simple cálculo: sean (x1, . . . , xn) y (y1, . . . , yn)
coordenadas alrededor del punto cŕıtico p ∈ M . Lo que se debe verificar es que las
matrices Hessianas B = ( ∂2f

∂xi∂xj
|p) y C = ( ∂2f

∂yi∂yj
|p) son ambas invertibles o ambas

singulares. En efecto, sea A = ( ∂x
i

∂yj
|p) la matriz de cambio de coordenadas en el punto

cŕıtico p, tenemos

Bij =
∂2f

∂xi∂xj

∣∣∣∣
p

=
∂

∂yi

(
∂xµ

∂yj
∂f

∂xµ

) ∣∣∣∣
p

=
∂2xµ

∂yi∂yj
∂f

∂xµ

∣∣∣∣
p

+
∂xµ

∂yj
∂

∂yi

(
∂f

∂xµ

) ∣∣∣∣
p

=
∂xµ

∂yj
∂

∂yi

(
∂f

∂xµ

) ∣∣∣∣
p

=
∂xµ

∂yj
∂xν

∂yi
∂2f

∂xν∂xµ

∣∣∣∣
p

=(ATCA)ij,

y como A es invertible, se sigue que B es invertible si y sólo si C es invertible, lo cual
termina de mostrar que la definición es correcta. Con esto se puede dar la definición de
función de Morse.

9



Definición 1.3.4 (Función de Morse y función de Morse minimal). Se dice que una
función f ∈ C∞(M) es una función de Morse si todos sus puntos cŕıticos son no-
degenerados. Decimos además que f es una función de Morse minimal si su número
de puntos cŕıticos es el mı́nimo posible para una función de Morse definida en la varie-
dad.

Ahora definiremos estabilidad para funciones C∞. En términos intuitivos, las funciones
estables son aquellas que permanecen idénticas módulo difeomorfismo bajo perturba-
ciones pequeñas (el tamaño de estas perturbaciones se mide con las métricas Ck que se
definieron arriba).

Definición 1.3.5. Sea M una variedad suave compacta, y sea f ∈ C∞(M). f se dice
estable si existe una vecindad Wf de f en la topoloǵıa C∞ tal que para cada f ′ ∈ Wf

existen difeomorfismos g, h tales que el siguiente diagrama conmuta:

M R

M R

f

g h

f ′

El teorema de estabilidad, debido a John Mather, caracteriza de manera extremada-
mente simple las funciones estables. La forma original del teorema puede encontrarse en
el art́ıculo de Mather [10]. La versión dada a continuación (más débil) y su demostración
se encuentran en [9] (pp. 79-80).

Teorema 1.3.1 (Teorema de estabilidad). Sea M una variedad compacta suave, y
f ∈ C∞(M). Entonces f es una función de Morse con valores cŕıticos distintos si y
sólo si es estable.3

Corolario 1.3.1. Si M es una variedad suave compacta y f una función de Morse con
valores cŕıticos distintos, entonces existe una vecindad de f en la topoloǵıa C∞ tal que
g es una función de Morse minimal con valores cŕıticos distintos y el mismo número
de puntos cŕıticos de f en dicha vecindad. Esto es, existen r y ε > 0 tales que g es una
función de Morse con valores cŕıticos distintos y el mismo número de puntos cŕıticos
que f siempre que ‖f − g‖r < ε, siendo ‖ · ‖r una norma fija para la topoloǵıa Cr.

Demostración. Basta observar que la propiedad de ser una función de Morse y el número
de puntos cŕıticos son invariantes bajo cambio de coordenadas.

3Que los valores cŕıticos sean distintos significa que si p 6= q son valores cŕıticos, entonces f(p) 6=
f(q).
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1.3.3. Grupos de Lie y variedades cociente

En esta subsección daremos la definición de grupo de Lie, concepto que sirve para
definir las variedades cociente, de las cuales los espacios proyectivos reales y complejos
son ejemplos particulares.

Definición 1.3.6. Un grupo de Lie es una variedad suave G que es también un grupo,
con la propiedad de que la multiplicación m : G×G→ G y la inversión ı : G→ G son
funciones suaves.

Definición 1.3.7. Sea G un grupo de Lie y M una variedad. Una acción continua de
G sobre M se dice propia si la función de G×M →M×M que env́ıa (g, p) 7→ (g ·p, p)
es propia (en el sentido topológico usual).

La demostración del siguiente teorema puede encontrarse en el caṕıtulo 21 de [13].

Teorema 1.3.2 (Teorema de las variedades cociente). Sea G un grupo de Lie con una
acción suave, propia y libre sobre la variedad suave M . Entonces el espacio de órbitas
M/G (con la topoloǵıa cociente) es una variedad topológica de dimensión dim M −
dim G y tiene una única estructura suave con la propiedad de que la proyección na-
tural π : M → M/G es una submersión suave. Existen además coordenadas cúbicas4

(x1, . . . , xn, y1, . . . , yk) para M que intersecan a cada G-órbita en el conjunto vaćıo o en
un slice (y1, . . . , yk) ≡ (c1, . . . , ck) y tales que (y1, . . . , yk) son coordenadas cúbicas para
M/G.

El teorema de las variedades cociente permite definir los espacios proyectivos reales y
complejos como variedades suaves.

Definición 1.3.8 (Espacio proyectivo real). Si en el teorema 2.2.2 tomamos G como el
grupo discreto {1,−1} de dos elementos generado por la función antipodal (o reflexión
simétrica respecto al origen), y M = Sn, entonces se define el espacio proyectivo real
como RPn = M/G.

Definición 1.3.9 (Espacio proyectivo complejo). Si tomamos G = U(1) como el grupo
de números complejos de norma 1 actuando sobreM = S2n+1 ⊂ Cn+1 por multiplicación
coordenada a coordenada, entonces se define el espacio proyectivo complejo como
CPn = M/G.

El número de puntos cŕıticos de una función de Morse minimal en cada uno de estos
espacios es conocido, y se describe en el teorema a continuación.

Teorema 1.3.3. El número de puntos cŕıticos de una función de Morse minimal en
RPn y en CPn es n+ 1.

4Es decir, coordenadas cuya carta correspondiente es un cubo en el espacio euclidiano.
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Observación 1.3.1. Con respecto a la justificación de este resultado: para el espacio
proyectivo complejo, es conocido [11] que la suma de ciertos invariantes topológicos
conocidos como los números de Betti son una cota inferior para este valor; es también
conocido (y de hecho se prueba en este trabajo en la demostración de la proposición
2.4.1) que esta cota de n+ 1 se alcanza, de lo cual se sigue el resultado. Para el espacio
proyectivo real, la cota de los números de Betti no es óptima (no es n+ 1) y se requiere
un argumento distinto, ver [12].

Como es bien conocido, estas dos variedades compactas pueden definirse también de
manera más estándar utilizando coordenadas homogéneas, construcción totalmente ele-
mental que se asumirá como bien conocida, pero que puede verse por ejemplo en el
primer caṕıtulo de [13].

1.4. Ecuación del calor en variedades

Para definir con precisión el operador ∆ (y a posteriori la ecuación del calor) en una
variedad diferenciable M , se requiere imponerle una estructura métrica adicional.

Definición 1.4.1. Una métrica Riemanniana en una variedad diferenciable M es
una correspondencia g que asocia a cada punto p ∈M un producto interno 〈 , 〉p en el
espacio tangente TpM que vaŕıa suavemente en el siguiente sentido: si (x1, . . . , xn) es un
sistema de coordenadas locales para M , entonces las funciones p → 〈 ∂

∂xi

∣∣
p
, ∂
∂xj

∣∣
p
〉p son

suaves. Decimos entonces que (M, g) es una variedad Riemanniana. Un difeomorfismo
(resp. difeomorfismo local) entre variedades Riemannianas se llama isometŕıa (resp.
isometŕıa local) si es puntualmente coherente con el producto interno en el sentido
obvio.

Definición 1.4.2. Una conexión af́ın∇ en una variedad diferenciable M es una función

∇ : X(M)× X(M)→ X(M)

denotada por (X, Y )
∇−→ ∇XY , que satisface las siguientes propiedades:

1. ∇fX+gYZ = f∇XZ + g∇YZ

2. ∇X(Y + Z) = ∇XY +∇XZ

3. ∇X(fY ) = f∇XY +X(f)Y

donde X, Y, Z ∈ X(M) y f, g ∈ C∞(M).

Observación 1.4.1. Es fácil verificar, usando coordenadas locales, que la noción de
conexión af́ın es en realidad un concepto local, en el sentido de que ∇XY (p) depende
únicamente de X(p), Y (p) y de los valores de Y a lo largo de una curva tangente a X
en p. Esto permite darle sentido a expresiones como ∇vY donde v ∈ TpM y Y es un
campo vectorial definido en una vecindad de p.

12



Las conexiones afines permiten definir la noción de derivada covariante. Para la demos-
tración de los siguientes dos teoremas, ver [3].

Teorema 1.4.1. Sea M una variedad diferenciable con una conexión af́ın ∇. Existe
una única correspondencia que asocia a cada campo vectorial a lo largo de la curva
diferenciable c : I → M otro campo vectorial DV

dt
a lo largo de c, llamado la derivada

covariante de V a lo largo de c, tal que:

1. D
dt

(V +W ) = DV
dt

+ DW
dt

2. DfV
dt

= df
dt
V + f DV

dt
(f ∈ C∞(M)).

3. Si V (t) = X(c(t)) donde X ∈ X(M), entonces DV
dt

= ∇ dc
dt
X.

Definición 1.4.3. Sea M una variedad Riemanniana, y ∇ una conexión af́ın en M .
Decimos que ∇ es compatible con la métrica de M si para cualquier par de campos
vectoriales V,W con derivada covariante nula, 〈V,W 〉 es una función constante. Decimos
que ∇ es simétrica si ∇XY −∇YX = XY − Y X.

Teorema 1.4.2 (Levi-Civita). Dada una variedad Riemanniana M , existe una única
conexión af́ın ∇ en M , llamada la conexión de Levi-Civita, que es simétrica y compatible
con la métrica.

Por el teorema de representación de Riesz, la siguiente definición de gradiente tiene
sentido:

Definición 1.4.4. Sea M una variedad Riemanniana y sea f : M → R una función
suave. Definimos el campo vectorial grad(f) en M mediante la igualdad

〈gradf(p), v〉p = dfp(v) para todo v ∈ TpM

Definimos también el operador de Laplace-Beltrami ∆ mediante la fórmula

∆(f) = trace(ζ → ∇ζgradf),

donde ∇ es la conexión de Levi-Civita.

Ahora, dada la definición del operador de Laplace-Beltrami, podemos dar la definición
de la ecuación del calor.

Definición 1.4.5. Si M es una variedad Riemanniana, la ecuación del calor en M
es la ecuación diferencial parcial

∂f

∂t
= ∆f.

Ahora, diremos que una solución al problema de valor inicial{
∂f
∂t

= ∆f
f(·, 0) = f0 ∈ L2(M)

(1.1)

es una función continua f : M × (0,∞)→ R tal que
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f es C2 en la variable “espacial”x, variando sobreM , y C1 en la variable “temporal” t,
variando sobre (0,∞).

∂f
∂t

= ∆f , y

ĺım
t→0+

∫
M

f(x, t)ψ(x)dV (x) =

∫
M

f0(x)ψ(x)dV (x)

para toda ψ ∈ C∞(M).

Teorema 1.4.3. Si M es compacta, la solución al problema de valor inicial 1.1 es

ft = h0 + h1e
−λ1t + h2e

−λ2t + · · · ,

donde 0 = λ0 < λ1 < λ2 < · · · son los valores propios para −∆ y los hi son las
proyecciones ortogonales de f0 sobre los espacios propios correspondientes5.

Bosquejo de la demostración. Es claro que dada la libertad para derivar término a
término, o aplicar el operador de Laplace término a término (convergencia uniforme
en esencia), esta expresión resuelve la ecuación. Para las sutilezas anaĺıticas involucra-
das y la caracterización del espectro de −∆ que está impĺıcita en el enunciado, ver [6]
y [14].

Ambos espacios proyectivos, como cocientes de esferas, tienen métricas naturales indu-
cidas por la métrica redonda usual de la esfera (la obtenida simplemente restringiendo
la métrica del espacio euclidiano ambiente). Por ejemplo, puede observarse que en el
caso del espacio proyectivo real, al ser un cociente por un grupo discreto de dos ele-
mentos, la proyección canónica resulta ser un difeomorfismo local que permite definir
la métrica simplemente requiriendo que sea una isometŕıa local. En el caso del espacio
proyectivo complejo, la métrica natural (que puede ser inducida por la esfera de más
de una forma) se denomina la métrica de Fubini-Study. Sin embargo, para propósitos
del problema a trabajar, el único hecho relevante sobre estas métricas es el siguiente:

Teorema 1.4.4. Sea M = RPn (resp. M = CPn). Entonces las funciones propias de
∆ en M son los pushforward6 de las funciones propias de Sn (resp. S2n+1) que son
constantes en las órbitas de la acción de {1,−1} sobre Sn (resp. U(1) sobre S2n+1).

Para la prueba del teorema anterior, ver [14] (pp. 145-146). En esta misma ĺınea, se
tiene la siguiente caracterización de las funciones propias de ∆ en RPn y CPn.

5Esto, en particular, dice que existe una base ortonormal del espacio de Hilbert L2(M) formada
por funciones propias del operador de Laplace-Beltrami y que todos los valores propios son positivos.

6Es decir, si f es una función propia en Sn que es constante en órbitas, su pushforward es la función
f̃ tal que f = f̃ ◦ π, donde π : Sn → RPn es la proyección natural.
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Teorema 1.4.5. Los valores propios de −∆ en RPn son λj = 2j(2j + n − 1), con
el espacio propio correspondiente siendo el espacio de ( pushforwards de) polinomios
homogéneos armónicos de grado 2j en n + 1 variables. Los valores propios para CPn
son los números de la forma 4j(n + j), el espacio propio correspondiente siendo el de
( pushforwards de) los polinomios armónicos bi-homogéneos en (z, z) de bi-grado (j, j)
(j = 0, 1, 2, . . .).

Este resultado se sigue de aplicar el teorema anterior y el conocimiento del espectro del
operador de Laplace-Beltrami en la esfera (los llamados armónicos esféricos) para ana-
lizar los respectivos espacios propios en los cocientes, ver [14], Cap. III, secciones C. II y
C.III. Por último, se tiene una estimación para la norma Ck de un polinomio armónico
en la esfera (de interés debido a que dichos polinomios constituyen las funciones propias
de ∆ en esta variedad). Ver sección 10 de [5].

Teorema 1.4.6. Sea f un polinomio armónico homogéneo de grado j definido en Sn,
sea k ≥ 0 y sea λj = j(j + n− 1). Entonces

||f ||k = O(1)

(
n+ j

n

)1/2 (
1 + λ

1/2
j

)k
‖f‖L2(Sn).
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Caṕıtulo 2

Ecuación del calor y funciones de
Morse minimales y estables en
espacios proyectivos reales y
complejos

2.1. Estrategia global de la solución

La estrategia básica para la demostración de los teoremas 0.0.2 y 0.0.3 en ambos espacios
puede ser bosquejada como sigue: en variedades Riemannianas compactas, según el
teorema 1.4.3, la solución de la ecuación del calor tiene la forma

ft = h0 + h1e
−λ1t + h2e

−λ2t + · · · ,

donde 0 = λ0 < λ1 < λ2 < · · · son los valores propios de−∆ y los hi son las proyecciones
de f0 sobre los espacios propios correspondientes. La idea global consiste en explotar
el decaimiento exponencial de los términos de la solución para aproximar ft por los
primeros dos términos de la suma para tiempos grandes. Nuestro conjunto S consistirá
entonces de aquellas funciones para las cuales estos dos términos tengan como suma una
función de Morse minimal estable. Como la estabilidad es, por definición, una propiedad
invariante bajo perturbaciones pequeñas, es claro que el resultado buscado se seguirá
siempre que

(i) S sea denso y abierto, y

(ii) se acoten exitosamente los términos restantes para que la aproximación funcione.

En la sección 2.2, se establecerán condiciones simples para que el resultado principal sea
cierto en una variedad, aśı como una afirmación técnica que se usará más adelante para
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verificar dichas condiciones en los dos espacios en cuestión. Por otra parte, las secciones
2.3 y 2.4 están, respectivamente, dedicadas a las demostraciones de los teoremas 0.0.2
y 0.0.3.

2.2. Resultados básicos

El siguiente lema da dos condiciones suficientes concretas para que las condiciones
(i) y (ii) de la sección anterior se cumplan y, tras esto, vuelve rigurosa la estrategia
previamente bosquejada para probar (usando algunos estimativos simples y la profunda
caracterización del concepto de estabilidad dada por el teorema 1.3.1) que el teorema
buscado se seguirá en variedades Riemannianas compactas en que los valores propios
crezcan al menos linealmente, siempre que se tengan las dos condiciones mencionadas.

Lema 2.2.1. Sea M una variedad Riemanniana compacta y conexa, sean 0 = λ0 <
λ1 < λ2 < · · · los valores propios distintos del operador de Laplace-Beltrami y sea
B = {ϕi | 1 ≤ i ≤ d1} una base arbitraria (no necesariamente ortonormal) para el λ1-
espacio. Suponga que los valores propios crecen al menos linealmente1, que el 0−espacio
es trivial 2 y se tienen las siguientes dos condiciones:

(C1) El conjunto B de las d1-tuplas (c1, . . . , cd1) tales que
∑

i ciϕi es una función de
Morse minimal en M con valores cŕıticos distintos es un subconjunto denso y
abierto de Rd1.

(C2) Para cada f ∈ C∞(M), existen N , C tales que la proyección hj = πj(f) de f
sobre el j−ésimo espacio propio satisface

‖hj‖r ≤ C(1 + jN).

Entonces existe un conjunto S ⊂ C∞(M), que es denso y abierto en la topoloǵıa C∞,
tal que para cada condición inicial f0 ∈ S, si ft es la solución correspondiente a la
ecuación del calor en M en el tiempo t, entonces existe T > 0 tal que para t ≥ T , ft es
una función de Morse minimal con distintos valores cŕıticos en M .

Demostración. Sea S el conjunto de funciones f cuya proyección π1(f) sobre el λ1-
espacio es una función de Morse minimal con valores cŕıticos distintos. Sea f ∈ S.
Por compacidad, ‖ · ‖L2(M) = O(‖ · ‖0), luego funciones en una vecindad suficientemente
pequeña U de f en la topoloǵıa C0 (que está contenida en la topoloǵıa C∞) tendrán sus
coeficientes de Fourier (con respecto a cualquier base ortonormal fija) tan cercanos como

1Esto significa que existe r > 0 tal que λj > rj.
2Esto es, que consiste solamente de funciones constantes. Se sabe que esto es cierto en los espacios

proyectivos reales y complejos, básicamente porque lo es en la esfera. Esta condición no es esencial en
lo absoluto; ver la siguiente anotación.
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se quiera a los de f . Observando que los coeficientes con respecto a B son funciones
continuas de los coeficientes de Fourier para el λ1−espacio, la condición (C1) implica
que si U es suficientemente pequeño, U ⊂ S, luego S es abierto.
Ahora sea f ∈ C∞(M) y sea g obtenida de f tal que πi(g) = πi(f) (i 6= 1) y π1(g) se
obtiene de modificar ligeramente los coeficientes de π1(f) con respecto a B de tal suerte
que π1(g) sea una función de Morse minimal con valores cŕıticos distintos (nuevamente
esto es posible por la condición (C1)). Por compacidad de M , si la modificación es
suficientemente pequeña, g estará tan cerca como se quiera a f en cualquier topoloǵıa
Cr (y por tanto en la topoloǵıa C∞). Aśı S es denso.
Ahora verificamos que si f ∈ S y f = h0 + h1 + · · · con hi = πi(f), entonces ft =
h0 + e−λ1th1 + · · · es una función de Morse minimal con valores cŕıticos distintos para
t suficientemente grande. Como h0 es constante, es suficiente mostrar lo mismo para
(ft − h0)eλ1t = h1 + e(λ1−λ2)th2 + · · · y por el corolario 1.3.1 es suficiente probar que
para cada r, ‖(ft − h0)eλ1t − h1‖r → 0 cuando t→∞. Se tiene

‖(ft − h0)eλ1t − h1‖r =‖h2e(λ1−λ2)t + · · · ‖r

=e(λ1−λ2)t

∥∥∥∥∥∑
j≥2

e(λ2−λj)thj

∥∥∥∥∥
r

≤e(λ1−λ2)t
∑
j≥2

e(λ2−λj)t‖hj‖r

≤e(λ1−λ2)tC
∑
j≥2

(1 + jN)e(λ2−λj)t.

Como los λj crecen al menos linealmente, la serie de la derecha es claramente conver-
gente y función decreciente de t, y el primer factor tiende a cero cuando t → ∞, esto
completa la demostración.3

Como se observa fácilmente que los espacios proyectivos, salvo las condiciones (C1)
y (C2), satisfacen las hipótesis del lema anterior (el crecimiento lineal de los valores
propios se observa del teorema 1.4.5), el resto del trabajo está dedicado a probar que
las condiciones mencionadas también se tienen en estos espacios, de lo cual se siguen
los dos teoremas a demostrar. Terminamos esta sección con un enunciado técnico que
se necesitará más adelante para este propósito.

Lema 2.2.2. Sea M una variedad suave y sea G un grupo de Lie con una acción
diferenciable, propia y libre sobre M . Sea h ∈ C∞(M) constante en cada G-órbita,
de tal suerte que descienda a h ∈ C∞(M/G). Entonces existen coordenadas suaves

3Es fácil ver que con los mismos argumentos se pueden probar condiciones completamente análogas
en las cuales se aproxima ft por (digamos) los primeros n espacios propios en lugar de sólo los dos
primeros.
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(x1, . . . , xn, y1, . . . , yk) para M tales que (y1, . . . , yk) son coordenadas para G/M y

∂i1+···+ish

∂yi1 · · · ∂yis
=

∂i1+···+ish

∂yi1 · · · ∂yis

para ı́ndices cualesquiera i1, . . . , is.

Demostración. Recordando el teorema 1.3.2 se tiene que existen coordenadas cúbicas
(x1, . . . , xn, y1, . . . , yk) para M que intersecan a cada G-órbita en el conjunto vaćıo o en
un slice (y1, . . . , yk) = (c1, . . . , ck) y tales que (y1, . . . , yk) son coordenadas para M/G.
En estas coordenadas es claro que

h(x1, . . . , xn, y1, . . . , yk) = h(y1, . . . , yk),

y la afirmación se sigue derivando ambos lados de la igualdad.

2.3. Espacios proyectivos reales

En esta sección demostraremos nuestro resultado para el espacio proyectivo real RPn;
el teorema 0.0.2. Por construcción, el espacio de funciones en RPn se puede identificar
(via pullback) con las funciones en Sn para las cuales

f(x) = f(−x),

y en virtud del teorema 1.4.4 vemos que las funciones propias para el operador de
Laplace-Beltrami en esta variedad son precisamente aquellas en Sn que cumplen f(x) =
f(−x). Además, según el teorema 1.4.5, los valores propios son λj = 2j(2j+n−1), con el
espacio propio correspondiente siendo el espacio de polinomios homogéneos armónicos
de grado 2j en n + 1 variables. La siguiente proposición es un análisis detallado del
primer espacio propio no trivial, cuyo propósito final es la verificación de la condición
(C1) del lema 2.2.1.

Proposición 2.3.1. Sea f(x) =
∑

i,j aijxixj una forma cuadrática real en n + 1 va-

riables, siendo A = (aij) una matriz simétrica.4 Entonces f es una función de Morse
minimal en RPn con valores cŕıticos distintos si y sólo si la matriz A = (aij) tiene
valores propios distintos.

Demostración. En virtud del corolario 1.1.1, podemos diagonalizar esta forma cuadráti-
ca mediante un cambio de coordenadas ortogonal y = Bx y escribir f(y) = λ1y

2
1 + · · ·+

λn+1y
2
n+1, donde los λi son los valores propios de A. Escribamos D = diag(λ1, . . . , λn+1).

4Es fácil ver que cualquier forma cuadrática puede ser expresada de esta forma simétrica, basta
reemplazar aij y aji por (aij + aji)/2.
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El gradiente de f en estas coordenadas (vista como una función en Rn+1) es entonces
∇f(y) = 2Dy. La prueba estará lista cuando mostremos que f tiene exactamente n+ 1
puntos cŕıticos (ver teorema 1.3.3) en RPn, todos ellos no-degenerados, si y sólo si A
tiene valores propios distintos. Como RPn es el cociente de Sn por un grupo de Lie de
dimensión 0, por el teorema 1.3.2 vemos que la proyección natural es un difeomorfis-
mo local, luego un elemento de Sn es punto cŕıtico de f si y sólo si su proyección en
RPn lo es (obsérvese la identificación de f y su pullback), y aśı basta contar el número
η de puntos cŕıticos para f en la esfera, para después contar el número de clases de
equivalencia que resultan. Como cada punto de la esfera tiene órbita 2 bajo la función
antipodal, la respuesta será η/2, luego debemos probar que η = 2(n + 1). Ahora, los
puntos cŕıticos de f en la esfera serán aquellos y que satisfacen

∇f(y) · v = 0 para todo v ∈ Ty(Sn) = 〈y〉⊥,

lo cual significa que

2Dy · v = 0 para todo v ∈ Ty(Sn) = 〈y〉⊥,

o equivalentemente 〈y〉⊥ ⊂ 〈Dy〉⊥, y esto simplemente dice que Dy es un múltiplo
por escalar de y. Como D es la matriz de A en las coordenadas y, los puntos cŕıticos
buscados son justamente los vectores propios de la transformación A que se encuentran
en la esfera.
Si A tuviera un valor propio repetido, entonces intersecando un espacio propio de di-
mensión 2 con la esfera vemos que existiŕıa una circunferencia completa de puntos
cŕıticos, implicando que f no es una función de Morse en la esfera (pues las funciones
de Morse tienen sólo puntos cŕıticos aislados, al ser no-degenerados), y esto prueba que
el segundo enunciado de la equivalencia por probar implica el primero.
Para la implicación rećıproca, supongamos que los valores propios son todos distintos,
de tal suerte que todos los espacios propios son ĺıneas rectas. Entonces los puntos cŕıticos
buscados son justamente las 2(n+1) intersecciones de estas ĺıneas con la esfera (dos por
cada ĺınea), que en nuestra elección de coordenadas son justamente los vectores canóni-
cos {±e1, . . . ,±en+1}, entonces η = 2(n+1), como se queŕıa. Los valores cŕıticos son dis-
tintos porque son precisamente los λi. Ahora, falta ver que estos puntos cŕıticos ±ei son
todos no-degenerados. Para probar esto, calculamos la matriz Hessiana en coordenadas
locales y verificamos que es invertible. Fijamos i y escribimos f en las coordenadas lo-
cales para Sn alrededor de ±ei definidas por (u1, . . . , un) = (y1, . . . , yi−1, yi+1, . . . , yn+1).
Se obtiene:

f(u1, . . . , un) = λi +
∑
j 6=i

(λj − λi)u2j

Luego, el gradiente está dado por

∇f(u) = 2diag(λ1 − λi, . . . , λi−1 − λi, λi+1 − λi, . . . , λn+1 − λi)u
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y la Hessiana de f en el punto ei para estas coordenadas es la matriz

2diag(λ1 − λi, . . . , λi−1 − λi, λi+1 − λi, . . . , λn+1 − λi),

que es invertible porque los λi son distintos.

Esta sección termina con la demostración del primero de los dos teoremas principales.

Demostración del teorema 0.0.2. Para demostrar este teorema verificamos que las con-
diciones (C1) y (C2) del Lema 2.2.1 se satisfacen. Por los comentarios al principio de
esta sección, una función genérica en el λ1-espacio tiene la forma de f en la proposición
2.3.1, con la condición adicional de que tr(A) = 0, es decir an+1,n+1 = −(a11+ · · ·+ann).
Luego, el siguiente conjunto es una base para este espacio propio:

B =
{

1
2
xixj

∣∣ 1 ≤ i < j ≤ n+ 1
}
∪
{
x2ii − x2n+1,n+1 | 1 ≤ i < n+ 1

}
.

Los coeficientes de f en esta base (de tamaño (n2 + 3n)/2) son los aij para i < j
o i = j < n + 1. Diagonalizando A = QTdiag(λ1, . . . , λn+1)Q vemos que dejando Q
fija y variando ligeramente λi (manteniendo la condición de traza nula), puede hacerse
que los valores propios sean distintos; luego, por continuidad (dada por la ecuación
matricial) y la proposición 2.3.1, el conjunto B de la condición (C1) en el Lema 2.2.1
que corresponde a nuestro B es denso en R(n2+3n)/2.
Para mostrar que B es abierto, notamos primero que los coeficientes del polinomio
caracteŕıstico p de A son funciones continuas de los aij (en el sentido usual), y los λi
dependen continuamente de los coeficientes de p según el teorema 1.2.1. Esto implica
(junto con el hecho de que A es simétrica lo cual obliga a que las ráıces sean reales)
que si p tiene ráıces reales distintas, variaciones pequeñas de los aij no afectarán esta
propiedad, como se queŕıa.
Ahora para verificar la condición (C2), sea h2j = πj(f) la proyección de f sobre el
j-ésimo espacio propio, siendo h2j el polinomio armónico homogéneo de grado 2j co-
rrespondiente obtenido por pullback. Por el lema 2.2.2, ‖hj‖r = O(1)‖hj‖r. Del teorema
1.4.6, obtenemos entonces

‖h2j‖r = O(1)

(
n+ 2j

n

)1/2 (
1 + λ

1/2
j

)r
‖h2j‖L2(Sn).

Como tanto λj = 2j(2j + n− 1) como
(
n+j
n

)
son polinomios en j (de grados 2 y n, res-

pectivamente) y ‖h2j‖L2(Sn) ≤ ‖f‖L2(Sn), la desigualdad buscada se sigue de inmediato,
completando la demostración.
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2.4. Espacios proyectivos complejos

Esta subsección está dedicada a demostrar el teorema 0.0.3 para el espacio proyectivo
complejo CPn. En adelante identificamos Cn con R2n como espacios vectoriales reales
y variedades mediante la correspondencia

(z1, . . . , zn) = (x1 +
√
−1y1, . . . , xn +

√
−1yn) ≡ (x1, y1, . . . , xn, yn).

La variedad Riemanniana CPn con la métrica de Fubini-Study puede ser realizada
entonces como el cociente S2n+1/U(1), y las funciones propias (de valor complejo) para el
operador de Laplace-Beltrami son las funciones propias para la esfera que son invariantes
bajo multiplicación por elementos de U(1). La forma más conveniente de caracterizarlas
para nuestro propósito es (según el teorema 1.4.5) como los polinomios armónicos bi-
homogéneos en (z, z) de bi-grado (j, j), con valores propios correspondientes 4j(n+ j)
(j = 0, 1, 2, . . .). Ahora, esto implica que las funciones propias de valor real para el
primer valor propio 4(n+ 1) son precisamente las funciones f descritas en la siguiente
proposición en el caso en que A tiene traza nula, pues la condición de que tengan valores
reales obliga a la matriz de coeficientes a ser Hermitiana. Este resultado juega entonces
un papel análogo al de la proposición 2.3.1 en la sección anterior.

Proposición 2.4.1. Sea f : Cn+1\{0} → R definida como

f(z) =

∑
i,j aijzizj

|z|2
,

siendo A = (aij) una matriz Hermitiana. Entonces f desciende a una función de Morse
minimal con valores cŕıticos distintos en CPn (realizado como el cociente de Cn\{0}
obtenido de identificar puntos en una misma ĺınea) si y sólo si la matriz A = (aij) tiene
valores propios distintos.

Demostración. Es claro que f es 0-homogénea, luego podemos considerarla como una
función en CPn. Similarmente a la demostración de la proposición 2.3.1, el hecho de
que A es Hermitiana nos permite usar, según el corolario 1.1.2, el teorema espectral
para diagonalizar a A mediante un cambio de coordenadas unitario w = Bz. En estas
coordenadas f toma la forma

f(w) =

∑
1≤i≤n+1 λi|wi|2

|w|2
,

donde los λi son los valores propios de A. Reemplazando a B con una permutación de
sus columnas, podemos asumir que λ1 ≤ . . . ≤ λn+1. La suma de los números de Betti
(ver observación 1.3.1) para CPn es n+ 1; luego basta mostrar que f tiene n+ 1 puntos
cŕıticos en CPn y que todos ellos son no-degenerados, si y sólo si los valores propios
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de A son distintos. Los conjuntos Ui = {[w] ∈ CPn | wi 6= 0}, junto con las funciones
coordenadas inhomogéneas w = (w1, . . . , wi−1, wi+1, . . . , wn) son una familia de cartas
suaves que cubren a CPn, luego podemos proceder calculando los puntos cŕıticos en cada
Ui mediante el uso de las coordenadas locales correspondientes. En estas coordenadas
inhomogéneas, f toma entonces la forma

f(w1, . . . , wi−1, wi+1, . . . , wn) =
λi +

∑
j 6=i λj|wj|2

1 +
∑

j 6=i |wj|2
=
λi +

∑
j 6=i λjx

2
j + λjy

2
j

1 +
∑

j 6=i x
2
j + y2j

.

Esto nos da

df =−
∑

j 6=i 2xjdxj + 2yjdyj(
1 +

∑
j 6=i x

2
j + y2j

)2
(
λi +

∑
j 6=i

λjx
2
j + λjy

2
j

)
+

∑
j 6=i 2λjxjdxj + λj2yjdyj

1 +
∑

j 6=i x
2
j + y2j

=

∑
j 6=r 2xj

(
λj − λi +

∑
r 6=i(λj − λr)(x2r + y2r)

)
dxj(

1 +
∑

j 6=i x
2
j + y2j

)2
+

∑
j 6=r 2yj

(
λj − λi +

∑
r 6=i(λj − λr)(x2r + y2r)

)
dyj(

1 +
∑

j 6=i x
2
j + y2j

)2 .

Luego df = 0 significa que para cada j 6= i,

xj

(
λj − λi +

∑
r 6=i

(λj − λr)(x2r + y2r)

)
= 0,

y

yj

(
λj − λi +

∑
r 6=i

(λj − λr)(x2r + y2r)

)
= 0.

Si λi fuese un valor propio repetido, digamos λi = λi+1, entonces haciendo x1 = . . . =
xi−1 = xi+2 = . . . = xn = 0 y y1 = . . . = yi−1 = yi+2 = . . . = yn+1 = 0 se sigue que
las ecuaciones anteriores se cumplen para cualquier escogencia de xi+1, yi+1, luego los
puntos cŕıticos de f no son aislados y aśı f no es una función de Morse; queda entonces
demostrado que el segundo enunciado de la equivalencia a probar implica el primero.
Rećıprocamente, supongamos λ1 < . . . < λn+1. Haciendo j = 1 en las dos ecuaciones
anteriores y usando el hecho de que los λr están en orden creciente, se sigue x1 = y1 = 0.
Inductivamente se obtiene x2, y2, . . . , xi−1, yi−1 = 0. Similarmente empezando con j =
n+1 y haciendo inducción hacia atrás se concluye xj = yj = 0 para cada j 6= i. Luego el
único punto cŕıtico de f en Ui es [0, . . . , 1, . . . , 0], donde el 1 se encuentra en la i−ésima
posición. Entonces hay n + 1 puntos cŕıticos en total y sus valores correspondientes
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son distintos (son los λi). Para verificar la no-degeneración, se sigue fácilmente de los
cálculos anteriores que el determinante de la matriz Hessiana en [0, . . . , 1, . . . , 0] en las
i−ésimas coordenadas inhomogéneas es

22n(λ1 − λi)2 · · · (λi−1 − λi)2(λi+1 − λi)2 · · · (λn+1 − λi)2,

que es no-nulo pues los λi son distintos.

El análisis precedente nos permite demostrar el segundo y último teorema.

Demostración del teorema 0.0.3. Como en la prueba del teorema 0.0.2, debemos veri-
ficar las condiciones (C1) y (C2) del Lema 2.2.1. Esta vez la función genérica en el
λ1-espacio tiene la forma de f en la proposición 2.4.1, con la condición tr(A) = 0, o
sea an+1,n+1 = −(a11 + · · · + ann). Escribamos aij = bij +

√
−1cij. Como aji = aij,

escribiendo

aijzizj + ajizjzi = bij(zizj + zjzi) +
√
−1cij(zizj − zjzi),

vemos que la dimensión en este caso es n(n+ 2) y una base es:

{zizj + zjzi | 1 ≤ i < j ≤ n+ 1} ∪
{√
−1(zizj − zjzi) | 1 ≤ i < j ≤ n+ 1

}
∪
{
z2ii − z2n+1,n+1 | 1 ≤ i < n+ 1

}
.

Los coeficientes de f para esta base son los bij y los cij para i < j, y los bii para
i < n + 1 (pues cii = 0). Notando que los bij, cij y los aij están relacionados biyectiva
y bi-continuamente, podemos diagonalizar A = Q∗diag(λ1, . . . , λn+1)Q y terminar de
verificar la condición (C1) con el mismo argumento de la prueba del teorema 0.0.2.
Ahora, para la condición (C2), el argumento del teorema 0.0.2 (apelando nuevamente
al lema 2.2.1 y al teorema 1.4.6) da el estimativo

‖h2j‖r = O(1)

(
2n+ 1 + 2j

2n+ 1

)1/2 (
1 + λ

1/2
j

)r
‖h2j‖L2(S2n+1)

para la proyección de f sobre j−ésimo espacio propio, y el resultado se sigue de la
misma forma puesto que λj = 4j(n + j) y

(
2n+1+2j
2n+1

)
son polinomios (de grados 2 y

2n+ 1) en j.
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Conclusiones

Se logró demostrar, aproximando las soluciones de la ecuación del calor mediante
el primer espacio propio no trivial, que en espacios proyectivos reales y comple-
jos de dimensión arbitraria dichas soluciones se transforman eventualmente en
funciones de Morse minimales estables.

Se demostraron condiciones suficientes que son simples y generales para que lo
anterior sea cierto en variedades compactas, lo cual aporta herramientas para el
estudio del mismo problema en el contexto de otras variedades Riemannianas.
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