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Abstract

In this we designed and analyzed a mathematical model for the population dynamics of the Aedes
aegypti. In this model it is included the biological cycle of the vector and the control strategies,
chemical for the adult and biological for vectors immature. A system of differential equations
describing the dynamics is proposed in this model. The local stability was analyzed by means of
the mosquito growth threshold and it was also simulated the dynamics in different conditions.
The behavior of the growth threshold with the control strategies allows the determination of
control effectiveness.
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Resumen

En este trabajo hemos disenado y analizado un modelo matemadtico para la dindmica poblacional
del Aedes aegypti. En este modelo se incluye el ciclo biolégico del vector y las estrategias de
controles; quimico para el adulto y bioldgico para los vectores inmaduros. El modelo se plantea
mediante un sistema de ecuaciones diferenciales que describen la dindmica. La estabilidad local
se analiz6 mediante el umbral de crecimiento de mosquitos y también fue simulada la dindmica
en diferentes condiciones. El comportamiento del umbral de crecimiento con las estrategias de
control permite la determinacién de la eficacia del control.

Palabras y frases claves: Modelos Mateméticos, Control biolégico, Control quimico, Aedes
aegypti.

1 Introduccién

El dengue es una infeccién viral aguda que carece de vacuna como método de
control, esto ha llevado a que los esfuerzos de las instituciones de salud se orien-
ten al control quimico, cultural y biolégico del mosquito Aedes aegypti pero con
resultados parciales, puesto que el vector se ha venido extendiendo a regiones
donde antes no tenia presencia principalmente debido a los cambios climéticos, y
a la adquisicién de resistencia contra algunos insecticidas. Estos aspectos hacen
que esta enfermedad viral sea de dificil control y por lo tanto de gran impacto en
la salud publica. En este sentido, uno de los problemas de mayor importancia en
la eco-epidemiologia matematica del dengue clasico consiste en determinar estra-
tegias adecuadas de control y para ello resulta ser de gran valor el aporte que los
modelos matematicos pueden hacer a la comprension de la problematica.
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Los métodos biolégicos de control del mosquito consisten basicamente en la
utilizacién de enemigos naturales de los mosquitos y de toxoides bioldgicos. Se han
observado plantas depredadoras, invertebrados como Toxorhynchites (un género
de mosquitos) y animales vertebrados como peces, ranas y patos que se alimentan
de estadios del mosquito, virus, bacterias y hongos entomépatogenos y larvas de
odonétpteros [14],[30].

Los peces larvivoros més usados para el control del mosquito son Gambusia y
guppy Poecilia reticulata, pero no han sido usados a gran escala en los programas
de control y se sigue estudiando en laboratorio y campo su efectividad como
potenciales controladores biolégicos. Al respecto se han realizado investigaciones
experimentales en laboratorio y campo y con un enfoque de modelado matematico
(6],[4],15],[17],[27],[28],[30].

En relacion al modelado matemaético en dengue, se han construido y analiza-
do modelos matematicos con base en sistemas de ecuaciones diferenciales ordi-
narias, ecuaciones diferenciales parciales, ecuaciones integrodiferenciales y redes
topoldgicas orientados a estudiar:

e La dinamica de transmision del dengue clésico con poblacién humana cons-
tante y poblacién humana variable [2],[7],[10],[18],[9].

e La transmision vertical en el mosquito [12].

e La dindmica de transmisién espacio - temporal [1],[26].

e La dindmica de transmisién de los diferentes serotipos de virus [11],[13].
e La dindmica poblacional estocéstica [22],[25].

e La dindmica de estructura poblacional [20],[24],[25].

e El control del mosquito: utilizando el efecto de los adulticidas y larvicidas
en las tasas de mortalidad constantes [31],[21].

e Estrategias de control aplicando el Principio del Maximo de Pontryagin

[31,[16],[15].

El principal objetivo de este trabajo es construir y analizar un sistema dinami-
co que modela el crecimiento poblacional de A. aegypti y que permite establecer
estrategias de control quimico, biolégico y quimico - biolégico orientadas a dismi-
nuir la incidencia del dengue clasico y en consecuencia el impacto socio-econémico
y cultural sobre la poblacién humana.

El modelo propuesto para la dinamica de crecimiento poblacional del A. aegy-
pti esta planteado con base en los modelos tipo presa-depredador y considerando
control quimico y biolégico del mosquito, el cual es considerado como la presa. El
modelado de la dindmica se justifica tedricamente como un proceso estocéastico
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continuo con estados discretos y tasas de transicion de flujos de Poisson, me-
diante ecuaciones diferenciales ordinarias para magnitudes promedio. El proceso
integra el ciclo de vida del A. aegypti, el estadio del mosquito maduro y un
estadio inmaduro (huevo, larva, pupa). Se considera ademds la mortalidad por
quimico adulticida, crecimiento logistico del depredador, capacidad de carga de
los criaderos y la depredacién sigue una respuesta funcional tipo I de Holling. Se
establecen criterios para diferentes estrategias de control con base en el umbral
de crecimiento del mosquito.

Una vez planteado el modelo que interpreta la dindmica en la seccién 2, se
realiza el andlisis de estabilidad local de cada solucién estacionaria con base en el
umbral de crecimiento poblacional del mosquito. Se aplica el criterio de Bendixson
para probar la no existencia de érbitas periddicas en la regién de sentido bioldgico
del sistema y se establecen criterios de control del mosquito, correspondientes a las
estrategias de control quimico, control biolégico y control quimico-biolégico. En
la seccién 4 se presenta la simulacién numérica del modelo en diferentes escenarios
hipotéticos y considerando las diferentes estrategias de control. Finalmente en la
seccién 5 se hace un resumen de resultados y se muestran las conclusiones del
trabajo.

2 El modelo

La dindmica de crecimiento poblacional del mosquito A. aegypti con control
quimico adulticida y control bioldgico, se interpreta como un proceso estocéastico
continuo con estados discretos y tasas de flujos de Poisson, mediante un sistema
de ecuaciones diferenciales ordinarias para las magnitudes promedio.

En la formulacién del modelo se considera el ciclo de vida del mosquito (mos-
quitos maduros y estados inmaduros), se incluye un depredador pasivo del estado
inmaduro (huevos, larvas, pupas) del mosquito cuyo nimero de capturas es pro-
porcional al nimero promedio de presas , lo que concuerda con una respuesta
funcional tipo I de Holling. Se asume crecimiento logistico del depredador con
capacidad de carga K, y capacidad de carga de los estados inmaduros K, y
mortalidad del mosquito maduro por aplicacién del insecticida.

Las variables y pardmetros del modelo son:

e 1z : numero promedio de mosquitos maduros sin resistencia en un tiempo t.

e y : nimero promedio de estadios inmaduros (huevos, larvas, pupas) en un
tiempo ¢.

e 2 :numero promedio de depredadores de estadios inmaduros (huevos, larvas,
pupas) en un tiempo ¢

e w : tasa de desarrollo de los estadios inmaduros (huevos, larvas, pupas) a
mosquitos maduros.
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7 : tasa de mortalidad natural de los mosquitos maduros.

¢ : tasa de ovoposicién de los mosquitos maduros.

d : tasa de mortalidad natural de los estadios inmaduros (huevos, larvas,
pupas).

e K, : capacidad de carga de los estadios inmaduros.

K, : capacidad de carga del depredador.

p : tasa de incremento del depredador.

0 : tasa de depredacion con g > 0.

« : tasa de mortalidad por aplicacién del insecticida con a > 0.

Se considera que los parametros de control o y 8 pueden variar a diferencia
de los demds parametros del modelo w, 7, ¢, §, p, K, y K. que se consideran
constantes.

El sistema de ecuaciones diferenciales que interpreta la dindmica propuesta
es el siguiente:

dzx

a:wy—(w+a)x (1)
dy _ ~ Y _ Bzy

Y —oa(1- ) @=L )
(1o 1) 3

con condiciones iniciales 2:(0) = xg, y(0) = yo, y 2(0) = 29, con w, 7, ¢, J, B,
p, Ky, K. > 0y definido en la regién de sentido bioldgico:

Y ={(z,y,2) ER*:2>0,0<y < K,,0<2<K,}

3 Analisis de estabilidad local

El sistema formado por las ecuaciones (1) a (3) es desacoplado en una via, puesto
que la ecuacion (3) no depende de las variables z e y.
Se inicia el andlisis determinando las soluciones estacionarias de la ecuacién

(3), es decir, donde % = 0 y se obtiene z = 0 6 z = K,. Determinando que
z = Zp = 0 es una solucién estacionaria trivial inestable.
En el caso de que z = K, la solucién estacionaria no trivial es estable.

Sustituyendo este equilibrio en la ecuacién (2), el sistema correspondiente (1) a
(3) se desacopla en el siguiente sistema:
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Z—?—wy—(ﬂﬁ-a)x—f(%y) (4)
dy Yy Bsz
Y- L) - 2 )

el cual tiene sus trayectorias en la regién de sentido biolégico:

M= {(z,y) eR?*:2>0,0<y < K,}

Las soluciones estacionarias de este sistema son: la solucién estacionaria trivial
(0,0) y la solucién de coexistencia determinada por la ecuacién cuadrética:

Y2 +by+c=0 (6)

con,

— Ky _dla czﬁKzKy(Tr"’a) nky _ (o
donde,
_ pw
W@ 0) = T 9

es el umbral de crecimiento poblacional del mosquito sin depredacién pero con
control quimico. Este umbral indica el nimero promedio de mosquitos adultos
producidos por un mosquito, donde Wj%a es el numero promedio de huevecillos
producidos por un mosquito hembra, w + § es el total de estados inmaduros y
5+s la probabilidad de que pasen al estado adulto.

El umbral de crecimiento poblacional del mosquito sin control biolégico y sin

control quimico es,

Pw

¥(0,0) = m(w+90)

que indica el nimero promedio de mosquitos adultos producidos por un mos-
quito, donde % es el numero promedio de huevecillos producidos por un mosquito
hembra, w + § es el total de estados inmaduros y wLM la probabilidad de que
pasen al estado adulto.

En el caso del control integrado, el umbral de crecimiento del mosquito toma
la forma:

ow

Ve f) = (7 + a)(w+0 + =)
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e indica el nimero promedio de mosquitos producidos por un mosquito, donde

—%_ es el niimero promedio de huevecillos producidos por un mosquito hembra,
T+

w9+ % es el total de estados inmaduros y la probabilidad de que

w
w+5+%
pasen al estado adulto.

Sustituyendo la raiz positiva y (que tiene sentido biolégico) de la ecuacién (6)

L, s L - . .
en la ecuacién (4) en equilibrio, resulta z = raY+- Luego la solucion estacionaria

de coexistencia es (ﬁ—ay% y+).

Para analizar la estabilidad local de cada solucién estacionaria es necesario
linealizar el sistema correspondiente a las ecuaciones (4) y (5) en la vecindad de
dichas soluciones. Para ello se calculan los elementos de la matriz jacobiana en
el sistema de ecuaciones (4) y (5) derivando parcialmente las funciones f y g con
respecto a x, y con lo que se tiene,

giE:—(ﬂ—ka) Z‘;E:
sl @\ 99| . Bk,
&EE_¢<1 Ky) ayE_ Ky (w+9) (5 +n)?

donde E es la solucién estacionaria. El sistema lineal en las variables u y v
para la solucién estacionaria de coexistencia es:

du

%:—(W%—Q)u%—wv (7)
dU_ _i u —ii‘— w o IBnKz v

7o (1- %) e - )

La matriz jacobiana correspondiente a la solucion estacionaria trivial tiene la
forma:

—(m+a) w
A(O’O):< é —(w+5+’3nKZ)>

y por lo tanto, la traza (7) y el determinante (o) de la matriz A(0,0) son
respectivamente:

K
'y:—<7r+a+w+5+ﬁnz> <0

BK.
n

o= (r+a) (wrd+ 202 (1= (o)

donde 9 (, 3) es el umbral de crecimiento del mosquito en presencia del de-
predador, definido antes.
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Para ¢ («a,8) < 1, se verifica que v < 0y ¢ > 0. Por tanto, la solucién
estacionaria trivial (0,0) es local y asintéticamente estable y corresponde a un
nodo. Los resultados anteriores conducen a formular el siguiente teorema:

Teorema 5. Si Y(«, B) < 1 entonces la solucion estacionaria trivial del sistema
correspondiente a las ecuaciones (4) y (5) es local y asintdticamente estable.

En el caso ¢(a,8) = 1 se tiene v < 0y 0 = 0, luego los valores propios
son: \; = 0y Ay = —v. En este caso critico se analiza la existencia de drbitas
periddicas.

3.1 Soluciones periddicas

Es claro que, el tnico caso en que podran presentarse soluciones periédicas es
cuando (o, B) = 1.

En este caso la ecuacién caracteristica correspondiente a la solucién estacio-
naria trivial presenta una raiz nula, por esta razén estudiamos la existencia o no
de érbitas periddicas, mediante la aplicacion del siguiente teorema:

Teorema 6. (Criterio de Bendizson). Si en una region simplemente cerrada
D c R? la expresion % + %Z no es idénticamente cero y no cambia de signo,
entonces el sistema:

dz
L )
Y gwy) . oy R (10)

donde f,g son al menos de clase C', no tiene drbitas cerradas enteramente en

D [29].

Para aplicar este teorema al modelo en estudio considere las funciones f y g
como en (4) y (5), tal que:

of
D —(m+a)
gy Ky (y+n)?
entonces, es facil ver que:
of 9y ¢ nBK.
Tt A 54
8x+8y T+aoa+w+ +ny+(y+n)2

del hecho que x > 0 se deduce que % + g—g tiene signo negativo. De aqui se
concluye el siguiente teorema:
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Teorema 7. (No existencia de drbitas periddicas) Para ¢ (a, 8) = 1 el sistema
(4) y (5) no tiene drbitas periddicas en la region de sentido bioldgico T1.

Para determinar la estabilidad local [8, 19, 23] de la solucién estacionaria de
coexistencia, se inicia escribiendo la matriz jacobiana con base en los coeficientes
de las ecuaciones (4) y (5), asf:

N < w > —(7+a) w
— YY) = y g ULE
a+w & _K;yr) _(Ky(7r+0¢)y+—’—w—'—é+ (y+77)2>
la cual tiene como traza y determinante:

Yyr+mt+a+w+d+
i (y+n)?

BnK. )

pw BnK. ) Y+
c=(n+a)| ———ys+tw+o+ ) —we(l — ==
( )<Ky(w+a> ! (y+ +n)? k)
simplificando,
Pw BnK.(m + ) weo
o="yi+wH+Hr+a)+ s —wp+ —
Kyy+ ( )( ) (y++n)2 Kyy+

20w N BnK,(m+ «)

o=—y + (w4 d)(m+ a)(1 —¥(a,0
KT (w+0)(r + a)(1 = (e, 0))
donde, ¢ (a,0) = M;%. Por tanto, ¢ > 0 cuando ¢(c,0) < 1 y en

consecuencia la solucién estacionaria de coexistencia es un nodo estable.

Teorema 8. Si ¢(a,0) < 1 entonces la solucion estacionaria de coexistencia
del sistema correspondiente a las ecuaciones (4) y (5) es local y asintéticamente
estable (un nodo).

3.2 Estrategias de control

Estrategia de control biolégico: es decir, « = 0. El mosquito se controla si
(0, 8) < 1. Luego,

Pw
7r<w+5+%)

pw < 77(w+5+wﬁnKz)
pw—m(w+90) < FﬁnKZ

m(w+ 8 (7@‘5(’15) - 1) < BrK.
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de donde,
0
S Nw+9)
K,
llamado criterio de control biolégico.
Estrategia de control quimico: es decir, 5 = 0. De manera similar el mosquito
se controla si 1(«,0) < 1. Luego,

ow
GRS E
pw < m(wH+9d)+ alw+d)
pw—m(w+06) < afw+9d)

s (1(0,0)—1) , (0,0) <1

1

N

a(w+9)

de donde,
a > W(w((),()) - 1) ) w(ovo) <1

llamado criterio de control quimico.

Estrategia de control integrado: en este caso a # 0y 8 # 0, es decir,
la poblacién de mosquitos y la poblacién de estados inmaduros se controla si
Y(a, B) < 1. Por tanto,

Pw

<1
(m+a)(w+ 5+ 25=)

llamado criterio de control integrado.

4 Simulaciéon numérica

Los céalculos numéricos de los umbrales de crecimiento poblacional, las soluciones
estacionarias, el valor de la traza y el determinante, la simulacién y plano de fase
del modelo se hizo utilizando el programa MAPLE con las condiciones iniciales
y valores hipotéticos de los pardmetros que se muestran en el cuadro (1).

El umbral de crecimiento poblacional sin control es ¥ (0,0) ~ 8.88. En este
caso la solucién estacionaria trivial (0,0) es inestable y la solucién estacionaria
de coexistencia es §j = w{gi]{)) (¥(0,0) = 1) = 44y & = Sy ~ 29 es local y
asintéticamente estable.

Introduciendo el control quimico (a > 0), la solucién estacionaria

trivial (0,0) es locq?l y asint6ticamente estable (un nodo estable) si ¢(«, 0) < 1.

W

En este caso o > % — 7 ~ 2.37. Por ejemplo para a = 2.4 : 1(2.4,0) =
Pw

o) ~ 0-99 y para 1 (1.5,0) ~ 1.48 > 1 la solucién estacionaria de coexis-
tencia:

Ky
¥(a,0)

g = (Y(a,0)—1)~16 , &= Yy ~ 1.8

™+«
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Cuadro 1: Variables y parametros

Parametros Simbolo Valor
Promedio de mosquitos maduros sin resistencia x(0) 20
Promedio de estadios inmaduros y(0) 10
Promedio de depredadores de estadios inmaduros 2(0) 5
Tasa de desarrollo de los estadios inmaduros w 0.2
Tasa de mortalidad natural de los mosquitos maduros s 0.3
Tasa de ovoposicién de los mosquitos maduros 10) 8
Tasa de mortalidad natural de los estadios inmaduros 1) 0.4
Capacidad de carga de los estadios inmaduros Ky 50
Capacidad de carga del depredaddor K, 70
Tasa de incremento del depredador p 0.35
Constante n 2.5

es local y asintéticamente estable.
En el caso de control quimico y control biolégico la solucién estacionaria

de coexistencia esta determinada por: y, = —tEvbi—dc V2b2_4€ con 1(1,0) ~ 2.05 y si
8 =0.05:
b=n+ Ky (1 —(a,0)) ~-23.125
=7 — Q, ~ - . 3
(e, 0)
BE.Ky(m+ ) nk,
= ~ 78.1250
‘ oo T g(a,0)

luego y4+ =~ 19. Por tanto, la solucién de coexistencia es (ﬂ“ﬁy%gﬁ) =
(3,19).

Para determinar la estabilidad de esta solucién estacionaria calculamos la
traza y el determinante:

gb"‘) /BnKz >
e (2 rdatwti+ T )24
(Ky(ﬂJra) " (y+ +1)2

20w BnkK,
(= —F—y+ +
K, 777 (ys +1)?

Por tanto, la solucién estacionaria no trivial es un nodo estable.

+ (w+0)(m+ a)(1 —¥(a,0)) = 0.5

4.3 Simulaciones y planos de fase

En las figuras (1-4) que se analizan a continuacién se muestra en el plano de la
izquierda la solucién numérica para x(t) en linea continua y para y(t) en linea
interrumpida. En el plano de la derecha se muestra el correspondiente plano de
fases, que permite observar en cada caso la estabilidad del punto de equilibrio.
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Cada figura es obtenida variando los valores de o y 8 y manteniendo constantes
los demas parametros del modelo.

Las gréficas de la figura (1), muestran el comportamiento estable en el tiempo
de la poblacién de mosquitos y de estadios inmaduros sin control biolégico y sin
control quimico, el comportamiento cualitativo en el plano de fase muestra la
tendencia de las trayectorias hacia el punto de equilibrio no trivial que en este
caso se comporta como un atractor.
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Figura 1: Comportamiento en el tiempo de la poblacién de mosquitos maduros z (—) y la
poblacién de los estados inmaduros y (——) sin control con (0, 0) = 8,88 y el respectivo
plano de fase.

Las graficas de la figura (2), muestran el comportamiento estable en el tiem-
po de la poblacién de mosquitos y de estadios inmaduros con control quimico,
el comportamiento cualitativo en el plano de fase muestra la tendencia de las
trayectorias hacia la solucién estacionaria trivial (0,0), equilibrio atractor.

Las graficas de la figura (3), muestran el comportamiento estable en el tiem-
po de la poblaciéon de mosquitos y de estadios inmaduros con control quimico,
el comportamiento geométrico en el plano de fase muestra la evolucién de las
trayectorias hacia la solucién estacionaria de coexistencia, equilibrio atractor.

Las gréficas de la figura (4), muestran el comportamiento estable en el tiempo
de la poblacién de mosquitos y de estadios inmaduros con control quimico y
control biolégico, el comportamiento geométrico en el plano de fase muestra la
evolucién de las trayectorias hacia la solucién estacionaria de coexistencia.

El control integrado del mosquito depende de las tasas de depredacion y tasa
de mortalidad del mosquito por efecto del quimico aplicado. Con una tasa de
depredacién baja de 8 = 0.05 y una tasa de mortalidad del mosquito («) alta
por efecto del quimico de 1,0, se alcanza un buen control para un umbral de
crecimiento del mosquito ¥(1,0) ~ 2.05.
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Figura 2: Comportamiento en el tiempo de la poblacién de mosquitos maduros z (=) y
la poblacién de los estados inmaduros y (——) con control quimico, ¥(2,4,0) ~ 0,99 y el
respectivo plano de fase.
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Figura 3: Comportamiento en el tiempo de la poblacién de mosquitos maduros z (=) y
la poblacién de los estados inmaduros y (——) con control quimico, ¥(1,5,0) ~ 1,48 y el
respectivo plano de fase.

5 Resultados

Del desarrollo de esta investigacion se obtuvieron los siguientes resultados:

Se model6 la dindmica de crecimiento poblacional del mosquito Aedes aegypti
integrando control biolégico mediante un depredador y control quimico sobre el
mosquito maduro, con base en un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias
para las magnitudes promedio, correspondientes a un proceso estocastico continuo
con tasas de transicién constantes de flujos de Poisson.
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Figura 4: Comportamiento en el tiempo de la poblacién de mosquitos maduros z (=) y
la poblacién de los estados inmaduros y (——) con control quimico y control bioldgico,
¥(1,0) = 2.05, 8 = 0.05 y el respectivo plano de fase.

La reduccién del sistema de dimensién tres a un sistema de dimensién dos,
utilizando el desacoplamiento en una via.

Se realizé el andlisis de estabilidad local de las soluciones estacionarias del
modelo propuesto con base en los umbrales de crecimiento poblacional.

Se probé la no existencia de orbitas periddicas en la region de sentido bioldgico,
mediante el criterio de Bendixson.

Se determinaron los umbrales de crecimiento poblacional del mosquito depen-
diendo de la estrategia de control.

Se deducen criterios de control para las diferentes estrategias.

6 Conclusiones

Se concluye que la estabilidad del sistema depende de condiciones umbrales de
crecimiento del mosquito, la introduccién de control biolégico y quimico en la
dindmica poblacional es una buena estrategia de control del mosquito y el control
integrado del mosquito depende de las tasas de depredacion y tasa de mortalidad
del mosquito por efecto del quimico aplicado.

Bajo los supuestos considerados en este modelo, la dindmica poblacional del
mosquito no presenta comportamientos ciclicos, sino que dependiendo de las con-
diciones iniciales y de las estrategias de control empleadas, la poblaciéon de mos-
quitos sera eliminada del medio o permanecera en él de manera indefinida. Esto
podria explicar el comportamiento endémico del dengue en las regiones tropicales
y subtropicales del mundo, donde se cuenta con presencia del mosquito casi todo
el afio, mas ain dadas las precarias estrategias de control que se implementan en
la préctica.
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Es importante considerar en el modelado de la dindmica poblacional de A.

aegypti el efecto que tienen los factores climaticos. Esto podria llevar a mejores
resultados, y permitir entender lo que que ocurriria en el caso de que el mosquito
colonice regiones geogréficas con mayores fluctuaciones ambientales.
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