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Los operadores nucleares en LP

Julio C. Delgado

Resumen

Sea (£2, M, 1) un espacio de medida dotado de una medida o—finita p. Si (z,y) —
k(x,y) es una funcién medible de Q x Q en R (micleo), demostraremos que el ope-
rador A definido por Af(z) = [k(z,y)f(y)du(y) es nuclear si y sdlo si k(z,y) =

Yoo ga(®)ha(y), con gn € L (), ha € L(p) (1/p+1/g=1)y 32, llgnllerllhalle <
oo. Adicionalmente, se daran condiciones suficientes para que ciertos nicleos suaves
k(z,y) generen operadores nucleares en L”(pu).

Palabras y frases claves: Operadores nucleares, ideales de Schatten.

1 Introduccion

Sea (2, M, 1) un espacio de medida dotado de una medida p. Deno-
taremos por LP(u) el espacio de Banach de las funciones f tales que
[1f(z)Pdu(z) < 00,1 < p < 00. Si p> 1, entonces el dual de LP(p) es

L(p) donde — + — = 1. La dualidad entre estos espacios se obtiene por
q

medio de la funcién bilineal
(fg) = [ﬂ 1()9(z) du(z).

En realidad, L?(u) es un conjunto de clases de equivalencia f={g:
g = [ p— c.l.p.}, pero escribiremos, como es usual, f en vez de f El
dual de L'(p) es L™(p) (el conjunto de las funciones p—acotadas).

Sean E,F espacios de Banach y A € L(E;F). Diremos que A
es nuclear si existen sucesiones (;.r:'ﬂ)Tl en E' (dual topoldgico) de E y
(yn)n en F tales que

Az =Y (z.a))yn v Y lIzhlle
Tt

T

|yﬂHF < 00.

El conjunto Ki(E; F) de los operadores nucleares de E en F' es un sub-
espacio de £(E; F). Con la norma usual de L(E; F), K;{(E:F) no es un
subespacio cerrado. Pero con la norma
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A v(A) = inf() |z, llyallr}, (1)

donde el inf se toma sobre el conjunto de todas las sumas del mismo tipo
tales que Az = ) (2,2 ) yn, €s un espacio de Banach.

De especial iglporta,ncia es el estudio de los operadores nucleares en
L*(p). Denotaremos por Ko(L?(12)) al conjunto de los operadores com-
pactos de L%(u) en L?(p). La clase de Schatten 6, es el conjunto de
los operadores compactos A tales que ) A}, < oo, donde (A,),cy €S, en

n
orden decreciente, la sucesién de los valores propios de (A*A)%. Para
detalles ver [5]. La clase de Schatten &y coincide con la clase de los
operadores compactos de la forma

Tf(z) = /'k(w)f(y)dpty}ﬁ doiide / k(2. ) Pdp(z)dpu(y) < oo.

En el contexto general de los espacios de Banach se pueden definir los
niimeros de aproximacion

an(A) = inf{||[A - B| : B€ L(E:F) y B es de rango a lo mas n — 1}.

Si E = F = H (espacio de Hilbert) entonces a;,(A) es el n-ésimo valor
propio de (A*A)% ([3; Cap. II]). La caracterizacién de los operadores
en &,, p = 2, por propiedades simples de los nicleos k(z,y) no es facil.
Un problema mds simple es establecer condiciones suficientes sobre un
nicleo k(z,y) para que el operador correspondiente pertenezca a una
clase de Schatten G,. En [4] K. Nowak analiza en L%(0,00) nicleos

de la forma k(z,y) = Xpo y](a:)ﬂyl y establece condiciones necesarias y
i Y

suficientes sobre g para que A; € §,si 1l <p<co. Sip=1y A, € Gy,
entonces ¢ = 0. En [1], Birman y Solomyak establecen criterios sobre
la trasformada de Fourier de k. (y) para que el correspondiente operador
integral sea nuclear. A los operadores integrales que son nucleares los
llamaremos operadores integrales nucleares. En [2] D. Edmunds y V.
D. Stepanov estudian ciertos operadores de Volterra y demuestran una
desigualdad tipo integral que da una condicién suficiente para que el
nucleo genere un operador en &, para 2 < p < oo ([3; Teorema 2]).

En éste articulo estableceremos condiciones necesarias y suficientes
sobre k(z,y) del tipo k(z,y) = ¥ .2, gn(2)hn(y) para que el operador
correspondiente sea nuclear en el contexto de los espacios L? (1) y mostra-
remos que ciertos nicleos de clase C* generan operadores nucleares en
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L"[O a) si p > 1 (Teoremas 2.3 y 2.5) y en L'0,a] (Teoremas 2.6 y

2.7). Estos resultados, aunque elementales, pueden servir para aclarar la
estructura de los niicleos k(z,y) que generan operadores nucleares en los
espacios LP(p).

2 TUna caracterizacién de operadores nucleares en LP(u),1 <
p <00

En los siguientes enunciados consideraremos 1 < p < 0o y p, ¢ tales que

1
= 4+ - =1, exceptuando los teoremas (2.3) y (2.4) donde se toma 1 < p.

p

Lema 2.1 Sean (2, M, ) un espacio de medida dotado de una medida
finita p, f € LP(1), ¥ (gn)n, (hn)n sucesiones en LP(n) y L9(u) respecti-
o0

vamente tales que Y ||gn|lLr||hnllLe < 0o. Entonces
n=1

n
1. lim, 3 gj(z)h;(y) existe y es finito para casi todo (z,y).
7=l '

2. k€ L (u® p), donde k(z,y) = 3272, g;(2)h;(y).

3. limnf(Z?zlgj(ir)hj(y]) FWduly) = [ (3ol gn(z)ha(y))
fy)du(y),

para casi todo x.

n
Demostracién. 3) Sea k,(z,y) Z i(z)h;(y)f(y). Entonces

[ [1ntalduteraut) < [ / Z\gJ o)ldu(z)dis(y)
< 195 ()11 ()1 () dis() s ()
: ;[f i iy u(z)dp(y
< 2 [ g3 ()l dp(z) [ 11y ()11 () ()

< Z lg;ll 2o ()7 [Iszell £l o
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n

Z lgillzr ()7 Ihslzall fllze < @) 1l1ze S lgsllzelibslze
j=1

< ()7 11 Y llgslleeliby
=1
< M para todo n.

| L4

Luego lkz|l;2 < M para todo n. Notemos que si tomamos sp(z,y) =

Z \9;(z)h;(y) f(y)|, entonces (s,), es una sucesién creciente en L' (u®pu)

t.cLl que sup [ [ [sn(z,y)|dp(x)du(y) < M. Luego por el teorema de la
n
convergencia monoétona de Levi s(x,y) = lims,(z,y) existe, es finito
n

para casi todo (z,y), s € L'(p®p), y podemos introducir el limite dentro
del simbolo de integracion. Esto era lo que teniamos que demostrar.
Para las demostraciones de (1) y (2), observemos que para f = 1 en esta
demostracion, se demuestran (1) y (2), teniendo en cuenta que |k(z,y)| <
s{z, )

Teorema 2.2 (Caracterizacion de operadores nucleares en LP(j)
para una medida finita p). Sea (Q, M, pu) un espacio de medida

dotado de una medida finita . Entonces A es un operador nuclear en
LP(p) si y sélo si existen sucesiones (g,) en LP(u), (hy,) en L9(u) tales

|hn”L‘? < oG, Y, para todo f € Lp(#‘)m

/ (Z gn(x)hyy (y) ) fly)du(y), para casi todo z.

Demostracion. Sea A un operador nuclear en LP(u). Entonces existen
sucesiones (g, ), en LP(u) v (hy)n en L9(u) tales que

20
que 3 |lgnllLe

n=1

o0

S llgnllollrnllze < oo

n=1

Af =) {fihn) gn
n=1

Observemos que

Af = i o) i( [ b)) )

n=1
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(convergencia en L”(u)). Luego

(Af)(@) =Y (f hn) gnlz Z( / () f(y)dp(y )).qn(z)
n=1 =1

para casi todo z. Ahora,

(/h ()£ (y)duly )Jn —hmz (/h,, ) f(udu(y)) j(2)

n—l i=l1
-llm/ 29; f(y) | duly).

Por (2.1) podemos introducir el limite dentro del simbolo de integracién.
Ahora, supongamos que existen sucesiones (gn ), en LP(u). (hy,)n en
L9(u) tales que 322, llgallzelIhullze < o0 y para todo f € L?(u)

Af(z) = /(Zgn ) fWduly) p—ctp.

Por (2.1) tenemos que

/ (Z gn(m)hnfy)) f@Mu(y) = tim [ (Z g;(m)u,,(myl)- du(y)
n=1

=

Como una aplicacion del teorema anterior, los siguientes resultados
muestran ciertos nucleos suaves que generan operadores nucleares. En el

- . 1
siguiente teorema se consideran p > 1 y g tales que — + — = 1.
p q -

Teorema 2.3 Sean I un intervalo abierto en R y F : I — R una funcion
suave que admite una representacion en serie de Taylor en el intervalo

lo,a] C I tal que |D"F(0)| < M(pn + 1)3%(qn o 1}%(:&!)“‘ para alguna
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constante M > 0, algin s € (0,1), y para todo n € N. Entonces el nicleo
k(z,y) = F(zy) genera un operador integral nuclear en LP([0, a])
Demostracion. Escribamos

B i
J _
F(t) = Z B Ii'(O) t! , para todo t € [0,a].

j=0 +

Entonces

— D'F(0 >, DIF(0

ko) = Flay) = Y 5 Hewf = 3
j=0 3=0
DIF

para todo (z,y) € [0,a] x [0,a]. Tomemos g;(z) = e 1](3 ]xj hi(y)
_yj Dond i Calculer h 1 1_1_
e WSRRERTSCCT B Rt lgillee ¥ hllze C+ 2 =1):

lg;llze = (/ (DJF ) du:) _ P%(SON (/xmdm)
0 0

_IDF()] (@)
G i+

En forma similar

1
al9i+1))a
e
(g7 + 1) (31)
Luego
D’F(0) o(%+1) a(2i+1)
lgsllzelihslles = q E | — 1, <M Ghw
0 @i+vs@+negye @
Por lo tanto
@ (2j+1)
X
ZMMMW<ZM < o0,

(g

j=1 =

Entonces, por(2.2), k(z,y) = F(zy) genera un operador integral nuclear
en LP([0,a]).
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La anterior proposicién sugiere una generalizacion a nicleos suaves
ya que la expresién en serie de Taylor del niicleo no difiere sustancial-
mente de la serie de Taylor de F(zy). Como en el teorema anterior, en

4 : I .
el siguiente teorema se considera p > 1 y ¢ tales que ; +-=1

Teorema 2.4 Sea k(x,y) un micleo suave que admite una representacion
en serie de Taylor en [0,a] x [0,a] C I x I tal que

070"k (0,0)| <M (pn + 1)#(gn+ 1) (n))’,

para alguna M > 0, algin s € (0,1), y todo m,n € N. Entonces k genera
un operador integral nuclear en LP([0, ]).
Demostracion. Como
z"y"
k(z,y) =) = e ,d"amk(o 0).

Entonces

o0 o0
y aOn om
ka,y) =D Y = 20097k(0,0)

= 31;_' 3 yﬂTd 9 k(0,0)

n=1 m=1
=i rn 1 i_y_anamk(oﬂ) w=1~-3
== (n)w (n!)s et m! i
Consideremos
gn(z) = (77)_‘”-’ t€[0,a,w=1-s,
Yy
ha(y) = n, Z v 2 029k(0,0),y € 0,0

En forma similar a la demostracmn de la proposicién anterior tenemos
que

(a,pn+1)ﬁ

(pn+ 1)7 (nl)w

llgnllzr =

Por otro lado, observemos que

lha(y)] <

(nli)’ )P (gn+1)3 (n))* 37 % < M(pn+1)#(gn+1)ae
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para todo y € [0, a]. Luego

7 R L
1
[ ity | < Mon )3 an + )% { [ ey
0
1 1
M(pn+1)7(gn+1)a N
< i )T(qn )q(e"“ - 1)
qe
Asi que
L 1
M 1)» 1)a i
(R e kb L G OLFR S §
qe
Por lo tanto
- % ‘f (qn+1 ]E aP“H 5
3 lgallzohalze < 2 i 5+ —
n=>0 qq —

Luego, por (2.2) k genera un operador integral nuclear,

Los dos resultados anteriores son vilidos para p = 1 y sus demostra-
ciones son similares. Este caso p = 1 lo enunciamos en los siguientes
teoremas (2.5) y (2.6).

Teorema 2.5 Sean I un intervalo abierto en R y F : I — R una funcion
suave que admite una representacion en serie de Taylor en el intervalo
[0,a] C I, tal que |D"F(0)] < M(n+1)(n!)* para alguna constante M >
0, algin s € (0,1), y para todo n € N. Entonces el nicleo k(z,y) = F(zy)
genera un operador integral nuclear en L'([0, a]).

Teorema 2.6 Sea k(z,y) un nicleo suave que admite una representacion
en serie de Taylor en [0,a] x [0,a] C I x I tal que |0709;k(0,0)| <
M(n + 1)(n!)® para alguna M > 0, algin s € (0,1), y todo m,n € N.
Entonces k genera un operador integral nuclear en L'([0, a]).

A continuacién generalizaremos la caracterizacién (2.2) para las me-
didas o—finitas. Para esto se generaliza el Lema (2.1), con el Lema (2.7).

Lema 2.7 Sean (2, M., ) un espacio de medida dotado de una medida
~fmta,u Sean f € LP(p), y (gn)n en LP(p), (hy)n en L9(u) tales que

Z lgrllLellhnllLe < co. Entonces

n=1

L. lim, 337, gj(x)h;(y) existe, y es finito para casi todo (z,y).

2. limy, f (Z_?:l gj(:r)hj(y)) fly)du(y) = f (E;L.O:I gn(z)hn(y))
fy)du(y),
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para casi todo .

Demostracién. (1) Como p es o—finita, entonces existe una sucesion
(2% )« de subconjuntos de 2 tales que p(2%) < oo y U, 4 = . Conside-
remos el espacio de medida finita (2x, My, 1) que se obtiene al restringir
Q) a Q; para cada k, y restringiendo las funciones g, h, a 2. Entonces,
para cada k

(s @]
3" llgnll o) 1Anll aguy) < 0o

n=1

Luego, por (2.1(1)) tenemos que lijlln > gj(z)h;(y) existe, y es finito para
j=1

mn
casi todo (z,y) € Q x Q . Por lo tanto lim
n P

g9;(z)h;(y) existe, y es
1

3
finito para casi todo (z,y) € 2 x Q.

(2) En forma similar a (1) se considera la sucesién (2;)x y se aplica
(2.1(3)).

Ahora, el siguiente teorema es consecuencia del lema anterior, y su
demostracién es similar a (2.2).

Teorema 2.8 Sean (Q, M, i) un espacio de medida dotado de una me-
dida o—finita u. Entonces, A es un operador nuclear en LP(u) si y
solo si existen sucesiones (gn)n en LP(p) y (hn)n en LI(p) tales que

o0
Y llgnllzellhnllLe < o0, y A es de la forma:
n=1

Af(z) = / (Z gn(x)hnty)) f(y)du(y).
n=1
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