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Resumen

Los sistemas cuasicristalinos formados por capas superpuestas de cristales fotónicos ofrecen
propiedades ópticas únicas que pueden ser modificadas a través del giro o desplazamiento
relativo de las láminas que los componen. En este trabajo se estudia el diagrama de bandas de
estructuras bicapa, en el punto Γ de la primera zona de Brillouin, usando Análisis Riguroso de
ondas acopladas (RCWA) y espectroscoṕıa resuelta en ángulo. Estos métodos fueron validados
numéricamente mediante la reproducción de fenómenos ópticos bien conocidos, como la ley de
Snell y reflexión total interna, junto con el análisis de sistemas periódicos, como los espejos de
Bragg y láminas de cristal fotónico bidimensionales, obteniendo una correlación promedio de
0.99 con predicciones teóricas. Los resultados demuestran que el espectro de transmitancia
vaŕıa significativamente con el desplazamiento y el giro relativo entre las láminas, debido a
la evolución de las resonancias guiadas en función de estos parámetros. Adicionalmente, se
encuentra que un sistema bicapa de rejillas de difracción de dióxido de vanadio (VO2) permite
modular la intensidad de un láser de dióxido de carbono (CO2) ajustando el desplazamiento
relativo de las láminas. Además, el análisis de un sistema cuasicristalino particular, revela que
el comportamiento lineal de una resonancia guiada, en función del giro relativo de las capas,
podŕıa utilizarse en la fabricación de filtros con frecuencia central variable. Estos hallazgos
sientan las bases para la aplicación práctica de sistemas bilaminares y dan paso a futuras
validaciones experimentales y desarrollos teóricos más profundos.

Palabras clave: Cristales fotónicos, Cuasicristales fotónicos, Resonancia guiada, RCWA,
Espectroscoṕıa resuelta en ángulo, Modulación óptica, Filtro óptico.
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Abstract

Quasicrystalline systems made by overlapping photonic crystal slabs exhibit unique optical
properties that can be tuned by adjusting the relative displacement or twist between the layers.
This work investigates the band diagram of bilayer structures, at the Γ point of first Brillouin
zone, using Rigorous Coupled-Wave Analysis (RCWA) and angle-resolved spectroscopy. These
methods were numerically validated by reproducing well-known optical phenomena, such as
Snell’s law and total internal reflection, along with the analysis of periodic systems, such as
Bragg mirrors and two-dimensional photonic crystal slabs, achieving an average correlation of
0.99 with theoretical predictions. The results demonstrate that the transmittance spectrum
is highly dependent on relative displacement and twist of the layers, due to the evolution of
guided resonances as a function of these parameters. Additionally, is found that a bilayer
system of diffraction gratings composed of vanadium dioxide (VO2) can be used to modulate
the intensity of a carbon dioxide (CO2) laser by adjusting the relative displacement between
layers. Furthermore, the analysis of a particular quasicrystalline system, reveals that the
linear behavior of a guided resonance as a function of the slabs’ twist suggests its potential
application in the design of tunable central-frequency filters. These findings pave the way for
practical application of bilayer systems and lead to future experimental validations and deeper
theoretical studies.

Keywords: Photonic crystal, Photonic quasicrystal, Guided resonance, RCWA, Angle-resolved
spectroscopy, Optical modulation, Optical filter.
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del Valle, por su disposición para facilitar el acceso al clúster de cómputo que permitió llevar
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3.3 Modos propios de una lámina dielectrica uniforme . . . . . . . . . . . . . . . . 20

3.4 Matriz de Dispersión . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22
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6.1.3 Lámina de cristal fotónico Bidimensional . . . . . . . . . . . . . . . . . 47

6.2 Pruebas de concepto . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50
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α. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

2.1 Ejemplos de cristales fotónicos: (a) unidimensional, (b) bidimensional y (c)
tridimensional, donde cada color representa un ı́ndice de refracción distinto. En
cada ejemplo se muestran los vectores y el parámetro de red para cada estructura. 11
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n = 3.16 y espesor 0.5a, calculado de manera anaĺıtica, y el espectro de
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fotónico. Se resaltan las regiones de la respuesta rápida y la respuesta lenta. (b)
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radiación externa incidente sobre la lámina, solo es posible observar la región
superior al cono de luz. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21

3.6 (a) Comparación entre los modos propios de una lámina dieléctrica uniforme,
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4.3 Ejemplos de Patrones de Moiré formados por la superposición de dos redes
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un espejo de Bragg compuesto por capas con ı́ndice de refracción n1 y n2 con
espesores d1 y d2, respectivamente. (b) transmitancia de un espejo de Bragg,
con n1 = 3.6, n2 = 1 y d1 = d2 = a = 1, en función de la frecuencia ω,
para tres cantidades distintas de componentes de Fourier. Las tres curvas son
exactamente iguales, por esa razón no se evidencian diferencias entre śı. . . . . 44
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fotónicas, el campo electromagnético logra penetrar superficialmente, z = 0, el
espejo de Bragg hasta desvanecerse. Y (b) transformada de Fourier, a lo largo
de la coordenada espacial z, de estos resultados. En los máximos de esta gráfica
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6.7 (a) Estructura de bandas de una lámina de cristal fotónico con ı́ndice de refracción
3.46 con red cuadrada, obtenida utilizando el método de espectroscoṕıa resuelta
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17.47o y un sistema equivalente de láminas uniformes con ı́ndice de refracción
de 3.39. (b) Espectro de transmitancia (figura 6.18) tras la convolución con un
kernel de realse vertical, se destacan las resonancias guiadas, pues este filtrado
se deshace del fondo de transmisión. Se resalta una resonancia guiada cuya
frecuencia aparenta una dependencia lineal con el ángulo α. . . . . . . . . . . . 60
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n1 y n2, con espesores d1 y d2, respectivamente, y están separadas por una
distancia D. Las amplitudes de las ondas planas que inciden hacia la estructura
son A0 y Bs, y la amplitud de las ondas planas que salen de la estructura son
As y B0. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68

B.1 Certificado de participación del Primer Encuentro Internacional de Investigación
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0. Introducción

A partir del siglo pasado, el desarrollo conceptual y práctico en la propagación de los electrones
ha representado un avance tecnológico radical. La electrónica moderna, por ejemplo, se basa
en la implementación de semiconductores [8, 9]: materiales que cuentan con propiedades
únicas que permiten la manipulación voluntaria de la corriente eléctrica y, por lo tanto, el
desarrollo de dispositivos como diodos, transistores y circuitos integrados que han impactado
notoriamente múltiples aspectos de la vida cotidiana, la industria y la investigación cient́ıfica.
A lo largo de los años, estos artefactos han disminuido su tamaño, aumentado su velocidad
de funcionamiento y mejorado su eficiencia eléctrica [10]. Sin embargo, limitaciones como
el calentamiento, la velocidad limitada y la latencia, debidas a la resistencia eléctrica en los
circuitos electrónicos, han convertido a la luz en una alternativa llamativa para la computación
y las telecomunicaciones [11, 12]. De hecho, en la actualidad, desarrollos tecnológicos en
fotónica (fibras ópticas, circuitos integrados, etc) están revolucionando estos sectores [13].
Por ejemplo, las redes de fibra óptica han superado notoriamente al cableado eléctrico en la
transmisión de datos [14] y la fotónica ha ejercido una gran influencia en la fabricación de
sensores dispositivos médicos [15,16].

Muchas de estas tecnoloǵıas, basadas en la transmisión de la luz, están influenciadas por los
cristales fotónicos [17, 18]: materiales macroscópicos cuyo ı́ndice de refracción es periódico en
una, dos o tres direcciones, lo cual origina múltiples interacciones constructivas y destructivas
de las ondas electromagnéticas que inciden sobre estos y da lugar a fenómenos como las brechas
fotónicas [19,20], confinamiento de la luz [21–23], BIC s [24,25]y transmisión ultralenta de la
luz [26–28]. Estos fenómenos permiten una manipulación directa en la propagación de la luz,
lo cual convierte a los cristales fotónicos en un análogo directo de los semiconductores, para
ondas electromagnéticas, y en piezas clave de la fotónica, siendo aplicados en la fabricación de
sensores [29], multiplexores y desmultiplexores de fibra óptica [30,31] y celdas solares [32–34].
Es importante resaltar que, actualmente, el concepto de cristal fotónico ha sido reemplazado
por el de lámina de cristal fotónico. Esto se debe a que, en la teoŕıa, los cristales fotónicos
son concebidos como estructuras cristalinas infinitas, mientras que las láminas de cristal
fotónico se modelan infinitas a lo largo del plano donde presentan la red cristalina y finitas
en la dirección perpendicular. Los beneficios de investigar este último tipo de estructura son
inmediatos, pues la fabricación de un elemento congruente con un cristal fotónico requiere que
sus dimensiones macroscópicas sean mucho más grandes que el periodo de la red cristalina,
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generando una alta complejidad en su elaboración. Las láminas de cristal fotónico, por el
contrario, resultan más sencillas de fabricar y mantienen varias propiedades de los cristales
fotónicos al tiempo que presentan nuevos fenómenos [35]. Por ejemplo, algunos modos propios
del campo electromagnético que surgen en las láminas de cristal fotónico pueden acoplarse a
radiación exterior y se evidencian en la transmitancia del sistema como resonancias de Fano.
A estos modos propios se les conoce como resonancias guiadas, o modos de fuga, y fueron
aprovechados a lo largo de este proyecto para obtener el diagrama de bandas de las estructuras
de interés a través de un método conocido como Espectroscoṕıa resuelta en ángulo (en inglés
Angle resolved spectroscopy o ARS ) [36–42].

En este contexto, el presente trabajo aborda una de las limitaciones más evidentes de las
láminas de cristales fotónicos. Una vez han sido diseñadas y construidas, no es posible cambiar
sus propiedades geométricas y dispersivas y, por lo tanto, sus propiedades ópticas son fijas.
Es decir, sólo es posible cambiar la manera en que la luz interactúa con una lámina cristal
fotónico cambiando su longitud de onda y el ángulo de incidencia [43, 44]. En este sentido,
surge la siguiente pregunta: ¿Existen estructuras con propiedades similares a los cristales
fotónicos que cuenten con más grados de libertad en la manipulación de la luz? La respuesta
inmediata es śı, este tipo de manipulación puede realizarse perturbando el ı́ndice de refracción
del cristal fotónico [45–47] o en sistemas compuestos por dos láminas, donde la separación
entre ambas capas se convierte en un nuevo parámetro que puede ser configurable a voluntad
tras la construcción de las estructuras cristalinas [48]. Ahora bien, si la superposición entre
ambas láminas resulta de manera desigual, por ejemplo, a través de un giro [5, 49] o un
desplazamiento [48,50], se obtiene lo que se conoce como un patrón de Moiré, una estructura
cuasi-cristalina que continúa manteniendo grandes similitudes con los cristales fotónicos e
incluye nuevos grados de libertad. Cada valor que tome dicho giro o desplazamiento genera una
red diferente, cuya periodicidad es aparente e inexacta, con propiedades ópticas distintas que
dan lugar a variados fenómenos ajustables a través de estos nuevos parámetros. Por ejemplo,
en los últimos años se ha observado la manipulación directa de resonancias guiadas [44,51],
lo cual ha permitido diseñar estructuras que permiten la generación de vortices [52], bandas
planas [53] y el redireccionamiento de luz [54] a través de estos nuevos grados de libertad.

El objetivo principal de este trabajo es obtener el diagrama de bandas, en el punto Γ (incidencia
normal de la luz sobre el sistema) de la primera zona de Brillouin, de estas estructuras cuasi-
cristalinas y observar el comportamiento de las resonancias guiadas en función del giro o el
desplazamiento. Para esto, se utiliza un método numérico conocido como Análisis Riguroso de
Ondas Acopladas (en inglés Rigorous coupled wave analysis o RCWA) [55], que en conjunto
con la espectroscoṕıa resuelta en ángulo, permite observar las resonancias guiadas de estos
sistemas. RCWA es un método orientado a la solución de las ecuaciones de Maxwell a través
de una expansión en términos de Fourier de los elementos involucrados en un sistema cristalino
(campos eléctrico y magnético e ı́ndice de refracción). Esto implica que no puede ser aplicado
directamente a estructuras cuasi-cristalinas debido a que no presentan una periodicidad
real. Entonces, es necesario aplicar una modificación en RCWA que implica la adición de
nuevos términos en la expansión de Fourier del método [49]. La aplicación de esta técnica
resulta conveniente, pues una alternativa implica aplicar un enfoque periódico conocido como
aproximación por supercelda. Sin embargo, las estructuras cuasi-cristalinas presentan una
periodicidad aparente, por lo tanto, no es posible plantear una región del sistema que se
repita de manera exacta a lo largo del espacio, como sucede con la celda unitaria de un cristal
fotónico. No obstante, al observar los patrones de Moiré que se forman en estas estructuras
cuasi-cristalinas es posible identificar una región espacial, mucho más grande que las celdas
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unitarias de las láminas que conforman el sistema, que aparenta repetirse con un periodo
aún mayor. A esta región se le conoce como supercelda y aunque no se repite de manera
exacta, es posible realizar una aproximación periódica del sistema a partir de esta. Este
enfoque resulta poco conveniente pues, tal como será descrito en los caṕıtulos 4 y 5, implican
un coste computacional notoriamente alto y, a excepción de unos ángulos conocidos como
conmensurados, no es posible garantizar que la aproximación sea correcta.

Este documento, al igual que la metodoloǵıa seguida durante el trabajo, está organizado de
manera que se incrementa progresivamente la complejidad de los sistemas en estudio hasta
llegar a las estructuras bicapa de interés. Esto se hace buscando que este documento funcione
como una herramienta y gúıa para estudiantes que incursionen en este tema. Inicialmente,
en el primer caṕıtulo se presentará un diagrama y una descripción general de la metodoloǵıa
seguida durante este trabajo, donde se divide el procedimiento en tres etapas: la etapa de
preparación, la etapa de pruebas y la etapa de ejecución. A continuación, en el segundo y
tercer caṕıtulo, se exploran las propiedades generales de los cristales fotónicos y las láminas de
cristal fotónico, respectivamente, abordando la teoŕıa necesaria para comprender la aparición
de los modos propios de estos sistemas y cómo la radiación electromagnética externa logra
acoplarse y generar resonancias en las estructuras. Seguidamente, en el cuarto caṕıtulo, los
sistemas bilaminares cuasi-cristalinos serán introducidos desde una perspectiva geométrica,
desde la cual se motivará el uso de métodos numéricos, tratados en el quinto caṕıtulo, para
encontrar sus propiedades ópticas. Los resultados serán presentados en el sexto caṕıtulo y,
finalmente, en el caṕıtulo 7 se expondrán las conclusiones del trabajo, junto con algunos
apuntes y perspectivas para futuros proyectos.
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1. Metodoloǵıa

Los objetivos espećıficos planteados para este proyecto son:

1. Determinar las herramientas teóricas y computacionales que se usarán para el mode-
lamiento de los cristales fotónicos cuasi-periódicos.

2. Obtener las estructuras de bandas de los cuasi-cristales.

3. Determinar si los cuasi-cristales estudiados podŕıan ser empleados en la fabricación de
dispositivos ópticos con parámetros variables.

A fin de alcanzarlos, se diseñó la metodoloǵıa representada en la figura 1.1. Si bien el proceso
de investigación para este trabajo de grado no fue completamente lineal, este diagrama de
flujo representa correctamente los pasos seguidos a lo largo del proyecto, los cuales fueron
agrupados en tres etapas. De esta manera, en este caṕıtulo, se describirá el procedimiento, y las
decisiones generales, que permitieron el análisis numérico de estos sistemas cuasi-cristalinos y,
posteriormente, la propuesta de algunas estructuras para su aplicación en dispositivos ópticos.

1.1. Etapa 1

Esta primera etapa fue de preparación y responde al primer objetivo espećıfico. Aqúı, se
realizó la investigación de antecedentes. Esto permitió seleccionar el tipo de estructura y las
propiedades ópticas que se deseaban analizar. La decisión final fue motivada por las cualidades
del sistema bicapa expuestas en el caṕıtulo 4.

Seguidamente, teniendo en cuenta que el enfoque de la investigación seŕıa computacional, se
evaluaron múltiples métodos numéricos. Entre ellos se destacan los siguientes:

- Método de diferencias finitas en el dominio temporal (FDTD).

- Método de elementos finitos (FEM ).

- Análisis riguroso de ondas acopladas (RCWA).
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Los primeros dos métodos son caracterizados por su versatilidad. Su construcción les permite
simular las propiedades electromagnéticas de casi cualquier sistema (caṕıtulo 5). Esta cualidad
los convierte en métodos notablemente costosos en términos de los recursos computacionales
necesarios para los objetivos de este trabajo [49].

Figura 1.1: Diagrama de flujo del proyecto, centrado en el acercamiento numérico del problema.
Se exponen las decisiones, en rombos color amarillo, y las actividades, en rectángulos color
azul (el color celeste es para aquellas actividades que arrojan datos que deben ser analizados).
El inicio y el final del procedimiento se presentan en las casillas color naranja y verde,
respectivamente. Además, se muestran, expĺıcitamente, las tres etapas del proyecto. También,
se expone la posibilidad de abordar el problema con los enfoques experimental y anaĺıtico, con
el objetivo de que el conjunto de que estas tres estrategias (numérica, anaĺıtica y experimental)
se retroalimenten entre śı para construir un proyecto más robusto en el futuro.
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Por otra parte, RCWA es un método numérico ideado para estudiar el comportamiento del
campo electromagnético en estructuras cristalinas por capas. Estar focalizado en este tipo
de estructuras, que son el objetivo de estudio de este trabajo, lo convierte en una opción
más eficiente en comparación con las alternativas. Además, los estudios más significativos y
recientes en esta área de investigación han aplicado este método [44, 49–51]. Por estas razones,
RCWA fue seleccionado para este trabajo.

Python fue considerado como el lenguaje de programación idóneo. Debido a su sintaxis
amigable y a la presencia de paquetes reconocidos por la comunidad cient́ıfica en la aplicación
de RCWA, como S4 e Inkstone [55,72]; S4 es una libreŕıa altamente conocida en esta área. A la
fecha, su art́ıculo de publicación ha sido citado más de 300 veces. Por lo tanto, fue la primera
opción. Sin embargo, hay caracteŕısticas de la libreŕıa, necesarias para este proyecto, que no son
presentadas en la documentación. Esto no seŕıa un problema si el código fuente fuese de rápida
lectura, pues una revisión ligera seŕıa suficiente para entender su funcionamiento. No obstante,
el código fuente de S4 demandaba una gran cantidad de tiempo para lograr este cometido.
Por lo tanto, se decidió utilizar Inkstone, una libreŕıa más reciente desarrollada por el mismo
grupo de investigación que S4 y escrita, en su totalidad, en Python. Esto permitiŕıa realizar
las modificaciones necesarias al método numérico para estudiar los sistemas bicapa sin mayores
complicaciones (caṕıtulo 5). Aunque, esto no fue necesario. La revisión de antecedentes fue
constante durante el desarrollo de este trabajo, y permitió implementar rápidamente el paquete
RCWA4D, el cual fue publicado durante el año 2024 [79]. Este contiene las modificaciones
descritas en el caṕıtulo 5, necesarias para que RCWA logre simular estructuras fotónicas
compuestas por dos capas superpuestas y rotadas entre śı. Una vez el entorno de simulación
fue diseñado, se decidió utilizar MATLAB para realizar el análisis de los resultados.

En este punto, las limitaciones del entorno construido (método numérico, lenguaje de progra-
mación y paquetes) fueron claras. Principalmente, el método numérico no permite conocer
los modos guiados de la estructura (caṕıtulo 5). Entonces, los resultados obtenidos siempre
estarán ubicados por encima del cono de luz (caṕıtulo 3). Además, como RCWA está basado
en la transformada de Fourier, se espera que los resultados sean dependientes de la cantidad
de componentes de Fourier seleccionadas.

Finalmente, Inkstone y RCWA4D utilizan libreŕıas como NumPy [109] y SciPy [110] para
llevar a cabo los cálculos requeridos por el método. Estas dos libreŕıas utilizan OpenBlas [111]
para realizar cómputos básicos de álgebra lineal aprovechando múltiples procesadores. Esta
paralelización, en conjunto con Mpi4Py [112], permitieron dividir las tareas computacionales
en subgrupos bien distribuidos a lo largo de los nodos de la máquina, lo contribuyó a sacar
provecho del clúster que se teńıa a disposición. Las especificaciones de este se encuentran
listadas en la tabla 1.1.

Es importante mencionar que, inicialmente, algunos de los cálculos también fueron realizados
en una estación de trabajo (sus especificaciones se encuentran en la tabla 1.2). Sin embargo,
dada la carga computacional de las simulaciones realizadas, fue necesario emplear el clúster
mencionado anteriormente.
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Caracteŕıstica Especificación

Sistema operativo Rocks Cluster Distribution
Nodos totales 7

Modelo de Procesadores

3× Intel® Xeon® CPU E5-2630 v4 @ 2.20GHz

2× Intel® Xeon® CPU E5-2680 0 @ 2.70GHz

2× Intel® Xeon® CPU E5-2630L v2 @ 2.40GHz

Distribución de CPUs
3 nodos con 20 CPUs f́ısicos (40 hilos c/u)
2 nodos con 16 CPUs f́ısicos (32 hilos c/u)
2 nodos con 6 CPUs f́ısicos (12 hilos c/u)

Total de CPUs f́ısicos 104
Total de hilos disponibles 208
Arquitectura x86 64
Hyper-Threading Activado
RAM por nodo 62 GB
SWAP por nodo 63 GB
Almacenamiento por nodo 2.7 TB HDD
Almacenamiento en nodo principal 4× 10.4 TB HDD
Gestor de trabajos Sun Grid Engine (SGE) 8.1.9

Tabla 1.1: Tabla de especificaciones del clúster utilizado para realizar los cálculos numéricos.

Caracteŕıstica Especificación

Sistema Operativo Ubuntu 24.04.2 LTS

Modelo del procesador Intel® Xeon® W-2295 @ 3.00GHz
Total de CPUs f́ısicos 18
Total de hilos disponibles 36
Arquitectura x86 64
Hyper-Threading Activado
RAM disponible 62.5 GB
Almacenamiento 250 GB SSD

Tabla 1.2: Tabla de especificaciones de la estación de trabajo Dell Precision 5820 Tower,
utilizada de manera temporal durante el proyecto.

1.2. Etapa 2

Con el objetivo de identificar errores, nuevas limitaciones y fuentes de error, se diseñó esta
etapa para someter a ensayo el entorno construido anteriormente.
Primero, como ejercicio académico y evaluación del entorno, se hicieron pruebas de fenómenos
f́ısicos bien conocidos en la refracción de la luz, como la ley de reflexión, la ley de Snell, reflexión
interna total y el ángulo de Brewster. Durante estas pruebas, el desempeño del entorno fue
medido de manera cuantitativa utilizando el coeficiente de correlación de Pearson entre los
resultados numéricos y los resultados anaĺıticos expuestos en [56].
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Seguido de esto, se realizaron pruebas con sistemas periódicos. Inicialmente, se simuló un
espejo de Bragg. Se obtuvieron espectros de transmitancia y la estructura de bandas, y se
compararon cualitativamente con trabajos anteriores [17, 75] (en este punto se exploró la
posibilidad de encontrar el diagrama de bandas a partir de la transformada de Fourier de la
amplitud del campo eléctrico, ver el caṕıtulo 5). De manera análoga, se analizó una lámina de
cristal fotónico bidimensional y se compararon los resultados de su espectro de transmitancia y
estructura de bandas con la literatura de manera cualitativa [36, 42]. En este caso se aplicó el
método de espectroscoṕıa resuelta en ángulo (caṕıtulo 3) para obtener el diagrama de bandas y
los resultados también fueron contrastados con un método numérico conocido como Expansión
de modos guiados [77]. Este punto también fue fundamental para comprender cómo depende
la convergencia de RCWA de la cantidad de parámetros de Fourier utilizados en la simulación.
Para esto, se compararon los resultados del espectro de transmitancia para números distintos
de parámetros de Fourier. También se realizó la reconstrucción espacial del ı́ndice de refracción
del sistema a partir de las componentes de Fourier involucradas en la simulación; la presición
y exactirud del ı́ndice de refracción reconstruido con el ı́ndice de refracción ideal fue el criterio
utilizado a lo largo del trabajo para seleccionar la cantidad de componentes de Fourier de la
simulación. Además, en aquellos casos donde el criterio arrojó un número de componentes de
Fourier que condujo a tiempos de computación relativamente cortos para la disponibilidad de
la máquina utilizada, se seleccionó una cantidad de componentes de Fourier mayor, buscando
una redundancia numérica.

Tras finalizar las pruebas necesarias para evaluar el correcto desempeño del entorno, era posible
continuar con la simulación de los sistemas cuasi-cristalinos. Sin embargo, resultó razonable
realizar un paso intermedio: el objetivo es analizar el comportamiento óptico de estructuras
bicapa cuya red rećıproca es no conmensurada debido a la superposición desigual de las láminas
de cristal fotónico involucradas. Por lo tanto, se plantearon pruebas de concepto a una escala
reducida; simulaciones de sistemas compuestos por dos capas de láminas de cristal fotónico
cuya red rećıproca śı es conmensurada. Para esto, se simuló la superposición de dos rejillas de
difracción idénticas, aplicándoles desplazamientos y giros relativos entre śı. Estas simulaciones
comprendieron el computo de los espectros de transmitancia para observar las resonancias de
Fano de los sistemas. Al finalizar esta sección de la etapa, se realizó un primer acercamiento
a las estructuras cuasicristalinas, compuestas por un giro relativo entre láminas de cristal
fotónico bidimensional superpuestas, a través del cálculo del espectro de transmitancia en el
punto Γ de la primera zona de Brillouin y en función del giro entre ambas capas.
Cabe resaltar que, gracias a que la ecuación maestra es escalable espacialmente (caṕıtulo 2),
estas simulaciones fueron realizadas considerando longitudes de onda normalizadas.

1.3. Etapa 3

Esta fue la etapa final del proyecto, donde se aplicó lo aprendido anteriormente para analizar
los sistemas bilaminares propuestos. La figura 1.2 describe correctamente los dos sistemas
seleccionados. El primer sistema está constituido por el desplazamiento relativo entre dos
rejillas de difracción. Y, de manera análoga, el segundo sistema está construido a partir del
giro relativo entre dos láminas de cristal fotónico compuestas por agujeros ciĺındricos en una
red cuadrada. Para ambos sistemas se calcularon los espectros de transmitancia en función
del parámetro α a varias frecuencias en el punto Γ de la primera zona de Brillouin.
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Figura 1.2: Representación diagramática de dos sistemas bicapa compuestos por (a) el
desplazamiento entre dos rejillas de difracción superpuestas de manera paralela y (b) dos
láminas de cristal fotónico con red cuadrada giradas entre śı un ángulo α.

Este trabajo contempla la posibilidad de retroalimentarse con una exploración experimental
de estos sistemas cuasi-cristalinos. Por lo tanto, el siguiente paso fue considerar los factores
de manufacturabilidad y levantar algunas limitaciones del modelo que eran permitidas por
RCWA. Por ejemplo, hasta ahora se consideraron ı́ndices de refracción fijos y de valor real, Sin
embargo, en la realidad, los ı́ndices de refracción son dependientes de la frecuencia de la luz y
en algunos casos, en materiales que presentan absorción de la luz, toman valores complejos,
cuya parte imaginaria se conoce como el coeficiente de extinción k [113]. Esto implica que
los resultados obtenidos no pueden ser escalables a cualquier longitud de onda, es decir, se
debe tener en cuenta la región del espectro electromagnético en la que son válidos. Tomando
en cuenta estas nuevas consideraciones se procedió con las simulaciones. Al igual que en el
paso anterior, para ambos sistemas se calcularon los espectros de transmitancia en función del
parámetro α, para varias frecuencias.

Cabe resaltar que, si bien, materiales como el silicio (Si), el dióxido de titanio (TiO2), el dióxido
de silicio (SiO2) y el arsenuro de galio (GaAs) podŕıan ser candidatos experimentales (pues
son dieléctricos y han sido ampliamente utilizados en la fabricación de cristales fotónicos), a la
fecha, el proyecto de investigación experimental se encuentra en una etapa temprana. Por lo
que los materiales aqúı simulados no se corresponderán, necesariamente, con los materiales que
serán utilizados en el futuro. Sin embargo, está claro que se emplearán materiales dieléctricos.
Por lo tanto, los archivos de simulación, desarrollados en este trabajo, podrán ser empleados
sin cambios mayores a la modificación del ı́ndice de refracción, la escala espacial y el rango de
frecuencias del material.

Finalmente, con estos resultados se procedió a seleccionar los comportamientos más interesantes,
y las estructuras que los presentan, para proponer dos dispositivos ópticos basados en estos
sistemas bicapa.
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2. Cristales Fotónicos

El primer paso para analizar el comportamiento de la luz en una estructura de Moiré, como
las descritas anteriormente, es comprender cómo se propagan los campos eléctrico y magnético
a través de un cristal fotónico. Por lo tanto, a lo largo de este caṕıtulo se expondrán las
propiedades generales de los cristales fotónicos, abordando una ecuación, derivada de las
ecuaciones de Maxwell, que describe estos sistemas y de la cual se extraen los conceptos de
modos propios y estructura de bandas. Adicionalmente, se realiza una pequeña revisión de la
red rećıproca y la primera zona de Brillouin, conceptos necesarios para abordar este problema.

Desde una perspectiva geométrica, los cristales fotónicos son medios que se extienden por
todo el espacio y presentan un ı́ndice de refracción n ordenado y periódico, el cual puede
caracterizarse, espacialmente, mediante la siguiente ecuación [17]:

n(r) = n(r+R). (2.1)

En general, el ı́ndice de refracción de los cristales fotónicos cambia de manera discreta en
el espacio. Por lo tanto, para evitar redundancias, el vector R es descrito a través de una
superposición de la forma

R = na1 +ma2 + la3 n,m, l ∈ Z, R ∈ R3, (2.2)

donde ai son los vectores de red del cristal fotónico. La cantidad de vectores de red necesarios
para describir la geometŕıa de un cristal fotónico, vaŕıa dependiendo de la cantidad de
direcciones en las que el ı́ndice de refracción es periódico. Por ejemplo, si el ı́ndice de refracción
de un cristal fotónico es periódico en una única dirección, será necesario un único vector de red
y se dice que el cristal fotónico es unidimensional. Por lo tanto, los cristales fotónicos pueden
ser clasificados como unidimensionales, bidimensionales y tridimensionales (Figura 2.1).
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(a) (b) (c)

Figura 2.1: Ejemplos de cristales fotónicos: (a) unidimensional, (b) bidimensional y (c)
tridimensional, donde cada color representa un ı́ndice de refracción distinto. En cada ejemplo
se muestran los vectores y el parámetro de red para cada estructura.

2.1. Red rećıproca y primera zona de Brillouin

Antes de continuar con el acercamiento teórico de los cristales fotónicos, resulta conveniente
revisar un par de conceptos realmente útiles para este objetivo. Las estructuras cristalinas
pueden ser descritas a través de una función periódica que cumple f(r) = f(r +R). Gen-
eralmente, el vector R suele tener la forma 2.2 y describe un conjunto de puntos que es
conocido como la red real de la estructura cristalina [8]. En este sentido, la red rećıproca,
cuyos elementos son de gran utilidad para describir fenómenos f́ısicos, es la representación en
el espacio de Fourier de la red real y, de manera análoga, también es descrita a través de la
superposición entera de vectores bi

G = n′b1 +m′b2 + l′b3 n′,m′, l′ ∈ Z, (2.3)

conocidos como los vectores rećıprocos. Estos pueden ser calculados a través de los vectores
de red:

bi = 2π
aj × ak

ai · (aj × ak)
, ϵijk = 1, (2.4)

donde ϵijk representa al śımbolo de Levi-Civita y cumplen G ·R = 2πN , para N ∈ Z. Una
de las grandes ventajas de tomar en consideración la red rećıproca es que, al calcular la
transformada de Fourier de una función periódica, solo se necesitan tomar los términos que
involucran los vectores de onda G [17].

Por otra parte, los fenómenos f́ısicos en sistemas cristalinos suelen ser caracterizados a través
de un vector de onda que identifica la oscilación en el medio. Curiosamente, alrededor de cada
punto G es posible definir una porción del espacio rećıproco, conocida como la primera zona
de Brillouin, que contiene la información suficiente para describir la propagación de ondas en
medios periódicos [8, 17]. En la figura 2.2, se presenta la construcción de esta región para una
red cuadrada y una red hexagonal: tras identificar un punto de la red rećıproca Γ (usualmente
se selecciona el origen de coordenadas), se trazan bisectores perpendiculares en cada segmento
de recta que une dicho punto y sus primeros vecinos (aquellos puntos de G más cercanos a Γ),
de esta manera, el área o volumen delimitado por los bisectores se conoce como la primera
zona de Brillouin. En la figura 2.2, también se puede observar que existen ciertos puntos que
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Figura 2.2: Representación diagramática de la construcción de la primera zona de Brillouin,
área sombreada, para una red cuadrada y una red hexagonal. Los puntos azules representan
la red rećıproca y los puntos negros representan puntos de alta simetŕıa en la primera zona de
Brillouin.

reciben un nombre propio, los puntos negros; esto se debe a que son puntos de alta simetŕıa
que resultan cruciales para comprender los fenómenos f́ısicos en sistemas cristalinos [8].

2.2. Ecuación Maestra

El objetivo de esta sección es describir el problema de los cristales fotónicos a través de
un problema de valores y vectores propios. Para esto es necesario partir de las ecuaciones
de Maxwell que describen comportamiento de los campos eléctrico E y magnético H en
materiales [56]:

∇ ·D = ρ, ∇×E+
∂B

∂t
= 0,

∇ ·B = 0, ∇×H− ∂D

∂t
= J,

(2.5)

donde D y B son los campos de densidad de flujo eléctrico y magnético, respectivamente.
También es necesario realizar algunas consideraciones. Primero, el tipo de materiales involu-
crados en el problema tienen una respuesta óptica lineal, por lo tanto [17]

D = ϵ0ϵ(r)E, (2.6)

B = µ0µ(r)H, (2.7)

donde ϵ0 y µ0 son la permitividad eléctrica y la permeabilidad magnética del vaćıo, respec-
tivamente, y ϵ(r) y µ(r) son la permitividad eléctrica relativa y la permeabilidad magnética
relativa del material. Segundo, se toma µ(r) = 1 pues es una aproximación comunmente
empleada en dieléctricos [56]. Y tercero, se asume la ausencia de cargas (fuentes y sumideros
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del campo eléctrico) y de corrientes (inductores de campo magnético). De esta manera, las
ecuaciones de Maxwell toman la forma:

∇ · ϵ(r)E = 0, ∇×E+ µ0
∂H

∂t
= 0,

∇ ·H = 0, ∇×H− ϵ0ϵ(r)
∂E

∂t
= 0.

(2.8)

A continuación, se escriben E y H en términos de una función con variables separadas.
Para esto, se plantea una expansión de ambos campos en un conjunto de modos armónicos
expĺıcitamente dependientes de la frecuencia temporal ω. Estos modos toman la siguiente
forma:

E(r, t) = e−iωtE(r), (2.9)

H(r, t) = e−iωtH(r). (2.10)

Cabe resaltar que el uso de la exponencial compleja es por conveniencia matemática.
Al reemplazar estos resultados en 2.8, se obtiene

∇ · ϵ(r)E(r) = 0, (2.11)

∇ ·H(r) = 0 (2.12)

∇×E− iωµ0H(r) = 0, (2.13)

∇×H+ iωϵ0ϵ(r)E(r) = 0. (2.14)

De esta forma, al dividir 2.14 por ϵ(r), calcular el rotacional y reemplazar 2.13, se obtiene la
ecuación maestra:

∇× 1

ϵ(r)
∇×H(r) =

(
ω

c

)2

H(r), (2.15)

donde c es la velocidad de la luz en el vaćıo. Las caracteŕısticas más importantes de esta
ecuación son que es una ecuación diferencial lineal desacoplada de E(r) y sintetiza el problema
de los cristales fotónicos en un problema de valores y vectores propios del operador diferencial

Θ̂ = ∇× 1

ϵ(r)
∇×, (2.16)

pues permite identificar que los modos H(r) permitidos en el sistema son aquellos que, al
ser operados por Θ̂, resultan en śı mismos multiplicados por un escalar. Además, 2.15 no
depende de la escala espacial seleccionada. Es decir, la ecuación maestra sigue siendo válida si
se reemplaza r → r/a y ω → ωa/c [17]. Por lo tanto, las soluciones que serán obtenidas más
adelante podrán ser aplicadas a cualquier escala realizando una selección correcta de a. Por
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otra parte, antes de continuar con las consecuencias de este resultado, es importante mencionar
que las ecuaciones 2.11 y 2.12 implican la ausencia de fuentes y sumideros de campo eléctrico
y magnético. Es decir, los campos eléctricos y magnéticos se propagan a través de los cristales
fotónicos en forma de ondas electromagnéticas transversales. Además, una vez identificados los
modos H(r) que resuelven la ecuación 2.15, es posible calcular los modos de campo eléctrico
correspondientes mediante:

E(r) =
i

ωϵ0ϵ(r)
∇×H(r). (2.17)

2.3. Estructura de bandas

La propagación de las ondas electromagnéticas en cristales fotónicos tiene múltiples similitudes
con la propagación de los electrones en semiconductores [17]. Esto se debe a varias razones:

- El operador Θ̂ es hermı́tico [17], al igual que el operador hamiltoniano Ĥ que describe
los semiconductores [8]. Por lo tanto, sus valores propios son reales.

- Al igual que los vectores propios de Ĥ, los vectores propios de Θ̂ son ortonormales entre
śı, si se define el producto interno ( , ) de dos funciones vectoriales F,G : R3 → R3

como [17]:

(F,G) =

∫
d3rF∗(r) ·G(r), (2.18)

donde F∗ es el complejo conjugado de F. Además, para todo F′ con (F′,F′) ̸= 1, es
posible encontrar un modo equivalente F que cumple (F,F) = 1 a través de

F =
F′√

(F′,F′)
. (2.19)

Debido a que el operador Θ̂ es lineal, se garantiza que F′ y F son modos equivalentes
entre śı, ya que únicamente difieren en un escalar.

- Anteriormente se describió la periodicidad del ı́ndice de refracción a través de n(r) =
n(r+R). Al considerar µ(r) = 1, se obtiene ϵ(r) = ϵ(r+R). Dado que la permitividad
eléctrica está directamente involucrada en el operador Θ̂, este operador también es
periódico en el espacio. Esto constituye un análogo claro con la teoŕıa cuántica de
semiconductores.

Por lo tanto, resulta razonable aplicar las herramientas utilizadas en la f́ısica del estado sólido
para resolver la ecuación 2.15. En particular, aplicar el teorema de Bloch [8] resulta de gran
utilidad para interpretar y encontrar las soluciones de la ecuación maestra. En este contexto, el
teorema de Bloch sostiene que los modos propios del operador Θ toman la siguiente forma [57]:

H(r) = Hkn(r) = eik·rukn(r), (2.20)

donde k es el vector de onda de la oscilación y ukn(r) cumple ukn(r) = ukn(r+R). Es decir,
ukn(r) contiene la misma periodicidad del ı́ndice de refracción. De hecho, los modos 2.20
también son periódicos en los vectores de onda, pues los valores k y k+G, donde G es un
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punto de la red rećıproca, son equivalentes [17]. Por lo tanto, para conocer todas las soluciones
a este problema solo es necesario investigar una porción del espacio rećıproco: la primera zona
de Brillouin.

Continuando con el desarrollo, al reemplazar 2.20 en 2.15, se obtiene:

Θ̂kukn(r) =

(
ωn(k)

c

)2

ukn(r). (2.21)

Esto simplifica un poco más el problema, pues se reduce el conjunto de soluciones a un conjunto
de funciones vectoriales que deben cumplir con la condición de periodicidad del cristal. Por
otro lado, dado que el operador Θ̂k = (∇ + ik) × 1

ϵ(r)(∇ + ik)× depende expĺıcitamente
de k, existen múltiples valores propios para cada valor del vector de onda, los cuales serán
distinguidos con la letra n. Estos valores propios del operador Θ̂k definen un conjunto de
funciones ωn(k); este conjunto es llamado la estructura de bandas, o diagrama de bandas,
del cristal fotónico y, en general, puede ser un espectro de frecuencias discreto o continuo.
En este caso, dada la periodicidad de uk, los modos H(r) están acotados espacialmente
(2.20). Por lo tanto, el espectro de valores propios ωn(k) conforman un conjunto discreto.
Sin embargo, esto no siempre será válido. En el caṕıtulo 3 se presentará un acercamiento
un poco más realista a los cristales fotónicos, que permitirá conectar estas ideas y con-
ceptos con las estructuras de Moiré descritas en la introducción de este trabajo. Además,
se mostrará que su espectro de frecuencias es continuo en una región de la estructura de bandas.

De la estructura de bandas se puede extraer información relevante para predecir las propiedades
ópticas de los cristales fotónicos. Por ejemplo, la velocidad de grupo de las ondas electro-
magnéticas, definida como vg = ∇kωn(k) [57], desempeña un rol importante en la respuesta
óptica de estos materiales. Esta puede ser aprovechada para intensificar fenómenos ópticos,
como la emisión estimulada, confinamiento de luz, propagación de luz ultra-lenta, etc [18,58–62].
Por otra parte, puede existir un conjunto de ondas electromagnéticas con frecuencias ωg que
no se propaguen a través del cristal. Esto ocurre debido a que ningún valor propio ωn toma
los valores ωg para ningún k. En consecuencia, no existe un modo H con fase temporal e−iωgt

que sea solución de la ecuación maestra. Por lo tanto, estas frecuencias no pueden propagarse
a través del cristal fotónico. Esta propiedad tiene aplicaciones muy interesantes, como la
fabricación de espejos con alto ı́ndice de reflectancia o gúıas de onda [63,64].

Finalmente, un corolario del teorema de Bloch enuncia que el vector de onda k es una
cantidad conservada debido a que cumple

kf = ki +G, (2.22)

donde ki representa el vector de onda inicial y kf el vector de onda de las ondas planas
generadas por el proceso de dispersión, respectivamente. G es un vector de la red rećıproca
del cristal fotónico [57]. Se dice que el vector de onda se conserva, ya que la adición de un
vector de la red rećıproca no produce ningún cambio en el modo propio ni en su dirección de
propagación. Esto es una consecuencia directa del plegamiento del espacio rećıproco, donde
toda la f́ısica del sistema se encuentra contenida en una región conocida como la primera zona
de Brillouin.
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3. Láminas de Cristal Fotónico

Si bien el acercamiento anterior proporciona información valiosa sobre los fenómenos que
ocurren dentro de un cristal fotónico y ha sido ampliamente utilizado en múltiples estudios,
no representa una aproximación completamente fiel a la realidad. Experimentalmente, no
es posible obtener cristales fotónicos infinitamente grandes, y resulta muy dif́ıcil fabricar
cristales fotónicos cuyo parámetro de red sea despreciable con respecto a todas sus dimensiones
macroscópicas, lo cual seŕıa consistente con la teoŕıa. Por lo tanto, en este caṕıtulo se
presentarán las ideas y conceptos fundamentales para el estudio de láminas de cristal fotónico,
ver la figura 3.1, que son estructuras con espesor finito y periódicas en una o dos direcciones
sobre un plano suspendidas en un medio, usualmente aire. Esto es particularmente conveniente
para este trabajo, ya que las estructuras Moiré que serán estudiadas más adelante estarán
formadas por dos láminas de cristal fotónico superpuestas.

(a) (b)

Figura 3.1: Secciones de ejemplo de láminas de cristal fotónico: (a) con periodicidad unidimen-
sional (comúnmente conocida como rejilla de difracción) y (b) con periodicidad bidimensional.
Los colores representan un ı́ndice de refracción distinto al del medio circundante. En cada
caso, se ilustran los vectores de red correspondientes.
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El hecho de que estas estructuras sean infinitas en el plano (xy) y finitas en la dirección
perpendicular (z) provoca que la luz presente dos tipos de propagación dentro de la lámina de
cristal fotónico.
El primer tipo sucede cuando luz, cuyo vector de onda tiene una componente kz ̸= 0, incide
sobre la parte superior (o inferior) y, a través de un mecanismo que se expondrá más adelante,
se acopla a la estructura en forma de una resonancia. El segundo tipo de propagación sucede
cuando el vector de onda de la onda electromagnética no con componente vertical (kz = 0) y
es confinada dentro de la estructura. En este contexto, los modos propios de las láminas de
cristal fotónico, aquellos que resuelven 2.15, son clasificados en dos tipos [57]:

1. Modos de fuga, o resonancias guiadas, que pueden acoplarse a radiación externa.

2. Modos guiados, que están confinados dentro de la estructura.

3.1. Modos guiados

Los modos guiados y los modos de fuga son fácilmente diferenciables en la estructura de
bandas, esto se debe a que presentan una frontera conocida como el cono de luz, definido por
ω = c||k||||, donde k|| = kxx + kyy [17]. Aquellos modos que se encuentran por debajo del
cono de luz (ωg < c||k||||) se corresponden con los modos guiados (Fig. 3.2).

Figura 3.2: Representación diagramática del cono de luz en la estructura de bandas. Esta
superficie delimita dos regiones del espacio: la región de espectro discreto, ubicada por debajo
del cono de luz, donde se encuentran los modos guiados, y la región de espectro continuo,
localizada por encima del cono de luz, donde se encuentran los modos de fuga.

Los modos guiados se extienden infinitamente a lo largo del plano de la lámina y decaen
exponencialmente en la dirección vertical, fuera de esta [35]. Estos modos encuentran un ı́ndice
de refracción efectivo mayor dentro de la lámina, por lo que el confinamiento de los campos se
debe a un fenómeno semejante a la reflexión total interna [65]. Esta propiedad permite que
sean aprovechados en múltiples aplicaciones relacionadas con la fabricación de interruptores
ópticos, compuertas lógicas, gúıas de onda, biosensores, entre otros [66–71].
No es necesario entrar en detalles sobre la naturaleza de los modos guiados, pues en los
caṕıtulos siguientes se analizarán los efectos y fenómenos que surgen cuando la radiación
exterior interactúa con la estructura. Debido a su naturaleza, estos modos no pueden acoplarse
a la radiación exterior [17,35,36,57] y, por lo tanto, no son relevantes para este trabajo. Por
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el contrario, los modos de fuga, śı lo son, y serán fundamentales a partir de este punto.

3.2. Resonancias Guiadas o modos de fuga

Cuando un modo guiado alcanza el borde del cono de luz, se convierte en un modo de fuga,
o resonancia guiada y cumple omegaf > v||k||||. En este caso, la densidad electromagnética
continúa estando fuertemente confinada en la lámina de cristal fotónico. Sin embargo, estas
resonancias pueden ser excitadas por radiación electromagnética exterior [36].
El calculo de los modos de fuga para estas estructuras es sumamente complejo. Ya que, el
espesor de la estructura, el tipo de red periódica y los ı́ndices de refracción involucrados afectan
notoriamente el comportamiento de ωn(k). Por lo tanto, resulta fundamental el apoyo de
métodos numéricos para realizar estos cómputos. El método numérico seleccionado para este
trabajo fue Análisis Riguroso de Ondas Acopladas (en inglés Rigorous Coupled Wave analysis
o RCWA), un método diseñado para resolver las ecuaciones de Maxwell en arreglos de láminas
de cristal fotónico [72,73]. Más detalles sobre este método en el caṕıtulo 5.

Por ejemplo, el espectro de transmitancia de una lámina de cristal fotónico con ı́ndice de
refracción 3.46, red cuadrada con parámetro de red a, espesor 1/2 a y huecos circulares de radio
1/5 a, muestra un comportamiento muy similar a la transmitancia de una lámina dieléctrica
uniforme del mismo espesor, figura 3.3(a), pero con un ı́ndice de refracción ligeramente inferior
(para más detalles sobre la respuesta óptica de una lámina uniforme, consultar el anexo A).
Este hecho sugiere la posibilidad de desarrollar una teoŕıa basada en pequeñas perturbaciones
aplicadas sobre una lámina de cristal fotónico uniforme con ı́ndice de refracción navg, pues La
diferencia más evidente entre ambos espectros es la aparición de cuatro discontinuidades, entre
0.40 c/a y 0.55 c/a, que pueden ser atribuidas a la presencia de periodicidad en la lámina de
cristal fotónico.

Figura 3.3: (a) Comparación del espectro de transmitancia de una lámina uniforme, con
n = 3.16 y espesor 0.5a, calculado de manera anaĺıtica, y el espectro de transmitancia de
una lámina de cristal fotónico de red cuadrada, con n = 3.46, parámetro de red a, espesor
0.5a y huecos circulares de diámetro 0.4a, calculado a través de RCWA. (b) Representación
diagramática de una onda plana, con vector de onda kinc, incidiendo sobre una lámina de
cristal fotónico con ángulos θ y φ.
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Una interpretación muy interesante sobre el mecanismo con el que la lámina de cristal fotónico
afecta la transmisión y la reflexión de luz incidente sobre la estructura, fue propuesta por S. Fan
y J.D. Joannopoulos [36]. Si se aplica la transformada de Fourier al espectro de transmitancia
de la lámina de cristal fotónico, se obtiene la señal presentada en la figura 3.4(a). Esta señal
puede interpretarse como la medición temporal de la amplitud del campo eléctrico transmitido,
tras la incidencia normal de un pulso electromagnético sobre la estructura [74].
En particular, se destacan dos porciones de esta señal. La primera corresponde a la denominada
respuesta rápida. Cuando el pulso electromagnético incide sobre la lámina de cristal fotónico,
se registra una oscilación amplia del campo eléctrico (observar los ordenes de magnitud en la
gráfica). Esta respuesta inicial es un proceso de transmisión directa, asociado a la interacción
del pulso con la estructura general de la lámina. La transformada de Fourier de esta porción
de la señal indica que la luz, inicialmente, observa la naturaleza uniforme de la estructura
(Fig 3.4(b)). Pasado un tiempo, aparece la respuesta lenta, que presenta oscilaciones de
menor amplitud en comparación con la respuesta rápida. Esto se debe a que es un proceso
de transmisión indirecta: parte de la enerǵıa incidente sobre la lámina excita las resonancias
guiadas de la lámina de cristal fotónico, y regresa al medio lentamente en forma de pequeñas
oscilaciones del campo eléctrico. Este fenómeno se visualiza al calcular la transformada de
Fourier de la respuesta lenta, donde aparecen picos con distribuciones lorentzianas en las
frecuencias correspondientes a las discontinuidades del espectro de transmitancia de la lámina
de cristal fotónico. De esta manera, es posible calcular el factor de calidad Q de las resonancias
guiadas de una lámina de cristal fotónico a través de ω/δω, donde ω es la frecuencia central
de la resonancia y δω es el ancho de la resonancia [36].

(a) (b)

Figura 3.4: (a) Medición temporal de la amplitud del campo eléctrico transmitido tras la
incidencia normal de un pulso electromagnético sobre la lámina de cristal fotónico. Se resaltan
las regiones de la respuesta rápida y la respuesta lenta. (b) Comparación entre el espectro de
transmitancia de la lámina de cristal fotónico y la transformada de Fourier de las respuestas
rápida y lenta.

Esto implica que los modos de fuga de la lámina del cristal fotónico se manifiestan en el
espectro de transmitancia en forma de resonancias de Fano. Reciben este nombre debido a
que el mecanismo descrito anteriormente presenta una analoǵıa con las resonancias de Fano en
estado sólido y f́ısica atómica [36,37]. De hecho, los modos de fuga solo pueden ser excitados
por ondas planas que compartan su vector de onda [40,57].
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Por lo tanto, es posible determinar la estructura de bandas de las láminas de cristal fotónico
mediante su espectro de transmitancia: Si una onda plana con vector de onda kinc incide sobre
una lámina de cristal fotónico, con ángulos θ y φ (figura 3.3(b)), y se observa una resonancia
Fano alrededor de la frecuencia ω de la onda plana, entonces es posible asegurar que una
resonancia guiada con vector de onda

k|| = kinc,xx+ kinc,yy =
ω

c
sin(θ) sin(φ)x+

ω

c
sin(θ) cos(φ)y (3.1)

ha sido excitada. De esta forma, con la selección correcta de θ y φ es posible realizar una
exploración completa de la primera zona de Brillouin. Este método, conocido como espectro-
scopia resuelta en ángulo [36–42], será ampliamente utilizado a lo largo de este trabajo para
obtener el diagrama de bandas de las estructuras fotónicas analizadas.

Por ejemplo, este método, en combinación con RCWA, se utilizó para calcular la estruc-
tura de bandas de la lámina de cristal fotónico presentada como ejemplo durante esta sección.
Los resultados se muestran en la figura 3.5. La figura 3.5(a) presenta la forma común con
que se reporta el diagrama de bandas, mientras que la figura 3.5(b) ofrece una representación
tridimensional de la estructura de bandas, proporcionando una perspectiva más general del
espacio y del cono de luz.
Los cambios abruptos en la transmitancia, que aparecen como ĺıneas bien definidas y afiladas,
se corresponden con las resonancias guiadas de la estructura. Por otro lado, alrededor de
0.3 c/a y 0.6 c/a se observan las resonancias Fabry-Perot [65, 75, 76], las cuales están asoci-
adas con la naturaleza uniforme de la lámina. Además, es importante mencionar que cerca
del cono de luz la transmitancia disminuye notablemente debido a esta misma razón (Anexo A).

Estos resultados son un buen ejemplo para mostrar la complejidad del problema, pues la
estructura de bandas puede llegar a ser altamente compleja. Por esta razón, las herramientas
numéricas resultan de gran utilidad.

Finalmente, mencionar que no todas las resonancias guiadas de una lámina de cristal fotónico
son visibles en el espectro de transmitancia. Algunas de ellas, conocidas como modos de-
sacoplados, no pueden ser excitadas por radiación exterior debido a su simetŕıa espacial. Estas
resonancias son antisimétricas respecto a las ondas electromagnéticas externas a la lámina, lo
que impide su acoplamiento [57].

3.3. Modos propios de una lámina dielectrica uniforme

Tras evidenciar la similitud entre el espectro de transmitancia de una lámina dieléctrica
uniforme y el de una lámina de cristal fotónico, se mencionó la posibilidad de plantear una
aproximación de los modos guiados y de los modos de fuga de esta última a través de los
modos propios de una lámina dieléctrica uniforme. Esto es posible si se consideran aquellos
modos que se encuentran confinados al interior de la lámina uniforme [57], los cuales presentan
un espectro discreto y se mantienen bajo el cono de luz, lo que sugiere que no pueden acoplarse
a radiación externa (por esta razón no se observan alteraciones, como las resonancias Fano,
en el espectro de transmitancia de la lámina dieléctrica uniforme en la figura 3.3). Además,
la densidad de campo electromagnético de estos modos decae exponencialmente por fuera de
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(a) (b)

Figura 3.5: (a) Estructura de bandas de una lámina de cristal fotónico con red cuadrada
con ı́ndice de refracción 3.46, cuyo parámetro de red es a, su espesor 0.5a y está compuesta
por agujeros ciĺındricos de radio 0.2a, calculada mediante una simulación de espectroscopia
resuelta en ángulo usando RCWA. (b) Se observa cómo el cono de luz separa la estructura
de bandas en dos regiones. Debido a que esta técnica de espectroscopia, aśı como el método
RCWA, considera radiación externa incidente sobre la lámina, solo es posible observar la región
superior al cono de luz.

la lámina dieléctrica uniforme, lo cual indica que la reflexión interna total juega un papel
fundamental en este sistema. Ahora, si se considera la existencia artificial de una primera zona
de Brillouin y se realiza el doblamiento de las curvas de dispersión de los modos propios de
la lámina dieléctrica uniforme a través de los extremos de esta porción del espacio rećıproco,
se obtiene la aproximación de orden cero de los modos guiados y de los modos de fuga para
cualquier cristal fotónico que cuente con dicha primera zona de Brillouin. [39].

En la figura 3.6(a) se encuentra la comparación entre la estructura de bandas de una lámina
de cristal fotónico con ı́ndice de refracción 3.46 y red cuadrada (cuyo parámetro de red es a
y está compuesto por agujeros ciĺındricos de radio a/10) y el doblamiento correspondiente
de las curvas de dispersión de una lámina dieléctrica uniforme con ı́ndice de refracción 3.16.
Inicialmente, vale la pena resaltar que, debido al doblamiento, los modos guiados de la lámina
uniforme logran pasar a la parte superior del cono de luz, representado a través de la ĺınea
gris, lo cual los convierte en modos de fuga. También, se observa que los modos propios de
la lámina uniforme se acercan considerablemente al caso cristalino. Dado que el radio de los
agujeros de la lámina de cristal fotónico es pequeño, en comparación con su parámetro de red,
ambos casos se diferencian muy poco entre śı. Por otra parte, en los puntos resaltados en la
gráfica, los modos propios de la lámina dieléctrica uniforme presentan un alto degeneramiento,
pues los puntos Γ, X y M cuentan con múltiples simetŕıas [57]. Sin embargo, en la estructura
de bandas de la lámina de cristal fotónico, se observa que este degeneramiento se levanta,
pues las curvas se dividen en varias y no pasan, exactamente, por el mismo punto. Esto
es una propiedad fundamental de las teoŕıas de pequeñas perturbaciones, donde ocurre un
levantamiento de los degeneramientos debido a la inclusión de una perturbación, en este caso,
la red cristalina y los agujeros ciĺındricos.

Cabe resaltar que mientras más se diferencie la lámina de cristal fotónico de una lámina
dieléctrica uniforme, más alejados estarán sus modos propios de esta aproximación de orden
cero. Esto, sumado al hecho de que resulta ser muy dif́ıcil desarrollar ordenes superiores de la
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Figura 3.6: (a) Comparación entre los modos propios de una lámina dieléctrica uniforme, con
ı́ndice de refracción 3.16 y espesor a, y una lámina de cristal fotónico, con ı́ndice de refracción
3.46, parámetro de red a, espesor a y huecos ciĺındricos de radio a/10. El cono de luz es
representado a través de ĺıneas de color gris. Las zonas resaltadas permiten ubicar rápidamente
puntos de alta simetŕıa donde el degeneramiento se levanta para los modos propios de la
lámina de cristal fotónico. (b) Comparación de la aproximación de orden cero, a través de los
modos propios de una lámina dieléctrica uniforme con ı́ndice de refracción 3.16 y espesor 0.5a,
y la estructura de bandas de una lámina de cristal fotónico con ı́ndice de refracción 3.46, red
cuadrada, parámetro de red a, espesor 0.5a y huecos ciĺındricos de radio 0.2a.

aproximación, hace que las herramientas computacionales como RCWA sean más atractivas,
pues permiten profundizar en el comportamiento óptico del sistema al tiempo que se obtiene la
estructura de bandas. Por ejemplo, en la estructura 3.6(b) se encuentra la comparación entre
una porción de la estructura de bandas de la figura 3.5(a) y la aproximación de orden cero
correspondiente. En este caso, la aproximación no es tan buena, pues los agujeros tienen un
radio mayor. Además, el calculo de la transmitancia permite identificar que el acomplamiento
de la radiación exterior a las resonancias guiadas se manifiesta en forma de una resonancia de
Fano y, a la larga, esto permitiŕıa hacer una comparación más directa entre la teoŕıa y futuras
mediciones experimentales.

Finalmente, los cálculos de la figura 3.6(a) y la aproximación de orden cero de la figura 3.6(b)
han sido realizados a través de Legume, un paquete de programación de Python orientado
al cálculo de la estructura de bandas de láminas de cristal fotónico a través del método
Guided-Mode Expansion o GME [77]. Este paquete será de utilidad más adelante para evaluar
los resultados de RCWA.

3.4. Matriz de Dispersión

Antes de abordar las estructuras de Moiré, que constituyen el objetivo principal de este
trabajo, es importante desarrollar el concepto de Matriz de dispersión o matriz S, una
herramienta particularmente útil para este tipo de problemas. La matriz de dispersión es un
concepto motivado del estudio de múltiples sistemas cuyas respuestas a excitaciones pueden
ser caracterizadas por un operador lineal. Por ejemplo, en la mecánica cuántica toma la forma
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Figura 3.7: Diagrama de una lámina de cristal fotónico con ondas electromagnéticas planas
incidentes, con amplitudes au y ad, y ondas planas difractadas de primer orden, con amplitudes
bu y bd. Las amplitudes ai y bi están relacionadas linealmente entre śı por la matriz S.

de un operador Ŝ que transforma el estado inicial de una part́ıcula que interactúa con un
potencial dispersor, |ψin⟩, en el estado final |ψout⟩ [78].

|ψout⟩ = Ŝ|ψin⟩. (3.2)

En el contexto de las láminas de cristales fotónicos, la matriz S relaciona la luz que incide
sobre una de estas (el estado de entrada) con la luz que es reflejada y transmitida (el estado
de salida). Por ejemplo, al considerar dos ondas electromagnéticas planas, con amplitudes au
y ad, incidentes sobre una lámina de cristal fotónico, se obtienen dos ondas planas difractadas,
con amplitudes bu y bd, que se propagan en direcciones contrarias, ver la figura 3.7. Entonces,
la matriz S relaciona las amplitudes involucradas de la siguiente manera [37]:

(
bu
bd

)
=

(
td ru
rd tu

)(
ad
au

)
= S

(
ad
au

)
. (3.3)

Debido a que la matriz de dispersión está construida de tal manera que sea la identidad en
ausencia de una lámina de cristal fotónico, y que se consideran materiales no absorbentes, esta
debe ser unitaria. Es decir,

SS† = S†S = I, (3.4)

donde I representa a la matriz identidad y S† representa a la matriz transpuesta conjugada de S.

La matriz de dispersión es una herramienta clave para conocer el desempeño óptico de una
estructura fotónica y analizar cómo depende de sus parámetros de diseño, aśı como de las
caracteŕısticas de la onda electromagnética incidente. Propiedades como el espesor, el tipo de
red, los parámetros geométricos, y los ı́ndices de refracción de la lámina de cristal fotónico,
junto con el vector de onda y la frecuencia de la onda incidente, influyen directamente en
los valores de la matriz de dispersión. En este sentido, esta matriz sintetiza, en una sola
representación matemática, la influencia de todos los parámetros involucrados en el problema.
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Por estas razones, la matriz de dispersión es ampliamente utilizada en diversos métodos
numéricos [55, 79], y se han realizado grandes esfuerzos para comprender su dependencia
respecto a todos estos parámetros [80]. Además, permite determinar la estructura de bandas
de cristales fotónicos mediante el análisis de sus valores propios [81]. También, al emplear
un enfoque conocido como Pololoǵıa, donde se considera que la matriz S puede depender de
parámetros complejos, es posible establecer una conexión entre las resonancias de Fano que
aparecen en el espectro de transmitancia de las láminas de cristal fotónico y los polos de la
matriz S en el plano complejo de las frecuencias de la onda incidente [37, 42]. De hecho, si
un polo de la matriz de dispersión se encuentra en ω = ωr + iωi, el factor de calidad de la
resonancia guiada asociada a este polo es Q = ωr/2ωi.
Este análisis permite identificar un tipo de resonancia especial, cuyo polo de la matriz de
dispersión se encuentra sobre la recta real. En consecuencia, su factor de calidad es infinito,
lo cual implica un tiempo de vida también infinito. Estas resonancias son conocidas como
Estados acotados en el continuo (Bound States in the Continuum o BIC, por sus siglas en
inglés) y presentan fenómenos muy interesantes como [82–84] que permiten la construcción de
biosensores, generación de armónicos, desarrollo de láseres, etc. [85–93].
Por último, es importante resaltar que, durante esta discusión, se asumió que solo un orden
de difracción es propagativo. Esta suposición asegura que el proceso de difracción en campo
lejano de una lámina de cristal fotónico pueda describirse por una matriz 2 × 2 [37]. Más
adelante, en el caṕıtulo 5, se mostrará que el método de RCWA es capaz de calcular la matriz
de dispersión considerando múltiples órdenes de difracción, manteniendo las caracteŕısticas
mencionadas en esta sección.
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4. Sistema Bicapa de Láminas de
Cristal Fotónico

Desde una postura geométrica, los cuasi-cristales son estructuras que se encuentran entre
los cristales fotónicos, sistemas bien ordenados, y materiales amorfos [94]. Se caracterizan
por la ausencia de simetŕıas traslacionales y la presencia de simetŕıas rotacionales, lo que
les permite exhibir fenómenos únicos que no ocurren en estructuras cristalinas [1–5]. Al
iniciar este trabajo fue necesario seleccionar el tipo de estructura macroscópica cuasi-cristalina
que se queŕıa estudiar. En la literatura existen múltiples ejemplos. Cada uno con distintas
caracteŕısticas que los hace más o menos atractivos. Ver la figura 4.1. Los cuasi-cristales
basados en la secuencia de Fibonacci o en la teselación de Penrose, con simetŕıas rotacionales
cuádruples, qúıntuples u óctuples, e incluso aquellos diseñados a partir de un gradiente en sus
elementos, son solo algunos ejemplos de la vasta cantidad y diversidad de opciones disponibles.
No obstante, aquellas estructuras que resultaron más interesantes fueron los patrones de Moiré
formados por la superposición desigual de dos láminas de cristal fotónico idénticas, figura
4.1(e).

Figura 4.1: Ejemplos de estructuras fotónicas cuasi-cristalinas. Basadas en (a) la teselación
de Penrose [1], (b) un gradiente de los elementos de un cuasi-cristal dodecagonal [2], (c) la
secuencia de Fibonacci [3], (d) un mosaico octagonal [4] y (e) un patrón de Moiré [5].
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Figura 4.2: Ejemplos de patrones de Moiré, estructuras formadas por la disposición desigual
de dos redes cristalinas (a) desplazadas entre śı y (b) rotadas entre śı. (c) Ejemplo del tipo
de sistema seleccionado como objetivo de estudio en este trabajo, está conformado por dos
láminas de cristal fotónico solapadas y con un giro relativo entre ambas.

4.1. Patrones de Moiré

Los patrones de Moiré, en general, se forman cuando dos, o más, estructuras periódicas son
superpuestas de manera inexacta [95]. Por ejemplo, la super-red que surge del solapamiento
desigual de dos redes cuadradas idénticas, forma un patrón de Moiré. Ver las figuras 4.2 y 4.3.
De hecho, en la cotidianidad se forman múltiples patrones de Moiré. Por ejemplo, se forman
en las telas, debido a la superposición de los tejidos cristalinos, o al realizar una fotograf́ıa
de alguna pantalla LED, suele aparecer un patrón de interferencia que es generado por la
superposición desigual entre el sensor de la cámara y la pantalla que está siendo fotografiada
(a este último patrón se le conoce como Moiré CCD).

En particular, las estructuras de interés son aquellas formadas por el solapamiento de dos
láminas de cristal fotónico idénticas. En este tipo de sistema, el patrón de Moiré aparece
en el momento que se realiza un desplazamiento o un giro relativo entre ambas láminas,
ver las figuras 4.2(a) y 4.2(b), respectivamente. En este punto es importante resaltar que
no todas las estructuras de Moiré son cuasi-cristalinas. Por ejemplo, no es dif́ıcil observar
que el patrón de Moiré ilustrado en la figura 4.2(a) es, realmente, periódico (aún aśı, más
adelante se presentarán algunos resultados relacionados con este tipo de estructuras, pues
presentan comportamientos ópticos interesantes y su estudio fue de gran ayuda para lograr
hacer simulaciones de las estructuras cuasi-cristalinas). En ese sentido, la estructura cuasi-
cristalina aparecerá en el momento que las láminas sean giradas entre śı 4.2(b). No obstante,
no todos los casos exponen una red cuasi-periódica, pues existen unos pocos ángulos de giro,
conocidos como conmensurados, que exhiben patrones de Moiré periódicos. Aquellos ángulos
de giro que generan estructuras cuasi-cristalinas se les conoce como no conmensurados o
inconmensurados. De esta manera, aquellas estructuras que son generadas por un ángulo
conmensurado, o inconmensurado, se les llama estructura conmensurada, o inconmensurada,
respectivamente.

Por otro lado, es importante mencionar que, evidentemente, los patrones de Moiré aún se
formaŕıan cuando las láminas de cristal fotónico, superpuestas entre śı, sean distintas. De
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Figura 4.3: Ejemplos de Patrones de Moiré formados por la superposición de dos redes
cuadradas con un giro relativo entre śı de (a) 2.2o, (b) 8o y (c) 20o. El recuadro negro en (b)
representa la supercelda del patrón de Moiré.

hecho, el fenómeno no está restringido al solapamiento de, únicamente, un par de láminas.
Sin embargo, considerar cada uno de esos casos (variaciones en los ı́ndices de refracción, tipos
de red, periodicidades, espesores, cantidad de láminas, entre otros parámetros geométricos)
complica el problema notablemente y su estudio haŕıa parte de un trabajo mucho más robusto
y extenso. De modo que, en este trabajo, se ha decidido trabajar exclusivamente con la
superposición de dos láminas de cristal fotónico idénticas.

Ahora bien, los patrones de Moiré, concebidos de esta forma, aportan una flexibilidad y riqueza
significativa al desarrollo tecnológico. Por ejemplo, al construir un dispositivo óptico basado
en una lámina de cristal fotónico, sus propiedades son fijas. Es decir, la respuesta óptica de la
lámina de cristal fotónico solo puede ser modificada cambiando el ángulo de incidencia de la
luz o su longitud de onda. Sin embargo, al considerar un sistema como el ilustrado en la figura
4.2(c), se introducen nuevos grados de libertad, como el desplazamiento, el giro (estos dos
parámetros cambian por completo la estructura con cada valor que toman, por ejemplo, cada
ángulo de giro distinto genera una red cuasi-cristalina distinta, ver la figura 4.3, lo que permite
la modificación de las propiedades ópticas del sistema) y la separación entre las láminas, que
pueden ser aprovechados en el diseño de dispositivos ópticos más flexibles.

4.2. Red Rećıproca y zona de Brillouin

Antes de continuar con la definición formal de los vectores rećıprocos, vale la pena exponer
la siguiente discusión: La transformada de Fourier de un patrón de Moiré puede arrojar
información valiosa que, desde el punto de vista intuitivo, sustenta la flexibilidad, antes
mencionada, del comportamiento óptico de estas estructuras. Por ejemplo, la red real de la
estructura en la figura 4.4, puede representarese a través de:

M(x) =
∞∑

n=−∞
δ(x− na) + δ(x− na− ϕ). (4.1)

donde δ denota la delta de Dirac. Entonces, su red rećıproca seŕıa:
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Figura 4.4: (a) Representación diagramática de un sistema compuesto por dos rejillas de
difracción desplazadas entre śı, formando un patrón de Moiré, junto con (b) una representación
simplificada de la red del sistema.

M̃(kx) = F [M(x)] =

∫ ∞

−∞

∞∑
n=−∞

δ(x− na) +

∫ ∞

−∞

∞∑
n=−∞

δ(x− na− ϕ)

=

∞∑
n=−∞

δ

(
kx −

2π

a
n

)
+ eiϕkx

∞∑
n=−∞

δ

(
kx −

2π

a
n

)

=
(
1 + eiϕkx

) ∞∑
n=−∞

δ

(
kx −

2π

a
n

)
(4.2)

donde F denota la transformada de Fourier.

De este resultado se destacan dos cosas. La primera, el término de la derecha, la sumatoria,
puede interpretarse como la indicación de la existencia de una red general con periodo a. Tal
como se ilustra en la figura 4.4(b). En los patrones de Moiré, esta red general suele ser llamada
super-red y tiene un análogo a la celda unitaria de las redes cristalinas, que es conocida como
super-celda. Más adelante se continuará la discusión sobre este concepto. La segunda, el
término de la izquierda, el número complejo, indica una interferencia geométrica entre ambas
redes. Lo cual, puede interpretarse como un indicio de que el comportamiento de la luz, a
través de estas estructuras, será altamente dependiente del parámetro ϕ.

Es cierto que la estructura (figura 4.4(a)) se encuentra en un espacio tridimensional y ambas
rejillas de difracción se encuentran separadas por una distancia D, pero, el resultado no es muy
distinto al presentado. Tomando en consideración esta naturaleza tridimensional del sistema,
la red real de la estructura estaŕıa representada por:

M(x, y, z) =

∞∑
n=−∞

δ(x− na)δ(z) +

∞∑
n=−∞

δ(x− na− ϕ)δ(z −D), (4.3)

y red rećıproca resulta ser

M̃(kx, ky, kz) = (1 + eiϕKxeiDkz)δ(ky)
∞∑

n=−∞
δ(kx −

2π

a
n) (4.4)
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Figura 4.5: RL: Red Rećıproca. BZ: Primera zona de Brillouin. Ejemplos de la red rećıproca
de un patrón de Moiré formado por dos redes cuadradas, con parámentro de red a, giradas
entre śı (a) 30o (solo se han graficado algunos puntos de la red rećıproca de Moiré), formando
una estructura inconmensurada, y (b) 22.62o, donde la estrtructura es conmensurada. En
esta última es posible comparar los tamaños y direcciones de las primeras zonas de Brillouin
involucradas. Para los ángulos de 30o y 22.62o las estructuras resultantes son no conmensurada
y conmensurada, respectivamente.

Por lo tanto, la discusión realizada anteriormente se mantiene. Aunque se resalta la aparición
de un término dependiente de la distancia D, lo cual es razonable.

Por otra parte, la propiedad distintiva de los patrones de Moiré, compuestos por el giro
relativo de dos láminas de cristal fotónico, es que son estructuras cuasi-periódicas a ángulos
inconmensurados (más adelante se dará claridad sobre este concepto). Es decir, son estructuras
que presentan una periodicidad, aparente, más grande que la periodicidad de las redes cristalinas
que las componen. Por ejemplo, en la figura 4.3(b) se expone la supercelda de la estructura,
la cual es mucho más grande que la periodicidad espacial de las láminas, y resulta ser un
análogo a la celda unitaria de una red cristalina. Por lo tanto, es de gran utilidad para
realizar aproximaciones de estos sistemas, tal como se verá en el próximo caṕıtulo. Ahora
bien, la super-red que emerge al formar un patrón de Moiré es caracterizada por los vectores
rećıprocos [94]:

M = G1 −G2, (4.5)

donde G1 y G2 son vectores rećıprocos de la red real de la primera y segunda lámina de cristal
fotónico, respectivamente.

Por ejemplo, los vectores rećıprocos de la red real de Moiré de la figura 4.3 estaŕıan dados por:

Mn,m,n′,m′ = na1 +ma2 − (n′a′1 +m′a′2), n,m, n′,m′ ∈ N, (4.6)

donde ai y a′i representan los vectores de red de la primera y segunda capa. Estos últimos son
equivalentes a los primeros, pues las láminas de cristal fotónico que representan son idénticas,
salvo por el giro relativo de ángulo α.

Nótese que estos nuevos vectores están definidos por una resta, por lo tanto, estarán más
cercanos entre śı que los vectores rećıprocos de las redes cristalinas originales y, en consecuencia,
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la primera zona de Brillouin será más pequeña. En la figura 4.5 se exponen un par ejemplos de
la red rećıproca de Moiré para α = 30o, 22.62o, donde se evidencia cómo la distancia entre cada
punto M y sus primeros vecinos es más pequeña que las distancias equivalentes en las redes
cristalinas. Además, en la figura 4.5(b) se puede observar que la primera zona de Brillouin de
la red de Moiré es más pequeña que las primeras zonas de Brillouin de las capas individuales.
Estos resultados son esperables, pues la periodicidad aparente del patrón de Moiré (que se
aproxima utilizando el concepto de supercelda) es más grande que la periodicidad de las
láminas cristalinas que componen el sistema. Más aún, se logra evidenciar que la complejidad
del estudio de la diagrama de bandas de estas estructuras, para toda la primera zona de
Brillouin, aumenta considerablemente si se desea modificar el valor de α. Pues la primera
zona de Brillouin cambia para cada ángulo de giro distinto y, en consecuencia, la manera de
abordar cada caso es diferente. Por lo tanto, se toman dos decisiones en este proyecto:

1. Se estudiará la evolución de las resonancias guiadas de estas estructuras en el punto Γ
de la primera zona de Brillouin: Al variar α, la primera zona de Brillouin cambia su
orientación, tamaño, y en algunos casos, su forma [96]. Por lo tanto, las direcciones de
mayor simetŕıa (aquellas que, usualmente, son estudiadas al computar la estructura de
bandas), también cambian. Entonces, al utilizar un método como espectroscoṕıa resuelta
en ángulo, la cantidad de casos y condiciones distintas (como los ángulos de incidencia
que deben fijarse en este método) que deben estudiarse, aumenta considerablemente y se
sale de los alcances de este trabajo. Sin embargo, el punto Γ no cambia, permitiendo que
al utilizar espectroscoṕıa resuelta en ángulo, sin importar α, las condiciones de incidencia
de la luz se mantenga iguales, a incidencia normal.

2. Se utilizarán métodos numéricos para abordar este problema: en el caṕıtulo 3 ya se hab́ıa
mencionado que estas herramientas son necesarias para el estudio de láminas de cristal
fotónico, pues los modos propios de las estructuras dependen de todas las condiciones
geométricas de la estructura. Esta razón es más contundente en este caso, donde la
variación más pequeña en α cambia por completo la geometŕıa del sistema.

Por otra parte, anteriormente se mencionó que los patrones de Moiré, formados por el
solapamiento de dos láminas de cristal fotónico giradas entre śı, pueden ser clasificados en
conmensurados o inconmensurados [94, 97, 98]. Aquellos ángulos que son conmensurados
presentan una estructura cristalina, periódica (en estos casos, la repetición de la supercelda
representa, de manera exacta, la estructura), y aquellos que son inconmensurados presentan una
estructura cuasi-cristalina. Nótese cómo en la figura 4.5(b), donde se ha seleccionado un ángulo
conmensurado, existen puntos de la red rećıproca del patrón de Moiré que coinciden con los
puntos de las redes rećıprocas de ambas redes cristalinas. En otras palabras, el degeneramiento
de la red rećıproca es aquello que caracteriza los patrones de Moiré conmensurados. En este
sentido, el criterio para determinar si un ángulo es conmensurado, o no, es a través de la
siguiente ecuación [51,94]:

na1 +ma2 = n′a′1 +m′a′2, n,m, n′,m′ ∈ N. (4.7)

Entonces, si existen los enteros m, n, m′ y n′ se dice que la red es conmensurada. A efectos
prácticos, esta relación se cumple para muy pocos ángulos, por ejemplo, para el sistema
representado en la figura 4.2(c) solo existen 3 ángulos conmensurados entre 5o y 45o. El ángulo
de 22.62o es conmensurado y, como se puede observar en la figura 4.5(b), la red rećıproca
de la estructura resultante es cristalina y, por lo tanto, cumple la anterior relación. Por el
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contrario, el ángulo de 30o es un ejemplo de un ángulo no conmensurado, pues no genera una
red cristalina.
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5. Métodos Numéricos

Existen múltiples métodos numéricos que pueden ser aprovechados para simular el compor-
tamiento del campo electromagnético en estructuras cuasi-periódicas como las descritas en
el caṕıtulo anterior. Incluso, cualquier método, en el dominio temporal o en el dominio de
frecuencias, con la capacidad de resolver las ecuaciones de Maxwell en condiciones de frontera
periódicas, tiene el potencial de brindar una aproximación de los fenómenos reales. En este
caṕıtulo, se describirán la aproximación por supercelda, un primer acercamiento periódico a
estructuras cuasi-cristalinas, y una modificación de RCWA que permite resolver las ecuaciones
de Maxwell en estos sistemas cuasi-cristalinos.

5.1. Aproximación por Supercelda

La mayoŕıa de los métodos numéricos utilizados para simular láminas de cristal fotónico
construyen un dominio computacional como el esquematizado en la figura 5.1(b). Este dominio
es diseñado a partir de la unidad fundamental del cristal fotónico, la celda unitaria. En
métodos como Diferencia finitas en el dominio temporal (en inglés Finite Difference Time
Domain o FDTD) [99, 100] y el método de Elementos finitos (en inglés Finite element method
o FEM ) [101] la parte superior del dominio computacional se emplea como fuente de radiación,
mientras que en la parte inferior se implementa un plano absorbente que simula una región
inferior infinita, evitando reflexiones indeseadas con este ĺımite del dominio computacional.
La periodicidad de la estructura se introduce en la simulación al implementar condiciones de
frontera periódicas en las superficies laterales del dominio computacional.
Cabe mencionar que es posible realizar simulaciones de láminas de cristal fotónico utilizando
condiciones de frontera absorbentes en las superficies laterales del dominio computacional,
de manera que se construye un dominio finito. Entonces, para lograr que este enfoque se
aproxime lo suficiente a un sistema periódico es necesario incluir una sección de la lámina de
cristal fotónico mucho más grande que la celda unitaria. Este método es ampliamente utilizado
para explorar la construcción de gúıas de onda, divisores de haz, reflectores y compuertas
lógicas basadas en estas estructuras periódicas [102–105]. Sin embargo, esta alternativa es
poco recomendable para explorar las propiedades ópticas generales de las láminas, ya que el
dominio computacional crece significativamente, incrementando el costo computacional de la
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simulación.

(a)
(b)

Figura 5.1: (a) Ejemplo de una lámina de cristal fotónico con red cuadrada y (b) esquema
de un dominio computacional empleado para simular estructura (a) usando métodos como
FDTD y FEM.

Al igual que en las láminas de cristal fotónico, en el contexto de las estructuras cuasi-cristalinas
también es posible ubicar una sección mı́nima, aparentemente repetitiva. A esta sección se le
conoce como supercelda.

Tal como se describió en el caṕıtulo anterior, la red formada por la superposición de dos
láminas de cristal fotónico puede ser periódica si se cumplen algunas condiciones. En dado caso,
se dice que es conmensurada y es posible encontrar una supercelda que se repite, de manera
exacta, a lo largo de toda la estructura. Por ejemplo, al superponer dos láminas de cristal
fotónico con red cuadrada y generar una estructura cuasi-cristalina con un giro relativo entre
ambas láminas de 22.62o, se encuentra una estructura conmensurada. Sin mucho esfuerzo, es
posible identificar la supercelda de este sistema, tal como se expone en la figura 5.2(b). En
este orden de ideas, para realizar una simulación numérica convencional, como la descrita al
principio de esta sección para las láminas de cristal fotónico, sólo seŕıa necesario construir el
dominio computacional alrededor de la supercelda, como se muestra en la figura 5.2(a).

Este enfoque del problema tiene varias consecuencias. Primero, es esperable que el coste
computacional aumente, pues la estructura de estudio es más compleja que una lámina de
cristal fotónico. A continuación, se realizará un análisis de este inconveniente a través de
la comparación directa entre una estimación de la complejidad computacional del sistema
cristalino en la figura 5.1 y el sistema cuasi-cristalino en la figura 5.2: por ejemplo, en una
aplicación t́ıpica de FDTD es necesario dividir espacialmente el dominio computacional en
celdas idénticas. En particular, si se decide utilizar prismas rectangulares con lados ∆x, ∆y y
∆z para esta división, el número de celdas será

Nceldas =
V

∆x∆y∆z
. (5.1)

Además, aplicando la condición de Courant-Friedrich-Lewy para encontrar el intervalo temporal
adecuado en la simulación, se obtiene [106]
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(a)

(b)

Figura 5.2: (a) Esquema del dominio computacional necesario para construir una simulación
numérica convencional de un sistema cuasi-cristalino, compuesto por la superposición desigual
de dos láminas de cristal fotónico, a partir de su supercelda y (b) diagrama de la red real de
esta estructura, a un ángulo conmensurado, donde se destaca su supercelda.

∆t ≤ n

c
√
∆x−2 +∆y−2 +∆z−2

, (5.2)

donde c es la velocidad de la luz en el vaćıo y n el ı́ndice de refracción del sistema. De
esta manera, es posible estimar el número de pasos temporales requeridos para realizar una
simulación durante un tiempo T

Npasos ≥
Tc

n
·
√
∆x−2 +∆y−2 +∆z−2. (5.3)

Debido a que en FDTD es necesario actualizar los valores del campo eléctrico y del campo
magnético en cada celda espacial e instante temporal, es posible estimar una complejidad
computacional de la forma

C = Nceldas ·Npasos ≥
V Tc

n
·
√

∆x−2 +∆y−2 +∆z−2

∆x∆y∆z
. (5.4)

Por simplicidad, es razonable plantear una resolución espacial idéntica en las tres dimensiones
∆x = ∆y = ∆z = a/m, donde m es un número entero. Tomando como ejemplo el dominio
computacional para una lámina de cristal fotónico, figura 5.1(b), la cota inferior de C seŕıa

Clamina =

√
3ZTcm4

a2
, (5.5)
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Figura 5.3: Comportamiento de la longitud de onda de Moiré, para la superposición de dos
redes hexagonales, en función del giro α. El mı́nimo de la figura se alcanza en 90o, donde
λ =

√
2/2 a.

donde V = Z ·a2 y n = 1. Por otro lado, al considerar el sistema de la figura 5.2(a), el volumen
del dominio computacional debe ser V = Z · 26a2. Entonces, manteniendo la misma resolución
espacial a/m, se obtiene una complejidad computacional mı́nima 25 veces mayor que en el
caso de la lámina de cristal fotónico.

Cbilamina = 26

√
3ZTcm4

a2
= 26 · Clamina. (5.6)

Esto quiere decir que el coste computacional del problema crece notablemente, pues las
dimensiones del dominio se incrementan en el momento que se decide girar las láminas de
cristal fotónico entre śı. Por ejemplo, el tamaño de esta supercelda es proporcional al cuadrado
de la periodicidad de la red de Moiré, también conocida como longitud de onda de Moiré (λ),
que puede ser calculada, para la superposición de dos redes hexagonales superpuestas, a través
de λ = a/(2 sin (α/2)) [107], ver figura 5.3.

En este sentido, explorar ángulos de giro pequeños para estas estructuras es inviable computa-
cionalmente, ya que mientras más pequeño es el ángulo de giro, más grande es la supercelda
y el dominio computacional. Adicionalmente, este enfoque del problema resulta ser una
aproximación imprecisa para la gran mayoŕıa de los ángulos; tal como se discutió en el caṕıtulo
anterior, la supercelda solo se repite de manera exacta a lo largo de la red cuasi-cristalina
para ángulos de giro conmensurados, los cuales son muy escasos. Entonces, la aplicación
de condiciones de frontera periódicas en los laterales del dominio computacional causa que,
a ángulos no conmensurados, el sistema que se esté simulando sea notoriamente distinto al
sistema que se quiere estudiar.

Cabe aclarar que, al igual que las láminas de cristal fotónico, es posible explorar el compor-
tamiento óptico de estas estructuras cuasi-cristalinas simulando una porción mucho más grande
que la supercelda y aplicando condiciones de frontera absorbentes. Si bien esto implicaŕıa una
representación más confiable del sistema, en comparación con la aproximación por supercelda,
a ángulos no conmensurados, la complejidad computacional creceŕıa aún más y el problema no
seŕıa abordable con máquinas convencionales, como las computadoras personales.
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5.2. Análisis Riguroso de Ondas Acopladas

FDTD y el Método de Elementos Finitos (FEM ) fueron las primeras técnicas consideradas
al iniciar este proyecto. Debido a que FDTD y FEM están construidos de manera genérica,
sin consideraciones sobre un sistema en espećıfico, son capaces de simular las propiedades
electromagnéticas de cualquier sistema en el ĺımite clásico. Sin embargo, la aplicación de estos
métodos implica obtener resultados limitados con una alta exigencia para la máquina. Por lo
tanto, fue necesario investigar alternativas.

El método de Análisis Riguroso de Ondas Acopladas, o RCWA por sus siglas en inglés, es un
método semi-anaĺıtico muy utilizado en el análisis óptico de estructuras compuestas por capas
de láminas de cristal fotónico. Este método resuelve una versión matricial de las ecuaciones de
Maxwell aprovechando las propiedades de la transformada de Fourier, tal como se describirá a
continuación [55,73,79].

Inicialmente, se consideran las ecuaciones de Maxwell en forma armónica temporal:

∇ ·D = 0, ∇×E− iωB = 0,

∇ ·B = 0, ∇×H+ iωD = 0.

(5.7)

Para aliviar los cálculos numéricos, resulta conveniente normalizar el campo magnético H →
−i

√
ϵ0
µ0
H. De esta manera, se obtienen las ecuaciones

∇×E = k0µ(r)H,

∇×H = k0ϵ(r)E,
(5.8)

donde k0 =
√
µ0ϵ0ω.

Debido a que la forma convencional de RCWA está orientada hacia el análisis de láminas de
cristal fotónico, esta emplea la expansión en términos de Fourier de la permitividad eléctrica,
la permeabilidad magnética y los campos eléctrico y magnético, utilizando la red rećıproca G
de la estructura cristalina como base de la expansión.

ϵ(r) =
∑
g∈G

ϵ̃(g)eig·r, (5.9)

µ(r) =
∑
g∈G

µ̃(g)eig·r, (5.10)

Ei(x, y, z)(r) =
∑
g∈G

Ẽi(g; z)e
i(kx(g)x+ky(g)y), (5.11)

Hi(x, y, z)(r) =
∑
g∈G

H̃i(g; z)e
i(kx(g)x+ky(g)y), (5.12)
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donde i = x, y, z y ki(g) = ki,inc + gi. En esta relación, ki,inc es la componente i del vector de
onda incidente sobre la estructura. Tomando como ejemplo la lámina de cristal fotónico en la
figura 5.1, el conjunto G seŕıa:

G =

{
gn,m : gm,n =

2π

a
(nx̂+mŷ), n,m ∈ Z)

}
. (5.13)

Por conveniencia numérica, los campos eléctrico y magnético son escritos en forma vectorial a
través de sus coeficientes de Fourier:

ei =

 Ẽi(g0,0)
...

Ẽi(gNm,Nm)

 , hi =

 H̃i(g0,0)
...

H̃i(gNm,Nm)

 , (5.14)

Debido a que se trata de un método numérico, es necesario truncar la cantidad de términos de
Fourier que se utilizan en el cómputo. En este caso se toma Nm como la cantidad máxima de
términos en la expansión.

Es importante resaltar que, al igual que todos los métodos basados en la transformada de
Fourier, la cantidad de términos utilizados afecta, notoriamente, la convergencia del método
(cuántos más términos sean utilizados, mejores serán los resultados). En el siguiente caṕıtulo
se presenta el criterio utilizado para determinar el número de términos de Fourier necesarios
para las simulaciones.

Continuando con la descripción de RCWA. A partir de la notación en 5.14 se encuentra una
forma matricial de las ecuaciones 5.8 [79]:

ez = i[[ϵ]]−1(K̃xhy − K̃yhx), (5.15)

hz = i[[µ]]−1(K̃xey − K̃yex), (5.16)

d

dz̃

(
hx

hy

)
= Q

(
ex
ey

)
, (5.17)

d

dz̃

(
ex
ey

)
= P

(
hx

hy

)
, (5.18)

donde

Q =

(
K̃x[[µ]]

−1K̃y [[ϵ]]− K̃x[[µ]]
−1K̃x

K̃[[µ]]−1K̃y − [[ϵ]] −K̃y[[µ]]
−1K̃x

)
, (5.19)

P =

(
K̃x[[ϵ]]

−1K̃y [[µ]]− K̃x[[ϵ]]
−1K̃x

K̃[[ϵ]]−1K̃y − [[µ]] −K̃y[[ϵ]]
−1K̃x

)
. (5.20)

Las matrices K̃i son las matrices diagonales de los vectores de onda normalizados ki(g)/k0 y
z̃ = k0z es la coordenada z normalizada. Las matrices [[ϵ]] y [[µ]] están definidas de la siguiente
manera:
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[[ϵ]] =

 ϵ̃(g0,0 − g0,0) · · · ϵ̃(g0,0 − gNm,Nm)
...

...
ϵ̃(gN,N − g0,0) · · · ϵ̃(gNm,Nm − gNm,Nm)

 , (5.21)

[[µ]] =

 µ̃(g0,0 − g0,0) · · · µ̃(g0,0 − gNm,Nm)
...

...
µ̃(gN,N − g0,0) · · · µ̃(gNm,Nm − gNm,Nm)

 . (5.22)

Las ecuaciones 5.15-5.18 permiten obtener las ecuaciones de campo eléctrico a través de

(
ex(z̃)
ey(z̃)

)
= e−Ωz̃e+(0) + eΩz̃e−(0) (5.23)

donde Ω2 = PQ y e± son las condiciones de frontera impuestas en z = 0. Tomando las
matrices de vectores propios W y valores propios Λ de Ω2, es posible aliviar el computo de
5.23 transformándola en:

(
ex(z̃)
ey(z̃)

)
= We−Λz̃c+ +WeΛz̃c−, (5.24)

de manera análoga para el campo magnético:

(
hx(z̃)
hy(z̃)

)
= Ve−Λz̃c+ +VeΛz̃c−, (5.25)

donde c± =W−1e±(0) y V = QWΛ−1.

La aplicación recursiva de estas dos ecuaciones, permite encontrar las componentes de campo
eléctrico y magnético para cualquier z. Adicionalmente, RCWA tiene la capacidad de calcular
la matriz de dispersión S de las estructuras cristalinas. Incluso, para estructuras compuestas
por múltiples capas logra calcular la matriz de dispersión del sistema completo a través del
producto Redheffer [108]

S = S(1) ⊗ S(2) ⊗ · · · ⊗ S(N). (5.26)

S(i) representa la matriz de dispersión de la capa i y ⊗ representa el producto Redheffer.

Hasta este punto, se ha descrito el funcionamiento general de RCWA, el cual está orientado al
estudio de estructuras cristalinas. Sin embargo, recientemente, un grupo de investigadores ha
propuesto una modificación de este método con el objetivo de lograr aplicarlo a estructuras
cuasi-cristalinas [49,79]. El ajuste fundamental ocurre al reemplazar G (considere, por ejemplo,
la ecuación 5.13) por la red rećıproca de la estructura cuasi-cristalina compuesta por la
superposición desigual de las dos láminas de cristal fotónico. Esta edición es motivada debido
a que la luz es dispersada por ambas capas cuando interactúa con la estructura. Es decir,
considerando la ecuación 2.22, la luz incidente es dispersada en ondas planas con vector de
onda ki +G1 +G2, donde G1 y G2 son vectores de la red rećıproca de la primera y segunda
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lámina de cristal fotónico, respectivamente. Por lo tanto, utilizar, únicamente, la red rećıproca
de una de las capas no es suficiente para describir el fenómeno. Por ejemplo, G tomaŕıa la
siguiente forma para la estructura en la figura 5.2:

G =

{
gm,n : gn,m,n′,m′ =

2π

a
(nx̂+mŷ + n′x̂′ +m′ŷ′), n,m, n′,m′ ∈ Z)

}
, (5.27)

donde, x̂′ y ŷ′ se corresponden con las rotaciones en un ángulo α de x̂ e ŷ para la segunda
lámina.

x̂′ = cosαx̂− sinαŷ, (5.28)

ŷ′ = sinαx̂+ cosαŷ. (5.29)

Nótese que esta forma de presentar la red rećıproca del sistema es equivalente a la construcción
que se plantea en la ecuación 4.6 y puede ser interpretada como el producto tensorial entre
ambas redes rećıprocas [49].

Salvo este cambio, y algunos ajustes necesarios [79], el método continúa aplicándose de manera
análoga al caso cristalino usando las ecuaciones 5.24 y 5.25. Cabe resaltar que realizar esta
combinación de las redes rećıprocas incrementa el costo computacional del método, debido a
que, por ejemplo, si antes se utilizaban Nm vectores rećıprocos para la expansión en términos
de Fourier, ahora será necesario el uso de N2

m vectores de la red rećıproca cuasi-cristalina. Esto
implica que las matrices involucradas en los cálculos numéricos pasarán de tener un tamaño de
Nm ×Nm a un tamaño de N2

m ×N2
m. Esto incrementa, notablemente, el costo computacional,

pero permite superar varios retos que fueron considerados en la sección anterior. En este
caso, no es necesario aplicar ninguna aproximación del tipo supercelda. De hecho, la única
aproximación involucrada se debe a que el método es basado en una expansión en términos
de Fourier. Además, no es necesario construir simulaciones distintas para cada ángulo α que
debe ser examinado y, computacionalmente, es equivalente explorar ángulos grandes y ángulos
pequeños.

Finalmente, el objetivo de utilizar RCWA, en este proyecto, es obtener las estructuras de bandas
de estos sistemas. En este sentido, fue posible identificar dos alternativas. La primera, RCWA
permite encontrar la distribución espacial de los campos eléctricos y magnéticos cuando el
sistema es excitado por una onda plana con frecuencia ω. Entonces, se obtendŕıa la distribución
espacial de los campos eléctrico y magnético que seŕıa una superposición de los modos de
Bloch 2.20; cada modo de Bloch cuenta con un vector de onda k propio. Entonces, al realizar
la transformada de Fourier, de la distribución espacial de los campos eléctrico y magnético,
surgiŕıan picos en los valores de k de los modos involucrados. Lo cual permitiŕıa realizar una
relación directa entre la frecuencia ω y los vectores de onda k. Es decir, se encontraŕıa la
estructura de bandas del sistema. Si bien, este método es aplicable, directamente, en láminas
de cristal fotónico unidimensionales (en el caṕıtulo 6 se encuentra la estructura de bandas de
un espejo de Bragg, calculada con este método), no se encontró una manera clara y eficiente
para encontrar la estructura de bandas de estructuras más complejas. Por lo tanto, se optó por
la segunda alternativa. La espectroscoṕıa resulta en ángulo, la cual fue descrita en el caṕıtulo
3.
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6. Resultados

En el caṕıtulo 1 se realizó una descripción general del método aplicado para cumplir con
los objetivos de este proyecto. A continuación, se realizará la presentación de los resultados
de dicho procedimiento, junto con una descripción más espećıfica de los medios empleados.
Inicialmente se expondrán las pruebas preliminares, ideadas para comprobar el funcionamiento
del entorno computacional construido. Seguidamente, se presentarán las pruebas de concepto
a escala reducida, simulaciones de sistemas bicapa, menos complejos, que forman un patrón
de Moiré. Y, finalmente, se expondrán los resultados de la exploración del comportamiento
óptico de las estructuras cuasi-cristalinas.

6.1. Pruebas preliminares

RCWA tiene la capacidad de simular una vasta cantidad de fenómenos electromagnéticos,
siempre que el sistema esté construido por capas. Entonces, para corroborar el correcto
funcionamiento del entorno computacional, y como ejercicio académico, se planteó la exploración
de fenómenos ópticos bien conocidos.

6.1.1 Refracción

En un principio se exploró la incidencia oblicua de ondas electromagnéticas planas sobre una
interfaz entre dos medios semi-infinitos con ı́ndices de refracción n1 y n2 (este sistema no
representa un reto con RCWA, especialmente con el paquete de programación seleccionado,
pues solo es cuestión de plantear dos capas dieléctricas homogéneas con ı́ndices de refracción
distintos), ver la figura 6.1(a).

En este problema, la ley de Snell [56] relaciona el ángulo de incidencia θI y el ángulo de
transmisión θT :

sin θT
sin θI

=
n1
n2
. (6.1)

40



6.1. Pruebas preliminares 6. Resultados6.1. Pruebas preliminares 6. Resultados

Figura 6.1: (a) Representación diagramática del mecanismo de refracción de la incidencia de
una onda electromagnética sobre una interfaz de dos medios dieléctricos semi-infinitos junto
con la distribución espacial, de la componente x, del campo eléctrico, calculada con RCWA
simulando dos materiales con ı́ndices de refracción n1 y n2. En la parte superior se observa la
superposición de las ondas incidente y reflejada, mientras que en la parte inferior se observa la
onda transmitida. (b) Comparación entre las predicciones anaĺıticas y los resultados numéricos
de RCWA del ángulo de transmisión θT en función del ángulo de incidencia θI y algunos
valores del ı́ndice de refracción del segundo material.

Para corroborar que ésta relación se cumple en las simulaciones hechas con RCWA, se planteó
la comparación de los resultados numéricos de θT con la predicción anaĺıtica:

θT = sin−1

(
n1 sin θI
n2

)
. (6.2)

Para esto, se mantuvo fijo el valor de n1 = 1, mientras se realizó una variación de n2 = 2, 4, 8, 10,
y se exploraron los ángulos θI entre 0o y 90o. El cálculo de θT se realizó a partir de los campos
eléctrico y magnético en algún punto después de la interfaz. Puesto que

E · k = 0, (6.3)

B · k = 0, (6.4)

E ·B = 0, (6.5)

donde k es el vector de onda, es posible calcular k, y por tanto el ángulo θT , a través de

k =
E×B

|E×B|
(6.6)

y aśı, θT = tan−1
(
kx
kz

)
, ver la figura 6.1(a).

Los resultados de estos cálculos se encuentran en la figura 6.1(a) y 6.1(b). En la figura 6.1(a)
se muestra el comportamiento del campo eléctrico en la dirección x. Es evidente cómo en
la parte superior se muestra la superposición de dos ondas planas, la onda incidente y la
onda reflejada. Mientras que en la parte inferior, se manifiesta la onda transmitida. A su
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Figura 6.2: Reflectancia y transmitancia de una onda electromagnética plana que incide sobre
una interfaz de dos materiales con ı́ndice de refracción n1 = 1 y (a) n2 = 1.5, con polarización
s, y (b) n2 = 2.5, con polarización p. En esta última se puede apreciar el ángulo de Brewster
θB, donde la transmitancia es total. En ambas gráficas se presentan las predicciones anaĺıticas
y los resultados numéricos, obtenidos con RCWA. (c) Comparación entre la predicción anaĺıtica
del ángulo de Brewster y el cálculo numérico realizado con RCWA, para n1 = 1, 2, 4, 8 y
n2 ∈ (1, 12].

vez, en la figura 6.1(b), los resultados numéricos de θT , en función del ı́ndice de refracción n2
y el ángulo de incidencia, son presentados y comparados con 6.2. Como se puede observar,
ambos acercamientos al problema se comportan de manera idéntica. De hecho, el promedio
del coeficiente de correlación de Pearson [114], para los cuatro casos, es 1.00.

Por otro lado, este método numérico es ampliamente utilizado para calcular la transmitancia y
la reflectancia de los sistemas. Por esta razón, también resulta interesante calcular estos valores.
En general, dado que los materiales involucrados son dieléctricos, la enerǵıa debe conservarse.
Por lo tanto, la transmitancia T y la reflectancia R deben cumplir T +R = 1. Anaĺıticamente,
se encuentra que la reflectancia, en este sistema, cumple las siguientes relaciones [56]:

R =


(α−β
α+β

)2
, para polarización s,

(
sin(2θT )−sin(2θI)
sin(2θT )+sin(2θI)

)2

, para polarización p,

(6.7)

donde α = cos θT / cos θI y β = n1/n2. La transmitancia se calcula a través de T = 1−R.

Cabe resaltar que las polarizaciones s o p se refieren a las situaciones donde la luz es polarizada
perpendicular o paralela al plano de incidencia. Este plano de incidencia está dado por el
plano al que pertenece el vector de onda incidente que perpendicular a la superficie. A efectos
prácticos, en incidencia normal, la polarización s o p se refieren a los casos en que la luz es
polarizada en el eje y o x, respectivamente.

En la figura 6.2(a) se puede observar la comparación de este resultado anaĺıtico y el acercamiento
numérico para una polarización s y n1 = 1 y n2 = 1.5. El coeficiente de correlación entre los
resultados, numéricos y anaĺıticos, para la transmitancia y la reflectancia fue de 1.00, al igual
que para la polarización p, donde n2 = 2.5, figura 6.2(b). En esta última situación, se observa
un fenómeno bien conocido. El ángulo de Brewster es un ángulo de incidencia, denotado por
θB, en el cual la transmitancia es total. Este ángulo es aproximado a través de la relación [56]
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Figura 6.3: (a) Ejemplo de la distribución (calculada con RCWA), de la componente en x,
del campo eléctrico donde una onda electromagnética plana incide, de manera oblicua, sobre
la interfaz, de dos materiales con ı́ndices de refracción n1 y n2, donde n1 > n2. Se aprecia
la reflexión interna total de la luz, en la parte superior, y las ondas evanescente, en la parte
inferior. (b) Reflectancia de una onda plana que incide sobre una interfaz de dos materiales
con ı́ndice de refracción n1 = 1.5 y n2 = 1, con polarización s. Se puede apreciar el ángulo
cŕıtico θc, a partir del cual la reflectancia es total. Se comparan los resultados numéricos
con la predicción anaĺıtica del problema. De esta última se presentaron los valores reales
únicamente, pues, a partir del ángulo cŕıtico, arroja valores complesjos. (c) Comparación
entre la predicción anaĺıtica del ángulo θc y el cálculo numérico realizado con RCWA, para
n1 = 1, 2, 4, 8 y n2 ∈ (1, 10].

θB = tan−1

(
n2
n1

)
. (6.8)

De manera análoga a la ley de Snell, se encontró, numéricamente, el ángulo de Brewster
realizando una variación de n1 = 1, 2, 4, 8 y tomando n2 ∈ (1, 12]. Los resultados de estas
simulaciones se muestran en la figura 6.2(c). Donde, en promedio, el coeficiente de correlación
de Pearson fue, nuevamente, 1.00.

Finalmente, existe otro fenómeno, igualmente interesante, en este sistema. Cuando la luz
incide sobre una interfaz desde un material con ı́ndice de refracción mayor al del material
que lo sucede, surge la posibilidad de que, a partir de un ángulo de incidencia θc, la luz sea
completamente reflejada. A este fenómeno se le conoce como reflexión interna total. El ángulo
θc es calculado de manera anaĺıtica a través de

θc = sin−1

(
n2
n1

)
. (6.9)

En la figura 6.3(a) se encuentra el cálculo numérico de la componente en x, ver figura
6.1, del campo electromagnético. Es evidente cómo la onda electromagnética incidente es
completamente reflejada. De hecho, se logra observar la aparición de las ondas evanescentes,
presentes en la parte inferior de la gráfica y caracterizadas por un decaimiento exponencial de
su amplitud. En la gráfica 6.3(b) se evidencia cómo, hasta el ángulo θc, ambos acercamientos
al problema se corresponden correctamente; sin embargo, a partir de alĺı, difieren por completo.
Esto se debe a que la ecuación 6.7 no describe correctamente el fenómeno. Incluso, arroja
valores complejos (para evitar gran carga visual en la figura, sólo se graficaron los valores
reales). En este sentido, RCWA realiza predicciones más acertadas con la realidad.
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Figura 6.4: (a) Diagrama de una onda electromagnética incidiendo, con ángulo θ, sobre
un espejo de Bragg compuesto por capas con ı́ndice de refracción n1 y n2 con espesores d1
y d2, respectivamente. (b) transmitancia de un espejo de Bragg, con n1 = 3.6, n2 = 1 y
d1 = d2 = a = 1, en función de la frecuencia ω, para tres cantidades distintas de componentes
de Fourier. Las tres curvas son exactamente iguales, por esa razón no se evidencian diferencias
entre śı.

Al igual que para la ley de Snell, y el ángulo de Brewster, se realizaron múltiples simulaciones
con el objetivo de comparar las estimaciones numéricas con 6.9. Estos resultados se exponen
en 6.3(c), donde, nuevamente, se encuentra un ı́ndice de correlación igual a 1.00 y se confirma
el correcto funcionamiento del entorno computacional.

Finalmente, es interesante abordar estos problemas utilizando RCWA pues, a diferencia de los
sistemas que se expondrán más adelante, no es necesario utilizar un gran número de términos
de Fourier. De hecho, dado que las capas involucradas son homogéneas en el plano xy, sólo es
necesario un término de Fourier para describir la permitividad eléctrica del sistema. De hecho,
el cálculo de los campos eléctrico y magnético, en el área mostrada en 6.1(a) y 6.3 (con una
resolución de 200× 200), tarda en promedio 0.12 s.

6.1.2 Espejo de Bragg

Con el objetivo de hacer un primer acercamiento a estructuras periódicas, se exploró un cristal
fotónico unidimensional. Un espejo de Bragg es un arreglo periódico de láminas dieléctricas
uniformes, como se puede ver en la figura 6.4(a).

Esta estructura cristalina es particularmente interesante. Presenta propiedades caracteŕısticas
de los cristales fotónicos, como las brechas fotónicas, y es, relativamente, sencillo de abordar
de manera teórica (la transmisión, reflexión y otras propiedades ópticas de este sistema pueden
ser estudiadas a través del formalismo matricial del anexo A [75]). Por ejemplo, en la figura
6.4(b) puede encontrarse la transmitancia, calculada con RCWA, de ondas planas, con θ = 0o,
incidiendo sobre un espejo de Bragg con ı́ndices de refracción n1 = 3.6 y n2 = 1, con d1 = d2 = a.
Se destaca que estos resultados se acercan lo suficiente, de manera cualitativa, a las curvas de
transmitancia caracteŕısticas de un espejo de Bragg presentes en la literatura [75,115]. Además,
se resalta una propiedad fundamental del método numérico, que fue mencionada al finalizar
la sección anterior; los resultados de las simulaciones son independientes de la cantidad de
componentes de Fourier utilizadas. Esto se debe a que el sistema es uniforme en las direcciones
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Figura 6.5: Comportamiento de la amplitud del campo eléctrico cuando una onda electro-
magnética plana, con frecuencia (a) 0.2ωa/2πc y (b) 0.14ωa/2πc, incide a θ = 0 sobre un
espejo de Bragg con 11 capas con espesor a, e ı́ndices de refracción n1 = 3.6 y n2 = 1. La
frecuencia de la onda plana en (a) pertenece a una brecha fotónica, mientras que, la frecuencia
de la onda plana en (b), no.

x e y, es decir, no es periódico en las direcciones en las que se involucra la transformada de
Fourier durante el diseño de RCWA. Entonces, la cantidad de términos de Fourier utilizados
en la simulación no afecta los resultados; observar las ecuaciones 5.24 y 5.25. Por otro lado,
es importante mencionar que el hecho de que RCWA simule la periodicidad de los sistemas
en el plano xy, implica que no simula periodicidades infinitas en la dirección z, por lo tanto,
un sistema como el espejo de Bragg está forzado a ser finito en esta dirección. Sin embargo,
tal como se mencionó en el caṕıtulo dedicado a los métodos numéricos, la inclusión de un
número grande de periodos en el dominio computacional, en proporción con el parámetro
de red, logra ser una aproximación fiel al sistema original. En las simulaciones dedicadas al
espejo de Bragg, se usó una cantidad de 168 capas, que es una cantidad más que suficiente
para observar las propiedades de un cristal fotónico unidimensional. Naturalmente, mientras
más capas se usaran en la simulación, más tiempo tardaba en converger el método numérico,
de hecho, para RCWA, este tiempo crece en el orden de O(MN3

m) , donde M es el número de
capas y Nm la cantidad de términos de Fourier [55]. En este sentido, dado que se puede utilizar
una cantidad mı́nima de Nm (un sólo término de Fourier es suficiente), fue posible aumentar
considerablemente la cantidad de capas sin afectar notoriamente el tiempo de compilación.

Por otra parte, en la figura 6.4, es evidente la aparición de tres zonas, alrededor de 0.1ωa/2πc,
0.2ωa/2πc y 0.3ωa/2πc, donde la transmitancia cae, exactamente, a cero. Esto es una indicio
claro de la presencia de tres brechas fotónicas distintas. Pues, tal como se discutió en el primer
caṕıtulo, las ondas electromagnéticas cuya frecuencia haga parte de una brecha fotónica, no
puede propagarse a través del cristal fotónico y, por lo tanto, es completamente reflejada. En
la figura 6.5 se pueden encontrar dos ejemplos, bastante interesantes, de la amplitud del campo
eléctrico resultante de la incidencias de una onda plana sobre un espejo de Bragg con pocas
capas. El primer caso (6.5(a)) muestra lo que sucede cuando una onda plana, cuya frecuencia
hace parte de una brecha fotónica, incide de manera normal sobre un espejo de Bragg. Como
se puede observar, la amplitud de la onda transmitida es, prácticamente, cero (no llega a ser
cero, pues la cantidad de capas usadas, 11, no es suficiente para encontrar una reflectancia
completa [115]). Mientras que, en la figura 6.5(b), la onda plana, con frecuencia 0.14ωa/2πc,
logra transmitirse a través del cristal fotónico, ya que no hace parte de una brecha fotónica.
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Figura 6.6: (a) Calculo de la amplitud del campo magnético a través de un espejo de Bragg,
con 168 capas y n1 = 3.6, n2 = 1, d1 = 0.8a y d2 = 0.2a, en función de la coordenada z y la
frecuencia de la onda electromagnética plana incidente, con θ = 0. Cálculos realizados con
RCWA. se observar cómo, en las brechas fotónicas, el campo electromagnético logra penetrar
superficialmente, z = 0, el espejo de Bragg hasta desvanecerse. Y (b) transformada de Fourier,
a lo largo de la coordenada espacial z, de estos resultados. En los máximos de esta gráfica se
obtiene la estructura de bandas de este cristal fotónico unidimensional.

Ahora bien, el objetivo principal de esta prueba fue explorar un primer método para obtener
la estructura de bandas de un cristal fotónico. Este método está basado en el hecho de que
el campo electromagnético dentro de un cristal fotónico, cuando incide una onda plana con
frecuencia ω, será una superposición de los modos de Bloch 2.20. Esto quiere decir que si
se realiza la transformada de Fourier de la distribución espacial del campo electromagnético
dentro del cristal fotónico, se obtendrán picos en los vectores de onda k de los modos de Bloch
involucrados en dicha superposición. En otras palabras, a través de estos máximos se podŕıa
realizar una relación directa entre la frecuencia ω y k, es decir, se encontraŕıa la estructura de
bandas.

En la figura 6.6(a) se puede observar la amplitud del campo eléctrico a través de un espejo
de Bragg, con 168 capas y n1 = 3.6, n2 = 1, d1 = 0.8a y d2 = 0.2a, en función de la
coordenada z y la frecuencia de la onda electromagnética plana. Las brechas fotónicas se hacen
evidentes, pues, como es de esperarse, la amplitud del campo electromagnético es cero. El
campo electromagnético logra penetrar superficialmente el espejo de Bragg, pero se desvanece
rápidamente. A estos resultados se les aplica la transformada de Fourier, en la dirección
horizontal para mantener la frecuencia y transformar la coordenada espacial z en la coordenada
rećıproca k, y se obtiene la figura 6.6(b). Aquellos máximos con mayor intensidad son los
que conforman el diagrama de bandas de este cristal fotónico. Los picos en la amplitud de
Fourier que no hacen parte de la estructura de bandas son resultado de que la superposición
del campo electromagnético también incluye las funciones periódicas ukn y una porción del
campo electromagnético por fuera del espejo de Bragg, después de z = 168a. Realizando una
comparación cualitativa con resultados presentes en la literatura [17] , se puede concluir que
estos resultados son satisfactorios.
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6.1.3 Lámina de cristal fotónico Bidimensional

Debido a que el método para obtener la estructura de bandas, presentado al final de la sección
anterior, describe adecuadamente el espejo de Bragg (un cristal fotónico unidimensional), surge
la pregunta: ¿Cómo extender este método para estructuras más complejas, como láminas de
cristal fotónico dos dimensionales, ó estructuras bilaminares que forman patrones de Moiré?
Pues bien, la respuesta no es trivial y la discusión a continuación sugiere la búsqueda de un
nuevo procedimiento. Por ejemplo, para una lámina de cristal fotónico bidimensional se debeŕıa
calcular el campo electromagnético, dentro de la lámina y a lo largo de un plano paralelo a esta,
en función de la frecuencia de la onda plana incidente. Después, al calcular la transformada
de Fourier, a través de los máximos en las amplitudes resultantes, se obtendŕıan las curvas
de isofrecuencias de la estructura de bandas. Claramente, en terminos computacionales, este
procedimiento seŕıa mucho más costoso, pues, seŕıa necesario aplicar RCWA para obtener el
campo eléctrico sobre una superficie (para el espejo de Bragg sólo fue necesario realizar este
cálculo a lo largo de una recta, debido a las simetŕıas del sistema), y calcular la transformada
de Fourier dos-dimensinal de estos resultados. Por ejemplo, para obtener la figura 6.6(b)
fue necesario aplicar la transformada rápida de Fourier a 200 arreglos de punto flotante con
200 elementos, cada uno. En el ejemplo de un sistema con una periodicidad bidimensional,
seŕıa necesario calcular la transformada de Fourier dos-dimensional de 200 matrices con 2002

elementos, cada una. Esto hace que este método sea menos atractivo, pues, el aumento del
costo computacional es notable y se hace evidente el aumento de complejidad al lidiar con datos
de esta dimensión. Además, no hay certeza que este método, como se está planteando aqúı,
funcione más adelante. Ciertamente, en un cristal fotónico bidimensional funcionaŕıa sin mayor
inconveniente. La simetŕıa traslacional continua que tienen este tipo de sistemas, garantiza que
el campo electromagnético, resultado de la excitación de una onda plana con vector de onda
perpendicular a la periodicidad del cristal fotónico, se propague manteniendo dicha simetŕıa
traslacional. Por lo tanto, este método, basado en la aplicación de la transformada de Fourier
sobre la distribución espacial del campo electromagnético, seŕıa, sin lugar a dudas, aplicable
sobre estos sistemas periódicos e infinitos. Sin embargo, una lámina de cristal fotónico carece
de esta simetŕıa traslacional infinita, lo cual complica la aplicación de este procedimiento.
Entonces, una solución podŕıa ser plantear una lámina de cristal fotónico cuyo espesor d sea
mucho más grande que su parámetro de red a, d >> a, para aproximar la lámina de cristal
fotónico, lo máximo posible, a un cristal fotónico. Sin embargo, esta imposición en el espesor
d trae consecuencias indeseables, pues impediŕıa la investigación de situaciones que solo tienen
lugar cuando d es comparable con a. Cabe resaltar que en el caso del espejo de Bragg, se
realizó una aproximación de su periodicidad, más no, de su simetŕıa traslacional en el plano
xy, figura 6.4 (las condiciones de frontera periódicas, impuestas en el diseño de RCWA, se
encargaron de simular la dimensionalidad infinita, en dos direcciones, de las láminas uniformes).
En el caso de las láminas de cristal fotónico, no existe forma de hacer algo semejante, pues el
hecho de que su espesor sea finito, es una propiedad intŕınseca de éstas estructuras. En este
sentido, tampoco está claro cómo aplicar este método para obtener la estructura de bandas de
sistemas bilaminares más complejos como el de la figura 4.2(c). Entonces, resulta necesario
encontrar una alternativa con un enfoque distinto sobre el problema.

El método seleccionado fue Espectroscoṕıa resuelta en ángulo (caṕıtulo 3), el cual está basado
en que el acoplamiento de la radiación externa a los modos propios de la lámina de cristal
fotónico, se manifiesta en forma de una resonancia de Fano en la transmitancia. Este método
fue aplicado como ejemplo para obtener la estructura de bandas, en la direcciones ΓX, XM y
ΓM , de una lámina de cristal fotónico con ı́ndice de refracción 3.46 de red cuadrada, cuyo
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Figura 6.7: (a) Estructura de bandas de una lámina de cristal fotónico con ı́ndice de refracción
3.46 con red cuadrada, obtenida utilizando el método de espectroscoṕıa resuelta en ángulo
en RCWA y (b) resultados de la transmitancia en el punto Γ para diferentes cantidades de
términos de Fourier Ng. Se puede apreciar que la resonancia de Fano, después de 0.35 c/a, es
la más dif́ıcil de describir con pocos términos de Fourier.

parámetro de red es a, su espesor 0.2a y está compuesta por agujeros ciĺındricos de radio 0.4a.

En la figura 6.7(a) se puede observar la estructura de Bandas obtenida con este método.
Aquellos cambios afilados en la transmitancia son las resonancias de Fano resultantes de la
excitación de los modos de fuga del sistema, y se corresponden con la estructura de bandas.
También se pueden observar las resonancias Fabry-Perot, alrededor de 0.3 c/a y 0.6 c/a, que
hacen parte del fondo del espectro. Por otro lado, en la parte superior de la estructura de
bandas se encuentran los modos de orden superior que, como se puede observar, están muy
cercanos entre śı. Por lo tanto, no seŕıa posible aprovecharlos para la fabricación de un
dispositivo óptico como el que se busca diseñar en este trabajo. Por esa razón, durante las
simulaciones posteriores no se explorarán los espectros de transmitancia a frecuencias tan
altas, pues los modos de fuga no se encuentran lo suficientemente separados entre śı como para
poder ser aprovechados experimentalmente.

Esta prueba también fue aprovechada para visualizar, de manera directa, el papel que cumple
la cantidad de términos de Fourier en los resultados de RCWA. En la figura 6.7(b) se puede
observar el comportamiento de la transmitancia, en el punto Γ del diagrama de bandas, para
diferentes cantidades de términos de Fourier. En la gráfica, en el rango 0 c/a y 0.35 c/a, no
se observa una diferencia notable entre los 4 ejemplos. Esto se debe a que, en esta zona, el
comportamiento de la transmitancia está descrito, principalmente, por la respuesta rápida del
sistema, que depende de la estructura general de la lámina y no de sus particularidades. Es
decir, que las frecuencias en el rango (0 c/a), 0.35 c/a la transmitancia son tan pequeñas, que la
onda plana incidente no logra interactuar con los agujeros, ni la periodicidad, de la lámina de
cristal fotónico. Por lo tanto, la luz se comporta como si incidiera sobre una lámina dieléctrica
uniforme, por esta razón, aparece de manera clara la primera resonancia Fabry-Perot. Entonces,
la cantidad de términos de Fourier no modifica notablemente los resultados, pues, tal como
fue expuesto en las primeras dos secciones de este caṕıtulo, RCWA logra simular de manera
satisfactoria el comportamiento óptico de sistemas dieléctricos uniformes sin que la cantidad
de términos de Fourier juegue un papel clave en las simulaciones. Sin embargo, en el rango
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Figura 6.8: Reconstrucción de la permitividad eléctrica de la celda unitaria de una lámina
de cristal fotónico para distintas cantidades de términos de Fourier (Ng). El perfil de la
permitividad eléctrica, calculado sobre la ĺınea punteada, se presenta superpuesto a los mapas
de calor.

(0.35 c/a, 0.4 c/a), las consecuencias de usar pocos términos de Fourier se hacen evidentes. La
forma que toma la transmitancia en esta región es caracteŕıstica de una resonancia de Fano, es
decir, que el comportamiento del espectro se ve influenciado por la respuesta lenta, la cual
surge cuando la radiación exterior se acopla a algún modo propio de la lámina. Por tanto, la
cantidad de términos de Fourier es fundamental en para la correcta convergencia del método.

Estos resultados motivaron el criterio de selección de la cantidad de términos de Fourier que
se decidió utilizar de aqúı en adelante. En RCWA, la permitividad eléctrica es descompuesta
en términos de Fourier. Por lo tanto, es posible realizar la reconstrucción de este parámetro y
determinar su exactitud y precisión con respecto a la permitividad dieléctrica ideal. En la
figura 6.8 se puede observar dicha reconstrucción en función de la cantidad de términos de
Fourier para la lámina de cristal fotónico que está siendo tratada en esta sección. Tal como era
de esperarse, pocos términos de Fourier (Ng = 5, 25) no realizan una reconstrucción certera,
mientras que, una cantidad alta de términos, como Ng = 997, śı lo hace. Sin embargo, utilizar
997 términos de Fourier para realizar las simulaciones no es realista, pues el tiempo de ejecución
de RCWA escala con O(N3

g ) para una única lámina de cristal fotónico [55]. Por ejemplo,
el cálculo de 6.7(a), con Ng = 117, tardó alrededor de ∼ 616 horas, tiempo de procesador.
Entonces, utilizar 997 términos de Fourier no es viable técnicamente. Por lo tanto, se decide
trabajar con la mayor cantidad de términos que permita optimizar la exactitud y la precisión
en la recontrucción de la permitividad eléctrica y el tiempo de ejecución en la máquina.

Cabe mencionar que los vectores rećıprocos utilizados en la expansión en términos de Fourier
del RCWA fueron seleccionados de manera simétrica. Por ejemplo, se consideraron los primeros
vecinos, o los primeros y segundos vecinos, o los primeros, segundos y terceros vecinos, etc.,
del punto Γ. Esto, con el objetivo de no priorizar ninguna dirección.

Finalmente, con el objetivo de realizar una evaluación directa de los resultados expuestos
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Figura 6.9: Comparación directa del cálculo de la estructura de bandas de un cristal fotónico
con red cuadrada utilizando GME, puntos, y espectroscoṕıa resuelta en ángulo con RCWA,
mapa de calor.

en la figura 6.7(a), se realizó el cálculo de la estructura de bandas de la misma lámina de
cristal fotónico a través del método Guided-Mode Expansion [77], GME. Como se puede
observar en la figura 6.9, a través de una comparación cualitativa, las resonancias de Fano en
la transmitancia se ajustan correctamente a los resultados obtenidos con este nuevo método.
Esto indica que el método de Espectroscoṕıa resulta en ángulo aplicada a través de RCWA
funciona correctamente en el entorno computacional construido. Cabe mencionar que algunas
de las resonancias encontradas por GME no aparecen en el espectro de transmitancia calculado
con RCWA, por ejemplo aquella en 0.38 c/a cerca del punto Γ. Esto se debe a que es un
modo de fuga de orden mayor que no fue posible observar con la cantidad de términos de
Fourier utilizados en la simulación de RCWA. Este es otro ejemplo que señala la importancia
de utilizar un número grande de términos de Fourier, sin embargo, no es problemático, pues la
mayoŕıa de las resonancias guiadas śı aparecen.

6.2. Pruebas de concepto

Tras confirmar que el entorno computacional construido expone correctamente fenómenos
ópticos bien conocidos y funciona de manera adecuada para estructuras cristalinas, se decidió
explorar sistemas biláminares cuya estructura general da lugar a patrones periódicos. Esto se
realizó con dos objetivos

1. Evidenciar la presencia de resonancias guiadas de sistemas bicapa que pueden ser
manipuladas a través de un giro, o desplazamiento, entre las láminas del sistema.

2. Encontrar un punto intermedio entre estructuras cristalinas, como las láminas de cristal
fotónico, y las estructuras de Moiré, conmensuradas e inconmensuradas, formadas a
través del giro relativo de láminas de cristal fotónico.
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Figura 6.10: Representación diagramática y tridimensional de dos sistemas compuestos por la
superposición de dos rejillas de difracción idénticas que forman un patrón de Moiré a través de
(a) el desplazamiento ϕ y (b) el ángulo de giro α. Las rejillas de difracción tienen un factor de
llenado de 0.5 y en la estructura bilaminar se encuentran separadas entre śı por una distancia
D. En ambos diagramas se señala la supercelda del sistema.

De esta manera se logra explorar el efecto de estos nuevos grados de libertad que surgen en
las estructuras biláminares sin incurrir en los fenómenos e implicaciones que se producen al
estudiar estructuras inconmensuradas.

Entonces, se decidió estudiar el comportamiento óptico de dos sistemas compuestos por la
superposición de dos rejillas de difracción. En ambos casos se estudia el comportamiento
óptico, a través de la transmitancia, en el punto Γ y a una incidencia de θ = 30o, en función
del desplazamiento ϕ, para el primer caso, y el ángulo de giro α, para el segundo caso,
respectivamente. Ver las figuras 6.10(a) y 6.10(b).

Estos sistemas pueden ser estudiados a través de la forma convencional de RCWA, pues, como
se puede ver en la figura 6.10, es posible encontrar una supercelda periódica. Esto se debe
a que las rejillas de difracción, individualmente, presentan una periodicidad unidimensional,
lo cual permite que el conjunto de dos láminas cuente con una red rećıproca unidimensional,
para el primer caso, y bidimensional, para el segundo caso. Además, debido a que la segunda
estructura también puede ser explorada a través de RCWA4D, esta parte de las pruebas de
concepto fue enfocada a la comparación directa entre la aproximación por supercelda y dicha
modificación de RCWA.

6.2.1 Patrón de Moiré por Desplazamiento

Las rejillas de difracción construidas en la simulación, para este primer caso, contaban con
un espesor d = 1/4 a y una separación entre śı de D = 8/100 a, con una permitividad
eléctrica relativa de 9.8, que se corresponde con la alumina en el rango de las microondas [44].

51



6.2. Pruebas de concepto 6. Resultados6.2. Pruebas de concepto 6. Resultados

Figura 6.11: Espectros de transmitancia en función del desplazamiento ϕ para un sistema
bilaminar de rejillas de difracción, con una permitividad eléctrica de 9.8, superpuestas entre
śı. Cada rejilla cuenta con un parámetro de red a, espesor 1/4 a y están separadas entre śı
1/800 a. Las figuras (a) y (b) presentan los resultados para una incidencia normal de la luz a
la estructura, mientras que las figuras (c) y (d), presentan los resultados para una incidencia
con θ = 30o. La primer y segunda fila se corresponden con los resultados para polarización s y
p, respectivamente.

Los resultados para la polarización s y p, para incidencias normal y oblicua de θ = 30o, se
encuentran en la figura 6.11. Al observar estos resultados, es posible evidenciar, inmediatamente,
la aparición de las resonancias de Fano y cómo estas dependen del parámetro ϕ.

Al seleccionar un ángulo de incidencia θ distinto a 0o, es esperable que las simetŕıas del sistema
se rompan y, por lo tanto, el degeneramiento de algunos modos de fuga se levante. Como
resultado, existen resonancias guiadas del punto Γ que se dividen en dos, o más, cuando se
explora un punto distinto de la primera zona de Brillouin [57]. Esto se evidencia al observar la
segunda fila de la figura 6.11, donde el efecto de la ruptura de esta simetŕıa se hace evidente,
pues la cantidad de resonancias de Fano es mucho mayor que en las figuras superiores. Este
efecto se hace más evidente a frecuencias mayores, ya que, basándose en la ecuación 3.1 y
considerando los ángulos θ y ϕ fijos, mientras más grande sea la frecuencia de la onda plana
incidente, más se alejará la resonancia guiada excitada del punto Γ.

Considerando que el objetivo principal de esta prueba de concepto es evidenciar la aparición
de resonancias guiadas que dependen directamente del desplazamiento ϕ, se puede afirmar que
los resultados fueron satisfactorios. De hecho, los resultados obtenidos para los cuatro casos
exponen resonancias de Fano bien comportadas que podŕıan ser aplicadas para el objetivo final
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Figura 6.12: Espectro de transmitancia, calculado con (a) RCWA a través de la supercelda
del sistema y (b) RCWA4D, para un sistema bicapa de rejillas de difracción con parámetro
de red a, espesor a/4 y permitividad eléctrica de 9.8, superpuestas a una distancia a/800 y
giradas entre śı un ángulo α.

de este trabajo, el diseño de un dispositivo óptico. Pues, tal como puede observarse en la figura
6.11(a), por ejemplo, a partir ϕ = 0.47 es posible filtrar las frecuencias que se transmiten a
través de la estructura desde 0.54 c/a hasta 0.60 c/a (tabién seŕıa posible aprovechar el máximo
de transmitancia que depende de ϕ, alrededor de 0.4 c/a o 0.6 c/a, en la figura 6.11). En este
sentido, este sistema resulta muy llamativo, pues ejemplos como este pueden encontrarse en
los cuatro casos explorados. Entonces, esta estructura será analizada con mayor detenimiento
en una sección posterior donde se realizarán cálculos de su transmitancia en condiciones más
realistas.

6.2.2 Patrón de Moiré por Giro

Con el objetivo de comparar directamente los resultados de la aproximación por supercelda y
RCWA4D, se decidió estudiar el comportamiento óptico del sistema en la figura 6.10(b) con
parámetros d = a/4, D = 8a/100 y una permitividad eléctrica 9.8. Tomando como condiciones
iniciales ondas electromagnéticas incidentes con polarización s, ángulo θ = 26.6o y frecuencia
ω, se realizaron los cálculos de la transmitancia en función de ω y α utilizando la versión
convencional de RCWA y RCWA4D. Las gráficas correspondientes a ambas simulaciones se
encuentran en la figura 6.12.

Al observar los resultados para la aproximación por supercelda, figura 6.12(a), resalta in-
mediatamente que por debajo de los 21o la transmitancia no presenta ninguna resonancia
de Fano. De hecho, el comportamiento es el mismo para cada valor de α en este intervalo.
Dicho comportamiento expone una de las principales desventajas del uso del enfoque por
supercelda: si se observa la figura 6.10(b) es posible percatarse de que cuando α toma valores
pequeños, la supercelda se hace más delgada y dos de sus esquinas se tornan más agudas. Esto
implica que durante la simulación, la representación en términos de Fourier de la permitividad
eléctrica, para valores pequeños de α, requiere vectores rećıprocos de orden cada vez mayor.
Bajo esta perspectiva, la ausencia de resonancias de Fano, entre α = 0o y α = 21o, indica
que la cantidad de términos de Fourier utilizados en la simulación no fue suficiente para
describir correctamente el sistema. Ciertamente, esto se confirma al observar la gran similitud
entre dicho comportamiento y el espectro de transmitancia de dos láminas uniformes con
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Figura 6.13: Comparación entre el espectro de transmitancia de un sistema de dos láminas
uniformes con permitividad eléctrica de 8.3 (ver el anexo A para más información) y el espectro
de transmitancia, obtenido a través del enfoque de supercelda en RCWA con 37 términos de
Fourier, para dos rejillas de difracción superpuestas y giradas entre śı un ángulo α = [0o, 21o],
con permitividad eléctrica de 9.8. Las láminas de ambos sistemas tienen un espesor de a/4 y
una intercapa de 8a/100.

permitividad eléctrica 8.3 y parámetros geométricos idénticos al sistema de las rejillas de
difracción, figura 6.13.

Por otra parte, al observar con detenimiento los resultados obtenidos a partir de la versión
modificada de RCWA, figura 6.12(b), se observa una gran diferencia con los resultados anteriores,
pues es evidente que el comportamiento general difiere notoriamente entre ambas gráficas. Sin
embargo, aquella resonancia guiada que vaŕıa desde 0.4 c/a hasta 0.55 c/a, representa una gran
similitud entre ambos espectros de transmitancia y permite evidenciar una de las debilidades
de RCWA4D : los resultados de la figura 6.12(a) fueron obtenidos utilizando 37 términos de
Fourier para describir todo el sistema, mientras que para los resultados obtenidos en 6.12(b)
se utilizaron 252 términos de Fourier (este valor se corresponde con el uso de dos bases de
25 elementos, o términos de Fourier, para describir la primera y la segunda capa, pues el
producto tensorial entre ambas bases resulta en un conjunto de vectores con 252 elementos,
ver el caṕıtulo 5). A pesar de que este número parezca grande y, por lo tanto, debeŕıa implicar
que los resultados en 6.12(b) son más acertados, la cantidad de términos no es suficiente
para explorar resonancias con ordenes superiores y, tal como se expone en [79], RCWA4D
es un método de convergencia lenta para sistemas con un alto contraste en los ı́ndices de
refracción; como en este caso, donde las barras de las rejillas de difracción, con ϵ = 9.8,
se encuentran suspendidas en el vaćıo. Por lo tanto, una mayor cantidad de términos de
Fourier debeŕıa garantizar la convergencia de los resultados de RCWA4D a un comportamiento
similar al obtenido utilizando la versión convencional de este método (si bien la inclusión de
dichos cálculos habŕıa enriquecido este análisis fue necesario optimizar el tiempo de computo
disponible para analizar las demás estructuras). En este sentido, la resonancia que aparece
en ambas gráficas, entre 0.4 c/a y 0.55 c/a, debe ser una resonancia guiada de primer orden
que no requiere una gran cantidad de términos de Fourier para ser observada numéricamente.
Cabe resaltar que el hecho de que dicha resonancia sea bien comportada, se presente en los
resultados de ambos métodos y vaŕıe notoriamente en función de α indica que esta prueba de
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Figura 6.14: Índices de refracción y coeficientes de extinsión para (a) Arsenuro de Galio y (b)
Dióxido de Vanadio. Extráıdos de [6] y [7], respectivamente.

concepto fue exitosa, pues indica que existe por lo menos una resonancia guiada que podŕıa
ser aprovechada en alguna aplicación futura.

De igual manera, la figura 6.12(b), también expone una de las fortalezas de RCWA4D : a
diferencia de su contraparte convencional, esta modificación de RCWA permite encontrar
resonancias de Fano a ángulos pequeños. Es decir, a pesar de que RCWA4D también tiene
una convergencia lenta a ángulos de giro pequeños [79], es posible observar efectos debidos a
la naturaleza no uniforme del sistema, lo cual contrasta con los resultados en 6.12(a).

Finalmente, los resultados para ambos sistemas bicapa de rejillas de difracción exponen
resonancias guiadas, que vaŕıan en función de ϕ y α, que podŕıan ser aprovechadas para
distintas aplicaciones. Por lo tanto, aunque estos sistemas no sean el objetivo final de este
trabajo, se propone su análisis detallado, tanto experimental como teórico, en un trabajo
futuro.

6.3. Dispositivo Óptico

Gracias a los resultados obtenidos para estos sistemas bilaminares, es posible tener una noción
clara de cómo se comporta la luz cuando se propaga a través de estos. Sin embargo, estos
resultados presentan una perspectiva limitada. En el primer caṕıtulo se mencionó que la
escalabilidad de la ecuación maestra resulta conveniente para estos problemas, pues el analizar
cada sistema utilizando unidades espaciales arbitrarias permite relacionar los resultados con
cualquier porción del espectro electromagnético sin mayores inconvenientes. No obstante, esta
relación no deja de ser una aproximación, pues se ha ignorado que el ı́ndice de refracción de los
materiales es dependiente de la longitud de onda de la luz y puede tomar valores complejos,
donde la parte real indica la velocidad de fase de la luz y se denota por n, y la parte imaginaria,
denotada por k, indica la atenuación de las ondas electromagnéticas que se propagan a través
del material . Por ejemplo, el ı́ndice de refracción utilizado en las anteriores simulaciones se
corresponde correctamente con el ı́ndice de refracción del Arsenuro de Galio (GaAs), cercano
a 3.6 en el infrarrojo cercano (figura 6.14(a)). Es decir, los resultados que se han obtenido,
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hasta este punto, son buenas aproximaciones para rangos del espectro electromagnético donde
los materiales cuentan con un ı́ndice de refracción similar al utilizado en las simulaciones.
Por esta razón, tras decidir utilizar estas simulaciones para plantear una aplicación directa
de las estructuras bilaminares, como el planteamiento de un dispositivo óptico, es apropiado
utilizar el ı́ndice de refracción de los materiales en función de la frecuencia de la luz y fijar las
dimensiones espaciales de la estructura.

Inicialmente, para realizar una primera aproximación al uso de ı́ndices de refracción dependi-
entes de la frecuencia de la luz, se utilizó el sistema donde las rejillas de difracción se encuentran
desfasadas a través de un desplazamiento transversal, figura 6.10(a). Para esto, se decidió
utilizar el dióxido de Vanadio (VO2) como material base, este cuenta con la capacidad de
cambiar entre su fase metálica y su fase aislante a través de cambios en temperatura y campo
eléctrico [116,117]. Lo cual lo convierte en un material realmente llamativo para aplicaciones
en óptica [118–122]. Particularmente, en este trabajo se considera como una opción realmente
interesante, pues su transición de fase metal-aislante incluye un nuevo grado de libertad para
el control de la propagación de la luz. Las rejillas de difracción construidas en la simulación
cuentan con un parámetro de red a = 16µm, espesor a/4 e intercapa de 8a/100. El ı́ndice de
refracción de las barras de las rejillas se corresponde con el del VO2 para ambas fases, metálica
y aislante, figura 6.14(b). De esta manera, se calculó la transmitancia de este sistema para las
polarizaciones s y p, ambas fases del VO2 y longitudes de onda entre 0.3µm y 30µm. Estos
resultados se presentan en la figura 6.15.

En la figura 6.15(a) se presentan los resultados del espectro de transmitancia para la fase
dieléctrica del VO2 en polarizaciones s y p. En particular, los resultados para la polarización
s presentan una resonancia guiada degenerada cerca de los 10µm, cuyo comportamiento es
dependiente del desfase entre las rejillas de difracción. Este comportamiento resulta interesante
para este trabajo; en la figura 6.16, se presenta la transmitancia en función de ϕ para la longitud
de onda que emiten los láseres de CO2, 10.6µm. Este comportamiento de la transmitancia
sugiere la posibilidad de que esta estructura sea empleada como filtro atenuador del láser,
pues es capaz de reducir la transmitancia máxima en un 75% de manera continua para esta
longitud de onda. También, para la polarización p, se observan comportamientos similares
alrededor 4µm y 9µm, donde se evidencia que la intensidad de la luz transmitida puede ser
ajustada a través de ϕ.

Adicionalmente, al observar la figura 6.15(a), entre 9µm y 14µm y ϕ = [0, 0.36a/2], se observa
que el ancho del espectro de longitudes de onda que logran transmitirse a través de la estructura
vaŕıa en función del desfase entre las rejillas de difracción, figura 6.17(a). De hecho, al tomar
el ancho del espectro como el ancho a la altura media del pico más prominente, se encuentra
que el ancho de este espectro sigue una relación lineal con ϕ, ver la figura 6.17(b). Al realizar
una regresión lineal de estos resultados, se encuentra que el ancho W sigue la ecuación:

W = −5.79 · ϕ+ 3.97 [µm], (6.10)

con un coeficiente de correlación lineal de 0.99. Es decir, es posible utilizar el desfase ϕ para
ajustar el ancho del espectro transmitido, con una transmitancia máxima de 0.27± 1.2× 10−4,
desde 3.44µm hasta 1.96µm, manteniendo la longitud de onda máxima transmitida en
13.34± 2.7× 10−3 µm.
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Figura 6.15: Espectro de transmitancia, para polarizaciones (a, c) s y (b, d) p, de dos rejillas
de difracción superpuestas de manera paralela, con parámetro de red a = 16µm, espesor a/4
e intercapa 8a/100, desfasadas entre śı una distancia ϕ = [0, a/2]. Las barras de ambas rejillas
de difracción se consideran compuestas por VO2 en su fase dieléctrica, primera fila, y su fase
metálica, segunda fila.

Figura 6.16: Extracción del espectro de transmitancia, para la polarización s, de la estructura
compuesta por dos rejillas de difracción a una longitud de onda 16µm en función del desfase
ϕ. Se observa una curva bien comportada cuyo mı́nimo de transmitancia se corresponde con el
24.3% de la transmitancia máxima a esta longitud de onda.
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Figura 6.17: (a) Extracción de espectros de transmitancias , para la polarización s, de la
estructura compuesta por dos rejillas de difracción entre 9.6µm y 15µm para distintos valores
de desfase ϕ. Se observa que el ancho del espectro, tomado a partir de la altura media del pico
más prominente, de las longitudes de onda transmitidas a través de la estructura disminuye en
función de ϕ. Este comportamiento se encuentra representado en (b), donde se obtiene un
comportamiento lineal cuyo coeficiente de correlación es de 0.99.

Finalmente, al observar los resultados para la fase metálica del VO2, figura 6.15(c, d), se
encuentra que la transmitancia máxima para las polarizaciones s y p es de 5.5×10−3 y 8.0×10−3,
respectivamente. Esta cáıda abrupta en la cantidad de luz transmitida era esperable, ya que,
en su fase metálica, el coeficiente de extinción del VO2 toma un valor grande y comparable con
la parte real del ı́ndice de refracción. Además, este comportamiento es realmente interesante,
pues sugiere la posibilidad de crear un sistema que reduce, como mı́nimo, el 99.2% de la
intensidad de la luz transmitida a través del cambio de fase del dióxido de vanadio.

Dispositivo óptico basado en una estructura cuasicristalina

Para analizar las resonancias guiadas de las estructuras bicapa con red cuasicristalina, se
decidió analizar un sistema compuesto por dos láminas de cristal fotónico de red cuadrada
giradas entre śı un ángulo α, figura 6.18(a). Se considera que ambas láminas son idénticas, con
espesor 1/2 a y agujeros ciĺındricos de radio 1/5 a, donde a es el parámetro de red. En este
caso, debido a que el interés principal de este trabajo es observar los fenómenos relacionados
con el giro entre ambas láminas y, tal como se expuso en el caṕıtulo 4, la primer zona de
Brillouin cambia para cada ángulo, se decide estudiar el comportamiento de la estructura de
bandas únicamente en el punto Γ. Las ondas electromagnéticas inciden con polarización s y
se toma un ı́ndice de refracción de 3.4, el cual se corresponde con el ı́ndice de refracción del
Silicio en el infrarrojo cercano [123].

Al revisar los resultados en la figura 6.18(b) es posible realizar tres observaciones inmediatas:

1. La transmitancia exhibe una simetŕıa espejo a la mitad del gráfico. Esto era esperable,
pues la red real que describe a las láminas de cristal fotónico presenta el grupo puntual
C4v, el cuál contiene simetŕıas de espejo diagonales a 45o y 135o [57]. En este sentido,
los resultados por encima de 45o no proveen nueva información. De hecho, debido a que
la incidencia de la luz es normal a la superficie de las láminas, las polarizaciones s y p
son indestinguibles entre śı, pues este grupo puntual también contiene la simetŕıa de giro
a 90o. Por lo tanto, estos resultados también son válidos para la polarización p.
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Figura 6.18: (a) Diagrama de un sistema bicapa de láminas de cristal fotónico con red
cuadrada, cuya superposición forma una red cuasicristalina al girar ambas láminas entre śı.
(b) Transmitancia de una estructura bicapa compuesta por dos láminas de cristal fotónico
con ı́ndice de refracción 3.5 y red cuadrada, giradas entre śı un ángulo α y separadas 8/100 a.
Ambas láminas son idénticas con espesor 1/2 a y agujeros ciĺındricos con radio 1/5 a, donde a
es el parámetro de red.

2. Existen resonancias guiadas que cambian en función del valor que tome α.

3. Las resonancias guiadas mejor definidas se encuentran a bajas frecuencias y alrededor de
45o, mientras que a altas frecuencias se encuentran muchas resonancias poco definidas
que resultan de poco interés para este trabajo. Cerca de 0.35 c/a se encuentran las
resonancias más atractivas, pues su factor de calidad aumenta cuando α se acerca a los
45o. Observese cómo disminuye el ancho δf de estas resonancias.

Dadas estas observaciones, resulta razonable plantear que el diseño de un dispositivo óptico
(un filtro configurable, por ejemplo) tenga como objetivo definir las dimensiones del sistema en
función de que estas resonancias, al rededor de 0.35 c/a, se encuentren en la zona del espectro
electromagnético donde se espera que el dispositivo trabaje. Por ejemplo, si se desea que el
dispositivo trabaje al rededor de una longitud de onda λ0, que sea equivalente a f = 0.35 c/a,
el parámetro de red de las láminas de cristal fotónico deben cumplir a = 0.35 · λ0.

Ahora bien, si se compara el espectro de transmitancia de este sistema con el espectro de
transmitancia de un sistema compuesto por dos láminas dieléctricas uniformes, se obtienen
resultados como el expuesto en la figura 6.19(a). Como puede observarse, nuevamente, la
transmitancia está compuesta en dos partes: la primera, los máximos y mı́nimos abrubtos que
se corresponden con resonancias de fano; y la segunda, el fondo que resulta de la interacción
de la luz con la naturaleza uniforme del sistema. En la figura 6.19(b), es posible observar
el espectro de transmitancia tras la aplicación de un filtro de realce vertical. El fondo de
transmitancia, debido a la respuesta rápida del sistema, impide ubicar a simple vista todas las
resonancias de fano del sistema (figura 6.18(b)). Sin embargo, tras la aplicación del kernel

K =

0 −1/3 0
0 2/3 0
0 −1/3 0

 , (6.11)
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Figura 6.19: (a) Comparación entre el espectro de transmitancia de un sistema bicapa de
láminas de cristal fotónico, con ı́ndice de refracción de 3.50, giradas entre śı 17.47o y un
sistema equivalente de láminas uniformes con ı́ndice de refracción de 3.39. (b) Espectro de
transmitancia (figura 6.18) tras la convolución con un kernel de realse vertical, se destacan las
resonancias guiadas, pues este filtrado se deshace del fondo de transmisión. Se resalta una
resonancia guiada cuya frecuencia aparenta una dependencia lineal con el ángulo α.

se resaltan los cambios verticales, como las resonancias de Fano, y se atenúan los cambios
progresivos, como el fondo del espectro de transmitancia. El resultado de este proceso de
filtrado permite identificar la alta complejidad de esta estructura pues, tal como puede
observarse en la figura 6.19(b), la transmitancia exhibe un alto número de cambios abruptos,
que pueden atribuirse a resonancias de Fano y, por lo tanto, a las resonancias guiadas del
sistema. Naturalmente, aquellas resonancias de menor intensidad se deben a vectores de onda
de la red de Moiré de orden superior, cuyo efecto en la transmitancia es mı́nimo (figura 6.18(b))
y pueden ser despreciados experimentalmente [51].

Una de las resonancias más llamativa, es aquella que se encuentra señalada en la figura
6.19(b), pues está aislada de otras resonancias y, a simple vista, depende linealmente de α.
Una de las ideas que surge al observar este comportamiento, es aprovecharle para realizar
un filtro de frecuencias variable. Sin embargo, el fondo de transmitancia complica este
planteamineto, ya que bajo estas condiciones la luz logra transmitirse al rededor de esta
resonancia. Afortunadamente, se ha observado que las resonancias guiadas de estos sistemas
bilaminares, que dependen del ángulo de giro, inducen una conversión en la polarización de la
luz transmitida. Este fenómeno no sucede con el proceso del fondo de transmisión ni en la
excitación de modos de fuga de una única capa [79]. Entonces, es posible utilizar un método
de polarización cruzada para aislar las resonancias de interés. Este procedimiento provoca que
las resonancias de Fano se transformen en curvas lorentzianas [51].

En el caṕıtulo 3 se aplicó un filtro en la transformada de Fourier del espectro de transmitancia
de una lámina de cristal fotónico para deshacerse de la respuesta lenta del sistema (el fondo
de transmitancia) y se encontraron resonancias en forma lorentziana (ver la figura 3.4(b).
Entonces, con el propósito de simular el efecto de la polarización cruzada sobre la resonancia
señalada en 6.19(b), se aplicó este filtrado, basado en Fourier, sobre algunos cortes del espectro
de transmitancia, ver la figura 6.20. En esta última figura se puede evidenciar, nuevamente, la
transformación de las resonancias de Fano en curvas lorentzianas.
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Figura 6.20: (a) Curvas de transmitancia en función de la frecuencia para distintos ángulos
α. se destaca una resonancia de Fano dependiente de α entre 0.340 c/a y 0.365 c/a, ver la
figura 6.19(b). Y (b) la transformada de Fourier de la respuesta lenta para cada espectro de
transmitancia. Las resonancias de Fano adquieren una forma lorentziana.

Resonancia guiada

α (o) 21.66 22.95 24.25 25.54 26.83
Frecuencia (c/a) 36.28×10−2 36.19×10−2 35.96×10−2 35.76×10−2 35.57×10−2

Ancho (c/a) 1.860×10−4 0.7344×10−2 4.660×10−2 5.723×10−2 6.173×10−2

Q 1950 4928 772 625 576

α (o) 28.13 29.42 30.71 32.01 33.30
Frecuencia (c/a) 35.30×10−2 35.08×10−2 34.86×10−2 34.69×10−2 34.56×10−2

Ancho (c/a) 8.242×10−2 7.431×10−2 3.007×10−2 9.384×10−2 19.00×10−2

Q 428 472 159 370 182

Tabla 6.1: Tabla de frecuencias, anchos de banda y factor de calidad de la resonancia guiada
seleccionada para cada valor de α expuesto en la figura 6.21.
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Figura 6.21: Comportamiento del máximo de las curvas de lorentz, señaladas en la figura
6.20(b) en función de α. Las barras de error representan el ancho a altura media de los picos
encontrados. Se observa un comportamiento lineal con un coeficiente de correlación de 0.99.

Ahora bien, en la figura 6.21 se puede observar la tendencia lineal de la frecuencia del modo
guiado en función de α, siguiendo la relación:

fg = −16.22× 10−4 · α+ 39.87× 10−2 [c/a] (6.12)

con un coeficiente de correlación de Pearson de 0.99. Las barras de error en la figura 6.21
indican el ancho del pico y pueden encontrarse en la tabla 6.1 junto con los factores de calidad
Q correspondientes.

En śıntesis, se ha encontrado que el espectro de transmitancia de estos sistemas cuasicristalinos
exhiben resonancias guiadas dependientes del parámetro geométrico α y, a pesar de que el
fondo de transmisión represente un obstaculo para el aprovechamiento directo de estos modos
de fuga, es posible aprovecharse de la conversión de polarización en la luz transmitida para
obtener, únicamente, las frecuencias de luz que interactúan con las resonancias del sistema. De
esta manera, a partir de los resultados obtenidos tras el análisis de un modo de fuga particular,
se puede afirmar que este sistema puede ser aprovechado en la fabricación de un filtro de
frecuencias variable con ancho de banda promedio de 6.62 × 10−4 ± 2.66 × 10−7 c/a, cuya
variación en la frecuencia central es lineal con respecto al ángulo entre las láminas del cristal
fotónico a través de la relación 6.12.
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7. Conclusiones y perspectivas

7.1. Conclusiones

Inicialmente, en este trabajo se realizó una revisión detallada de la literatura y los antecedentes
para evaluar las herramientas teóricas y computacionales adecuadas para el modelamiento de
estructuras fotónicas con red cuasiperiódica. Si bien el uso del método FDTD en conjunto con
el enfoque por supercelda fue considerado como la primera opción, se determinó que RCWA era
más adecuado para el estudio de la estructura de bandas de estos sistemas. A pesar de estar
diseñado para el estudio de estructuras cristalinas, una modificación apropiada permite aplicar
este método a los sistemas de interés. Además, combinado con la Espectroscoṕıa resuelta en
ángulo, facilitó la observación de las resonancias guiadas a través del espectro de transmitancia
de los distintos sitemas.

Por otra parte, esta selección de herramientas permitió calcular la estructura de bandas en
la región superior al cono de luz mediante una elección adecuada del ángulo de incidencia y
la longitud de onda en RCWA. Además, se validó la precisión del método numérico a través
de la comparación de sus predicciones con fenómenos ópticos bien conocidos, obteniendo una
alta correlación con resultados teóricos. Asimismo, se logró simular con éxito la estructura de
bandas de un espejo de Bragg y las resonancias guiadas de un cristal fotónico bidimensional.
Esto permitió observar la evolución de dichas resonancias en función del giro o desplazamiento
relativo entre capas de estructuras bilaminares en el punto Γ de la primera zona de Brillouin.

Respecto a la aplicabilidad de estos sistemas cuasicristalinos en dispositivos ópticos con
parámetros variables, se evidenció que los modos de fuga dependen del desplazamiento y giro
relativo entre las capas. Además, debido a que estos modos se manifiestan en la transmitancia
a través de un mecanismo conocido como Resonancias de Fano, fue posible aprovechar
las fluctuaciones en el espectro de transmisión, para plantear aplicaciones potenciales. En
particular, para el sistema compuesto por rejillas de difracción de VO2 en fase dieléctrica, se
identificó una configuración capaz de reducir la intensidad de la luz transmitida mediante el
desplazamiento relativo de las láminas, alcanzando una reducción de hasta un 75.3% de la
transmitancia máxima permitida por este sistema, para la longitud de onda de emisión del láser
de CO2. De igual manera, entre 9.6µm y 14.0µm, se halló la posibilidad de ajustar linealmente
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el ancho del espectro transmitido mediante dicho desplazamiento, manteniendo la longitud
de onda máxima transmitida en 13.34± 2.7× 10−3 µm. Adicionalmente, dada la transición
metal-dieléctrico del VO2, este sistema también podŕıa ser utilizado como interruptor óptico,
ya que para todo desplazamiento relativo entre las láminas, la transmitancia máxima de la
estructura en fase metálica es del orden de 10−3. Por otra parte, al analizar un sistema bicapa,
compuesto por dos láminas de cristal fotónico bidimensional, cuya red cuasicristalina cambia
con el giro relativo entre ambas láminas, se ha encontrado que, en el punto Γ, las resonancias
guiadas son altamente dependientes del ángulo de giro. Más aún, se ha encontrado que esta
estructura, en conjunto con un método de polarización cruzada, puede ser empleada para el
filtrado de señales electromagnéticas a través de su frecuencia. Ya que uno de los modos de
fuga mejor comportados presenta una dependencia lineal en función del ángulo de giro entre
las láminas (ecuación 6.12), y un ancho de banda promedio 6.62× 10−4 ± 2.66× 10−7 c/a.

En śıntesis, este trabajo permitió analizar el comportamiento del diagrama de bandas de
estructuras fotónicas bicapa, tanto cristalinas como cuasicristalinas, a través de la variación
del giro relativo, o desplazamiento, entre ambas láminas. Se evidenció que estos parámetros
modifican las resonancia guiadas, lo que impacta directamente la transmitancia de los sistemas.
Estos hallazgos confirman que estas estructuras bilaminares poseen propiedades ópticas ajusta-
bles, las cuales abren nuevas posibilidades en el diseño de dispositivos ópticos configurables.

7.2. Perspectivas

- los resultados obtenidos sugieren que los cuasicristales fotónicos estudiados podŕıan
ser empleados en la fabricación de dispositivos ópticos con parámetros de transmisión
ajustables. Sin embargo, futuras investigaciones deberán abordar fenómenos adicionales,
como los Bound States in the Continuum (BICs), aśı como el estudio detallado de la
evolución de los modos de fuga a lo largo y ancho de la primera zona de Brillouin en
función del giro o desplazamiento. También, seŕıa relevante explorar otros materiales,
analizar la dependendencia de las resonancias respecto a la separación entre las capas y
estudiar la propagación de luz coplanar a la estructura (modos guiados). Además, una
cuestión fundamental a resolver en el futuro es: ¿qué sucede cuando las láminas de cristal
fotónico superpuestas no son idénticas, variando su periodicidad, tipo de red o material?

- Desde un enfoque teórico, resulta crucial abordar este problema anaĺıticamente, pues
esto permitiŕıa contrastar los resultados numéricos y profundizar en la naturaleza de los
fenómenos observados.

- A pesar de los desaf́ıos experimentales asociados a la alineación precisa de dos láminas
de cristal fotónico, tanto en distancia como en ángulo y desplazamiento relativo, será
necesario tener una validación experimental de los resultados obtenidos numéricamente.

- En el diseño de dispositivos ópticos, el uso de métodos como FDTD permitiŕıa estudiar el
comportamiento de la luz en sistemas finitos, aśı como analizar otros factores relevantes
en aplicaciones prácticas. Por ejemplo, en caso de utilizar materiales con coeficiente de
absorción distinto de cero, este método podŕıa emplearse para explorar los efectos de la
expansión térmica, inducida por la absorción de luz, y su impacto en la forma de las
láminas y, por lo tanto, en la eficiencia de los filtros y otros dispositivos basados en estas
estructuras cuasicristalinas.
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- Finalmente, aunque RCWA está diseñado para sistemas periódicos y cuasiperiódicos,
con algunas modificaciones. Es posible explorar fenómenos más simples con este método,
como la ley de Snell, el ángulo de Brewster, reflexión total interna, y la superposición
de ondas. Entonces, incluir este método como parte de la formación académica de
estudiantes podŕıa ser beneficioso para fortalecer sus habilidades en métodos numéricos,
óptica, análisis espectral y procesamiento de señales.
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A. Láminas uniformes

Tal como se explicó en la sección 3.2, en primera instancia, la luz ”observa” la estructura
general de la lámina de cristal fotónico y, posteriormente, interactúa con su red periódica. Esto
se evidencia al observar el espectro de la lámina de cristal fotónico, ver la figura 3.3. Por esta
razón es importante conocer cómo se comporta la luz al incidir sobre una lámina dieléctrica
uniforme.

A.1. Lámina dieléctrica uniforme suspendida en el vaćıo

Este sistema está constituido por una única capa homogénea insertada entre dos medios
semi-infinitos, figura A.1. Suponiendo que ambos medios tienen el mismo ı́ndice de refracción,
se puede asegurar que el ı́ndice de refracción se comporta de la siguiente manera:

n(r) = n(z) =


n0, si z < 0,

n1, si 0 < z < d,

n0, si z > d,

(A.1)

donde n0 es el indice de refracción de los medios adyacentes a la lámina uniforme de espesor
d e ı́ndice de refracción n1. Nótese que el ı́ndice de refracción depende únicamente de la
coordenada z, pues el sistema es homogéneo en las direcciones x e y.
A partir de las ecuaciones de Maxwell 2.8, en ausencia de cargas y de corrientes, se encuentra
la ecuación de onda para el campo eléctrico,

∇2E = µ0ϵ0ϵ(z)
∂2E

∂t2
. (A.2)
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Figura A.1: Diagrama de una capa homogénea, con ı́ndice de refracción n1 y espesor d,
suspendida entre dos medios semi-infinitos con ı́ndice de refracción n0.

Suponiendo una onda electromagnética plana, cuyo vector de onda está contenido en el plano
xz, la solución general de la ecuación de onda será homogénea en la dirección y, y puede ser
escrita como [75]:

E(x, z) = E(z)ei(ωt−βx) (A.3)

donde β es la componente en x del vector de onda. Debido a la simetŕıa traslacional del sistema
sobre el plano xy, es posible seleccionar cualquier otro plano de incidencia. Sin embargo, se
decide usar el plano xz por conveniencia.
De esta forma, suponiendo que la onda plana incide desde la parte superior de la figura A.1 y
tiene una polarización s (perpendicular al plano de incidencia), el vector de campo eléctrico
E(z) toma la forma

E(z) = y


Ae−ik1zz +Be−ik1zz, si z < 0,

Ce−ik2zz +De−ik2zz, si 0 < z < d,

Fe−ik3z(z−d), si z > d,

(A.4)

donde kiz = (ω/c)ni cos θi la componente en z del vector de onda. θi es el ángulo que se forma
entre el vector de onda y el eje z. Imponiendo la condición de continuidad en las interfaces
z = 0 y z = d, se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones

A+B = C +D, (A.5)

k1z(A−B) = k2z(C −D), (A.6)

Ce−ik2zd +De−ik2zd = F, (A.7)

k2z(Ce
−ik2zd −De−ik2zd) = k3zF. (A.8)

Entonces, es posible solucionar B y F en términos de A.

F = A
4k1zk2ze

−ik2zd

(k1z + k2z)(k2z + k3z) + (k1z − k2z)(k2z − k3z)e−2ik2zd
, (A.9)

y

B = A
(k1z − k2z)(k2z + k3z) + (k1z + k2z)(k2z − k3z)

(k1z + k2z)(k2z + k3z) + (k1z − k2z)(k2z − k3z)
. (A.10)

67
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Por lo tanto, para la polarización s, la transmitancia y la reflectancia de una lámina uniforme
se escriben

T =

∣∣∣∣FA
∣∣∣∣2 =

∣∣∣∣∣
2k1z

k1z+k2z
· 2k2z
k2z+k3z

e−ik2zd

1 + k1z−k2z
k1z+k2z

· k2z−k3z
k2z+k3z

e−2ik2zd

∣∣∣∣∣
2

, (A.11)

y

R =

∣∣∣∣FA
∣∣∣∣2 =

∣∣∣∣∣
k1z−k2z
k1z+k2z

+ k2z−k3z
k2z+k3z

e−2ik2zd

1 + k1z−k2z
k1z+k2z

· k2z−k3z
k2z+k3z

e−2ik2zd

∣∣∣∣∣
2

, (A.12)

respectivamente. En este punto, es importante comparar el espectro transmitancia de una
lámina de cristal fotónico con estos resultados.

A este comportamiento en la transmitancia de una lámina de cristal fotónico, similar al de una
lámina homogénea, se le conoce como el fondo del espectro de transmitancia. Y será observado
en todos los espectros de transmitancia de láminas de cristal fotónico.

A.2. Sistema bicapa de láminas uniformes

Las estructuras de Moiré descritas en el caṕıtulo 4, y las trabajadas durante este documento,
son estructuras compuestas por dos láminas de cristal fotónico. Por lo tanto, es previsible
que el fondo del espectro de transmitancia de estas estructuras sea similar al espectro de
transmitancia de un sistema bicapa de láminas uniformes (ver figura ??), tal como sucede con
las láminas de cristal fotónico.

Figura A.2: Diagrama de un sistema bicapa de láminas homogéneas suspendidas en un medio
con ı́ndice de refracción n0. Las láminas tienen un ı́ndice de refracción n1 y n2, con espesores
d1 y d2, respectivamente, y están separadas por una distancia D. Las amplitudes de las ondas
planas que inciden hacia la estructura son A0 y Bs, y la amplitud de las ondas planas que
salen de la estructura son As y B0.

En este caso, el ı́ndice de refracción se comporta de la siguiente manera:
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n(r) = n(z) =



n0, si z < 0,

n1, si 0 < z < d1,

n0, si d1 < z < d1 +D,

n2, si d1 +D < z < d1 + d2 +D,

n0, si z > d1 + d2 +D,

(A.13)

Si bien, es posible encontrar los espectros de transmitancia y reflectancia aplicando un
razonamiento equivalente al utilizado en la sección anterior, el procedimiento seŕıa muy tedioso.
Por lo tanto, se recurrió a una formulación matricial del problema. En general, es posible
describir este tipo de sistemas, compuestos por capas uniformes, a través de [75]:

(
A0

B0

)
=M

(
As

Bs

)
, (A.14)

Donde A0 y Bs son las amplitudes de las ondas electromagnéticas planas que inciden sobre la
estructura, As y B0 son las amplitudes de las ondas electromagnéticas planas que salen de la
estructura, y M es una matriz 2 × 2. Dependiendo del orden de las capas, la matriz M se
escribe como una multiplicación de las matrices

Dij =
1

tij

(
1 rij
rij 1

)
, (A.15)

y

Pi(di) =

(
ekizdi 0
0 e−kizdi

)
, (A.16)

donde kiz = niω cos θi/c,

rij =


kiz−kjz
kiz+kjz

, para polarización s,

n2
i kjz−n2

jkiz

n2
i kjz+n2

jkiz
, para polarización p,

(A.17)

y

tij =


2kiz

kiz+kjz
, para polarización s,

2n2
i kjz

n2
i kjz+n2

jkiz
, para polarización p.

(A.18)

En este caso, la matriz M se escribe

M =

(
M11 M12

M21 M22

)
= D01P1(d1)D10P0(D)D02P2(d2)D10. (A.19)
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Suponiendo que la luz incide, únicamente, desde la parte superior, Bs debe ser igual a cero.
Entonces, es posible calcular la transmitancia y la reflectancia a través de

T =

∣∣∣∣As

A0

∣∣∣∣2 = ∣∣∣∣ 1

M11

∣∣∣∣2 (A.20)

y

R =

∣∣∣∣B0

A0

∣∣∣∣2 = ∣∣∣∣ B0

AsM11

∣∣∣∣2 = ∣∣∣∣M21

M11

∣∣∣∣2 (A.21)

respectivamente.
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B. Certificados de Participación

A continuación se incluyen los certificados de participación en el Primer Encuentro Interna-
cional de Investigación y Enseñanzas de las Ciencias Naturales y Exactas y el XVIII Encuentro
Nacional de Óptica y La Conferencia Andina y del Caribe en Óptica y sus Aplicaciones.

Figura B.1: Certificado de participación del Primer Encuentro Internacional de Investigación
y Enseñanzas de las Ciencias Naturales y Exactas.
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Figura B.2: Certificado de participación del XVIII Encuentro Nacional de Óptica y La
Conferencia Andina y del Caribe en Óptica y sus Aplicaciones.

72



Referencias

[1] M. Notomi, H. Suzuki, T. Tamamura, and K. Edagawa, “Lasing action due to the
two-dimensional quasiperiodicity of photonic quasicrystals with a penrose lattice,” Phys.
Rev. Lett., vol. 92, p. 123906, Mar 2004.

[2] P. N. Dyachenko, V. S. Pavelyev, and V. A. Soifer, “Graded photonic quasicrystals,”
Opt. Lett., vol. 37, pp. 2178–2180, Jun 2012.

[3] T. D. Nguyen, A. Nahata, and Z. V. Vardeny, “Measurement of surface plasmon
correlation length differences using fibonacci deterministic hole arrays,” Opt. Express,
vol. 20, pp. 15222–15231, Jul 2012.

[4] Y. S. Chan, C. T. Chan, and Z. Y. Liu, “Photonic Band Gaps in Two Dimensional
Photonic Quasicrystals,” Physical Review Letters, vol. 80, pp. 956–959, Feb. 1998.

[5] H. Tang, F. Du, S. Carr, C. DeVault, O. Mello, and E. Mazur, “Modeling the optical
properties of twisted bilayer photonic crystals,” Light: Science & Applications, vol. 10,
p. 157, July 2021.

[6] D. E. Aspnes, S. M. Kelso, R. A. Logan, and R. Bhat, “Optical properties of AlxGa1–xAs,”
J. Appl. Phys., vol. 60, pp. 754–767, July 1986.

[7] C. Wan, Z. Zhang, D. Woolf, C. M. Hessel, J. Rensberg, J. M. Hensley, Y. Xiao,
A. Shahsafi, J. Salman, S. Richter, Y. Sun, M. M. Qazilbash, R. Schmidt-Grund,
C. Ronning, S. Ramanathan, and M. A. Kats, “On the Optical Properties of Thin-Film
Vanadium Dioxide from the Visible to the Far Infrared,” Annalen der Physik, vol. 531,
p. 1900188, Oct. 2019.

[8] C. Kittel, Introduction to Solid State Physics. Wiley, 8 ed., 2004.
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