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Resumen

En este trabajo de grado se analiza la dinamica poblacional del psilido asiatico de
los citricos (Diaphorina citri) y su impacto sobre los cultivos de citricos teniendo en
cuenta que este actia como insecto vector de la enfermedad Huanglonbing (HLB).
Esta enfermedad, de origen bacteriano, provocando deformacion de los frutos, debili-
tamiento general del arbol y, en muchos casos, su muerte. En particular, se describen
las caracteristicas generales del insecto, asi como su distribucién geografica en el mun-
do y en especial en Colombia. Asimismo, se explica cémo el estimulo de crecimiento
de la planta permite la generaciéon de nuevos brotes, creando condiciones adecuadas
para el desarrollo y propagacion del psilido; también se indaga por estrategias de con-
trol importantes como el uso de cultivos trampa. Teniendo en cuenta lo anterior se
propuso un primer modelo matematico basado en ecuaciones diferenciales ordinarias
que explica la interaccién entre Diaphorina citri y los brotes de la planta huésped, to-
mando como referencia un modelo previamente planteado en otro trabajo. Se realiza
el andlisis cualitativo del sistema, determinando los puntos de equilibrio, su estabili-
dad y un andlisis de sensibilidad que permite identificar los parametros del modelo
que presentan mayor incidencia en el sistema. Finalmente, se planteé un segundo mo-
delo donde se introduce el cultivo trampa, realizando el mismo analisis, acompanado
de simulaciones que permiten visualizar posibles dindmicas a partir de condiciones
previamente establecidas.

Palabras clave: Diaphorina citri, modelamiento matematico, analisis cualitativo,
cultivos.
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Introduccion

La industria citricola en la actualidad enfrenta desafios significativos a nivel mun-
dial. Entre los problemas mas urgentes esta la presencia del psilido asiatico de los
citricos (Diaphorina citri Kuwayama). Este diminuto pero devastador insecto plaga,
cuyo tamano no es mayor que un grano de arroz, ha demostrado ser el portador de
la enfermedad Huanglongbing (HLB), una amenaza significativa para los cultivos de
citricos. La enfermedad HLB, de origen bacteriano, provoca danos directos e indi-
rectos, afectando la salud de los arboles y ocasionando pérdidas millonarias en las
principales zonas citricolas del mundo [3].

El desarrollo poblacional de Diaphorina citri esta estrechamente ligado a la brotacién
de la planta huésped, un proceso regulado por el estimulo de brotacion. Este estimulo
promueve la aparicion de nuevos brotes tiernos, que no solo son esenciales para el
crecimiento de la planta, sino que también constituyen un recurso indispensable para
el insecto, siendo esta una condicién necesaria para la oviposicién y el desarrollo
de Diaphorina citri. Los tejidos jovenes de los nuevos brotes contienen una mayor
concentracion de nutrientes, lo que crea unas condiciones ideales para la alimentacién
del insecto. Los dafnios directos resultan de su alimentacién, que debilita los brotes
tiernos, los vuelve mas propensos a fracturarse y provoca deformaciones en las hojas,
afectando el crecimiento normal de la planta. Ademas, la extraccién de savia y la
produccién de mielcilla propicia el desarrollo de fumagina, un patégeno fungico que
interfiere con la fotosintesis [4], [18].

El dafio indirecto, sin embargo, alcanza niveles significativos, ya que el psilido asiatico
de los citricos es el vector de la enfermedad HLB, la cual debilita las raices, malforma
los frutos y desencadena la acumulacion excesiva de almidén, bloqueando el floema y
provocando la muerte de las plantas [12].

A nivel mundial, el psilido asidtico de los citricos ha extendido su presencia por Asia,
América del Sur, América del Norte, Africa y el Caribe. En Colombia, la presencia
del psilido asiatico de los citricos se registré por primera vez en el ano 2007, seguido
por la deteccién de la enfermedad HLB en 2015 [4]. Desde entonces, su propagacion
ha sido constante, afectando diferentes regiones del pais y generando una creciente
preocupacion en la citricultura nacional [13].
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La principal afectacion se evidencia en los cultivos comerciales que son productos
agricolas plantados y cultivados con el propésito principal de ser vendidos o exporta-
dos para obtener ganancias. Dentro de estos, se encuentran las especies de la familia
Rutaceae como las naranjas, mandarinas, limas acidas, limones, tangelos y pomelos,
las cuales representan un componente crucial de la agricultura mundial [10].

Para enfrentar este tipo de plagas en los cultivos se recurre a distintas técnicas, que
pueden ser de tipo bioldgico, quimico o genético. El control quimico hace referencia
principalmente al uso de insecticidas, mientras que el control genético se refiere a
modificaciones de las plantas que las hagan resistentes a ciertas enfermedades [15]. El
control biolégico incluye la liberacién de depredadores naturales de los insectos plaga
y el uso de cultivos trampa. Esta tltima técnica se basa en la colocacién estratégica
de plantas atrayentes que actian como senuelo. Estas plantas son seleccionadas por
su capacidad para desviar la atencion de las plagas lejos del cultivo comercial mani-
pulando los patrones de comportamiento de los insectos perjudiciales, atrayéndolos
hacia un cultivo especifico y reduciendo asi los danos causados a los cultivos de in-
terés. Un ejemplo de plantas trampa incluye la Murraya paniculata, utilizada como
planta ornamental y de barrera ya que es preferido por el psilida asiatico [17].

Para el ano 2018 en Colombia, donde alrededor del 90 % de las areas productoras
de citricos se encuentran libres de HLB, la presencia significativa de poblaciones
de Diaphorina citri plantea un riesgo inminente de propagacion de la enfermedad
[13]. Comprender detalladamente la dindmica poblacional de este insecto vector y su
interaccion con la brotacion de las plantas citricas es esencial para mitigar eficazmente
dicho riesgo y preservar la salud de los cultivos en el pais.

De acuerdo con lo anterior, este trabajo de grado tiene como objetivo fundamental
abordar la compleja interaccién entre el psilido asiatico de los citricos (Diaphorina
citri) y los cultivos de citricos. Para lograr una comprension més profunda de esta
dinamica, primero se plantea un modelo matematico basado en ecuaciones diferencia-
les ordinarias, considerando un solo cultivo de citricos, teniendo en cuenta el ciclo de
brotacién de la planta a largo plazo (siguiendo un patrén ciclico). Posteriormente, se
extendera el modelo para analizar la interaccion con dos cultivos: comercial y trampa.
Ademas, se realiza un anéalisis cualitativo que permite comprender el comportamiento
general de ambos modelos, incluyendo la identificacién de patrones.

En este contexto, también se haran simulaciones numéricas para contrastar y validar
los resultados obtenidos en el andlisis cualitativo. Este enfoque mateméatico busca
proporcionar una visiéon mas clara de la dindmica de la interaccién entre el psilido
asiatico de los citricos y los cultivos.
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Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo se establecen algunos fundamentos necesarios para el desarrollo de
este trabajo de grado. En primer lugar, se presenta una introduccion del psilido asiati-
co de los citricos Diaphorina citri; luego, se introducen los modelos a usar, como los
modelos tipo Kolmogorov, y en particular, el modelo Lotka-Volterra, que serd uti-
lizado con el fin de modelar el comportamiento ciclico de los brotes a largo plazo.
Finalmente, se brinda una descripcion del analisis cualitativo del sistema.

1.1. Psilido asiatico Diaphorina citri

El psilido asidtico de los citricos Diaphorina citri es considerado una de las plagas mas
relevantes a nivel mundial en la actualidad, ya que este genera danos directos e indi-
rectos sobre la planta huésped. Los danos directos resultan de la alimentacién tanto
de ninfas como de adultos, lo que debilita los brotes jévenes, haciéndolos propensos
a deformarse o fracturarse, afectando el crecimiento normal de la planta. Durante
este proceso, el insecto extrae gran cantidad de savia, lo que provoca que las ninfas
segreguen una mielcilla que favorece el desarrollo de varios tipos de hongos que son
productores de la fumagina, un patégeno fingico que interfiere con la fotosintesis.

Por otro lado, los danos indirectos estan asociados a su papel como insecto vector.
El mayor riesgo que representa el psilido radica en su capacidad para transmitir la
enfermedad HLB, considerada la mas danina que afecta a los cultivos citricos. Esta
enfermedad, de origen bacteriano, debilita las raices, malforma los frutos y desencade-
na la acumulacién excesiva de almidén, bloqueando el floema y provocando la muerte
de las plantas [4], [9].

1.1.1. Biologia y Morfologia de Diaphorina citr:

El ciclo de vida de Diaphorina citri tiene una estrecha relaciéon con su planta hos-
pedante, siendo la familia Rutaceae su principal habitat, con preferencias marcadas



por los géneros Clitrus y Murraya. Las condiciones medioambientales, en particular
la temperatura y la humedad, influyen significativamente en su desarrollo. La tem-
peratura éptima para su supervivencia se encuentra entre los 25°C y 28°C; fuera de
este rango, ya sea por un aumento o una disminucion, su supervivencia disminuye;
mientras que a mayores niveles de humedad, la supervivencia tiende a aumentar [8].

Este ciclo de vida consta de tres fases distintas: huevo, cinco estadios ninfales y adulto,
como se ilustra en la Figura 1.1.

= Huevos: las hembras ovipositan mas de 800 huevecillos en brotes tiernos, exhi-
biendo una forma ovoide inicial de color amarillo claro, que posteriormente se
torna anaranjado antes de la eclosion. Este estadio tiene una duracion de dos a
cinco dias, influenciado por la temperatura con un rango éptimo. [8], [11].

» Ninfas: Diaphorina citri atraviesa cinco instares ninfales, cada uno con carac-
teristicas especificas. Desde el cuerpo elongado en el primer instar hasta las nin-
fas con esbozos alares mas desarrollados en el quinto instar; las ninfas muestran
una alimentacién en tejidos tiernos y una movilidad limitada en los primeros
estadios. La duracién de esta fase fluctia entre 8 y 17 dias, dependiendo de la
temperatura que oscila entre 25°C y 37.1°C [6],

= Adultos: son caracterizados por su posicion de reposo inclinada a 45° respecto
a la superficie de contacto, sus alas moteadas de color castano, antenas pequenas
con puntas negras y una longevidad superior a 76 dias, hacen de Diaphorina
citri un insecto de relevancia prolongada en el ecosistema. Su longevidad es més
notable a temperaturas entre 25°C y 37.1°C [4], [6], [8].

Huevo
2-5 dias

Adulto
+ 76 dias

Ninfa 11

Ninfa V 1-2 dias

1-2 dias

Figura 1.1: Tiempo de duracién de los diferentes estados de desarrollo de Diaphorina
citri sobre mirto Murraya paniculata bajo condiciones de invernadero. Palmira, Valle del
Cauca, Colombia. Tomado de [6].



1.1.2. Interaccién de Diaphorina citr: con la planta huésped

La brotacién de la planta huésped actiia como un potente atrayente para Diaphorina
citri; este proceso esta influenciado por un estimulo de brotacion. Dicho estimulo
regula y promueve la generacion de nuevos brotes, los cuales son esenciales para el
crecimiento y desarrollo de la planta. Por esta razon, seran tenidos en cuenta para el
modelamiento de la dinamica de Diaphorina citri y los brotes de una planta.

Por otra parte, la brotacion es un factor determinante para el desarrollo poblacional
de Diaphorina citri, ya que los brotes recién formados se convierten en una fuente de
alimento altamente apetecible debido a la mayor concentracién de nutrientes en los
tejidos jovenes.

La combinacién de estos factores convierte a los brotes en un blanco ideal para la
oviposicién y la alimentacion de los psilidos, estableciendo asi una estrecha relacién
entre el insecto y la planta. Este ciclo asegura la disponibilidad constante de hospede-
ros adecuados, lo que intensifica la relacion de dependencia entre la plaga y la planta
huésped: mientras mayor sea la brotacion estimulada, més se intensifica el impacto
poblacional de la plaga.

Los adultos de Diaphorina citri se agrupan en los brotes tiernos, para alimentarse y
aparearse (Figura 1.2 A). Después del apareamiento, las hembras requieren alimen-
tarse de estos brotes para producir huevos maduros. Cuando los huevos estan listos
para ser depositados, las hembras presentan un caracteristico color anaranjado en su
abdomen (Figura 1.2 B). Las hembras insertan sus huevos en los tejidos tiernos de
los brotes, como los pliegues de las hojas jovenes o la base de las yemas en formacion,
lo que asegura un entorno éptimo para el desarrollo de las ninfas (Figura 1.2 C).
Una vez que los brotes se han expandido y ya no son adecuados para la oviposicién,
los adultos pueden continuar alimentandose de hojas maduras o buscar otras plantas
hospedantes.

Figura 1.2: (A) Agrupacion de psilidos adultos alimentdndose de brotes. (B) Hembra
adulta con los huevos. (C) Huevos y primer estado ninfal en brotes. Tomado de [15].

La alimentacion de ninfas y adultos provoca una serie de danos en los brotes, que
pueden afectar significativamente el crecimiento y desarrollo de la planta. Entre los
danos mas comunes se encuentran la formacién de estructuras anormales, la muerte
de los meristemos apicales y la abscisién de hojas y brotes enteros (Figura 1.3 Ay B).
Estos danos reducen la superficie foliar, afectan la fotosintesis y debilitan la planta,



haciéndola mas susceptible a otras plagas y enfermedades (Figura 1.3 C). (Tomado
de [15], [18]).

['h]

Figura 1.3: (A) Danos a las nuevas hojas por la alimentacién. (B) Muerte de brote por
alimentacién. (C) Efecto de enfermedades sobre hojas de la planta. Tomado de [15].

1.1.3. Distribucién Geografica a nivel mundial

El psilido asiatico de los citricos Diaphorina citri se distribuye ampliamente en las
regiones tropicales y subtropicales de Asia y ha sido reportado en paises como China,
India, Malasia, y Arabia Saudita, entre otros [7]. En América, se detecté por pri-
mera vez en Brasil, en 1942, y luego se expandié a Argentina, Uruguay, Venezuela
y varios paises del Caribe y América del Norte, incluyendo Estados Unidos, México
y Colombia. Desde su primera deteccion en Taiwan en 1908, el insecto ha logrado
dispersarse a practicamente todas las areas productoras de citricos en todo el mundo,
convirtiéndose en una amenaza significativa para la agricultura de citricos [7]. En la
Figura 1.4, se presenta su distribucién geografica para el ano 2018.

B Distribucion Geografica del Psilido asiatico de los citricos
8 SADER ? SENASICA
@ S Diaphorina citri &)

Figura 1.4: Distribucion geografica del Psilido asiatico de los citricos Diaphorina citri
con datos de CAB International, 2019 y EPPO, 2018. Tomado de [7].



La répida expansion de Diaphorina citri en nuevas regiones se ha visto facilitada
por el aumento del comercio internacional de plantas y frutas, asi como por el cam-
bio climatico, que ha creado condiciones favorables para su supervivencia en areas
previamente no colonizadas. Las regiones mas afectadas incluyen América Latina y
América del Norte, donde la produccion de citricos es una actividad econémica clave.
La amenaza que representa Diaphorina citri continia creciendo, y se espera que su
distribucién geografica se expanda atin mas en los proximos anos.

1.1.4. Distribuciéon Geografica en Colombia

En Colombia, la presencia del psilido asidtico de los citricos se registré por primera
vez en el ano 2007, seguido por la deteccién de la enfermedad HLB en 2015 [4]. Desde
entonces, su propagacion ha sido constante, afectando diferentes regiones del pais y
generando una creciente preocupacién en la citricultura Colombiana debido al riesgo
de dispersion de la enfermedad HLB a través de psilidos infectivos y material vegetal
contaminado. La Figura 1.5 presenta la distribucion geogréfica de la enfermedad HLB
en Colombia para el ano 2018, destacando las zonas mas afectadas por la enfermedad.
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Figura 1.5: Ubicacion de las regiones citricolas en Colombia. La escala de colores senala
el area plantada y las lineas rojas enmarcan las zonas donde previamente se ha informado
la deteccién de la bacteria asociada a la enfermedad HLB. Tomada de [13].



Esta distribucion es preocupante debido al impacto econdémico y agricola en estas
areas, especialmente considerando la rapida expansion del insecto desde su deteccién
inicial en 2007. Dado el comportamiento expansivo de Diaphorina citri en las regio-
nes citricolas, es muy probable que, en la actualidad, su presencia haya aumentado
considerablemente, afectando mas zonas del pais y elevando el riesgo de propagaciéon
de la enfermedad HLB.

1.1.5. Cultivo Trampa

El dano mas significativo que causa Diaphorina citri ocurre en los cultivos de caracter
comercial. En este grupo se incluyen especies pertenecientes a la familia Rutaceae,
tales como las naranjas, mandarinas, limas acidas, limones, tangelos y pomelos, des-
tinados a la venta y exportacion [10].

Para su control se emplean diversas estrategias, que pueden clasificarse en: quimicas,
genéticas y bioldgicas. Dentro de estas ultimas, se incluye la liberacién de depreda-
dores naturales de los insectos plaga y el uso de cultivos trampa. Esta ultima técnica
se basa en la colocacion estratégica de plantas atrayentes que actiian como senuelo.
Las plantas son seleccionadas por su capacidad para desviar la atencion de las pla-
gas lejos del cultivo comercial manipulando los patrones de comportamiento de los
insectos perjudiciales, atrayéndolos hacia un cultivo especifico y reduciendo asi los
danos causados a los cultivos de interés. Un ejemplo de plantas trampa es la Murraya
paniculata utilizada como planta ornamental y de barrera, ya que es preferida por el
psilido asidtico de los citricos [17].

Entre las ventajas que representa el uso del cultivo trampa, se incluyen la reduccion
en el uso de pesticidas, menores costos en comparacién con el control genético, y
la facilidad de complementarlo con otras estrategias de control biolégico (como la
liberacién de depredadores naturales) para unos resultados més efectivos.

1.2. Modelo matematico

En este trabajo de grado se disponen de algunos modelos como referencia para plan-
tear un nuevo modelo y analizar la dindmica poblacional de Diaphorina citri en los
cultivos de citricos. El punto de partida es el modelo previamente estudiado en [18], el
cual se centra en caracterizar la dinamica poblacional en periodos cortos de tiempo,
referentes al ciclo de vida del insecto plaga. A partir de esta base, se hace uso de
los modelos tipo Kolmogorov, que permiten extender y generalizar el enfoque hacia
periodos mas largos de tiempo, en donde se considera el estimulo de brotacion de
una planta como variable adicional. Asi, la transicién de un modelo a otro permite el
andlisis de las dindmicas poblacionales en escenarios mas generales.



1.2.1. Modelo base

El modelo que se plantea y analiza para la dindmica poblacional en [18], es:

Di(t) = [f¢Du(B — aD;) — (6 + vB)D;,

D,.(t) = vBD; —8,,Dp,
5 (1.1)
B = o5 (1-2) = BleaD + oDy

donde

» D;(t) es el nimero promedio de individuos en estado inmaduro de Diaphorina
citri en el momento ¢.

» D,,(t) es el nimero promedio de individuos en estado maduro de Diaphorina
citri en el momento ¢.

» B(t) es el nimero promedio de brotes sin afectacién de la planta hospedante en
el momento ¢.

Los parametros del modelo (1.1) son no-negativos y se describen en la siguiente tabla.

Parametro Descripciéon
f Proporcion de hembras adultas de Diaphorina citri.
10) Tasa de oviposicion de la hembra adulta de Diaphorina citri por brote.
1/@a Capacidad de carga de estados inmaduros por brote.
v Tasa de transicion de estado inmaduro a estado maduro por brote.
0; Tasa de mortalidad del estado inmaduro.
Om Tasa de mortalidad del estado maduro.
p Tasa intrinseca de crecimiento de los brotes de la planta.
A Proporcién del estado inmaduro que son ninfas de Diaphorina citri.
©; Tasa de afectacion al brote por alimentacién del estado inmaduro.
Om Tasa de afectacion al brote por alimentacién del estado maduro.
K Capacidad de carga de brote por planta.

Tabla 1.1: Pardametros del modelo (1.1). El pardmetro ¢4 representa la cantidad de
brotes por planta por estado inmaduro.

Segun la primera ecuacién en el sistema (1.1), el estado inmaduro (D;) aumenta debido
a la tasa de oviposicion de las hembras maduras y entran en contacto con los brotes
para la maduracion de sus huevos (¢f D, B), y que son depositados sobre los brotes

D;
no afectados disponibles de Diaphorina citri | 1 — d

. Lo que es equivalente a

la expresion f¢D,, (B — ¢4D;). Al mismo tiempo, los estados inmaduros decrecen
por la mortalidad natural (6;D;), y la transicién de individuos al estado maduro que
depende de los brotes que estén siendo depredados (vBD;).
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La segunda ecuacion en el sistema (1.1) describe la dindmica del estado maduro (D,,),
que aumenta con la transicion del estado inmaduro a maduro (vBD;), y decae por su
mortalidad natural (d,,D,,).

Para los brotes, B(t), representados por la tercera ecuacién en (1.1), se supone un
crecimiento logistico con tasa intrinseca de crecimiento (p) y capacidad de carga (k),
y decae por la afectacién causada por la alimentacién de ninfas (o, ABD;) y el estado
adulto (¢, BD,,).

El modelo anterior supone que los brotes alcanzan su capacidad de carga y se man-
tienen en ese nivel de manera constante, un supuesto que solo es valido en periodos
cortos de tiempo. No obstante, en escalas de tiempo mas largas, este planteamien-
to no es realista, ya que los brotes no permanecen indefinidamente en su capacidad
maxima, sino que pueden continuar su desarrollo hasta convertirse en ramas, lo que
implica fluctuaciones en su cantidad a lo largo del tiempo.

Debido a esta limitacién, se hace necesario analizar la dindmica en periodos de tiempo
largos, donde se observa un comportamiento ciclico en los brotes de una planta. Para
este propdsito se consideran los modelos tipo Kolmogorov [1].

1.2.2. Modelo presa-depredador tipo Kolmogorov

Los modelos de dos especies, x e y, cuyas tasas de crecimiento per capita son funciones
del tamano de la poblacion, son descritos generalmente por modelos de la forma:

{x'(t) = zf(z,y),

, (1.2)

y () = yglz,y),
a veces denominados modelos de Kolmogorov [1]. Modelamos el comportamiento
depredador-presa mediante los siguientes supuestos:

i) fy(x,y) <0, gu(,y) >0, gy(x,y) <O0.

i1) Para cierta (capacidad de carga de las presas) K > 0, f(K,0) =0y f(z,y) <
0, si * > K para cierta (poblacién minima de presas para mantener a los
depredadores) J > 0, g(J,0) = 0.

Como ejemplo, el modelo Lotka-Volterra describe la interaccion entre dos especies,
en este caso, peces (z(t)) y tiburones (y(¢)). Las ecuaciones del modelo estan dadas
de la siguiente manera

! (1.3)
& _ (—p 4+ cx)
di Y\—p )

donde



= z(t) es el nimero de peces en el tiempo ¢.
= y(t) es el nimero de tiburones en el tiempo ¢.
= )\ es la tasa de crecimiento intrinseca de los peces.

= b es laeficiencia con la que la presencia de tiburones reduce la tasa de crecimiento
de los peces.

= 1 es la tasa de mortalidad intrinseca de los tiburones.

= c es la eficiencia con la que la presencia de peces aumenta la tasa de crecimiento
de los tiburones.

Los parametros A, b, 1 v ¢ son no-negativos. La interpretacion de las ecuaciones en
(1.3) para cada caso, es la siguiente:
dx

Segun la primera ecuacion, la tasa de crecimiento de los peces <%) depende de dos

factores:

» Crecimiento intrinseco (Az): aumento natural de la poblaciéon en ausencia de
tiburones.

» Depredacién (—bzy): disminucién de la poblacién debido a la accién de tiburo-
nes, donde b representa la eficiencia de la depredacién.

Por su parte, la segunda ecuacion indica que la tasa de crecimiento de los tiburones
d

(d—i> también depende de dos factores:

» Mortalidad intrinseca (—py): disminucién natural de la poblacién de tiburones

por muerte.

» Reproduccién (czy): aumento de la poblacién de tiburones debido a la captura
y consumo de peces, y ¢ determina la magnitud del efecto de la poblacién de
peces sobre la tasa de reproduccion.

El modelo Lotka-Volterra intenta reproducir las fluctuaciones en la dinamica de la
pesqueria, sus ecuaciones predicen un comportamiento ciclico de las poblaciones de
peces y tiburones con estos parametros. Este comportamiento se debe a la interaccion
entre las dos especies:

» Cuando la poblacién de peces es alta, la de tiburones aumenta (mas comida).

» El aumento de tiburones reduce la poblacién de peces (mas depredacion).

La disminucién de peces reduce la poblacion de tiburones (menos comida).

La baja cantidad de tiburones permite que la poblacién de peces se recupere.

Este ciclo se repite continuamente. Consultese [1].
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1.2.3. Analisis cualitativo del sistema

Con frecuencia, la mayoria de los sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias no
tiene soluciones analiticas y, ademas, su resolucién puede ser costosa desde el punto
de vista computacional. Sin embargo, es posible extraer informacion relevante sobre el
comportamiento de dichas soluciones sin necesidad de obtenerlas directamente. Esto
se conoce como andlisis cualitativo. En este andlisis se busca determinar aspectos
como la estabilidad de sus soluciones, sus puntos de equilibrio y el comportamiento
asintético de estas.

El primer aspecto del andlisis cualitativo consiste en la identificacién de los puntos
de equilibrio, los cuales representan soluciones del sistema que son susceptibles de
experimentar cambios. Matematicamente, se definen como:

Definicién 1.2.1. Sea X' = F(X) un sistema de ecuaciones diferenciales de primer
orden, donde X € R y F : R" — R"™ es una funcion continua. Una solucion de
equilibrio de este sistema es un punto x* € R™ tal que F(x*) = 0.

Para el ejemplo dado por las ecuaciones (1.3), se tiene que las soluciones de equilibrio
estan dados por los puntos (z,y) tales que

y(—p+cx) = 0.
- woA
Por tanto, los puntos de equilibrio son (0,0) y [ =, 3 )
c

Resulta de interés estudiar la estabilidad de dichos puntos de equilibrio; esto se refiere
a determinar si pequenas variaciones alrededor del punto de equilibrio conduciran a
cambios significativos en las soluciones del sistema de ecuaciones diferenciales (capitu-
lo 3 de [16]). Para ello, se define:

Definicién 1.2.2. Sea x*(t) una solucion de equilibrio del sistema X = F(X). Se
dice que x*(t)

» es estable (o Lyapunov estable), si para cada € > 0, existe un 6 = d(e€) tal
que, para cualquier otra solucidn, y(t), del sistema X' = F(X) se satisface que
|z*(to) — y(to)| < 9, entonces |x*(t) — y(t)| < € para todo t > 1y, ty € R.

» es asintdticamente estable si es estable (o Lyapunov estable) y para cualquier
otra solucién, y(t), del sistema X' = F(X), existe una constante b > 0 tal que,
si |z*(to) — y(to)| < b, entonces

I [a* () — y(1)] = 0.

» ¢s inestable, si x*(t) no es estable.
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Para establecer si un punto de equilibrio es asintoticamente estable o inestable, tam-
bién se tiene el siguiente teorema, (ver [5]).

Teorema 1.2.3.1. Sea z* una solucién de equilibrio de X' = F(X) y sea DF(z*) la
matriz jacobiana del campo vectorial F, evaluada en x*. Suponga que todos los valo-
res propios de DF(z*) tienen parte real negativa, entonces x* es asintoticamente
estable.

Si una solucién de equilibrio es asintoticamente estable, esto indica que cuando las
condiciones iniciales de otra solucién estan cerca de ese punto de equilibrio, el sistema
eventualmente converge hacia el equilibrio a medida que ¢ crece. Esto significa que,
cualquier pequena perturbacion inicial se disipa cuando ¢ crece y el sistema regresa
al punto de equilibrio. Por otro lado, si un punto de equilibrio es inestable, enton-
ces para soluciones con condiciones iniciales cerca del punto de equilibrio, cualquier
perturbacion las alejara de este a medida que t crece.

De acuerdo a lo anterior, para el sistema (1.3), la matriz jacobiana es

A—by —bx
DF(x,y):( ny _Mcx). (1.4)

Evaluando la matriz jacobiana en cada uno de los puntos de equilibrio del sistema
(1.3) se tiene,
» Punto de equilibrio (0,0)
A0
DF(0,0) = <O —M) : (1.5)

Sus valores propios son A y —u. Como A es positivo, entonces (0, 0) es inestable
por el Teorema 1.2.3.1.

= Punto de equilibrio (ﬁ, é)
c' b
—bu
0 _
oA
DF (— —> — c _ (1.6)
’ A
c' b CA 0

b

En este caso, los valores propios son puramente imaginarios, luego el Teorema 1.2.3.1
no es aplicable para determinar la estabilidad de este punto de equilibrio.

La linearizacion del sistema en torno al punto de equilibrio sugiere un comportamiento
oscilatorio debido a la presencia de autovalores puramente imaginarios. Sin embargo,
este analisis no es suficiente para determinar la estabilidad del equilibrio, ya que no
indica si las soluciones permanecen en érbitas cerradas alrededor del punto (como en
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un centro), o si las oscilaciones crecen o decrecen con el tiempo (como en un foco
estable o inestable).

Por esta razon, es necesario analizar el sistema no lineal completo para comprender
la naturaleza exacta del punto de equilibrio. Siguiendo la metodologia presentada
en Brauer y Castillo en [1], donde se analiza directamente el sistema no lineal. En
particular, se identifica una funcién conservada que permanezca constante a lo largo
de las trayectorias, lo que indica que las soluciones estan confinadas a orbitas cerradas
alrededor del punto de equilibrio en el plano fase, lo que caracteriza al equilibrio como
un centro no lineal.

En este tipo de sistemas, particularmente en el modelo clasico de Lotka-Volterra, en
el cual las érbitas alrededor del punto de equilibrio son cerradas y periddicas. Asi, el
comportamiento oscilatorio observado no es espiral, sino exactamente ciclico, lo que
confirma que el punto de equilibrio es un centro.

Este resultado refleja la naturaleza conservativa del modelo, donde no se pierde ni se
gana energia en el sistema presa-depredador, y subraya la necesidad de ir méas alla
del andlisis lineal cuando los autovalores son puramente imaginarios.
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Capitulo 2

Modelo de interaccion de
Diaphorina citrt y los brotes de
un cultivo.

En este capitulo, se presenta un modelo mateméatico basado en ecuaciones diferenciales
ordinarias que describe la interaccién entre Diaphorina citri y una planta huésped,
teniendo en cuenta el ciclo de brotacion de la planta a largo plazo. Posteriormente, se
realiza un analisis cualitativo del sistema donde se calculan sus puntos de equilibrio
y los umbrales del sistema, los cuales establecen condiciones para la estabilidad de
los puntos de equilibrio. Por tltimo, se realiza un analisis de sensibilidad y algunas
simulaciones numéricas para mostrar el comportamiento general del sistema.

2.1. Descripcion del Modelo

En esta seccién, se presenta el modelo que describe la interaccién entre el insecto
Diaphorina citri, los cultivos de una planta huésped y los factores bioldgicos rele-
vantes, como los brotes y el estimulo intrinseco de una planta, basado en el sistema
(1.1).

Para representar adecuadamente el comportamiento ciclico de los brotes, se incor-
poran los modelos tipo Kolmogorov. Estos son sistemas de ecuaciones diferenciales
ordinarias donde la tasa de cambio de cada variable depende del estado actual del
sistema, lo que permite capturar de manera mas precisa las fluctuaciones en la pobla-
cién de brotes y su impacto sobre la dinamica de Diaphorina citri, 1o cual se puede
evidenciar en las ecuaciones que describen la evolucion de los brotes y del estimu-
lo intrinseco, cuyas interacciones reflejan el cardcter ciclico del proceso. El modelo
propuesto es:

13



donde

( Di(t) = féDu(B —paDi) — (8 +v)D;,
D;n(t) = UD’i _5mDm7
B'(t) = aBS—uB — p;BD;, (2.1)

S'(t)y = pS <1 — %) — pBS,

» D;(t) es el numero promedio de individuos en estado inmaduro de Diaphorina
citri en el momento ¢.

» D,,(t) es el nimero promedio de individuos en estado maduro de Diaphorina
citri en el momento t.

= B(t) es el numero promedio de brotes de la planta huésped en el momento ¢.

= S(t) es la concentracién promedio del estimulo del brote en el momento t.

Cabe senalar que al hablar de estados inmaduros, se incluye en estos a los huevos y
ninfas. Los pardmetros del modelo (2.1) son no-negativos y se describen en la siguiente

Tabla 2.1.
Parametro Descripciéon

f Proporcion de hembras adultas de Diaphorina citr.
10) Tasa de oviposicion de la hembra adulta de Diaphorina citri por brote.
Vd Cantidad de brotes por planta por estado inmaduro.
v Tasa de transicion de estado inmaduro a estado maduro por brote.
0; Tasa de mortalidad del estado inmaduro.
Om Tasa de mortalidad del estado maduro.
« Tasa efectiva de interaccion del estimulo con los brotes.
I Tasa de transicion de brote a rama de la planta.
©; Tasa de afectacion al brote por alimentacién del estado inmaduro.
p Tasa de produccién intrinseca del estimulo del brote de la planta.
K Capacidad de carga del estimulo por planta.
153 Tasa de afectacion al estimulo por los brotes.

Tabla 2.1: Pardmetros del modelo (2.1)

La primera ecuacién describe la dindmica de la poblacién inmadura (D;) teniendo en
cuenta que f¢D,,B es la cantidad total de huevos que las hembras adultas ponen en

los brotes de la planta, y (1 -

D; : L
SO% es la cantidad de brotes que no estan siendo

afectados por los estados inmaduros. Esto es equivalente a la expresién foD,, (B —
waD;), donde lo anterior representa el aumento de individuos en estados inmaduros
teniendo en cuenta la cantidad de brotes que estan disponibles para la oviposicion.

14




Al mismo tiempo, los estados inmaduros decrecen (6; + v)D; por mortalidad natural
y su transicién de estado inmaduro a maduro.

La segunda ecuacion describe la dindmica de la poblacién madura (D,,), la cual au-
menta con la transicion de estado inmaduro a maduro vD;, y decrece con la mortalidad
natural de la poblacion madura 6,,D,,.

Por su parte, la tercera ecuaciéon del modelo (2.1) describe cémo cambia la cantidad
de brotes en el tiempo; esta aumenta con el crecimiento natural de los brotes aB.S, y
disminuye con la transiciéon natural de los brotes a ramas uB. También se ve afectada
por la alimentacién de los estados inmaduros sobre los brotes, ¢; BD;.

Por tltimo, la cuarta ecuacién describe como cambia la cantidad de estimulo en el
tiempo; aqui se tiene en cuenta que pS | 1 — — | es el crecimiento de la concentracién
K

del estimulo, el cual esta limitado por la capacidad de carga de la planta y disminuye
por la afectacion que tiene la producciéon de brotes sobre el estimulo 5BS.

El modelo propuesto presenta varias diferencias con respecto al modelo base, plan-
teado en [18]. En primer lugar, se introduce una nueva variable, S(t), que representa
la concentracion promedio del estimulo de los brotes en el momento ¢. Esta variable
permite capturar de manera mas precisa el efecto del estimulo de los brotes en la
dindmica poblacional de Diaphorina citri. Ademas, a diferencia del modelo base, que
supone un crecimiento logistico de los brotes con capacidad de carga constante, el
modelo propuesto se aleja de esta suposicion al incorporar un comportamiento ciclico
en la poblacién de brotes.

Para lograr esto, se modela la interacciéon entre S(t) y B(t) mediante un sistema
de tipo Lotka-Volterra. Esta formulacién permite incorporar una dinamica oscilatoria
que simula los ciclos de brotacién inducidos por estimulos intrinseco. Como resultado,
el sistema presenta soluciones periddicas que reflejan con mayor realismo los patrones
observados en el crecimiento intermitente de brotes a lo largo del tiempo.

2.2. Regidén de interés bioldgico (£2)

La regién de interés biolégico para un modelo dado, por un sistema de ecuaciones
diferenciales ordinarias se refiere al conjunto de valores que pueden tomar las variables
del modelo para que este tenga sentido, en términos de la realidad bioldgica que se
quiere representar. Esto es esencial para delimitar el andlisis cualitativo, centrando la
atencion en aquellas soluciones o valores que son relevantes para el fenémeno biolégico
en cuestion.

La regién de interés bioldgico del modelo (2.1) estd dada por

Q—{(Dl-,Dm,B,S)E]RﬂOgDZ—gR,OgDmggR,Onggde,Ogsgn}, (2.2)

m
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donde R = —'U(QB '_ D)

ak , L.
y @ = —. Aqui, ak representa la tasa maxima a la que
i 2

la poblacion de brotes puede llegar a crecer, y — representa la duracién de un brote

en la planta. Por lo tanto, () actua como un umbral que representa la presencia de
brotes. Ademas, para que las variables tengan sentido bioldgico, se debe cumplir que

QB>1-

Para que () tenga sentido biolégico, es necesario que las variables sean no negativas,
estoes, D; >0,D,, >0, B>0y S > 0. Ademas, en el campo de direcciones descrito
por el modelo (2.1), se observa que S presenta un crecimiento logistico modificado por

S
un término negativo adicional. En particular, el término pS ( 1 — —) corresponde a
K

un crecimiento logistico clasico, cuya capacidad de carga es k, es decir, el valor maximo
hacia el cual tiende S en ausencia de otros factores. Dado que el término —3BS reduce
aun mas la tasa de crecimiento, esto implica que S < k cuando t crece, siendo k una
cota superior. Con esto en cuenta se delimitan las demas variables.

Los estados inmaduros D; dependen de los brotes que estan disponibles para la ovi-
posicidn, lo cual esta representado en el modelo (2.1) por B — ¢,D; Para determinar
una frontera positiva, necesario analizar cuando esto se vuelve cero, es decir, cuando

B
Di _ —.
Pd
En el caso de D,,, esta depende de D;. De la misma manera, se tiene que

’UDl—dem = O,

’U.Di
Dm = )

Om
p, - ‘B

5m(pd

Ahora, se analiza la cota superior de B
aBS — uB — p;BD; =0,

Esto da lugar a dos posibles soluciones: B =0y aS — u — ¢;D; = 0. De esta ultima,

tenemos que
aS—pu _ ak—p

D; = <
Pi Pi
Ahora, como D; = —,
Pd
B aK — [
Yd i
B < pap(Qp — 1).
Pi



wQ@p —1)

Por otra parte, para encontrar la cota de los brotes, se toma R = ———, de esta

Pi
B B

manera B < psR, D;= — <R, D,, = 6U < U—, resultando la regién (2.
Yd m¥d m

Estas cotas definen los limites dentro de los cuales las variables bioldgicas permanecen
realistas, garantizando que las variables del modelo tengan sentido bioldgico.

Para una region de interés bioldgico es importante garantizar que esta sea positi-
vamente invariantemente; es decir, dada una condicion inicial del sistema dentro
de la regién de interés, las trayectorias soluciéon permanecen siempre dentro de esta
misma region a lo largo de la variacién de ¢. En otros términos, si se parte de una
condicién inicial que tenga sentido bioldgico, el comportamiento del modelo perma-
necerd acorde con los valores que son relevantes en el contexto bioldgico especifico.
Luego; tenemos el siguiente resultado:

Teorema 2.2.1.0. La region de interés bioldgico Q0 dada en (2.2) correspondiente al
modelo (2.1) es positivamente invariante, con 1 < Qp.

Demostracion. De la definicién de 2 dada en (2.2) estd delimitada por lo siguiente
0<D; <R, 0<Dp<

A continuacién, se consideran las ocho caras tridimensionales del hipercubo que se
definen mediante estas restricciones en las cuatro variables. En cada caso, se asume
que las demés variables se encuentran dentro de sus respectivas cotas, con esto se
tiene:

» Cara 1: S = 0, en la cuarta ecuacién del modelo (2.1) se tiene que S'(t) = 0, lo
que indica que los vectores del campo direccional permanecen en la superficie
de la cara.

= Cara 2: S = &, en la cuarta ecuacién del modelo (2.1) se tiene que S'(t) =
— BBk, por lo que los vectores del campo de direcciones apuntan hacia el interior
de €2 o permanecen en la cara.

= Cara 3: B = 0, en la tercer ecuacién del modelo (2.1) se tiene que B'(t) = 0, lo
que indica que los vectores del campo direccional permanecen en la superficie
de la cara.

= Cara 4: B = @4R, en la tercer ecuacién del modelo (2.1) se tiene que B'(t) =
waR(aS — 1 — ¢;D;), es necesario que los vectores del campo de direcciones
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permanezcan dentro de €2 o esten en la cara. Por tanto, se tiene que

S < K,
S < Qs con QB:%H,
aS—p < pQp—p=pu@p—1),
aS—pu < M:gpi@, con R =D,
aS—p—pD; < 0, -

lo que indica que los vectores del campo direccional apuntan hacia el interior
de €2 o permanecen en la cara.

Cara 5: D,, = 0, en la segunda ecuacién del modelo (2.1) se tiene que D, (t) =
vD;. Luego D, (t) > 0, los vectores del campo de direcciones apuntan hacia el
interior, o permanecen en la cara.

Cara 6: D,, = 1(;—, en la segunda ecuacién del modelo (2.1) se tiene que

D, (t) =v(D; — R) <v(R—R) =0,
puesto que D; < R, lo que indica que los vectores del campo direccional apuntan
hacia el interior de €2 o permanecen en la cara.

Cara 7: D; = 0, en la primer ecuacién del modelo (2.1) se tiene que D;(t) =
foD,,B > 0. Esto indica que los vectores del campo de direcciones apuntan
hacia adentro en €2 o se quedan en la cara.

Cara 8: D; = R, en la primer ecuacién del modelo (2.1) se tiene que

D(t) = Dy (B — ¢4R) — (5 + v)R.

Por tanto, notese que

B < 4R,
B—psR < 0,
foDm(B —paR) < 0,
fODm(B — paR) — (6 +v)R < foDi(B — paR) < 0,
foDp(B — paR) — (6 +v)R < 0.

Se concluye que
Di(t) <0,

los vectores del campo de direcciones permanezcan dentro de §2 o en la cara.

Por lo tanto, los vectores del campo de direcciones permanecen en 2. O
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2.3. Analisis Cualitativo

En esta seccién se presenta el anédlisis cualitativo del sistema (2.1), con el objetivo
de caracterizar su comportamiento a largo plazo restringiendo el analisis a la regién
invariante §2. Para ello, se calculan los puntos de equilibrio y se estudia su estabilidad
mediante el calculo de los valores propios de la matriz jacobiana evaluada en cada
punto de equilibrio.

2.3.1. Puntos de equilibrio

Para encontrar los puntos de equilibrio, se determinan las soluciones constantes del
modelo (2.1), es decir, resolvemos el siguiente sistema

foDin(B — @aD;) — (6; +v)D; = 0, (2.3)
vD; — 8Dy = 0, (2.4)

aBS —uB —¢;BD; =0, (2.5)

(2:6)

e
=)

p5(1—§> — BBS = 0.
K
De la ecuacién (2.5), se tiene que

B(aS —p—¢D;) =0

_06 g el
(63

obteniéndose que B

Caso 1: B=0

Al reemplazar en la ecuacién (2.6), se tiene que,
S
pS (1 — —) =0
K

» SiS =0, delaecuacién (2.3) se tiene que D; = 0y de la ecuacién (2.4) D,, = 0.
Asi, se determina el primer punto de equilibrio £, = (0,0,0,0), que representa
la extincion, es decir, no hay presencia de plantas ni de insectos.

obteniéndose S =06 S =k

» Si S = k, de la ecuacién (2.3) se tiene que D; = 0 y de la ecuacién (2.4)
D,, = 0. Asi, se determina el segundo punto de equilibrio e5 = (0,0,0, k), el
cual representa la planta en el final del ciclo productivo.

p+ oiD;
a

Caso 2: S =
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Al reemplazar en la ecuacién (2.6), se tiene que

p+@iD;
f’(“T)‘ﬁB:O’
Py _rEeDi\ _p
B akK '

Para que B tenga sentido bioldgico, se debe cumplir que

iD;
AR LN 0,
ak
lo que es equivalente a
-1
D, < W @s )’
Pi

ak
donde Qg = —. Por tanto, se requiere que Qg > 1.

Al reemplazar B en la ecuacién (2.3), se tiene que

f¢gmp . f¢£€rgpﬂl B f¢DC;anBSO1DZ — foDpnpaD; — (51 + U)Di =0,
[9Dmplar — 1) _ (qupmp% LoD oy O U)) D,
akf akf3 v

_ fngmp(O”i — ,u)
foDw(ppi + arfpa) + arp(0; + v)’

D;

Para que D; tenga sentido bioldgico, se debe cumplir que ax — u > 0, lo que se
garantiza con Qg > 1.

Al reemplazar D; en la ecuacién (2.4), se tiene que

vfpDpp(ak — p)
fODu(pi + arBpg) + arxB(0; + v)
D < vfoplak — ) s )
"\ FOD(ppi + akBpg) + axB(8; +v) "

_ Jopvlan — p) — anBEn(d; + v)
00 (ppi + paak3) '
P f

= Analizando el primer subcaso D,, = 0, entonces D; =0, B = E <1 — —> = B*
ak

y S = B _ s Asi, el tercer punto de equilibrio es e3 = (0,0, B*, S*), el cual

_mm07

=0,

De aqui se obtiene D,, =06 D,,

!
representa la planta en su etapa productiva.
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= Kl segundo subcaso D,, = fopvlar = p) = arfBom(d + v) = D,, para que

fd0m (ppi + paar3)
tenga sentido biolégico, se debe cumplir

fopv(ak — pu) — arBoy,(0; +v) > 0,

fépv(ar — p)
k0 (0; + v) > 1,
1
fopv (1 - —)
oF e
& B (6 1 ) > 1, con QB—7>1.

Jopv (1 - é) |

Se define el umbral @)y = Bom(8; + )

1

Obsetve que el factor (1 — —) representa la carga remanente del sistema de
B

los brotes, es decir, cuanto le queda al sistema para poder sostener el crecimiento

de Diaphorina citri. Este término controla la expansién de la poblacion de brotes
y, por ende, influye en la reproduccién de Diaphorina citri.

Por otro lado, el término ? representa el nimero de huevos promedio que
m

denota la

deposita una hembra adulta durante su vida, mientras que

probabilidad de que los estados inmaduros logren desarrollarse hasta la etapa
adulta. El cociente L puede interpretarse como el nivel de estimulo disponible

por brote, lo que incide directamente en la capacidad del sistema para sostener
la reproduccién de la plaga.

Finalmente, al multiplicar la combinacién de los factores anteriores (nimero de
huevos por hembra adulta, probabilidad de alcanzar la adultez, estimulo por
brote y carga remanente del sistema de brotes) con f se concluye que (g repre-
senta el nimero promedio de hembras adultas de Diaphorina citri producidas

fopv

por una hembra adulta durante su vida. Asimismo, se define Qp =

como un umbral de descendencia de Diaphorina citri.
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Entonces, el punto de equilibrio en términos de estos umbrales es, ¢4 = (D;, Dy, B, S)

donde
o — SmDim _ prQp(Qo — 1)
' v Qp(akfpq+ pp;)’
o - fowvlak — p) — akBon (0 +v)  ppuvQp(Qo — 1)

foom(arBpa+ ppi)  6mQp(akBpa+ pp;)’
= <1 vt goiémDm> p (1 L arQp(Qo - 1))

8 VoK B @ 3

s B akBeat ppt
 + by D (QD 1 $aBpQs(Qo — 1)) .

5 = - |
va Qo anpa+ pei

Este cuarto punto de equilibrio representa la persistencia de Diaphorina citri.

Tenemos las expresiones de los umbrales:

1
fopv (1 - —>
_am _ Jopv _ Us/) _ L
Os="r =g e ¥ T TGy 9P <1 QB) '

Cabe destacar que no tiene mucha relevancia bioldgica considerar valores de Qp < 1,
ya que en ese caso (Jp llevaria inevitablemente a la extincién de la poblacion de D.
citri. Por lo cual, el andlisis se centra principalmente en el caso Qp > 1, que garantiza
la persistencia de la poblacién de insectos.

A continuacion, se establece un resultado que relaciona estos tres umbrales.

Teorema 2.3.1.1. Dado el modelo (2.1) y los umbrales Qp, Qo y Qp, se tiene las
siguientes ConsSecCuencias:

I. Qo <0 siysolosi0<@p<l.

-1
II. 0<Q0<1siysél03i1<QDy1<QB<(1——) .

1\ !
III.Q0>1siysélosi1<QDyQB>(1—Q—) .
D

Demostracion. Se sabe que Qg >0y Qp > 1

= Para la primera parte
Qo <0

Qs
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= Ahora, para la segunda parte

0<@Q<1 &
&

=

= Por ultimo,

1
0<@ (1——)<1,
P Qs

1 1
0<l— — < —,
Qe @b
1< 1<1 1
Qs Q@p
1 1
1>—>1-—>0 vy @Qp>1,
B D

1 —1

1
Q0>1 ~ QD(l——)>1,
@5
&S 1 ! > !
Qs Qp’
< 1 L > L Qp >1
Qn Qs T P

]

Al analizar los puntos de equilibrio con relaciéon al Teorema 2.3.1.1. Se observa que
para que £3 tenga sentido biol6gico (SB) se requiere que 0 < (). Caso contrario, no
tiene sentido biolégico (NO SB). Por otro lado, para que &4 tenga sentido biolégico,

es necesario que se cumpla @y > 1

, de acuerdo a lo anterior.

En la Tabla 2.2 se resumen las condiciones dadas anteriormente.

P. Equilibrio | Qo <0 [0< Qo<1 |1<Qp
€1 SB SB SB
€9 SB SB SB
€3 NO SB SB SB
€4 NO SB NO SB SB

Tabla 2.2: Sentido

Bioldgico de los puntos de equilibrio.

A continuacién, se realiza el analisis de estabilidad de los puntos de equilibrio, calcu-
lando los valores propios de la matriz jacobiana.
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2.3.2. Estabilidad del sistema.

Se determina la estabilidad de los puntos de equilibrio del sistema (2.1) examinando el
cumplimiento de las condiciones del Teorema 1.2.3.1. Con este objetivo vamos a estu-
diar los valores propios de la matriz jacobiana evaluada en los puntos de equilibrio €1,
€9, €3 y €4. Apartir de ahora vamos se renombra la matriz jacobiana DF(x*) = J(z*).

Matriz jacobiana

La matriz jacobiana del sistema (2.1), estd dada por:

J(DMDWHB?S) -
~(f¢Dmpa+ 0 +v) fo(B — paD;) JODn, 0
v —0,n 0 0
_QDiB 0 asS — on— (,OZDZ aB
25
0 0 —8S 0 (1 - —> _ 8B
K
Evaluando el punto de equilibrio €1, resulta
—(Gi+v) 0 0 0
v -9, 0 0
Je1) = 0 0 —u 0
0 0 0 p
Los valores propios de esta matriz son A\j; = —(0; + v), Aj2 = —0pm, Ai3 = —p y

A4 = p. Todos ellos tienen parte real negativa a excepcion de Ay4. Por tanto, del
Teorema 1.2.3.1 concluimos que &7 es inestable.

Para el punto de equilibrio e, la matriz jacobiana esta dada por:

—(5;+v) 0 0 0

v —0m, 0 0
Jlez) = 0 0 ak—p 0
0 0 —Bk  —p
Los valores propios de esta matriz son Ag; = —(8; +v), Aog = =, Aoz =k —p y
Aoy = —p. Como A9z = ak — p, implica
ak — pu <0,
o,
1
Qp < 1.

Luego, si Qp < 1, €5 del Teorema 1.2.3.1 concluimos que es asintéticamente estable.
En caso contrario, £, es inestable.

24



Para el punto de equilibrio €3, la matriz jacobiana esta dada por:

— (6 + ) % (1—%) 0 0
Te) = o —0m 0 0
R e G B 0 (a=3)5
0 0 _Bu _PH
(0% RO

De esto, se obtienen los siguientes valores propios

—r2af’up — /—K1a2Blup(4k2a® — dkap — pp)

)\31 = 2/4,3062ﬁ2 ) (27)
—&2af?up + /—rk1a?Blup(4k2a? — dwap — pp)
)\32 = 21302 32 ) (28)
K3a2f
C 2 _
Ny — 1 b —ue \/maﬂ(& Om +v)* + 4 fvpd(ka — p) 29
2 ko
C 2 _
Ny = 1 b —uat kaB(0; — 6m +v)° + 4fvpp(kar — 1) (2.10)
2 koS

Se observa que (2.7) y (2.9) son valores reales negativos. Ahora, al analizar (2.8), se
tiene que reescribiendo en términos de () g, resulta

—r2af’up + /—w1a2Biup(4kPa? — dkap — pp)
2K3a2 32 ’

Azg =
Ahora, A3s < 0 es equivalente a

p 14 p+4dra — 4kaQp <0
2Qp P

& p+4dka — 4kaQp < p,
S 1<@p.

Por tanto, para que A3s sea negativo, 1 < @p del Teorema (2.3.1.1) equivale a que
0< Q<1

Por otra parte, al analiza (2.10) de la misma manera, reescribiendo en términos de
@B, Qp v Qo, resulta:

1 R 2 4 .
Moo= 2 [ 26— G — vy | RO = O+ 0 + dfvpd(ra = p)
2 koS
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Ahora, para que sea negativo A3y < 0 es equivalente a

kaB(0; — Om + v)2 + A fvpd(ra — p)

) 2
e < (0; + 0 +0)7,

4fopd (1——255)
3

45, (5i -+ v) + 46, (65 + 0)Qp (1 - i) <0,
QB
(0; +v)(Qo—1) <0.

Por tanto, para que A34 sea negativo, 0 < )y < 1. En conclusién, si para €3 se cumple
que 0 < Qo < 1 del Teorema 1.2.3.1 concluimos que es asintéticamente estable. En
caso contrario, €3 es inestable.

(8 — Om + )% — (0 + 0 +v)* +

< 0,

Para el punto de equilibrio €4 se realizd6 un analisis similar, en el cual la matriz
jacobiana esta dada por:

J(ea) =
0i + v)0p, di +v)N
(BuG )N gy h ) QD BTN 0
v Pd
v —0m, 0 0
pip  ppilV ) ap apN
— + 0 0 — + —
(BQD ®@p gy BQp 562]\1?
—P P
0 0 —Br|——— 15 —+—
"(1-G)° T+
-1
donde N = HaQp(Qo ) Debido a la la complejidad de las expresiones asociados
akBpq+ ppi

a los valores propios de la matriz,se opté por una estrategia alternativa basada en
simulacion. En particular, se utiliza el método de Monte Carlo. Se realiza un programa
en MATLAB para determinar la estabilidad de los puntos de equilibrio del sistema,
siguiendo los pasos que se presentan a continuacion:

1. Definir los pardmetros del modelo y un rango adecuado para cada uno.

2. Dar valores aleatorios para cada uno de los parametros dentro del rango.
3. Calcular los umbrales @5, Qy, @p y definir la matriz jacobiana.
4

. Calcular los puntos de equilibrio del sistema y escoger aquellos que tienen sen-
tido biolégico.
5. Se evalta la matriz jacobiana en cada punto de equilibrio con sentido biolégico
y se calculan sus valores propios.

6. Se determina la estabilidad de cada uno de los puntos de equilibrio con sentido
bioldgico y se verifica que cumplan las condiciones encontradas en la Tabla 2.2,
para €9, €3 y 4.
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7. Se repiten 10.000 veces los pasos dos al seis.

Este algoritmo se ejecutd diez veces, obteniendo los resultados que se presentan en la

Tabla 2.3.

EJE 1 2 3 4 5

P.E SB VPN SB VPN SB VPN SB VPN SB VPN
€9 10.000 | 7.398 | 10.000 | 7.519 | 10.000 | 7.461 | 10.000 | 7.505 | 10.000 | 7.507
€3 2.602 201 2.481 205 2.539 193 2.495 192 2.493 184
€4 306 306 265 265 292 292 304 304 276 276

NCC 2.095 2.011 2.054 1.999 2.033

EJE 6 7 8 9 10

P.E. SB VPN SB VPN SB VPN SB VPN SB VPN
€9 10.000 | 7.521 | 10.000 | 7.572 | 10.000 | 7.501 | 10.000 | 7.540 | 10.000 | 7.519
€3 2.479 195 2.428 224 2.499 218 2.460 171 2.481 190
€4 281 281 257 257 304 304 259 259 282 282

NCC 2.003 1.947 1.977 2.030 2.009

Tabla 2.3: Resultados de las ejecuciones del algoritmo. Clave de lectura: EJE: Ejecucién.
P.E: Puntos de equilibrio. SB: Sentido biolégico. VPN: Valores propios negativos. NCC:
No cumplen las condiciones establecidas en la Tabla 2.2.

Al analizar los resultados obtenidos, en las 10 ejecuciones del algoritmo, se tiene
que, de cada 10.000 repeticiones del algoritmo, en promedio 10.000, 2.495,7 y 282,6
puntos tienen sentido biolégico, para eg, £3 y €4, respectivamente. Al evaluar la matriz
jacobiana en estos puntos, y verificar las condiciones de los umbrales establecidos en la
Tabla 2.2, se evidencia que en promedio 7.504, 3; 197, 3 y 282, 6 puntos corresponden
a valores propios con parte real negativa, de eq, £3 ¥ €4, respectivamente lo que sugiere
estabilidad asintotica. Por otro lado, se identificaron en promedio 2015, 8 puntos que
no cumplen con las condiciones de los umbrales.

Los resultados obtenidos permiten evidenciar que, en todos los casos en los que ¢4
tiene sentido biolégico y es asintéticamente estable.

Del analisis anterior, se resume la informacion en la siguiente tabla

P. Equilibrio Qo <0 0< Qo<1 1 < Qo
€1 Inestable Inestable Inestable
€9 A. Estable Inestable Inestable
€3 NO SB A. Estable Inestable
€4 NO SB NO SB A. Estable

Tabla 2.4: Estabilidad de los puntos de equilibrio.

Lo anterior presenta un panorama claro sobre el comportamiento de la evolucién de

la dindmica del modelo (2.1) en periodos largos de tiempo.
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Asi, tenemos el siguiente Teorema.
Teorema 2.3.2.1. Dado Q) se tiene que
1. 51 Qg < 0, entonces 5 es asintoticamente estable y €1 es inestable.
2. 810 < Qo <1, ey, €9 son inestables y €3 es asintoticamente estable.
3. 81 Qo > 1, €1, €9, €3 son inestable y sugiere que £4 es asintoticamente estable.

A partir de la Tabla 2.2, la Tabla 2.4 y el Teorema 2.3.2.1, se recopila la informacion
en la Figura 2.1

Qo
€4
€3
&2
&1
[ —
€3
&2
€1
0
L)) ] 4 QB
€1

Figura 2.1: Estabilidad del sistema en términos de Qy y Q5. Los puntos de equilibrio en
azul son los asintéticamente estables, mientras que los rojos son los inestables, en cada

una de las situaciones, donde A\ = <1 - 1) .
®@p
La relacion entre los umbrales Qg y Qg dadas pro el Teorema 2.3.1.1 permite entender
la dindmica del sistema. En particular, estos umbrales permiten identificar escenarios
criticos en los cuales un pequeno cambio en los parametros pueden desencadenar
cambios abruptos en la poblacién de Diaphorina citri.

2.4. Analisis de sensibilidad

Los umbrales Qp, Qo y @Qp estan en términos de los pardmetros del modelo (2.1).
Al variar estos parametros los umbrales podrian verse afectados en mayor o menor
manera. Por esta razon, se realiza un andlisis de sensibilidad y asi se determina qué
parametro tiene mayor afectacion en los umbrales y por ende en el comportamiento
del sistema.

Este tipo de andlisis es fundamental para sugerir el disenar estrategias de manejo mas
eficientes que reduzcan el riesgo de infestaciones severas. Para realizar este andlisis
se usa el indice de sensibilidad normalizado en cada uno de los pardmetros, el cual se
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presenta a continuacién (ver [2]).

_0Q: p
o op Q.

T

donde z € {B,0, D}.

Cuando el indice de sensibilidad es positivo, se tiene una relacién directa entre el
parametro y el umbral; cuando es negativo, se tiene una relacion inversa. El parametro
que genera la mayor afectacién en cada caso es el de mayor magnitud.

De acuerdo a lo anterior, se presenta la Tabla 2.5 donde se resumen los resultados de
los indices de sensibilidad de los pardmetros del modelo (2.1).

Indice de sensibilidad | Qp Qo Rango Q) Qp Rango Qp
Y, - 1 - 1 -
T, B 1 - 1 -

T - 2 T, € (0,1) 0 T, € (0,1)
v 5/[/ —ié'v v Y (51 —S’U v )
s, — | — | Y5, €(-1,0) | —— | T5, € (~1,0
Y5, B R— - —1 -

1T
T, 1 T, ¢[-1,0 - -
- ¢ [-1,0]
—
T -1 T 0,1 - -
2 ak — i 1% ¢ [ ) ]
T, - 1 - 1 -
1T
T, 1 Y. & [-1,0 - -
- ¢ [-1,0]
Ts - —1 - -1 -

Tabla 2.5: Indice de sensibilidad de los umbrales respecto a los parametros.

El andlisis de sensibilidad presentado en la Tabla 2.5 proporciona una visiéon detallada
sobre como diferentes parametros afectan los umbrales Qp, Qp v @p-

Para @p, los indices T, y T, influyen directamente en el umbral, mientras que T, lo
hace inversamente. En el caso de )y, se observa una tendencia similar, los indices T,
T, y T, presentan una variabilidad significativa dentro de los rangos establecidos,
destacando su relevancia en el comportamiento del umbral, finalmente, para Q)p, los
indices de mayor relevancia son Yy, Ty, T, Tgy 1.

En particular, se observa una relacién entre « (tasa efectiva de interaccién del estimu-
lo con los brotes) que tiene una alta relevancia en la sensibilidad del sistema y [ (tasa
de afectacién al estimulo por los brotes) desempenan un papel clave. Un aumento en
« implica un mayor crecimiento de los brotes, lo que a su vez incrementa la dispo-
nibilidad de sitios de oviposicion para Diaphorina citri, favoreciendo su crecimiento
poblacional. Sin embargo, # actia en sentido contrario, ya que un incremento en su
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valor reduce la cantidad del estimulo para los brotes, lo que puede limitar el desarrollo
de la plaga.

Aunque ajustar estos parametros es una via teéricamente valida para controlar el sis-
tema, ambos son parametros intrinsecas de la planta huésped y, por lo tanto, dificiles
de modificar. No obstante, pueden verse influenciados por condiciones ambientales,
como la temperatura y la humedad, que impactan el crecimiento de los brotes. En
la practica, es posible intervenir en ellos de manera indirecta mediante précticas
agrondémicas, como la poda de rejuvenecimiento [14], que puede modificar la densidad
de los brotes y, en consecuencia, su interaccién con la plaga. Estas estrategias, en
conjunto con la regulacién de factores ambientales, podrian contribuir al control de
Diaphorina citri.

Por otro lado, otros parametros también pueden influir en el comportamiento del sis-
tema. Por ejemplo, la tasa de oviposicién de las hembras adultas (¢) podria reducirse
mediante estrategias que limiten la disponibilidad de brotes adecuados para la ovi-
posicion, mientras que el aumento en la tasa de mortalidad de los estados inmaduros
(6;) y maduros (9,,) podria lograrse mediante el uso de enemigos naturales o biopla-
guicidas. Asimismo, la tasa de produccién intrinseca del estimulo del brote (p) y la
capacidad de carga del estimulo por planta (k) podrian verse afectadas por el manejo
de la nutricién y la fisiologia de la planta. Estas estrategias combinadas permitirian
un manejo mas efectivo de Diaphorina citri, reduciendo su impacto sobre los cultivos
y minimizando el riesgo de infestaciones severas.

2.5. Simulaciones

En esta seccién, se presentan las simulaciones numéricas realizadas para analizar el
comportamiento del sistema bajo distintas condiciones iniciales y pardametros. Estas
simulaciones permiten visualizar la dindmica del modelo (2.1).

Los valores establecidos para los parametros se obtuvieron de la literatura, como
se detalla en [8] y [18], donde se estiman rangos para los pardmetros a tempera-
turas especificas. Ademas, se utilizaron datos obtenidos en las investigaciones del
grupo Andlisis numérico, optimizaciéon y problemas inversos (ANOPI) en conjunto
con Agrosavia. A continuacién se presenta una breve descripcion de la estimacion de
los pardmetros.

= f: Proporciéon de hembras en la poblacion de Diaphorina citri, considerando
una relacion de casi 1:1 entre hembras y machos.

= ¢: Tasa de oviposicion por brote. Estimada a partir del niimero de huevos depo-
sitados por hembra durante su vida y el promedio de brotes por planta, basado
en datos de campo.

= ;. Capacidad de brotes por planta por estado inmaduro, que representa el
numero maximo de huevos que un brote puede contener antes de ser considerado
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lleno. Calculado con el nimero maximo de huevos por hembra y el promedio de
brotes por planta.

= v: Tasa de transicion del estado inmaduro a maduro por brote, estimada a partir
del promedio de dias de desarrollo desde huevo hasta adulto.

= ); v 0,,: Tasas de mortalidad del estado inmaduro y del adulto, respectivamente.
La tasa de mortalidad del estado inmaduro se estimé a partir del porcentaje de
supervivencia y el nimero de dias de desarrollo, mientras que la mortalidad del
estado adulto se calculé como el inverso de la esperanza de vida de la hembra.

= ;: Tasas de afectacién de brotes por el estado inmaduro. Estimadas de los
datos sobre el nimero de ninfas por brote y el niimero de brotes afectados por
alimentacion y oviposicion.

= Los parametros «a, u, p, k' y B asi como otros parametros relacionados con la
dindmica de brotes y el estimulo, fueron determinados a partir de datos experi-
mentales proporcionados por el grupo de investigacion ANOPI. En particular,
estos valores se ajustaron mediante métodos de minimos cuadrados para obtener
una estimacion precisa acorde con las condiciones observadas.

En la Tabla 2.6 se presentan los valores utilizados para los parametros.

Parametro | Valor Parametro | Valor
f 0.49 o 0.1472
& 4.09 7 0.0914
©d 0.058 Vi 5x 1076
v 0.05 p 0.1829
0; 0.139 K 20
Om 0.0272 15} 0.1829

Tabla 2.6: Valores de los parametros del modelo utilizados en las simulaciones.

Con los valores de los parametros en la Tabla 2.6, se realizé una simulacién numérica
del modelo (2.1), con valores iniciales de (D;(0) = 3, D,,(0) = 3, B(0) = 3,5(0) =9),
se observé la coexistencia de las poblaciones de insecto y los brotes de la planta. Los
umbrales toman los siguientes valores: (Qp = 19.4921, @)y = 18.8869 y Q) = 32.2101,
que corroboran los resultados de los Teoremas 2.3.1.1 y 2.3.2.1.

Las simulaciones indican que bajo las condiciones establecidas, existe un equilibrio en
el que ambas poblaciones coexisten. El comportamiento ondulatorio de las poblaciones
que se va amortiguando con el tiempo sugiere que el sistema puede estar acercandose
al equilibrio estable g4, = (15.7373,28.9288,0.968 93,0.62146), esto implica que, si
bien la presencia de Diaphorina citri afecta los brotes, el sistema puede alcanzar un
balance y coexistir entre ellas.

En la préactica, lo ideal es lograr la transicién de la situacion representada por el punto
de equilibrio €4 que es la presencia de Diaphorina citri al punto de equilibrio 3, este
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Figura 2.2: Persistencia de Diaphorina citri del modelo (2.1). Poblacién de estados inma-
duros y maduros (izq.) y comportamiento del brote y el estimulo (der.).

punto corresponde a una situacion en la cual no hay presencia de Diaphorina citri,
permitiendo que los brotes de la planta se mantengan en niveles saludables sin sufrir
danos significativos y evitar el riesgo de contraer la enfermedad.

Para lograr este propdésito, se propone la implementacion de estrategias de control que
consideren tanto el indice de sensibilidad como los umbrales criticos del sistema. Estas
estrategias podrian incluir la modificaciéon de parametros clave, como el aumento de
la mortalidad de Diaphorina citri o la proteccién de los brotes mediante métodos
fisicos o quimicos, que reduzcan la interaccion entre la plaga y la planta. Al ajustar
los parametros més influyentes, identificados a través del andlisis de sensibilidad en la
Tabla 2.5, se podria desplazar el sistema hacia el equilibrio deseado en e3, reduciendo
la presion de la plaga y promoviendo un ambiente més favorable para el cultivo. Con
estrategias de control bien disenadas, es posible dirigir el sistema hacia un estado mas
ideal, minimizando el impacto de la plaga y optimizando la produccién.

En el andlisis de sensibilidad, se observa que el parametro a es altamente sensible
y presenta una relacion con 3, lo que significa que pequenas variaciones en estos
parametros pueden tener un gran impacto en el comportamiento del sistema. Dado
que estos parametros no han sido estimados, se tomaron de forma arbitraria, realiza-
mos algunas variaciones en ellos y analizamos cémo estas perturbaciones afectan al
sistema.

Para ilustrar lo discutido, se presenta a continuaciéon una serie de simulaciones que
muestran como varian las dinamicas poblacionales de Diaphorina citri y los brotes de
la planta bajo diferentes valores de los parametros o 6 8. En las simulaciones, o toma
los valores de 0.05,0.08 y 0.2, mientras que  adopta los valores de 0.045,0.09 y 0.25.
Estas simulaciones permiten visualizar como el ajuste de estos parametros puede
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influir en el comportamiento del sistema. A continuacion, se muestran las figuras
correspondientes para cada escenario.
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Figura 2.3: Simulacién de coexistencia del modelo (2.1) con o« = 0.05, disminucién respecto
al valor de referencia de la Tabla 2.6.
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Figura 2.4: Simulacién de coexistencia del modelo (2.1) con o = 0.08, disminucién respecto
al valor de referencia de la Tabla 2.6.

En el analisis de las simulaciones realizadas, se observa que la dindmica poblacional de
Diaphorina citri y los brotes de la planta cambia notablemente al ajustar el parametro
a que representa la tasa de crecimiento intrinseca de los brotes. Este pardmetro juega
un papel clave en determinar el tiempo en que las oscilaciones de ambas poblaciones se
amortiguan. Cuando el valor de este pardmetro es relativamente bajo, las poblaciones
alcanzan la estabilidad en un tiempo mas corto, aproximadamente entre un ano y ano
y medio. A medida que se incrementa ligeramente, el tiempo de amortiguamiento se
extiende, llegando a estabilizarse entre un ano y medio y poco mas de dos afios. Sin
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Figura 2.5: Simulacién de coexistencia del modelo (2.1) con o = 0.2, aumento respecto al
valor de referencia de la Tabla 2.6.

embargo, con un valor mucho més alto, las oscilaciones persisten durante varios anos,

superando incluso los tres anos sin mostrar signos claros de estabilizacién (Figuras
2.3,2.4y 2.5).

La estrategia de variar este parametro se centra en extender la vida 1til de la plan-
ta. Dado que un arbol de citricos puede tener una vida productiva de hasta quince
anos, ajustar este aspecto del modelo permite simular y entender como prolongar
su vitalidad y produccion al controlar la interacciéon con la plaga. Este enfoque es
fundamental para disenar practicas agricolas sostenibles que aseguren una mayor lon-
gevidad y productividad de las plantas.
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Figura 2.6: Simulacién de coexistencia del modelo (2.1) con 5 = 0.045, disminucién res-
pecto al valor de referencia de la Tabla 2.6.

En un segundo analisis, se examino la influencia del parametro (3, el cual resulta clave
en la dinamica del sistema ya que representa la afectacién al estimulo por los brotes.
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Figura 2.7: Simulacién de coexistencia del modelo (2.1) con 5 = 0.09, disminucién respecto
al valor de referencia de la Tabla 2.6.
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Figura 2.8: Simulacién de coexistencia del modelo (2.1) con § = 0.25, aumento respecto
al valor de referencia de la Tabla 2.6.

Los resultados mostraron que el comportamiento oscilatorio se mantuvo constante
con el tiempo, sin evidenciarse cambios significativos en los graficos con respecto a la
simulacion de referencia (Figura 2.2). Sin embargo, las amplitudes de las oscilaciones
experimentaron variaciones significativas.

Al reducir el valor de (3, las poblaciones de Diaphorina citri alcanzaron picos mas altos
tanto en su estado inmaduro como maduro, al igual que los brotes y el estimulo de la
planta (Figura 2.6). De otro lado, cuando se incrementé el valor de 3, se observé una
reduccion en los picos maximos de las poblaciones de insectos y de los brotes (Figura
2.8). En particular, las poblaciones de insectos disminuyeron considerablemente en
sus picos, mientras que el estimulo mostré una variacién maés sutil.

El anélisis anterior sugiere que el ajuste del pardmetro § puede influir significativa-
mente en las magnitudes de las poblaciones maximas dentro del sistema, proporcio-
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nando una herramienta fundamental para el manejo de la interaccién entre la plaga
y la planta huésped. Un valor pequeno de § indica una baja afectacién del estimulo
por los brotes, lo que resulta en una mayor produccién de brotes y, por lo tanto, en
una mayor poblacién de Diaphorina citri. A medida que S aumenta, la afectacion
del estimulo crece, reduciendo tanto el nimero de brotes como las poblaciones de
la plaga, lo que puede ayudar a regular la interaccion y favorecer un equilibrio més
controlado en el sistema. Estos resultados evidencian la importancia de poder estimar
los parametros « y 3 para cultivos especificos.

En el capitulo siguiente se extiende el modelo (2.1) donde se desea analizar la inter-
accion de Diaphorina citri con los brotes de dos cultivos: el de produccion y el de
trampa. El cultivo trampa actia como una estrategia de control que podria reforzar
la proteccion de los brotes y facilitar el manejo de la plaga.
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Capitulo 3

Modelo de interaccion de
Diaphorina citrt en presencia de
dos cultivos, trampa y comercial

En este capitulo, se presenta un modelo matematico basado en ecuaciones diferencia-
les ordinarias que describe la interaccion entre Diaphorina citri y dos tipos de cultivos,
teniendo en cuenta el ciclo de brotacion de la planta a largo plazo. Posteriormente,
se realiza un analisis cualitativo del sistema donde se identifican los puntos de equi-
librio y algunos umbrales los cuales se describen adelante. Asimismo, se establecen
condiciones para la existencia y estabilidad de los puntos de equilibrio en funcién de
los umbrales. Ademads, se realizan algunas simulaciones numéricas para comprender
el comportamiento general del sistema.

3.1. Descripcién del Modelo

En esta seccion, se presenta un modelo que describe la interaccién entre el insecto
Diaphorina citri, los cultivos de dos tipos de plantas y los factores bioldgicos relevan-
tes, como los brotes y el estimulo de la planta, a partir del modelo (2.1). El modelo
propuesto esta representado por el siguiente sistema de EDO
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D, (t) JODn (Be — paD;,) — (6;, +v)D;,
B;(t) = achSc - Mch - SOiBCDiC
, Se
s - s (1-%)-ans
, ’ (3.1)
D;nn (t) - UDin — (5m + /\)Dmn + A/Dmc
B;z(t) = o, B,5, — Nan - SDiBnDin

’

donde D; (t), D,, (t), B.(t) y S.(t) son las ecuaciones que describen la dindmica del
psilido con el cultivo comercial, mientras que D; (t), D), (t), B, (t) y S, (t) corres-
ponden a las ecuaciones que describen la dinamica del psilido con el cultivo trampa,
correspondientes a las variables definidas en el modelo (2.1), destacando dos nuevos
parametros v y A los cuales representan las tasas de migracion del adulto del cultivo
comercial al cultivo trampa y viceversa. Se observa que las poblaciones adultas del
psilido son las que se ven afectadas por los términos vD,, .y AD,,,, que representan
la migracion al cultivo trampa y migracién hacia el cultivo de produccion, respecti-
vamente, dado que son los inicos que pueden desplazarse a otras plantas o cultivos.

Las condiciones iniciales son

ch(o) = Dicoa Dmc(o) = Dmc07 BC<O) = B, SC(O) = SCov
D;, (0) =D D, (O) = Dmn()’ Bn(()) = B,,, Sn(O) =S

ing )

Se espera que el cultivo trampa resulta ser més atractivo para los estados adultos
de Diaphorina citri. Por esta razén, se supone que la tasa de migracion hacia el
cultivo trampa debe ser mayor que la tasa de migracion hacia el cultivo comercial.
Ademis, se considera que el cultivo trampa debe tener una mayor capacidad de carga
que el cultivo comercial para albergar una mayor poblacion de Diaphorina citri, asi
como una tasa de mortalidad de los estados inmaduros superior, ya que el objetivo
es controlar al insecto erradicandolo del cultivo trampa. También se asume que el
cultivo trampa tiene una tasa de produccién intrinseca del estimulo mas alta para
fomentar la generacion de mas brotes, asi como una mejor afectaciéon del estimulo a
los brotes. Estas condiciones se representan mediante las siguientes desigualdades

V>N, Ky > Key, 0, >0y Pn > Pe Y O > Q.

7:’IL
Los pardmetros del modelo (3.1) son no-negativos y se describen en la siguiente tabla.
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Parametro Descripcién

f Proporcién de hembras adultas de Diaphorina citri.

) Tasa de oviposicion de la hembra adulta de Diaphorina citri por brote.

Vg Cantidad de brotes por planta por estado inmaduro.

v Tasa de transicion de estado inmaduro a estado maduro por brote.

i, Tasa de mortalidad del estado inmaduro del cultivo z.

Om Tasa de mortalidad del estado maduro.

7y Tasa de migracién del adulto al cultivo trampa.

A Tasa de migracion del adulto al cultivo comercial.

Q Tasa efectiva de interaccion del estimulo con los brotes de la planta del cultivo .
Lz Tasa de transicion de brote a rama de la planta del cultivo x.

Vi Tasa de afectacion al brote por alimentacion del estado inmaduro.

Pz Tasa de produccion intrinseca del estimulo del brote de la planta del cultivo x.
K Capacidad de carga del estimulo por planta del cultivo .

B Tasa de afectacion al estimulo por los brotes del cultivo z.

Tabla 3.1: Pardmetros del modelo (3.1) donde z toma los valores de ¢ o n, segin
corresponda

3.2. Region de interés biolégico (1)

Para este modelo la region de interés biolégico del modelo (3.1) estd dada por

o (DiCaDmc>BcaScaDinaDmnaBmSn) ’
- 10<D;, <R, 0< Dy, <Ay, 0< By < 0aRy, 0< S, < hip [

en donde = € {¢,n} y

QB _ ARy R _ Ma:(QBZ - 1)
’ Mg ! ©i
4 = (0 + 7V)VR, + VR, R+ M\A,
" O ) Om A — A T bmtn

Teorema 3.2.0.1. La region de interés bioldgico 2 del modelo (3.1) es positivamente
invariante, con 1 < Qp, .

Demostracion. Se observa que () esta delimitada por las siguientes condiciones:

i i
D,,, = A,. A continuacion, se examina cada uno de los casos para demostrar que el
campo de direcciones apunta hacia adentro de €2 6 es igual a cero:

7D'

iz
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S; = 0. Aqui se tiene que S;,(t) = 0, lo que indica que los vectores del campo
direccional permanecen en la superficie de la cara.

S, = Kg. Se tiene que S, (t) = —f, Bk, < 0, por lo que los vectores del campo
de direcciones apuntan hacia el interior de {2 6 permanecen en la cara.

B, = 0. Aqui se tiene que B;(t) = 0, lo que indica que los vectores del campo
direccional permanecen en la superficie de la cara.

B, = pqR,. Se obtiene que B, (t) = @pqRy(zSy — p1e — @i D;, ). Es necesario que
los vectores del campo de direcciones se mantengan dentro de §2 o en la cara.
Por lo tanto, se tiene que

Sx < Rg,
Oy
Oéa:Sg; — iy S 21 (QBz ) — (,Ozngu con Dzm — Rw
Pi

lo que indica que los vectores del campo direccional apuntan hacia el interior
de €2 o permanecen en la cara.

D;, = 0. Aqui se tiene que D, (t) = f¢D,,, B, > 0, por lo que los vectores del
campo de direcciones apuntan hacia adentro positivamente en {2 6 permanecen
en la cara.

D; = R,. Se obtiene que
D; (t) = f¢ Do, (By — @aRyz) — (8i, + V)R,

Por tanto, notese que

B, < wal,
By —paR, < 0,
fODm,(By — paRs) < 0,
foD, (By — @aRy) — (0i, + V) Ry < f¢Din, (Br — paly) < 0,
f®Dm,(Bs — paRs) — (6, +v)Ry < 0.

Se concluye que D;I (t) <0, los vectores del campo de direcciones permanezcan
dentro de €2 o en la cara.

D,,. = 0. Aqui se tiene que D), (t) =vD;, + AD,,, > 0, por lo que los vectores
del campo de direcciones apuntan hacia el interior 6 permanecen en la cara.

D,,, = 0. Aqui se tiene que D/mn (t) =vD;, +~vD,,, >0, por lo que los vectores
del campo de direcciones apuntan hacia el interior o permanecen en la cara.
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s D, = A.. Es necesario que los vectores del campo de direcciones permanezcan
dentro de €2 6 en la cara. Por tanto, se tiene que

Dmc (t) = ’UDZ'C — (5m + ﬁ/)14(: + )\Dmna
= UDic - (URC + /\An) + )\Dmn>
< (R — Ro) + A( Dy, — An),

Por tanto, los vectores del campo de direcciones apuntan hacia adentro o per-
manecen en la cara.

s D,,, = A,.de manera similar a los casos anteriores, es necesario que los vectores
de direcciones permanezcan dentro de €2 6 en la cara. Luego

Dmn (t) = U‘Din - (5m + A)An + A///40
vR, + )\An)

S URn - (5771 + /\)An + 8 ( 5 + v

1

< (V(Rp(0m +7) +7Re) — v (Ru(0m +7) +7R)) = 0.

Por lo tanto, los vectores del campo de direcciones permanecen en 2. O

3.3. Puntos de equilibrio

Para encontrar los puntos de equilibrio, se determinan las soluciones constantes del
modelo (3.1), es decir, resolvemos el siguiente sistema

vDic - <5m + ’\/)Dmc + )\Dmn - 07 (33)
achSc - ,uch - QDchDic = 07 (34)
Se
PeSe (1 - —) — B.B.S. =0, (3.5)
anBnSy — pin By — wiB,D;, =0, (3.8)
Sn
PnSe (1 - —) — B.BnS, =0, (3.9)
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A partir de los resultados de la seccion 2.3.1, los puntos de equilibrio que se obtienen
por inspeccion son:

e = (0,0,0,0,0,0,0,0)

e = (0,0,0,k,.,0,0,0,0)
es = (0,0,0,0,0,0,0, %)
e, = (0,0,0,k,0,0,0, k)

I P Y Y

N——

£IE
ja=)
(@]
)
=

N——

Pe 1
es = (0,0,2(1 - —
’ ( 6(:( QBC

Pn 1 ) un)
g6 = (0,0,0,0002(1——), 2
‘ ( 671( QBn (67%)
Pe 1 )
s o= (0,0, (1 - — o
! ( ﬁc( QBC
(oopc<1 1) € 0.0.0 )
& = ,» Uy, =7 — |, U, U U Ry
; 60 QBC 0%

& = (070707’%670707 %

Cada uno de estos de estos puntos de equilibrio tiene interpretacién bioldgica, dada
a continuacion.

P.E. | Descripcién

€1 Extincion

€5 | Presencia exclusiva de plantas ancianas en el cultivo comercial

€3 | Presencia exclusiva de plantas ancianas en el cultivo trampa

g4 | Presencia exclusiva de plantas ancianas en ambos cultivos

e5 | Presencia de plantas productivas en el cultivo comercial

g6 | Presencia de plantas productivas en el cultivo trampa

g7 | Presencia de plantas productivas en ambos cultivos

eg | Presencia de plantas productivas en el cultivo comercial y plantas
ancianas en el cultivo trampa
g9 | Presencia de plantas ancianas en el cultivo comercial y plantas pro-
ductivas en el cultivo trampa.

Tabla 3.2: Descripcién de los puntos de equilibrio del modelo (3.1). P.E: Punto de
equilibrio.

Es importante destacar que no es viable la eliminacién de la poblacion de Diaphirina
citri en un solo cultivo. Al analizar su presencia en ambos cultivos, se obtiene lo
siguiente:
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/BCBC
Pe

c 1 ZDZ
esta expresion en la ecuacién (3.4), se obtiene Bf = Pe (1 - = L) Luego,

B Be QBC ,ucQBC

al reemplazar en (3.2) y proceder de manera anédloga para las ecuaciones del cultivo
trampa, se deriva el siguiente sistema de ecuaciones.

c 1 iDi.
foD,, (g— (1 o5 ,Z/OQB ) - <PdDz'c) — (04, +v) Dy, =0,

A partir de la ecuacién (3.5), se concluye que S¥ = k. (1 — > Sustituyendo

(
n 1 D
o (5 (- 22 ) om0
(

w
—_
—_

w
—
N

Bn B QBn ,U/nQBn
vDi, — (3 + \) Dy + 7Dy = 0.

Con esto en cuenta, al despejar D;_ de la ecuacién (3.11), se obtiene

D: — (5m + ’7/)Dmc - )‘Dmn

v

sustituyendo en (3.10) tenemos que

o (2 (1= g = (et P D)) ()0 =D )

8. \'  Qn Qs v v
— (i, + ) (

fooe (1 \\ o (ffbpc%(% +7)> ( fopepil ) _
Dme ( Be <1 QB)) Din. 1evB.Qp, * Do Do, 1evBeQp,

=0,

v

D2 (fcbsod(5m + A/))JrDmCDmn (f¢<pd/\) _p, Yt )0t f o ((% + U)A> _o
¢ v

(% v (%

Luego, tomando

b= (1o LY G ilon)
Qn.

Be v
A, = 10efiOm )\ FO0alOm +7)
ILLCU/BCQBC v

Jopeoi\ N JPpar

A = ,
’ MCU/BCQBC v
A4 _ (5% + U))\’
v
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se obtiene lo siguiente

—A D}, + A3Di Dy, + A1Dpn, + AsDi,, = 0.

Analogamente, procedemos con las demds ecuaciones y las condiciones del cultivo
trampa y asi obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones no lineales, donde A;
con ¢ € {1,2,3,4} representan cantidades simétricas para las ecuaciones del cultivo
trampa.

—AyD?2, + A3Dy, Dy, + A1 Dy + AyD,y, =0, (3.14)
~AyDE + A3D,, Dy, + A1 Dy, + AdD,y, = 0. (3.15)

Despejando D, de la ecuacién (3.14), obtenemos

B AsDZ, — A1Dy,,

D, = 1
. D + A, (3.16)
Para que tenga sentido biol6gico AQD?nC — A1 Dy, = Dy, (A3D,,. — Ay) > 0, por tanto
A
Dy, >y D, >0. (3.17)
Ay

Al sustituir (3.16) en (3.15), se llega a lo siguiente

__[(AD?2 — AD,, \° __ AyD? — AD,, \ —— [AyD> — A/ D, \ __
—A2( e ) +A3Dmc< e —— C)+A1( e C)+A4Dmc=0,

AsDy + Ay AsDy + Ay AsD, + Ay

c c

Ay (AsD5, = AvDy,) (A3Din, + As) 4 AyDy (A3 Dy, + Ag)? = 0,

— A, (AsD?, — AD,,.)? + A3D,,. (AsD?, — AD,,.) (A3D,, + Ag)+

—A5Dy,, (A3 Dy, — A1)2 + As (AQD?nC - Alec) (A3Dp,, + Ay)+
Ay (AsDy,, — Av) (A3Din, + As) + Ag(A3Dyy,, + Ag)* =0,

la ecuacion resultante es

F\D} + FD. + F3D,, +F,=0 (3.18)
con
Fy = —AyA+ A3AA;
Fy = 24,4145 + A3 As Ay — A3 Ay Ag + Ay Ax Ay + Ay A3,
Fy = —ApA7 — A3 A1 Ay + A1 Ay Ay — Ay A Ay + 244 A3 Ay,
Fy, = —AjA1A;+ ALAS
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Dado que analiticamente no se pudo mostrar que (3.18) tiene una tunica raiz real
positiva, mediante el método de Monte Carlo se determina que existe una tnica raiz
real positiva para la ecuacién (3.18) que satisface la condicién (3.17), Por lo tanto,
solo existe un unico punto de equilibrio de coexistencia, €1g.

Para ello se desarrolla un programa en MATLAB, siguiendo los pasos que a conti-
nuacion se presentan

1. Definir los pardametros del modelo y un rango adecuado para cada uno.
Dar valores aleatorios para cada uno de los parametros dentro del rango.

Calcular los umbrales Qp,, @p,, también A; y A; con i € {1,2,3,4}.

L

Calcular los coeficientes F; con i € {1,2,3,4} y encontrar las raices de la ecua-
cién cubica.

5. Filtrar las raices reales y positivas.

A
6. Elegir la raices que cumplen la condicién D,, > A—l
2

7. Se repiten 10.000 veces los pasos del dos al seis.

Este algoritmo se ejecutd 12 veces, v los resultados obtenidos se presentan en la Tabla
3.3. En cada una de las ejecuciones, se encontré que, en todas las iteraciones, siempre
que las condiciones establecidas hasta el paso seis del algoritmo se cumplian, se obtenia
una Unica raiz real positiva para esa iteracién. Ademads, se calculé que el nimero
promedio de casos en los que se cumplen las condiciones es de aproximadamente
296, 7. Esto indica que, en cada conjunto de 10.000 iteraciones, alrededor de 296, 7
casos cumplen las condiciones establecidas en el algoritmo.

Ejecucion | SCC Ejecucion | SCC Ejecucion | SCC
1 317 5 309 9 306
2 311 6 295 10 309
3 285 7 291 11 283
4 290 8 287 12 277

Tabla 3.3: Resultados de las ejecuciones del algoritmo para encontrar una unica raiz real
positiva. Clave de lectura: SCC: Cantidad de raices que resultan del paso 6 del algoritmo
anterior.

3.4. Estabilidad de los puntos de equilibrio

En esta seccién se estudia la estabilidad de los puntos de equilibrio descritos en la
Seccion 3.3, usando el Teorema 1.2.3.1. En particular, se analiza la matriz jacobiana
de sistema (3.1), la cual esta dada por:

45



J(DicaDmcyBcascaDinaDmnan;Sn) =

a1 a19 f(mec 0 0 0 0 0

) —(0m +7) 0 0 0 A 0 0

—QOZBC 0 ass Oéch 0 0 0 0

0 0 —B.S. 0 0 0 0

0 0 0 0 Q55 as56 f¢Dmn 0 ’
0 Y 0 0 v —(0m + A) 0 0

0 0 0 0 —(,OZBn 0 [00drd Oéan
0 0 0 0 0 0 —BnSn  ass

con

ar1 = —(f¢Dm.pa + 6. +v), ass = —(fd Dy, pa + 0, +v),
a1z = f(Be — paDi,), ase = fO(Bn — paDi,),

as3 = QeSe — ple — i D;,, ary = Sy — fn — @iD;,,,

25, 25,
A4 = Pe (1 - < ) - ﬂCB07 ass = Pn (1 - T) - ﬂan

El célculo de los valores propios asociados a cada matriz se hizo con Wolfram Mathe-
matica.

Evaluando la matriz jacobiana en el punto de equilibrio €; tenemos que

J(e1) =
—(6;, +v) 0 0 0 0 0 0 0
v —0mty) 0 0 0 A 0 0
0 0 —fe 0O 0 0 0 O
0 0 0 pe 0 0 0 0
0 0 0 0 —(6, +v) 0 0 0
0 Y 0 0 v —(0m+A) 0 O
0 0 0 0 0 0 —tn 0
0 0 0 0 0 0 0  pn

Los valores propios de esta matriz son:

)\11 = _<5ic + U) )\12 = _(6171 + 7) —A >‘13 = —He )\14 = Pe
Ais = —(8;, +v) Mg = —0m A7 = —fn Ai1g = pn

Todos tienen parte real negativa, a excepcion de A4 y Aig. Por tanto, se concluye que
el punto de equilibrio £, es inestable deacuerdo al Teorema 1.2.3.1.

Evaluando en la matriz jacobiana en el punto de equilibrio €5 tenemos que
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M
fa
I

—(8;, +v) 0 0 0 0 0 0 0
v (Om + ) 0 0 0 A 0 0
0 0 Qeke — e 0 0 0 0 0
0 0 —Beke  —pe 0 0 0 0
0 0 0 0 —(6;, +v) 0 0 0
0 y 0 0 v —(0m+A) 0 0
0 0 0 0 0 0 —tn 0O
0 0 0 0 0 0 0 pn

Los valores propios de esta matriz son:

Aap = _(5ic + U) Agg = _(5m "—’Y) — A a3 = Kee — e Aoy = —Pec
Aos = — (04, +v) A26 = —Om A2r = —[in A2 = Pn

Todos tienen parte real negativa, a excepcién de Aog, el cual siempre es positivo. Por
tanto, se concluye que el punto de equilibrio €5 es inestable de acuerdo con el Teorema
1.2.3.1. El caso de €3 es andlogo, ya que p. también es siempre positivo, por lo que
este punto de equilibrio también resulta inestable.

Evaluando en la matriz jacobiana en el punto de equilibrio £4 tenemos que

J(es) =

—(8;, +v) 0 0 0 0 0 0 0
v —(6m + ) 0 0 0 A 0 0
0 0 Qeke — e 0 0 0 0 0
0 0 —Beke  —pPe 0 0 0 0
0 0 0 0 —(0;, +v) 0 0 0
0 Y 0 0 v —(Om + ) 0 0
0 0 0 0 0 0 Qnkp — Wn 0
0 0 0 0 0 0 —Bnkn  —pPn

Los valores propios de esta matriz son:

M= —(0i, +v) Aa=—(0m +7) = A M3 =FKee — fle  Aaa = —pe
A5 = — (05, +v) Aig = =0 A7 = KpQp — [bn, Aag = —pPp

Todos tienen parte real negativa, a excepcion de N3 vy Ag47. Por tanto, se analiza
KeQp — [z, implica

Ophy — fy < 0,
QK
=<,
o2
QBI<17
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con = € {¢,n}. Si se cumple lo anterior, se concluye que el punto de equilibrio €4 es
asintéticamente estable, de acuerdo con el Teorema 1.2.3.1.

Evaluando en la matriz jacobiana en el punto de equilibrio €5 tenemos que

J(e5) =
— (5, +v) fzpCNc 0 0 0 0 0 0
v —@m+y) 0 0 0 A 0 0
~Pilen, 0 0 XN, o 0 0
Be 8 Be
0 O _ CILI/C _pC/“’LC 0 O O 0
Qe KeQle
0 0 0 0 —(6,+v) 0 0 0
0 0l 0 0 v —(0m+A) 0 O
0 0 0 0 0 0  —p O
0 0 0 0 0 0 0 pn
donde N, =1 — e Al calcular los valores propios, se observa que uno de ellos
QR

toma el valor de p,,. Por tanto, el punto de equilibrio €5 es inestable por el Teorema
1.2.3.1. Andlogamente, para g, uno de los valores propios toma el valor de p.., por lo
que también se concluye que ¢ es inestable.

Para los puntos de equilibrio restantes, €7, €g, €9 ¥ €10, Debido a la la complejidad de
las expresiones asociados a los valores propios de la matriz (ndtese que esto implica
encontrar las raices de un polinomio de grado 8). Al igual que en el capitulo anterior
se opta por una estrategia alternativa. En particular, se utiliza el método de Monte
Carlo. Para ello, se implementa el siguiente algoritmo.

1. Definir los pardametros del modelo y un rango adecuado para cada uno.
2. Dar valores aleatorios para cada uno de los parametros dentro del rango.

3. Calcular los umbrales Qp., Qp,, A;, A; con i € {1,2,3,4} y definir la matriz
jacobiana.

4. Calcular los puntos de equilibrio del sistema y escoger aquellos que tienen sen-
tido biolégico.
5. Calcular €19, determinar los coeficientes y hallar la unica raiz positiva de la
ecuacion (3.18).
: ) .y Ay
6. Verificar que la raiz cumple la condicién D,,, > L
2
7. Se evalta la matriz jacobiana en cada punto de equilibrio con sentido biolégico
y se calculan sus valores propios.

8. Se determina la estabilidad de cada uno de los puntos de equilibrio con sentido
bioldgico.
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9. Se repiten 10.000 veces los pasos dos al seis.

El proposito del programa es obtener, en cada iteracién, qué puntos de equilibrio es
estable y cudles son inestable. Este algoritmo se ejecutd diez veces, obteniendo los
resultados que se presentan en la Tabla 3.4.

EJE 1 2 3 4 )

P.E SB |[VPN| SB | VPN | SB | VPN | SB | VPN | SB | VPN
€4 10.000 | 5.612 | 10.000 | 5.512 | 10.000 | 5.667 | 10.000 | 5.634 | 10.000 | 5.681
€7 615 541 679 574 615 536 589 506 607 531
€3 2477 | 1.716 | 2.560 | 1.726 | 2.496 | 1.719 | 2.427 | 1.709 | 2.516 | 1.743
€9 2.526 | 1.769 | 2.607 | 1.785 | 2.452 | 1.697 | 2.528 | 1.791 | 2.410 | 1.655
€10 74 74 105 105 79 79 83 83 76 76

NCN 288 298 302 277 314

EJE 6 7 8 9 10
P.E SB |[VPN| SB | VPN | SB | VPN | SB | VPN | SB | VPN
€4 10.000 | 5.613 | 10.000 | 5.652 | 10.000 | 5.631 | 10.000 | 5.607 | 10.000 | 5.638
€7 642 239 631 251 619 529 625 042 668 563
€3 2483 | 1.695 | 2493 | 1.714 | 2.446 | 1.690 | 2.526 | 1.751 | 2.545 | 1.733
€9 2546 | 1.778 | 2.486 | 1.693 | 2.542 | 1.769 | 2.492 | 1.724 | 2.485 | 1.686
€10 103 103 80 80 90 90 83 83 105 105

NCN 272 310 291 293 275

Tabla 3.4: Resultados de las ejecuciones del algoritmo. Clave de lectura: EJE: Ejecucién.
P.E: Puntos de equilibrio. SB: Sentido biolégico. VPN: Valores propios negativos. NCN:
No es un caso que se presente en la naturaleza.

Al analizar los resultados obtenidos en las 10 ejecuciones del algoritmo, en cada
10.000 repeticiones del algoritmo, en promedio 10.000, 629, 2.496,9, 2.510,2 y 87,8
puntos tienen sentido bioldgico, para €4, €7, €g, €9 ¥ €19,respectivamente. Al evaluar
la matriz jacobiana en estos puntos, se verifica que 5.624,7, 541,2, 1.719,6, 1.734,7
y 87.8 puntos presentan todos sus valores propios con parte real negativa, de €4, €7,
€s, €9 V €10, respectivamente lo que sugiere estabilidad asintética. Por otro lado, se
identificaron aproximadamente 292 puntos no se presentan en la naturaleza.

Los resultados obtenidos permiten evidenciar que, en todos los casos en los que €
tiene sentido biolégico, este es asintoticamente estable.

3.5. Simulaciones

En esta seccién se presentan las simulaciones, las cuales permiten visualizar la dinami-
ca del modelo (3.1). Los valores asignados a los parametros corresponden a los esta-
blecidos en la Seccion 2.5, junto con algunos datos adicionales que cumplen con los
supuestos del modelo dados en la Seccion 3.1.
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A lo largo de todas las simulaciones, se utilizaron las siguientes condiciones iniciales:

D, (0)=3 D, (0)=3 B.(0)=3
; 2 D 2 2

B, 0)=9
B, (0) = 8

Se
Sn(o) =

En la Tabla 3.5 se presentan los valores de los parametros utilizados para la simulacién.

Parametro | Valor Parametro | Valor Parametro | Valor
f 0.49 Q. 0.1472 Q, 0.2235
) 4.09 e 0.0914 L, 0.1828
©Yd 0.058 Ke 20 Kn 60
Om 0.0272 Pe 0.1829 Pn 0.3658
v 0.05 B, 0.1829 B 0.3658
©; 5x 107 v 0.6 A 0.1
0; 0.139 i, 0.278

Tabla 3.5: Pardmetros del modelo (3.1) para el caso de coexistencia entre los dos cultivos
(comercial y trampa).
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Figura 3.1: Persistencia de Diaphorina citri del modelo (3.1). Al lado izquierdo el
comportamiento de las poblaciones en el cultivo comercial. Al lado derecho, el
comportamiento de las poblaciones del cultivo trampa.

Los resultados de las simulaciones muestran que, bajo las condiciones establecidas, el
sistema tiende hacia un equilibrio en el que las poblaciones pueden coexistir. El com-
portamiento oscilatorio observado en las poblaciones, que se atentia con el tiempo, evi-
dencia que el sistema esta convergiendo hacia el equilibrio asintéticamente estable cu-
yos valores son €19 = (13.9669, 8.5235,0.9689, 0.6214, 15.9527,46.4757,0.9864, 0.8183).

A pesar de la estabilizacién observada, la persistencia de Diaphorina citri en ambos
cultivos plantea la necesidad de implementar estrategias de control que dirijan el
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sistema hacia los puntos de equilibrio €7 y eg , caracterizados por la ausencia del
insecto y la presencia exclusiva de brotes en el cultivo comercial. Alcanzar estas
situaciones permitiria mitigar los danos en el cultivo comercial y mejorar la estabilidad
de la produccion agricola.

Para analizar la situacion de los puntos de equilibrio 4, €7, €5 y €9, se realizaron
simulaciones con las mismas condiciones iniciales que &1, esto con el fin de observar
la dinamica del sistema en cada caso. Para ello, se determinaron los valores de los
parametros que garantizan la estabilidad asintdtica de cada punto de equilibrio. Estos
datos fueron obtenidos a través del algoritmo planteado en la Seccion 3.4.

Para ¢4, en la Tabla 3.6 se presentan los valores utilizados para esta simulacion. A
partir de estos valores, se analiza el comportamiento de las poblaciones

Parametro Valor Parametro Valor Parametro Valor
f 0.44622 Q. 0.0036799 o, 0.0037011

) 4.303 [be 0.090808 hn 0.89109

Vd 0.050981 Ke 18.9551 Kn, 55.5663

Om 0.023499 Pe 0.157 Pn 0.71699

v 0.047006 Be 0.1638 Bn 0.56545

0 4.8545 x 1076 v 0.88293 A 0.18124

i, 0.10788 0; 0.94229

Tabla 3.6: Valores de los parametros del modelo utilizados en las simulaciones dos
cultivos, caso de presencia exclusiva de plantas ancianas en ambos cultivos.

Con esto, el punto de equilibrio e, = (0, 0, 0, 18.9551, 0, 0, 0, 55.5663). En este caso, se
observa que la poblacion de Diaphorina citri se extingue en ambos cultivos, mientras
que la dinamica de los brotes y el estimulo muestra un comportamiento estable. En
la Figura 3.2 se observa que, en el cultivo comercial y trampa, el estimulo alcanza un

valor constante y los brotes tienden a cero, sin oscilaciones significativas.

Para e7, en la Tabla 3.7 se presentan los valores utilizados para esta simulacion.

Parametro Valor Parametro | Valor Parametro Valor
f 0.43011 o 0.12061 o, 0.40342
) 4.3877 [le 0.090844 fhn 0.76451
Y4 0.052138 Ke 16.0634 Kn 31.7745
Om 0.024562 Pe 0.17402 Pn 0.20427
v 0.048138 Be 0.17043 B 0.79249
i 4.381 x 107 ¥ 0.56711 A 0.00036872
i, 0.12327 i, 0.98184

Tabla 3.7: Valores de los pardmetros del modelo utilizados en las simulaciones dos

cultivos, caso de presencia de plantas productivas en ambos cultivos.
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Figura 3.2: Presencia exclusiva de plantas ancianas en ambos cultivos

El punto de equilibrio e; = (0, 0, 0.9732, 0.7532, 0, 0, 0.2424, 1.8951). En este caso, se
observa que tanto el cultivo comercial como el cultivo trampa presentan oscilaciones
en la dindamica de los brotes y el estimulo. La Figura 3.3 ilustra este comportamiento,
donde se genera una respuesta oscilatoria mas marcada en comparacién con los casos
anteriores y eventualmente la poblacion de Diaphorina citri desaparece.
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Figura 3.3: Presencia de plantas productivas en ambos cultivos.

Para eg, en la Tabla 3.8 se presentan los valores utilizados para esta simulacion.

El punto de equilibrio €5 = (0, 0, 0.4305, 10.6463, 0, 0, 0, 38.9372).En este caso,
se observa la coexistencia de plantas productivas en el cultivo comercial y plantas
ancianas en el cultivo trampa. La poblacién de Diaphorina citri se extingue en ambos
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Parametro Valor Parametro Valor Parametro Valor

f 0.48725 Q. 0.0085721 Qo 0.010639

) 4.8544 s 0.091261 hn 0.98188

Yd 0.051294 Ke 19.7888 Kn 38.9372

Om 0.0246 Pe 0.15299 Pn 0.42126

v 0.043087 Be 0.16418 B 0.25956
oy 4.0469 x 1076 vy 0.89368 A 0.0053996

i, 0.12101 i, 0.33802

Tabla 3.8: Valores de los pardametros del modelo utilizados en las simulaciones dos
cultivos, caso de presencia de plantas productivas en el cultivo comercial y plantas
ancianas en el cultivo trampa.

cultivos. En la Figura 3.4, se observa que, en el cultivo comercial, el estimulo presenta
una pequena oscilacion antes de estabilizarse, mientras que los brotes tienden a un
valor positivo. En contraste, en el cultivo trampa, el estimulo y los brotes se estabilizan
sin fluctuaciones.
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Figura 3.4: Presencia de plantas productivas en el cultivo comercial y plantas ancianas
en el cultivo trampa.

Para g, en la Tabla 3.9 se presentan los valores utilizados para esta simulacion.

El punto de equilibrio 9 = (0, 0, 0, 0.7133, 0, 0, 0.1993, 0.0408). En este escenario, las
plantas ancianas persisten en el cultivo comercial, mientras que en el cultivo trampa
predominan las plantas productivas. La poblacion de Diaphorina citri se extingue en
ambos cultivos. La Figura 3.5 muestra que, en tiempos largos, los brotes en el cultivo
trampa presentan oscilaciones, a diferencia del cultivo comercial, donde el estimulo
se mantiene en un valor constante y los brotes tienden a cero.
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Parametro Valor Parametro | Valor Parametro | Valor
f 0.41776 Q. 0.060389 0; 0.10028
) 4.3093 Q, 0.90498 0; 0.42388
Yd 0.05643 T 0.070209 Ke 0.71329
v 0.034696 hn 0.036955 Kn 29.9031
Om 0.018 A 0.3723 vy 0.6188
Vi 3.745 x 107 Pe 0.077384 Pn 0.18677
B 0.035656 Bn 0.93596

Tabla 3.9: Valores de los parametros del modelo utilizados en las simulaciones dos
cultivos, caso de presencia de plantas ancianas en el cultivo comercial y plantas
productivas en el cultivo trampa.
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Figura 3.5: Presencia de plantas ancianas en el cultivo comercial y plantas productivas
en el cultivo trampa.

Los resultados indican que, dependiendo de los valores de los pardmetros, el sistema
puede evolucionar naturalmente hacia equilibrios sin Diaphorina citri, con diferentes
distribuciones de plantas productivas y ancianas entre los cultivos.

Las simulaciones numéricas confirman que es posible dirigir el sistema hacia equili-
brios libres de plaga mediante una seleccién adecuada de parametros. En particular,
el andlisis de sensibilidad de los parametros revela cuales de ellos tienen un mayor
impacto en la estabilidad de los equilibrios y en la erradicacién deDiaphorina citri.
Alterando parametros clave, como tasas de crecimiento, mortalidad y reproduccion,
es posible disenar estrategias de control mas efectivas que reduzcan la presencia de la
plaga y minimicen su impacto en la produccion agricola.
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Capitulo 4

Conclusiones

Se plantea un modelo matematico basado en ecuaciones diferenciales ordinarias para
representar la dindmica poblacional de Diaphorina citri y su interaccion con los brotes
a largo plazo. A partir de este modelo, se realiza un analisis cualitativo que incluye
la determinacién de los puntos de equilibrio y se analiza su estabilidad, identificando
condiciones necesarias para dirigir el sistema hacia estados donde la poblacién de
Diaphorina citri sea baja o nula.

El analisis de sensibilidad evidencia que los umbrales del sistema son altamente sus-
ceptibles a cambios en los parametros, lo que permitio identificar aquellos con mayor
influencia en la dindmica del sistema. En particular, se identifica que la tasa efectiva
de interaccién del estimulo con los brotes («), la capacidad de carga del estimulo la
planta huésped (k), la tasa de transicion de brote a rama (u) son los pardmetros
que tienen una mayor incidencia sobre el umbral Qo que es el nimero promedio de
hembras adultas de Diaphorina citri producidas por una hembra. Por su parte, el
umbral ()p, que representa el periodo de vida de los brotes, también se ve afectado
significativamente por los mismos parametros.

Las simulaciones muestran que, bajo ciertas condiciones, el sistema puede alcanzar
equilibrios en los que Diaphorina citri se extingue de manera natural sin la necesi-
dad de controles externos. La clave para lograrlo radica en una seleccién adecuada
de parametros, lo que sugiere que es posible mitigar la plaga sin recurrir a medi-
das quimicas. Los resultados obtenidos permiten identificar parametros clave en la
dindmica del sistema donde pueden implementarse estrategias de control. En parti-
cular, el analisis de sensibilidad de los pardametros proporciona informacién valiosa
sobre cuales influyen mas en el sistema, lo que facilita la seleccion de intervenciones
mas efectivas.

Posteriormente, se amplia el modelo introduciendo el cultivo trampa como una es-
trategia de control. Se realiza el analisis cualitativo del sistema y se obtiene que este
posiblemente evolucione hacia determinados puntos de equilibrio (g4, €7, €3, €9, ¥ €10)-
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En futuros trabajos, estos resultados podran utilizarse para disenar estrategias de
manejo mas eficientes, optimizando el uso de cultivos trampa, ajustando practicas
agricolas y evaluando intervenciones que reduzcan la presencia de la plaga con un
menor impacto ambiental y econémico.
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