Vol. XI, N2 1,2 Dic. (2003)

Matematicas: H7-T1 Matematicas:

Enseifianza Universitaria
(©Escuela Regional de Matematicas
Universidad del Valle - Colombia

Normas tensoriales construidas mediante espacios de
sucesiones de Banach

Patricia Gémez Palacio,
Juan Antonio Lopez Molina, , Maria José Rivera Ortin, ,

Resumen

En este articulo se define una norma tensorial g5 a partir de un espacio de sucesiones de
Banach A. Para cada par de espacios de Banach £ y I, se caracterizan los elementos
de la compleccién del espacio E &4, F', E®g, F, y se caracteriza su espacio dual

(B ®g, F)'
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1 Introduccién

En la teoria general de productos tensoriales, cuyos antecedentes los en-
contramos en el trabajo de Grothendieck de los afios cincuenta pero que
cobré mayor fuerza en 1968 con la publicacion del articulo de Linden-
strauss y Pelzynski Absolutely summing operators in Lp-spaces and appli-
cations, se destacan entre los ejemplos méas relevantes de normas tenso-
riales aquellas que se definen en la clase de espacios de dimensién finita
v después se extienden a la clase de los espacios normados utilizando un
procedimiento inductivo, lo que da lugar a las normas tensoriales finita-
mente generadas.

El problema de definir topologias interesantes sobre los productos ten-
soriales se ha centrado a través de la historia en la utilizacion de espacios
de sucesiones para la definicion de las mismas, dando como resultado
normas tensoriales finitamente generadas. En particular, la teoria clasica
estudia las normas tensoriales definidas mediante los espacios de suce-
siones £, y entre ellas se destacan las de Lapresté (a,q), de las cuales las
normas tensoriales g, de Saphar son un caso particular.

Ta participacién del primer autor en este trabajo es apoyada por el proyecto
COLCIENCIAS-Universidad Eafit codigo: 1216-05-11456 y la de los otros dos autores
por MCYT y FEDER. proyecto BFM2001-2670.
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Tomando como motivacion la definicién de las normas tensoriales g,
de Saphar, contruimos una norma tensorial g, definida sobre un deter-
minado espacio de sucesiones de Banach A, con el objetivo de desarrollar
toda la teoria bésica y clisica referente a los ideales de operadores asocia-
dos, y presentar resultados similares a los conocidos acerca de las normas
tensoriales gy, ver [1], [3] o [2].

Hemos procurado que la notacion utilizada sea la cominmente acep-
tada. Por el simbolo R representaremos el cuerpo de los niimeros reales,
sobre el cual se definen todos los espacios vectoriales topologicos que
aparecen. En general la palabra espacio hara referencia a un espacio de
Banach real, a menos que se indique otra cosa. Dado un espacio FE deno-
taremos por By a su bola unidad cerrada, y por E’ denotaremos su dual
topoldgico. Si E es un espacio normado, denotaremos por E al espacio
de Banach que resulta de la compleccién de E. Con el simbolo ||| g,
o simplemente ||-]| si no hay lugar a confusién, denotaremos la norma
definida en el mismo espacio F, como es usual. Dados dos espacios FE y
F', denotamos por L(E, F) al espacio de operadores lineales y continuos
de Fen F.

Dado un espacio de Banach X parcialmente ordenado diremos que X
es reticulo de Banach si se tiene que:

1. * <y implica 2 4+ z < y+ 2, para todo =,y,2 € X,
2. axr > 0, para todo = > 0 en X y todo real no negativo a.

3. Para todo par z,y € X existen en X una minima cota superior
(m.c.s) z Vy, y una méaxima cota inferior (m.c.i) = Ay,

4. ||z|| < |ly|| siempre que |z| < |y|, donde el valor absoluto |z| de
2 € X esta definido por |z| =z V (—z).

Denotamos por w el espacio vectorial de todas las sucesiones escalares y
por @ el subespacio de w formado por las sucesiones tales que el cardinal
de las coordenadas distintas de cero es finito.

Diremos que un espacio de Banach (X, || - ||) es un espacio de suce-
siones de Banach si satisface:

. pCACuw
2. Si|z|<|ylconzrewyy€ Aentonces z € Ay ||z||a < ||y]la

Obsérvese que todo espacio de sucesiones de Banach A dotado con el
orden puntual es un reticulo de Banach. Decimos que un espacio de
sucesiones A es regular si la sucesion de vectores unidad {e;,i € N},
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donde e; = (0;5)72;, es una base de Schauder en A\. En este caso, A
satisface la propiedad de la convergencia seccional, es decir, dada una
sucesion (z;)$9; en A se verifica la siguiente igualdad en la norma de A

(s o] n

E T;e; = lim E T;6;
n—o0o

i=1 i=1

Denotamos por hy a la clausura en X del espacio ¢, hy = 7. Entonces
hy es un subespacio regular de A, y se tiene que A es regular si y solo si
A =h,y. Un reticulo de Banach A es orden continuo si ||z||x | 0 cada vez
que 0 < z,, | 0, lo que es equivalente a que su dual topolégico N coincida
con su dual Kéthe

oo
X ={(z)2 ew/ E |z;y;| converge para todo (y;)i2; € A}
i=1
Los espacios de sucesiones clasicos ¢,, 1 < p < o0, los espacios de suce-
siones de Orlicz £ y los espacios de sucesiones de Lorentz £,4, 1 < p < oo,
1 < ¢ < oo son ejemplos de espacios de sucesiones de Banach, ver [4].

2 Normas tensoriales e ideales de operadores. Conceptos basi-
cos

En esta seccion introducimos los conceptos de norma tensorial e ideal
de operadores, y establecemos algunas relaciones entre éstos y entre las
normas tensoriales asociadas a una norma tensorial dada. Un tratamiento
més detallado de este tema puede encontrarse en el texto [1].

2.4 Normas tensoriales

Dados E y F espacios vectoriales sobre R, denotamos por B(E, F) el
espacio vectorial de las formas bilineales definidas de E x F' en R. Cada
elemento (z,y) € E x F define una forma lineal canénica sobre B(E, F),
denotada por £ ® y, mediante la formula (x®y, ) := ¥((x,y)) para toda
1 € B(E,F). El subespacio vectorial del dual algebraico de B(E,F)
generado por el conjunto las formas lineales {x®y :x € E, y € F} es el
producto tensorial de los espacios E y F, y se le denota por E® F.

A los elementos de E ® F' los denominamos tensores y estos admiten
una representacion de la forma z = Y7 | 7; @ ;.

Si el espacio E ® F esta dotado de una norma «, denotamos por
FE ®4 F al correspondiente espacio normado, por E®.F a su espacio
compleccién, y por a (2; E, F'), o simplemente por @(2), a la norma « de
un elemento z € E® F'.
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Definicion 2.1. Una norma tensorial a es un functor que asocia a cada
par de espacios normados E y F una norma sobre E @ F, y satisface las
siguientes condiciones:

i) az®y) = |z| |yl y a(z' ®y') = 2| [|Y/]|, para = € E, y € F,
e FE,y cF.

ii) Para cualquier cuddrupla de espacios normados E;, F;, i = 1,2, y
cualquier par de operadores A; € L (E;, F}), se satisface la Propie-
dad métrica de los operadores:

A1 ® Az € L(E1 Qo Ep, F1 @a F3), con [ A1® Az| < ||A]|||B]|

donde (Al & Ag) (:131 & :132) = A (:131) 2 As (:132)

Dada una norma tensorial «, definimos su norma tensorial transpues-
ta, at por,
o (z; E,F) = a('; F,E)

donde 2t = (3 p_; = ® m)’ == (Cp_; vk ® Tx)

Para introducir el concepto de norma tensorial finitamente generada,
necesitamos establecer la siguiente notacion. Dado un espacio de Banach
E, denotamos por FIN(E) al conjunto de los subespacios de dimension
finita de E, y por COFIN(E) al conjunto de los subespacios de E de
codimension finita. Si M es un subespacio cerrado de E, denotamos por
Iff M — E, Qf, : E — E/M ala inclusion y la aplicacion cociente
canodnicas respectivamente.

Definicion 2.2. Dada una norma tensorial «, definimos la norma ten-
sorial o en una clase de los espacios normados, o envoltura finitamente
generada por «, por:

@ (z) :=inf{a(z; M,N) : M € FIN(E), N € FIN(F)}

. . . - o -
De manera similar definimos la norma tensorial @, o envoltura cofini-
tamente generada por o, por

‘@ (2) = sup{a((QE ® QE)(2)) : H € COFIN(E),G € COFIN(F)}

Definicion 2.3. Diremos que una norma tensorial v es finitamente ge-
. . o —
nerada(resp. cofinitamente generada) si @« = & (resp. a = '« ).

En general, para toda norma tensorial a se satisface la siguiente de-
sigualdad
— —
a <a< a
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Sea a una norma tensorial en la clase de espacios normados. Dados
M un espacio de dimension finita y F' un espacio normado arbitrarios,
decimos que a es accesible si ‘@ (s M,F) = & (M, F) y a(;F,M) =
@ (; F, M) y que es totalmente accesible si ‘@ = @, es decir si a es finita
v cofinitamente generada.

A partir de una norma tensorial «, definida en la clase de espacios
normados que contiene a los espacios de dimension finita (F1N), se define
su norma tensorial dual o’ como sigue. Para M,N € FIN o, definida
por

¢ (z; M, N) := sup{|(u, z)| : a(u;M',N’) <1}

para todo z € M ® N es una norma tensorial sobre FIN.
Se define la norma tensorial dual, o, de 1a norma tensorial « (definida
sobre en la clase de espacios normados que contiene a FIN), como la
—

envoltura finitamente generada de la norma tensorial a}? a}.

Es claro que o' = a} en FIN, y por consiguiente, para todos los
N,M € FIN la igualdad M ®, N = (M' ®, N')’ se satisface isométri-
camente. Se puede ver ademas que si « es finitamente generada entonces

I
a’ =a

2.5 Ideales de operadores

Como se pone de manifiesto en el libro de A. Defant y K. Floret, Tensor
norms and operator ideals, [1], la teoria topoldgica de los productos ten-
soriales esta estrechamente ligada a la de los espacios de operadores. Esta
iltima fue desarrollada por A. Pietsch y su escuela en los ahos sesenta
v setenta, y sus resultados fueron publicados en el texto Operator ide-
als, |6]. A contimuacion fijamos la notacion y recordamos los conceptos
bésicos més representativos de la teoria de operadores que utilizaremos.

Definicion 2.4. Un ideal de operadores (o, simplemente, ideal) entre
espacios de Banach es un functor J que asocia a cada par de espacios de
Banach E y F un subconjunto J(E, F') de L(E, F) (llamado componente
de J), de manera tal que se cumplen las siquientes condiciones, para
espacios de Banach arbitrarios E, F,G y H :

i) ' ®@yeJ(E,F), parax’ € E', ye F.
ii) Si 51,52 € J(E,F), entonces S1 + 52 € J(E, F).

ii) SiT € L(G,E),S € J(E,F), y R € L(F,H), entonces RST €
JG, H).
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Es claro de los numerales i), ii) de la definicion, que todas las compo-
nentes J(E, F') son espacios lineales. Ver |6, p.45]

Sea J un ideal y a un functor que asocia a cada componente J (E, F)
una norma (denotada también por a), que cumple:

iv) Para T € L(G,E),S € J(E,F),R € L(F,H), a(RoSoT) <
IR]|a (S) [T

A la pareja (7, a) la llamaremos ideal normado.

Un ideal de operadores (J,a), tiene asociados diferentes ideales en-
tre los que destacamos el ideal maximal, concepto anilogo al de norma
tensorial finitamente generada, y el ideal minimal, los cuales definimos a
continuacion.

El ideal mazimal asociado a (J,a), (IJ™**,a™**), es el ideal tal que
dados F y F, un par de espacios de Banach, un operador T': F — F €
Jmer(E | F) siempre y que

a™*(T) = sup {a(Qf .T.If;) : M € FIN(E),L € COFIN(F)} < o0
La funcion a™**
un ideal normado.

El ideal minimal asociado a (J,a), ( , @ , es el ideal tal que
para todo par de espacios normados E,F, T : E — F € J™"(E, F),
siempre que existan espacios normados G, H y operadores aproximables
S:E—G R:H—FyTy:G— HeJ(G,H) talesque T = RoTjoS.

Si J = JmaT (J =J™"), Jes un ideal mazimal (minimal).

Un ideal maximal J estd asociado a una norma tensorial finitamente
generada «, escribimos J ~ «, si para cualquier par de espacios (M, N)
de dimension finita, se tiene que: J(M,N) = M' ®q N = (M @ N')

La extension de esta igualdad a espacios de dimension infinita es el
importante teorema de representacion para ideales de operadores maxi-
males, de acuerdo con el cual, si (J,a) es un ideal maximal asociado a
una norma tensorial finitamente generada «, es decir J ~ «, entonces para
todo par de espacios de Banach E y F las relaciones J(E, F') = (E®qy F)'
vyI(E, F)=(F®y F')Y N L(E,F) se satisfacen isométricamente.

es una norma en cada componente y (I a™*) es

jmin min)

3 Sobre la norma tensorial g,

En esta seccion, a partir de un espacio de Banach de sucesiones A, sobre
el cual impondremos en su momento determinadas condiciones, definimos
una norma tensorial cuya motivacion inicial viene dada por la definicion
de las normas tensoriales de Saphar.
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En adelante, A serd un espacio de Banach de sucesiones en el cual se
satisface la igualdad |e;||x = |le;||xx = 1 para todo i € N.

Dado un espacio de Banach E, una sucesion (z;)72; € EN es fuerte-
mente A—sumable si mA((z5)) : = ||(J|lzi])||]x € o0 y es débilmente M-
sumable si ex((2i)) : = supjzr <1 [|([(zi, 2’)[)[]x < co. Denotamos por
A[E] (resp. A(E)) el espacio de todas las sucesiones fuertemente (resp.
débilmente ) A-sumables en E dotado con la norma my(.) (resp. €x(.)).

Sean F, F' espacios de Banach. Una forma natural de extender la
norma tensorial de Saphar a una norma tensorial sobre F ® F', pero con
pardametro A, se logra con la definicion del siguiente funcional, para todo
ze EQF,

A (% E, F) := inf{my((z:))ex< () : 2= =i @ ui} (1)
i=1

Este coincide con g, cuando A = £,,1 < p < oco. Sin embargo, puede
verse que para espacios de Banach de sucesiones mis generales, como
por ejemplo un espacio de Orlicz de sucesiones, tal funcional no es una
norma tensorial. Por lo anterior, consideramos el funcional de Minkowski
de la envolvente absolutamente convexa de la bola unidad de gy en E® F
(Bg, == {2z € E® F : gA(z) < 1}), que denotamos por g5, y puede ser
evaluado como

65 (2 B, F) := inf { > " mx ((2i5)) exx ((935)) (2)

i=1

donde el infimo es tomado sobre todas las representaciones de z de la
TS — n i . (R i
forma z =37 .5 E.=1 Fpe B
Hay que hacer notar que gy ¢ coinciden en el caso en que gy sea
Ly ax’y 9, !
una norma. En la proposicion que sigue a continuacién demostraremos
que g, es efectivamente una norma tensorial.

Proposicion 3.1. g, es una norma tensorial.

Demostracion. Para la demostraciéon utilizamos un criterio equivalente a
la definicién de norma tensorial, segtn el cual basta verificar las siguiente
condiciones:

1. ¢5(; E,F) es una seminorma en £ ® F para todo E, F € NORM.
2. 10 LR,R)=1.

3. ¢§ cumple la propiedad métrica de las aplicaciones en NORM. Aqui
NORM denota la clase de los espacios normados.
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1. Para probar que ¢§ es una seminorma en E ® F' basta verificar que
g5 satisface la desigualdad triangular, ya que por definicién es claro que
95(z E, F) =2 0y que ¢5(Bz; E, F) = |Bl¢5(z; E, F).

Dados € > 0y 21, 2 € EQF, con 2, = Y1 Y% | 2k @ yk para
k = 1,2, representaciones que satisfacen la desigualdad

Z?ﬁ (( ))EAX ((vf;)) Sgi(zk;E,F)Jr%,

21+ 29 admite una representacion z; + 2 = 3 11" Z {, U ®v;; donde
1 1 a 5

Uij = Ty ¥ Vij = Yy5 Slléaénl?yust% Y Vij —yzj sing+1<i<

ni +ng. Con lo cual,

95 (21 + 2B, F) < Zﬂ i) exx ((viy)

+ iii ™ ((25)) exx ()

< (2B, F)+4g5 (2B, F)+e

y como € > 0 es arbitrario, se obtiene el resultado esperado.
2.5 E=K,EF =K, entonces {Be E': ||B|| <1} ={BcK: |f] <

1}y {a,B) = aB. Luego para z € K@K, con z =) 1 ; ;‘" 1 Qi ® Bij
se tiene que:

ex<((Bis)) = sup |y II(BiDIax < (1Bis]) lIax

lly’ll 5 <1

Pero ||(|Bi;])llax < eax((Bij)), ya que ¥y’ = 1 es uno de los valores admi-
sibles en la definicion de £yx ((B;;)), con lo cual ||(|3;;])[|xx = exx((Bi;))-
De lo anterior, con £,x((1,0,0,0,...)) = [|(1,0,0,0,...)]]xx = 1 y dado
que m,((1,0,0,0,...)) = |[(1,0,0,0,...)]|» =1, se sigue que

g5 (1® LK K) <m((1,0,...,0)) exx ((1,0,...,0)) = 1.

De otro lado, si 1®1 =31, Zﬁ":l @j; ® [3;; es una representacién arbi-
traria de 1 ® 1, entonces

n 4 n £ n &
111, ZZ a5 ® fBij)| = |Z Zaij.ﬁijl = ZZ |ovij B
i=1 j=1 i=1 j=1 i=1 j=1

que es menor o igual que Y7 |[(|aui )|l 1(18i;]) | \x» por la desigualdad
de Holder. En consecuencia 1 < ™1, mx ((@j)) €ax ((Bij))- Con lo cual,
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al tomar el infimo sobre todas las representaciones de 1 ® 1, se sigue la
igualdad esperada ¢§ (1® 1;R,R) = 1.

3. Finalmente, veamos que g5 satisface la propiedad métrica de las
aplicaciones. Sean A € L(FE1,F1) y B € L(FE», F5) y consideremos la
aplicacion A® B : E1 Qg Ea — F1 Qqs Fh.

Consideramos el caso || B| # 0, ya que el resultado es inmediato en
el caso contrario. Para cada representacion z = >0 | Zﬁ":l Tij @ Yij €
Ey ® By, dado que || 252 < Il <1 para o/ € Bpr y ||B) = || B,
tenemos que

ex<((Biy) = sup (KB i), ¥))llax

’
EB,.
y 15

= sup ||(|{wij, B'(W)))llax
y’GB.h'é

B'(y)

= Bl sup [I(Iwss> -
7B

y'eB

MDIlxx

o
Py

I Bllex ((yi))

IA

Por tanto

65 (A® B) (2);F1, F2) < ) m((Alz)) eax (B (i)
i=1

= [lAINIBID_ ™ ((zi3)) xx ((9i5))
i=1

v, tomando infimos sobre las distintas representaciones de z, se sigue que

9x (A® B) (2); F1, F2) < [|A|l | Bl 95 (2; B, E?)

con lo cual
[A® Bl|= sup g3 ((A® B)(2);F1, F3) < ||[A] |B]]
z€By;, g b2
que es lo que queriamos demostrar. O

El siguiente teorema da una caracterizacion de los elementos de la
compleccién del espacio E ®g4, F' mediante una serie doble convergente.

Teorema 3.2. Todo elemento de E ®93F admite una representacion de
la forma z = Y2, Z;’il Tij ® yij donde {(Ti;)72, : 1 € N} C [E] y



66 Goémez et al
{(yij)72, : 1 €N} CAX(F) con

> mhy (i) exx ((wig)) < o0 (3)
=1

Ademds
oo
g5 (2) = inf {Z Ty ((Ti5)) Exx ((?Js;‘))} (4)
i=1
tomando el infimo sobre todas las series que cumplan la condicion (3).
Demostracion. Veamos primero que cualquier serie del tipo mencionado
es convergente en EégiF y por tanto define un elemento de la com-
pleccion.
En efecto, observar que la condicion (3) implica que para cada i € N
Thy ((zij)) v €xx ((¥i;)) son finitos, y entonces de la propiedad de con-
vergencia seccional en hy[E] se tiene que dado € > 0, existe m; € N, tal

que WhA((Iij)_?im‘--i-l) < m Y como £xx ((yij)_?im‘--i-l) < exx((¥i5))
se tiene que

i ((@35)5 ) e (09)52m1) < €

con lo cual, si m; < m < n, entonces

n
9\ Z Tij & Yij < Ty, ((Iij)?=m+1) Epx ((yij)?=m+1)
j=m+1

A

(s ] oo
Thy, ((Tij)j:m,-+1) Exx ((?Jij)jzml)
se puede hacer tan pequefa como se quiera y por tanto la serie Z;’il Ty ®
Yij converge en E@giF para cada i € N. Ademas, se tiene que

o0 m
95 Z%;‘@?Jﬁ th_l}loo 95 Zﬂ?ij @ Yij
j=1 j=1

< lim Thy ((Igj)_?l:l) Eyx ((yij);ll) < Thy ((Iij)) Exx ((UU)) < oo

T—00

de donde se sigue que

n (s o] n o0
gx Z Zﬂ?ij@?ysj < Z g5 ZTij @ Yij
i=m+1 j=1 i=m-1 j=1
n
< Y0y (@) exx (W) < e

i=m-1
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para m suficientemente grande, por la ecuacion (3), y por tanto la sucesion
- .. 3 o0 o0 PR .. g . 3 3
de sumas parciales de ) 3.7, > 77 7;®y;; es de Cauchy y por consiguiente
converge en E®9§1 F.
Ademas, de lo anterior, se sigue también que

95(x) = lim g5 ZZIUQO%J < lim Ztn Z%;@UU
i=1 =1
< ,};meh,\ (2i5)) €ax ( uu))—zwh,\ (i) exx ((8i5))

i=1

y por tanto,

g% (2) < inf {Z Tha (i) €xx ((ysj))}

i=1

Reciprocamente, veamos que para 2 € E®g¢ F' hay una representacion

“ .- “ —_— o0 00 ey v PR s - 14 s «
de la forma 2 =372, 3777 | 2;; ® y;; con la condicion dada.

En efecto, como 2 € E®gs F' es punto limite de E ®gs F, existe una
sucesion de Cauchy (uy) en E Qg F' que converge a z, es decir, que para
todo € > 0 existe N € N tal que para todo n > N, ¢5 (u, — 2) < §. Sea
€ > 0, entonces existe una sucesion (k)52 en N estrictamente creciente

tal que
€

g5 (uk, — uk,yy) < 3 (@)

y claramente z = limy, .o U, .
Renombrando wy, =ug, , n =0,1,2,... se sigue que

k oo
5= nlglgo Wy = llm (wg + Z wn_l)) =wg + 221 (wp, — wp_1)
n=

n=1

Como wyg € E Qg F, (wp, —wp_1) € E Qg F', tienen representacion
en E ®ge F, de la forma wy = Zfﬁ Zr-nc'"” I?j ® "g%— vy (Wp —wp_1) =
Zz_l Zm"‘ ;i ?;U con los :1: .y los ?;U, n = 0,1,2,... escogidos de tal
manera que

Z% Jers ((85) < o5 (wo) + &

Zmu ) €ax ((yi})) < gﬁ(wn—wn_l)—l—m (=125
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Entonces se tiene que

ko mo; 00 kn Mg

0 o .0 ZE :E: . o otk

z = E E Ty @Y+ Ty @ Yij
i=1 j=1 At i =1

o mejor 2 =) .01 > 1% Us ® Ust, donde rs,Uss ¥ Vst, estan dados por:

i) Definimos pg =1, p; = ko,..., Pp = Z;‘;& kq para cada natural n

ii) Paras=1,2,...,p1 y t=1,2,...,mps, hacemos us&vs = :rgt@ygt
P'f,ra s = pll—l— L..p2 y t=1,..,my;_p,), hacemos us @ vs =
T(s—pi)t @ Ys—p1)t Par;a, = 'g Loops y t= 1My p),
hacemos us; ® Vst = Tls_po)t ® Y(s—pa)t

iii) Continuamos el proceso para cada natural n, teniendo presente que
$=Pn+ 1:--->pn+1 ’ t = 13---:mn[s—pn) V Ust X v = I?‘s—pn)t ®
yE‘S_p )t Y para simplificar la notacion hacemos Mp(s—p,) = T's €1
cada caso.

Es claro de la construccion que la serie Y ooy > 7% Ug ® vg conver-
gente, que es una representacion de z, y ademas satisface la condicion
(3), ya que la serie

Z Thy, ((ust):il) Exx ((Ust):szl)
s=1

se pucdc escribir, para t =1..r; y j = 1...my;, en la forma

Z?rh,\ Ust);) Exx ((Vst) ) +i ;ir:l Thy ((ust),) €xx ((Ust),)
n=1 s= pn—i-l
= B () (68)) + S () (60)

< gx(wo) + 5 +23 2n+1)

< gx(wo —2)+9§(3)+ 3 +§

Se obtiene asi la representacion deseada, y al ser € > 0 arbitrario, se sigue
que

<g5(z)+e< o0

inf{ Thy, ((Ti5)) €xx ((?Jij))} <95 (2)

de donde la igualdad (4) se satisface en forma inmediata, lo que concluye
la demostracion. O
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4 Sobre el dual de E ®g4¢ F

En la teoria de las normas tensoriales, aparecen de manera natural y aso-
ciados a la misma de diferentes maneras, determinados espacios de ope-
radores. Estamos interesados en este epigrafe en el ideal de operadores
asociado por dualidad a la norma tensorial g, es decir queremos carac-
terizar, en términos de espacios de operadores el espacio (E ®4, F)'. Tal
como aparece en el libro de Pietsch “Operator Ideals", [6], la definicion
de muchos espacios de operadores viene descrita mediante el compor-
tamiento de los mismos frente a determinados espacios de sucesiones.

Definiciéon 4.1. Una aplicacionT' € L (E, F) se dice que es A-absoluta-

mente sumante si eziste un nimero real C' > 0, tal que para toda sucesion
(zi)i2, en E, con ey ((x:)) < o0, se cumple que

A (T (24))) < Cex((x:)) (5)

Dicho con palabras sencillas, un operador es A—absolutamente suman-
te si transforma sucesiones débilmente A-sumables en sucesiones fuerte-
mente A-sumables.

Denotaremos por Py, (E, F) al conjunto de operadores A-absolutamen-
te sumantes de E en F, y para cada T' € Py (E, F) definimos

I\ (T) :=inf {C = 0: C satisface la condicion (5)}

Es facil verificar que Py (E, F') es un subespacio vectorial de £ (E, F')
con norma IIy(-). Mas atn, Py (E, F') es un ideal Banach de operadores,
que denominamos ideal de operadores A—absolutamente sumantes.

Teorema 4.2. Para E, F espacios de Banach, (E ®g5 F)’ = Pxx (F, E')
se satisface isométricamente.
Demostracion. Para todo T' € Pyx (F, E'), definimos o1 : E®g F — R

por

n L n i

{¢r,2) = ZZ(Iij—,T(yij)) para todo z= Z ZIgj RYij € EQge

i=1 j=1 i=1 j=1

@7 esta bien definida con independencia de la representacion elegida para
2z y pertenece a (E ®g4¢ F)' ya que

n I n I
(e, 2)] < D03 1wy, Twi)) < D) Il T (i)l

i=1 j=1 i=1 j=1
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v por la desigualdad de Hdlder la dltima expresion es menor o igual que:

sumy |||z DIAN T @as) DIax < Tax (T) D ma((@ig))eax ((is))
i=1

luego, tomando infimos sobre todas las representaciones de z, se sigue
que
[{er, 2)| < I« (T) 65 (% E, F)

y por consiguiente ||@7|| < I« (T).
Reciprocamente, dado ¢ € (E ®g, F)’ definimos T), : F — E’ por

(T, (y), ) = (p,x@y) paratodos yc F, z € E

Veamos que T, € Pyx (F, E'). Para ello, consideremos una sucesion (y;)
de elementos de F' tal que €)x((y;)) < co. Como Bg es débilmente densa
en Bgr, dados € > 0y (&) € A< con ||(0;)]|xx < 1, para cada i € N existe
z; € Etal que ||z)| € 1y

1T (i) || < (T (%), Ti)| + €0i = |(p, ;i @ ys)| + €ds

por tanto

(T () D11 xx 1(1{s zi ® )| + €6) || ax

| ({2, 2; @ 93))|[ax +€

(s o]
< sup | mip,mi @ )| + €
lm)la=1 35

Las sucesiones (7;) en la desigualdad anterior estan en hy y ||(7:)]|n, < 1.

Ademas, T, ((m:2:)) = [I(Imzil)llny < I1(0)llay < 1y como exx((3:)) <
oo. Entonces del teorema 3.2 se puede ver que Y .0y 72 @ y; € E@QKF.
Luego

1T, ) Dllax < sup {9, Y mizi @ i) + ¢
Iy <t =

(s o]
< sup [lllgs O] mEi @) + e
1)1y, <1 i=1

< supglll[(llmzill) nyexx ((y:) +€
Ml )y, <1

< llellex< (@) + €

Como € es arbitrario, se sigue que ||(|T,(ws|)llax = ll@lleax((w:) ¥
< (T,) < |||, lo que concluye la demostracion. O
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Como consecuencia inmediata del teorema, tenemos que ((¢5)") es la

norma tensorial asociada al ideal de operadores Pyx, ya que (E®9§; FY =
(F @[gi)f. E)f = (F @([g::\)e)n E)f con lo cual (F @[(gi)r.)ﬂ E)f — P)\X (F? Ef)
y por tanto ((g5)!) ~ Pxx
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