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Resumen

Palabras clave: MV-dlgebras, funcion de McNaughton, funcion de Riesz-
McNaughton, supremos e infimos.

En este trabajo se estudian las MV-algebras de funciones de McNaughton y
de Riesz-McNaughton en una variable, y se profundiza en la estructura alge-
braica que se origina al cerrar estas MV-dlgebras por supremos arbitrarios, asi
como las propiedades de las funciones que habitan en esta cerradura. El autor
define y estudia propiedades de un conjunto especial de puntos, los A—puntos,
puntos en los que existen distintas representaciones laterales de funciones de
McNaughton que se intersectan. Se construyen de manera general funciones
con discontinuidades finitas en A—puntos tanto en el contexto de las funcio-
nes de McNaughton como de Riesz-McNaughton, y se demuestra que toda
funcién continua es limite uniforme de funciones de Riesz-McNaughton, pero
no de funciones de McNaughton. Finalmente, se muestra explicitamente la
relacion dual entre supremos e infimos por medio de la operacion negacion,
y se construyen conjuntos a partir de la unién entre supremos e infimos que
dan pie a subdlgebras no triviales de [0, 1)1,



Introduccién

Las MV-dlgebras son estructuras definidas en 1958 por Chang [1], como la
contraparte del calculo proposicional Xy-valuado de Lukasiewicz, de la misma
manera que las algebras Booleanas lo son de la logica bivaluada. Mas atn,
las algebras Booleanas son un tipo particular de MV-algebras, por lo que es
normal preguntarse qué tantos resultados pueden extenderse de un dominio
a otro. Un ejemplo de esto puede encontrarse en cémo Russo [17] extiende
la clasica dualidad de Stone a una dualidad entre las MV-algebras limit cut
complete (lcc) y los espacios M V-topoldgicos de Stone.

Una de las MV-dlgebras més importantes es la MV-dlgebra estandar [0, 1]
con las operaciones = @ y := min{l,z + y} y =z := 1 — x. De hecho, parte
de la motivacién de la forma en que se definen las MV-algebras corresponde
a una forma de capturar informacién del intervalo unitario. Su importancia
se revela en el teorema de completitud de Chang [1]: una ecuacién se cumple
en cualquier MV-dlgebra si, y sélo si, esta se cumple en [0,1]. Como con-
secuencia de esto, es posible describir muchas clases de MV-algebras como
algebras de funciones continuas [0, 1]-valuadas sobre algin espacio de Haus-
dorff compacto. Un tipo importante de estas MV-dlgebras es la MV-algebra
libre sobre n generadores, denotada por F'ree,, pues actia como objeto uni-
versal al poder representar a cualquier MV-dlgebra con n generadores [7].
Esta es descrita como la MV-dlgebra de funciones continuas [0, 1]-valuadas
definidas sobre [0, 1]™, lineales a trozos, y actian para las MV-élgebras de la
misma manera en que las funciones {0, 1}-valuadas actian para las algebras
Booleanas.

Otro tipo especial de MV-élgebras son las MV-algebras de Riesz [7], que
incorporan la nocién de multiplicacién por un escalar en [0,1] a las MV-
algebras. Esto permite conectar las MV-dlgebras con los espacios vectoriales
reales, ordenados reticularmente (Espacios de Riesz), en el anédlisis funcional
[18]. Al tener un fundamento en las MV-dlgebras, es posible extender gran
cantidad de los resultados de estas a las MV-algebras de Riesz. Particular-
mente, Di Nola, Lenzi y Vitale en [9], con intencién de extender lo desarro-
llado por Marra y Spada [10], se puede ahondar en la MV-élgebra de Riesz
de funciones continuas de [0, 1]" en [0, 1] y su subélgebra de funciones conti-
nuas lineales a trozos, dando pie a las funciones de Riesz-McNaughton que
describen a las MV-dlgebras de Riesz libres. La incorporaciéon de esta multi-
plicacion por escalar presente en las MV-dlgebras de Riesz las convierten en



estructuras sobre las que se pueden explorar y construir teorias andlogas a
las ya conocidas, como presentan Bede y Di Nola [2], o sobre las cuales pue-
den desarrollarse conexiones importantes, por ejemplo con redes neuronales,
como proponen Di Nola, Gerla y Leustean en [3].

En el presente trabajo, se estudian las MV-algebras F'ree; de funciones
de McNaughton en una variable, y RM; de funciones de Riesz-McNaughton
en una variable, a las cuales denotaremos por M; y RM, respectivamente.
En particular, estudiamos la estructura algebraica que se origina al cerrar
estas MV-dlgebras por supremos arbitrarios, asi como las propiedades de las
funciones que habitan en esta cerradura.

Para ello, en el capitulo 4 definimos los A— puntos y los A— puntos, los
primeros son puntos del cuadrado [0,1]* que son interseccién de funciones
de McNaughton, y los segundos puntos que no lo son. Caracterizamos estos
puntos, y aprovechamos sus propiedades para profundizar en el estudio del
conjunto de funciones que se obtienen como supremos(resp. infimos) de fun-
ciones de McNaughton en un variable, Sup(M;) (resp. Inf(M;)); estudia-
mos conjuntos relacionados tales como la interseccién Sup(Mi) N Inf(M;),
la unién Sup(M;y) U Inf(My), el cojunto suma Sup(My) & Inf(M;i), y el
de las funciones lineales a trozos con las aqui definidas A— discontinuidades
finitas. Enn el en el capitulo 5, presentamos los resultados obtenidos para el
caso de las funciones que son supremo (resp. infimo) de funciones de Riesz
McNaughton.

Tanto en el capitulo 4 como en el 5, se presentan dos teoremas impor-
tantes para construir funciones no triviales en estas clausuras, tanto para
M como para RM;. Se presenta el marco de los desplazamientos inferiores
para aproximar inferiormente funciones continuas en [0, 1] por funciones de
Riesz-McNaughton con una precision arbitraria.

Finalmente, en el capitulo 6 se proponen algunas preguntas que han surgi-
do a lo largo del trabajo y que por cuestiones de tiempo no hemos explorado
a fondo, asi como algunos posibles afirmaciones cuya veracidad se puede in-
vestigar a futuro. Presentamos ademas, algunas posibles aplicaciones en esta
linea de trabajo.



Parte 1
Preliminares

1. Elementos de la Topologia, el Analisis y el
Algebra

En esta seccién se presentaran definiciones y resultados que seran impor-
tantes a lo largo del documento, y de las nociones necesarias para construirlas.
Se separaran en tres secciones, a saber, Topologia, Analisis y Algebra, cada
una en la cual las referencias utilizadas pueden ser encontradas en textos
enfocados en las mismas.

1.1. Elementos de Topologia

Al analizarse los supremos de conjuntos de funciones de manera puntual,
vale la pena incorporar ideas topoldgicas en [0, 1]; especificamente nos intere-
san las de compacidad y densidad. Las siguientes definiciones son tipicas de
cualquier texto basico en Topologia, tomandose como referencia [12].

Definicién 1.1.1 (Topologia). Sea X un conjunto. Una topologia (o estruc-
tura topolégica) en X es una familia 7 de subconjuntos de X que satisface:

1. La union de miembros de T es a su vez un elemento de T.
2. La interseccion finita de miembros de T es a su vez un elemento de T.

3. @y X son elementos de T.

Definicién 1.1.2 (Espacio topoldgico). Una pareja (X, T) que consiste de
un conjunto X y una topologia T en X es llamada un espacio topologico.

Los elementos de un espacio topologico son llamados puntos. Los miembros
de T son llamados los conjuntos abiertos del espacio topoldgico (X, T) (o de
la topologia 7).

Definicién 1.1.3 (Vecindad). Sea (X, 7) un espacio topolégico. Por una
vecindad de un elemento x € X se entiende a cualquier conjunto abierto
(esto es, un miembro de T) que contenga a x.



Definicién 1.1.4 (Base de una topologia). Sea (X, 7) un espacio to-
pologico. Una familia B C 7 es llamada una base para T si cada conjunto
abierto (esto es, un miembro de T) es la union de elementos de B.

B también es llamada una base para el espacio (topologico) X, y sus elemen-
tos los conjuntos abiertos basicos de la topologia 7.

Definicién 1.1.5 (Conjunto cerrado). Sea (X, T) un espacio topolégico y
A C X. Se dice que A es cerrado si su complemento X — A es un conjunto
abierto.

Definicién 1.1.6 (Clausura). Sea (X, 7) un espacio topoldgico y A C X.
Un punto x € X es adherente a A si cada vecindad de x contiene por lo
menos un punto de A (el cual podria ser el mismo x). El conjunto

A={r e X :VU(@):Ux)NA#3c}
de todos los puntos en X adherentes a A es llamado la clausura de A.

Definicién 1.1.7 (Conjunto denso). Sea (X, 7) un espacio topoldgico. Un
subconjunto D C X es denso en X s1 D = X.

Una forma més agradable de verificar que un conjunto es denso es:

Proposicién 1.1.8. Sea (X, 7) un espacio topoldgico. Se dice que un sub-
conjunto D C X es denso en X si, y solo si, todo conjunto abierto en X
contiene algun elemento de D.

Definicién 1.1.9 (Espacio de Hausdorff). Un espacio topoldgico (X, 1)
es Hausdorff (o separado) si cada dos puntos distintos poseen vecindades
disjuntas, esto es, para cualesquiera p # q en X, existen vecindades U(p) y
V(q) tales que UNV = @.

Definicién 1.1.10 (Cubrimiento por abiertos). Sea (X,7) un espacio
topoldgico y Y un subconjunto de X. Una familia {Ay}aca de conjuntos
abiertos se llama cubrimiento de Y por abiertos si Y C UaeA A,.

Se dice que un subconjunto {Bs}sep de {Aa}aca es un subcubrimiento si a
su vez, Y C U,BeB Bg.

Definicién 1.1.11 (Espacio compacto). Sea (X, 7) un espacio de Haus-
dorff. Un subconjunto Y C X se dice compacto si cada cubrimiento por
abiertos de Y admite un subcubrimiento finito.
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1.2. Elementos de Analisis

La nocién fundamental que se trabajara a lo largo del documento es la
de supremo (infimo) de un conjunto. Este concepto se sustenta en que de
antemano, existe algin orden sobre el conjunto en cuestion. Comenzamos
con una presentacién de conjuntos parcialmente ordenados; estas ideas se
toman principalmente de [3].

Definicién 1.2.1 (Posets y cadenas). Una relacion binaria < definida
sobre un conjunto A es un orden parcial sobre el conjunto A si las siquientes
condiciones se satisfacen en todo A:

i)a<a (reflezividad)
i) a<byb<aimplican a=1> (antisimetria)
iii) a <byb<cimplican a < c (transitividad).

Si, en adicion, para todos a y b en A,
iv) a<bob<a

entonces se dice que < es un orden total sobre A. Un conjunto no vacio con
un orden parcial sobre €l es llamado un conjunto parcialmente ordenado, o
mas brevemente, un poset; y si la relacion es un orden total entonces se habla
de un conjunto totalmente ordenado, o un conjunto linealmente ordenado, o
simplemente una cadena. En un poset A se utiliza la expresion a < b para
indicar a < b pero a # b.

Ejemplo 1.2.2. El orden usual < sobre los ntimeros reales R es un orden
total. El orden restringido a [0, 1] es un orden total sobre [0, 1].

Ejemplo 1.2.3. Sea X un conjunto. En [0, 1]X, el conjunto de funciones de
X en [0, 1], se define < sobre [0, 1] por f < g si, y sélo si, f(a) < g(a) en el
orden usual de [0, 1], para todo a € X; este orden es un orden parcial.

Definicién 1.2.4 (Supremo e fnﬁmo). Sea A un subconjunto de un poset
P. Un elemento p en P es una cota superior para A si a < p para todo a € A.
Un elemento p en P es la menor cota superior de A (m.c.s de A), o supremo
de A (sup(A)) si p es una cota superior de A, y a < b para todo a € A
implica p < b (esto es, p es la menor entre todas las cotas superiores de A).
Similarmente se puede definir qué significa que p sea una cota inferior de A,



y que p sea la mayor cota inferior de A (m.c.i. de A), también llamada el

infimo de A (Inf(A)).

Realizar las definiciones de supremos sobre posets permite visualizar los
dos casos de interés: el presentado en el Ejemplo 1.2.2 para [0, 1], y el pre-
sentado en el Ejemplo 1.2.3 para [0, 1]X. Para el primero, es posible hallar el
supremo de cualquier subconjunto no vacio en virtud de estar acotado, gozar
de completitud y poseer un orden total. Para el segundo, también es posible
hallar el supremo y el infimo de cualquier subconjunto no vacio, esta vez en
virtud de que el andlisis del sup se realiza de manera puntual, recayendo en
el primer caso.

Por otra parte, a lo largo del trabajo sera lo usual trabajar con familias
contables de funciones, lo cual puede pensarse como sucesiones de funciones.
Algunas de las construcciones de estas sucesiones son crecientes en el sentido
del Ejemplo 1.2.3, por lo que puede pensarse al supremo de tal familia como el
limite de estas sucesiones. Esta idea permite que si se desea explotar algunos
resultados presentados en este trabajo, pueda hacerse explorando la teoria
de convergencia para sucesiones de funciones. En [15] se encuentran ideas
asociadas a esto, las cuales se presentan a continuacion.

Definicién 1.2.5 (Sucesién de funciones). Una sucesion de funciones
fn 1 10,1] = [0,1] es una correspondencia que asocia a cada nimero natural
n € N, una funcion f, definida en [0,1] que toma valores en [0, 1].

Definicién 1.2.6 (Convergencia puntual). Se dice que una sucesion de
funciones f, : [0,1] — [0,1], n € N, converge puntualmente a una funcion
f:10,1] — [0,1] cuando, para cada x € [0,1], la sucesion de nimeros f,(x),
n € N, converge al nimero f(z).

Definicién 1.2.7 (Convergencia uniforme). Se dice que una sucesion de
funciones f, : [0,1] — [0,1], n € N, converge uniformemente a una funcién
f 10,1 = [0,1] cuando, para todo € > 0, existe ng € N tal que si n > ny,
entonces |f(x) — fu(x)| < e para todo z € [0, 1].

La convergencia uniforme permite garantizar bastantes resultados fuertes
sobre limites de funciones, entre ellos el siguiente.

Teorema 1.2.8. Si la sucesion de funciones f, converge a f uniformemen-
te en [0,1] y todas las funciones f, son continuas en un punto a € [0,1],
entonces f es continua en a.



De esta referencia, también presentamos un teorema vital en el estudio
de los nimeros reales, que permite garantizar algunos resultados sobre [0, 1].

Teorema 1.2.9 (de Borel-Lebesgue). Sea F' C R un conjunto cerrado
y acotado. Todo cubrimiento F' C |J,., Ax de I por abiertos admite un
subcubrimiento finito:

FQA)\lLJ"'UA,\n.

Los tltimos elementos del Anélisis que se necesitardan competen a la escri-
tura de estas funciones que se utilizaran. Particularmente, como se operara
con funciones que se definen a trozos, es conveniente contar con una escritura
que recoja esta informacion. Para ello, se incluye la descripcion de particién,
como se realiza en cualquier texto de calculo integral.

Definicién 1.2.10 (Particién normal). Una particion normal de [0, 1] es
un subconjunto finito P = {ag, a1, ...,a,} de[0,1], donde ag < a; < --- < ay,
y, ap = 0 y a, = 1. Al ndmero positivo ||P|| := méxi<i<n{|z; — xi—1|} se le
denomia norma de la particion.

Las particiones normales permiten aprovechar ideas como la utilizada
por Bauer en [1] para expresar funciones por tramos a través de funciones
caracteristicas.

Definicién 1.2.11 (Funcién caracteristica). Sea X un conjunto y A un
subconjunto de X. La funcion

@) 1, size A
XA\T) = >
0, six ¢ A

es llamada la funcion indicadora o caracteristica de A.

Es claro que si f es una funcién que se define a trozos, cada uno de estos
trozos define una funcién caracteristica en las que f puede descomponerse.

1.3. Elementos de Algebra

Para caracterizar, o en su defecto, poder dar una descripcion de algunos de
los objetos que se definiran en este documento y que son fundamentales, son
necesarios algunos resultados de la teoria de ntiimeros, especificamente rela-
cionados a aproximacién de niimeros por racionales y ecuaciones diofanticas.
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La presentacién realizada en [11] es sucinta y elegante, y es por la que se
opta en las siguientes proposiciones.

Teorema 1.3.1 (de aproximacién de Dirichlet). Para cada nimero real
a y numero natural N, puede encontrarse un numero natural n < N y un
entero p con

p‘ 1
— =< —.
‘a n Nn
En particular,
1
na—pl < —.
[na—pl <

Corolario 1.3.2 (Teorema principal en las ecuaciones diofanticas
lineales). Para cada fraccion § en términos reducidos, pueden encontrarse
enteros x, y tal que

ar —by = 1.

Este resultado se extiende de manera trivial para a y b enteros con factores
comunes, y es posible caracterizar todas sus soluciones, como se propone en

[13]-

Proposicion 1.3.3. Para enteros dados a, b y ¢, pueden encontrarse enteros
x, y tal que
ar+by =c

si, y s6lo si, ¢ es miltiplo de ged(a, b). Si xg, Yo son soluciones de esta ecuacion,
la solucién general esta dada por

a

———t, teZ.
ged(a, b) €

T =2+ y Y=Y

—t
ged(a, b)

Por otra parte, las nociones de las estructuras algebraicas con las que
trabajaremos seran tomadas en el contexto del Algebra Universal, y las de-
finiciones subyacentes que utilizaremos son las presentadas en [3].

Definicién 1.3.4 (Operacién). Para un conjunto no vacio A y n un en-
tero mo negativo, se define A = {@}, y, para n > 0, A" es el conjunto de
n—uplas de elementos de A. Una operacion n—aria (o funcion) sobre A es
cualquier funcion f de A™ a A; n es la aridad (o rango) de f. Una operacion
finitaria es una operacion n—aria para algun n. La imagen de (ay,...,a,)



bajo una operacion n—aria f es denotada por f(ay,...,a,). Una operacion
f sobre A es llamada constante si su aridad es cero; esta estd completamente
determinada por la imagen f(@) en A del inico elemento @ de A°, y co-
mo tal es conveniente identificarla con el elemento f(&). Asi, una operacion
constante es pensada como un elemento de A. Una operacion f sobre A es
unaria, binaria o terciaria si su aridad es 1, 2 o 3 respectivamente.

Definicién 1.3.5 (Lenguaje de algebras). Un lenguage (o tipo) de dlgebras
es un conjunto F de funciones de simbolos tal que un entero no negativo n
es asignado a cada miembro f de F. Este entero es llamado la aridad (o
rango) de f, y f se dice ser un simbolo de funcidon n—ario. El subconjunto
de stmbolos de funciones n—arias en F es denotado por F,.

Definicién 1.3.6 (Algebra). Si F es un lenguaje de dlgebras, entonces una
dlgebra A de tipo F es un par ordenado (A, F') donde A es un conjunto no
vacio y F es una familia de operaciones finitarias sobre A indexadas por el
lenguaje F tal que correspondiente a cada simbolo de funcion n—aria f en
F, existe una operacion n—aria fA sobre A. El conjunto A es llamado el
universo (o conjunto subyacente) de A = (A, F), y las f2’s son llamadas
las operaciones fundamentales de A. (En la prdactica se prefiere escribir sim-
plemente f en vez de f2). Si F es finita, digase F = {f1,..., fx}, se suele
escribir (A, f1,..., fx) para (A, F), usualmente adoptando la convencion:

aridad f; > aridad fy > --- > aridad f3.

Una dlgebra A es unaria si todas sus operaciones son unarias, Yy €S mono-
unaria si unicamente tiene una operacion unaria. A es un grupoide si tiene
unicamente una operacion binaria; esta operacion es usualmente denotada
por + o -, y se escribe a +b o a-b (o simplemente ab) para la imagen
de (a,b) bajo esta operacion, y se le llama la suma o el producto de a y b,
respectivamente. Una dlgebra A es finita si |A| es finito, y trivial si |A| = 1.

La definicién de algebra permite incorporar en una teoria general a una
gran cantidad de estructuras algebraicas, desde grupos a anillos, hasta reticu-
los y demas, como se ilustra en los siguientes ejemplos.

Ejemplo 1.3.7 (Grupo). Un grupo G es una dlgebra (G,-, 71 1) con una
operacion binaria, una unaria y una constate, en la cual las siguientes iden-
tidades son verdaderas:

Gl:z-(y-2)=~(x-y) 2



G2:zx-1=1-z~=zx

-1

G3: z-xl~atl . xal.

Un grupo G se dice abeliano es abeliano (o conmutativo) si la siguiente iden-
tidad es verdadera:

G4d: z-y~y- .

Se da la definiciéon de monoide, pues es una de las estructuras que nom-
braremos en del desarrollo del documento.

Ejemplo 1.3.8 (Semigrupos y monoides). Una semigrupo es un grupoide
(G,-) en el que (G1) es verdad. Es conmutativo (o abeliano) si se da (G4).
Un monoide es una dlgebra (M, -, 1) con una operacidn binaria y una constate
que satisfacen (G1) y (G2).

Se incorporan dos ejemplos mas para ilustrar el amplio alcance de la
definicién.

Ejemplo 1.3.9 (Anillo). Un anillo es una dlgebra (R,+,-,—,0) donde las
operaciones + y - son binarias, — es unaria y 0 es una constate, satisfaciendo
las condiciones siguientes:

R1: (R,+,—,0) es un grupo abeliano.
R2: (R,-) es un semigrupo.

R3: z-(y+2)=~(x-y)+ (x-2)

(@ +y)-zm(z-2)+ (Y- 2)
Un anillo con identidad es una dlgebra (R,+,-,—,0,1) tal que (R1)-(R3) y
(G2) se cumplen.

Ejemplo 1.3.10 (Reticulo). Un reticulo es una dlgebra (L,V,\) con dos
operaciones binarias que satisfacen

TANYR YA (leyes conmutativas)
L2: xV(yVz)= (zVy)Vz
s AYANz)=(xAYy) Az (leyes asociativas)
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L3: zvVr=zx
TANTRT (leyes de idempotencia)

Ld: x~zV(xAy)
rzA(rVy) (leyes de absorcion)

Se dice que el reticulo es distributivo si satisface cualquiera de las leyes dis-
tributivas

DI: x A(lyVz)=(zAy)V(zAz)

D2: zV(yAz)=(xVy A(zV2)

11



2. MYV-algebras

En esta seccion se presentaran los elementos basicos de la teoria de las
Algebras Multivaluadas y se realizaran las construcciones generales asocia-
das a las MV-dlgebras libres y su representaciéon por medio de las llamadas
funciones de McNaughton. Para ello, la seccion se divide en dos partes: la
primera, dedicada a la presentacion moderna de las MV-édlgebras y de las
ecuaciones bajo las cuales se expresan; y la segunda, dedicada a las MV-alge-
bras libres y su representacion més estandar. Las definiciones y resultados se
han tomado principalmente de [5], salvo donde se especifique lo contrario.

2.1. MV-algebras

Definicién 2.1.1 (MV-algebra). Una MV-dlgebra es una dlgebra (A, &, —, 0),
siendo @ una operacion binaria, - una operacion unaria y 0 una constante
que satisfacen para todo x,y,z € A las ecuaciones siguientes:

MV1) 2@ (y@z) = (2 y) ® z,
MV2) 2 @y=y&x,

MV3) 20 =z,

MV4) -z =z,

MV5) @ -0 = 0,

MV6) ~(~z@y)Dy=-(-ydr) S

Una MV-dlgebra (A, @, —,0) se denota por su universo A, y se dice que
es no trivial si este tiene mas de un elemento.

En cada MV-algebra A se define la constante 1 y dos operaciones deriva-
das ® y & como

s 1:=-0,
= Oy = (or @),

Oy =0 Y.
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Con esta notacién, de las definiciones anteriores son claras las identidades
MVT) -1 =0,
MVS8) 2@y = —(—z ® ),
MV9) =@ —x =1,
y los axiomas M'V5) y MV6) pueden escribirse como
MV5’) 2 &1 =1,
MV6’) (zoy)dy=(yor) Dz

Aqui, se consideran la operacién — maés vinculante que cualquier otra
operacion, y la operacién ® mas vinculante que & y ©.

Ejemplo 2.1.2 (Una MV-algebra clasica). Si (4, V, A, —,0, 1) es un alge-
bra booleana, entonces (A, V, —,0) es una MV-dlgebra.

En los ejemplos 2.1.3 y 2.1.4 de MV-algebras de nimeros reales, con-
sidérese para todo z,y, las operaciones x &y := min{l,z +y}y ~x =1 —=z.

Ejemplo 2.1.3 (Una MV-dlgebra finita no trivial). Para cada n > 2,
la cadena (de Lukasiewicz) de n elementos

L,o—=d0 1 .z,
n—1 n—1

genera la MV-élgebra (L, ®, —,0).

Ejemplo 2.1.4. Se verifica facilmente que son MV-dlgebras ([0, 1], &, -, 0)
y <Q ﬂ [07 1]7 @7 _|7 0>

Ejemplo 2.1.5. Sea (A, ®, —,0) una MV-dlgebra y X un conjunto no vacio.
El conjunto A de todas las funciones f : X — A se vuelve una MV-4lgebra
al considerar las operaciones de manera puntual: si f,g € A%, entonces
(fog)(@) = flx)®g(x)y (=f)(x) := ~(f(x)) para cualquier z € X,y 0 es
la funcién constante asociada a 0 € A. Son particularmente interesantes las
MV-algebras con A la MV-dlgebra [0, 1].

Definicién 2.1.6 (Subdlgebra). Una subdlgebra de una MV-dlgebra A es
un subconjunto S de A que contiene el elemento cero de A y es cerrado para
las operaciones de A restringidas a S.
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Observacion: Las MV-élgebras L, y Q N[0, 1] son subélgebras de [0, 1].

La estructura de MV-édlgebra posee una teoria similar a la que puede en-
contrarse para otro tipo de algebras, como los anillos o los reticulos. En toda
MV-éalgebra A es posible definir un orden < denominado orden natural, que
induce una estructura de reticulo en A, relacionandolas con la teoria de po-
sets. Por otro lado, también es posible definir las nociones de homomorfismos
e ideales (y sus duales, los filtros) andlogos a las de las estructuras de anillos,
siendo posible trasladar muchos de los resultados de la teoria de anillos a la
de las MV-élgebras.

2.2. MV-ecuaciones

Definicién 2.2.1 (Palabra). Por una palabra sobre un conjunto no vacio

S se entiende a una lista finita de elementos de S, los cuales son llamados
simbolos del alfabeto S.

Definicién 2.2.2 (MV-término). Para cada nimero natural t > 1, sea
Sy :={0,-,®,x1,...,24 (,)}. Un MV-término en las variables x1,...,x; es
una palabra sobre Sy que surge a partir de una aplicacion finita de las reglas
siquientes:

(T1) Los elementos 0 y x;, parai=1,...,t, considerados como palabras de
un elemento, son MV-términos.

(T2) Sila palabra T es un MV-término, también lo es —.
(T3) Silas palabras T y o son MV-términos, también lo es (T @ o).

Para indicar que 7 es un MV-término en las variables x4, ..., z,, usaremos
la notacién 7(zy,...,x,), v de igual manera que en lenguajes logicos, se
sobreentenderan los paréntesis externos en T3.

Definicién 2.2.3 (Funcién de términos). Sea A una MV-dlgebra, T un
MV-término en las variables x1,...,x; y aq,...,a; elementos de A. Sustitu-
yendo un elemento a; € A en todas las instancias en que aparece la variable
x; en T, para i = 1,...,t, e interpretando los simbolos 0, & y — como las
correspondientes operaciones en A, se obtiene un elemento de A, denotado
por 7(ay, ..., a;). Asi, dada una MV-dlgebra A, se puede asociar a cada
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MV-término T en las variables x1,...,x, con una funcion ™ : A" — A;
funciones que surgen asi son llamadas funciones de términos en A.

Ejemplo 2.2.4. Considérese la MV-dlgebra [0, 1]. Son MV-términos en la
variable x las cadenas 7 := x @ x y ¢ := —0. Las funciones de términos
asociadas son respectivamente

7011 0,1] — [0,1]

r — T[O’”(x) =rdx,
o001 — [0,1]
r — ol%(z)=1.

Definicién 2.2.5 (M V-ecuacién). Una MV-ecuacion (o simplemente ecua-
cion) en las variables x4, ..., x; es un par (1,0) de MV-términos en las va-
riables x4, ..., x,.

De acuerdo a la cotidianidad, se escribe 7 = ¢ en lugar de (7,0). Una
MV-éalgebra A satisface la MV-ecuacion 7 = o, en simbolos A F 7 =0, si, y
solo si, 74(ay, ..., a;) = 0(ai, ..., a;) para todos ay,...,a; € A.

Formalizar la sintaxis y la seméantica que surge a partir de las MV-alge-
bras por medio de MV-términos es importante, no sélo por el hecho que
concede una caracterizaciéon de las MV-algebras libres que introduciremos
en la siguiente seccién como conjuntos de funciones de términos especificas,
sino que también permite establecer a la MV-dlgebra [0,1] como referente
fundamental para cualquier otra, como se consagra en el siguiente teorema.

Teorema 2.2.6 (de completitud). Una ecuacion se satisface en [0, 1] si, y
solo si, se satisface en toda MV-algebra.

2.3. MV-algebras libres

Las anteriores ideas pueden extenderse a un dominio més amplio. En
caso de contar con distintas variables proposicionales Xg, X1, ..., X,,... para
cada ordinal o < K, con k un cardinal finito o infinito mayor o igual que 1
fijo, cada MV-término 7 en las variables {X,},<. es una palabra finita de
simbolos sobre el alfabeto {0, -, ®, (, ), Xa ta<n-
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Para toda MV-algebra A, dado este k, los elementos de A" son de la
forma x = (zg,21,...,%a, - -)a<x, donde z, € A para cada o < k.

Definicién 2.3.1 (Proyeccién). Dado © € A", se define la a-ésima pro-
yeccion m, @ A — A como la funcion w,(x) = x,. Se denota por

Projd := {7y : a0 < K}
al conjunto de proyecciones de A".

Definicién 2.3.2 (Funcién de términos). Para cada término T en las
variables { X4 }a<x, las funciones de términos 741 A% = A se definen como
se hizo en el caso finito por medio de un proceso inductivo con las definiciones

(1) X2 :=m,.
(11) 04 := 0, la funcién constante 0 sobre A",

)
(1) (=p)* = = (p?).
(V) (p@ o)t = (p" & o?),
y al conjunto de todas las funciones de términos sobre A* se denota por

A

Term,, .
Proposicién 2.3.3. Para cada MV-dlgebra A y un cardinal k > 1, Term? es
la subdlgebra mds pequenia de A4™ que contiene cada proyeccion w, € ijf.

Definicién 2.3.4 (MV-algebra libre). Se dice que una MV-dlgebra A es
libre sobre (el conjunto generador) Y, Y C A, y se denota A = Freey, si,
y solo si, para cada MV-dlgebra B y cada funcion f .Y — B, f puede ser
extendida de manera unica a un homomorfismo de A en B.

La siguiente proposiciéon puede demostrarse facilmente por la propiedad
universal de las algebras libres. Sin embargo, se presenta una demostracion
por parte del autor para ilustrar la definicién de MV-algebra libre.

Proposicion 2.3.5. Para cualesquiera dos conjuntos Y yY' con igual car-
dinalidad K, si A es libre sobre Y y A’ es libre sobre Y', entonces A = A'.

Demostracion: Procederemos mostrando que existe un isomorfismo entre A
y A, esto es, un homomorfismo biyectivo h : A — A’. Al ser Y y Y’ de la
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misma cardinalidad, existe alguna funcién biyectiva g : Y — Y’ con inversa
g~ '. De la definicién de MV-4lgebra libre, para cualesquiera MV-dlgebra B
y f:Y — B existe un tnico homomorfismo f : 4 — B tal que f\y = f;
similarmente, para cualesquiera MV-dlgebra B" y f' : Y’ — B’ existe un
tnico homomorfismo f’: A" — B’ tal que f'|y, = f'.

Siendo A una MV-dlgebra, es posible considerar B = Ay f = iy, siendo
iy : Y — A la funcién inclusién dada por iy(y) = y para todo y € Y,
obteniéndose el siguiente diagrama conmutativo

A
iy
Y —A

iy

donde 7y es Unico, esto es, existe un unico homomorfismo que fija a Y. Como
la funcién identidad idy : A — A es un homomorfismo que fija a Y, debe
coincidir con 7y, esto es, iy = idy4.

Abusando notacién, expandamos el codominio de la funcién ¢ a la funcién
g:Y — A yeldela funcién ¢g7! a la funcién ¢g=* : Y’ — A. Ahora
bien, consideremos a B := A', B’ :== A, f :== gy f' := g~ !, obteniéndose
respectivamente los diagramas conmutativos

A A
) N | N
1y Ty’

Y — A Y —> A

g

Para mostrar que ¢ es el isomorfismo deseado entre A y A’, falta mostrar que
es biyectivo, esto es, que tiene inversa; mas atin, podemos demostrar que esta
es g~1. Para ello, verificaremos las igualdades g=1 o g =ida y go g~ =ida.

—

Respecto a la igualdad g/_\l o g = idy, verifiquemos que g=! o § es un
homomorfismo que fija a Y: es claro que se trata de un homomorfismo al ser
una composicién de homomorfismos; por otro lado, si y € Y, entonces

—_ —

(gtog)ly) = g‘\l(ﬁ(y))
= g 'g9(v))
g

“g(w))
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Asi pues, g/—\l o g efectivamente es un homomorfismo de A en A que fija a
Y, pero anteriormente se demostré que id4 es el inico homomorfismo de A
en A que hace esto, y por tanto, se concluye que g/—\1 o g =ida. Un analisis
analogo muestra que § o g/*\1 = id 4, de donde se concluye que §~! = g/*\l, y
por tanto, g es el isomorfismo deseado. 0

Asi pues, lo realmente relevante es la cardinalidad de Y, por lo que si
esta es k, no hay espacio para ambigiiedad al decir que A es la MV-algebra
generada por k generadores y se escribe A = Free,.

Proposicién 2.3.6. Para cada cardinal k > 1, Termi>Y es la MYV-dlgebra

libre sobre el conjunto generador ijﬁ)’”, esto es,

Term!o!)

L= Iree,.

Demostracion: Sean B una MV-algebra arbitraria, y f : Proj,[g’l] — B una

funcién, con la intencion de extender de manera tinica f a un homomorfismo
f :Term® -5 B.Seab = (bo,b1, ., bas - - )ack € B dado por b, := f(m,).
Sea la funcién ¢ que a cada término 7 (en las variables X, ) le asigna el
elemento 7%(b) € B, donde 7% € Term? es la funcién de términos en
B* determinada por 7. Por la definicién 2.2.5, y en virtud del Teorema de
Completitud, para cualesquiera dos términos p y o, se tiene

0,1]Ep=0 = BEp=0 = p?(b)=d"D).

Dicho de otra manera, siempre que pl®l = ¢l01 ¢ Term,[.? ’1], entonces ¢ envia
a pyao en el mismo elemento de B. Dado que ¢(X,) = XZ(b) = b, =
f(ma), entonces  naturalmente define una extensiéon f de f. Por induccion se

puede observar que f es en efecto un homomorfismo de T’ erm® en B. Para

probar la unicidad, sea g : T erm™ — B un homomorfismo que extiende
a f. Dado que f y ¢ coinciden sobre una subéalgebra de A4" que contiene a
todas las proyecciones, entonces por la Proposicién 2.3.3, ellos coinciden en
todo Term,[?’l]. O

La importancia de las MV-algebras libres radica en que al ser objetos
universales, una ecuacion es satisfecha en Free,, es satisfecha en cualquier
MV-éalgebra generada por n elementos. A continuacién, expondremos una

descripcion agradable de las MV-algebras libres.
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2.4. Funciones de McNaughton

La manera en la que se expone a F'ree, no es trivial, y en un principio,
no permite manipular sus elementos de manera tan inmediata. Una forma de
describir a F'ree, es por medio de las funciones de McNaughton.

Definicién 2.4.1 (Funcién de McNaughton sobre [0, 1]"). Paran entero
positivo, la funcion f :[0,1]" — [0, 1] es llamada una funcion de McNaughton
sobre [0,1]™ si, y sdlo si, satisface las condiciones siguientes:

(i) f es continua respecto a la topologia natural de [0, 1]™;

(ii) ewisten polinomios lineales p1, ..., pr con coeficientes enteros,
Pi(T0, -+ s Tpe1) = by + Moo + - -+ Min—1)Tn1,

(bi,my € Z), tales que para cada punto y = (Yo,-.-,Yn-1) € [0,1]",
eziste algun indice j € {1,...,k} con f(y) = p;(y).

Esta definicién se extiende a cualquier cardinal infinito A de la siguiente
manera.

Definicién 2.4.2 (Funcién de McNaughton sobre [0, 1]*). Una funcién
g : 10,1} = [0,1] es una funcién de McNaughton sobre [0,1]* si, y sdlo si,
hay ordinales a(0) < --- < a(m — 1) < X y una funcion de McNaughton
sobre [0,1]™ tal que para cada x € [0,1]*, g(x) = f(Ta)s- - -+ Tam-1))-

Para el cardinal x > 1, al conjunto de funciones de McNaughton sobre
[0,1]" lo denotaremos por M, a lo largo de este trabajo. Una vez definidas
las funciones de McNaughton, es posible desarrollar una serie definiciones y
resultados que caracterizan a F'ree, de la siguiente manera, como presentan
formalmente Cignoli et al [5].

Teorema 2.4.3 (Teorema de McNaughton). Para cada cardinal k, la
MV-dlgebra libre Free, estd dada por las funciones de McNaughton sobre
[0,1]" con las operaciones definidas de manera puntual, esto es,

Free, = M,.
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3. MYV-algebras de Riesz

En esta seccién se presentan las MV-algebras de Riesz como un tipo
especial de MV-dlgebra y se extiende la nocién de funcién de McNaughton al
contexto de las MV-dalgebras de Riesz, obteniéndose las funciones de Riesz-
McNaughton. Las definiciones y resultados de las MV-édlgebras de Riesz se
han tomado principalmente de [10] y [l 1], y la presentacién de funciones de
Riesz-McNaughton de [9].

3.1. MV-algebras de Riesz

Definicién 3.1.1 (MV-édlgebra de Riesz). Una MV-dlgebra de Riesz es
una estructura (R, -, @, -, 0), donde (R, ®,—, 0) es una MV-dlgebra y la ope-
racion - : [0,1] x R — R satisface para todos x,y € R y r,q € [0,1] las
propiedades siguientes:

RMV1) (r-z)o(r-y)=0yr-(zdy) = (r-x)d(r-y) siempre que x ©®y = 0.
RMV2) (r-z)o(q-2)=0y(r@&q)-x=(r-z)®(q-x) siempre que r © q = 0.
RMV3) (r-q)-x=r-(q-x).
RMV4) 1.2 =z.
Por simplicidad, las MV-édlgebras de Riesz son denotadas por RMV-
algebras, y la multiplicacién por escalar se denota de la forma usual como
r -z =: rz. Esta presentacién, introducida en [I 1] puede resultar tediosa en
cuanto a que hay que verificar las condiciones RMV1 y RMV2 para todos
los casosen que xtQy =0y r©q=0,z,y € R, r,q € [0, 1], los cuales pueden

no ser conocidos a priori. Una caracterizacién que puede ser mas cémoda es
la presentada en [11]:

Proposicién 3.1.2. La estructura (R,-,®,—, 0) con (R,®,—, 0) una MV-
dlgebra, y - : [0,1] x R — R una operacion, es una RMV-dlgebra si, y solo
si, satisface las siguientes identidades para todos x,y € R, r,q € [0,1]:

RMV1’) r(z ® —y) = (rz) © ~(ry).
RMV?2’) (r® —q)z = (rz) ® —(qx).
RMV3’) (rq)z = r(qz).
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RMV4’) 1z = z.

Ejemplo 3.1.3. ([0,1],-) es una RMV-élgebra, siendo [0, 1] la MV-algebra
estdndar y - es el producto de R restringido a [0,1]. Esta RMV-élgebra es
llamada la RMV-algebra estandar.

Ejemplo 3.1.4. Si X es un espacio de Hausdorff compacto, entonces el
conjunto C'(X) de funciones continuas de X en [0, 1] con la topologia usual,
forma una RMV-édlgebra al definir la multiplicacion escalar de la manera
tipica, como (rf)(z) = rf(x) para todo x € X. Es de interés particular el
caso en que X = [0, 1].

Las ideas concernientes a ideales, homomorfismos y congruencias se ex-
tienden a las RMV-algebras de manera natural a cémo se definen en el caso
de las MV-dlgebras. La extensiéon de las ideas sintacticas y semanticas al uni-
verso de las RMV-algebras requiere un salto considerable en la explicitacion
del alfabeto a usar.

3.2. Funciones de Riesz-McNaughton

La incorporacion de la operacion - se interpreta en el lenguaje de las
RMV-élgebras por medio de funciones unarias p, para cada escalar r € [0, 1],
que denotan a la multiplicacién escalar por r, z 25 rz.

Definicién 3.2.1 (MV-término). Para cada nimero natural t > 1, sea
Si =A{0,-,®,{p}repoa], 21, .-, 2, (,)}. Un RMV-término en las variables
x1,...,% es una palabra sobre S; definida de manera andloga a las construi-
das sobre los MV-términos, permitiendo la condicion adicional

(T4) Si la palabra T es un RMV-término, también lo es p.(T).

Para indicar que 7 es un RMV-término en las variables z1, ..., x,, usare-
mos la notacién 7(xy, ..., z,). Un resultado andlogo al Teorema de Comple-
titud se obtiene para las MV-algebras, y permite simplificar la definicién de
las funciones de términos a [0, 1] de la manera usual.

Teorema 3.2.2. Una ecuacion o en la teoria de las RMV-dlgebras se cum-
ple en todas las RMV-dlgebras si, y solo si, se cumple en la RMV-dlgebra
estandar [0, 1].
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En el contexto de las MV-algebras de Riesz, se definen los MV-polinomios
de Riesz como aquellas expresiones construidas a partir de variables y 0
aplicando las operaciones -, @, — y la multiplicacion por cualquier nimero
¢ € [0,1]. Un caso particular de MV-polinomios de Riesz son los denominados
funciones de Riesz-McNaughton, los cuales forman una MV-algebra de Riesz
de funciones de [0, 1]" en [0, 1] denotada por RM,,.

Definicién 3.2.3 (Funcién de Riesz-McNaughton sobre [0,1]"). Una
funcion f :[0,1]" — [0,1] se llama de Riesz-McNaughton sobre [0,1]" si, y
solo si, satisface las condiciones siguientes:

(i) f es continua respecto a la topologia natural de [0, 1]";

(i) ezisten polinomios lineales f1, ..., fm con coeficientes reales, tales que
para cualquier punto € [0, 1]", existe algiuni € {1,...,m} para el que
f(®) = fi().

Para el natural n > 1, al conjunto de funciones de McNaughton sobre
[0,1]™ lo denotaremos por RM,, a lo largo de este trabajo. Es facil observar
que las funciones de McNaughton son las funciones de Riesz-McNaughton
restringidas a coeficientes enteros, y gran parte de su importancia es que
responden de manera similar a lo que se esperaria, como se garantiza en el
siguiente teorema

Teorema 3.2.4. Si 7(vq,...,v,) es un RMV-término en el lenguaje de las
RMV-dlgebras, entonces la funcion de términos fr : [0,1]" — [0,1] es una
funcion de Riesz-McNaughton.

En [I1], Di Nola y Leustean demostraron por medio del célculo proposi-
cional que tiene a las RMV-algebras como modelos, que dado n > 1, para
cualquier funcién continua h : [0, 1]™ — [0, 1], existe una sucesién de férmulas
en este calculo proposicional, tales que h es el limite uniforme de las funcio-
nes de términos asociadas a estas formulas. Este resultado puede alcanzarse
sin incurrir en la teoria de este calculo proposicional, sino iinicamente de la
naturaleza de RM,, como conjunto de funciones.
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Parte 11
Sobre supremos en My RM;

4. Sobre supremos generados a partir de M;

Este capitulo consta de dos secciones y esta dedicado a las funciones de
McNaughton en una variable, M;. En la primera, investigamos qué con-
diciones son necesarias para alcanzar imagenes por medio de funciones de
McNaughton; para ello hemos definido el concepto de A—punto y de A—punto,
y estudiamos su naturaleza y sus propiedades. En la segunda, estudiamos la
estructura algebraica que se obtiene al cerrar M por supremos y por infimos
arbitrarios, denotadas por Sup(M;) e Inf(M,), y la de conjuntos especifi-
cos construidos a partir de estos, a saber: interseccién, unién, suma & y el
conjunto de discontinuidades finitas. Se desarrollan ejemplos que permitan
ilustrar los objetos definidos y aquellos que puedan construirse por medio de
los procedimientos presentados; para ello, la caracterizacion de los A—puntos
es fundamental.

4.1. Propiedades de A—puntos y A—puntos

La manera en la que las funciones de McNaughton se han definido en
la literatura da una visualizacién por tramos o trozos, pero para fines ope-
rativos no son tan versatiles. En el estudio que haremos en este trabajo, y
seglin sea conveniente, optaremos por una escritura en términos de funciones
caracteristicas.

Definicién 4.1.1 (Escritura normal). Una escritura normal de una fun-
cion de McNaughton [ es una pareja (P, F), siendo P = {ag,a1,..., a1}
una particion de [0,1] y F = {po, p1,--.,0n} una coleccion de funciones li-
neales con coeficientes enteros definidas en [0,1], tal que

f = PoX{o} + ZPiX(ai,aHl] = PoXlao,a1] + ZpiX(ai,ai+1]-
1=0 =1

Definicién 4.1.2 (Escritura estdndar). Una escritura estindar de una
funcion de McNaughton f es una escritura normal en la que, al retirar cual-
quier elemento de su particion, deja de tener una escritura normal.
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Una escritura estandar es aquella que permite visualizar las funciones
de McNaughton por tramos maximales, y a raiz de ello, toda funcién de
McNaughton f posee una escritura estandar unica (asociada a una particién
de [0, 1] tnica, a la que se denominard estdndar para f). Por otro lado, la
necesidad de definir las escrituras normales radica en que permite homoge-
neizar la manera en que se estudian conjuntos de funciones de McNaughton,
facilitando operar o comparar por tramos, y garantizar facilmente, en algu-
nos escenarios, que los objetos que se obtienen son nuevamente funciones de
McNaughton.

Ejemplo 4.1.3. En la Figura 1 se encuentra en rojo la funcién f con escritura
estandar

fla) = 0xpo 11 + Bz = 1)x(

3

] + (—31‘ + 3))((%71],

2
'3

Wl

mientras que en azul a la funcién g con escritura estandar

1
6

g(x) = (=6 + 1)X[0 ]+ Ox(%%] + (6 — 5))((%%].

0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

Figura 1. Visualizacién para escritura estandar de funciones [ y g
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Para realizar la suma de manera cémoda, son mas utiles las escrituras nor-
males
F(@) = 0xpg 1) +0x(2 1)+ Br = 1)x

] + (—3x+3)x( ] +(—3x +3)X(%71],

2 25
3 376

] + (6:13 — 5))((%71],

de donde, la suma h = f @ g se calcula sumando las funciones caracteristicas
en sus respectivos intervalos, y esta dada por la escritura normal

1
3

=

1
5

9(w) = (=67 + DXfo g +0X(3 4] +0x(3.3) + 0

25
376

h(xz) = (—6x + 1)X[0%] + OX( ]+ (3x — 1)X( 2t

W=
W=

)

=

+(—3$ + 3))((%7%] + (3$ — 2)X<%,1],

que resulta ser su propia escritura estandar (no necesariamente tenia que
serlo). En la Figura 2 se observa a la funcién h = f @ g.

0 0.1 02 0.3 0.4 05 06 07 08 0.9 1

Figura 2. Visualizacién para escritura estandar de una suma h = f @ g

Definicién 4.1.4 (Representacion lateral izquierda y derecha alrede-
dor de un punto). Dado a € [0,1], una representacion lateral izquierda de
una funcion de McNaughton f alrededor de a es una funcion lineal g tal que
existe un € > 0 con el que g : (a—e,a] = [0,1] y flia—cq = g. Andlogamente,
se definen las representaciones laterales derechas.
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Definicién 4.1.5 (Representacién local alrededor de un punto). Da-
do a € [0,1], una representacion local de una funcion de McNaughton f
alrededor de a es una funcion lineal g tal que existe un € > 0 con el que

g:(a—e,a+e) =1[0,1] y fla—eate) = 9-

Por abuso de notacion, al referirse a una representacién lateral o local no
se especificara el dominio de la representacién, sino tinicamente a la expresion
lineal, entendiéndose que estas siempre pueden hallarse bajo las siguientes
condiciones.

Proposicién 4.1.6. Una funcion de McNaughton tiene

i) representaciones laterales izquierdas alrededor de a si, y solo si, a > 0,
esto es, a € (0,1].

ii) representaciones laterales derechas alrededor de a si, y sdlo si, a < 1,
esto es, a € [0,1).

iii) representaciones locales alrededor de a si, y sélo si, a no pertenece a su
particion estdndar.

A continuacién presentamos dos conceptos propios del autor, A—punto y
A—punto, los cuales surgieron en el camino de esta investigacion y son necesa-
rios en este trabajo para el anélisis puntual de las funciones de McNaughton,
pues permiten capturar formalmente los puntos de quiebre que se forman en
las funciones de McNaughton, lo cual va a ser esencial para los resultados
que obtenemos.

Definicién 4.1.7 (A—punto y A—punto). Diremos que (a,b) € [0,1]? es
un A—punto si puede verse como un punto de interseccion entre dos funcio-
nes de McNaughton con representaciones locales distintas, mientras que serd
un A—punto si no. Al conjunto de A—puntos se le denotard por A y al de
A—puntos por A.

Proposicién 4.1.8. La contencion A C (QN[0,1])? es propia y no vacia,
y si (a,b) € A, entonces b puede tomar inicamente una cantidad finita de
valores.

Demostracion: Supéngase que (a, b) es un A—punto, por lo que existen funcio-
nes de McNaughton f y g con representaciones laterales distintas dadas por
f(x) =myz+dy, g(x) = moz + dy alrededor de a, tales que f(a) = g(a) = b.
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Si m; = mo, estas representaciones serian la misma, asi que debe tenerse que
my # my. De la igualdad f(a) = g(a), se tiene que
dy — d
mia+dy =mea+dy, — a= -2 1 € Q,
my — Mo
digase a = § con ged(p,q) = 1,y de b = f(a) = mya + dy, se impone a su
vez que b € Q. Sin embargo, b no puede ser un racional arbitrario:

m1a+d1=b — mlg—i—dl:b
q
—> mip + diq = bq,

de donde claramente debe tenerse que bq € Z, y por lo tanto, b debe ser de
la forma b = g, para algin r € Z; mas ain, como 0 < b < 1, entonces r es
algun entero entre 0 y ¢. Es inmediato ver que r puede tomar cualquier valor
en Z N[0, q], pues al reemplazar en la dltima equivalencia, se tiene que

mip +dig=r,

y como ged(p,q) = 1, esta ecuacién tiene soluciones para m; y d; en Z,
y andlogamente para la ecuacion correspondiente para mso vy dp. Estas dos
condiciones garantizan que si (a,b) € A, entonces (a,b) € (QN[0,1])?, y que
los posibles valores de b son {0, %, ce %, 1}, donde a = § con ged(p, q) = 1

Corolario 4.1.9. Por cada A—punto (’E’, g) donde ged(p,q) = 1 y r estd en

7N 10, q], pasan infinitas funciones de McNaughton. Si f(x) = moz + dy es
una representacion lateral de alguna de estas funciones, entonces cualquier
otra funcidon de estas tiene por representaciones laterales g(x) = mx +d, con

m =mgy+ qt y d=dy— pt, para algin t € Z.

Observacion: Por cada A—punto pueden encontrarse infinitas funciones
de McNaughton con pendientes m positivas y negativas que superen cualquier
cota, esto es, |m| > N para cualquier N € N fijo.

Lema 4.1.10. Para cada m € 7Z y a € [0,1], existe algin d € Z tal que
ma+d € [0,1].

Demostracion: Haciendo d := [—ma]| (la funcién techo de —ma), se verifica
que 0 < ma + d < 1. Nétese que si ma ¢ Z, entonces d es tnico. 0
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Proposicién 4.1.11. Para cada a € QN[0, 1] ym € Z, eziste algin A—punto
(a,b).
P

Demostracion: Sea a € QN [0,1] de la forma a = £ con ged(p, ¢) = 1. Dado
m € 7Z, escojase d apropiadamente de acuerdo al Lema 4.1.10, y considérese
las representaciones laterales f(z) = (m + q)z + (d — p), g(x) = mx +d
alrededor de a. Se observa directamente que

fx)—gl@)=qz—p — fla)—g(a) =0,
de donde f(a) = g(a), y por tanto, (a, g(a)) € A. 0

Corolario 4.1.12. El conjunto de los A—puntos, A, se caracteriza como

A ={(a,b) € (@ﬂ[O,l])2:a:§€Q, ged(p, q) =1, bzg, reZnlo,ql}

Ejemplo 4.1.13. Los tnicos A—puntos con primera componente a = %
son (3,0), (3,2) v (3,1), obtenidos a partir de las intersecciones entre las
funciones:

<1 0) = fl@)=-2+1 y g(r)=22-1;
(%%) - fl)=-r+l oy gle) =g

(%1) S f@) =2 y glz)=—2x+2

Por otra parte, nétese que (3, %) no es un A—punto (% no es un multiplo
entero de %), pues de serlo, existirian enteros m y d tales que % = 2 +d, esto
es,

2 =3m+ 6d = 3(m + 2d),
lo cual no es posible. La condiciéon de escritura en fraccién reducida para %
también es necesaria, pues aunque % = %, ndmeros como i no son alcanzables

en r = %, pues de serlo, existirian m y d tales que }l = 2 +d, esto es,
1=2m+4d = 2(m + 2d),

lo cual también es imposible.
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La ventaja de caracterizar a A radica en que todo punto (a,b) € AUA con
a € QnN[0,1], es un A—punto, y por tanto, b estd finitamente restringido en
QnN10,1] por a. Por otro lado, si a € (R\Q) N[0, 1], entonces necesariamente
b e ((R\Q)N[0, 1]))u{0, 1}, por lo que caracterizarlos es una tarea mas ardua.
La siguiente proposicion permite visualizar propiedades de estos puntos.

Proposicién 4.1.14. Sea (a,b) € AUA con a € (R\Q) N [0,1]. Entonces:
(1) Existen unicos m,d € Z tales que ma + d = b.

(11) El congunto de valores que puede tomar b es denso contable en [0, 1], y
corresponden a las partes decimales de los maultiplos de a.

Demostracion:

(1) En primera instancia, demostremos que dado a € (R\Q) N[0, 1], existe
b e [0,1] con (a,b) € AU A; para ello, témese b = a, notandose que
param =1y d =0, b = ma + d. Ahora bien, dado (a,b) € A UA con
a € (R\Q)N[0,1], la existencia de m y d con ma + d = b se garantiza
debido a que (a,b) € AU A, mientras que la unicidad se sigue debido a
que si existiesen dos pares distintos de estos, se tendria que (a,b) € A
y por tanto, a € QN [0, 1], lo cual es contradictorio.

(11) Considérese un intervalo abierto («, ) C [0, 1], y se desea buscar un
b € [0,1] de la forma b = ma + d con m,d € Z. Por el teorema de
aproximacién de Dirichlet, existen enteros p y ¢ para los cuales se tiene
que 0 < pa+q < B — «a, y por la propiedad arquimediana de R, existe
n € Z tal que n(pa + q) < « pero

a<(n+1)(pa+q) = n(pa+q)+(pa+q)
< a+(f—a)=p.

Asi pues, el b buscado es b = (n + 1)pa + (n + 1)g. Para mostrar
que solo existe una cantidad contable de estos b, notese que para cada
m € Z\{0}, por el Lema 4.1.10, existe un tnico d € Z para el que se
verifica b := ma + d € [0, 1], y esta es la tinica representacién de b, de
acuerdo al item anterior. Asi pues, los valores irracionales de b vienen
correspondidos biunivocamente b <— m € Z\{0}, mientras que b =0
y b =1 vienen asociados a m = 0. O
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El Corolario 4.1.12 y la Proposicién 4.1.14 muestran que para todo punto
(a,b) en A U A, la naturaleza (racional o irracional) de b queda totalmente
determinada por a, salvo en los casos particulares en los que b =0y b =1,
que deben observarse puntualmente.

Veamos una visualizacion que ilustra mejor esta descripcion de los A—puntos:
Sea C'una circunferencia de radio 5= con perfmetro 1, y sea a € (R\Q)N|0, 1].
Es facil verificar que ¢ = 2ma es el angulo que subtiende un arco de longitud
a en C. Fijando un punto P en C', recérrase en sentido horario un angulo me,
m € Z a partir de P (si m < 0, se recorre en sentido antihorario), y sea @ el
punto final en la circunferencia. La longitud del arco PQ) recorrido en sentido
horario es el elemento b asociado a m mencionado en la Proposicion 4.1.14.
Cuando m = 0, el punto final es ) = P, y el arco P(@) puede entenderse co-
mo un punto (b = 0) o como la circunferencia completa (b = 1). Un andlisis
andlogo puede utilizarse para visualizar el caso en que a € QN |0, 1], s6lo que
en este caso, m no es unico. A continuacion se ejemplifica esta construccion.

Ejemplo 4.1.15. Sea a = \/75 € R\Q N [0, 1]. Para los siguientes valores de
b en la Figura 3, (a,b) € AUA:

024

b=—V2+2 b=3v2—4

Figura 3. Algunos valores de b para un A—punto

Como se puede observar, la primera es la correspondiente a la represen-
tacion local —2x + 2, mientras que la segunda es la correspondiente a la
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representacion local 6z — 4. Se verifica que toman los valores en la figura:

5 5
—2\/7_+2:0.58... . 6%—4:0.24...

Como breve resultado de la Proposicién 4.1.14, y de la construccién rea-
lizada para el Ejemplo 4.1.15, se tiene el siguiente resultado, inesperado en
este contexto.

Corolario 4.1.16. Para todos a € R\Q, ¢ > 0 y m € Z, existe algin n € Z
para el que se satisfacen en simultaneo las desigualdades

0 < |cos(2mam) — cos(2man)| <e, y 0 <|sin(2mram) — sin(2man)| < e.

4.2. Estructura algebraica derivada de Sup(M;)

Aunque las funciones de McNaughton se pueden expresar individualmente
por medio de una cantidad finita de funciones, el considerar familias infinitas
puede inducir cambios abruptos de un punto a otro, y generar funciones que
no son de McNaughton.

Definicién 4.2.1 (Sup(M,)). Se define al conjunto de supremos de funcio-
nes de McNaughton por

Sup(My) = {f 10,15 [0,1): 3{idier € Ma, sup(f)} = f} .

Proposicién 4.2.2. Sup(M,) es cerrado para @, esto es, si f,g € Sup(Mi),
entonces existe una familia de funciones de McNaughton {h;}ic; con

sup{hi} = f©g.

il

Demostracion: Realizaremos un andlisis puntual. Al ser f,g € Sup(M,),
existen familias de McNaughton {f;}icr v {g;}jes que satisfacen

f(x) =sup{fi(x)} vy  g(x) =sup{gi(x)}.

iel jeJ
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Se verifica que

(f@©g)(x) = sup{fi(x)} ®@sup{g;(z)}

= min {1, Sllé?{fz(f)} + ilellj){ga}}
= min{1,sup {{fi(z)}ier + {g;}jes}}
= min{l,( sup {fz($)+gj($)}}

ij)elxJ

i,j)elxJ

= min{l,( sup {(fz—i—gj)(x)}},

de donde (f @ g)(z) puede tomar dos posibles valores, los cuales se pueden
estudiar de manera independiente. Por una parte,

esto es,

min

ml’n{l,( sup {(fi+gj)(:c)}}= sup {(fi +9;)(x)}

11111

{

i,j)eIxJ (i,5)EIX ]

. js)léII)XJ{(fi +g5)(7)} <1

V(i,j) € I x J, min{1, (fi + g;)(z)(x)} = (fi + g;)(x)
sup {min{1, (f; + g;)(x)}} = sup {(fi+g;)(x)}
(¢,5)eIxJ (4,5)eIxJ

(ms)ng{(fi ® gj)(x)} = (z‘,jS)lGIII)xJ{(fi +95)(z)},

1, sup {(fi+gj)(x)}}= sup  {(fi ® g;) ()}

(4,5)EIXJ (i,7)eIxJ

Un analisis andlogo muestra que por otra parte, cuando

ml’n{la( sup {(fi+9j)(fr)}} =1

ij)elxJ
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se llega a la misma igualdad, y se tiene que

(f@&g)(x) = sup {(fi®g;)(x)}.

(i,5)eIxJ

Nétese que al ser f; v g;, (¢,7) € I x J funciones de McNaughton, f; @ g; es
a su vez de McNaughton, por lo que {f; + g;}(ij)crxs es la familia buscada
que genera a f @ g. 0

La clausura para @ en Sup(M;), deviene en el siguiente resultado.
Corolario 4.2.3. (Sup(M,),®, 0) es un monoide conmutativo.

Infortunadamente, esto no indica per se qué ocurre para —. Para esta
segunda operacion, abordaremos un estudio mas detallado de algunos objetos
de Sup(M,) asociados a A—puntos. Primero, veamos que la familia I en la
definicién de Sup(M;) se puede presentar de una manera agradable.

Proposicién 4.2.4. M; es infinito contable.

Demostracion: Para n € N, definase el conjunto A,, := (Q x Q)™. Nétese que
A, es contable, al ser producto de contables. De igual manera, el conjunto
U,en An es contable por ser la unién contable de contables. Consideremos la
funcién ¢ : My — (J,,cn An con regla de asignacion f — o(f) dada por lo
siguiente: si f posee particién estdndar P = {xo, ..., x}, entonces

p(f) = ((@o, f(w0)), - -, (xx, f(2))).

Se verifica que la funcién ¢ esta bien definida y es inyectiva.

i. (Buena definicién) Cada funcién de McNaughton posee particién
estdndar tdnica, por lo que f posee imagen unica bajo ¢. Como en los
valores de la particion estandar la funcién cambia de una representacion
lateral a otra, los puntos (z;, f(z;)), 0 < j < k, son A—puntos, y por
tanto, pertenecen a Q x Q. De esta manera, ¢(f) € Ap11 € U, cn An-

ii. (Inyectividad) Sean f y ¢ funciones de McNaughton con particiones
estandares Py = {zo,..., 2t} y Py = {yo, ...,y } respectivamente. Si
o(f) = v(g), primeramente debe darse que k = k' =: K, y segunda-
mente, debe tenerse que z; = y; =: a;, y por tanto f(a;) = g(a;) =: b;,
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0<j<K.Como fy g constan de los segmentos de recta que unen a
los puntos (a;, b;) y (ai+1,bi41), 0 <7 < K — 1, ellas coinciden en todo
[0, 1], esto es, f = g, garantizéndose inyectividad.

Como ¢ es una funcién inyectiva, debe tenerse que |[M;| < |, cn Anl = No.
Por otra parte, el Corolario 4.1.9 y la Proposicién 4.1.14 indican explicita-
mente que |M;| > Ny. En conjunto, se concluye que | M;| =R, 0

Asi pues, si {f,}sex es una familia arbitraria de funciones de McNaugh-
ton, entonces es de la forma {f;}i1<i<, (finita) o {fi}ien (infinita contable).
En cada caso, el comportamiento bajo sup puede ser distinto.

Proposicién 4.2.5. M es cerrado bajo supremos finitos, esto es, si{fi}1<i<n
es una familia finita de funciones de McNaughton, entonces sup,;<,{fi} es
una funcion de McNaughton.

Demostracion' : Procederemos por induccién sobre el nimero de funciones de
McNaughton. Para un par de funciones de McNaughton f y g con escrituras
normales

[ =poxqor + ZpiX(ai,aH_ﬂ y 9 = QoX{o} + Z qiX (bibis1]
=0 1=0

en las particiones Py = {ag,...,a,41} v Pg = {bo, ..., bms1} respectivamen-
te, sea C' = {c1,..., ¢} el conjunto de puntos de intersecciéon donde f y g
no poseen representaciones locales iguales. La union P = P, U Pg U C repre-
senta una nueva particién normal P = {&o,&1,..., &1} en la que, fl ¢, )
Y 9l(¢,.,41) son funciones lineales que, o bien son iguales, o no se intersectan.
Asi pues, cada t; := sup{ f(¢;.¢,.1), 9l(e;.6,21) 1> 0 < j < r es una funcién lineal
del conjunto {pie,.¢;,1)s @i l(;,6;41) Yo<i<n, 0<ir<m, ¥ POI tanto se cuenta con
la escritura

,
Sup{f7 g} - tOX{O} + Z th(fl,&.H]?
i=0
como el sup de funciones continuas es una funcién continua, se sigue que esta
escritura es normal, y por tanto, sup{f, g} es una funcién de McNaughton.

'Este resultado es una consecuencia natural de que M; sea una MV-élgebra. Sin
embargo, presentamos una demostracion distinta que no usa la estructura de MV-algebra.
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Asumamos, como hipétesis inductiva, que paradado N € Ny {fi,..., fv}
un conjunto finito de funciones de McNaughton, sup{ fi,..., fy} es una fun-
cién de McNaughton. Ahora, para un conjunto { f1, ..., fy41} de N+1 funcio-
nes de McNaughton, nétese que por su naturaleza finita, se sigue facilmente
que para todo x € [0, 1],

Sup{fl(m)a R fN-&-l(x)} = Sup{sup{fl(x)v R fN(x)}v fN+1<x)}7

de donde se garantiza la igualdad

Sup{fh o N fN+1} = SUP{SUP{fh cey fN}, fN+1};

como sup{fi,..., fy} es funcién de McNaughton (hipdtesis inductiva), en-
tonces sup{sup{fi,..., fn}, fvi1} es funciéon de McNaughton (caso base),
obteniéndose el resultado que se deseaba. 0

Intuitivamente, puede verse que la escritura normal que recoge las es-
crituras normales de las funciones involucradas y los puntos de interseccién
es vital. En la figura, puede verse a la derecha en negro (verde) el supremo
(infimo) generado por las funciones f en azul y g en rojo a la izquierda.

Figura 4. Supremo e infimo de dos funciones de McNaughton

Esta técnica es efectiva a raiz de la naturaleza finita de cada funcién
de McNaughton, aunque la escritura obtenida puede no estar en su escritu-
ra estandar. Cuando se consideran familias infinitas, este enfoque ya no es
valido, como precisaremos a continuacion.
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Proposicién 4.2.6. Sia € QNI0,1], entonces, existe alguna familia { f;}ier
de funciones de McNaughton tales que

sup{fi}(a) =0

iel
si, y s6lo si, (a,b) es un A—punto con f;(a) = b para algtin ¢ € I.

Demostracion: Al ser a € Q, es de la forma a = %” con ged(p,q) = 1. Sea
{fi}ien una familia de funciones de McNaughton, por lo que debe tenerse
que f;(a) € {0, %, ce %, 1} para todo i € N. En consecuencia, se cumple
que sup,en{ fi(a)} € {0, %, e q;ql, 1}, y en cualquiera de estas elecciones,
(a,sup;en{fi}(a)) es un A—punto. El reciproco es trivial: témese el singletén

{f} de una funcién de McNaughton f que pase por el A—punto en cuestiéng

Corolario 4.2.7. La subdlgebra C[0,1] de [0, 1] no estd como subconjunto

en Sup(M,), esto es, C[0,1] € Sup(M).

Demostracidn: La funcién constante 3 € C[0, 1] no estd en Sup(M;), pues

1 1 1

2(0) = 1, pero (0,1) no es un A—punto. 0
Para nuestros fines, construiremos funciones discontinuas especificas en

Sup(M;) por medio de sucesiones de funciones de McNaughton, haremos

uso de sucesiones racionales segun el siguiente resultado.

Lema 4.2.8. Dados p,q enteros positivos y k,r niumeros reales con k no
negativo, la sucesion
_pn+r

an + k

n

i) es estrictamente creciente si, y sélo si, gr — pk < 0;

ii) es estrictamente decreciente si, y sélo si, gr — pk > 0.

Demostracion: Se procede directamente por equivalencias:

pn+r pn+1)+r
< - o

qn + k qgn+1)+k
+—— (pn+7r)gn+k)+qlpn+r) < (pn+r)(gn+ k) + p(gn + k)
> qr < pk <— qr — pk < 0.

Analogamente para la otra desigualdad. 0
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El Teorema 4.2.9, y su posterior generalizacién en el Teorema 4.2.10, que
se presentan a continuacion, justifican en gran medida la importancia del
marco de los A—puntos, y permiten observar explicitamente muchos de los
objetos que se encuentran en Sup(M;). No sélo eso, son suficientes para li-
mitar su estructura algebraica, y la naturaleza de las discontinuidades sobre
A—puntos que puedan encontrarse ahi. Mas adelante observaremos como mo-
tiva la formacién de diferentes conjuntos en los que se encuentran estructuras
de subdlgebras.

Teorema 4.2.9. St f y g son funciones de McNaughton que pasan por los
A—puntos (a,b) y (a, 5) respectivamente con 0 < a < 1, entonces para cual-
quier otro A—punto (a,c), si ¢ < min{b, 5}, existe una familia (que puede
tomarse como una sucesion creciente) de funciones de McNaughton {h;}icr
con

Suy{hi}(x) = f(7)X[0,0) + X{a} + 9(T)X(a,1]
1€

mientras que si ¢ > min{b, 5}, tal familia no puede existir. Para a = 0 y
a =1 el resultado es vdlido omitiendo el término apropiado en la escritura.

Demostracion: Sean p(x) = maz +d y q(x) = Mz + D representaciones
laterales izquierda y derecha de f y g alrededor de a respectivamente, de tal
forma que

fla—ea =P Y 9laate =4

para algin € > 0 comun apropiado que sera utilizado més adelante. El caso
¢ = b = [ es la proposicién anterior, por lo que consideraremos ¢ < min{b, 5},
en caso de existir. Primero realicemos un analisis a izquierda de a > 0, y
para el andalisis derecho se procedera de manera andloga (a < 1). Al ser
(a,b), (a,c) € A, debe tenerse que a = £ con ged(p,q) =1, b=7yc= 1. La
idea es construir sucesiones {a,, tnen, {m; }nen v {d,, }nen tales que

(1) a, — a es racional y estrictamente creciente,
(11) m,, — —oo es entera,
(111) d; — oo es entera,
(1v)

que permitan aproximar la funcion deseada por representaciones laterales
izquierdas. Para ello, al ser (a,c) un A—punto, existe alguna funcién de
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McNaughton con representacion lateral izquierda f~(x) = m~x 4+ d~ al-
rededor de a con f~(a) = c. Por el Corolario 4.1.9, m~ puede escogerse con
m~ < m, y todas las representaciones laterales de funciones de McNaughton
que pasan por este punto son de la forma

fi (@) =(m™ +qt)x+ (d” —pt) para algin t € Z,

todas ellas satisfaciendo la condicién (IV); para satisfacer las condiciones (II)
y (III) basta tomar las sucesiones m =m~ —qny d, =d +pn paran > 1,
de donde fZ,(z) = m,x + d,. La sucesién {a, } se obtiene a partir de las
intersecciones entre f, v p:

_ pn+d —d
"ogn+m—m-

(m~ —qn)a; +(d~ +pn)=ma, +d= — c 0.

siendo clara la convergencia a,, — a = §, y la buena definicién de la sucesion

a raiz de que m —m~ > 0. La cualidad de estrictamente creciente se da en
virtud del Lema 4.2.8, pues

q(d™ —d)—p(m—m~) = q((c—m a)—(b—ma)) —p(m—m")
= ¢(c—=b)+ag(m—m~) —p(m—m")
q(c—1b) <0,

recordando que ¢ < b. Para finalizar el andlisis por izquierda, como a, — a,
témese un N~ € N tal que a,, € (a — ¢, a] para todo n > N~. Para el anéli-
sis derecho, se realiza un procedimiento analogo construyéndose sucesiones

{a’:}né\h {m:}neN y {d:}nEN tales que

(1) af — a es racional y estrictamente decreciente,
(1) m;" — oo es entera,
(1m1) df — —oo es entera,
(1v) mbta+df =c,

que permitan aproximar la funcion deseada por representaciones laterales
derechas. Para la sucesién a — a se toma un N* € N tal que a; € (a,a+¢]
para todo n > NT. Ahora, para cada n > N := max{N~, Nt} se construye
la familia de funciones {h, },>n como

hi = FXpar) + FoiXar 0 9 Xaat) T 9X(at a1
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que son de McNaughton por la forma en que se construyeron las sucesiones
{a; }nen v {a) }nen, v, las funciones =, y gt. Se verifica que:

i) Para todon > N, h,(a) = fZ,(a) = ¢, luego

sup{h,}(a) = c.

n>N

ii) Para 0 <z < q,

sup{h,}(z) = f(z).

n>N
En efecto, debe darse que = < aj, (donde directamente se da el resul-
tado) o que exista 7 > N (lnico) para el que a, <z < a,,, a raiz de
que a, — a es estrictamente creciente, de donde hj(x) = f~,(x) pero
hit1(x) = f(x). Paran > n, h,(z) = f(z) por la forma en que fueron
construidas, por lo que hay que analizar los N < n < n. Sin embargo,
noétese que f esta representado por el segmento de recta que pasa por
los puntos (a,b) y (a,, f(a,)), v f=, por el segmento de recta que pasa
por los puntos (a,c) y (a,, f-,(a;)) = (a,, f(a,)), y al ser ¢ < b, se
tiene que fZ,, < f en [a,,al, de donde se concluye que f(z) > fZ,(x).
Estas condiciones garantizan lo deseado.

ili) Paraa <x <1,
sup{h, }(z) = g(),

n>N

siguiendo un andlisis andlogo al realizado en ii).

Estos resultados en conjunto muestran que

S;g){hi}(x) = [(@)X[0,0) + X{a} + 9(T) X (a,1)-

Para el caso ¢ > min{b, 5}, sin pérdida de generalidad astimase que
min{b, 8} = b. Si {h;}ic; fuese una familia de funciones de McNaughton
con sup{h;}(a) = ¢, por la Proposicién 4.2.6 debe tenerse que para algin
i €1, hi(a) = ¢, y por tanto, (h; — f)(a) = hi(a) — f(a) = c—b> 0. Al ser
h; y f continuas, existe alguna vecindad (a — d,a + d) en la que h; — f > 0,
y por tanto para cualquier z en ella,

sup{hi}(z) = hi(z) > f(x),

i€l
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garantizando que no existe familia que satisfaga lo solicitado. 0

La eleccién de un € > 0 apropiado en el anterior teorema permite que
la construccion de la familia de McNaughton deseada se haga de manera
local. Se puede extender este resultado a una cantidad arbitraria finita de
discontinuidades.

Teorema 4.2.10. Sean fi,..., frs1 una cantidad finita de funciones de
McNaughton y a1 < ... < ag racionales en [0,1]. Para cualquier sucesion
de A—puntos {(a;,¢c;) h<j<k, si ¢; < min{f;(a;), fi+1(a;)}, entonces existe
una familia (que puede tomarse como una sucesion creciente) de funciones
de McNaughton {h;}ier con

k k—1
SAU?{hz‘} = [iXp,m) Z CiX{a;} T Z fir1X(asain) T fet1X(ar1);
1€ i=1 i=1

mientras que si para algun 1 < j <k, ¢; > min{f;(a;), fi+1(a;)}, tal familia
no puede existir. Para a; =0 y/o ap = 1 el resultado es vdlido omitiendo el
término apropiado en la escritura.

Corolario 4.2.11. My no es cerrado bajo supremos arbitrarios, esto es,
existen familias de funciones de McNaughton { f,}ses: consup,es{fs} ¢ M.

Este resultado es sumamente importante, pues a raiz de él puede mos-
trarse explicitamente que Sup(M;) no se comporta como se desearia.
Ejemplo 4.2.12. Tomando en el Teorema 4.2.9 a a = %, f=1yg=1,se
construyen las sucesiones

_ 11 N 11
her={s g}, v b {3

Es inmediato observar que {a, },en es creciente y {af},en es decreciente,
ambas en sentido estricto, con a_,al — % La familia {h, },en de funciones

n’»-'n

de McNaughton estd dada por
hi(2) = 1X( 071 (@) + (=202 + n)x (7 1)(2)+

2
+(2n$ — n)X(%yam (1’) + 1X(a7+ua} (x)

y verifica que

h(x) := sup{h,(x)} = 1X[07%) + OX{%} + 1x<%’1],

neN
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que es discontua en x = %, y por tanto, no es de McNaughton. Una visuali-
zacion de la sucesiéon se puede encontrar en el Apéndice 1.

1 O
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01
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Figura 5. Una funcién discontinua de Sup(M)

Aunque este supremo no es particularmente especial, es suficiente pa-
ra imposibilitar: i) una estructura de MV-dlgebra en Sup(M), v, ii) que
Sup(M) surja de convergencia uniforme de funciones de McNaughton.

Corolario 4.2.13. Sup(M,) no es una subdlgebra de [0, 1]

Demostracion: Considérese la funciéon h € Sup(M;) del Ejemplo 4.2.12; y
mostremos que —h ¢ Sup(M;). En caso de existir —h, por tratarse M; de
una subalgebra de [0, 1]I%% deberfa tenerse que

(=h)(z) =1—h(x) = OX[O7%> + 1)({%} + OX@J],
funcién que no pertenece a Sup(Mj) en virtud del Teorema 4.2.10. 0

La manera en que se utilizé a la funcion h del Ejemplo 4.2.12 para impo-
sibilitar la presencia de —=h en Sup(M;) se debe en esencia a que se pueden
construir discontinuidades “hacia abajo”, pero no “hacia arriba”, como se
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establece en el Teorema 4.2.10; esto, a su vez, se debe a que los supremos ab-
sorben superiormente a las funciones que estén por debajo. De manera dual,
los infimos absorben inferiormente, y es viable esperar que por medio de infi-
mos, esta falencia se solvente. Aunque este enfoque resuelve el problema para
-, lo genera para @; sin embargo, permite considerar otros conjuntos mas

alld de Sup(M,).

Definicién 4.2.14 (Inf(M,)). Se define al conjunto de infimos de funciones
de McNaughton por

Inf(M;) = {f [0,1] = [0,1] = 3{fitier © My, 1161;{fz} = f}‘
Como sup e inf pueden verse como operadores duales, los resultados vali-
dos para Sup(M;) también lo son para Inf(M;) en su versién dual.
Proposicién 4.2.15. f € Sup(M;) si, y sdlo si, 1 — f € Inf(M,).

Demostracion: Sea f € Sup(My), luego existe alguna familia de funciones
de McNaughton {f;}ier con sup;er{fi(z)} = f(z) para todo z € [0, 1]. Con-
sidérese la familia de funciones de McNaughton {—f;}icr, v nétese que

mf{(-f)(@)} = {1 - fi()}
= f({1} + (~D{/i(@) hier)
= {1} + if{(~1)fi(2)}
— 1 - sup{fi(«))

el
= 1- f(z)
= (1-f)(=),
de donde 1 — f € Inf(M;). Un procedimiento andlogo muestra la otra
implicacion. 0

De esta manera, al considerar conjuntos construidos a partir de Sup(M;)
y de Inf(M;) de manera simple, se garantiza la cerradura para — en el
sentido del MV-dlgebra |0, 1][0’1]. Sin embargo, como se habia mencionado
anteriormente, no se puede asegurar el mismo resultado para .

Proposicién 4.2.16. Sup(M,) U Inf(M,) no es subdlgebra de [0,1]101.
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Demostracion: No se posee clausura para @; para mostrar ello, considérese
la siguiente construccién. Dado que la funcién

J(@) = Ixfog) + (=3 +2x (4,2 + 0x (3]

wl—

es de McNaughton, por el Teorema 4.2.10 existe alguna familia {f,},en de
funciones de McNaughton tales

fr(@) = supifu(@)} = Ixp 1) + Ox g1y + (=32 +2)x

+0
neN ] X(

1]

wlro

12
33
Por otra parte, como la funcién

9(55) = 0X[o,1}

también es de McNaughton, por la versiéon dual del Teorema 4.2.10 para
Inf(M,), existe alguna familia {g, },en de funciones de McNaughton tales

g°() = sup{gn(x)} = Ox[o 2y + Dxyzy + O0x(z.1]

La funcién f* @ ¢g* viene dada por
(fr @ g°)(z) = 1X[0%) "‘OX{%} + (—3z + 2))((%7%) + 1)({%} + OX(%J].

A raiz de la discontinuidad inferior en z = %, f* @ g* no puede ser el infimo
de una familia de funciones de McNaughton, mientras que a raiz de la discon-
tinuidad superior en x = %, f* @ g* no puede ser el supremo de una familia
de funciones de McNaughton. Asf pues, f* & g* ¢ Sup(My) U Inf(M;). o

Pese a que Sup(M;)UInf(M;) falla en tener estructura, genera una ob-
servacién importante: para que un conjunto construido a partir de Sup(M;)
sea MV-dlgebra, debe tener a sus duales por =, que pertenecen a Inf(M;),
y debe contar de objetos que garanticen la clausura en @ entre elementos
de Sup(My) e Inf(M;). Es a raiz de esto que se consideran dos conjuntos
especiales.

Proposicién 4.2.17. Sup(M;) N Inf(M,) es una subdlgebra de [0,1]11.

Demostracién: Es claro que Sup(M;) N Inf(M;) es no vacio, pues M estd
contenido en él. Para la clausura de @, si f, g € Sup(M;)NInf(M,), parti-
cularmente estan en Sup(M;)y f@g € Sup(M;); andlogamente se tiene que
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Figura 6. Funcién suma que no pertenece a Sup(M;y) U Inf(M;)

f@g € Inf(M;), obteniéndose la pertenencia a la interseccién. Para la clau-
sura de =, si f € Sup(My)NInf(M,), particularmente estd en Sup(Mi), y
por tanto, 1—f € Inf(M;); andlogamente se tiene que 1— f € Sup(M), ob-
teniéndose la pertenencia a la interseccion. Estas dos condiciones garantizan
el resultado. O

Definicién 4.2.18. (Suma @ entre conjuntos). Se define el conjunto
Suma @ entre Sup(My) e Inf(M;y) como

Sup(My) @ Inf(My) :={f@g: fe&Sup(Mi)ygelInf(My)}.

Aunque en nuestro desarrollo es una pregunta abierta si el conjunto
Sup(M;) @ Inf(M;) es una subalgebra de [0,1]%!, en ella puede consi-
derarse un subconjunto inesperado asociado a discontinuidades en A-puntos,
que resulta ser subalgebra de [0, 1)U en virtud del Teorema 2.2.10 y de su
version dual, como se construye a continuacion.

Definicién 4.2.19 (A—discontinuidad). Sea a € Q N [0, 1]. Se dice que
una funcion f:[0,1] — [0, 1] posee una A—discontinuidad en a si, y sélo si,
f no es continuia en a y (a, f(a)) es un A—punto.

Definicién 4.2.20 (DiscFy(M,)). Se denota por DiscFy(M;y) al conjun-
to de funciones en [0,1]%Y definidas a trozos por representaciones locales
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de funciones de McNaughton, cuyas discontinuidades son unicamente una
cantidad finita de A—discontinuidades.

Proposicién 4.2.21. DiscF)(M,) es una subdlgebra de [0, 1]V que satis-
face

My C DiscFy(M;) C Sup(My) ® Inf(M,)

Demostracion: Primero demostremos las contenencias. Es claro que cada
funcion de McNaughton esta definida a trozos por representaciones loca-
les, y no posee A—discontinuidades, por lo que M; C DiscFy(M,). Para
la segunda contenencia, sea f € DiscFj(M;); supéngase que f no posee
A—discontinuidades en 0 y en 1, por lo que puede escribirse de la forma

k k—1
= fixpam) + Z CiX{a;} T Z fir1X(asain) T fes1X(ar 1)

=1 =1

siendo fi,..., fri1 representaciones locales de funciones de McNaughton, y
(a,¢1), ..., (ag, cx) A—puntos. Por el Teorema 4.2.10, la funcién
k k—1
h = f1X[0,¢11) + Z OX{az} + Z fi+1X(ai,ai+1) + karlX(ak,l]
i=1 i=1

estd en Sup(M;), mientras que por su versién dual, la funcién

k k—1
g = OX[O,al) + Z CiX{a;} + Z OX(az‘,ai+1) + OX(ak,l]
=1 i=1

estd en Inf(M;i). Se observa directamente que f = h @ g, de donde se
garantiza que f € Sup(M;) @ Inf(M;); para el caso en que 0 o 1 sean
A—discontinuidades de f, se procede de igual manera excluyendo los términos
apropiados en la escritura, y se tiene la inclusién deseada.

Para observar que DiscFy(M;) es una subalgebra de [0, 1] es inmediato
ver que si f,g € DiscFy(Mj) con n y m A—discontinuidades respectiva-
mente, entonces f @ ¢ tendra a lo sumo n + m A—discontinuidades, y esta
definida a trozos por representaciones locales de funciones de McNaughton
(se realizan las sumas de las representaciones locales definidas en una parti-
cién comun, como en el Ejemplo 4.1.3), por lo que f @ g € DiscFy(M;). Por
otro lado, 1 — f tiene la misma cantidad de A—discontinuidades que f, y esta
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definida a trozos por negaciones de funciones de McNaughton, que a su vez
son funciones de McNaughton, garantizado que —~f = 1— f € DiscEFy(M).0

Junto a este 1ltimo resultado, y asumiendo que Sup(M;) @ Inf(M;) es
una subélgebra de [0,1]%Y, el siguiente diagrama es una visualizacién que
resume como estan organizadas los conjuntos con estructura de MV-algebras
aqui presentados.

0,1
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5. Sobre supremos generados a partir de R M;

En el presente capitulo, expondremos la amplia brecha entre los conjun-
tos Sup(M;i) e Inf(M;) respecto a sus andlogos en RM;, mostrando que,
tanto el tipo de discontinuidades que se pueden construir es de una cardina-
lidad mayor, y enfatizando que las funciones continuas se pueden aproximar
poligonalmente con una precisién arbitraria; estas distinciones conllevan a
que el esquema de MV-algebras consideradas se organice de manera distinta.

Como se ha observado anteriormente, las funciones de McNaughton pre-
sentan bastantes limitaciones a raiz de la naturaleza de sus coeficientes, ejem-
plo de ello presentédndose en los extremos de [0, 1], donde para cualquier fun-
cién f en Sup(Mi) y en Inf(M;) se verifica que f(0), f(1) € {0,1}. No
obstante, muchas de las ideas que se definen para M, pueden extenderse a
RM1, pues M; es la restriccion de R M a coeficientes enteros, y por tanto,
unicamente deberian cambiar algunos resultados que dependan del uso de
estos coeficientes.

Definicién 5.1 (Escritura normal). Una escritura normal de una funcion
de Riesz-McNaughton f es una pareja (P, F), siendo P = {ag,ay,...,an11}
una particion de [0,1] y F = {po,p1,...,0n} una coleccion de funciones
lineales con coeficientes reales definidas en [0, 1], tal que

f = DPoX{o} + ZpiX(ai,ai_H] = PoXJao,a1] + ZpiX(ai,ai_H]-
=0 =1

Definicién 5.2 (Escritura estandar). Una escritura estindar de una fun-
cion de Riesz-McNaughton f es una escritura normal en la que, al retirar
cualquier elemento de su particion, deja de tener una escritura normal.

Aligual que en las funciones de McNaughton, las escrituras normales per-
miten un analisis por tramos no necesariamente maximales, util para operar
o comparar. Por otro lado, la estrictura estandar permite saber donde se en-
cuentran los puntos de quiebre de la funcién, otorgando existencia y unicidad,
y determinando una particién estdndar a cada funcién de Riesz-McNaughton.

Definicién 5.3 (Representacién lateral izquierda y derecha alrede-
dor de un punto). Dado a € [0,1], una representacion lateral izquierda
de una funcion de Riesz-McNaughton f alrededor de a es una funcion lineal
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g tal que existe un € > 0 con el que g : (a —€,a] = [0,1] ¥y flla—ea = 9
Andlogamente, se definen las representaciones laterales derechas.

Definicién 5.4 (Representacién local alrededor de un punto). Dado
a € [0,1], una representacion local de una funcion de Riesz-McNaughton f
alrededor de a es una funcion lineal g tal que existe un € > 0 con el que
g: (CL —¢&a+ 5) — [07 1] Y f|(a—s,a+e) =4g.

Por abuso de notacion, al referirse a una representacién lateral o local no
se especificara el dominio de la representacién, sino iinicamente a la expresion
lineal, entendiéndose que estas siempre pueden hallarse bajo las siguientes
condiciones.

Proposicién 5.5. Una funcion de Riesz-McNaughton tiene

i) representaciones laterales izquierdas alrededor de a si, y solo si, a > 0,
esto es, a € (0,1].

ii) representaciones laterales derechas alrededor de a si, y sdlo si, a < 1,
esto es, a € [0,1).

iii) representaciones locales alrededor de a si, y sdlo si, a no pertenece a su
particion estdndar.

Las representaciones locales y laterales permiten estudiar a las funcio-
nes de Riesz-McNaughton de manera local de la misma manera en que lo
permiten sus equivalentes en las funciones de McNaughton. Una primera di-
ferencia entre estos dos tipos de funciones surge en los puntos de [0, 1]? que
son alcanzables.

Proposicién 5.6. Sea m € R; para todo punto (a,b) € [0,1]* existe un
inico d € R para el que p(x) = mx + d corresponde a alguna representacion
lateral de alguna funcion de Riesz-McNaughton. Similarmente, sea d € R;
para todo punto (a,b) € (0,1] x [0,1] existe un tinico m € R para el que
q(z) = ma +d corresponde a alguna representacion lateral de alguna funcion
de Riesz-McNaughton.

Observacion: Para dados d € R y (0,b) € {0} x [0, 1], no se puede hallar
m € R st d # b, mientras que si d = b, m puede tomar cualquier valor real.
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Corolario 5.7. Dados 0 = ag < a1 < ... < ap_1 < ap = 1 y co,...,C
numeros reales, existe una unica funcion de Riesz-McNaughton con particion
estandar P = {ay, ...,ar} que pasa por los puntos (a;,c;), 0 < j < k.

Demostracion: Apliquese la Proposicion 5.6 recursivamente, construyéndo-
se representaciones laterales derechas que conecte a los puntos (a;,¢;) y
(@i41,¢i11), 0 <1 < k—1, garantizando existencia; al ser estas representacio-
nes determinadas por pendientes e interceptos tnicos, se sigue la unicidadp

Ejemplo 5.8. En la imagen se encuentra la funcién f con escritura estandar

f@) = (Taq 2 (8 A0m—15 -
T ) AT T 15T T dom — s ) NGV TG
42

Notese que f pasa por los puntos (O, i) y (71;7 —), que no pertenecen a AUA

+

8
en el sentido de M, y por el punto (z, %), que si pertenece (en particular,
es un A—punto en el sentido de M,).

/N
(S

Figura 7. Funcion f de RieszMcNaughton con particion estandar
(0.2.4.1)
?) 2w 5?7

Asi pues, las nociones de A—punto y de f\—punto pierden relevancia, ya
que todo punto de [0, 1]? es un equivalente a un A—punto. De esta manera, los
resultados obtenidos para los supremos de funciones de McNaughton siguen
siendo vélidos en el contexto de las funciones de Riesz-McNaughton, sin las
restricciones que surgian por la distincion que existia.
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Definicién 5.9 (Sup(RM,)). Se define al conjunto de supremos de funcio-
nes de Riesz-McNaughton por

Sup(RM) = {f :[0,1] = [0,1] : FH fitier € RMy, Slé}i){f@} = f}.

Proposicién 5.10. Sup(RM;) es cerrado para @, esto es, para todo par
de funciones f,g € Sup(RM,), existe una familia de funciones de Riesz-
McNaughton {h;}icr con

SzléP{hz} =fdg.

Demostracion: Se procede de igual manera que en la Proposicién 4.2.25

La clausura para @ indica que hay cierta riqueza algebraica en Sup(RMy),
especificamente la de monoide.

Corolario 5.11. (Sup(M;), ®, 0) es un monoide conmutativo.

A diferencia de Sup(My), la familia I que puede escogerse para Sup(RM;)
ya no puede ser inicamente de naturaleza finita o infinita contable.

Proposicién 5.12. RM; es no contable.

Demostracion: Considérese la inyeccién de [0, 1] en RM; dada por ¢ — f,,
fe(x) = ¢ para todo x € [0,1]. Es claro pues que [RM;y| > |[0,1]] > Rg. ¢

Para nuestro alcance esta diferencia no sera problematica; los resultados
que se presentaran pueden realizarse con familias [ finitas e infinitas contables
a raiz de la naturaleza de los coeficientes que se pueden usar.

Proposicién 5.13. RM; es cerrado bajo supremos finitos, esto es, si{ fit1<i<n
es una familia finita de funciones de Riesz-McNaughton, entonces sup,<;<,{ fi}
es una funcion de Riesz-McNaughton.

Demostracion: Se procede de igual manera que en la Proposicién 4.2.54

Sin embargo, junto al hecho que cualquier punto en [0, 1]* puede ser al-
canzado de manera arbitraria por funciones de Riesz-McNaughton como se
especifica en la Proposicion 5.6 y el Corolario 5.7, muchas condiciones dejan
de ser tan estrictas en algunas proposiciones.
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Teorema 5.14. Sean fi,..., fre1 funciones de Riesz-McNaughton y sean
a; < ... < ap numeros reales en [0,1]. Para cualquier sucesion de puntos
{(aj,c;) hicj<k en [0,1]%, si ¢; < min{f;(a;), fj+1(a;)}, entonces existe una
familia (que puede tomarse como una sucesion creciente) de funciones de
Riesz-McNaughton {h;}icr con

k k—1
S,u?{hz‘} = [iX(0.a) + D CiXtay + Y, Fit1X(avarn) + Frt1X (a1
1€ .

i=1 =1

mientras que si para algin 1 < j <k, ¢; > min{f;(a;), fi+1(a;)}, tal familia
no puede existir. Para a; =0 y/o ap = 1 el resultado es vdlido omitiendo el
término apropiado en la escritura.

Demostracion: Se procede de igual manera que para el Teorema 4.2.10n

Aunque en el Teorema 4.2.10, que se fundamenta en los procesos del
Teorema 4.2.9, las sucesiones {a, }nen v {a, }nen se construyen de manera
meticulosa, para el Teorema 5.14 no es necesario, siendo suficiente cualquier
sucesion estrictamente creciente y cualquier sucesion estrictamente decrecien-
te respectivamente que converjan a cada uno de los puntos de discontinuidad.
Esto se debe a la diferencia entre funciones en M; que cuentan con coefi-
cientes enteros, y las funciones en RM; que cuentan con coeficientes reales.

Corolario 5.15. RM; no es cerrado bajo supremos arbitrarios, esto es,
existen familias de funciones de Riesz-McNaughton {f,}sex para las cuales

supie{fi} ¢ RM.

Ejemplo 5.16. Tomando en el Teorema 5.14 los puntos (ai,c1) = (%, %) y

(ag, ) = (1, 11— @), y las funciones de Riesz-McNaughton

A= (25 5) X0+ 310

'3

folz) = 1X[01](I)+<—6+79\/§$+9+73\/§> X(

+(2$ - \/5))((7271] (l’),
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se pueden considerar las sucesiones

_ 11 N 11
{ai, }n>3 = {3 - n}n>3, {af  }nzs = {3 + n}n>3,

1
{ag, fnza = {1 - —} :
8 ) >4

Es inmediato observar que {ay,}n>3 ¥ {a3,}n>4 son crecientes, y {a},}n>3
es decreciente, todas en sentido estricto, con aj,,a, — % y a,, — 1. La
sucesién creciente {hy,},>4 de funciones de McNaughton esta dada por

1 1 1 1
ho(z) = (:c + 5) X[Oﬂain]@) + ((—gn + 1) T+ " + 6) X(ainél(w) +
1 6+9 1 1146
+ —-n — V2 T—-Nn+—F +6V2 X(
2 7 14

6"
( 6+9v2 9+3f>
n X(at.,

W=

- L)Jr

+(22 — ﬂ))x(f S @+

2 2'n

+ (((_14-?) n—|—2> T+ (1—?) n—1—§> X(a;n,1](x)a

y verifica que

ble) = suplha(0)) = (24 3 ) xjog) ) + gx(apaht

n>4

6+9vV2  94+3V2
+<— - T+ - >X(

+(2z — \/ﬁ)X(Q,l) () + (1 - ?) xqy(2),

que es discontua en x = % y x = 1, y por tanto, no es de Riesz-McNaughton.
Una visualizacién de la sucesién se puede encontrar en el Apéndice 2. De
manera similar a Sup(M;), se concluye que Sup(RM;) no surge de conver-
gencia uniforme de funciones de Riesz-McNaughton.
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Figura 8. Una funcién discontinua de Sup(RM;)

Corolario 5.17. Sup(RM;) no es una subdlgebra de [0, 1],

Demostracion: Considérese la funcion 1 — h para la funcion h del Ejemplo
5.16 y apliquese el Teorema 5.14. O

Al ser los ¢j, 1 < j <k, del Teorema 5.14 libres y no restringidos como en
el caso de M con los A—puntos, ya no se puede descartar que la subalgebra
C[0,1] de [0, 1] no pueda obtenerse por las construcciones extendidas de las
realizadas en el caso de M. De hecho, esta libertad permite crear funciones
de Riesz-McNaughton tan préximas a una funcién continua como se desee.
Las siguientes ideas ilustraran la manera de realizar esta aproximacion.

Definicién 5.18 (Desplazamiento inferior). Dados una funcion de Riesz-
McNaughton f y un nimero real n € [0, 1], se define la funcion desplazamien-
to inferior de f porn, denotada por f,, de manera puntual como

fin(z) = max{f(xz) —n, 0}, vz € [0, 1].

A n se le llama parametro del desplazamiento, y el conjunto de desplazamien-
tos inferiores de f se denota por

U :=Ag:[0,1] = [0,1]: I €[0,1], g = fin}

Proposicién 5.19. Sea f una funcion de Riesz-McNaughton. El conjunto
fl4] estd linealmente ordenado.
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Demostracion: Esto es consecuencia del orden de [0, 1]. Se verifica inmediata-
mente que los elementos de f[}] son de la forma f,,, y que si f},,, fi2 € flI,

T > N2 — méx{f(x) — T, O} < méx{f(x) - 77270} — fim(x) < f¢772<x)D

Proposicién 5.20. Si f|, es un desplazamiento inferior de una funcion de
Riesz-McNaughton f, entonces f,, es una funcion de Riesz-McNaughton.

Demostracién: Sea h : [0,1] — [—1,1] la funcién definida puntualmente
por h(z) = f(x) — n; nétese que h es lineal a trozos y estd bien definida,
pues, como 0 < f(z) <1y 0 <n <1, entonces —1 < f(x) —n < 1. Al
ser f continua, h también lo es, y por un argumento andlogo al usado en la
Proposicién 5.13, sup{h, 0} también es lineal a trozos. Mds ain, su imagen
estd contenida en [0, 1] y se tiene que h(z) = f|,(x) para todo z € [0,1], de
donde se sigue que f}, es de Riesz-McNaughton. 0

Intuitivamente hablando, un desplazamiento inferior de una funcién de
Riesz-McNaughton g es una traslacion de la funcién g hacia abajo con trunca-
miento en 0. Esta idea permite acotar inferiormente a una funcién cualquiera
por medio de una funciéon de Riesz-McNaughton. En particular, un despla-
zamiento inferior por 0 no altera la funcién, y un desplazamiento inferior por
1 corresponde siempre a la funciéon de Riesz-McNaughton nula 0, esto es,
g0 =9y g;1 = 0 para toda funcién de Riesz-McNaughton g.

Lema 5.21. Sean f : [0,1] — [0,1] una funcion, P = {zo,...,z,} una
particion de [0,1] y g : [0,1] — [0,1] la tnica funcién de Riesz-McNaughton
con particion estandar P, que coincide con f en cada xj, 0 < j < n. El
conjunto

{heglll: h<f}

esta linealmente ordenado y posee mdzximo.

Demostracion: Sean f, Py g como se indican. La existencia y unicidad de g
esta determinada por el Corolario 5.7. El ordenamiento lineal se debe a ser un
subconjunto de g[}]. Para la existencia del maximo, considérese el conjunto

S:={nel0,1]: gy, < f}

Es claro que S esta acotado inferiormente por n = 0 y es no vacio, pues
siempre se tiene que n = 1 € S, por lo que posee infimo « := inf(.S). Si se
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tuviese que o ¢ S, para algin = € [0, 1] se tendria que g(z) > f(x) > 0.
La desigualdad estricta garantiza la existencia de algin ¢ > 0 para el que
Gla+e(®) = ga(x) — > f(x), de donde a + € serfa cota inferior de S, lo cual
es contradictorio. Asi pues, @ € S, esto es, & = min(S), y en consecuencia,
Jia s el maximo del conjunto {h € g[}] : h < f}. 0

Definicién 5.22 (Desplazamiento inferior asociado a una particién).
Sean f, P y g como en el Lema 5.21. A la funcion max{h € g[l] : h < f} se
le denomina el desplazamiento inferior optimo de f asociado a la particion
P, y se le denota por P*(f).

Teorema 5.23 (de aproximacién). C[0,1] C Sup(RM,), esto es, para
f € C0,1], existe alguna sucesion creciente {f;}ien de funciones de Riesz-
McNaughton con sup,end{ fi} = f uniformemente.

Demostracion: Sea f € C[0,1]. Si f fuese una funcién de Riesz-McNaughton,
el resultado serfa trivial, bastando tomar la familia constante {f;}ien = {f}-
Asi pues, supéngase que f no es una funcién de Riesz-McNaughton. En par-
ticular como f es continua con f # 0y f # 1, existe algin xy € [0, 1] para
el que 0 < f(zg) < 1. La prueba se realizara en dos pasos. En el primero
construiremos una sucesion de particiones que garantice la aproximaciéon de
f deseada por medio de desplazamientos inferiores 6ptimos, esto es, que dado
¢ > 0, pueda encontrarse una particion P en la sucesién que posea un despla-
zamiento inferior 6ptimo de f, P+(f), para el que 0 < f — PH(f) < e. Para
ello, sea £, — 0 una sucesion positiva y decreciente. Sea n € N fijo, el cual
se acotara posteriormente. Como f es continua, se garantiza lo siguiente.

i) Existe algin 6, > 0 para el que

En En '
LS [07671,0) - f(LC) € (f(o)_me(O)_'_Z> ﬂ[()? 1]7
se define 1,0 := (=050, 0n,0)-
ii) Existe algun 6,1 > 0 para el que
En En
re(=bu1] = f@e(F)-Tf0)+F)n0,1);

se define I, 1 := (1 — 6,1, 1 + p1).
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ili) Similarmente, para cualquier £ € (0,1), existe algin d, ¢ > 0 para el
que

En

v€(E—0ucE o) = J@) e (fO) - T FO+T) 0.1

este 0, ¢ se escoge de tal forma que I, ¢ := (§ — 0y, &+ 0ne) € (0, 1).

Como la familia {/,¢}ecp1) es un cubrimiento por abiertos del compacto
[0, 1], puede hallarse un subcubrimiento finito {/, ¢, to<j<n, de [0,1] en vir-
tud del Teorema de Borel-Lebesgue, esto es, [0, 1] C ijz"o I, ¢;; este subcubri-
miento se escoge de tal manera que I, ., esté en él, digase xy = £;. Notese que
0 y 1 se alcanzan dnicamente a partir de I,,o e [, respectivamente, por lo
que sin pérdida de generalidad, puede tomarse I, ¢, = I € Ingy = In1; sin
embargo, estos abiertos integran a su vez elementos por fuera de [0, 1]. Para
obtener la igualdad, obsérvese que para 0 < j < Ny, In¢, € (0,1), por lo que
abusando de notacion, y redefiniendo I, ¢, := [0,0,,0) € Tney, = (1 —0p1,1],
se obtiene la igualdad Uj.V:”O ne; = [0,1]. Ahora, considérese la particién P,
dada por los puntos medios y extremos de los intervalos I, ¢, esto es,

P = {0,000, 1=0p1, 1} U{&; —0ng; 55 &+ 0nse, Jo<jany i= {Cn0s - -GNz -

Al haber surgido esta particién a partir de un cubrimiento de [0, 1], se puede
garantizar que cada G, pertenece a algtn intervalo I, ¢, asi como también
cada punto interno de la particion ¢ € ((y j, (o j+1)- Por la forma en que se
construyo P, se garantiza que cada intervalo de la particién esta contenido en
algin elemento del subcubrimiento finito, esto es, paara todo 0 <7 < N} —1
existe algtin §j, para el que (Cui, Cnit1) C Ing; - Esto garantiza que

v € GoiGuant) = @) € (F(6) — T2 H(E6) + T ) n[0.1);
mas aun, por ser f continua, esto se extiende a que

7€ [GuisGuin] = F(@) € [£(&) = T A& + ] N[0,
Como f(&5) = f(xg) > 0y la sucesién positiva €, — 0 es decreciente, existe

algtin natural M a partir del cual, si n > M, f({) — S > 0. Impéngase en
nuestro andlisis que n > M, y sea g, la unica funcién de Riesz-McNaughton
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con particion estandar P, que coincide con f en P,. De lo dicho anterior-
mente, se verifica que Gnisp # 0, pues & € P y por tanto,

En

gusp (&) = mix {gn (&) = 21,0} = mix { £(&,) = .0} > 0.

Ahora, veamos que ¢ e acota inferiormente a f por un argumento puntual.
Témese un = € [0,1], luego = € [(ny, Cniv1] para algunos G, Cnit1 € P
Particularmente se tiene que [Gyi, Giv1] € [n,gkl_ para algin &, por la forma
en que fue construida P,, por lo que

F@), £ FGuisn) € [F(&) = T Flew) + ] N[0, 1],

y del comportamiento lineal de g en [, Cn,iﬂ] garantiza que

€ GnisGuint] = gn(@) € |F(6) = T fl&w) + 2 N[0,1]

Se verifica por casos lo siguiente:

i. Sign(r) — % <0, entonces

ii. Si gn(z)— % > 0, entonces

gnizp(z) = gnl(z) — %" < min{f(ﬁk,-) + SZ, 1} - %”
< min{f(&) - 1= 3} < f&) - F

< mix {f(@,) - 7.0} < f(a).

Ambos casos en conjunto permiten concluir que g¢,., (z) < f(x). Para ob-
servar que (f — gnj2n )(7) < €5, se realiza el siguiente andlisis puntual.

@) = gup (@) < flg) + = —mix {ga(x) - 2.0}

Il IA
EE
= =
) ~
§ —
—~ ~
™~
& +
+ q;‘
W—I |
/N
=
™~
ol
N———
g
™~
Ea
NS
H,—/

(VAN
)
3
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Como esto vale para a todo = € [0, 1], se concluye pues que 0 < f=Gnyzm < éen
para todo n > M. En particular, esto garantiza que 0 < f — P¥(f) < &, para
todo n > M, por lo que la sucesién de particiones buscada es { P, }n>-

El segundo paso es definir las funciones de Riesz-McNaughton f; asociadas
a cada elemento de la sucesion de particiones, y mostrar que efectivamente
la familia en cuestion es creciente. Aunque la familia dada por f; := Pf( 1),
i > M garantiza la convergencia uniforme P'(f) — f por lo mostrado an-
teriormente, estos desplazamientos inferiores 6ptimos no garantizan que la
familia {f;};>a sea creciente. Para ello, se procede a definir fy; := Py, (f)
asociado a la particién Py, v definido f,, paran > M, se construye la funcién
fna1 recursivamente de la forma

fn-i—l = Sup{fmpi—i-l(f)}’ n > M,

que es de Riesz-McNaughton en virtud de la Proposicién 5.13. Se verifica para
todon > M que f, < f,+1 por cémo se construye f,.1, e inductivamente que
fne1 < f, pues el caso base corresponde a fj; = P]b(f) < f, y para el caso
general tomando por hipédtesis inductiva f,, < f, y junto a que Pi () <,
por definicién de sup se tiene que sup{ f,, Pi 1(f)} < f. Lasucesion { f }n>m
garantiza las condiciones del teorema. 0

Ejemplo 5.24. En la Figura 9 puede visualizarse una etapa del proceso de
aproximacién para la funcién f : [0, 1] — [0, 1] con regla de asignacién

flo) = (16 (+-3) ) Xjo2)(®) + (16 = 1) 1) xy (@)

Para ello, se ha considerado la particién P = {O, 1—10, ce 1%, 1} de [0,1], ¥
se ha aplicado la aproximacién P*(f) como se construye en el Teorema de
Aproximacion en dos subintervalos distintos: de [O, %} por su compartamien-
to estrictamente convexo, y de [%, 1] por su comportamiento estrictamente
céncavo. En el Apéndice 3 se presenta en mejor detalle la construccién aso-

ciada por desplazamientos inferiores de manera global.

Aunque este resultado es fuerte y habla de la gran diferencia que existe en-
tre Sup(My) y Sup(RM;), no aporta en el interés de extender a Sup(RM;)
de tal manera que se obtenga una subélgebra de [0, 1][0’1], por lo que es igual-
mente necesario introducir las definiciones y resultados para infimos.
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0 01 02 03 04 05 06 07 08 08 1

Figura 9. Aproximacion de una funcién continua no lineal a trozos en

Sup(RM;)

Definicién 5.25 (Inf(RM,)). Se define al conjunto de infimos de funciones
de Riesz-McNaughton por

(R = {15011 0.1+ 3iber € RM, (1 = 7}

En la siguiente proposicion se recogen los resultados para RM; equiva-
lentes a los de M;.

Proposicién 5.26.
1. f € Sup(RMy) si, y sélo si, 1 — f € Inf(RM).
2. Sup(RMy) U Inf(RM;) no es subdlgebra de [0,1]1%1.
3. Sup(RM;) N Inf(RM;) es una subdlgebra de [0, 1)1,

Demostracion: Se procede de igual manera que en la Proposicién 4.2.15 para
1, la Proposicién 4.2.16 para 2 y la Proposicién 4.2.17 para 3. O
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Se extiende los conjuntos sobre los que se estudia la estructura de MV-
algebra considerando la suma @ en el contexto de RM;.

Definicién 5.27 (Suma @). Se define el conjunto Suma @ entre Sup(RM,)
e Inf(RM;) como

Sup(RMy) & Inf(RMy) :={f@®g: f € Sup(RM:)y g€ Inf(RM1)}.

De manera andloga a M; no se sabe si Sup(RM;) @ Inf(RM;) es una
subalgebra, pero se espera que el resultado en el contexto de M se extien-
da naturalmente al contexto de RM;, como ha pasado con la mayoria de
resultados. Por otro lado, también existe una subalgebra de [0, 1]%! inespe-
rada en virtud del Teorema 5.14 y de su version dual que surge al considerar
Sup(RMi) @ Inf(RM;). Al no existir la restriccién de los A—puntos, la
nocion de A—discontinuidad desaparece en el contexto de RM;.

Definicién 5.28 (DiscF(RM,)). Se denota por DiscF(RM;) al conjunto
de funciones en [0, 1][0’1] definidas a trozos por representaciones locales de
funciones de Riesz-McNaughton con finitas discontinuidades.

Proposicién 5.29. DiscF(RM,) es una subdlgebra de [0, 1)V que satisface

RM; C DiscF(RMj) C Sup(RMy) & Inf(RM,).

Demostracion: Se procede de igual manera en la Proposicién 4.2.214

Junto a este 1ltimo resultado, asumiendo que Sup(RM;) @ Inf(RM;)
es una subalgebra de [0, 1] y teniendo en cuenta el Teorema de Aproxima-
cion, en el siguiente esquema se puede visualizar como estan organizadas los
conjuntos con estructura de MV-dlgebras aqui presentados.
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Sup(RMy) N Inf(RM;)
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N
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6. El siguiente paso

En el presente capitulo se presentan, en primer lugar, las preguntas abier-
tas e interrogantes que han surgido en el desarrollo de este trabajo, las cuales
requieren quizas un estudio mas profundo y detallado; extendemos ademas
nuestras inquietudes a mayores dimensiones esperando tener ciertos resulta-
dos analogos en lo referente a los A-puntos.

6.1. Preguntas abiertas e interrogantes

Las definiciones y resultados dados a lo largo del cuarto y quinto capitulo
tienen como finalidad enriquecer la teoria de las funciones de McNaughton
y de Riesz-McNaughton por medio de herramientas que no son propias de
calculos proposicionales o del Algebra Universal, que son bajo las cuales ini-
cialmente se motivan. No obstante, al ser el objetivo de este trabajo responder
puntualmente sobre la estructura algebraica que se obtiene al considerar a
Sup(My) y a Sup(RM,), las ideas se direccionan en construcciones suficien-
tes para imposibilitar o garantizar propiedades de los objetos considerados.

Una de las primeras dificultades que se ponen en manifiesto ocurre a raiz
de la Proposicién 4.1.14, en la que se da una descripcion vaga de la naturaleza
de los A—puntos. Sin embargo, esto es suficiente para concluir el Corolario
4.1.16, que no es un resultado propio de las M1, sino que se enmarca en la
Teoria de Numeros. Estos dos aspectos generan las siguientes preguntas.

Pregunta 6.1.1. ;FExiste una caracterizacion mas comoda para A?¢

Pregunta 6.1.2. s Como se pueden relacionar y aprovechar a los A—puntos
y los A—puntos en otras dreas?

Por otra parte, uno de los teoremas importantes de este trabajo es el
Teorema 4.2.10 (respectivamente 5.14), bajo el cual se puede concluir que
Sup(M,) (respectivamente Sup(RM)) no goza de estructura de subalgebra
de [0, 1], Para su demostracién, se consideraron tinicamente discontinuida-
des por A—puntos, y se garantizé la presencia de funciones lineales a trozos
con cualquier cantidad finita de discontinuidades, por lo que surgen las dos
siguientes preguntas.

Pregunta 6.1.3. ;Qué puede ocurrir en los A—puntos cuando consideramos
objetos en Sup(My)?
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Pregunta 6.1.4. ;Es posible que una funcion en Sup(My) (respectivamente
Sup(RMy)) tenga infinitos puntos de discontinuidad?

Ya que en los A—puntos (a,b) el conjunto de posibles valores de b es
denso (Proposicién 4.1.14), entonces para todo nimero a € (R\Q) N [0, 1]
y todo numero ¢ € [0, 1], se puede encontrar alguna familia de funciones de
McNaughton cuyo supremo pase por (a,c). Es probable que esto implique
que en alguna vecindad perforada de a (una vecindad que excluye el punto),
la funcion sea idénticamente 1, y por tanto, no sea muy interesante.

Interrogante 6.1.5. Sea (a,c) € [0,1]? con a € (R\Q)N|0, 1]. Eziste alguna
familia {f;}icr de funciones de McNaughton para la cual sup;c{fi}(a) = c.
Si(a,¢) & A, entonces para alguna vecindad perforada de a, (V —{a})N[0, 1],
sup;er i fit(v—tapnio,y = 2|(v-1a})noal-

Por otro lado, si en Sup(M;) (respectivamente Sup(R.M)) existe alguna
funcién con infinitas discontinuidades, debe haber algtin niimero a € [0, 1] del
dominio en el cual estas deban acumularse (no necesariamente debe existir un
tnico punto de acumulacién). Si el Interrogante 6.1.5 es cierto, a no podria
ser un irracional. Como las discontinuidades en valores racionales de a deben
ocurrir en A—puntos, por la forma en que se obtienen estas discontuidades
por medio del Teorema 4.2.10 (respectivamente 5.14), debe haber absorcién
por arriba, lo que hace creer que estas discontinuidades tienen restriccion
local, y por tanto, no pueden existir tales acumulaciones.

Interrogante 6.1.6. En Sup(M,) (respectivamente Sup(RM;)) no existen
funciones con una cantidad infinita de discontinuidades.

Debido a que para cualquier funcién f € Sup(M;), a € QN [0, 1] implica
que (a, f(a)) es un A—punto, no es posible generar funciones continuas arbi-
trarias (Corolario 4.2.7), a diferencia de lo que ocurre en Sup(RM,). Por la
naturaleza restrictiva de los A—puntos, una pregunta natural es:

Interrogante 6.1.7. Las unicas funciones continuas en Sup(My) son las
funciones de McNaughton.

Concerniente a los conjuntos construidos a partir de Sup(M;) e Inf(M;)
(respectivamente Sup(RM;) e Inf(RMyi)), obsérvese que exceptuando a
DiscFy(M;) (respectivamente DiscF(RM;)), surgen a partir de conside-
raciones bastante naturales: interseccién, unién y suma de conjuntos. Estas
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operaciones estan relacionadas a optimizacién de estructuras en distintas
areas, como sucede por ejemplo en el Algebra. Las siguientes afirmaciones se
dejan para futuras investigaciones.

Interrogante 6.1.8.

1. Sup(My) N Inf(My) es la mayor MV-dlgebra que estd contenida en
Sup(My) U Inf(M,), esto es, si M es una subdlgebra de [0,1]%Y con
M C Sup(My) U Inf(My), entonces M C Sup(My) N Inf(My).

2. Sup(My) @ Inf(M,) es una subdlgebra de [0, 1],

3. Sup(/\/ll) @ Inf(My) es la MV-dlgebra mds pequena que contiene a
Sup(M;) U Inf(M,), esto es, si M es una subdlgebra de [0,1]%Y con
Sup(My) U Inf(M;) € M, entonces Sup(Mi) & Inf(M;) C M.

De manera andloga, surgen preguntas en el contexto de R M1, y se espera
que su valor de verdad sea igual al de sus analogas.

Interrogante 6.1.9.

1. Sup(RMy) N Inf(RMy) es la mayor MV-dlgebra que estd conteni-
da en Sup(RMy) U Inf(RM), esto es, si M es una subdlgebra de
0,1]0U con M C Sup(RM,;) U Inf(RM,), entonces se tiene que
M C Sup(RMq) N Inf(RM).

2. Sup(RM,) @ Inf(RM,) es una subdlgebra de [0,1]11.
(

3. Sup(RM;) & Inf(RM;y) es la minima MV-dlgebra que contiene a

Sup(RM1) U Inf(RM,), esto es, si M es subdlgebra de [0,1]%1 con

Sup(RMy) U Inf(RMy) C M, entonces Sup(RM;) @ Inf(RM;) C
M.

Aungque la nocién de Sup(M;) @ Inf(M;) (respectivamente para el caso
de Sup(RM;)@Inf(RM;)) se introdujo para solventar el problema para &,
infortunadamente genera que la clausura para — no sea verificada de manera
inmediata. Sin embargo, es posible mostrar que estos conjuntos son cerrados
para — si, y sélo si, se satisface lo siguiente:

Interrogante 6.1.10. Sean {f;}ic; una familia de funciones de Sup(My)
(respectivamente Sup(RM1)) y{g;}jes una familia de funciones de In f(M;)
(respectivamente Inf(RM;))
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1. inficr{fi} € Inf(M;) (respectivamente Inf(RMy)).

2. sup;c;{g;} € Sup(Mi) (respectivamente Sup(RM)).

Como ([0, 1] se encuentra en Sup(RM;) (Teorema 5.23), por su versién
dual también estd en Inf(RM;), luego C[0,1] C Sup(RM;)NInf(RM,),
por lo que RM; # Sup(RMi) N Inf(RMj). Esto genera una diferencia
irreparable con respecto a My, en la que se espera que la igualdad sea cierta,
considerando que el Interrogante 6.1.6 y el Interrogante 6.1.7 sean ciertos.

Interrogante 6.1.11. M; = Sup(M;) N Inf(M,).

Si ademas, el Interrogante 6.1.6, el Interrogante 6.1.7 y el Interrogante
6.1.8, literal 2, son verdaderos, se garantizaria entonces que

Interrogante 6.1.12. DiscF)(M;) = Sup(My) @ Inf(M,).

En caso de garantizar el Interrogante 6.1.11 y el Interrogante 6.1.12; el
esquema de MV-algebras para el contexto de M; quedaria asi.

[0, 1]
Sup(My) ® Inf(M;) = DiscFy(M,)
Ml = (Ml nf(./\/ll)

En cuanto al contexto de RM, inicamente se hizo uso de familias conta-
bles, sabiendo que es posible usar familias no contables. Esta es una pregunta
que puede explorarse, para saber si el andlisis de Sup(RM;) e Sup(RM;)
puede realizarse inicamente considerando familias numerables.

Pregunta 6.1.13. ;Qué tipo de funciones se pueden obtener a partir de
supremos de familias no contables de Riesz-McNaughton que no puedan ob-
tenerse a partir de familias contables?
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Siendo de interés saber qué tanto pueden extenderse las ideas del Teorema
4.2.10 (respectivamente 5.14) a los resultados del Teorema 5.23 y la Propo-
sicién 5.29, se espera que DiscF(RM;) pueda extenderse a un conjunto que
no considere unicamente funciones lineales a trozos, sino funciones continuas,
motivado por el siguiente interrogante.

Interrogante 6.1.14. Sea f : [0,1] — [0, 1] una funcién continua a trozos
con finitas discontinuidades. Entonces f € Sup(RMy) @ Inf(RMy).

Una ultima pregunta que surge a raiz de cémo se han construido las
funciones discontinuas en el Teorema 4.2.10 (respectivamente 5.14), se da al
considerar los puntos de la forma (a,0), que estan intimamente relacionados
con la teoria de ideales. Para ello, vale la pena anotar que los conjuntos de
funciones en M que se anulan en un tnico punto comun, resultan ser ideales
maximalesde M.

Pregunta 6.1.15. ;Qué relacion existe entre ideales mazximales en My (res-
pectivamente RMy ) y las discontinuidades en puntos del tipo (a,0) como se
presentan en el Teorema 4.2.10 (respectivamente 5.14)%

6.2. Mayores dimensiones
De la teoria de MV-élgebras libres [5] se sabe que

Proposicién. Para cualquier funcion de McNaughton f : [0,1]" — [0,1]
con sus constituyentes lineales py, ..., px, existe un conjunto S de simplejos
compactos n—dimensionales con vértices racionales tales que

(i) La unidon de todos los simplejos en S coinciden con el cubo [0, 1]".

(ii) Dos simplejos cualesquiera en S son, o disjuntos, o se intersectan en
una cara comain.

(i) Para cada simplejo W € S, existe algin indice u € {1,...,k} para el
cual, bajo restriccion a W, las dos funciones f y p, coinciden.

Aqui, los simplejos se entienden en el sentido usual, determinados por
una cantidad de puntos y definidos como el politopo que coincide con la
envolvente convexa de estos puntos, los cuales forman los vértices del polito-
po. En el caso n = 1, que es el que compete a este trabajo, estos simplejos
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corresponden a intervalos de la forma [a,b] C [0, 1], con los cuales se han
realizado las particiones de [0, 1] para realizar la escritura bajo funciones ca-
racteristicas. Que la naturaleza de los A—puntos sea racional se entrevé en
que los vértices de los simplejos en S sean racionales. De esta manera, la no-
cién de A—punto puede extenderse al contexto de mayores dimensiones; més
aun, ya que funciones de McNaughton con representaciones locales distintas
en mayores dimensiones pueden intersecarse ya no unicamente en puntos, se
extiende el tipo de resultados que pueden obtenerse.

Para ilustrar lo anterior, en la Figura 10 se visualiza que existen familias
de funciones de McNaughton en dos variables que se intersecan en un uni-
co punto (%, %, %)7 considerando a las funciones de McNaughton (z,y) — y
(rojo), (z,y) — z (cian), (xz,y) — 1 —y (purpura) y (z,y) — 1 — = (ver-
de); se visualiza ademds que su supremo tiene a este punto de interseccién
como punto de particular interés. En la Figura 11 se visualiza que existen
familias de funciones de McNaughton en dos variables que se intersecan en
una cantidad infinita de puntos, como lo es toda la recta truncada y = %,
considerando las funciones las funciones de McNaughton (z,y) — y (rojo) y
(x,y) — 1 —y (azul); se visualiza ademds que su supremo tiene a esta recta
de interseccion como lugar de particular interés.

Figura 10. Funciones en My que se intersectan en un punto.

Lo anterior justifica que la nociéon de A—punto se extienda a la nocién de
A—simplice, y se reformule, junto a la nocién de A—punto, en términos de
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Figura 11. Funciones en My que se intersectan en una recta.

simplices, pues como se se observa en la Figura 11, las funciones de McNaugh-

ton consideradas se intersectan en puntos no racionales, como por ejemplo

en (@, %, %) Una formulacién apropiada de los A—simplices podria permi-

tir extender los resultados de este trabajo en dimensiones superiores, y seria
posible mostrar: i) en la misma linea del Teorema 4.2.10 (respectivamente
5.14), que se pueden construir discontinuidades sobre simplices de cualquier
dimensién menor, y; ii) en la misma lineal del Teorema 5.23, que cualquier
funcién continua en C[0, 1] puede obtenerse como el limite uniforme de una
sucesion creciente de funciones de Riesz-McNaughton.
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Conclusiones

En este trabajo, hemos desarrollado un marco bajo el cual estudiar a las
funciones de McNaughton y de Riesz-McNaughton de manera puntual, y qué
puntos son alcanzables en [0, 1]* a través de limites de sucesiones de estas.
También se han definido los conjuntos Sup(M;) y Sup(RM;) de supre-
mos generados por familias arbitrarias de funciones de McNaughton y Riesz-
McNaughton, respectivamente, y se han considerado conjuntos que surgen
de estos que admiten estructura de subélgebra de [0, 1]1%1.

En el Capitulo 4 se han definido los A—puntos y los A—puntos para
las funciones de McNaughton, y se han caracterizado los A—puntos, que
resultan ser aquellos puntos racionales que permiten los quiebres de cual-
quier funcién de McNaughton. Se ha mostrado en el Teorema 4.2.10 que en
Sup(M;) se pueden construir explicitamente sucesiones crecientes de funcio-
nes de McNaughton que generen discontinuidades inferiores en A—puntos,
pero no es posible construir discontinuidades superiores. Se define I'nf(M;)
y se demuestra que se comporta como dual de Sup(My), a partir del cual se
construyen al conjunto Sup(My) @ Inf(M;), vy a las subélgebras no triviales
de [0, 1] Sup(My) N Inf(M;) y DiscFx(My).

En el Capitulo 5 se pierde la nociéon de A—punto y de A—punto, al po-
derse encontrar infinitas representaciones laterales de funciones de Riesz-
McNaughton que pasen por cualquier punto de [0, 1]%. Se realizan las exten-
siones de las definiciones y resultados en el contexto de My se presenta
el Teorema 5.14, que extiende el resultado del Teorema 4.2.10, pero esta
vez con construcciones explicitas mas libres. Se incorporan las nociones de
desplazamientos inferiores, y con ello se demuestra que existen sucesiones
crecientes de Riesz-McNaughton que convergen uniformemente a cualquier
funcién continua de C0, 1]; infortunadamente la construccién de esta familia
no es explicita. Se finaliza realizando las construcciones y los resultados que
involucran a Sup(RM) e Inf(RM;) por medio de la unién, la interseccién
y la suma @, y presentando al conjunto DiscF(RM;) como equivalente a
DiscEFy(M,), el cual también es una subélgebra no trivial de [0, 1],

El concepto de A—punto, asi como sus propiedades, muestra ser eficiente,
pues permite analizar puntualmente a las funciones de McNaughton, asi como
los supremos generados a partir de estas. Sin embargo, el enfoque desarrollado
en este trabajo hace uso de estos puntos de manera aislada, siendo necesario
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extender los analisis a familias mas generales de A—puntos. No sdlo eso,
también resulta de interés estudiar mas detalladamente qué comportamientos
ocurren para estos supremos en los A—puntos, cuya naturaleza es un poco
més esquiva. Por otra parte, y de manera similar a supremos en Sup(Mj),
vale la pena ahondar en la linea de caracterizar a Sup(RM;), pues esto
podria generar un mejor entendimiento de algunos interrogantes que han
surgido a lo largo del trabajo, y que motivan conexiones con otras lineas de
trabajo.
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Apéndices

Apéndice 1: Ejemplo 4.2.12

La funcién f = 1 es claramente de McNaughton, y los tramos para la
construccion de la funcién h son, trivialmente,

2
1
Co 1 en [5, 1] )
1. Para P (%, O) por la izquierda, el punto @, (a,,, f(a,)) consta de
1 1
-1 N
a, 5 on’ n e
Cl(a;) = 17
con pendiente
_ 0— Cl (CL;) —1
m, = j— :l_(l_L) = —2n.
2 — Un 2 2 2

La ecuacién de la recta que pasa por Py (), se construye como

1
—0=—2 =
)

1
—  y=-2nrx+n en {an,g].

2. Para P (3,0) por la derecha, el punto Q; (a;}, f(a,)) consta de

1
+ _ - N
=5+ 5 n €
02<ajz_):17
con pendiente
Cylal) =0 1
.= Q(fn)1 =71, 1 T =2n
Uy =3 (3+3:) -3



La ecuacién de la recta que pasa por Py Q. se construye como

El calculo de las rectas generadas se da en este caso de manera amena
debido a que la funciéon h que se ha querido simular se ha pensado para
ilustrar el proceso general que se puede seguir. Funciones mas complejas se
abordan de igual manera, con diferencia inicamente en los valores con los que
se realizan los calculos. Ejemplo de calculos mas elaborados se encuentran en
el Apéndice 2, dedicado a la funcion presentada en el Ejemplo 5.16.
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1 11
09 0e
08 08
o7 07
05 06
05 05
04 04
03 03
02 02
01 01
0 01 02 0z [ 05 06 07 0 0% 1 o 01 02 03 04 05 05 07 0 0% 1
1 1
09 09
08 08
07 07
06 05
05 05
04 04
03 03
02 02
01 01
0 01 02 03 04 05 05 07 0e 0o 1 0 01 02 03 04 05 05 07 e ) 1
1 1
09 0
08 0z
07 o7
08 05
05 05
04 04
03 03
02 02
o1 01
0 X] 02 03 04 05 06 07 08 09 1 o 01 02 03 04 05 05 o7 08 09 1

Figura 12. Simulaciones para Ejemplo 4.2.12 con n = 1,2, 5,25, 100, 1000.
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Apéndice 2: Ejemplo 5.16

Las funciones f; y fo se construyen como se indica en el Corolario 5.7, y
los tramos para la construccién de la funcién h son los siguientes

1 1
Ci x—|—§ en {0,5},
6+9v2  9+3v2 1 V2
02 — 7 x + 7 en 5,7 s

Cs : 20—+2 en ﬁ,]

1. Para P (3,1) por la izquierda, el punto Q7 ,(ay,, f(ai,)) consta de

11
Gu=3-o nzd
’ n
11\ 1 2 1
C - = _—— — _—= - — —
1(arn) (3 n) 3T T
con pendiente
1 — 1 2 1 1 1
- 31— Gile) _3-G-3) i tn_ 1
,n 1 — 1 1 1 1 :
3 Qi s—(G—%) n 6

La ecuacién de la recta que pasa por Py ()7, se construye como

4 () ()

1 1 1 1
— Y= —6n+1 x—|—1—8n+6 en alﬁn,g.

2. Para P (3,3) por la derecha, el punto Qf ,(af,, f(ai,,)) consta de

1n

, neN

1
n

9+ 3v2 6+9v21

SR Sag A Sy

7 7 n



con pendiente

1 1
. Cylaf,) -3 (1— 7 z>—§ 1 6+9V2

S S S (RIS

La ecuacién de la recta que pasa por Py Q7 se construye como

5= (-2 ()

1 6+9V2 1 11+6v2 I
— Y= —_— x—gn—l—T en nl -

3. Para R (1 1-— i) por la izquierda, el punto @, (a5 ,, f(as,,)) consta
de
n>4

a2n: -

1
n’
1 2
Cs(ay,,) = < _ﬁ> V2 = V2 - =,

con pendiente

<1—\/§>—03(a;n)_1_ﬁ_(2_\/§_z)
w)

min— 1_a£n - 1_(1_

= (—14—?)714—2.

La ecuacién de la recta que pasa por Py ()5, se construye como

Y — (1—\/75) = ((—1—1—?)71—#2) (x—1)
- Y= ((—1+?)n+2> :B—i—(l—?) n—l—g en [ain,%}.
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1 1
09 09
08 08
07 07
05 08
05 05
0.4 04
03 03
02 02
01 01
0 01 02 03 04 05 05 07 03 0% 1 0 01 02 03 04 05 0% 07 08 03 1
1 1
0o 09
08 [
07 07
06 06
05 05
04 04
03 03
02 02
01 01
0 [X] 02 03 04 05 06 o7 0g 09 1 0 01 02 03 0.4 05 08 o7 08 09 1
B 1
08 09
0e 08
07 07
05 05
05 05 .
04 04
03 03
02 02
01 04
0 [X) 02 03 04 05 05 07 03 0% 1 0 01 02 03 04 05 [ 07 03 0o 1

Figura 13. Simulaciones para Ejemplo 5.16 con n = 4, 6, 10,25, 100, 1000.
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Apéndice 3: Ejemplo 5.24

El Teorema de aproximacién garantiza la existencia de una sucesion su-
ficiente para la aproximacién, mas no tunica, y presenta un método para
construirla. Este método, al ser recursivo, consume muchos mas calculos que
los presentados en el Apéndice 1 y el Apéndice 2 asociados a los Teoremas
4.2.10 y 5.14 respectivamente. Se presentaran las dos primeras iteraciones de
construccién de la funcion

o) = (16 (+-3) ) Xfog) (@) + (~16(z — ' +1) x, (@)

del Ejemplo 5.24, siguiendo el método presentado en el Teorema 5.23. Se
seleccionaran valores apropiados para ¢,, que permitan visualizar los calculos
correspondientes a cubrimientos y las particiones correspondientes. Como
dato importante, nétese que la funcién alcanza el valor minimo 0 en x = % y
el valor méximo 1 en x =0y z = 1, y al ser continua, su rango es todo [0, 1].

1. Iteraciéon n = 1. Témese ¢; = % Como 0 < f < 1, entonces

3

;f(o) + 5) n[0,1] =[0,1],

rere (10

fre (£ -3 5w+ ) no =1

para todo x € [0, 1], por lo que puede tomarse el cubrimiento finito
{[0,1),(0,1]}, que genera la particion P, = {0,1} de [0,1]. La tnica
funciéon que tiene por particién estandar a P, y que coincide con f

en P es g = 1, y como f alcanza el valor 0 en # = 1, se tiene que

29
Py(f) =g =0.

2. Iteracion n = 2. Témese 5 = % El rango de f puede obtenerse con
el cubrimiento {[0, %) , (%, 1} }, los cuales satisfacen que

(1] = (rO - 550+ 3 )01 = (40 - 5700+ 5 ) o,



Se observa, que % es una imagen que pertenece a ambos elementos del
cubrimiento de la imagen, por lo que vale la pena tomar valores cercanos
a donde ocurre esto para construir el cubrimiento del dominio. Para ello

1 Nt 1 1
== 6({z—=) == —16(z —1)*+1==
f(z) 5 (:c 2) 5 v 6(r—1)"+ 5
— L ! \Y 1 !
rT = — — €Tr = R —
2 2v2 2v/2
~ 0.07955. .. ~ 0.57955. ..

Témese los valores & = 0.079 = 18% < %, & = 0.08 = 2—25 < %,
& = 0.579 = % > % y & = 0.58 = %. Teniendo en cuenta que

& < &y &3 < &y, es facil verificar que

i. f(&)—3%>0,luego f(&) > £. Como f es decreciente en [0, 3] v
f(0) =1, se garantiza que

vel06 — f(x)e(%,l};

en particular,

S [0,51] Ve [51,52] — f(l’) € <%, 1:| .

ii. f (&) —§ < 0, luego f(&) < % Como f es decreciente en [0, %] y
f (%) = 0, se garantiza que

xe[&,ﬂ — f(x)E[O,%),

en particular,

xe[&,&]\/xe[g?,%} — f(x)e[o,g).

2
se garantiza que

x € B,&} -  flx)e [0,;);
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f(3)=



en particular,

ve B,gg} Vielsl — f@)e [0, g)_

3

iv. f(&) —% > 0, luego f(&) > % Como [ es creciente en [l 1] y
f (1) =1, se garantiza que

en particular,

€[&.8) Ve e iyl —  flx)e <1,1} .

29

clt] > e (3]

3

Estas consideraciones muestran que el cubrimiento del dominio pue-
de tomarse como {[0,&2), (£1,&4) , (€3, 1]}, v la particién asociada serd
P2 = {0, 51, 52, %7 53, 54, 1} = {(0, Cla CQ, <3, <4, <5, CG} La funcién de
Riesz-McNaughton g, que tiene por particién estandar P, y coincide
con f en P, se construye tramo a tramo, por medio de las ecuacio-
nes de las rectas que conectan cada pareja de puntos consecutivos. Las
imagenes corresponden a

S (o)
f(G)

f(G)
()

1,
4214
28 x 512’
3t x Tt
58 7
0,
11 x 29 x 41 x 13921 x 182427241
28 x h12 ’
2% % 13 x x23 x 41
58 ’

1

Y

por lo que g, esta dada por

92(z) = 1xqo }+Z (

(Gig1) — (Cz)x iy f(G) — Cif((iﬂ)) y
Giv1 — Gi Civ1— G GisGit1]
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Para ilustrar un poco mejor la forma de g5, se puede ver que

g2(x) = (—=6.252 4 1)x[0,c,] + (—4.762 4 0.88) X (¢, ,¢co] +
+(—1.192 + 0.59) X (6,05 + (6.302 — 3.15) X (¢5.c0 +
+(4.762 — 2.26) X (¢4 .cs) + (1.192 — 0.19) x(¢5.1)-

Para determinar el desplazamiento inferior 6ptimo asociado a Ps, realicen-
se algunas observaciones que facilitardn el proceso. En primera instan-
cia, la funcion f es céncava en [%, 1}, por lo que en esta seccién, el
desplazamiento inferior parcial de g5 es ella misma; asi pues, Pj (f) es-
tard totalmente determinada por el comportamiento de la funcion en
[O, %} En este tramo, la funcién es convexa y derivable en el sentido
de R, por lo que puede hallarse el parametro del desplazamiento cal-
culandose en cada intervalo de la particion, el punto en el que f posee
tangente paralela a g en ese intervalo, de la misma manera que se realiza
en el Analisis. Para esto, nétese que

%@:) " (a:— %)3

y para 0 <7 < 2 se toma por z; a la solucion de la ecuacién

dfl[o,g] J(Gis1) = f(G)

() =

dx Gi1 — Gi
11 f(Gia) — f(G)
” “—éﬁ\/ Gi=G

la cual recae en el intervalo [(;, (;41]. El pardmetro de desplazamiento
que aporta este intervalo sera

i = ga(xi) — f(xs)
f(Giv1) = F(G) + G f(G) = GF (Ginn) 16 (:E, 1)4

- Git1 — G i Cir1— G “ 9
U SG) = @) (1B fGa) =@ g
- Giv1 — Gi (2 G+ 16\/ G — G ) + f(G)-
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El parametro de desplazamiento buscado serda n = max{ng, 71,72}, para
el cual se puede verificar que n = 1, y por tanto Pj (f) viene dada por

Py (f)(@) = sup{P{ (f), gaun } () = sup{0, g2y} (x) = gays(2)

_ {i( (G) = 1), , Genf(6) = G (Gi)

o1 — G Tt Civ1 — G o 7]2> X(Cm(i-ﬂ](x)"i_
+(1 = n2)x(0y(2), 0}

Numéricamente se puede ilustrar que

zo ~ 0.03950 € [Co,¢1],  mo ~ 0.03361
0.07946 € [(1, (o], m ~0.00133, v
0.23508 € (2, (3], 1o ~ 0.23145

Q

i

Q

T2

Pi(f)(x) = (—6.25z + 0.7686)X[0.c,] + (—4.762 + 0.6486)X (¢, o] +
+(=1.192 + 0.3586) X (¢,, 0.30134] + 0X(0.30134, 0.53673] +
+(6.30z — 3.3814))((0_53673, s (4.76x — 2.4914))(@4@5] +
+(1.192 — 0.4214) (¢, 1.

1 1
09 09
0s 0s
07 07
05 05
05 05
04 04
03 03
02 02
01 01
0 01 02 0 04 05 06 o7 0e 09 1
3

Figura 14. Simulaciones en rojo para Ejemplo 5.24 conn =1, =5

27
_ _ _ 2 1 579 29
P ={0,1},y, n =2, 52_ {07 1000725727100075071}'
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